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Geracao de Superficies de Interacao pelo Método da
Regressao Linear Multipla com o Modelo de Dano em
Vigas de Timoshenko 3D

RESUMO

Na literatura técnica, existem formulagdes analiticas que trabalhnam com superficies de
interacdo em resultantes de tensdes. Estes tipos de superficies sdo importantes para evitar o
processo de integracdo numeérica, por exemplo na secdo transversal, nas analises estruturais.
Geralmente, as funces de escoamento f trabalham no espaco de tensdes e dentro deste
escopo, Vvé-se que a interacdo entre as tensGes normal e tangencial pelo critério de Mises,
aplicadas para os principais pontos de tensdo numa secdo metéalica, € usualmente considerada
como um limite para projetos elasticos de elementos resistentes. Expressdes em tensdes, que
dependem dos esforcos dados pela Resisténcia dos Materiais, permitem aplicacbes de
condigdes limites de forma direta. Quando esta forma de critério € dada, a interacdo de
surpeficies limites para trios de esforgcos aplicados resulta em planos, quédricas, surperficies
mais complexas, ou uma mistura destas. Técnicas que usam formulagdes analiticas sdo mais
ou menos complexas e dependem de caracteristicas, como por exemplo: combinacdo de

tensdes ou de esforgos seccionais, € 0 tipo de secdo analisada.

Este trabalho apresenta uma técnica de geracdo de superficies de interagdo em resultantes de
tensdes, através da regressao linear maultipla, usando modelo de dano em vigas de
Timoshenko 3D com aplicacGes baseadas na analise elastoplastica de porticos espaciais
utilizando o conceito de rétula pléastica e 0 método de backward Euler. Posteriormente, sdo
apresentados e discutidos exemplos numéricos mostrando a eficacia da metodologia

alternativa proposta.
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Generation of Surfaces of Interaction for the Method of the
Multiple Lineal Regression with the Model of Damage in
Beams of Timoshenko 3D

ABSTRACT

In the technical literature, there are analytical formulations based on surfaces of interaction in
stress resultants. This kind of surfaces is important in order to avoid the numerical integration
process as, for instance, in the transversal section, in structural analysis. Generally, the yield
function f is defined in the stress space and the interaction between the normal and tangential
stress performed by the von Mises criteria, applied to the main stress points on a metal
section, is usually considered as a limit for elastic projects of the supporting elements. The
expressions written in the stress space, which depend on efforts given by the Strength of
Materials, allow the applications of the limit conditions directly. When is given this kind of
criteria, the interaction of the limit surfaces for trios of applied efforts results in planes,
quadrics, more complex surfaces or a combination of them. Techniques which use the
analytical formulations are more or less complex and they depend on some features, such as

combination of the stress or sectional efforts and type of the analyzed section.

This work present a surface of interaction generation technique based on stress resultants,
through the multiple linear regression technique, using a damage model for 3D Timoshenko
beam, with applications based on the elastoplastic analysis of space frames, using the plastic
hinge concepts and the Euler Backward method. After, are presented and discussed numerical

examples showing the effectiveness of the proposed alternative methodology.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1 MOTIVACAO

Diagramas (graficos) de interacdo sdao extensivamentes usados para projetos de segdes de
membros prismaticos sujeitos a tensdes combinadas. Estes graficos sdo usados em tecnologias
de construcdo: concreto armado, secdes de ago e compositos (Irles e Irles, 2000), sendo que
geralmente o uso de diagramas de interagao de esfor¢os combinados possui trés componentes.
Sao apresentadas formulagdes analiticas para curvas de interagdo, em trabalhos que enfocam
secdes H, circular e vazadas sujeitas a flexdo, cisalhamento e forga axial (Irles e Irles, 2000);
(Irles e Irles, 2001) , também, Chen apresenta trabalhos com diagramas de interagdo em super-
ficies tridimensionais para se¢des de ago (Chen e Astuta, 1977).

A interacdo entre as tensdes normal e tangencial pelo critério de Mises, aplicadas para os
principais pontos de tensdo, numa secdo metalica, ¢ usualmente considerada como um limite
para projetos elasticos de elementos resistentes. Expressdes em tensdes que dependem dos
esfor¢cos dados pela Resisténcia dos Materiais, permitem aplicacdes de condig¢des limites de
forma direta. Quando esta forma de critério ¢ dada, a interagcdo de surpeficies limites para
trios de esforcos aplicados resulta em planos, quadricas, surperficies mais complexas, ou uma
mistura destas (Irles e Irles, 2000).Técnicas que usam formulagdes analiticas sdo mais ou menos
complexas, dependendo das caracteristicas de cada regido em que estd dividida a superficie
(Irles e Irles, 2001).

Na teoria de plasticidade, a condi¢do de escoamento ¢ especificada pela superficie de es-
coamento, separando o dominio eléstico do espago de forcas generalizadas de um dominio nao
acessivel fora da superficie de escoamento (Krenk, 1999). Superficies em resultantes de tensdao
de forma poliédrica sdo usadas na literatura, (Orbison et al., 1982), e semelhantes superficies
fazem que sejam atendidos os critérios de escoamento e normalidade num estado plastico de
forma relativamente facil. Quando superficies multifacetadas sdo usadas, as forgas elasticas no
elemento necessitam serem checadas em cada faceta e as forgas para as rotulas plasticas devem
ser preventivamente impedidas de atravessar de uma faceta para outra vizinha.

Superficies de escoamento multifacetadas podem trazer problemas adicionais na determi-
nacao da correta matriz de rigidez, embora, quando sdo usadas superficies curvas (simples ou



multifuncionais), um procedimento iterativo ¢ tipicamente requerido para determinar o incre-
mento de carga de um estado eldstico para o escoamento incipiente, enquanto com uma super-
ficie planar este calculo ¢ direto (Orbison et al., 1982).

Nas especificagdes de projetos, como por exemplo: a americana, ¢ indicado que o limite de
resisténcia de uma se¢do de aco ¢ alcangado quando uma combinagdo linear da forca axial e
momento fletor sobre cada eixo principal da se¢do transversal alcanga um valor prescrito. Os
possiveis efeitos de tor¢do e cisalhamento sdo negligenciados.

Pode-se ver na literatura que o enfoque dado para a andlise ndo-linear de estruturas com
vigas 3D, usando superficies de interac¢do, leva em conta, somente, os trés esfor¢os seccionais,
devido as dificuldades de trabalhar com hiper-superficies e modelar, experimentalmente, os seis
esforcos seccionais existentes na analise de porticos espaciais. O uso de elementos solidos
aumenta o custo computacional da andlise de forma importante quando sdo empregados para
analises reais e geralmente os softwares comerciais para projetos de porticos espaciais sao feitos
por meios elementos finitos de barra com formulagdes que simplificam a analise. Sabe-se que a
capacidade de resisténcia de um elemento estrutural depende do tipo de esforgos com o qual esta
sendo solicitado, ou seja, um sistema estrutural que trabalha s6é com esforgos axiais tem uma
capacidade de resisténcia maior do que quando trabalha com flexo-compressao, flexo-torcao,
etc. Estendendo o conceito, vé-se que os edificios que trabalham com cargas de vento, con-
centradas, distribuidas, etc, possuem um sistema que trabalha com os seis esfor¢os seccionais;
se analisarmos a influéncia que um tipo de esfor¢o tem em alterar a capacidade resistente da
estrutura, pode-se ver a necessidade de compreender melhor a interagdo que hé entre os seis
esforcos, ao nivel de influenciar a estabilidade global ou local de uma estrutura.

Quando ¢ feita uma analise elastoplastica com modelos de viga 3D, necessita-se de uma
funcdo da superficie de escoamento que controlard o término da fase eléstica e o estado plastico
da estrutura. O limite entre a zona elastica e a plastica se estabelece mediante a superficie de
fluéncia ou superficie de descontinuidade, e a partir deste limite esta superficie adquire mo-
bilidade no espago de tensoes, seguindo a evolugdo do processo plastico, transformando-se na
denominada superficie de carga plastica. Para estabelecer, durante o processo de carga, o inicio
do comportamento ineldstico € a posterior evolucao das fronteiras do dominio eléstico dentro
do espago, adota-se o critério de fluéncia ou descontinuidade (Oller, 2001). S3o apresentadas
referéncias bibliograficas que de forma direta ou indireta estdo relacionadas com as formulagdes
desenvolvidas para o presente trabalho.

Parte do trabalho foi desenvolvido no CIMNE (Centro Internacional de Métodos Numéri-
cos na Engenharia) na Universidade Politécnica de Catalunha (Barcelona/Espanha), no periodo
de 05/2002 a 04/2003. Foi utilizado o programa da tese doutoral de Hanganu que trata da
Metodologia de Avaliacao da Degradagao em Estruturas de Concreto Armado, (Hanganu, 1997),
que foi adaptado para o caso de estruturas de ago. A formulagao de viga de Timoshenko 3D com
o modelo de dano usada pelo programa permite o tipo de analise necessaria para a obtengdo das

superficies de interacdao levando em conta a nao linearidade fisica do material com resultados



em resultantes de tensdo. Foram feitas andlises para a validacdo do programa para cada esfor¢o
seccional de forma a verificar a carga de colapso de cada esforco de forma independente, ou
seja, sem levar em conta a interagdo entre eles. Assim, comprovou-se que o programa pode
ser utilizado na proposicao de usar a regressao linear multipla com dados de entrada oriundos

destas analises de viga de Timoshenko 3D.

1.2 OBJETIVOS E ORIGINALIDADE DO TRABALHO

O trabalho apresenta de forma original a regressao linear multipla como um procedimento
capaz de gerar superficies de interacdo em resultantes de tensdo com dados de entrada obtidos
pela formulacao de viga de Timoshenko 3D com o modelo constitutivo de dano adaptado para
o critério de Von-Mises. Enfoca as teorias e formulagdes empregadas para a geragdo de su-
perficies de interagdo por processo numérico, de maneira a compreender seu comportamento
e similaridades com fungdes propostas na literatura, assim como, permite a criacao de outras
fungdes que possam ser adotadas como critérios de fluéncia nas andlises nao-lineares de estru-

turas.
1.3 DESCRICAO DO TRABALHO

O presente trabalho desenvolve-se em 7 capitulos. A seguir descreve-se o contetido dos
mesmos.

O capitulo 2 trata dos procedimentos tedricos. Apresenta os aspectos da formulagao das
vigas de Timoshenko 2D e vigas de Timoshenko 3D com com relagao as equagdes de equilibrio,
campo de deformagdo, de tensdo, de esforcos seccionais e fungdes de forma adotadas.

O capitulo 3, apresenta a formulagdo da regressao linear multipla com as propriedades dos
estimadores, prova de hipodtese e rotinas IMSL na linguagem Fortran. A regressao ¢ utilizada
para a geracgao das superficies analiticas por processo numérico.

No capitulo 4, ¢ mostrado o método para a obten¢ao das curvas de interagdo por processo
numérico. Sao apresentadas curvas existentes na literatura e limites plasticos para a compro-
vagdo e geragdo de superficies de escoamento.

O capitulo 5, desenvolve a formulagdo da analise elastopléstica de porticos espaciais uti-
lizando o conceito de rétula plastica e o método de backward Euler.

No capitulo 6, apresenta aplicagcdes numéricas baseadas na analise elastoplastica de porticos
espaciais com o intuito de verificar a aplicacdo das superficies geradas.

No capitulo 7, sdo apresentadas as conclusdes obtidas e as propostas para trabalhos futuros.

Os Apéndices A, B e C tratam das relagdes constitutivas, modelo de dano isotropico e infer-
éncia estatistica, respectivamente. Estes apéndices apresentam teorias basicas que fundamentam

o trabalho desenvolvido.



1.4 HIPOTESES BASICAS

As hipdteses adotadas seguem os critérios estabelecidos em cada formulagdo. A seguir sao

apresentadas, num resumo sucinto, algumas delas:

e As equagdes de equilibrio na forma discreta sdo deduzidas a partir do principio dos tra-
balhos virtuais;

e E usada a teoria de vigas de Timoshenko com suas trés hipdteses basicas;

e O elemento finito usado ¢ de barra 3D desenvolvido a partir do elemento de barra de

Timoshenko, lagrangiano de continuidade C° de trés nos e seis graus de liberdade por no;
e A discretizagdo da se¢do transversal ¢ feita em uma malha retangular;

e Segue-se os critérios de plasticidade como por exemplo: leis de fluxo e potencial de fluxo,

postulado da méxima-dissipacao e normalidade;

e Usa-se o estimador de minimos quadrados 3 como solugdo para a regressao linear multi-

pla;

e A prova de hipotese utilizada na regressao segue o critério de que os termos de erro €;
do modelo de regressao tenham distribuigdes normais e independentes com média zero e
variancia v?;

e Os limites plasticos foram adotados, para uma se¢do retangular, em fungao das férmulas

existentes na literatura;

e E utilizado o método incremental iterativo de Newton-Rhapson, na fase corretora, para

determinar a configuracdo de equilibrio do sistema estrutural;

e O processo iterativo utiliza os vetores de fluxo plastico, ou seja, o procedimento do algo-

ritmo de retorno para um ou dois vetores;

e Os esforgos seccionais contidos no interior da superficie de interacdo geram somente

deformacgdes elasticas;

e Os esforcos seccionais que estejam na superficie de interagdo geram deformagdes plasti-

cas;

e Os esforgos seccionais fora da superficie de interagdo representam estados de tensoes

inadmissiveis porque nao se leva em conta o caso do endurecimento.



Capitulo 2

PROCEDIMENTOS TEORICOS

2.1 INTRODUCAO

Os modelos que foram utilizados neste trabalho levam em conta a necessidade de uma
solugdo de esforcos seccionais na fase nao-linear como resultado de uma analise de elementos
finitos de viga 3D. Sdo apresentados os fundamentos da teoria de viga de Timoshenko 2D que
serviu de base para a teoria 3D e também as equagdes que sdo as bases tedricas para chegar na
teoria de vigas de Timoshenko 2D e 3D. Todo o desenvolvimento esta enfocado nas caracteris-
ticas do elemento de viga discretizado em malha com a utilizacdo de um modelo constitutivo
tridimensional que requer informacao a nivel de cada ponto da se¢@o e ndo somente no eixo da

viga, como ¢ habitual nos elementos de viga convencionais (Hanganu, 1997).

2.2 EQUACOES DE EQUILIBRIO

As equacdes de equilibrio na forma discreta sdo deduzidas a partir do principio dos trabalhos
virtuais. Este principio estabelece que um solido deformével estd em equilibrio se, ao aplicar
qualquer campo de deslocamentos virtuais compativel com as condi¢gdes do vinculo, o trabalho

produzido pelas forgas internas, L;,;, ¢ igual ao trabalho das forcas externas, L.,;.

L'mt = Lezt (21)

As forgas internas sdo aquelas geradas dentro do solido deformével como resposta ao estado
de deformagdao. Em consequéncia, as Unicas forcas que sdo consideradas sao as tensdes provo-
cadas pela deformagdo. Por outra parte, as forcas externas incluem todo tipo de acdes externas.
Podem ser forcas concentradas pontuais, forgas distribuidas ao longo do contorno ou forcas de
corpo (volume), como por exemplo: campos magnéticos, elétricos, gravitacionais, térmicas,

etc.



O principio dos trabalhos virtuais conduz a seguinte expressao do trabalho virtual interno
Lint :

Lint = / selodV = / se’ CedV (2.2)
\4 \4

onde V' € o volume do solido, ¢ ¢é a variagdo virtual, € ¢ o tensor deformagdes, o é o tensor
de tensodes e C ¢ a matriz constitutiva.

O trabalho virtual externo L.,; deve conter as contribui¢des das forgas concentradas fj;,
forgas distribuidas £ aplicadas diretamente sobre o contorno do dominio S e também o termo
devido a agdo das forgas de corpo f¥ que atuam em cada ponto do volume. Esta expressdo tem

a seguinte forma:

Lewt = Z(Sujfj+ /S sulflds + /V sulfrdv (2.3)
J

onde u ¢ o campo de deslocamentos.

Também, podem ser acrescentadas forcas dindmicas quando se fazem andlises dindmicas.

O principio dos trabalhos virtuais pode ser expresso da seguinte forma:

v

/ 0e"CedV = " ouyf; + / sul'feds + / sul'fvdv (2.4)
\%4 F; S

A equagdo deduzida na forma de um funcional integral, expressada em deslocamentos, con-
trola o comportamento da estrutura no regime estatico. Para encontrar o campo de desloca-
mentos u, que ¢ o termo independente do problema, tem-se que usar outros procedimentos, ja
que a mecanica dos meios continuos trabalha com solugdes pertencentes ao espaco de fungdes
continuas de dimensdo infinita, ou seja, com uma infinidade de graus de liberdade, sendo que o
procedimento adotado para reduzir o nimero de graus de liberdade para um numero finito € o

método dos elementos finitos.

2.3 FORMULACAO DE VIGA DE TIMOSHENKO BIDIMENSIONAL

A formulagdo de viga de Timoshenko 2D serd apresentada de forma sucinta como base
para chegar as expressdes do modelo de viga de Timoshenko 3D que ¢ a formulacdo usada no

trabalho proposto.

2.3.1 Hipoteses da formulacio de viga de Timoshenko

Consideremos uma viga de comprimento longitudinal /, com se¢ao transversal de area A e

moédulo de inércia I sobre que atuam uma série de cargas verticais, € momentos contidos no



plano yz (ver fig. 2.2). A teoria de vigas de Timoshenko tem trés hipdteses basicas que sio as

seguintes:

1. Os deslocamentos verticais (flechas) de todos pontos de uma secdo transversal sdo pe-

quenos e iguais ao do eixo x da viga.
2. O deslocamento lateral segundo o eixo y da figura (2.3) ¢ nulo.

3. As seg0es transversais normais ao eixo da viga antes da deformagao, permanecem planas,

porém, nao necessariamente normais ao eixo depois da deformacao (ver figura 2.3).

Esta hipotese representa uma maior aproximagdo a deformagdo real da secdo transversal
em vigas de grande altura quando comparada a teoria de vigas tradicional. A medida que a
relagdo comprimento longitudinal /altura diminui, as se¢des transversais deixam de se con-
servar planas depois da deformagdo (Onate, 1992). Na figura (2.3), pode-se observar que a
hipotese de Timoshenko supde tomar um giro médio para a secdo, de maneira que a efeitos
praticos possa continuar plana. Em funcdo da formulagdo, a rotagao da se¢do normal ¢ expressa
como:

dw

0=—+0¢ (2.5)

dw — . . .. .
onde — ¢ a inclinacdo da deformada do eixo da viga e ¢ ¢ a rotagdo adicional devido a
deformacao por cortante.
Dos seis seis deslocamentos generalizados de um ponto do espaco, neste caso, somente ha

dois relevantes, devido ao carater plano do problema e as hipdteses adotadas anteriormente.

|
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Figura 2.1: Sec¢ao transversal da viga de Timoshenko 2D (Onate, 1992).
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Figura 2.2: Viga de Timoshenko (Onate, 1992).

Detalhe A

O=dw/dx+

$ \ dw/dx
Deformada real da secgéo

transversal

Deformada plana (media)
da sec¢ao transversal

Normal da deformada da
fibra média

Figura 2.3: Teoria de viga de Timoshenko. Rota¢do da secdo normal a linha média (Onate,
1992).



Estes sdo u? e wP, respectivamente, o deslocamento horizontal e o vertical no sistema de coor-
denadas locais (ver fig. 2.1). O campo de deslocamentos de uma secgdo transversal ¢ descrito
por uma translag¢do horizontal «’, uma vertical w’ do eixo da viga e pela rotagdo média da se¢do
6 (ver figura 2.1). O movimento de qualquer ponto do corpo pode ser expresso em fungdo do

eixo da secdo a qual pertence o ponto, (Hanganu, 1997), assim:

p / /
u, w, — 20,
u’ (o, 2) = R = v
w? !
2! z!

',
10 —2 =

- S w, b =sul, 2.6)
01 0 )

onde:

° uZ , »— Vetor de deslocamentos de um ponto qualquer da segdo transversal da viga.
Considera-se que estes deslocamentos ndo variam ao longo da dire¢do normal ao plano

de flexdo (hipoteses I e 1I);
/ . . . . .
e u ,— Vetor de deslocamentos seccionais da viga nos eixos locais;

e S— Matriz de conversdao dos deslocamentos do eixo aos deslocamentos pontuais em

fungdo da altura 2" do ponto.

O modelo 2D serviu de base para a teoria de viga 3D, a qual foi empregada nas andlises
deste trabalho. A formulagdo da teoria de viga de Timoshenko 2D e 3D ¢ apresentada com

detalhes na tese doutoral de Hanganu (Hanganu, 1997).

2.3.2 Campo de deformacao

Considerando a hipotese das pequenas deformagdes, a partir de um campo de deslocamentos
(equagdo 2.6 ) pode-se deduzir as deformagdes. Baseado nas hipoteses utilizadas, as unicas

deformagdes ndo nulas sao:

e _ad 0
de! da! dxz’
_duP N dw? dw’ B
Tz = dz' de!  da!

Eyxt

2.7)

As equagdes (2.7) sdo apresentadas, a seguir, na forma matricial:



'

- 1 0 _ A ,dx’

e={0 “ L_ g b —se (2.8)
Vi 01 0 "
dx'!

onde & ¢ o vetor de deformacgdes seccionais, € € o vetor de deformagdes pontuais ¢ S é a
matriz de transformag@o que relaciona € com €. As deformagdes seccionais & relacionam-se

com os deslocamentos seccionais através da matriz de operadores diferenciais L:

du’ d /
g w 0 0 u
A~ / /
=00 ,=]0 L -1 w' »=Lu (2.9)
do d
7 0 0 0

2.3.3 Campos de tensao

As hipoteses dos estudos de estruturas de vigas em geral e vigas de Timoshenko, como caso
particular, fazem que, do total das seis componentes simétricas distintas do tensor de tensdes,
somente duas sejam ndo nulas (Hanganu, 1997). Estas sdo as tensdes normal a secdo o,/ €

tangencial 7,/ , que se relacionam com as deformag¢des mediante a equagao constitutiva:

o= { o } _ { “o! } — Ce (2.10)
Tal'z Yot o

onde C ¢ o tensor constitutivo. No caso linear elastico o tensor constitutivo ¢ gerado em

E 0
0 ¢

fun¢do das caracteristicas do material: modulo de elasticidade longitudinal E, coeficiente de

Poisson v ¢ 0 modulo de elasticidade transversal G = ﬁ Dentro das seis deformacgdes
independentes do tensor de deformacgdes existem quatro que sao diferentes de zero, a saber: ¢/,

Yol 2ts €y/e Eqr.
2.3.4 Campo dos esfor¢os seccionais

As tensdes provocam o aparecimento de esfor¢os seccionais de forcas e momentos em cada
secdo transversal de uma viga carregada em um dos planos principais de inércia. Estes esforgos
seccionais sdo em trés tipos: esforco axial IV, esforco cortante () e momento fletor M.

Utilizando a equagao (2.8), o trabalho virtual interno L;,,; € reapresentado da seguinte forma:

l l
Liy = / 5e” o dV = / 58"S o dV = / s&” [ / STadA} o’ = / seTeda’  (2.11)
|4 |4 0 A 0
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Na relagdo anterior, foi introduzido o vetor de esforcos seccionais & como um conjugado

energético do vetor de deformagdes seccionais € que € mostrado a seguir:

]. O O-QL"
o= / STodA— / 0 1 { Ta! }dAz / ro SdA
A A ’ Tz A
-z 0 —Z0
N
= / STCedA= / STCcsedA=Ce={ Q (2.12)
A A M

onde resulta a expressao da matriz constitutiva seccional C que ¢é descrita como:

E 0 —F
C= STCSdA:/ 0 ¢ o0 |da
! Yl 2B 0 2B
| B ) 0 B (D)
=2 0 biGi (2141 — %) 0 (2.13)
TLoE G- 0 $heBs (251 — )

onde b;, E; e G; sdo a largura e os moédulos elasticos da faixa da se¢do transversal que se
estende entre as cotas z; € 2, ;. A equacdo (2.13) representa a matriz constitutiva seccional que

relaciona o vetor de esfor¢os seccionais & com o vetor de deformagdes seccionais é.

A seguir, descreve-se a formulacdo de viga de Timoshenko 3D que ¢ baseada na formulagao

de vigas 2D.

2.4 FORMULACAO DE VIGA DE TIMOSHENKO TRIDIMENSIONAL
(3D)

O elemento de viga tridimensional foi desenvolvido a partir do elemento de viga de Tim-
oshenko. Este elemento permite modelar o comportamento de uma viga prismatica sobre
qualquer carregamento (Hanganu, 1997). Se trata de um elemento finito lagrangiano de con-
tinuidade C° de trés nos e seis graus de liberdade por n6. O fato de que o modelo constitutivo
necessita de informagao a nivel de tensdo-deformagdo, faz necessaria uma discretizagao da

secdo transversal em uma malha retangular (ver fig. 2.4).
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Figura 2.4: Barra 3D com se¢do dividida mediante uma malha retangular. Eixos locais.

A formulagdo seguinte descreve as relagdes existentes entre as variaveis pontuais € sec-

cionais. A viga é considerada no sistema de coordenadas locais, com seu eixo x’ formando com
os restantes do eixos um triedo direito. Considera-se que os eixos ¢y’ ¢ 2’ sdo 0s eixos princi-
pais de inércia de cada secdo. A convengao dos sinais para os deslocamentos e rotagdes € o da

mecanica classica (Hanganu, 1997). Em coordenadas locais, os campos de deslocamentos e de

deformagdes sao:

o o
o = o
_ o o
|
N\

Eq’
€= Vx’y’

Va2

d_u’ dv’

onde & = {

de’  da’

U
! U/
w
0
0,
0
6,
0.
\
ouP
a /
ouP f ovP
oy Oz’
ouP n owP
0z ox'
dw’
I
dz’

+ Qy’

uP u + Zlgy/ — y,lng
uw’ =< P = v — 20,
wP w + 1y 0,
= Su’
d_u/ P dey' y/ dez'
dr’ dx’ J gdx’
U ’
— 92 17z = Sé
kW
w , A0t
dxz’ Tty dx’

by db, do. }T
do’  dx'  dx' '

12
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As variaveis das equagdes anteriores tem o seguinte significado:

e u”— vetor de deslocamentos locais de um ponto qualquer da sec¢ao;
e ¢— vetor de deformagdes;

e u’— vetor de deslocamentos em coordenadas locais do elemento finito de viga 3D, corre-

spondente ao eixo da secdo;
e £— vetor de deformagdes seccionais;
e S— matriz geométrica de relagdo ponto-se¢ao.

Utilizando o principio dos deslocamentos virtuais para escrever as equacdes de equilibrio, o
trabalho interno L;,; , na equagdo(2.2), correspondente a um campo de deformagdo virtual de

toma a seguinte forma:

l
Lint = / seladV = / 6e"STadV = / s’ { / STadA] dx (2.16)
14 14 0 A

l !
= / oeTedxr = / oeTCeda’ (2.17)
0

0

Na relagdo (2.16), é visto o vetor de esforgos seccionais & como o conjugado energético
do vetor de deformagdes seccionais. A matriz S = S (y, z) varia nas duas dire¢des da segéo,
sendo isto, de interesse para este trabalho porque permite fazer uma analise tridimensional do
processo de plastificagdo:

100 0 =2 -y (o

&:/STUdA:/ 010 —2 0 0 T sdA
A A / vy
O 0 1 y O 0 Tx/Z/

o ’ l l 4 TdA
= B O'I/ TI’yl TI/Z/ —Z Tx/y/ + y TI/Z/ ya UII —y O'J:/

T
Ny Qy/ Qz' Tx' My/ Mz' } (218)
onde C o tensor constitutivo de rigidez local, cujo valor é:
E 0 0
C=|0 G O (2.19)
0 0 G
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E 0 0 Eqt
c=Ce=|0 G 0 Vary (2.20)
0 0 G Yot o

Empregando as relagdes da equagdo (2.15) junto com a equagdo (2.18), obtém-se:

G = / STodA = / STCedA = / STCSedA = Ce (2.21)
A A A

Baseando-se na equagéo (2.21), se apresenta o valor da matriz constitutiva seccional C que

relaciona as deformagoes e os esforgos seccionais.

C= / STCSdA (2.22)
A

As equagdes (2.22) sdo resolvidas com a integragdo sobre uma malha retangular na se¢do

transversal. O processo de maneira detalhado ¢ apresentado a seguir:

’

E 0 0 0 YE —yE ]
0 G 0 —ZG 0 0
T A I PP
A 0 —2z2G yd@ (22+y2)G 0 0
7 F 0 0 0 Z2E  —y /B
—y'E 0 0 0 —y 7 E y?E
[ E 0 0 0 YE —yE |
0 Gi 0 —2'G, 0 0
" e | 0 G e 0 0 .
:Z/ : 0 —£G yG (2+y)G 0 o |M"
—Jy ) i yGi (27 +y7) G
2 E; 0 0 0 22E;,  —yE;
—y'E;, 0 0 0 —y 2 E;  y?E

(2.23)

As malhas retangulares do modelo 3D, (ver fig. 2.4) , sdo retdngulos com os lados paralelos
aos eixos de inércia, as integrais duplas podem ser integradas de maneira independente, em
funcdo de cada variavel. O elemento finito estd definido por 3 n6és com 6 graus de liberdade
cada um (Hanganu, 1997). Sdo empregadas as fung¢des de forma e o vetor de deslocamentos

nodais seguintes:
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N, = Ny, comN'={ N{ N, N }
’ ’ ’ / T !’ ’ / ’
a;, = { u; v, w Qx/i Qy/i Hz’i } ,coma = { a; a, aj } (224)

onde I é uma matriz identidade de posto (rank) 6, N’ sdo as fungdes de forma e a; ¢ o vetor

de deslocamentos nodais.

A matriz B' ¢ apresentada a seguir em fungdo da matriz L (eq. 2.9) e a funcio de forma N:

B =LN; (2.25)
— dNZ -—
T 0 0 0 0 0
dN;
0 T 0 0 0 -N;
dN;
, 0 0 -0 N 0
B, = dx AN (2.26)
0 0 0 dx’l 0 0
dN;
0 0 0 0 T 0
o o o o o W
L dx' 4
Sendo que: B' = { B, B, B }
As derivadas cartesianas das fungdes de forma N sio:
21
dN'  dN'd¢  d 2
dr’ ~ d d_C/ B d_c/ % 227
v ¢ dz O

e para calcular % se utiliza a representagdo isoparamétrica que conduz a seguinte série de
X

operagoes:
1’ = Nix) + Nowy + Nazj (2.28)
dI, le dN2 ng 1

1 1
com N1 (¢) = 5¢(C—1)5 Na(() =1 = e Ns(Q) = 5 (C+1).
Desta maneira, ¢ definida a matriz B’ em qualquer secao transversal do elemento para qual-

quer ¢ € [—1,1]. E observado que quando:

oy = (&) + ) /2 = d(/da’ = 2/1 (2.30)
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A transformacdo do sistema local ao global de coordenadas ¢ obtida através da matriz de

transformagao T, definida a seguir:

a; = Ta, ;
| To O
0; To |~

cos (m', x) oS (:1:', y) oS (a:', z)
Ty = | cos (y', :15) coS (y/, y) cos (y/, z) (2.31)
Ccos (z/, x) oS (z', y) coS (z', z)

/ r A . ~ ! . ~ .
onde: cos (x , x) ¢ o co-seno do angulo entre a dire¢do local = e a diregcdo global z, e assim

sucessivamente para os demais (Hanganu, 1997).

2.4.1 Funcoées de forma e suas relacées com os campos

As fungoes de forma empregadas na teoria 3D definem o campo continuo elementar, inter-
polando os valores nodais. Sao utilizadas fun¢des quadraticas lagrangianas correspondentes a
um elemento de viga de trés nos (ver fig. 2.5). Cada n6 tem uma fungéo de forma associada,
de maneira que esta vale 1 no n6 e 0 nos demais. Expressam-se como fun¢ao de uma variavel

normalizada ¢, que varia de -1 a 1 (Hanganu, 1997). A seguir sdo apresentados seus valores:

N1 N2 N3
1 | € 1
1 2 3

Figura 2.5: Representagdo das fungdes de forma

Ni(Q =50 =15 M) =1-C5 Ns() = 3¢ (C+1) 2.32)

Como exemplo, apresenta-se o campo de deslocamentos (2.24) que sdo interpolados com

as funcoes de forma:
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(W) (N, + Nouly + Nyuy )
v Nyv; + Ny, + Navg
’ wl le/1+N2wl2+N3w;, 6 o o
u = = , = N.a =Na 2.33
9:1:/ Nl@:v/l +N20m/2 —|—N3¢9xé ; L ( )
Hy' Nley/l -+ Nzigy; + N36y§
\ (92/ ) \ Nlﬁzi + NQQz; + Ngezlg J

As matrizes N;- e B; sdo reapresentadas em fun¢do da matriz transformagao T (ver equagdo
2.31):

! /
N,=N,T; B,=B,T (2.34)
. . . . . ! ~ . .
O vetor de deslocamentos seccionais da viga nos eixos locais u e as deformagdes seccionais
€ sdo apresentados em funcdo da matriz de forma N e de B, respectivamente:

’

u =Na; €=Ba (2.35)

A expressdo desenvolvida para o vetor de forgas internas elasticas F'. € vista a seguir:

F. = / B 6dx = / B”Cedx’ (2.36)
! !
onde [ € o comprimento do elemento finito.

Com esta ultima transformagao a forga elastica toma a seguinte forma:

F. = / B”CBdz'a = Ka (2.37)
l

Pode-se ver, na equagdo (2.37), a matriz de rigidez global do elemento, K. O processo
de integracdo ¢ feito com uma quadratura gaussiana reduzida de 2 pontos para os termos de

cortante, para evitar o efeito de bloqueio de cortante (Hanganu, 1997).

2.4.2 Processo de calculo nao-linear

O processo de calculo ndo-linear consiste na avaliacdo das deformacgdes seccionais & cor-
respondentes aos deslocamentos a, tal como se pode ver na equagdo (2.35). Desta maneira
avaliam-se as deformagdes pontuais € mediante a equagdo (2.15) e as tensdes correspondentes
que sdo corrigidas dentro do modelo constitutivo para depois integra-las sobre a se¢ao mediante
a relagéio (2.18). No final, sdo obtidos os esforgos seccionais correspondentes de maneira que

se podem calcular as forgas residuais com algoritmos usuais (Hanganu, 1997). Desta maneira
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podem ser calculadas as forcas residuais com algoritmos usuais. Este procedimento ¢ apresen-
tado na figura (2.6).

vy M Il

Esforgos preditos

& & &

Equacodes (2.1 e 2.2)
\—r ylly y)%y . ny
2 Y Y

Modelo de dano para Von Mises

GX GX Gg

Tl 72

: o T4 ..
), 72, Tl —l—' Equagdes (2.3 e 2.20)

S R
e e i

Esforgos corrigidos

Figura 2.6: Algoritmo de calculo ndo-linear (Hanganu, 1997).

A secdo da viga esta discretizada mediante uma malha ortogonal (ver fig. 2.4). Os eixos
da malha devem ser paralelos as dire¢des principais de inércia da se¢do. Cada retangulo da
malha pode estar caracterizado por um material e dimensdes geométricas distintas, sendo que
neste trabalho o material definido ¢ homogéneo. Os quatros cantos de cada retangulo sdo os
pontos de célculo das deformagdes e tensdes. Para integrar as tensdes seccionais a partir das
tensoes do modelo constitutivo, considera-se que todas as tensdes envolvidas tenham uma vari-

acao linear dentro de uma célula da malha (Hanganu, 1997). Isto obriga a resolver para cada
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retangulo e cada tensdo um sistema de quatro equagdes com trés incognitas, obtendo desta
maneira a equacao do plano que aproxima por minimos quadrados a variacdo de cada compo-
nente do tensor de tensdes. Este mesmo retangulo serve também para calcular todas as demais

caracteristicas seccionais como momentos de inércia e estatisticos mecanicos, €1xo neutro, etc.
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Capitulo 3

REGRESSAO LINEAR MULTIPLA PARA OBTENCAO
DAS SUPERFICIES DE INTERACAO

A teoria da regressao linear multipla foi usada para a geracao das fungdes de escoamento,
através de solucdes de esforgos seccionais na fase de plastificagdo, obtidas pela teoria de viga
de Timoshenko 3D com o modelo de dano. Neste capitulo, ¢ vista a formulagdo da regressao
linear multipla com o seu enfoque matricial, propriedades dos estimadores, prova de hipotése
da regressdo, etc. A seguir, sdo apresentadas as formulacdes envolvidas para o tratamento dos
dados obtidos.

Muitas aplicacdes da andlise de regressao envolvem situagdes em que ha mais de uma var-
iavel de regress@o. Um modelo de regressao que contém mais de um regressor recebe o nome
de modelo de regressdao multipla (Montegomery e Runger, 1998). Um modelo de regressao

multipla pode ser escrito como a relacao seguinte:

Y:ﬁ0+ﬁ1$1+62$2+"'6kl’k+ € (31)

Este ¢ um modelo de regressdo com varias variaveis, sendo que Y ¢ a varidvel dependente
ou resposta, e pode estar relacionada com k£ variaveis independentes (regressores). Os pardme-
tros 3;,j = 0,1,-- -, k, se conhecem como coeficientes de regressdo. Este modelo descreve um
hiperplano no espago de dimensdo k formado pelas variaveis de regressdo {z;}. O pardmetro
[3; representa a variagdo esperada na reposta Y~ por unidade de variagdo em z; quando todos
os demais regressores x; (i # j) se mantém constantes. Frequentemente estes modelos se em-
pregam como fungdes de aproximacao e se desconhece a verdadeira relagao funcional entre Y
e r1,Ta,...,Tk. Sobre certos tipos de varidveis independentes, o modelo de regressdo linear
constitui uma aproximacdo adequada (Montegomery e Runger, 1998). Os modelos que tem
uma estrutura mais complexa que a dada pela equago (3.1) com frequéncia, também, podem
ser analisados com as técnicas da regressdo linear multipla. Por exemplo, considere-se um

modelo polinomial ciibico com uma variavel de regressao.

Y = By + Bix + Pox® + Baxi+ € (3.2)
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Tomando-se z; = z,71o = 7%, 13 = x>, entdo a equagdo (3.2) pode ser escrita da forma
usual do modelo de regressao multipla.

Os modelos que incluem efeitos de interagao, que € o caso deste trabalho, também podem
ser analisados com os métodos da regressao linear multipla. Uma interagao entre duas variaveis

pode ser representada como um produto entre variaveis, tal como

Y =By + B1x1 + Byx2 + Brptixat € (3.3)

Faz-se as seguintes modificagdes: 3 = 122 € S5 = 31, entdo a equagdo (3.3) pode ser

escrita como

Y = By + B121 + Boxe + Baxs+ € (3.4)

que ¢ um modelo de regressao linear multipla.

Note-se que, ainda que este seja um modelo de regressao linear, a forma da superficie gerada
pelo modelo ndo ¢ linear. Em geral, qualquer modelo de regressdo que € linear nos parame-
tros () ¢ um modelo de regressdo linear, sem importar a forma de superficie que este gera

(Montegomery e Runger, 1998).

3.1 ENFOQUE MATRICIAL PARA A REGRESSAO

E mais conveniente expressar o modelo com operagdes matematicas em forma matricial.

Suponha-se que existem k variaveis de regressdo e n observagdes (x;1, iz, - - ., Tig, Yi), I =
1,2,...,n, e que o modelo que relaciona os regressores com a resposta seja:
Y = 60 —+ 51]3“ + 521’1’2 -+ .. 5kxlk+ Ei,i == 1, 2, o, n (35)

Este modelo ¢ um sistema de n equagdes que pode expressar-se em notacao matricial como

y=XB+c¢€ (3.6)
onde:
[ 1 ] (1 2y mp o T |
y= | x| (3.7)
| yn i | 1 x;n 25;12 ZBnk |
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Bo €1
g | ee=|© (3.8)

Bk En

Em geral, y ¢ um vetor de observagdes de (n x 1), X é um tensor (matriz) de (n X p)
dos niveis das variaveis independentes, 3 ¢ um vetor de (p x 1) formado pelos coeficientes de
regressdo e € € um vetor (n x 1) dos erros aleatorios.

Deve-se encontrar o vetor dos estimadores dos minimos quadrados, 3, que minimiza

L=) e=c"e=(y-X3) (y—XB) (3.9)
=1

O estimador de minimos quadrados 3 ¢ a solugdo para 3 nas equagdes

oL _
o3

Desenvolvendo-se a equagao (3.10) chega-se a:

0 (3.10)

X"X3 =X"y (3.11)

As equagoes (3.11) sdo as equagdes normais dos minimos quadrados em forma matricial, e

sdo idénticas a forma escalar, como ¢ apresentado a seguir:

RBO +B1Z$z‘1 +B2in2 + - +Bkzxzk = Zyz‘
A . A ;:1 A 7::1 A z:ln =1 .
Bo ZCCﬂ + 54 2%21 + inl%z +-- 4+ B Z TiTip = chilyi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n n n n n
Bo Z%k + 54 Z TiZa + Ba Z TiZio + -+ By Z ﬂﬁfk; = Z TikYi (3.12)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Para resolverem as equagdes normais, multiplicam-se ambos membros da equagdo (3.11)
pela inversa de X?X. Por conseguinte, o estimador de minimos quadrados de 3 é:
B=(X"X)"'XTy (3.13)

Note-se que existem p = k + 1 equacgdes normais € p = k + 1 incdgnitas, ou seja, 0s
valores de BO, 3 PR 6 ... Por outro lado, a matriz X”'X ndo ¢é singular, de modo que podem-se

empregar os métodos de inversao de matrizes que existem na literatura.
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A forma matricial das equagdes normais de (3.12) ¢ apresentada a seguir:

— - - A -

n Z?:l Ti1 Z?:l X2 cee Z?:l Tik BO
DT D TH o D TaTn D Tl 3,

| DTk e TikTin i Tz e e The | | Bk
Z?:lyi

B Z?:l Ti1Yi

(3.14)

Z?:l TikYi

Pode-se observar que a matriz X7 X é uma matriz simétrica de (p x p), e que X'y é um
vetor coluna de (p x 1). Os elementos da matriz diagonal de XX sdo as somas dos quadrados
dos elementos nas colunas de X, enquanto que os elementos que estdo fora da diagonal principal
sdo as somas dos produtos cruzados dos elementos das colunas de X (Montegomery e Runger,
1998). Os elementos de X’y sdo as somas dos produtos cruzados das colunas de X e as
observacdes de y.

O modelo de regressao ajustado tem a seguinte forma:

j=1

A forma matricial do modelo é:
y=Xp (3.16)

A diferenca entre a observacdo y; e o valor ajustado ¢; ¢ um residuo, e; = y; — ¥;. O vetor

de residuos de (n x 1) se denota como:
e=y—y (3.17)
3.2 PROPRIEDADES DOS ESTIMADORES DE MINIMOS QUADRA-

DOS

O residuo quadratico médio 92 estd dado pelo erro (residuo) quadratico médio:

SSE
n—p

0? = MSp =

(3.18)

onde SSE ¢ a soma dos quadrados dos erros, sendo representado a seguir:
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n n

SSp=> (Wi—0)’=> e =e'e (3.19)

i=1 1=1

Substituindo-see =y -y =y — XB, chega-se a:

SSg = (y - XB)T (y — XB) =y"y —B' X"y —y"XB + B X"Xp
—yTy—28 XTy + B X"XJ3 (3.20)
sendo que X”X3 = XTy.
A equacdo anterior se converte em:
$Sp=y"y - B X"y (3.21)
Por conseguinte, outra maneira de escrever a equagdo (3.18) é apresentada a seguir:

AT
5 S88 _ yly -8 X'y
n—op n—p

(3.22)

3.3 PROVA DE HIPOTESE NA REGRESSAO

Nos problemas de regressdo linear multipla, existem certas provas de hipotese sobre os
pardmetros do modelo que sdo Uteis para medir a adequagdao do modelo. A prova de hipdtese
requer que os termos de erro €; do modelo de regressdao tenham distribui¢des normais e inde-
pendentes com média zero, e variancia v2. A seguir, é apresentada uma tabela com o modelo

para a andlise da variancia para a prova de significdncia da regressao.

Fonte Soma de Graus de | Média de

de variagao quadrados | liberdade | quadrados | f P> fy
regressao SSk k MSg

Erro ou residuo | SSg n—op MSg %ng;

Total Syy n—1

Tabela 3.1: Tabela da prova de significancia (Montegomery e Runger, 1998).
onde:

e fy ¢ o estatistico de prova;

e P ¢ o valor calculado para a distribui¢ao J f (ver equagdo C.11).
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A prova de significancia para a regressao ¢ uma prova para determinar se existe uma relagdo

linear entre a varidvel linear e a variavel de resposta e um sub-conjunto de variaveis de regressao

X1, T, ..., Tk As hipoteses apropriadas sao:
HO/B].:/BZ:...:/BIC:O
Hy : B; # 0, pelo menos para um j (3.23)
Se Hy : B, = By = --- = B, = 0 for rejeitado implica que pelo menos umas das variaveis
de regressao xy, xa, . . . , T} tem contribuicdo significativa no modelo. A soma total dos quadra-

dos S, divide-se em: uma soma de quadrados devida a regressdo e uma soma de quadrados

devido ao erro.

Syy =SSk + 5SSk (3.24)
com
AT
SSg = y'ly—-8 X"y (3.25)
n 2
o (5]
Sy = Z_;yTy - == (3.26)
n 2
2N T i=1
SSp = B X o= (3.27)
Se Hy : B, = By = -+ = [, = 0 ¢é verdadeira, entdo % ¢ uma variavel aleatoria ji-

quadrada com k graus de liberdade. O numero de graus de liberdade para esta varidvel aleatéria
ji-quadrada ¢ igual ao niimero de variaveis de regressao do modelo. Pode-se demonstrar que

% ¢ uma variavel aleatoria com n — p graus de liberdade, e que SSg e S\Sg sdo independentes

(Montegomery e Runger, 1998). O estatistico de provapara Hy : f; =, =--- =, =0¢&:
SSk
fo= =57 (3.28)
(n—p)

Deve-se rejeitar Hy, se o valor calculado do estatistico de prova da equagdo (3.28), fo, é

maior do que J f,, ;. n—p (ver apéndice C.4).

3.4 PROVA SOBRE OS COEFICIENTES INDIVIDUAIS DE REGRESSAO
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Existe, também, o interesse de fazer provas de hipdteses sobre os coeficientes de regressao.
Tais provas s@o uteis para determinar o valor potencial de cada uma das variaveis de regressao.
O modelo pode se tornar mais eficaz com a inclusdo de outras variaveis ou a elimina¢ao de um
ou mais regressores presentes no modelo. A adicdo de uma varidvel ao modelo de regressao
sempre faz com que a soma dos quadrados da regressao aumente e que a soma dos quadrados
do erro diminua. Portanto, deve-se decidir se o aumento na soma dos quadrados da regressao ¢
suficientemente grande para justificar o uso de uma variavel a mais no modelo (Montegomery
e Runger, 1998). Por outra parte a adi¢do de uma variavel sem importancia pode aumentar o
erro quadratico médio, indicando que a variavel diminui a qualidade com que o modelo ajusta

os dados.

A hipotese para a prova de significancia de qualquer coeficiente de regressao individual, por

exemplo f3;, €:

Hy:B; #0 (3.29)
A ndo rejeicdo da opgdo Hy : 3; = 0, indica que o regressor x; pode ser eliminado do

modelo. O estatistico de prova para esta hipotese é:

B;
tg = —— 3.30
0= < (330)

onde Cj; ¢ o elemento da diagonal de (XTX) 71que corresponde a B ;> € 0 denominador da
equagdo (3.30)¢é o erro normalizado do coeficiente de regresséo Bj.

A hipétese nula Hy : 3; = 0 ¢ rejeitada se |to| > Jta/2np (ver apéndice C.3). Isto ¢
chamado de prova parcial ou marginal porque o coeficiente de regressdo 3 ; depende de todas as

demais variaveis de regressdo z; (i # j) que estdo no modelo (Montegomery e Runger, 1998).

3.5 COEFICIENTE DE DETERMINACAO MULTIPLA

Para medir a adequacao do modelo, podem ser empregadas varias técnicas. Dentre estas, se
apresenta o coeficiente de determinagdo multipla 2? definido, em funcdo das equagdes (3.25),
(3.26) e (3.27), como:

_SSk _, _ 5SSk

R2
Syy Syy

(3.31)
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R? ¢é uma medida da magnitude da redugdo na variabilidade de y obtida mediante 0 em-

prego das varidveis de regressdo x1, T, -+ , Ty, com 0 < R2< 1. Um valor grande de R? ndo

indica necessariamente que seja um bom modelo. A adi¢do de uma variavel ao modelo sempre
aumenta o 22, sem importar se a varidvel é ou ndo estatisticamente significativa. Portanto, sdo
necessarias analises conjuntas de outras informagdes para determinar a competéncia do modelo.
A raiz quadrada positiva de R? recebe o nome de coeficiente de correlagio multipla entre y € o
conjunto de variaveis de regressao x, rs, - - - , Tk, ou seja, R ¢ uma medida da associagdo linear

que existe entre y € x1, To, - - - , T (Montegomery e Runger, 1998).

Outro critério similar ao R? ¢ o coeficiente R? ajustado que leva em conta o numero de

variaveis do modelo. Este coeficiente é definido como:

R2:1—Z:;(1—R2) (3.32)

Reapresentado a equagdo (3.32) tem-se que:

R=1-""1a_p

n—p
=1—
n—p\ Sy
1
—1- 22 (M) (3.33)
Syy
Pode-se perceber que R? pode diminuir a medida que p aumenta se a redugiio em ((f:ng) nao

¢ compensada pela perda de um grau de liberdade em n — p. O normal € que o experimentador
selecione 0 modelo de regressdo que tenha o valor méximo de 2. Entretanto, fazer isto é

equivalente ao modelo que minimiza M S (equagdo 3.33).

3.6 ROTINAS IMSL MATH/LIBRARY

As rotinas IMSL MATH/LIBRARY em c6digo FORTRAN sdo usadas no processo da re-
gressdo linear multipla. Dentro do pacote de rotinas, sdo empregadas as rotinas RGIVN e
RSTAT/DRSTAT, de maneira que sera descrita a seguir um resumo sucinto do modelo teodrico

em que estas rotinas sdo baseadas.

RGIVN

E uma rotina empregada para modelos de regressdo multipla. Pode ser executada para varios
tipos de processos e com varias opgdes de saida de resultados. Desenvolve uma redugao ortog-
onal da matriz dos regressores para a forma triangular. A reducao ¢ baseada na transformagao
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rapida de Givens (Dieci e Vleck, 2002) e (Golub e Van Loan, 1989). O método tem duas van-
tagens principais: 1) a perda da precisdo do resultado na formagdo da matriz produto cruzado
usada nas equagdes normais ¢ evitada, 2) os dados podem ser adicionados ou eliminados para

obter vantagens na performance computacional (IMSL, 1997).

RSTAT

A rotina RSTAT computa o resumo estatistico de um modelo linear geral. O modelo ¢ da
forma y = X3+ €, onde y ¢ um vetor de dimensdo n x 1, X é uma matriz de regressores
de dimensdo n x p, 3 € um vetor de dimensdo p x 1 dos coeficientes de regressao e € € um
vetor de dimensao n x 1 do residuo (erro), cujos elementos sao independentemente distribuidos
com média 0 e variancia v?. A rotina RIGVN ¢ usada para calcular o modelo ajustado, depois
RSTAT usa esses resultados e calcula um resumo estatistico, incluindo analise de variancia,
sequéncia do somatodrio dos quadrados, prova ¢, variancia-covariancia estimada da matriz dos

coeficientes regressao estimados (IMSL, 1997).
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Capitulo 4

SUPERFICIES DE INTERACAO

O método proposto para a geracdo de superficies necessita de solugdes de esforgos sec-
cionais que atinjam a fase de plastificagdo. Na UPC, Espanha, conseguiu-se o programa de-
senvolvido por (Hanganu, 1997) que trabalha com a formula¢do do modelo de dano em vigas
de Timoshenko 3D para concreto armado. Desta forma, foram feitas verificagcdes para a sua
utilizacdo com os metais. Nao foi possivel trabalhar com o cédigo fonte aberto, de maneira
que pudesse haver a implementa¢do de novas formulagdes e verificagdo de possiveis erros de

programacao. Para tratar tais necessidades foram desenvolvidas as seguintes abordagens:

e Adotaram-se deslocamentos impostos na extremidade livre de uma viga engastada para
poder controlar a convergéncia do programa que trabalha com o método de Newton Rhap-
son incremental-iterativo. O objetivo deste tratamento ¢ que se atinja o estado limite

ultimo.

e No item,4.4, foram feitas analises num elemento de barra engastado-livre com 20 ele-
mentos longitudinais, e uma se¢ao retangular de dimensdes b = 4,2cme h = 8 cm. A
secdo transversal foi discretizada numa malha de 15 x 15, num total de 225 cé€lulas. Estas
andlises aplicaram-se para cada esforco seccional (axial, fletor, torgor e cortante) de forma
separada (puro) com o intuito de verificar se alcanca os valores de plastificagdo analiti-
cos. Desenvolveram-se andlises para verificar se o nivel das tensdes na se¢ao seguem os

critérios de plastificagdo.

Também, sdo apresentadas, neste capitulo, os critérios de limites pléasticos, as fungdes de
escoamento, a adequacao do modelo de dano para Von Mises € o método para a obtencao das

curvas de interagao.

4.1 LIMITES PLASTICOS

Os limites plasticos foram adotados, para uma sec¢do retangular, em func¢ao das féormulas
existentes na literatura, por exemplo, (NBE EA-95, 2001). As férmulas da literatura sdo apre-

sentadas, a seguir:
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Axial

O esforgo axial de plastificagdo da literatura, (Lubliner, 1990) e (Mrazik et al, 1987), ¢

apresentado nas equagoes, a seguir:

Nyp = F,, = Ao, (Tragdo);
Ny =F,, = A% (Compressao). 4.1)
w

onde w ¢ o coeficiente de flambagem (ndo ¢ levado em conta a situagcdo de flambagem neste

presente trabalho), A € a drea da secdo e o, ¢ a resisténcia de calculo.

Oe¢
o = Ze (4.2)
Py,

onde o, € limite elastico do ago e 7y, € o coeficiente de minoragdo com os seguintes valores;
e v, = 1 para acos com limite eldstico minimo garantido, e

e v, = 1,1 para acos cujo limite eléstico seja determinado por métodos estatisticos.

. l
Os coeficientes de flambagem w dependem da fungdo de esbeltez A\ = - que podem ser
1
vistas na literatura, como por exemplo: (NBE EA-95, 2001), com [, sendo o comprimento do
elemento e ¢ o raio de giragao.

Cortante

O esforco cortante de plastificacdo da literatura, (Lubliner, 1990) e (Mrazik et al, 1987),
para as duas dire¢des da se¢do retangular € visto na equagdo seguinte:
Oc

F, = \/gbh (4.3)

sendo que b ¢ a largura da se¢do e h a altura.

Momento fletor

A equacdo de plastificagdo para momento fletor da literatura, (Mrézik et al, 1987), para as
duas diregdes da secao ¢ vista, a seguir:

My, = o0,Zip; i=1y,2 (4.4)
1 1
Zyp = thQ e Z,= Zhb2 (4.5)
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onde Z;, ¢ o modulo plastico. Todos estes dados sdo retirados de tabelas existentes na

literatura, como por exemplo: (Mrazik et al, 1987).
Momento torc¢or

O momento torgor de plastificacdo da literatura consultada, (Lubliner, 1990), ¢ apresentado,

a seguir:

1
My, = Gkt (3h — ) (4.6)

onde k = o, sendo que b € a largura da secdo e h a altura.

4.2 FUNCOES DE ESCOAMENTO

Na literatura, sdo apresentadas algumas funcdes de escoamento em resultantes de tensio
com procedimentos aproximados para alguns casos € em outros analiticos. Dentro deste es-
copo, serd apresentado um resumo de algumas fungdes existentes, sendo que as defini¢des vis-
tas nas equagodes de (4.49) a (4.53) serdo empregadas na maneira de apresentar as fungdes
de escoamento. Existem outras fungdes, para outros tipos de se¢des com combinagdes de es-
forcos seccionais, porém, neste trabalho, alguns exemplos numéricos serdo comparados com as

funcdes apresentadas, de maneira a comprovar a eficacia do método proposto.

Interacao momento fletor e forca axial

Neste caso, a deformagao ¢ assumida de maneira que a tensdo de escoamento ¢ alcancada
para toda secdo, com uma relagdo tensdo-deformagao perfeitamente plastica (Crisfield, 1990).

Com isto, chega-se as seguintes equagdes:

N N
- —=1-2 4.7
N o n (4.7)

n =

Tomando-se os momentos sobre o centro da viga (ver fig. 4.1), chega-se a:

M,  4M,
L= =4 (p—n?):i= 4.8
W, o2 (n—n);i=y.z (4.8)

m; =
Eliminando-se a altura adimensional, 7, nas equagdes (4.7) e (4.8), obtém -se:

f:n2—|—mi—1:0,i:y,z (4.9)

Pode-se ver que a fungdo de escoamento da equagdo (4.9) ¢ perfeitamente aplicada na re-
gressdo linear multipla, ver equagdo (??). Alterando a fungdo anterior para a deformacgao re-
versa (Crisfield, 1990), obtém -se:
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Figura 4.1: Tensdo e deformagdo para o caso uniaxial. (a) deformacao; (b) tensdo; (c) resul-
tantes de tensdo; (d) deformacgao reversa; (¢) deformacao no plano dominante (Crisfield, 1990).

32



f=n*—m;,—1=0,i=y,z (4.10)

Combinando-se as duas fungdes (4.9) e (4.10), chega-se a:

f=n*+sm—1=0 4.11)

d M; .
onde: s = L=, 2
|Mip|

A seguir, sdo vistas fungdes de aproximagéo para a equagdo (4.11), dadas por

F=n+ mmtm2—1=0 (4.12)

V3

9
f:n2+3smin+1m?—1=0 (4.13)

comi =y, 2.
Estas fungdes sao melhores para critérios de escoamentos de secdo cheia com rapidas analises

aproximadas (Crisfield, 1990).
Lubliner apresenta, para o caso de uma viga retangular com largura b e altura h, as seguintes

equacoes:

2
Mizo_yb [Z_y017 2:%2’7

N = 20,bys. (4.14)
onde: o,= tensdo ltima e y,= coordenada do eixo neutro.
A seguir, apresenta-se a equagdo (4.14) na forma adimensional:
m; =1—1n7%
n=mn (4.15)
Yo
= 2.
com 7 )
E, também, na forma explicita:
m; =1 —n? (4.16)
N

i .

onde: m; = comi =y, z;en = .
M; N,

P ap
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Interacdo momento fletor, forca axial e torgor

Uma viga com secdo retangular com uma combinagdo de forga axial, momento fletor e

tor¢or apresenta a seguinte fun¢do de escoamento (Lubliner, 1990):
n
_ — 2 T
my =+/1—m2 = (4.17)
Reapresentando a equagdo anterior, chega-se a:

m2 + 2myn+n?+m; =1 (4.18)

Interacdo de momentos fletores

A fungdo apresentada a seguir € para o caso de uma barra com se¢ao retangular e foi definida
por Lubliner, (Lubliner, 1990), da seguinte forma:

3

m.+om?=1, 2 <1 (4.19)
4 m,

my +om? =1, ¥ > 1, (4.20)
4 m,

Interacdo de momento fletor e cortante

Apresentam-se as fungdes propostas por Mrazik, (Mrazik et al, 1987):

mi+ff =1 (4.21)
mi—l—fo = 1 (4.22)
m;+ ff =1 (4.23)

F; .
onde: f; = T comi = {y, z}.

ip

4.3 ADEQUACAO DO MODELO DE DANO PARA VON-MISES

Este critério foi formulado por von Mises em 1913 e depende de somente um parametro, ou

seja, a méxima resisténcia ao cortante octaédrica 7% Considera somente o 2” invariante do

tensor desviador de tensdes J,, desprezando a influéncia do 1” invariante do tensor de tensdes
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I, e do 3° invariante do tensor desviador de tensdes J3. De acordo com este critério, se alcanca

max
oct

o limite do dano quando o valor da fungdo de endurecimento x (d) = 729* (d), que tem o

significado de uma resisténcia ao cortante, alcanca a maxima resisténcia ao cortante octaédrico

max

oax. As diversas formas de expressar matematicamente este critério sdo as seguintes:

T

Em funcio das tensées principais

F (o 70%) =

) L oct

[(01 = 02)° + (02 = 03)" + (03 — 0)°] = [0*] =0 (4.24)

=

Em funcio do 2° invariante do tensor desviador de tensdes

F(J350) = f(J2) =5 (d) = \/3J, =5 (d) = 0 (4.25)

Em funcio de coordenadas cilindricas

F(pia)=[f(p)=a(d)=1/5p—0(d)=0 (4.26)

sendo que: p = /3Tox = V2J2

44 COMPROVACAO DOS LIMITES PLASTICOS PARA SECAO RE-
TANGULAR

Definiu-se a energia de fratura com um valor alto para poder obter o comportamento dos
metais e aplicaram-se testes para os esfor¢os axiais, momentos fletores, torgores, etc. Como
comentado anteriormente, foram adotados deslocamentos e rotagdes impostos na extremidade
da barra engastada para o obtengaos dos esforcos seccionais plastificados. Sera feita uma verifi-
cacdo das tensdes na se¢do transversal com largura b e altura h, sendo que o esforgo observado
sera o0 momento fletor. Esta analise ¢ desenvolvida para comprovar a aplicagdo do modelo
de dano aos metais. E calculado o erro relativo (e,) entre o valores analiticos (v,) ¢ o valor

numérico (v,) com a seguinte equagao:

e, = 100 - (”“ — ””) (4.27)

Va

Sdo apresentados os valores dos danos (d) atingidos na se¢do engastada, os graficos dos
esforgos seccionais obtidos, os graficos de carga x deslocamentos ou rotagdes impostos e para
os momentos o grafico das tensdes obtidas nas se¢des engastada e livre.

As propriedades do elemento analisado sdo vistas na tabela (4.1), a seguir:
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| Propriedades do elemento de barra engastado \

| Descricio | Valor adotado |
Numero de elementos 20
Numero de nos da malha 21
Numero de divisdes seccionais 15 x 15
b 4,20 cm
h 8,00 cm

Tabela 4.1: Propriedades elemento de barra engastado.

A seguir, sdo apresentados os testes para cada esfor¢o individual.
4.4.1 Esfor¢o Axial (N,,)

Procedimento adotado

A malha gerada ¢ vista na figura (4.3) com a condi¢ao engastamento no no6 1 e extremidade
livre no n6 21. Foi aplicado um deslocamento no né 21 (ver figura 4.2), na direcdo x, para
alcangar o limite plastico.

% u,

Figura 4.2: Deslocamento imposto na dire¢ao z, nd 21.

E 12345 64 12 1216 18 21
=

Figura 4.3: Malha do elemento analisado para o esforco axial com sistema de eixos global.

Resultados

Os valores obtidos para o limite plastico (ver figura 4.4) axial foram:
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Equagio (4.1)v, = 80640, 000kgf (4.28)

Numérico v, = 80639, 900kg f (4.29)
en = 0,000% (4.30)
d = 0,873 (4.31)

O erro relativo e,, foi muito pequeno (equacao 4.30). Sendo assim, a formulacao consegue

retratar bem o caso axial, (ver figura 4.5), até atingir a fase final de plastificacao.

M
a0G40
I 20640
a0640
- 80640
y - 80640
B " - 80640
- 80640

g0640
80640
g0640

Figura 4.4: Valor limite para o esforco axial x.

90000,00
80000,00 -
70000,00 -
60000,00 -
50000,00 -
40000,00 -
30000,00 -
20000,00 -
10000,00

0,00 ‘ ‘ ‘
0,00 0,50 1,00 1,50 2,00

Ux

x
4

Figura 4.5: Grafico de carga versus deslocamento para o esfor¢o axial, n6 21.
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4.4.2 Momento Fletor (1/,,)

Procedimento adotado

E vista, na figura (4.7), a malha gerada com a condigiio engastamento no n6 1 e extremidade

livre no n6 21. Foi aplicada uma rotagdo no n6 21 (ver figura 4.6), em torno do eixo y, para

alcancar o limite plastico.

ANNNNN

Figura 4.6: Rotacao imposta na dire¢ao y, n6 21.

E 1 fi 9 13 16 21
=

Figura 4.7: Malha gerada para o momento fletor y.

Resultados

Os valores obtidos para o limite plastico (ver figura 4.8) do momento fletor foram:

Equagdo (4.4) v, = 161280,000 kgf - cm

Numéricov,, = 161033,000 kgf -cm
e, = 0,153%
d = 0,957

(4.32)
(4.33)
(4.34)
(4.35)

Pode-se observar que o valor do erro relativo (equacdo 4.34) € pequeno e o modelo de dano

retratou bem o caso do momento fletor.

O grafico do momento fletor obtido na fase de final de plastificacdo ¢ apresentado na figura

(4.9), a seguir:

38



180000,00

160000,00 A /,._H—o—o—o—o—o—o—o—o—o—o—o—o—o—o—o
140000,00
120000,00 |
>.100000,00 -
= 80000,00 -
60000,00
40000,00 ]
20000,00 -
0,00 4 ‘ ‘ ‘ ‘
0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50
Thetay
Figura 4.8: Grafico momento fletor y versus rotagdo 0,,.
My
1.6103e+05
I 1.6103e+05
L 1.6103e+05
L 1.6103e+05
- 1.6103e+05
L 1.6103e+05
- 1.6103e+05
1.6103e+05
I 1.6103e+05
1.6103e+05

Figura 4.9: Valor limite para o momento fletor y.
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Percebe-se que ocorreu uma pertubagdo na secao transversal (ver figura 4.10) do n6 1 que
deveria ser semelhante ao do n6 21. A perturba¢do no n6 1 deve ter ocorrido porque os valores
sdo calculados nos 2 pontos de gauss e sao interpolados para os nés. O comportamento das
secdes do nd 2 ao 20 sdo iguais a que estd representada para o nd 21. Deve ser observado que

todo o elemento de barra manteve o equilibrio estatico, ou seja, os momentos fletores foram os

mesmos (ver figura 4.9).

I -2400

2400

2400

no 1 no 21

Figura 4.10: Distribui¢do de tensoes para m, ao longo da secdo transversal nos nos 1 e 21.

4.4.3 Momento Fletor (1))
Procedimento adotado

A malha gerada da figura (4.12) apresenta a condi¢cdo de engastamento no n6 1 e extremi-
dade livre no n6 21. Na figura (4.11), € imposta uma rota¢do no né 21, em torno do eixo z, para

alcangar o limite plastico.

0

| P
%

Figura 4.11: Rotagdo imposta na diregao z, n6 21.
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14

17

L

Figura 4.12: Malha gerada para o momento fletor 2.

Resultados

21

Os resultados obtidos para o limite pléstico (ver figura 4.13) do momento fletor foram:

Equagdo (4.4) v,

Numérico v,

84672,000 kg f - cm
84542,200 kgf -cm
= 0,153%
= 0,918

(4.36)
(4.37)
(4.38)
(4.39)

Este caso apresenta o valor do erro relativo (equacao 4.38) baixo, sendo que o modelo

consegue retratar o esforco de flexao.

90000,00 -
80000,00 1
70000,00 -
60000,00 1

« 50000,00 7

= 40000,00 |

30000,00 -
20000,00 ]
10000,00 7

0,00 4

0,00

0,50

1,00
Theta z

1,50

2,00

2,50

Figura 4.13: Grafico momento fletor z versus rotacao 6,.

41



O valor do momento fletor 1., ao alcancar a fase final da plasticagdo € representado na figura

(4.14), a seguir:

Mz

g4542
I g4542
84542

L 34542
. 34542
L4542
. 84547
54547
54547
54547

Figura 4.14: Valor limite para o momento fletor z.

Pode-se ver na figura (4.15) que o elemento 1 apresenta-se com a tensdo variando com

uma tensao proxima ao de escoamento na parte superior da sec¢ao transversal. Provavelmente

isto € uma pertubagao na funcdo de forma ao interpolar os pontos de gauss para o nd. Ja para o

elemento 21 percebe-se que praticamente toda a se¢ao atingiu a tensdo de escoamento de acordo

com os critérios de plastificagdo. Deve-se comentar que o equilibrio estatico foi mantido, ou

seja, os esforgos seccionais sdo iguais ao longo de toda a secao (ver figura 4.14).

1910

no 1

-2200

2400

no 21

-2400

Figura 4.15: Distribuicao de tensdes para m, ao longo da secdo transversal nos nos 1 e 21.



4.4.4 Momento Torcor (1M,,)

Procedimento adotado

Nas figuras (4.16) e (4.17), sdo apresentadas a rotagdo imposta no n6é 21, em torno do eixo

x , ¢ amalha que apresenta a condi¢do de engastamento no né 1 e extremidade livre no n6 21.

a ox
7

v
v

Figura 4.16: Rotag¢do imposta na direcdo x, no 21.

1 L] fi 9 1A 14151617 21
=

Figura 4.17: Malha gerada para o momento torgor x.

Resultados

O limite plastico foi atingido, (ver figura 4.18), para 0o momento tor¢or com o seguinte valor:

Equacao (4.6) v, = 139708,800 kgf - cm
Numérico v,, = 136545,000 kgf -cm
en = 2,264%
d = 0,918

(4.40)
(4.41)
(4.42)
(4.43)

Para este caso o valor do erro relativo (4.42) ¢ maior que os demais. Como nao foi possivel

conhecer o codigo fonte ndo houve condi¢des de analisar com mais profundidade este erro.

Contudo, foram geradas algumas superficies levando em conta este esfor¢o seccional, sendo

que seu valor ndo invalida o método de geragdo de superficies proposto.

E apresentado na figura (4.19), a seguir, o limite para o momento torgor no elemento de

barra analisado:
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160000,00

140000,00 -
120000,00 -
100000,00 -
£ 80000,00 -
60000,00 -
40000,00 -
20000,00 -
0,007\\\\\\\\\}\\\\\\\\\}\\\\\\\\\}\\\\\\\\\}\\\\\\\\\
0,00 1,00 2,00 3,00 4,00 5,00
Theta x
Figura 4.18: Grafico momento tor¢or = versus rotagao 6,..
Tx

1.36540+05

I 1.36548+04

+1.3654e+05

- 1.3654e+05

- 1.3654e+05

« - 1.3654e+05

- 1.3654e+05

1.36540+04

1.3654e+05

1.3654e+05

Figura 4.19: Valor limite para o momento torgor x.
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4.4.5 Esforco Cortante (F) )

Procedimento adotado

Nesta andlise o comprimento do elemento foi de valor unitdrio. A malha apresenta a
condi¢do de engastamento no nd 1 e extremidade livre no n6 21(4.21). Na figura (4.20), ¢

apresentado o deslocamento imposto no n6 21, na diregao y:
1_ Yy

Figura 4.20: Deslocamento imposto na dire¢do y, n6 1.

1 3 5 Fi 18 15 17 21
=

Figura 4.21: Malha gerada para o esfor¢o cortante y.

Resultados

O limite pléstico foi atingido, (ver figura 4.22), para o momento tor¢or com o seguinte valor:

Equagdo (4.3) v, = 46557,527 kgf (4.44)
Numérico v, = 46522,400 kgf (4.45)

en = 0,075% (4.46)

d = 0,980 (4.47)

O erro relativo (4.46) para o esfor¢o cortante possui um valor baixo representando bem o
estado de plastificacdo.

Na figura (4.23), ¢ visto o esfor¢o cortante para o elemento de barra analisado:

Através das andlises efetuadas para o esforco axial, cortante, momento fletor e torgor pode-
se concluir que o modelo de dano consegue retratar o comportamento dos metais de forma que

alcancem os limites plasticos necessarios nas interacoes entre os esforgos.
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50000,00

45000,00 -
40000,00 -
35000,00

30000,00 -
&> 25000,00
20000,00
15000,00 -
10000,00 -
5000,00

0,00
0,00

T

0,01

T T T

0,02 0,03 0,04
uy

0,05

Figura 4.22: Grafico esforgo cortante y versus deslocamento u,,, no 21.

Qy

46522
l 46396
46269

- 46143
- 46017
- 458490

- 46764
45638
45511
45385

Figura 4.23: Valor limite para o esfor¢o cortante y.
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4.5 FORMULACAO PARA A OBTENCAO DAS SUPERFICIES

A obtenc¢ao de curvas de interacao em resultantes de tensoes facilita a analise, de maneira
que evita o processo de integracdo numeérica ao longo da secdo transversal. Para a obtengdo das
curvas de interacdo, em resultantes de tensdes, foram utilizados os resultados dos esforcos sec-
cionais da analise numérica 3D, apresentada anteriormente. Dentro do processo, foram feitas
varias combinagdes de carregamentos de forma a ter um grupo de pontos para gerar a superficie
proposta, ou seja, pontos que tenham alcancado a superficie de escoamento. Para um dado car-
regamento, obtém-se um ponto, como por exemplo o ponto 1, cujas coordenadas (n1,m;) sdo
o esforgo axial e momento fletor respectivamente, na figura (4.24) .A regressdo linear multipla
trata os pontos obtidos pelas diversas andlises e obtem a superficie que passa por estes pontos
e isto ¢ retratado na figura (4.24). Buscam-se obter os valores dos coeficientes constantes das
fungdes, como por exemplo: 3, e 3, da superficie a ser gerada, como ¢ vista na equacdo, a

seguir:

Figura 4.24: Pontos gerados para criar a fungao de escoamento (caso uniaxial).

f=pBn*+pym—1=0 (4.48)

onde:

e n ¢ m sdo os esforcos normal e fletor adimensionalizados;

e (3, e 3, sdo os coeficientes obtidos através da regressao.

Para tal, é apresentado um exemplo com resultados de andlises (tabela 4.2) obtidas para a

equacao (4.48):
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Observacoes

n m
0,956445 | 0,040370
0,956445 | 0,040370
0,301715 | 0,679861
0,301718 | 0,679855
0,783473 | 0,210572
0,783473 | 0,210570
0,990255 | 0,008484
0,990255 | 0,008484
0,080420 | 0,899851
0,080422 | 0,899851
0,064067 | 0,915098
0, 064068 | 0,915098

Tabela 4.2: Tipo de observagdes para nm

Estes dados sdo tratados pela regressdo de maneira a encontrar os coeficientes 5. Com esta
teoria existe a possibilidade de gerar varios tipos de superficies de interacao. Neste item, sera
apresentada a formulacdo que trata os dados obtidos até chegar a condi¢cdo em que se possa
usa-los pela regressao linear multipla.

Os dados obtidos (ver tabela 4.2) sdo os pontos que fazem parte da superficie a obter. Ana-
lisando a figura (4.24) pode-se observar que existem uma quantidade de pontos cujas coor-
denadas sd3o em fun¢do do n (normal) e do m (fletor). Porém, sdo apresentados, na forma
matricial, os esforcos seccionais para os esforcos normal, torcor e fletores com combinagdes

adimensionais na equagao a seguir:

() (@) () (@) ]

- [1 (™15 (m5%)s (m;3)14 (M) 15 ] (4.49)

com j=1,2,---k
onde:

e N e N,, sdo o esforco axial atuante e plastico; M, e M,, sdo o momento torcor atuante e
plastico; M, e M,, sdo o momento fletor atuante e plastico, na dire¢do y e M, e M., sdo

o momento fletor atuante e plastico, na direcdo z;

® (v, 530 0s expoentes dos termos de x1;.

As superficies de interacdo podem ser feitas com as mais diversas possibilidades de inter-

acao entre esforcos. Para o entendimento do processo € descrito um modelo que leva em conta
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combinagdes dos esforcos seccionais independentes para porticos espaciais:

N\ M, \* M, M,
pr) +ﬁ2 (wa> +53 (Myi) +B4 <sz>
a’ a8
) (i) () ) oo () <M;) 9
; a14 My ald M al6 B
) i) (GE)

com
( N>a1 (Mx>o¢2 (My>a3 (Mz)a4
Tj1 = y Ljo = Yy Lj3 =\ 77— y Ljg = )
’ NJUP ’ MCUP ’ Myp ’ MZP
B N ab Mx ab B N o’ My a8
xj5 B pr Ml’p ’xjﬁ N pr Myp ’
N a9 Mz al0 Mm all My al2
AN w,) T \a,) \og,)
p zZp xp yp
Mz al3 Mz ald My alb Mz al6
o = o= [ —L 451
w-() (2) ew-(i) () s
onde:

j=1,2---  k(quantidade de analises).

As observagdes de (4.51) , apresentadas para a regressdo linear multipla, equagdo (3.7), na

forma matricial sdo:

1 211 212 -+ 21k
1 @o1 waa -+ w2
X = . . ] . (4.52)
| 1 Tp1 Tp2 - Tpk |

onde os termos x;; sdo os esforgos seccionais adimensionais, (4.51), vistos anteriormente.
N N,

xp
) M, M,

Os «; sdo as constantes que determinam o grau da fungao; e P~ % sdo os es-
M, M,,
M, M.,

forgos de célculo e limites elastoplasticos, respectivamente.

Reapresentando a equagdo(4.50) e adotando os seguintes processos, chega-se a equagao
(4.54):
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B ( N)al B (Mx>oz2 (My>a3 (Mz>o¢4
T = , T2 = y 3=\ = y L4 )
Nﬂfp Mxp Myp MZP
N ab M ab N a7 M a8
Na:p Maﬁp Nﬂfp M?Jp
- N a9 Mz al0 - Mx all My al2
e sz MZP e wa Myp ’
7 — (

M;p al3 Mz ald M alb Mz al6
B e () () e
zp zp yp zp

O e
_I7Myp_yMZP_Z

Entdo, chega-se a:

1 =8y + Bin+ Bym, + 53my + Bym, + Bsnmy,

+ Bgnmy + Bynm, + Bgmgmy, + Bogmem, + Bigmym.,

Na forma corrente de regressao, obtem-se:

1= 50 + 51571 + 5252 + 53573 + 5454 + 55575
+ B¢Ts + L7T7 + BsTs + LoTo + B1oT10 (4.54)

A equag¢do anterior mostra uma curva de intera¢do no formato que pode ser utilizado pela
regressdo linear multipla (ver eq. 3.15). No item do processo numérico (4.6) serdo abordados
as funcdes geradas para comparar com existentes na literatura de maneira a verificar a eficicia

do método.

4.6 PROCESSO NUMERICO DE OBTENCAO DAS SUPERFICIES

Para obtencao das curvas de interagdo, foram feitas andlises de uma viga engastada para di-
versos tipos de carregamentos. Como resultados das diversas andlises encontram-se pontos que
alcancam a superficie de escoamento na forma de resultantes de tensdes. Os diversos grupos
de esfor¢os adimensionais sdo tratados pelo método de regressao multipla, visto anteriormente,
para obter uma fun¢do de escoamento correspondente as observacdes. As fungdes obtidas pelo
processo numérico sdo comparadas com as apresentadas na literatura para verificar a aplica-

bilidade do método. As propriedades da viga engastada (ver figura 4.25), como dimensdes da
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secdo transversal e comprimento, foram padronizadas para obter-se uma comparagao entres as
fungdes obtidas. Os limites plasticos para a se¢do foram obtidos em fungao das féormulas apre-
sentadas anteriormente. O nivel de dano (d) do elemento, em que foram retirados os esforgos,
variou de 60 a 99%. Esta variagdo do nivel do dano dependeu da convergéncia de cada analise.
O elemento em que foram retiradas as observagdes (esforg¢os seccionais) e observados os niveis
de plastificacdo da secdo foi o que tem a condi¢do de contorno engastada. Para cada andlise,
foram extraidos os esfor¢os adimensionais dos 2 pontos de Gauss (ver figura 2.5). A funcao f ¢
a apresentada pela literatura e fungdo f, ¢ a obtida no presente trabalho. Foram geradas varias
malhas de acordo com a necessidade do exemplo tratatado. O nimero de elementos foi obtido
através de testes para verificar a convergéncia da solucdo (estes testes ndo sdo apresentados no
trabalho). O exemplo 4.6.1 foi apresentado como um modelo em que todos os processos sao

desenvolvidos para a analise, a partir dos exemplos seguintes trata-se com mais objetividade.

SN

% 81 ¥2 32 95 28 17 11 f 1
-
|
Figura 4.25: Viga engastada.
Propriedades do elemento engastado
Descricao Valor adotado | Unidade
Moédulo de Young 2,100e6 | kgf/cm?
Modulo de Poisson 0, 300 —
Densidade 7,850e — 6 | kgf/cm3
Limite de compressio 2,400e3 | kgf/cm?
Limite de tragdo 2,400e3 | kgf/cm?
Energia de fratura (dano) 1,000e7 | kgf.cm
Largura da se¢do (b) 4,200 cm
Altura da secdo (h) 8,000 cm
Comprimento (1) 200,000 cm
N, compressao 18410, 959 kgf
N, tragdo 80640, 000 kgf
M,, 80660,916 | kgf.cm
M,, 161280,000 | kgf.cm
M., 84600, 000 | kgf.cm

Tabela 4.3: Propriedades do elemento engastado
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4.6.1 Exemplo 4.6.1

Neste caso, busca-se um fungdo que estabeleca a interagdo entre os esforgos seccionais:
axial (V) e fletores (M, M, ). Considera-se a viga engastada, vista na figura 4.25, com as pro-
priedades padrdes da tabela 4.6. Foram aplicadas varias combinagdes de translagdes e rotagdes
impostas no no 1 (ver. fig. 4.25) para a obtencao dos grupos de esfor¢os seccionais adimen-
sionais da curva de interacao. Foram testadas interacdes nas duas dire¢cdes dos momentos. As

propriedades particulares do exemplo sdo apresentadas a seguir:

| Propriedades do exemplo 4.6.1 \

| Descricdo | Valor adotado |
Numero de elementos 50
Numero de nos da malha 101
Numero de divisdes seccionais 8
Numero de analises 6
Deslocamentos impostos (cm)
| Uy | U |
0,10 10,00
0,20 12,00
0,30 14,00
0,60 18,00
0,90 18,00
0,50 20,00
Uz | Uy |
0,24 7,68
1,33 82,34
1,40 69,52
0,03 13,77
0,06 14,41
0,45 37,44

Tabela 4.4: Propriedades particulares do exemplo modelo.

® N XMy

Os dados de entrada (ver tabela 4.5) para a obtengdo dos [ foram baseados em analises
desenvolvidas para os deslocamentos impostos apresentados na tabela 4.4. Na tabela 4.6, sdao
vistos os resultados estatisticos da superficie de interacdo gerada, sendo que a probabilidade

dos valores obtidos serem errados ¢ praticamente nula porque o valor de P ¢ zero. Conclui-se
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que existe uma relagdo entre o normal (n) e o fletor (m). Os resultados mostram que as duas
variaveis, ou seja, o normal (n) e o fletor (m) sdo importantes no modelo e a probabilidade
de estar errado ¢ zero. Os resultados estatisticos das outras superficies de interagdo devem ser

interpretados levando em conta P, fj e ¢y de forma similar ao analisado neste caso.

A figura (4.26), apresenta a comparagao entre a fungdo obtida por regressdo multipla (f,,)

e a equacdo (4.11), (f), reapresentada, a seguir:

Observacgoes

n? m,
0,956445 | 0,040370
0,956445 | 0,040370
0,301715 | 0,679861
0,301718 | 0,679855
0,783473 | 0,210572
0,783473 | 0,210570
0,990255 | 0,008484
0,990255 | 0,008484
0,080420 | 0,899851
0,080422 | 0,899851
0,064067 | 0,915098
0, 064068 | 0,915098

Tabela 4.5: Observagdes n2mly

Fonte Soma de Graus de | Média de
de variacdo | quadrados | liberdade | quadrados fo P>/
regressao 12,000 2 6,000 00 0,000
Erro (residuo) 0,000 10 0,000
Total 12,000 12
Prova dos coeficientes individuais
Variavel Estimado Erro to P > |to|
n? 1,002 0,000542 1848, 300 | 0,000
my 1,023 0, 000597 1715,000 | 0,000

Tabela 4.6: Prova de significancia -n2mly

fu=1,002n% +1,023m, — 1 = 0;

f=1,000n* +1,000m, —1=0 (4.55)

Pode-se observar, na equagdo (4.55), que a solugdo numérica (f, ¢ semelhante a da liter-

atura (f). Deve-se comentar que neste caso existe uma funcdo da literatura, porém, a medida
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que cresce o numero de variaveis de interagdo, diminui o nimero de solugdes analiticas na li-
teratura. Os resultados estatisticos mostram que a funcdo obtida ¢ uma boa solucdo e também

que as variaveis n € m,, sdo importantes para o modelo.

0.8
0.6
iy ]

0.4

0.2

Figura 4.26: Comparacao entre a func¢do analitica f e a fungdo obtida pela regressao multipla
fu- (n2m1y)

Foi feita a andlise (ver dados da tabela 4.7) de outra curva obtida através da mudanga dos
indices o dos esforg¢os seccionais. Neste caso, ndo se encontrou uma op¢ao de comparagao
da literatura, porém, desenvolveu-se a andlise de forma a encontrar fungdes semelhantes as

existentes na literatura. Como pode ser observado na equagao (4.56).

fu=1,036n+0,885m; —1 =0 (4.56)

Pode-se observar que esta situacao apresenta resultados diferentes dos obtidos para a fungao
da equagdo (4.55), sendo apresentado o grafico da curva na figura (4.27). Os resultados estatis-
ticos (tabela 4.8) mostram que a funcdo obtida ¢ uma boa solugdo para as observacdes dadas. A

equagdo (4.56) ¢ representativa para a interagdo entre n ¢ m,, € pode-se ver que a solucdo obtida
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Figura 4.27: Fung@o obtida pela regressdo multipla f,. (n1m2y)

com outros coeficientes também podem ser empregadas como fungdes de escoamento. Deverdao

ser feitas analises para testar as fungdes e verificar a sua aplicabilidade.

Tabela 4.7: Observagdes nlm2y

Observacoes

n

p)
My

0,977980

0,001630

0,977980

0,001630

0, 549286

0, 462211

0, 549288

0,462203

0, 885140

0, 044340

0, 885140

0, 044340

0,995115

0,000072

0,995115

0,000072

0, 283585

0, 809732

0, 283588

0,809732

0,253115

0, 837404

0,253118

0, 837404
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Tabela 4.8: Prova de significancia - nlm2y

Fonte Soma de Graus de | Média de
de variacdo | quadrados | liberdade | quadrados fo P >f
regressao 11,990 2 5,996 | 8131,898 | 0,000
Erro (residuo) 0,010 10 0,001
Total 12,000 12
Prova dos coeficientes individuais
Variaveis Estimado Erro to P > |to|
n 1,036 0,01141 90, 830 0,000
mg 0, 885 0,01622 54,590 0,000

Adotaram-se outras combinagdes de indices («) nas observagdes (tabela 4.9), de maneira a
testar outras opcoes de curvas para o caso. Apresentam-se as observacdes, graficos e resultados

estatisticos (tabela 4.10) de maneira semelhante as fungdes anteriores.

Observacoes

TL2

m2

0, 956445

Y
0,001630

0, 956445

0,001630

0,301715

0,462211

0,301718

0,462203

0, 783473

0, 044340

0, 783473

0, 044340

0,990255

0,000072

0, 990255

0,000072

0, 080420

0, 809732

0, 080422

0, 809732

0, 064067

0, 837404

0, 064068

0, 837404

Tabela 4.9: Observagdes n2m2y

A fungdo apresentada na figura (4.28), ¢ uma boa solu¢do, porém, com uma eficiéncia

inferior as demais, em fun¢ao dos resultados estatisticos.

fu=1,085n%+1,16Tm2 —1 =0 (4.57)
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Fonte Soma de Graus de | Média de
de variacdo | quadrados | liberdade | quadrados fo P > f,
regressao 11,920 2 5,962 | 789,871 | 0,000
Erro (residuo) 0,080 10 0,008
Total 12,000 12
Prova dos coeficientes individuais
Variaveis Estimado Erro to P > |to|
n? 1,085 0,03843 28,230 0,000
m; 1,167 0, 04952 23,580 0,000

Figura 4.28: Fungao obtida pela regressdo multipla f,,. (n2m2y)

Tabela 4.10: Prova de significancia - n2m2y

1_
0.5
0.6
h ]
0.4-
D.E'_
0 02 04 0B 08 1
my
fu
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Por ultimo, ¢ apresentada uma funcdo que trata de uma combinagdo com trés varidveis e que

sera comparada com a fungdo (4.13) .

fu=1,013n% + 0, 795nm,, + 0,887m. — 1 = 0;

f =1,000n% + 3, 000smyn + 2, 250m§ —1=0 (4.58)
Observacoes
n? m; nm,

0,956445 | 0,001630 | 0, 039482
0, 956445 | 0,001630 | 0, 039481
0,301715 | 0,462211 | 0, 373438
0,301718 | 0,462203 | 0, 373436
0, 783473 | 0,044340 | 0, 186385
0, 783473 | 0,044340 | 0, 186384
0,990255 | 0,000072 | 0, 008442
0,990255 | 0,000072 | 0, 008442
0,080420 | 0,809732 | 0, 255184
0,080422 | 0,809732 | 0, 255187
0,064067 | 0,837404 | 0, 231625
0,064068 | 0,837404 | 0, 231627

Tabela 4.11: Observagdes n2m2ya

Fonte Soma de Graus de | Média de
de variacdo | quadrados | liberdade | quadrados | fj P>f
regressao 12,000 3 4,000 | 26253,629 | 0,000
Erro (residuo) 0,000 9 0,000
Total 12,000 12
Prova dos coeficientes individuais
Variaveis Estimado Erro to P > |t

n? 1,013 0,00636 159, 300 0,000

m; 0, 887 0,01454 61,000 0,000

nm, 0,795 0,03605 22,100 0,000

Tabela 4.12: Prova de significancia - n2m2ya

Neste caso, observa-se que os valores numéricos (f,,) ndo sdo aproximados a fun¢do pro-
posta por Crisfield (f) (ver equacao 4.58). Do ponto de vista estatistico (tabela 4.12), de maneira

que ¢ uma solugdo viavel do ponto de vista numérico e estatistico.

e nXm,
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Os exemplos desenvolvidos para a direcdo z seguiram as mesmas técnicas de andlise da

direcdo y. Os resultados sdo apresentados a seguir:

Observacoes

n? m.
0,742619 | 0,228338
0,742619 | 0,228337
0,765621 | 0,229364
0,765621 | 0,229364
0,857193 | 0,133868
0,857193 | 0, 133868
0,010938 | 0,960007
0,010938 | 0,960002
0,041709 | 0,936255
0,041709 | 0,936252
0,561355 | 0,418165
0,561357 | 0,418164

Tabela 4.13: Observagoes n2mlz

Fonte Soma de Graus de | Média de
de variacdo | quadrados | liberdade | quadrados fo P >f
regressao 12,000 2 6,000 | 84325,969 | 0,000
Erro (residuo) 0, 000 10 0,000
Total 12,000 12
Prova dos coeficientes individuais
Variaveis Estimado Erro to P > |to|
n? 1,012 0,004299 | 235,300 0,000
m, 1,027 0,004394 | 233,800 0,000

Tabela 4.14: Prova de significancia -n2mlz

fu=1,012n% +1,027m, — 1 = 0;
f=1,000n%+1,000m, —1=0 (4.59)

A funcdo obtida (f,) (equagdo 4.59), na diregdo z, é semelhante a proposta na literatura (f)
e o comportamento da fungdo ¢ semelhante a da equacdo (4.55), na direcdo y (ver fig. 4.29).
Em funcao dos resultados estatisticos (tabela 4.14), pode-se observar que as duas varidveis sao

importantes para a fungdo, sendo assim, conclui-se que ¢ uma boa fungao proposta.

59



0.8
0.5
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Figura 4.29: Comparacao entre a funcdo analitica f e a fungdo obtida pela regressdo multipla
fu- (n2m1z)

A seguir, ¢ apresentada outra funcdo com uma nova combinacao de coeficientes « nas ob-

servacdes (tabela 4.15). Também, seguem os graficos e resultados estatisticos:

fu=1,089n+0,929m? —1 =0 (4.60)

A fungdo obtida (f,,) na equagdo (4.60), (ver fig. 4.30), apresenta comportamento similar
a da dire¢@o y (ver eq. 4.56) com bons resultados estatisticos (4.16), porém, inferiores ao da
equagdo (4.59).

60



0.8
05
0.4

0.2

0.2

0.4

06 08
MT

fu

Figura 4.30: Fungdo obtida pela regressdo multipla f,,. (n1m2z)

Observacoes

n

m2

0,861753

0,052138

0,861753

0,052138

0, 874998

0, 052608

0, 874998

0, 052608

0, 925847

0,017921

0,925847

0,017921

0, 104583

0,921614

0, 104583

0, 921605

0,204227

0, 876574

0, 204229

0, 876567

0, 749236

0, 174862

0, 749237

0, 174861

Tabela 4.15: Observagoes nlm2z

Fonte Soma de Graus de | Média de
de variacdo | quadrados | liberdade | quadrados | f P >f
regressao 11,990 2 5,996 | 8547,240 | 0,000
Erro (residuo) 0,010 10 0,001
Total 12,000 12
Prova dos coeficientes individuais
Variaveis Estimado Erro to P > |to|
n 1,089 0,01115 97,600 0,000
m? 0,929 0,01497 62,040 0,000

Tabela 4.16: Prova de significancia - nlm2z
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A seguinte fung¢io, apresentada na equagio (4.61), possui comportamento e resultados es-

tatisticos semelhantes ao da equagdo (4.57). Suas propriedades e grafico sdo vistos a seguir:

Observacoes

n2

2
mU

0, 742619

0,052138

0, 742619

0,052138

0,765621

0, 052608

0,765621

0, 052608

0,857193

0,017921

0,857193

0,017921

0,010938

0,921614

0,010938

0, 921605

0,041709

0,876574

0,041709

0, 876567

0,561355

0, 174862

0, 561357

0, 174361

Tabela 4.17: Observagoes n2m2z

Tabela 4.18: Prova de significancia - n2m2z

fu=1,242n* +1,087m> -1 =0

62

Fonte Soma de Graus de | Média de
de variacao quadrados | liberdade | quadrados fo P>f
regressao 11,960 2 5,979 | 1455,211 | 0,000
Erro (residuo) 0,040 10 0,004
Total 12,000 12
Prova dos coeficientes individuais
Variaveis Estimado Erro to P > |to|
n? 1,242 0, 03088 40, 220 0,000
mg 1,087 0,03552 30,610 0,000

(4.61)
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Figura 4.31: Fungdo obtida pela regressdo multipla f,,. (n2m?2z)

A tltima fungdo analisada para este caso ¢ tratada a seguir:

fu=1,057n* 4 0,964nm, + 0,736m. — 1 = 0;

£ =1,000n2 + 3,000snm, + 2,250m>2 — 1 =0 (4.62)

Observacoes

n2

2
mU

nmy,

0,742619

0,052138

0,196771

0,742619

0,052138

0, 196770

0,765621

0,052608

0,200693

0,765621

0,052608

0, 200693

0,857193

0,017921

0,123941

0,857193

0,017921

0,123941

0,010938

0,921614

0, 100400

0,010938

0,921605

0, 100400

0, 041709

0, 876574

0, 191209

0, 041709

0, 876567

0, 191209

0,561355

0, 174362

0, 313305

0, 561357

0, 174361

0,313304

Tabela 4.19: Observagdes n2m2za
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Tabela 4.20: Prova de significancia - n2m2za

Fonte Soma de Graus de | Média de
de variacdo | quadrados | liberdade | quadrados fo P >f
regressao 12,000 3 3,998 | 7832,928 | 0,000
Erro (residuo) 0, 000 9 0,001
Total 12,000 12
Prova dos coeficientes individuais
Variaveis Estimado Erro to P > |to|

n? 1,057 0,02444 43,250 0,000

mg 0,964 0,01924 50,090 0,000

nm, 0,736 0, 08699 8,460 0,000

Pode-se ver que a superficie (f,) da equagdo (4.62) tem valores aproximados a equagdo

(4.58), com diferengas similares a fungdo proposta por (Crisfield, 1990).

As andlises produzidas para tratar da intera¢do entre o momento fletor e o esfor¢o axial,

demonstram que as melhores fungdes de interagdo obtidas foram as equagdes (4.55) e (4.59); e

as menos eficazes foram as equagdes (4.57) e (4.61), porém, todas sdo solugdes possiveis de

serem usadas como fungdes de interagdo do ponto de vista estatistico. Foram testadas analises

com os dados conjuntos das duas dire¢des e verificou-se que pode-se propor uma média entre os

valores das variaveis. Com isso, apresenta-se um resumo das médias das variaveis das fungdes

analisadas no exemplo.

n?xm? desacoplado

n?xm? acoplado

fu=1,00Tn%+1,025m —1 =0

fu=1,063n+0,907m* —1=0

fu=1,164n>+1,12Tm*> -1 =0

fu=1,035n% +0,880nm +0,812m* —1 =0
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4.6.2 Exemplo 4.6.2

Este exemplo trata da interagdo entre os esforgos de momentos fletores (M, e M, ). Foram
desenvolvidas quatro tipos de fungdes com a mudanga nos indices a.. A seguir, sdo apresentadas

as fungdes obtidas com seus respectivos resultados gréaficos e estatisticos:
m, X m?
Y z

e fungdo obtida (f,) e a funcdo da literatura (f):

f=1,000m, +0,750m% — 1 =0 4.67)

e Observagdes, resultados estatisticos e grafico comparativo:

Observacoes

my m?
0,979123 | 0,000062
0,979123 | 0,000062
0,004588 | 0,944242
0,004588 | 0,944242
0,122253 | 0,921863
0,122253 | 0,921861
0,878150 | 0,122357
0,878150 | 0,122357
0,706076 | 0,342444
0,706076 | 0,342444
0,879105 | 0, 140652
0,879105 | 0,140652

Tabela 4.21: Observagdoes mlym2z

A fungdo f, (eq. 4.67) apresenta bons resultados do ponto de vista estatistico (tab. 4.22),
porém, uma consideravel diferenca no resultado da variavel relacionada com m,. Pode-se, ver
na figura (4.32), que o comportamento da func¢do obtida ¢ mais conservador do que aquela da

proposta por (Lubliner, 1990).
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Fonte

Soma de Graus de | Média de
de variacao quadrados | liberdade | quadrados fo P>f
regressao 11,990 2 5,993 | 4115,619 | 0,000
Erro (residuo) 0,010 10 0,001
Total 12,000 12
Prova dos coeficientes individuais
Variaveis Estimado Erro to P > |to|
my 0, 9883 0,01603 61,640 0,000
m? 0,9974 0,02024 49,290 0,000

Tabela 4.22: Prova de significancia - mlym2z
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Figura 4.32: Comparacdo entre a funcdo analitica f e a fun¢do obtida pela regressdo multipla
fu- (Mmlym?2z)
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2
m; Xm,

e fungdo obtida (f,) e a funcdo da literatura (f):

e Observagdes, resultados estatisticos e grafico comparativo:

fu=0,911m2 +0,993m. — 1 = 0;
f=0,750m? +1,000m. — 1 =0

Observacoes

2
m"l

my

0, 958682

0,007872

0, 958682

0,007872

0,000021

0,971721

0,000021

0,971721

0, 014946

0,960137

0,014946

0,960136

0, 771147

0, 349796

0, 771147

0, 349796

0,498544

0, 585187

0,498544

0, 585187

0, 772825

0, 375037

0, 772825

0, 375037

Tabela 4.23: Observagdes m2ymlz
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Tabela 4.24: Prova de significancia - m2ymlz

Fonte Soma de Graus de | Média de
de variacdo | quadrados | liberdade | quadrados fo P >f
regressao 11,950 2 5,974 | 1148,385 | 0,000
Erro (residuo) 0,050 10 0,005
Total 12,000 12
Prova dos coeficientes individuais
Variaveis Estimado Erro to P > |to|
mg 0,9107 0,03561 25,570 0,000
m, 0,9931 0,03479 28,540 0,000

(4.68)



Observa-se que o comportamento da superficie ( f, ), na equagao (4.68), ¢ diferente da fungao
proposta (f) pela literatura em relagdo ao coeficiente de regressdo obtido para m,,, porém, os re-
sultados, do ponto de vista estatistico (tab. 4.24), s3o bons e o comportamento das duas dire¢des
sdo similares (ver eq. 4.67 e 4.68).

11
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0.6
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h

Figura 4.33: Comparacao entre a funcdo analitica f e a fungdo obtida pela regressao multipla
fu- (M2ym1z)

2 m2
m, Xm; desacoplado

e funcdo obtida (f,):

fu=1,101m} +1,080m2 — 1 =0 (4.69)

e Observagdes, resultados estatisticos e grafico comparativo:

Pode-se ver que a fungéo (f,) da equagdo (4.69) apresenta um comportamento similar as
obtidas com os outros coeficientes « (eq. 4.67 e 4.68). Neste caso, ndo se encontrou uma fungio
de comparagdo com a da literatura. Do ponto de vista estatistico (tab. 4.26), ¢ uma boa fun¢ao

de acordo com os critérios fj e ¢y para o modelo proposto.
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Observacgoes

2
My

2

m;

0, 958682

0, 000062

0, 958682

0, 000062

0,000021

0,944242

0,000021

0,944242

0, 014946

0,921863

0, 014946

0,921861

0, 771147

0, 122357

0, 771147

0, 122357

0, 498544

0, 342444

0,498544

0, 342444

0, 772825

0, 140652

0, 772825

0, 140652

Tabela 4.25: Observagdes m2ym?2z

Fonte Soma de Graus de | Média de
de variacdo | quadrados | liberdade | quadrados fo P >f
regressao 11,980 2 5,989 | 2827,297 | 0,000
Erro (residuo) 0,020 10 0,002
Total 12,000 12
Prova dos coeficientes individuais
Variaveis Estimado Erro to P > |to|
mg 1,101 0,02155 51,070 0,000
m?2 1,080 0,02406 44,890 0,000

Tabela 4.26: Prova de significancia - m2ym2z
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Figura 4.34: Fung@o obtida pela regressdo multipla f,,. (m2ym2z)
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2 2
m, Xm; acoplado

e fungdo obtida (f,) :
fu=1,032m2 + 0,246m,m. + 1,050m2 — 1 =0 (4.70)

e Observagoes e resultados estatisticos:

Observacoes

m2

m2

My,

y
0, 958682

0, 000062

0,007707

0, 958682

0, 000062

0,007707

0,000021

0,944242

0,004459

0,000021

0,944242

0,004459

0, 014946

0,921863

0,117379

0,014946

0,921861

0, 117379

0, 771147

0, 122357

0,307173

0, 771147

0, 122357

0,307173

0,498544

0, 342444

0,413187

0,498544

0, 342444

0,413187

0, 772825

0, 140652

0, 329696

0, 772825

0, 140652

0, 329696

Tabela 4.27:

Observagdes m2ym2za

Fonte

Soma de

Graus de

Média de

de variacao

quadrados

liberdade

quadrados

Jo

P >f0

regressao

12,000

3

3,999

11500, 019

0,000

Erro (residuo)

0,000

9

0,000

Total

12,000

12

Prova dos coeficientes individuais

Variaveis

Estimado

Erro

to

P > |ty

1,032

0,01294

79, 750

0,000

1,050

0,01059

99, 160

0,000

0, 246

0,03415

7,210

0,000

Tabela 4.28: Prova de significancia - m2ym?2za

Neste caso, a func¢do (f, ) da equacdo (4.70) possui resultados semelhantes as outras fungdes
deste exemplo. Os resultados estatisticos (tab. 4.28) mostram que a fun¢do ¢ uma boa solug¢ao

de interacao segundo os resultados de fj e .
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Como conclusdo deste exemplo, observa-se que as funcdes numéricas (f,) apresentam
uma ligeira diferenca das fung¢des propostas (f) na literatura, porém, deve-se comentar que

o processo de analise ¢ feito com um modelo 3D que pode determinar um comportamento mais
proximo da realidade.

4.6.3 Exemplo 4.6.3

Este exemplo, trata da andlise de fun¢des de interacdo para os esfor¢os seccionais axial
(n) e flexdo (m;, ¢ = y,2). O elemento de barra usado ¢ mesmo da figura (4.25) com as
propriedades apresentadas anteriormente. As funcdes sdo testadas com mudangas nos indices

a. As observagdes, graficos e resultados sdo apresentados, a seguir:

n x my,Xm,

e fungdo obtida (f,):

fu=0,847Tn + 0, 7425m,, 4 0, 7106m, — 1 =0 (4.71)

e Observagoes e resultados estatisticos:

Fonte Soma de Graus de | Média de
de variacao quadrados | liberdade | quadrados fo P >f
regressao 23,690 3 7,897 | 538,969 | 0,000
Erro (residuo) 0,310 21 0,015
Total 24,000 24
Prova dos coeficientes individuais
Variaveis Estimado Erro to P > |to|
n 0,8477 0,05470 15,500 0,000
my 0,7425 0, 05456 13,610 0,000
m, 0, 7106 0,05318 13,360 0,000

Tabela 4.29: Prova de significancia - nmymz
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Esta funcdo apresenta bons resultados estatisticos levando em conta os valores de fj ¢ tg
(tabela 4.29), porém, percebe-se que a influéncia dos coeficientes individuais (¢y) das varidveis
da funcdo ¢ menor em relagdo as outras analises desenvolvidas para este tipo de interacdo. Nao

foi encontrada uma funcao de comparacao a esta na literatura.

Observacoes

n

My

my

0, 846057

0,245771

0, 188677

0, 846058

0,245769

0, 188676

0,908374

0,152718

0, 125486

0, 908375

0,152718

0, 125486

0, 430280

0,791846

0, 120942

0,430283

0, 791846

0, 120942

0,238751

0,922278

0,052421

0,238754

0,922278

0, 052420

0, 270279

0, 334609

0, 828416

0,270281

0, 334609

0, 828416

0, 259675

0,034786

0, 912602

0, 259678

0,034786

0, 912600

0,266699

0, 707068

0, 523504

0, 266700

0, 707068

0,523504

0, 457522

0, 350399

0,685914

0,457525

0, 350398

0,685913

0,679599

0, 336442

0,436955

0,679601

0,336441

0,436953

0,991131

0,015531

0,013696

0,991131

0,015531

0,013695

0, 130119

0, 023698

0,975252

0, 130120

0, 023699

0,975252

0, 120685

0,978113

0,014930

0, 120686

0,978113

0,014930

Tabela 4.30: Observagdes nmymz
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n*xm’ xm? desacoplado

e fungdo obtida (f,):

fu=1,158n% +1,118m2 + 1,124m? — 1 =0

e Observagoes e resultados estatisticos:

Observacoes

n2

2
mU

2

m;,

0, 715812

0,060403

0, 035599

0, 715814

0,060403

0,035599

0,825144

0,023323

0,015747

0, 825146

0,023323

0,015747

0, 185141

0, 627021

0,014627

0, 185143

0, 627021

0,014627

0,057002

0, 850597

0,002748

0,057003

0, 850597

0,002748

0,073051

0,111963

0, 686273

0,073052

0,111963

0, 636273

0,067431

0,001210

0, 832842

0,067432

0,001210

0, 832840

0,071128

0, 499946

0, 274056

0,071129

0,499946

0, 274056

0,209327

0, 122780

0,470478

0,209329

0, 122779

0,470476

0, 461855

0,113193

0, 190930

0,461857

0,113193

0, 190928

0,982341

0,000241

0,000188

0, 982341

0,000241

0,000188

0,016931

0,000562

0,951116

0,016931

0,000562

0,951116

0,014565

0,956704

0,000223

0, 014565

0,956704

0,000223

Tabela 4.31: Observagdes n2m2ym2z
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Fonte Soma de Graus de | Média de
de variacdo | quadrados | liberdade | quadrados fo P >f
regressao 23, 860 3 7,953 | 1183,674 | 0,000
Erro (residuo) 0,140 21 0,007
Total 24,000 24
Prova dos coeficientes individuais
Variaveis Estimado Erro to P > |to|

n? 1,158 0,03767 30, 740 0,000

mg 1,118 0,03868 28,900 0,000

m?2 1,124 0, 03805 29,530 0,000

Tabela 4.32: Prova de significancia - n2m2ym?2z

A funcdo (f,) da equagdo (4.72) apresenta bons resultados, do ponto de vista estatistico
(para fj e 1), que sdo melhores que os resultados para a fung@o da equacdo (4.71).

2 2 2
n“xm, Xm; acoplado

e fungoes obtidas (f,):

fu=1,014n% +0,966m; + 0,982m? + 0, 506nm,

+0,404nm,, + 0,038mym. —1 =0 = (4.73)

— fu=1,010n% +0,968m? + 0,981m?

+0,514nm, + 0,430nm. — 1 = 0 (4.74)

e Observagoes e resultados estatisticos:

74



A funcdo da equagdo (4.73), obtida com coeficientes acoplados, permite observar a im-
portancia dos coeficientes numa superficie gerada. Percebe-se que a variavel m,m, tem pouca
importancia no modelo, segundo os dados estatisticos (%), embora, ainda possa ser utilizada
(tabela 4.33). A fungdo da equagdo (4.74) ndo possui a variavel m,m, e obteve resultados es-
tatisticos (tab. 4.34) semelhantes ao apresentado na equagdo (4.73). Com isso, a equagdo que
melhor trata este tipo de fungdo ¢ a equagao (4.74).

Fonte Soma de Graus de | Média de
de variacdo | quadrados | liberdade | quadrados fo P>f
regressao 24,000 6 4,000 | 53308,230 | 0,000
Erro (residuo) 0, 000 18 0,000
Total 24,000 24
Prova dos coeficientes individuais
Variaveis Estimado Erro to P > |to|
n? 1,014 0,00552 183, 500 0,000
m% 0,966 0, 00806 119, 800 0,000
m? 0,982 0,00795 123,500 0,000
nm, 0,506 0,02951 17,100 0,000
nm, 0,404 0,03146 12,800 0,000
My 0,038 0,01980 1,900 0,000
Tabela 4.33: Prova de significancia - n2m2ym?2za
Fonte Soma de Graus de | Média de
de variacao quadrados | liberdade | quadrados fo P>f
regressao 24,000 5 4,800 | 55913,754 | 0,000
Erro (residuo) 0,000 19 0,000
Total 24,000 24
Prova dos coeficientes individuais
Variaveis Estimado Erro to P > |to|
n? 1,010 0,00563 179,500 0,000
mf/ 0,968 0, 00856 113,100 0,000
m? 0,981 0,00849 115,500 0,000
nim, 0,514 0,03122 16, 500 0,000
nm, 0,430 0,03052 14,100 0,000

Tabela 4.34: Prova de significancia - n2m2ym?2zal

Por este exemplo, pode-se concluir que a formulagdo proposta permite analisar qual é o

melhor tipo de funcao levando em conta a analise dos coeficientes individuais de regressao.
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Observacoes

TL2

2
mU

m2

nmy,

nm,

Mym.,

0, 715812

0,060403

0, 035599

0,207936

0, 159632

0,046371

0, 715814

0,060403

0, 035599

0,207935

0, 159631

0,046371

0,825144

0,023323

0,015747

0, 138725

0, 113988

0,019164

0, 825146

0,023323

0,015747

0, 138725

0, 113988

0,019164

0, 185141

0, 627021

0,014627

0,340716

0,052039

0, 095768

0, 185143

0, 627021

0,014627

0, 340718

0, 052039

0, 095768

0, 057002

0, 850597

0, 002748

0,220195

0,012516

0, 043346

0,057003

0, 850597

0,002748

0,220197

0,012516

0, 048346

0,073051

0,111963

0, 686273

0,090438

0,223903

0,277195

0,073052

0,111963

0, 686273

0,090439

0, 223906

0,277195

0,067431

0,001210

0, 832842

0,009033

0, 236980

0,031746

0,067432

0,001210

0, 832840

0,009033

0, 236982

0,031746

0,071128

0, 499946

0, 274056

0, 188574

0,139618

0, 370153

0,071129

0,499946

0,274056

0, 188575

0, 139618

0,370153

0,209327

0, 122780

0,470478

0,160316

0,313821

0,240344

0,209329

0, 122779

0,470476

0,160316

0, 313822

0,240342

0,461855

0,113193

0, 190930

0, 228646

0,296954

0,147010

0,461857

0,113193

0, 190928

0, 228646

0,296953

0, 147009

0,982341

0,000241

0,000188

0,015393

0,013574

0,000213

0,982341

0,000241

0,000188

0,015393

0,013574

0,000213

0,016931

0,000562

0,951116

0,003084

0, 126899

0,023112

0,016931

0,000562

0,951116

0,003084

0, 126900

0,023112

0,014565

0,956704

0,000223

0,118044

0,001802

0,014603

0, 014565

0, 956704

0,000223

0, 118045

0, 001802

0,014604

Tabela 4.35: Observagdes n2m2ym2za
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4.6.4 Exemplo 4.6.4

Este exemplo, trata da analise de fung¢des de interacdo ( f,) para os esfor¢os seccionais: axial
(n), flexdo (m,, m,) e tor¢do (m,). As fungdes sdo propostas com mudangas nos indices «,

de maneira a testar a solugdo numérica com fungdes existentes na literatura. As observagdes,
graficos e resultados sdo apresentados, a seguir:

n’xm,xm,

e funcdo obtida (f,):

Fu = 0,7288n% + 0,8596m, + 0,6483m, — 1 = 0 (4.75)

e Observagoes e resultados estatisticos:

Fonte Soma de Graus de | Média de
de variacdo | quadrados | liberdade | quadrados fo P>f
regressao 23,940 3 7,981 | 2927,690 | 0,000
Erro (residuo) 0,060 21 0,003
Total 24,000 24
Prova dos coeficientes individuais
Variaveis Estimado Erro to P > |t

n? 0, 7288 0,03544 20, 560 0,000

My 0, 8596 0,02534 33,920 0,000

m, 0, 6483 0,02746 23,610 0,000

Tabela 4.36: Prova de significancia - n2mxmz

A funcdo da equacdo (4.75) apresenta bons resultados estatisticos para fj e to (tabela 4.36),

e todas variaveis sdo importantes para este tipo de fungdo. Nao foi encontrada uma fungdo de
comparagao a esta na literatura.
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Observacgoes

77,2

My

my

0, 864978

0, 378308

0,020133

0, 864978

0, 378308

0,020133

0, 774057

0, 487261

0, 030647

0, 774057

0, 487261

0, 030647

0,510938

0,702317

0,074719

0,510938

0,702317

0,074718

0, 358073

0, 798038

0,080843

0, 358073

0, 798038

0, 080842

0, 161891

0,897001

0, 104829

0, 161891

0,897001

0, 104829

0,064312

0, 938860

0,115881

0,064312

0, 938860

0, 115880

0,088467

0, 892814

0,301478

0,088467

0,892814

0,301476

0,201315

0,713431

0, 508560

0,201316

0,713432

0, 508558

0,136157

0, 665575

0, 634905

0, 136158

0, 665577

0, 634902

0,111851

0, 386094

0, 827158

0,111851

0, 386096

0, 827157

0, 040078

0, 440866

0, 878608

0, 040079

0, 440867

0, 878606

0,031311

0, 415227

0, 898188

0,031312

0, 415228

0, 898187

Tabela 4.37: Observagoes n2mxmz
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2 2 2
n“ xm;xm; acoplado

e fungdo obtida (f,) e da literatura (f):

fu=0,970n +1,017m2 + 0,953m? + 0,208nm, — 1 = 0;
f =1,000n% + 1,000m2 + 1,000m?2 + 2,000nm, —1 =0 (4.76)

e Observagoes e resultados estatisticos:

Fonte Soma de Graus de | Média de
de variacao quadrados | liberdade | quadrados fo P>f
regressao 24,000 4 5,999 | 25977,986 | 0,000
Erro (residuo) 0,000 20 0,000
Total 24,000 24
Prova dos coeficientes individuais
Variaveis Estimado Erro to P > |to|

n? 0,9700 0,00924 105,000 0,000

m? 1,0170 0,00834 122,000 0,000

m? 0,9530 0,01755 54, 300 0,000

nm, 0, 2080 0,05565 3,700 0,000

Tabela 4.38: Prova de significancia - n2m2xm?2za
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A funcio (f,) da equagdo (4.76) ¢ comparada com a funcdo (f) apresentada por (Lubliner,
1990). A fungdo (f,) apresenta comportamento semelhante a (f ) para todas as variaveis, com
excecao da variavel nm.,.Os resultados estatisticos para t, (tabela 4.38) demonstram que a var-

iavel nm, é menos importante que as demais, porém, pode ser usada como uma variavel da

superficie.

Observacoes

TL2

My

my

nm,

0, 864978

0, 143117

0,000405

0,018725

0, 864978

0,143117

0,000405

0,018725

0, 774057

0,237424

0,000939

0, 026964

0, 774057

0,237424

0, 000939

0, 026964

0,510938

0,493249

0, 005583

0, 053409

0,510938

0,493249

0, 005583

0, 053409

0, 358073

0, 636865

0,006536

0,048376

0, 358073

0, 636865

0,006535

0,048375

0,161891

0, 804612

0,010989

0, 042179

0, 161891

0,804612

0,010989

0, 042179

0,064312

0, 881458

0,013428

0, 029387

0,064312

0, 881458

0,013428

0, 029387

0, 088467

0,797117

0, 090889

0, 089670

0,088467

0,797117

0,090888

0, 089669

0,201315

0, 508984

0,258634

0, 228182

0,201316

0, 508986

0,258631

0,228181

0, 136157

0, 442990

0,403105

0, 234276

0,136158

0,442993

0,403100

0, 234276

0,111851

0, 149069

0,684191

0, 276635

0,111851

0, 149070

0, 684189

0, 276636

0,040078

0, 194362

0,771951

0,175893

0, 040079

0, 194364

0, 771949

0, 175895

0,031311

0,172413

0, 806742

0, 158934

0,031312

0,172414

0, 806739

0, 158935

Tabela 4.39: Observagoes n2m2xm2za
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2 2 2
n-xm; xm; acoplado

e fungdo obtida (f,) e da literatura (f):

fu=1,110n% +1,014m2 + 0,978m? + 0, 355nm, — 1 = 0;
f = 1,000n? +1,000m2 + 1,000m + 2,000nm, — 1 =0 4.77)

e Observagoes e resultados estatisticos:

Fonte Soma de Graus de | Média de
de variacdo | quadrados | liberdade | quadrados fo P >f
regressao 23,980 4 5,995 | 6578,594 | 0,000
Erro (residuo) 0,020 20 0,001
Total 24,000 24
Prova dos coeficientes individuais
Variaveis Estimado Erro to P > |to|
n? 1,1100 0,02998 37,020 0,000
m?2 1,0140 0,01471 68,970 0,000
m; 0,9780 0,02675 36,570 0,000
nm, 0, 3550 0, 08282 4,280 0,000

Tabela 4.40: Prova de significancia - n2m2xm2ya

A funcido (f,) da equacdo (4.77) possui comportamento semelhante a funcdo da equagao
(4.76) com bons resultados estatisticos (tabela 4.40). Foram testadas as duas direcdes (y € 2)

para a analise do comportamento. Novamente, os resultados estatisticos (fy e to) demonstram
que a variavel nm, é menos importante que as demais.
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Observacoes

n?

My

my

nmy,

0,054228

0,191835

0,699237

0,194725

0,054228

0,191836

0,699237

0, 194726

0, 158020

0,426151

0,342316

0, 232579

0, 158020

0, 426152

0,342314

0,232578

0, 014670

0, 054859

0, 908849

0, 115467

0, 014670

0, 054860

0, 908849

0, 115468

0, 686985

0,022074

0, 084720

0, 241249

0, 686987

0,022074

0,084719

0,241248

0, 835873

0,012159

0,023102

0, 138962

0, 835875

0,012159

0,023102

0, 138962

0,031828

0, 738424

0, 188445

0, 077446

0,031828

0, 738436

0, 188444

0, 077445

0,019877

0, 807902

0, 126109

0, 050067

0,019877

0,807915

0,126108

0, 050067

0,263109

0,120172

0, 442100

0, 341058

0,263111

0,120172

0, 442100

0, 341059

0,191688

0, 562397

0, 190625

0,191156

0,191688

0, 562397

0, 190624

0,191155

0, 110991

0,047332

0, 734864

0, 285593

0, 110993

0,047332

0, 734864

0, 285595

0, 025360

0, 904863

0,015973

0,020127

0, 025360

0, 904863

0,015973

0,020127

0, 449859

0,363248

0, 105020

0,217357

0, 449361

0, 363248

0,105019

0, 217356

Tabela 4.41: Observagdes n2m2xm2ya

Como conclusdo das fungdes apresentadas neste exemplo até o presente momento, percebe-
se que as fungdes (f,,) das equagdes (4.76) e (4.77) sdo semelhantes nos resultados e possuem
poucas diferengas em relagdo a fungdo (f) proposta por Lubliner. A func¢io da equacgao (4.75),

também, pode ser aplicada como uma fung¢ao de interacdo para futuros testes de aplicabilidade.

m, xm; com i = {y, z}

Sdo apresentadas as func¢des nas direcdes x € y, a seguir:

e fungdo obtida (f,):

fu=1,060m2 +1,013m? —1 =0 (4.78)
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e Observagoes e resultados estatisticos:

Fonte Soma de Graus de | Média de
de variacdo | quadrados | liberdade | quadrados fo P >f
regressao 12,000 2 6,000 | 82728,297 | 0,000
Erro (residuo) 0,000 10 0,000
Total 12,000 12
Prova dos coeficientes individuais
Variaveis Estimado Erro to P > |to|
m?2 1,0600 0,00381 277,900 0,000
m; 1,0130 0,00572 177,200 0,000

Tabela 4.42: Prova de significancia - m2xm2y

Observacoes

2

my

m2

0, 893420

K]
0, 047979

0, 893420

0, 047978

0, 935097

0,001847

0, 935097

0,001847

0,767741

0,186188

0,767741

0, 186187

0, 625096

0, 341180

0,625107

0,341177

0,458548

0, 518993

0,458552

0,518993

0, 052466

0,923234

0, 052466

0,923234

Tabela 4.43: Observacdes m2xm2y
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1,27
A
D,E.g
rx G,Eé
D,4§
0,25
G: ------------------------------
o 02 04 0B 08 1 12
ry
fu

Figura 4.35: Fungdo obtida pela regressdo multipla f,,. (m2zm2y)

m, xmi

e funcao obtida (f,):

Ju=10,9841m, +0,7788m’ —1 =0 (4.79)

e Observagoes e resultados estatisticos:

Fonte Soma de Graus de | Média de
de variacdo | quadrados | liberdade | quadrados fo P >f
regressao 11,970 2 5,987 | 2251,315 | 0,000
Erro (residuo) 0,030 10 0,003
Total 12,000 12
Prova dos coeficientes individuais
Variaveis Estimado Erro to P > |to|
My 0,9841 0,02149 45,800 0,000
mg 0,7788 0,03677 21,180 0,000

Tabela 4.44: Prova de significancia - mxm2y
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1,87

0,8
rx Qﬁf
0,4

0,2

Observacgoes

My

P
My

0, 945209

0, 047979

0, 945209

0, 047978

0,967004

0,001847

0,967004

0,001847

0, 876208

0, 186188

0, 876208

0, 186187

0, 790630

0, 341180

0, 790637

0,341177

0,677162

0, 518993

0,677165

0, 518993

0,229054

0,923234

0, 229055

0,923234

Tabela 4.45: Observagdes mxm2y

Figura 4.36: Fungdo obtida pela regressdo multipla f,,. (maxm2y)
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2
m; Xm,

e funcdo obtida (f,):

fu = 0,8988m2 + 0,8808m, — 1 =0

1,27
A
0, E-é
rny Gﬁ-

D,4§

0,2]

[y

o 02 04 06 082 A1

X

fu

1,2

Figura 4.37: Fungdo obtida pela regressdo multipla f,,. (m2zmy)

e Observagoes e resultados estatisticos:

Fonte Soma de Graus de | Média de
de variacdo | quadrados | liberdade | quadrados fo P > f,
regressao 11,920 2 5,961 | 762,450 | 0,000
Erro (residuo) 0,080 10 0,008
Total 12,000 12
Prova dos coeficientes individuais
Variaveis Estimado Erro to P > |to|
m? 0, 8988 0,04408 20, 390 0,000
My 0, 8808 0,05251 16,770 0,000

Tabela 4.46: Prova de significancia - m2xmy
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e fungdo obtida (f,):

Observacoes

2
my

my

0, 893420

0,219041

0, 893420

0,219040

0, 935097

0, 042973

0, 935097

0,042973

0,767741

0, 431496

0,767741

0,431494

0, 625096

0, 584107

0,625107

0, 584103

0,458548

0, 720412

0,458552

0, 720412

0, 052466

0,960851

0, 052466

0,960851
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Tabela 4.47: Observagdes m2xmy

fu=1,0360m2 + 0,9580m> — 1 =0

(4.81)



1,2;
Cl,E.;
mx D,E‘:g
Cl,dg

0,2

y -

g €2 o4 06 08 A

mz

fu

1,2

Figura 4.38: Fung@o obtida pela regressdo multipla f,,. (m2xm2z)

e Observagoes e resultados estatisticos:

Fonte Soma de Graus de | Média de
de variacao quadrados | liberdade | quadrados fo P>f
regressao 11,990 2 5,996 | 7710,186 | 0,000
Erro (residuo) 0,010 10 0,001
Total 12,000 12
Prova dos coeficientes individuais
Variaveis Estimado Erro to P > |to|
m? 1,0360 0,01270 81,600 0, 000
m? 0, 9580 0,01629 58,820 0,000

m, xm?

Tabela 4.48: Prova de significancia - m2xm2z

e funcdo obtida (f,):

fu=0,9771m, +0,7183m? — 1 =0
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Observacoes

m2

m2

0,263347

0, 783633

0,263350

0, 783631

0,066288

0,936100

0,066288

0,936100

0, 759372

0, 240068

0, 759385

0, 240065

0,674547

0, 346292

0,674547

0, 346289

0, 886546

0,070495

0, 886546

0,070493

0,929154

0,010814

0,929154

0,010314

Tabela 4.49: Observagdes m2xm2z

1,2;
aQ, E-
rmx 0, F;‘:
G,4§

0,21

[y -

o 02 04 06 08 A

mz

fu

1,2

Figura 4.39: Fung@o obtida pela regressdo multipla f,. (maxm2z)

Fonte Soma de Graus de | Média de
de variacdo | quadrados | liberdade | quadrados fo P>f
regressao 11,970 2 5,983 | 1811,722 | 0,000
Erro (residuo) 0,030 10 0,003
Total 12,000 12
Prova dos coeficientes individuais
Variaveis Estimado Erro to P > |to|
My 0,9771 0,02474 39,500 0, 000
m2 0,7183 0,03618 19, 850 0,000

z

Tabela 4.50: Prova de significancia - mxm2z
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e Observagoes e resultados estatisticos:

2
m; Xm,

e funcdo obtida (f,)

Observacoes

My

m2

0,513174

0, 783633

0,513176

0, 783631

0,257464

0, 936100

0, 257466

0, 936100

0,871420

0, 240068

0,871427

0, 240065

0, 821308

0, 346292

0, 821308

0, 346289

0, 941566

0,070495

0, 941566

0,070493

0, 963926

0,010814

0, 963926

0,010814

e Observagoes e resultados estatisticos:

Tabela 4.51: Observagdes mxm2z

fu=0,8504m2 +0,8845m, — 1 =0

(4.83)

As fungdes (f,,) das equagdes (4.78) a (4.83) sdo boas solugdes para a interagdo fletor X

torgor, sendo que as equacdes (4.78) e (4.81) apresentam-se como as melhores do ponto de

vista estatistico (fq € tg).
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mz 0,6

1,27
1]

0,83

0,41

0,2]

O

0 02 04 08 02

X

fu

1,2

Figura 4.40: Fung@o obtida pela regressdo multipla f,,. (m2xmz)

Fonte Soma de Graus de | Média de
de variacdo | quadrados | liberdade | quadrados fo P > f,
regressao 11,930 2 5,963 | 807,762 | 0,000
Erro (residuo) 0,070 10 0,007
Total 12,000 12
Prova dos coeficientes individuais
Variaveis Estimado Erro to P > |to|
m?2 0, 8504 0,04367 19,470 0,000
m, 0, 8845 0,04691 18,860 0,000

Tabela 4.52: Prova de significancia - m2xmz

Observacgoes

2

my

my

0,

263347

0, 885230

0,

263350

0, 885229

0,

066288

0,967522

0,

066288

0,967522

0,

759372

0, 489967

0,

759385

0, 489965

0,

674547

0, 588466

0,

674547

0, 538463

0,

886546

0, 265508

0,

886546

0, 265506

0,

929154

0, 103992

0,

929154

0,103991

Tabela 4.53: Observagdes m2xmz
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4.6.5 Exemplo 4.6.5

Este exemplo, trata da anélise de fungdes de interagdo para os esforcos seccionais de flexao
(m;) e cortante f; com i = {y, z}. As fungdes sdo propostas com mudangas nos indices «, de

maneira a testar a solugdo numérica ( f,,) com fungdes existentes na literatura (f).
2. a2
£ xm;

e fungdo obtida (f,) e da literatura (f):

92

f = 1,0000f) +1,0000m2 —1 =0
fu = 0, 8210]5 +1,0140m> -1 =0 (4.84)
e Observagoes e resultados estatisticos:
Fonte Soma de Graus de | Média de
de variacdo | quadrados | liberdade | quadrados fo P>f
regressao 23,940 2 11,970 | 4537,444 | 0,000
Erro (residuo) 0, 060 22 0, 000
Total 24,000 24
Prova dos coeficientes individuais
Variaveis Estimado Erro to P > |t
fg 0, 8210 0,01711 47,990 0,000
m? 1,0140 0,01543 65, 750 0,000
Tabela 4.54: Prova de significancia - f2ym2z
e fungdo obtida (f,) e da literatura (f):
fu = 0,5480f7 +1,0020m, —1 =0
3
fi = ij +1,0000m, —1 =0 (4.85)
fo = 1,0000f7 +1,0000m, —1=0



Observacoes

T £ I
0, 950340 | 0, 283080 0, 950320 0,283110
0,972240 | 0, 253220 0,972220 0,253250
0, 950340 | 0,283090 0,033533 0, 982750
0,972230 | 0,253230 0,033584 0, 939450
0,033528 | 0,982750 0, 335330 0, 982750
0,033590 | 0,939450 0, 335830 0, 939440
0,033530 | 0,982750 0, 832850 0, 252880
0,033587 | 0,939440 0, 843020 0,224090
0, 832860 | 0,252840 || 0,33803E — 03 | 0,995870
0, 843030 | 0,224060 || 0,33889E — 03 | 0,963350
0, 832860 | 0,252850 || 0,33804F — 03 | 0,995870
0, 843020 | 0,224060 || 0,33889E — 03 | 0,963370

Tabela 4.55: Observagdes f2ym2z

Neste exemplo, foram encontradas duas fungdes f; e fo (ver equacdo 4.85) de comparagao,
na literatura (Mrazik et al, 1987).

e Observagoes e resultados estatisticos:

Fonte Soma de Graus de | Média de
de variacdo | quadrados | liberdade | quadrados fo P >f
regressao 19,970 2 9,985 | 5849,316 | 0,000
Erro (residuo) 0,030 18 0,002
Total 20,000 20
Prova dos coeficientes individuais
Variaveis Estimado Erro to P > |to|
[ 0, 5480 0,01592 34,400 0,000
m, 1,0020 0,01519 66, 000 0,000

Tabela 4.56: Prova de significancia - fym2z
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Observacoes
fy m; IR m,
0, 950340 0, 532060 0, 950320 0, 532080
0, 972240 0,503210 0,972220 0, 503240
0, 950340 0, 532060 || 0,33533F — 01 | 0,991340
0,972230 0,503220 || 0,33584F — 01 | 0,969250
0,33528FE — 01 | 0,991340 || 0,33533F — 01 | 0,991340
0,33590F — 01 | 0,969250 || 0,33583F — 01 | 0,969250
0,33530F — 01 | 0,991340 0, 832850 0, 502870
0,33587F — 01 | 0,969240 0, 843020 0,473380
0, 832860 0, 502840
0, 843030 0,473350
0, 832860 0, 502840
0, 843020 0,473350

Tabela 4.57: Observagdes f2ymz

Os resultados obtidos para as fungdes (f,) pelo método apresentado foram aproximados
dos existentes na literatura consultado (ver equagdes 4.84 e 4.85), porém, estatisticamente (ver
tabelas 4.54 ¢ 4.56) sdo fungdes utilizaveis de acordo com os coeficientes fj e to para a analise

de interagao fletor e cortante.
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Capitulo 5

ANALISE ELASTOPLASTICA DE ESTRUTURAS
APORTICADAS

Sao feitas aplicagdes baseadas na teoria da elastoplasticidade em estruturas aporticadas com
o objetivo de analisar o comportamento das superficies geradas. A seguir ¢ mostrada a teoria
envolvida com a utilizacao de superficies em resultantes de tensao.

Uma superficie de interagdo define o estado ultimo de uma se¢ao transversal e depende dos
seguintes fatores:

1. Forma geométrica da secdo transversal,

2. Combinagdo dos esforcos seccionais que atuam na se¢do transversal;

3. Teoria de viga utilizada.

Encontram-se solugdes analiticas fechadas para determinados tipos de se¢des (I, Retangular,
etc) com casos especiais de combinacdes de esforgos, tais como momentos fletores e esforgo
normal (Horne, 1972), (Neal, 1977). Neste trabalho, assume-se uma superficie descrita em
fungéo dos esforcos seccionais, (Silva,2004), baseada na equagdo (ver eq.5.1), apresentada

com as seguintes combinacdes de esfor¢os seccionais:

_ |Fac|)a1 (@)w (\Fz|>a3 (\Mx\)m (U\/fy!)a5
/ 51(}7% + B F, + 3 F. + B4 M, + B Vi

Yp

Mz (73] Fz a7 M asg Fm Qag Mz @10
+56<|M|) +57(|F|> <|My|) +58(|F|) (|M|) el
2p Tp Yp Tp

Zp

onde F), ¢ o esforco axial, I}, e I, sdo os esforgos cortantes, M/, ¢ o momento torgor e,
M, e M, sdo os momentos fletores. F € o esfor¢o normal de plastificagdo puro, F, e [,
sdo os esforgos cortantes de plastificagdo puros, M, € 0 momento torgor de plastificagdo puro,

M,, e M., sdo os momentos fletores de plastificagdo puros. As constantes 3; reais positivas sdo
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obtidas de observacdes oriundas das analises do modelo de dano em viga de Timoshenko 3D
que levam em conta as propriedades da forma geométrica da se¢@o transversal. Os expoentes
a; > 1 sdo arbitrados em funcao do tipo de funcao desejada. Dentro do contexto da andlise
elastoplastica (Silva, 2004) perfeita de estruturas considera-se que:

1. Os esforgos seccionais contidos no interior da superficie de interagdo geram somente

deformacgdes elasticas;

2. Os esforgos seccionais que estejam na superficie de interagdo geram deformacdes plasti-

cas;

3. Os esforgos seccionais fora da superficie de interagdo representam estados de tensdes

inadmissiveis porque ndo se leva em conta o caso do endurecimento.

Durante o processo de aplicacdo do carregamento em passos de carga os esforgos seccionais
em alguns nés dos elementos da estrutura poderao sair da superficie de interagdo. Para trazer
estes esforcos seccionais de volta a superficie utiliza-se o0 método de Backward Euler que ne-

cessita das derivadas primeira e segunda da superficie em relacdo aos esforgos seccionais.

5.1 DERIVADAS DE PRIMEIRA ORDEM

Baseado na equagdo (5.1), obtém -se as derivadas de primeira ordem da superficie de inter-

acao, (Silva, 2004), em relagdo aos esforgos seccionais:

|Fx‘o¢171 | . ar—1

: : | M|\
= 51041Tc;1529n_fx + 57G7T?819n_fx (Myy

Fz ag—1 . MZ @10
+ Byan T ign . (u)

of
OF,

o M.,
of Bl
3—Fy = 52(12%7;;?529”_@
8f Fz az—1 '
(9? = ,630(3| F‘7a3 Slgn_fz (52)
8f |MI|0¢4—1 .
of M, Fol\ M
of M, Fal\™ M
3—]\42 = B ]\?2;? sign_m, + Bgoug F,, szgn_sz
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. F;
onde sign_f; = ‘F_’| com F; =
_ i

e F;

iy = denota o sinal dos compo-

S

S

g@iﬁ@@ﬁjgﬁ
SEE

nentes do vetor de esfor¢os nodais.

A superficie de interacao ¢ assumida como um potencial plastico ( ver eq. A.2 e A.3). As
componentes sdo apresentadas na forma matricial para cada né do elemento e definem o fluxo
plastico nos nos do elemento durante o processo de carga. Tém-se, a seguir, os vetores para

cada n6 do elemento:

4 8f A 4
OFy, 0
of of
OFy, OFuy
of 88_f
OF, F,
. o OM ) ] - OF, .
oMy, OMa,
of of
ale OMy2
0 o/
\ ) \ 8M22 )

onde 0 é um vetor nulo de 6 x 1.

5.2 DERIVADAS DE SEGUNDA ORDEM

O gradiente do vetor de fluxo pléstico ¢ obtido através da diferenciagdo de cada componente
do vetor da equacdo (5.3) em relag@o aos esfor¢os seccionais. Desenvolvendo-se as derivadas

em fun¢do da equagdo (5.2) sdo apresentadas, a seguir, as segundas derivadas:

Para OF, F},
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o*f [ |2 My |
anan = 61 (OK% - Oél) Fg;l + 67 (Oé? - 057) FIO;Z ]\42';0;8
|Fx|a9*2 |M |a10
+08 (043 - 049) oo ]\;yam
0 f 0 f 02 f
oroF, " amor " amon, " (5.4)
O*f F | M,*!
OF,0M, = 57a7a8| Fl’ﬁf Slgn_fx%szgn_my
2 ag—1 a1p—1
L :580490410’ - sign mesign m,
8F1,8MZ F‘%g — Mggo _
Para OF, F},
02 f _0
OF,0F, N
0°f 2 |
oror, ~ 2 (02— 2) —pm (5.5)
Pf o, Pf ., P P
OF,0F, ' 0F,0M, ' 0F,0M, ' 0F0M,
Para OF, F),
P, P,
OF.0F, ' O0F.0F,
82]0 Fz az—2
For ~ s (a3 — as) | F|£3 (5.6)
82]0 o 82]0 o a2f 0
OF.0M, ' OF,0M, ~ OF,0M,
Para OM, F),

>’f _ 0 >’f _o: >’f _0
OM,OF, ' OM,0F, ' OM,0F,
9% f | M, |2
T
OM,OM, 7 OM,OM,
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Para OM, Fj,

B U ' U L7
OMOF, TS T per SN e Ty pas T SR My
Pf . Pf . Pf
OM,OF, 7 OM,OF,  OM,OM,
*f |M,|*2 |F] 7 [ My ™2
T I T I S T
82
_T
OM,0M.,
Para OM, F},
82f | xlag—l ‘ |Mz|a10—1 ’

OMOF. B Wﬂgn_fzwswn_mz
—82f =0: —82f =0: f =0: *f =0
OM.,OF, ~ OM,OF, ~ OM,OM,  OM.,OM,

0*f M|~ || [M ]2
aaLonE, ~ P (06 = a0) Ty s (o — o) e

(5.8)

(5.9)

As 2% derivadas na forma matricial representam o gradiente do fluxo pléstico para cada n6
do elemento (Silva, 2004):

B f 9%f o%f 9%f 9% f 9% f
8Fx18Fm1 8F¢C13Fy1 8Fx13F21 8FJ;18M$1 anlaMyl 8Fw18M21
9%f 9% f 9% f 9% f 9% f 9% f
OFy,0F,, 0F, 0F, 0F, 0Fs, 0F, 0M,, 0Fy,0M,, 8F, oM,
9% f o2f 9% f 9% f 9% f 9% f
A . 8Fz18Fx1 8Fz18Fy1 8FZ18FZI 8F218Mx1 8leaMy1 anlale
1 — 82f 82]0 82f 82]0 82f 82f
OMz, OF 5, OMgy, OF )y, OMgy, OF OMzy OMyy OMgz, OMy, OMz, OM >,
02 f 0% f 02 f 02 f 0 f 02 f
OMy, OFy, OMy, OFy, OMy, OF, OMy, OMgz, OMy, OMy, OMy, OM,
02 f 02 f 0% f 02 f 02 f 02 f
OM, OFy, OM, 0Fy, OM, 0F%, OMz, OMyy OMz, OMy, OMz, OM>,
0 f A, O
OF;0Fy |, 0 0
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B 82f 82f 82f 82f 82f 82f
8F126F12 8F128Fy2 8F126FZ2 8F126M12 8Fm2 8My2 8F126M22
82f 82f 82f 82f 82f 82f
aFy2 aFIZ aFy2 8Fy2 8Fy2 6FZ2 8Fy2 8M12 aFy2 ({91\4@/2 aFy2 8MZ2
82f 82f 82f 82f 82f 62f
A. _ 8F228F12 8F228Fy2 8FZ28FZ2 8FZ2 8M12 8F228My2 8FZ2 8M22 (5 12)
2 — 82f 82f 82f 82f 82f 82f .
8Mz2 8FI2 8M128Fy2 8Mz2 8FZ2 8Mz2 8Mz2 8Mz2 8My2 8M128MZ2
82f 82f 82f 82f 82f 82f
8My2 8F12 8My2 aFy2 8My2 8F22 8My2 BMIZ aMy2 8My2 8My2 8MZ2
9% f 9% f *f 9% f 9% f f
8M22 8F12 8M22 aFy2 8M22 8F22 8M22 aMI2 BMZQ 8My2 8M22 8M22 |

Rf 0 0
| = 5.13
{838&}2 0 A, G139

onde 0 ¢ uma matriz 6 x 6 com elementos nulos.
5.3 ALGORITMO DE RETORNO

Na aplicagdo do carregamento da estrutura, os esfor¢os seccionais atingem, em um ou em
ambos nds do elemento de viga, um estado que sai da superficie de interacdo formando-se
rétulas plasticas. Neste caso, aplica-se o método de backward Euler para trazer de volta os
esforcos seccionais a superficie de interagdo. Portanto, assume-se, inicialmente, que exista uma
combinacao de esfor¢os seccionais em um dos nés do elemento que esteja fora da superficie de
interacao (Silva, 2004). Utilizando-se o método de backward Euler, corrigi-se o vetor de forgas

nodais da forma seguinte:

Fy = Flrial MK {%} (5.14)
JJ)1

onde Fmal = F; + K;;dU; corresponde a um vetor de for¢as nodais estimado. Este vetor
¢ obtido através de uma solug@o elastica dos incrementos de deslocamentos dU; e da matriz de
rigidez linear elastica K;; do elemento de viga 3D (ver item 2.4). F} ¢ o vetor de forgas nodais
do wltimo passo de carga convergido. O vetor F; esta dentro ou fora da superficie de interago.
Por outro lado, {g_zf; }1 ¢ o vetor de fluxo plastico definido em relacdo aos esforgos seccionais
que estdo fora da superficie de interacdo e A, ¢ o multiplicador plastico, tal que, Ay > 0.

Geralmente, os vetores de forgas nodais, estimado Ff”“l e corrigido E , ndo satisfazem
o critério de escoamento, isto é, ndo estdo sobre a superficie de interagdo. Assim, faz-se
necessario um tipo de processo iterativo para trazer o estado de tensdo (esforgos seccionais)
de volta a superficie de interacao (ver fig.5.1).
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5.3.1 Algoritmo de retorno com 1 (um) vetor

Ao ocorrer a situacdo de somente uma rétula plastica no elemento de viga, emprega-se
somente um vetor de fluxo plastico correspondente aos esfor¢os seccionais que se encontra fora

da superficie de interagdo (ver figura 5.1).

N/Np A
Corretor
Superficie de Plastico wial
Interagao !
UmaR6twla 2 [ N AF:
Plastica Preditor

M, l Q: - Plastico
N, 4\ / N: 1 :
— 3 1 EI] ) ( | 2 —— : ; >

/ o M/M,

Ql M2

Figura 5.1: Retorno a superficie com um vetor (Silva, 2004).

O processo iterativo utiliza vetores de fluxo plastico atualizados para aproximar-se da super-
ficie. Este procedimento é chamado de algoritmo de retorno, sendo que neste caso ¢ feito com
um vetor. Na figura 5.1, encontra-se a interpretagao geométrica do algoritmo de retorno (Silva,
2004). Admite-se que os vetores de forca nodais F; (atual) e F (corrigido) ndo cumprem o
critério de escoamento, ou seja, f (F;) > le f (ﬂ) > 1. Com isso, o vetor de forcas residuais
r;, baseado na equagdo (5.14), ¢ definido como:

af

=F — [ =F — ( Firiel -\ K, { = 5.15
r (e g} ) 519

Expandindo a equacdo (5.15) numa série de Taylor até os termos de 1* ordem e mantendo o
vetor de forgas nodais de partida £ fixo, obtém -se um novo vetor de forgas residuais r7?.

Este novo vetor ¢ apresentado da forma seguinte:

pew — g0 qp 1 ani d 2L L Lk, I 7 (5.16)
7 7 7 14345 a_ij . 14345 aF}&Fk ) k .

onde dF; ¢ uma variagao em F;, dA; € uma variacdo em \; € [

em {66—]{; }1. Aplicando a condigdo: r*““ = 0, a equagdo (5.16) ¢é reapresentada a seguir:

92f , c
OF 0, dF}, é uma variacao
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8f a2f
_ old . N
0= +d\ K { } + <5zk + M K [ ) J 1> dF}, (5.17)

Definindo a matriz ();;, como segue:

(5.18)

82
Qi = i + M KG; { / }

OF,0F |,

Aplicam-se manipulagdes indiciais nas equagoes (5.17) e (5.18) para determinar a corre¢ao

do vetor de for¢as nodais, dF;, na iteracao atual chega-se a:

QudF; = — ( P A\ K {881{: } ) (5.19)
dF; = —Qy' ( ol 1 d\ Ky {g}fj } ) (5.20)

Expandindo a fun¢do de escoamento (interagdo), f, numa série de Taylor até os termos de

1% ordem em torno do vetor de forcas nodais final F;, obtém -se:

of
new __ rold ]
new — +{8E}ldﬂ (5.21)

Impondo que f** = 0 na equagdo (5.21) e usando a equagdo (5.20) , obtém -se a corregdo

do multiplicador plastico, na iteragdo atual, como segue:

af - __ __ yold
{6E}Idﬂ_ ; (5.22)

} { i (Old+d>\1Kl]{§; } )] = —f (5.23)

(d/\ K {g; } ) = — [+ {gf} Qy'ri (5.24)
1

old of —1_.0ld
1T~ {8Fi}1Qil T

0 — [¢)
{8 i}lQillKlj {8_;;}1

Este procedimento iterativo termina quando sdo alcancados os critérios de parada adotados:

o

>

A\ = (5.25)

proTm — —Hﬁiulu <TOL, f"™™=|f—1,0|<TOL (5.26)

onde ||r;|| ¢ a norma Euclidiana do vetor de forgas residuais,

Flriel|| & a norma Euclidiana

do vetor de forcas estimado e TOL ¢ a tolerancia para a convergéncia.
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5.3.2 Algoritmo de retorno com 2 (dois) vetores

Para o caso da formagao de duas rétulas plasticas no elemento de viga, sdo utilizados dois
vetores de fluxo plastico com um vetor para cada nd, ou seja, {g—é }1 e {g—é }2 . Os vetores
de fluxo sdo os esforgos seccionais de cada nd, que estao fora da superficie de interagdo, isto
é, fi(Fj) > 1le fo(F;) > 1. Durante o processo iterativo utilizam-se esses vetores de fluxo
plastico atualizados para aproximar-se da superficie de interagdo. Este procedimento ¢ chamado
algoritmo de retorno com 2 (dois) vetores. A interpretagdo geométrica do algoritmo € vista na
figura (5.2). Define-se o vetor de forgas nodais de partida como: F!" = F; + K;;dU;, onde
F}; ¢ o vetor de forgas nodais do tlltimo passo de carga convergido. O vetor F; estara dentro ou
fora da superficie de interagdo, ou seja, f (£;) < 1 ou f (F;) = 1, respectivamente. O vetor

de forcas nodais corrigido expressa-se como:

N/Np A
Corretor
Superficie de Plastico wial
Interacdo 1
Duas Rotulas 2 [ N AF:
Plasticas Preditor
M, l Q: : Pléstico
| :
Nl_} 1 ¢4\) (/ ¢ 2 i % >
~ > o
M. AR MM,
Ql i trial
§ F.
Figura 5.2: Retorno a superficie com dois vetores (Silva, 2004).
A . of of
Fy=Fmah N K == — MK —= 5.27
- nks (g} o g ) 27

onde \; e A\ s@o os multiplicadores plasticos, sendo que, A\; > 0 e Ay > 0. Admite-se que
os vetores de for¢as nodais atual (F ) e corrigido (F‘) ndo cumprem a condicdo de escoamento

com f(F;)>1e f(F;) > 1. Defini-se o vetor de forgas nodais r como:

: < of of
— P _ = F _ trial _ D B G D S
oo heh (F AlK”{aFj}l MK“{(?FJ}) 629
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Expandindo a equacgdo (5.28) em série de Taylor até os termos de 1* ordem e mantendo

new

fixo o vetor de forgas nodais F!"%, obtém -se um novo vetor de forgas residuais r7* que é

apresentado a seguir:

of 02f
new — pold 4 qF 4+ d\ K, MK | =—=—1 dF
T + +1jaF +1j8Fj&Fk1k

) o
—l—d)\gKij{a—]‘?} + MK [aF-—afFJ dF, (5.29)
JJ2 J 2

Impondo-se a condigdo que: 7" = 0, a equacdo (5.29) pode ser reescrita como:

of of
old R S
0 =1 +d)\1KU{ F} +d)\2KU{ Fj};

*f >’f
+ (5% + MK [ 57 FJ o A K [Wl 2) dF, (5.30)

Define-se a matriz ();;, como:

0’f 0°f

Aplicam-se como anteriormente manipulagdes indiciais nas equagoes (5.30), (5.29) e (5.31)

para a obten¢do do vetor de forcas nodais da iteragdo atual, chega-se a:

QudF; = — ( oy AN K { af } + d\o K {%} ) (5.32)
J 772

dF; = —Q;" ( o4 A\ K {ij } + d\o K {%} ) (5.33)
772

Expandindo-se as fungdes de escoamento no no 1, f;, e no no 2, f,, em série de Taylor até

os termos de primeira ordem em torno do vetor de forgas nodais final Fj, obtém -se que:

af of
new __ rold ‘ new __ frold A
1 =N +{8Fi}1dﬂ’ 9 9 —I—{aFZ}ZdFZ (5.34)

Aplicando a equagdo (5.33) nas fungdes da equagdo (5.34), e impondo que [ = O e

3¢ =0, obtém -se que:

104



fg
fg
(g

old_{a
1

old
2

bzt = an {7

1

Q
!
Q
X
Q
3
Q
&>

Of\ ae [ OF
fovoe G, ot Lo

1
(5.35)

e [ O 0\ oy [0
L, e (om 5  (a ,

(5.36)

Ay

—N—
Q| o
i

1 aam—an {3

2

2
s
o5
®
i

As incognitas sdo as corre¢des dos multiplicadores plasticos dA\; e d\; durante o processo

iterativo (Silva, 2004). Colocando as equagdes (5.35) e (5.36) no sistema matricial obtém -se:

QDQJ

o _
dAs é)ld — 3L @y 17"de

}da;l }1 Q;ZIKZJ {d_fJ}2

F,
0 -1
o, Q' K 3

{ dAs }_ fri = {8} Qatre
oF;
(5.37)

Reapresentado a equacdo (5.37), tem-se que:

11 A2 d\ _ by (5 38)
a1 Q22 dXs ba

Solucionando o sistema da equacado (5.38), chega-se a:

ax=Db (5.39)
=a'b (5.40)
com
22 _ a12
al= _G11G22 52(11126121 anazag a12a21 (5.41)

11022 — Q12021 a11022 — (12021
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a2b1 — a12b2

A= | i ag 54

a11022 — Q12021

e} - e} —
22 (ffld - {a}é }1 QillrlOld> — Q12 (fQOZd - {a}é }2 Qillrldd>

d)\l _ a11G22 — Q12021 (543)
dXg a1 ( gl — {%}2 Qillrlolj) — Q91 (ffld - {%}1 Q?lrlold>

a11G22 — A12G21

O processo iterativo termina quando sdo cumpridos os seguintes critérios de parada:

ynorm _ H}U’;ZJLH < TOL, flnm"m — |f1 _ 1’O| < TOL, 2norm — |f2 — 1,0| <TOL

(5.44)

5.4 MATRIZ DE RIGIDEZ CONSISTENTE

No processo incremental-iterativo, € utilizado, na fase corretora, o método de Newton-
Raphson para determinar a configuragao de equilibrio do sistema estrutural (Silva, 2004). Para
ndo destruir a convergéncia quadratica do método, h4 necessidade da obten¢do de uma matriz
de rigidez consistente de forma que sdo apresentados os casos para 1 (um) vetor e 2 (dois) ve-
tores. Na situacdo de uma rétula plastica, utiliza-se o algoritmo com um vetor e, para duas, o
algoritmo com dois vetores. Ao alcancar a convergéncia atendendo aos critérios adotados nas
equagoes (5.26) e (5.44), atualiza-se a matriz de rigidez consistente ao inicio de cada passo de
carga (ver fig. 5.3).

5.4.1 Algoritmo de retorno com um vetor

Para trazer os esfor¢os seccionais a superficie de intera¢do, no final do processo iterativo,

define-se a seguinte correcao:
trial af
F, = F; — )\1Kij e ,com\; >0 (545)
oF, f,
e para o vetor de forgas nodais de partida (inicial), define-se como:

Firiah = F, + K;;dU; (5.46)
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Figura 5.3: Procedimento incremental-iterativo de Newton-Raphson (Crisfield, 1990).
Aplicando-se o diferencial total na equagdo (5.45), ver equagdo 5.16, chega-se a:

3,5 o
dF, = K;;dU; — d) K{— — MKy | =t | dF (5.47)
T o [, Y | 0F0R:

Desenvolvendo a equacao (5.47), obtém -se que:

0% f

_ af
Wl 1) dFy = Ki;dU; — d\ K { }1 (5.48)

Utilizando a matriz ();; definida na equacao (5.18) e definido que a matriz de redugao plas-

tica seja igual a:

Ri;j = Q' K (5.49)

Com isso, reescreve-se a equacao (5.48) da seguinte forma:

dF, = R; (de —d\ {%} > (5.50)
JJ1

A equacdo (5.50) ¢ semelhante a forma ndo consistente, sendo diferente no termo K;; em
relagdo ao R;; = ;" K;; e também no fato do vetor de fluxo plastico ser avaliado no ponto de
retorno a superficie de interacdo (Silva, 2004). Como o vetor de forgas nodais final F; tem que
cumprir a condigdo f (F;) = 0, diferencia-se esta condi¢@o e baseando-se na equagdo (5.50),

chega-se a:
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of B
{aﬂ}ldm_o (5.51)

of af _
{M}IRU (de—d)\l{a—Fj}l) —0 (5.52)

Desenvolvendo a equacdo anterior para a obten¢ao do multiplicador pléstico (d);), obtém

-S¢€:

i)
{azé}lRidej

5} )
{o}, i {3},

A matriz de rigidez elastopléstica consistente ¢ obtida em fungdo das equacdes (5.50) e
(5.53), (Silva, 2004):

d\ =

(5.53)

ij

5.4.2 Algoritmo de retorno com dois vetores

Para a situagdo em que existam duas rotulas plasticas, assume-se que f (F;) = 0e fo (F;) =
0, e a corregdo para trazer os esforcos seccionais de ambos nds para a superficie de interagao,

ao final do processo iterativo, ¢ apresentada a seguir:

. of of
- ptrial _ D A G D it
F;, = F; MKj { F) }1 Ao Kij { F) }2 ,comA; >0eX >0 (5.54)

Utilizando o vetor de forcas nodais de partida, ﬂt”“l =F + K;;dU;, na equagdo anterior e

aplicando o diferencial total chega-se a:

), [omam,
dF; = KydU; — d K{— — MKy | e | dF
LT OF f, TTY 0F0R: |,

of 02 f

Semelhantemente as equacdes (5.30) e (5.31) desenvolve-se a equacao (5.55) da seguinte

forma:
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0% f 0% f
(3w 2 om0 aror ), 7 =

= KydUj — d\ K5 {(‘38_}{} — dA Kj {g—}j;} (5.56)
i1 il

Usando a matriz Q;; (ver equag@o 5.31) e definindo a matriz de redugdo plastica como:

Ri; =Qy 'K 1j> apresenta-se a equacdo (5.56) da seguinte forma:

) )
QudF;, = K;dU; — d)\lKl]{al];} dA2K1J{a]§} =

. of of
— dF, = Q; (K;;dU; — d)\lKlj{ 8F} d)\gKlj{ 8F}

_ of of
— dF,=R; <de—d)\ {8F} —d)y {8F}> (5.57)

Em fungdo de que o vetor de for¢as nodais final F; cumpre as condigdes: fi (F;) = O e
fo (F;) = 0, diferencia-se estas condigdes baseando-se na equagao (5.57), com isso chega-se a,
(Silva, 2004):

of B
{3171} dr; =0 =

:{%}IRU (dU]—d)\l{—} —d)\g{
of _[of /
:‘{a—m}ﬁw‘d@—{a—m} RM{T} {

of B
{aﬂ}fﬂ‘Oi

of of
:>{3—E}2RU (dU]—d)\ {6—F} —d)\g{
of _Jof
= (o), o= (e, o Ao, o

Reescrevendo as equagdes (5.58) e (5.59) na forma matricial, obtém-se:

)
{ o {gf), o

ﬁ

})-o-
), e

ﬁ
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9L 4 RydU;
(- E ) e

De forma semelhante ao sistema da equagdo (5.38), a solu¢do do sistema ¢:

aix Q12 d\; _ by (5.61)
Q21 A2 dAo by .

al=Db (5.62)
A=a'b (5.63)
com
- 99 _ 12
al — 11022 52?12%1 GllaQa; A12G21 (5.64)

a11022 — (12021 a11022 — Q12021
a2201 — a12by

A = CL11CL(2)2 — 12021 (5.65)

1102 — Q2101

L A110d22 — Q12021

Assim, tem-se que:

)
3

a92 { Bf‘ } Rz]dUJ — 12 {ac')é} Rdej
d)\l - 1 2

(11022 — (12031 (5.66)
0 0
ail (.7}%}2 R”dUJ — a921 {51%}1 RZJCZUJ

d)\g -

11022 — A12021
Convém comentar que se qualquer multiplicador plastico assume valores negativos, ou seja,
dA\1 < 0 ou d)y < 0, atribui-se valor zero e desativa-se a rotula plastica correspondente ao
multiplicador plastico negativo.
Reescrevendo a equagdo anterior, obtém -se que:
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d)\ _ a22{§_]{;}1RZj a12{86_l{;}2Rij dU
b a11022 — Q12021 11022 — Q12021 ’
=
R I R IR AP
2T a11G22 — A12G21 a11G22 — A12G21 /
d)\l ( {881{:2} sz Cg{gg }QRU) dUJ
df I\ R\ dAU: —
3\ ar B 0 L j
d/\l (Cl { } — Cy {%} Rmn) dUn
2 (5.67)
D= (cg{ } — ¢4 {%L} Rmn> du,
m )1

Baseando-se nas equagdes (5.57) e (5.67), obtém -se a matriz de rigidez elastoplastica con-

sistente KA, (Silva, 2004):

Zj’

of of of
K?L:R“‘(“Rm{m}{ -}, e (i} o), )
of 9
B TARTARER CAR TR M
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Capitulo 6

EXEMPLOS NUMERICOS

6.1 INTRODUCAO

Os exemplos 6.1.1 e 6.1.2 sdo aplicagdes para analise de resultados utilizando algumas

superficies obtidas pelo método proposto neste trabalho.

6.1.1 Exemplo 6.1

Neste exemplo, sdo apresentadas aplicacdes baseadas na teoria de andlise elastoplastica uti-
lizando o conceito de rotula plastica e método backward euler mostrado no capitulo 5, também
em (Silva, 2004). Utilizam-se algumas fun¢des geradas no presente trabalho e fazem-se com-
paragdes dos resultados obtidos com as analises do exemplo "Two bay asymetric frame"(Argyris,
1982). Os dados do exemplo analisado sao apresentados a seguir, sendo que na figura 6.1, € ap-

resentada a geometria do portico plano:

Propriedades do material (Two bay asymetric frame)
Elemento n’ Sec¢do transversal Dados gerais
1,2,3,6 | aa A = 800, 00cm?
Iy = 106667, 00cm*
F,, = 290,299 x 10%gf
M, = 290,299 x 107kgf/cm | E = 907,184 x 10°kgf/cm
4,5 b-b A = 1391, 50cm? oo = 45,360 x 10*kgf/cm
Iy = 245368, 00cm*
F,, = 504,848 x 10kg f
M, = 580,598 x 107kgf/cm

Tabela 6.1: Propriedades do material (Two bay asymetric frame).

Para cada funcdo sdo observados o processo de formacao das rotulas plasticas, como sao

atingidas as superficies de interagdo em func¢ao do deslocamento e as rotulas plasticas em fungdo
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Figura 6.1: Geometria e dados da secdo transversal (Two bay asymetric frame) (Argyris, 1982).
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Figura 6.2: Resultado do exemplo "Two bay asymmetric frame"(Argyris, 1982).
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do multiplicador plastico A. A notacdo dos graficos tem o seguinte significado: elemento = ¢;

com: = 1,nend=n; comj = 1,m. Foram usadas as seguintes fun¢des para as analises

elastoplasticas, como € visto a seguir:

Funcio n’m : f, = 1,007n? + 1,025m — 1 = 0 (equagio 4.63);

Fung¢io nm? : f, = 1,063n + 0,907m? — 1 = 0 (equagio 4.64);

Fung¢io n?m? : f, = 1,164n% 4+ 1,127m? — 1 = 0 (equacdo 4.65);

Funciio n’nmm? : f, = 1,035n2 + 0,880nm + 0,812m? — 1 = 0 (equagio 4.66).

Sdo apresentados, na tabela (6.2), os resultados das respectivas fun¢des quanto a formacao

das rétulas plésticas e cargas limite atingidas.

rotulas plasticas
n’m nm? n’m? n’nmm?
e | no A e | no A e | no A e | no A
1|1 |2987E+08 (1| 1 | 1,610E+06 [ 1 | 1 | I,589E+08 | 1| 1 | 1,631E+08
21 3 |7243E+08 [ 2| 2 | 5,422E+08 [ 1 | 2 | 1,369E+07 | 2| 2 | 4,007E+05
41 5 | 3)922E+09 | 2| 3 [ 3,790E+08 | 2 | 2 | 1,364E+06 | 2 | 3 | 3,815E+08
55 | 8430E+06 | 3| 4 | 3,350E+06 | 2 | 3 | 3,762E+08 | 3 | 4 | 4,962E+06
6 6 |999E+08 4| 5 | 2,033E+09 | 4| 5 | 1,995E+09 | 4| 5 | 2,124E+09
505 [2885E+06 | 5| 5 | 7,750E+05 | 5| 5 | 6,813E+05
6| 6 | 5556E+11 [ 6| 6 | 5247E+08 | 6 | 6 | 5,445E+08
Carga limite
1,81733E+07 | 1,90760E+07 | 1,75814E+07 |  2,01494E+07

Tabela 6.2: Roétulas plasticas para as fungdes analisadas- Two bay asymetric frame

Os resultados obtidos pelas fungdes apresentadas sdo semelhantes a solugdo (ver figura 6.2)

dada por (Argyris, 1982). Os processos de formacao das rétulas plasticas foram parecidos para

as funcdes das equagdes 4.64 ¢ 4.66. Os resultados para todas as funcdes (ver figura 6.3 e

tabela 6.2) possuem semelhangas, sendo que as de resultados mais proéximos, entre si, foram

as equacdes: 4.63 e 4.65, 4.64 e 4.66. Cabe lembrar que a solugdo melhor do ponto de vista

estatistico foi a equagdo 4.63.
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Figura 6.3: Gréafico carga x deslocamento para o nd 2 - fungdo n2m (Two bay asymetric frame).

6.1.2 Exemplo 6.2

Neste exemplo, seguem-se, também, aplicagdes baseadas no capitulo 4 e em (Silva, 2004).
Sao utilizadas fungdes de interagdo semelhantes ao exemplo de Argyris: "Two beam structure",
(Argyris, 1982). Os dados do exemplo analisado sdo apresentados a seguir, sendo que na figura
6.4, ¢ apresentada a geometria do portico plano, onde o n6 "A"da figura (6.5) é o n6 "2"da figura
(6.4).

Propriedades do material (Two beam structure)
Elemento n” Secdo transversal Dados gerais
1 E = 317,515 x 10%g f/cm?
oo = 125,282 x 10*kg f /cm?
F,, = 587,992 x 10*kg f
a-a| A=4,8cm? | M, =280,774 x 10%kgf/cm
2,3 Iy =1,475cm* | E = 317,515 x 10%g f/cm?
oo = 153,087 x 10*kg f/cm?
F,, = 742,667 x 10*kgf
M, = 354,616 x 10%kgf/cm

Tabela 6.3: Propriedades do material (Two beam structure)
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Figura 6.4: Geometria ¢ dados da se¢do transversal do "Two beam structure"(Argyris, 1982).
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Figura 6.5: Resultados do exemplo "Two beam structure"(Argyris, 1982).
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Para cada func¢do sdao observados o processo de formacao das rotulas plasticas, como sao
atingidas as superficies de interagdo em fungdo do deslocamento e as rotulas pléasticas em fungao
do multiplicador pléastico A\. A notacao dos graficos tem o seguinte significado: elemento = ¢;
comi=1nend=n; comj=1m.

Foram usadas as seguintes fungdes para as analises elastoplésticas, como € visto a seguir:

e Funcio n’m : f, = 1,007n% + 1,025m — 1 = 0 (equacdo 4.63);
e Fungdo nm?: f, =1,063n + 0,907m? — 1 = 0 (equagdo 4.64);
e Func¢io n?m?: f, = 1,164n? +1,127m? — 1 = 0 (equagio 4.65);

e Funcio n’nmm? : f, = 1,035n% + 0,880nm + 0,812m? — 1 = 0 (equacdo 4.66).

Sao apresentados, na tabela (6.4), os resultados das respectivas fungdes quanto a formacao

das rétulas plasticas e cargas limite atingidas.

rotulas plasticas
n2m IlII'l2 n2m2 Il2 nmm2
e | né A e | no A e | no A e | no A
1|1 |3495E04 1| 1 |6,693E+04 | 1| 1 |3,818E+04 | 1| 1 | 3,401E+04
21 4 1,519 313 | 1,013E+05 |3 | 3 | 7,141E+04 | 2 | 4 1,505
3| 4 0,769 3|1 4 0,796
31 3 | 2,526E04 31 3 |2,710E+04
Carga limite
1,95225E+05 |  2,09059E+05 |  1,88502E+05 |  2,20945E+05

Tabela 6.4: Roétulas plasticas para as fungdes analisadas- Two beam structure

Os resultados obtidos pelas fungdes apresentadas sdo semelhantes as solu¢des das cargas
criticas (ver figura 6.5) dada por (Argyris, 1982). O processo de formagao das rétulas plasticas
foram parecidos para os pares de funcdes das equagdes {(4.64),(4.65)} e {(4.63), (4.66)}. O
comportamento das func¢des (ver figura 6.6) foram semelhantes, sendo que a fun¢do de melhor
resultado elastoplastico comparativo com Argyris foi a equacdo 4.63, também, a melhor solugdo

do ponto de vista estatistico foi a 4.63
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Figura 6.6: Grafico carga x deslocamento para o n6 2 - (Two beam structure).
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Capitulo 7

CONCLUSOES E PESQUISAS FUTURAS

7.1 CONCLUSOES

As conclusdes, os comentarios sobre a pesquisa realizada e os resultados obtidos em fungao

das analises do trabalho sdo apresentados a seguir:

e As superficies de escoamento, geralmente, apresentadas no espaco de tensdes, possuem
melhores aplicagdes praticas quando sdao apresentadas em resultantes de tensdes porque
facilitam o processo de andlise sem a necessidade da integracdo numérica, com isso,
propoe-se, neste trabalho, um modelo baseado nas formulagdes de viga de Timoshenko
3D e a regressao linear multipla que permite a geracao de superficies de escoamento em

resultantes de tensdes por processo numerico;

e As superficies de escoamento com combinagdes de esfor¢os seccionais foram compara-
das com fung¢des analiticas da literatura. Em alguns casos, foram obtidas func¢des semel-
hantes nos valores de cada coeficiente, como as equacdes: (4.55) e (4.59), sendo que

em outros ocorreram diferengas em alguns dos valores das variaveis, como por exemplo:
equacodes (4.58), (4.62), (4.67), (4.68), (4.76) e (4.77);

e Outras fungdes foram geradas para testar a flexibilidade do método em encontrar diver-
sos tipos de funcdes de interagdo. Pode-se concluir que a metodologia permite encontrar
varios tipos de funcdes com combinagdes entre os esfor¢os seccionais, detectando a im-
portancia de determinada variavel para o modelo, como por exemplo: as equagdes (4.73)
e (4.74). Deste modo, o processo de criar fungdes com caracteristicas e comportamentos

preestabelecidos € perfeitamente possivel do ponto de vista numérico;

e As aplicagdes demonstram que a formulagdo apresentada consegue gerar por processo
numérico boas func¢des de escoamento, de forma que em fungao das que foram aplicadas,

a de melhor resultado elastoplastico e estatistico foi a da equacao 4.63;

119



e A formulagdo permite tratar por processo numérico dados obtidos por andlises numéri-
cas oriundas de outras abordagens que ndo solidos e/ou experimentais, de forma a obter

fungdes de escoamento que retratem o fendmeno fisico.

e As diferencas entre as superficies obtidas pelo modelo numérico (f,,) e a da literatura (f)
mostram que ha a necessidade de mais comparagdes com exemplos que abordam outros

tipos de fungdes para comprovar a eficicia de sua utilizagao.

7.2 PESQUISAS FUTURAS

As pesquisas futuras, para a continuidade do presente trabalho, sdo comentadas, a seguir:

e Até o presente momento, foram feitas andlises com se¢des retangulares de modo que os
resultados sdo preliminares e no futuro serdo testadas fun¢des com outros tipos de se¢des
que sao usadas na pratica construtiva. Pode-se comentar que a metodologia permite a
analise de varios tipos de superficies de escoamento em resultantes de tensdo para difer-

entes formas de se¢do, sendo que existem fungdes analiticas para alguns casos limitados;

e Gerar fungdes de escoamento de outros tipos de se¢des transversais com tipos distintos
de materiais;

e Analisar e buscar encontrar os melhores indices o da regressao linear multipla de forma

a obter os melhores tipos de fungdes de escoamento.
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Apéndice A

RELACOES CONSTITUTIVAS

A.1 INTRODUCAO

Este anexo apresenta uma breve revisdo das relagdes constitutivas para o entendendimento
das regras utilizadas no processo de obtencao das superficies de interagao.

A.2 INELASTICIDADE

Um corpo eléstico ¢ aquele em que a deformagao para qualquer ponto do corpo é completa-
mente determinada pelas tensdo atual e temperatura, entdo um corpo inelastico possue qualquer
coisa além da tensdo atual e temperatura que determinam a deformacdo. Esta qualquer coisa
pode ser por exemplo, um passado histdrico da tensdo e temperatura para o ponto. Este passado
histérico da tensdo e temperatura pode ser definido precisamente pelos conceitos da analise fun-
cional, e uma avangada teoria matematica, conhecido como teoria dos materiais com memoria,
que foram formuladas aproximadamente a partir de 1960. A dependéncia da atual deformagado
do historico de tensdes pode ser expressa explicitamente quando o comportamento ¢ linear. A
relevante teoria € conhecida com a teoria da viscoelasticidade linear (Lubliner, 1990). Dentro
de uma certa regido de tensdo , a regido elastica, possue comportamento caracteristico da teoria
linear, mas fortemente historica-dependente fora daquele intervalo.Quando o limite da regido
elastica (limite elastico) ¢ atingido a medida que a tensdo € incrementada, o metal ¢ dito em
escoamento. Quando a regido elastica forma uma regido no espago de componentes de ten-
soes, entdo ¢ chamada usualmente de regido eléstica e o contorno ¢ chamado de superficie de
escoamento (Lubliner, 1990).

Para corpos inelasticos sobre deformacao infinitesimal, ¢ universalmente assumido que o
tensor deformacao pode ser decomposto aditivamente dentro de uma deformacao elastica ¢ e
uma deformacdo inelastica &'

€ij = €5 + € (A.1)

onde &f; = C’i;,ilakl (com deformacdo térmica adicionada se necessaria).

A.3 LEIS DE FLUXO E POTENCIAL DE FLUXO

Independente da situagdo em que as componentes de deformagao inelastica sao incluidas de
forma direta entre as variaveis internas & (qualquer variavel em adi¢ao a tensdo e deformagdo
que define o estado local em pequena vizinhangca de um meio continuo), € sempre possivel
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definir a lei de fluxo como derivado de €', aplicando a regra basica de que €' = €' (£). O
resultado é

é:ﬁj = gij (0, T,¢) (A.2)
onde:
g
= A3
gj Sp&O'ZJ ( )

e £ ¢ avaridvel interna, 7" a temperatura e o o tensor de tensoes.

Por conveniéncia, ¢ assumido que g;; ¢ derivado de uma fungéo escalar g (o, 7', §), chamada
potencial de fluxo, onde p(o, T, €) ¢ inicialmente uma fungio escalar positiva.

O potencial de fluxo g ¢ comumente assumido em fun¢do, somente, da tensdo, mais fre-
quentemente usado na forma g (o, 7', €) = Jo, onde J, ¢é o segundo invariante do tensor desvi-
ador (s), definido como:

J2 = %Sijsij (A4)

Entao:

2 pu—
8aij 80'1'3‘ 8skl

Segue-se que a lei de fluxo toma a seguinte forma:

0 J Osu 0 |:%Smn5mn] = Skl l&kéjl - %5@‘51@11 = Sij (A.5)

523 =@ (07 T7 f) Sij (A6)

A consequéncia desta lei de fluxo ¢ que a deformacao inelastica ¢ preservada volumetrica-
mente, ou seja, a deformagao volumétrica ¢ puramente elastica. Este resultado ¢ frequentemente
observado nos materiais reais (Lubliner, 1990).

A4 POSTULADO DA MAXIMA-DISSIPACAO

Drucker define que um material com endurecimento plastico ¢ aquele em que o trabalho
feito durante o incremento de carga ¢ positivo, e o trabalho feito no ciclo carregamento-
descarregamento € nao-negativo; esta defini¢ao ¢ geralmente conhecida na literatura como pos-
tulado de Drucker 's. Tendo definido o endurecimento em termos de trabalho, Drucker natu-
ralmente estende a defini¢do para o estado tridimensional geral de tensdes e deformagao, sendo
que:

(j'ijéij >0e O'”&“Z >0 (A7)

A igualdade existe somente se &:fj > ( (ver eq. A.1). Para materiais elasticos perfeitamente
plasticos a desigualdade de Drucker torna-se:

Com isto pode ser visto que a desigualdade

Gyl 2 0 (A9)
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Figura A.l: Postulado da maxima dissipacdo plastica: Ilustragdio no plano de tensdo-
deformacao (Lubliner, 1990).

simplifica a desigualdade de Drucker, e ¢ valida para materiais com endurecimento plastico
e elastico perfeitamente plastico.

Por causa do conceito de trabalho, o postulado de Drucker mostra que o produto escalar
6 éP expressa a hipotese de que a taxa de deformac@o plastica ndo pode se opor a taxa de tensio
(Lubliner, 1990).

Tomando uma tensdo elastica inicial o* e a tensdo o na superficie de escoamento, tem-se
que o trabalho por unidade de volume realizado pelo agente externo ¢ dado por (aij — a;*j) éfj.
Em funcao do postulado de Drucker, implica em que:

(O'ij—O'*)ép- >0 (AIO)

ij) S =

A desigualdade de (A.10) é uma condi¢@o necessaria para o postulado de Drucker, porém,
ndo suficiente. Em outras palavras, ndo ¢ um limite para os materiais que tem endurecimento
plastico; expressa a propriedade (ver fig.A.1) que a taxa de deformagao plastica € positiva (neg-
ativa) somente se a tensdo atual o ndo seja menor (nao maior que) qualquer tensdo o* na fase
elastica atual; em outras palavras, se o ¢ igual a tensdo de escoamento de tragdo (compressao)
atual. A desigualdade (A.10) constitui o postulado chamado de postulado da maxima dissi-
pacdo pléstica. A superficie de escoamento tem a forma lisa em qualquer lugar, ou seja, tem
um hiper-plano tangente e uma direcdo normal para qualquer ponto. A regido eldstica inteira
tem que estar a um lado da tangente. Como resultado, a superficie de escoamento tem que ser
convexa (ver fig. A.2).

A.5S NORMALIDADE

Para qualquer ponto da superficie f (o,€) = 0, onde a superficie ¢ lisa, o vetor normal
externo é proporcional ao gradiente de f (no espago de tensoes), e portanto, podemos expressar
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(b)

Figura A.2: Propriedades da superficie de escoamento com regra de fluxo associado: (a) nor-
malidade; (b) convexidade (Lubliner, 1990).

a regra de normalidade como:

of

80'1']"

hjij -

(A.11)

Levando em conta o tensor h, a equacao de fluxo para a deformagao plastica ¢ escrita da
seguinte forma:

£ = Ay (A.12)

)

onde:

A:{%<f>’f:0};
0, f<0

. 0f
f = %O’” (A13)
_ of ;.
H=— za: 8—50[]10”
£, = Mha.

Com H > 0e H < 0 para materiais com endurecimento e amolecimento, respectivamente.
O caso limite H = 0, que em particular ocorre quando f ¢ independente de &,, descreve
o material perfeitamente plastico. Quando 0f/0¢, = 0, com H = 0, tem-se que f = f,ea
condi¢do f > 0 ¢ impossivel. As deformagdes plasticas ocorrem somente se (9 f/Jo;) 64 = 0
(carregamento neutro) e a definicdo de A em (A.13) ndo pode ser usada. A é uma quantidade
positiva indeterminada quando f = 0 e (0f/J0;;) 64; = 0, e zero em caso contrario. Nos
outros casos, A e f sdo facilmente apresentados pelas condi¢des de otimiza¢do de Kuhn-
Tucker:

128



M=0,1>0 <0 (A.14)

A especificacdo da fungdo tensor h na equagdo (A.12) é conhecida como regra de fluxo. A
equagdo (A.11) expressa o resultado de que a fungdo f definindo a superficie de escoamento ¢
em si mesma um potencial pléstico, e portanto a regra de normalidade ¢ também chamada regra
de fluxo que ¢ associada com o critério de escoamento. A regra de fluxo derivada do potencial

9g
80 ij

plastico g que ¢ distinta de f ( nao ¢ proporcional a ) é chamada de regra de fluxo

80’@'
ndo-associada (Lubliner, 1990).

8-p

~

(©)

Figura A.3: Propriedades da superficie de escoamento com regra de fluxo associado: (c) canto
(Lubliner, 1990).

Quando a superficie apresenta pontos de singularidade (cantos) (ver fig.A.3) para que a
direcdo normal ndo seja unica, entdo o ponto € necessita de um cone formado pelos vetores
normais. Este argumento faz com que a convexidade da superficie de escoamento ndo seja
afetada por esta generalizagdo. Assim, a equac@o (A.11) pode ser normalmente usada com a
condi¢do de que as derivadas parciais sigam corretamente interpretadas.

A.6 CRITERIOS DE ESCOAMENTO E REGRA DE FLUXO

A funcdo de escoamento f no espago de tensdes pode ser escrita, sem a perda da generali-
dade, em termos do tensor desviador e o primeiro invariante de tensao:

f(e,8) =[(s,Li,§) (A15)
of _ Of Osw  Of 0L (1. af
001’]’ - 88kl aaij 8_[180_2‘]' - <fl] 3523fkk) + 8]1 (52] (A16)

onde:
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I = oy, = 05043

811/80'1']' = (513,

1 1
Skl = Okl — 51.1(%1 = [5%5]'1 - 55@'5“] Oijs
8skl 1
80'1'3‘ kU3l 3 JVkl
_ of
Jij (A.17)

aSZ‘j .

No material plastico padrao, a mudanca de volume (dilatdncia) ocorre se e somente se o
critério de escoamento depende de I;, na medida de tensdo, e plastico incompressivel, se e
somente se o critério depende de s mas nao de I;.

O conceito de plasticidade foi primeiramente aplicado para os metais, em que a influéncia
da medida de tensdo no escoamento ¢ geralmente desprezada. A seguir, apresentam-se resumos
de alguns dos critérios que existem nas literaturas técnicas:

A.6.1 Critério de Tresca

O critério de Tresca ¢ o mais antigo datando de 1864; assume que a deformacao plastica
ocorre quando a méxima tensao de cisalhamento sobre os planos alcanca um valor critico, nom-
inalmente, o valor da tensdo de escoamento em cisalhamento, denotada por & (£):

1(0.€) = 5 max(loy = oal oz — o los — 1)) — k (€)

= 2 (lor =l + oo = sl + fors = o) — £ (€) (A18)

Em termos dos invariantes do tensor desviador de tensdes Js € J3:

f (o) =435 — 2735 — 36k>J3 + 96k* T, — 64K° (A.19)

A.6.2 Regra de fluxo de Lévy e Critério de Mises

No século XX, St. Venant e outros usaram o critério de Tresca junto a regra de fluxo (ndo-
associada), explicada no item A.5, derivada de J, (Lubliner, 1990). A forma geral foi proposta
por Lévy como:

&b = Asi; (A.20)

O critério de escoamento em que esta regra de fluxo ¢ associada € o critério de Mises, 1913,
representado pela seguinte fun¢do e escoamento:

f(0.8) =T —k(©) (A.21)
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O critério de Mises ¢ também conhecido como o critério das tensdes octaédricas de cisal-
hamento méaximo, que mostra a energia complementar de um material isotropico, elastico linear
pode ser desacoplada em partes volumétrica e distorcional, com isto, ¢ também chamado critério
da maxima energia distorcional.

Outras maneiras de apresentar a equagdo(A.21) sdo vistas a seguir:

flo)=Jy— K (A.22)

Expressando J, em termos de tensdes principais, pode-se reapresentar o critério de Mises
da seguinte forma:

(0'1 — 0'2)2 + (0'2 — 0'3)2 + (0'1_0'3)2 = 6]{?2 (A23)
ou

a% + U% + a§ — 0903 — 0301 — 0109 = 3k? (A.24)
A.6.3 Critério de Mohr-Coulomb

Foi formulado por Coulomb em 1773 e desenvolvido com mais profundidade por Mohr em
1882. Este critério depende de dois pardmetros, a coesdo c e o coeficiente de fric¢do interna
p = tag (1). E conveniente representar o circulo de Mohr (Lubliner, 1990), parametricamente:

0 = 0pm + Tm cos (2a) ;
T =Tm sen (2a). (A.25)

onde « ¢ o angulo entre o plano de ruptura e o eixo da menor tensdo de tracdo (maior

compressiva). A condi¢do de tangenciamento ¢é entdo: ;1 = cot g (2a), com o = yi 5%

sen(2a) = cos (¢) , e cos (2a) =sen(v)) . A equagdo em termos de o, € T,,, torna-se:

Tm + omsen () = ccos (1) (A.26)

Em termos de tensdes principais:

Omax — Omin + (Tmax + Omin) sen (¢) = 2c¢cos (1) (A.27)

onde 0y, € O, denotam, respectivamente, a maior € menor tensiao principal em valor
algébrico.

A equagdo (A.27) pode ser reescrita como:

Omax — Omin + % [(Umax - Oint> - (O_int - Omin)] sen (?ﬂ) = 26 COs (¢) - gllsen (¢) (A28)

onde 0;,,; ¢ a tensdo principal intermediaria .
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A.6.4 Ciritério de Drucker-Praguer
Combinando a fric¢do de Coulomb com o critério de escoamento de Mises, foi proposto

por Drucker e Praguer em 1952. O critério de Mises ¢ interpretado em termos das tensdes de
cisalhamento octaédricas e pode ser postulado que ocorre o escoamento no plano octaédrico

2 1 .
quando T, = 4/ §k — gﬂll- Pode ser representado pela funcao a seguir:

F(s,1) = /o + pli/vV6 — k (A.29)
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Apéndice B

MODELO DE DANO ISOTROPICO

B.1 INTRODUCAO

Este anexo apresenta os conceitos necessarios para se entender o critério de dano e sua
aplicagdo para estudar o comportamento ndo-linear do material.

B.2 CONCEITO DE DANO

O modelo de dano plastico fundamenta a sua formulagao na mecanica dos solidos, particular-
mente na teoria da plasticidade e na teoria de dano continuo (ver figura B.1). O dano de um
solido continuo, no sentido da degradagao da rigidez, ¢ uma alteragdo das propriedades elésticas
durante a aplicacdo da carga como consequéncia de uma diminui¢do da area efetiva resistente
. Esta perda de area efetiva ¢ normalmente causada pelo crescimento dos vazios e€/ou microfis-
suras. O fendmeno do dano somente afeta as propriedades elasticas do material, enquanto a
plasticidade se desenvolve como consequéncia de um crescimento irrecuperavel na deformagao
plastica. Os fendmenos sdo complementares e ¢ normal observar, nos materiais, uma perda
de resisténcia devida ao dano (perda de elasticidade) e, pela plasticidade, o crescimento da
deformacdo inelastica. E habitual encontrar modelos para o tratamento dos materiais ducteis
como os metais, porém nem sempre ¢ possivel conseguir modelos com a mesma eficiéncia
para representar o comportamento dos materiais frageis. Por este motivo, o modelo de dano
foi formulado inicialmente para materiais frageis, porém pode ser utilizado para representar o
comportamento dos materiais ducteis fazendo-se algumas particularizagdes nos parametros que
o definem (Oller, 2001).

O programa de analise 3D usa o modelo constitutivo de dano isotropico. O modelo ¢ usa-
do para problemas termicamente estaveis, na configuracdo material lagrangiana com pequenas
deformacdes e deslocamentos (Hanganu, 1997). Define-se, a seguir, a variavel de dano d asso-
ciada a uma superficie elementar com um volume de material degradado (ver a figura B.2).

d:ﬁzl_

S (B.1)

| W

onde: S é a area total da secdio, S ¢ a drea resistente efetiva, e (S — S) ¢ a area ocupada
pelas aberturas (ver figura B.2).
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MECANICA DO SOLIDO
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PLASTICIDADE / MODELO DE
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DANO PLASTI
MATERIAIS O FLas e
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Figura B.1: Representacao simples das teorias que contribuem para a defini¢ao do "modelo de
dano plastico"(Oller, 2001).

Figura B.2: Superficie com dano (Hanganu, 1997).

c c c c
« —> “ —>
-« S « S —>
« —> “ —>

1 € 1 €

Figura B.3: Tensao de Cauchy o e tensado efetiva 0 (Hanganu, 1997).

134



d=0
\A 0<d<1
Eo 4/ Carga
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Figura B.4: Evolugdo da curva uniaxial tensdo-deformacao (Hanganu, 1997).

Na relagdo anterior, d representa a densidade dos defeitos do material e terd o valor zero no
estado inicial, sem dano. A medida que a fissuragdo avanca, d tendera a um valor critico, prox-
imo da unidade que corresponde a completa falta de 4rea resistente S A relagio de equilibrio
entre a tensdo de Cauchy o e a tensdo efetiva o (ver figura B.3) ¢ vista a seguir:

oS =58 (B.2)

Usando as equagdes (B.1) e (B.2), obtém-se (ver figura B.4):

oc=(1-d)g=(1—-d)Ee (B.3)

Durante um processo de degradagdao em evolugdo, ¢ a area efetiva que suporta a carga ex-
terna, sendo assim, & ¢ um parametro fisicamente mais representativo que o. Os modelos
de dano descrevem o comportamento nao-linear mediante uma ou vérias varidveis internas de
dano, que medem a perda de rigidez secante do material e que se normalizam com respeito
a unidade, a qual corresponde o dano maximo. O efeito do dano se traduz na diminui¢ao do
modulo de rigidez secante. O modelo considerado na tese doutoral de Hanganu foi o de dano
baseado na mecanica do sélido deformavel com somente uma varidvel interna (Hanganu, 1997).

B.3 CONSIDERACOES ENERGETICAS

O modelo se formula, para problemas termicamente estaveis, na configuracdo material la-
grangiana para pequenas deformagdes e deslocamentos. Para este caso particular se considera
a seguinte expressao matematica para a energia livre W, onde a parte eldstica nao degradada ¢
escrita como uma fungdo escalar quadratica de argumentos tensoriais:

U(e;d)=(1-d)¥(e) = (1—d) (2#5%0) =(1—d) (%sTCOs) (B.4)

mo mo

O tensor de deformagdes € ¢ a variavel livre do problema, d (0 < d < 1) é a varidvel interna
de dano, my ¢é a densidade na configuragdo material e C° ¢ o tensor de rigidez do material no
estado inicial ndo degradado.
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B.4 INEQUACAO DE CLASIUS-PLANCK. DISSIPACAO MECANICA

Para problemas termicamente estaveis ¢ valida a inequagdo de Clasius-Planck (Hanganu,
1997) para representar a dissipacao =,,, que ¢ estabelecida como sempre crescente, ou seja, a

poténcia dissipativa =,, de um ponto ¢ sempre positiva e tem a seguinte forma local lagrangiana:

Em:iaTé—\i:zo (B.5)
mo
ou
h 1 T a‘I’ a@‘
E,.=—0'é—|—E+—d) > B.6
moae (asr-:Jrad)_O (B.6)
e finalmente,
. 1, o0¥\. 0¥,
= = (= _ - = d> B.
m (moa 86)6 8dd_0 (B.7)

A expressdo da poténcia dissipativa permite fazer as seguintes observagdes:

a) A inequagdo (B.7) deve cumprir-se para qualquer variagdo temporal arbitraria da
variavel livre €, com o qual o multiplicador de & tem que ser zero. Esta condi¢do proporciona
a lei hipereléstica secante para o problema de dano estudado, que é:

1 0w 0w\ "
—0c' ———=0=0=my{— =(1-d)C% =C% (B.8)
mo O Oe
onde C® é a matriz constitutiva secante do material estudado.
b) Considerando a tltima equacao (B.7), a poténcia dissipativa ¢ apresentada como:
. ow . .
En=———d=Voyd >0 B.9
o = Wod > (B.9)

o que ¢ equivalente a d > 0, ou seja, o dano nunca pode diminuir.

B.5 CRITERIO LIMITE DE DEGRADACAO (DANO)

O limite do dano se define como uma fung¢ao da energia livre do material ndo degradado
r . ~ ~ . . . ~ . 0
que, a sua vez, estd escrita em fungdo das tensdes principais ndo danificadas o?"":

%

F =K (6") \/2mg¥y — 1 = —=

Os termos da fung¢ao limite de dano sdo:
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_ 3 (b
! Lr o Zalet) gy

V2 (1), 2 (00);, > ot
3
2mo (\D?,C)L - Z <:tajij’0> gis (Wo), = (\Dg)L + (\IJS)L (B.12)

=1

K (o7) =

Nestas equagdes (\Ilgc) ; ¢ representada a parte da energia livre desenvolvida quando se
alcanga o limite de resisténcia a tragdo ou compressdo do material e (+z) = 1 (|z| £z) ¢ a
funcdo de McAuley. A variavel r € um escalar que no caso de um estado de compressao pura
toma o valor 0, no caso de tracdo pura o valor 1 e valores intermedidrios nos demais casos, de
maneira que indica o estado tensional dominante segundo estd mais proximo de um limite ou
outro; tem o papel de unificar em um Unico critério de dano os limites de degradacgdo diferentes
na tragdo e compressdo (Hanganu, 1997). Levando em conta que as resisténcias a tracdo e
compressdo sdo f; = (2meWYE®) 1% ¢ f, = (2meW°E®)}/” respectivamente, a fungdo limite do
dano pode ser escritas:

F (B.13)

comn = f./ ;.

No caso de um estado de tragdo triaxial, a parte & da equacdo (B.13) ¢ tratada com o valor n,
ou seja, a tensdo equivalente ¢ multiplicada por este valor para poder comparé-la com o limite
de dano f.. Para a compressao triaxial seu valor € 1.

Esta funcao de limite de dano, ¢ apresentada no espago de tensdes principais nao dani-
ficadas e permite uma grande diversidade de solucdes distintas. A vantagem do critério de
dano (eq. B.13) consiste na possibilidade de empregar qualquer fungdo F' que seja homogénea
e de primeiro grau nas tensdes, como por exemplo, as de Mohr-Coulomb, Drucker-Praguer,
Lubliner, etc. Uma representagdo da superficie de degradagdo ¢ vista a seguir:

Uma funcao equivalente a equacdo (B.5) ¢ apresentada, em (Simo et al., 1987a), a fim de
simplificar a dedu¢ao matematica da variavel de dano do modelo:

/

A 4

fe

fe=nfe

Figura B.5: Fungdo limite de dano no plano principal o7 — 05 (Hanganu, 1997).
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F=G(@)-G(f) <0 (B.14)

onde GG () € uma funcdo escalar, inversivel, positiva e de derivada positiva, a determinar.

B.6 REGRA DE EVOLUCAO DA VARIAVEL INTERNA DO DANO

A formula matematica para definir a regra de evolucdo da varidvel interna do dano, andloga
ao fluxo pléstico, ¢ apresentada a seguir:
OF ~.dG (o)
06 | do

d=1 (B.15)

onde 7 ¢ um escalar ndo negativo chamado parametro de consisténcia de dano, analogo ao
parametro de consisténcia plastica A da plasticidade.

B.7 CONDICAO DE CONSISTENCIA DO DANO

O valor do parametro de consisténcia de dano se obtém a partir das condi¢gdes analogas
ao segundo postulado de Drucker na plasticidade, sendo que para os modelos de dano, sdao
usadas as condi¢des de Ilyushin (Hanganu, 1997). Estas condi¢des requerem que, para haver
a evolucdo dos processos de dano, o ponto deve encontrar-se sobre a superficie limite do dano

( F=0) e permanecer sobre ela durante os processos (F'=0, o que significa que F' mantém no
tempo, seu valor nulo). Estas condi¢des conduzem a seguinte série de dedugdes:

F=0=G (5) - G(f.) =0=G () = G([.) (B.16)

Aplicando as propriedades da inversibilidade e derivabilidade da fungdo G () ¢ deduzida
que:

dG (o) _ dG(fe)

G(o)=G(f.) = o=f.— & - df. (B.17)
Da condi¢ao de permanéncia sobre a superficie limite de dano ¢ deduzido que:
. OF - OF . dG(3). dG(f.);
F= — —fe= — .= B.18
L TR (B.18)
onde resulta:
Frai . fe=a=[. (B.19)
A primeira parte da relagdo anterior pode apresentar-se da seguinte forma:
do df. df. d(d) df. do
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(B.21)

Adotando-se a func¢do G (f.) como a fungdo que descreve a evolugdo do dano (d = G (f.)),
fica determinado o pardmetro de consisténcia de dano 7 como:

. : Jdo . 0o
=0=f= 80’00 0—00 (B.22)

substituindo a equagdo (B.22) em (B.15) e depois em (B.9) sdo obtidas as expressdes que
formulam a evolugdo temporal das variaveis de dano e de dissipagao:

. dG(z) - . t t
d = déa)a:G(a):d:/dth/OG(a)dt:G(a) (B.23)
2, = U,G(6) = dc;((j )a—qfodié 7) g;coé (B.24)

B.8 CONDICAO DE CARREGAMENTO E DESCARREGAMENTO

A condi¢do de carregamento e descarregamento ¢ derivada das relagdes de Kuhn-Tucker
formuladas para problemas com restri¢cdes unilaterais (Oller, 2001):

0;
0; (B.25)
0.

IN 1V

s

A partir das equagdes (B.25) tem-se que: 1) se F' < 0 a terceira condigio faz que 7 = 0; ou
seja, faz com que ndo possa ser desenvolvidos processos de dano; € 2) se 77 > 0 a 3" condigdo
requer que ' = 0, ou seja, que se hd alcancado a superficie limite do dano e se desenvolvem
fenomenos de degradagao.

B.9 FUNCAO DE EVOLUCAO DO DANO G (5)

Entre as diversas alternativas para definir a fungdo de evolugdo do dano G (7), se escolhe a
seguinte:

G (o)

o

GG)=1- (B.26)

onde G (7) descreve uma fungio similar a apresentada na figura (B.6), de maneira que para
o=0" a tensdo de compressdo do limite inicial ¢ G* e para 6— oo a resisténcia final G —
0 (Hanganu, 1997). Deste modo, esta fungdo define a evolucdo do limite do dano que ¢ de
magnitude analoga a superficie de fluéncia na plasticidade.
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Neste trabalho, utiliza-se a seguinte fungdo G () exponencial, (Oliver et al, 1990):

G(5) =5 ("7); G(a)=1- %ef‘(lf%) (B.27)
G T
Gl
X X

Figura B.6: Representacdo da fungdo G (&) escolhida (Hanganu, 1997).
B.10 PARAMETRO A DA FUNCAO G (7)

Para o caso de tracdo uniaxial, sobre um carregamento mondtono crescente, tem-se que
. 1
a evolucdo da dissipag¢do ¢ dada pela equagdo (B.24), com 6= no,, Vg = 2—stE0.€t =

mo
(Ut)Q . 5-2
2moEY  2mon2E°’ o o
o, que depende do tempo, calcula-se que a dissipacao total no fim do processo de tragao uniaxial
¢:

Integrando (B.24) no tempo, através da tensao equivalente ndo degradada

¥_ o dG(9) © 5
=S do= [ S—srsdG (@ B.28
' /a* 2mon?EY  do 4 /U* 2mgen2E° G () (B.28)
= - [ e - / T G(0)—2 o (B.29)
o B 2m0n2E0 5+ 5+ mon2E0 .
= @ 1 1 1
.:‘maQ( — - = _ > |
t moel 23] AT e 12" B0
o7 2

onde 5* € a tensdo limite de dano inicial. Aplicando as mesmas hipdteses para um processo
de compressao uniaxial e postulando que o parametro A deve ser o mesmo nos dois casos, se
deduz que:
A o 1 > 0 — —max __ ,,2=max (B 31)
(5%)°
O valor de dissipagdo maxima a tragdo Z;*** ¢ igual a densidade de energia de fratura gy,
parametro derivado da mecanica da fratura (Oliver et al, 1990) como g; = Gy/l., que ¢ a

N =
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energia de fratura G (constante de material) normalizada pela longitude caracteristica /. do
dominio finito fraturado (Lubliner et al., 1989).

A longitude caracteristica tem um papel fundamental em assegurar a objetividade com res-
peito a malha de elementos finitos da resposta estrutural. Sem problemas se introduz uma
dependéncia da malha em func¢do do parametro A e através deste mesmo dano local d se vé afe-
tado pelo tamanho do elemento finito a qual pertence o ponto de integragdo analisado (Hanganu,
1997). Isto se deve a que cada ponto de integragao ¢ representativo de um certo volume de ma-
terial e deve dissipar somente a energia que corresponde a este volume. Um maior tamanho de
elemento finito fara com que maior seja a energia associada a um ponto de integracdo numérica,
J4& que todos os elementos de um mesmo tipo utilizam a mesma regra de integragdo. Sem pro-
blemas isto assegura que na estrutura inteira se dissipa a mesma energia independentemente da
malha de elementos finitos empregada assegurando a objetividade da resposta.

Impondo a condicdo em que a dissipagdo total ndo pode ser menor que a energia livre que
estava acumulada no material, no momento onde o ponto havia alcangado pela primeira vez o
limite de dano, obtém -se que:

E;nax — E;ﬂin + AE?&&X (B32)
onde AEM™™ > (e

= min TR (5-*)2

Substituindo a equacao (B.32) na equagdo (B.30), que define o parametro A, obtém -se:

(6_*)2 9= min
_ _ =t
AEP*mon?2 0 ABEPex

A expressdo anterior mostra que o parametro A ¢ ndo-negativo.

A

(B.34)

B.11 ASPECTOS ENERGETICOS DO FENOMENO DE DEGRADACAO

(DANO)

Considere um processo de tragao uniaxial, tal como ¢ apresentado na figura (B.7). Para um
ponto que tenha superado o limite de degradacdo e possua a deformagdo €, a tensdo normal
o ¢ menor que a tensdo o correspondente ao caso no qual ndo ocorra nenhuma degradagdo
(Hanganu, 1997). A defini¢do das energias ponteciais relacionadas com as tensdes o e o sdo:

1 1
Wg = 50'06; W, = 50‘5 (B.35)
onde o = (1 — d) o tal como ¢é apresentado na relagdo (B.8). Diferenciando as expressdes

das duas energias potenciais sao obtidas suas variagdes infinitesimais como:
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G V' N
. 4 _—>(d)ode
" =
W modEs
S C
(1-dE |
E' L
e etde s

Figura B.7: Deslocamento da perda de energia §1//,, (Hanganu, 1997).

dW?

dW,

AW,

% (do'e + o'de) = % (E'de € + 0°de) = 0'de (B.36)
1 1

3 (ode+doe) = 5 [(1—d)o’de+ (1 — d) do’e — o°ed (d)]

(1—d) aods—%aoed (d) (B.37)

A equagdo (B.9) que define a variagdo temporal da dissipag¢@o pode escrever-se na forma:

onde

1
=¥ =—20a" B.
dE,, = Wod (d) puned ed (d) (B.38)
dW, = (1 — d) 6°de—myd=,, (B.39)

Conclui-se que devido aos fendmenos de degradacao ocorre uma perda de energia potencial

OW,, cujo valor é:

SW, = AW — AW, = (d) 6 de+modZ,, (B.40)

Esta ultima relacdo estd representada graficamente na figura (B.7) que ¢ apresentada de
modo separado em termos energéticos. O primeiro corresponde a situagdo de dano constante,
enquanto o segundo mede a dissipacdo que se desenvolve durante este mesmo incremento de
deformacao de, como efeito do aumento do dano (Hanganu, 1997).

A energia dissipada acumulada até um dado instante de tempo, caracterizado por um dano
d e uma tensao equivalente o, € obtida seguindo um procedimento andlogo ao empregado para
obter o valor do parametro A na forma:
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7 &> dG(d) g2+ZA
B = do=5"* 11— (1—-d)— = B.41
! /J* 2mon?E°  do 7= = ( ) gt 2+ A ( )

B.12 MATRIZ TANGENTE DO MODELO DE DANO

B.12.1 1. Deduc¢ao da matriz tangente

Partindo da equacao (B.8), da variagdo virtual do tensor de tensdes e do tensor constitutivo
tangente ndo simétrico C” do modelo de dano isotrdpico, podem deduzir-se que:

o = C%e+6Ce (B.42)
s oC?s o
e = (C°) 7o = b0 = (1 —d) C%e — o%d (B.44)
dG (5) , 0d
_ D _ - - 0 0
do = Cie= [(1 d)I ~— ° —30'0] Coe (B.45)
dG (o) o 0o
D B _ 0 0 _ (1_ 0
cP = [(1 e 000} C’=1-D)C (B.46)

dG (6) , 0d

doc ° 9o

D = dI+ (B.47)

onde I ¢ matriz identidade de mesma ordem que C° e D ¢é uma matriz ndo simétrica que de-
pende somente do vetor de tensdes ndo degradadas o, posto que a variavel de dano depende
implicitamente do vetor de tensdes através da tensdo equivalente 7.

B.12.2 II. Calculo da matriz tangente

O célculo da matriz de rigidez tangente deduz os valores de todos os termos da equacao

d=G(o) =1 - Zeal-#) -, 9¢@) _ (1 + i) (B.43)

o o*

A tensdo equivalente ¢ fungdo do tensor de tensdes principais o??, sendo assim, a sua
derivada com respeito ao vetor de tensdes o tem a seguinte decomposic¢do (Hanganu, 1997):

06 06 OoP?

900 90 Ho?

(B.49)

O célculo do primeiro fator ¢ baseado na defini¢do (B.13) que resulta em:
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g = [1+r(n—-1) (B.50)

p,0 p,0
1 1 1 1
r = Z’L 1<O' > - Zz 19 _ 4z u2 (BSI)

Z’L 1|Up0| 2 221 1}0.1’0} 2 2U3

onde

w = (B.52)
uy = (B.53)
1 > dus 1"
— 1 0 3 — o 0
usg = g = ; o7’ = {aaw} = sign (o”?) (B.54)

onde I; ¢ o primeiro invariante do tensor de tensdes e 13 ¢ o vetor coluna unidade de 3 (trés)
componentes. Em fung¢do das equagdes anteriores podem desenvolvidas as seguintes relagdes:

or 17 or [ duy \T 9r [ dus " 1 Lug . 0
{801”0} - Oug {80%0} * Bus {801910} = i 227" (™) (B.5S)

0 \" _o0 [ or \" 00 [ 0w "
doP0 [ Or | 0oPO Ou; | OoP0

-1 —1 4 1+ —1
= QU3) - 13 - 2u)§mu2 s ( P70) rl(: )o-p’O
—1)2r—-1)a . 1+ -
- 5[11 2Enr 1)])11 [13 — (2r — 1) sign (ap’o)] + [ r(? ) bo (B.56)

Determinando o segundo fator da equacao (B.49), chega-se a:

sen (9 + %ﬁ)
oP¥ = 2vT, sen (0) + 1—113 = 2\/J_25€n @) +41; (B.57)

V3 sen (9 — 2—”) 3 V3

3

onde J, e 0 sdo as variaveis que desenvolvem os vetores de fluxo de Nayak-Zienkiewicz
(Hanganu, 1997).

Para o célculo da derivada do vetor de tensdes principais o”? com respeito ao vetor de
tensdes 0¥ é empregado um procedimento anélogo ao da equacdo (B.55):

0g"" _ 90" 0L | 9o*° 8 (J,)? | 9970 03,
9o® L 0o y(3,) O dJ3 Do

=CV (B.58)
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Considerando a equagao (B.58) ¢ apresentada a matriz V na forma transposta:

( % )
80’0l
v={ 9(J) (B.59)

%,

\ 80'0 )

A matriz quadrada C tem a seguinte forma:

C={c ¢ ¢} (B.60)
onde
oo’ 1

Cp = aIl = 513 (B61)

daP0  9aPOtg(30) 2
Co = - — - = —=[sen (0) — tg (30) cos (0)] (B.62)

? 0 (Js)2 00 (3,2 V3
2
= — 0—-301 B.63
/3 cos (30 sen ) (B.63)
p,0

c3 = do V3 ! ! cos (0) (B.64)

00 2 cos (30) (J2)% ~ J,cos (30)
O calculo da matriz de dano D ¢ obtida em funcao das seguintes operacdes matriciais:

dG (o) 0o

= 0 B.65
D=d I + —= o' {535 C V} (B.65)
comasdimensées:D:(6><6),d:(1><1),I:(6x6),%@:(1x1),00:
o
Jdo
(6)(1),@2(1XS),C:(3X3)6V:(3X6)

B.13 DIRECOES DE FISSURACAO E ESMAGAMENTO

O modelo de dano descrito neste capitulo € isotropico, ou seja, uma vez que qualquer ponto
seja danificado todos os componentes do tensor constitutivo sdo afetados pela mesma redugao
percentual da rigidez. O dano ¢ produzido em geral por uma solicita¢cdo dominante, sendo muito
raro que o ponto se encontre submetido as solicitagdes triaxiais equilibradas entre si.

Isto faz pensar que é possivel determinar qual é a orientacdo da fissura se o dano foi pro-
duzido por tracdo ou a diregdo do esmagamento, no caso em que da compressao como a causa
da degradacdo. Em cada ponto de integragdo que tem dano pode-se indentificar se foi produzido
por tracdo ou compressao em fun¢ao do valor da variavel r (ver equacdo B.51) que atua na di-
recao do limite do dano dependendo se r € maior ou menor que 0, 55. Calculando as dire¢des
principais do tensor de deformagdo total € (ver equagdo 2.15), ja € uma boa aproximacao da
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Direcao da

fissuracao
3
A gp
2
gp
1 2 3
Ep 2 &y 28,
1 _ ~ 0
gp 8f—Gf/E~O,1A)0

Plano de fissuragao

Figura B.8: Obtencao da direcdo de fissuragdo a partir das deformacgdes principais (Hanganu,
1997).

direcdo de fissuragdo ou de esmagamento do material. Estas corresponderdo a deformacao prin-

cipal maxima no caso de fissuracdo ou deformagao principal minima quando for a compressao
(Hanganu, 1997).
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Apéndice C

INFERENCIA ESTATISTICA

Este anexo apresenta, de forma sucinta, as distribui¢des Jt e Jf que foram usadas no
processo de tomada de decisdes sobre os resultados da analise de regressao linear multipla.

C.1 DISTRIBUICAO DE MEDIAS DE AMOSTRAS

Considere a determinagdo da distribuicdo da amostra de media amostral X . Suponha-se
que se toma uma amostra aleatdria de tamanho n de uma populagdo normal com média u e
variancia v2. Cada observagdo nesta amostra ( por exemplo, X;, Xo, ..., X,,) € uma variavel
aleatoria distribuida normal e independentemente, com média p e varincia v?. Aplicando a
propriedade reprodutiva da distribui¢do normal conclue-se que a média amostral tem:

oAt (C.1)
n

com uma distribui¢do normal média:

_ptptetp
N n

It = (C.2)

>

€ variancia:

2 2 2 2
s VT HUV A HF0 v
vy = 3 = (C3)

Se existe uma populagdo com uma distribui¢do de probabilidade desconhecida, a distribui¢ao

da amostra de média amostral seguira sendo aproximadamente normal com média ;4 e variancia
2

v , , s ;o r

—, se o tamanho da amostra n ¢ grande. Este ¢ um dos teoremas mais uteis da estatistica e ¢

n

conhecido como o teorema do limite central (Montegomery e Runger, 1998). A proposi¢ao ¢ a

seguinte:
Teorema 1 Teorema do limite central

Se X, Xy, -+, X,, ¢ uma amostra aleatoria de tamanho n tomada de uma populacao (finita
ou infinita) com média y e variancia v?, e se X é a média amostral, entdo a forma limite da

distribuicao ¢:
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Xy
4=y

A aproximagio normal para X depende do tamanho n da amostra. A figura (C.1) apresenta
a distribuicdo obtida para os lancamentos de um dado geral de seis caras. As probabilidades
sdo iguais, ou seja, (1/6) para todos os valores obtidos, 1,2, 3,4,5 ou 6 . A figura (C.1b) apre-
senta a distribui¢do do ponto médio obtido quando se langam dois dados, e as figuras (C.1c e
C.1d) sdo as distribuigdes dos pontos médios obtidos quando se langam 3 e 5 dados, respectiva-
mente. Deve-se notar que se a populagdo (um dado) est relativamente longe de ser normal, a
distribui¢dao dos pontos médios ¢ aproximada, de maneira razoavelmente boa, pela distribui¢ao
normal, inclusive para tamanhos de amostra tdo pequenos como cinco (As distribuicdes dos
langamentos sdo discretas, enquanto que a normal € continua). Ainda que, em muitos casos, o
teorema do limite central funciona bem para amostra pequenas (n = 4, 5), em particular, onde
a populacdo ¢ continua, unimodal e simétrica, em outras situagdes se requer amostras grandes,
dependendo da forma que tenha a populacao (Montegomery e Runger, 1998).

(C.4)

1 2 3 4 5 6
a) Um dado X
L ‘ ‘ L1
1 2 3 4 5 6
b) Dois dados X
.||||‘H H‘HH
1 2 3 4 5 6
c) Trés dados X
] | ‘ ‘ ‘ | [ .
1 2 3 4 5 6
d) Cinco dados X

Figura C.1: Distribui¢des de pontos médios provenientes de um experimento de langamento de
dados (Montegomery e Runger, 1998).

C.2 DISTRIBUICAO JI-QUADRADA

A distribuigdo ji-quadrada ¢ uma das distribuigdes de amostra de maior utilidade. Esta
definida em termos das variaveis aleatérias normais. O teorema que explica a distribuigao €
apresentado a seguir:
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Sejam 7, Z,, - - - , Z;, variaveis aleatdrias distribuidas de forma normal e independentes
com média ;. = 0 e variancia v? = 1. Entdo, a variavel aleatoria:

X=Z3+7Z;+---+ 7} (C.5)
tem a funcdo de densidade de probabilidade
1 k/2)—1,—2/2
p(![‘) = mx( /2) (& / , parax > 0 (C6)

e se diz que segue uma distribuicdo ji-quadrada com k graus de liberdade, que ¢ abreviada
da seguinte maneira: y?.

C.3 DISTRIBUICAO Jt

Suponha-se que se toma uma amostra de uma populagdo normal com media x e varidncia
v?. Se X é o valor medio das n observagdes que contém a amostra aleatoria, entdo a distribuigao
X —
dez — =1
(v/vn
desconhecida. Nesta distribuigao estatistica substitue-se v por S, cuja formulagao ¢ apresentada
a seguir:

¢ uma distribui¢do normal. Suponha-se que a variancia v*da populagio é

Z?:l (Xi — X)z
n—1

5 =

(C.7)

A seguir ¢ apresentado o teorema da distribuicao Jt:

Seja Z (Variavel aleatoria com 1 = 0 e v? = 1) uma variavel aleatoria com distribui¢do
N (0,1) e V uma variavel aleatoria ji-quadrada com & graus de liberdade. Se Z e V' sdo inde-
pendentes, entdo a variavel aleatdria:

Jt= — (C.8)

tem a funcgdo de densidade da probabilidade:

p(x)zr[(k+1)/2]- ! com — oo <z < 00 (C.9)

VL (k/2)  [(22/k) + 1)* D2
e se diz que segue a distribuicao J¢ com k graus de liberdade, que se abrevia como: Jix,
sendo que I ¢ a funcdo gama.

A média e a variancia da distribuigdo Jt sdo = 0 e v? = k/ (k — 2) para k > 2, respecti-
vamente.

C.4 DISTRIBUICAO Jf

Esta ¢ uma das mais uteis distribuigdes usadas na estatistica. A variavel aleatoria J f ¢é
definida como o quociente de duas variaveis aleatorias ji-quadrada independentes, cada uma
dividida entre os seus respectivos graus de liberdade. Isto é:
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_ L/h

1 =q/

(C.10)

onde L e () sdo variaveis aleatorias ji-quadrada independentes com graus de liderdade & e
k, respectivamente. A distribuicdo € definida pelo teorema que segue:

Sejam L e () varidveis aleatorias ji-quadrada independentes com graus de liberdade, h e &,
respectivamente. Entdo o quociente

_L/k

1=

(C.11)

tem a funcao de densidade da probabilidade:

h/2
(255
p(x) = 2 0<x<o0 (C.12)

(&)@

e se diz que segue a distribui¢do J f com h graus de liberdade no numerador, e £ graus de
liberdade no denominador. Usualmente, ¢ abreviada como J f}, .
A média e a variancia da distribuigdo J f sdo h = k/ (k — 2) para k > 2, e

o Ak =2) (C.13)
h(k—2) (k —4)

Tabelas com os valores destas fungdes sdo apresentadas em Montegomery (1998) e sao
usadas para o calculo das distribui¢des utilizadas.
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