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Resumo

Nessa dissertacao, serao abordados aspectos recentes na teoria de invariantes
cardinais topoldgicos, assim como suas motivagoes provenientes de resultados classicos.
Vamos apresentar a ferramenta dos submodelos elementares, que é amplamente utilizada
na prova de resultados mais recentes, e usa-la nao s6 para provar teoremas mais recentes,
quanto para apresentar provas alternativas para os limitantes classicos de Arhangel’skii
e de Hajnal e Juhéasz para a cardinalidade de espagos topologicos. Veremos também
como alguns jogos infinitos podem ser utilizados para definir propriedades topoldgicas
que permitem responder parcialmente a pergunta de Arhangel’skii sobre a cardinalidade
de espacos de Lindel6f com pontos Gs.

Palavras-chave: Funcoes cardinais, Submodelos elementares, Jogos topologicos,

Cardinality.
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Abstract

In this dissertation, we will adress recent developments in the theory of topo-
logical cardinal invariants, as well as their motivations from classical results. We will
introduce the elementary submodels, a tool that is widely used in the proof of recent the-
orems, and we intend to use them not only to prove these, but also to provide alternative
proofs of classical results, such as the bounds on the cardinality of topological spaces by
Arhangel’skii and by Hajnal and Juhasz. We are also going to show how some infinite
games can be employed to define topological properties that provide partial answers to
Arhangel’skii’s question about the cardinality of Lindelof spaces with points Gs.

Keywords: Cardinal functions, Elementary submodels, Topological games, Car-

dinality.
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Introducao

Na década de 1920, Alexandroff e Urysohn perguntaram se todo compacto T5
primeiro-enumeréavel teria sua cardinalidade limitada por 2%. Esse problema ficou em
aberto por mais de 40 anos, até que, em 1969, Arhangel’skii publicou uma solugao para
o problema. O seu resultado foi ainda mais completo, provando que, para todo espago
Hausdorff X, | X| < 28CO0X(X) onde L(X) é o grau de Lindeléf do espaco X e x(X) é
o seu carater. Arhangel’skii perguntou se era possivel limitar a cardinalidade de espagos
com pontos G de forma semelhante, mas alguns resultados de consisténcia, em particular
o de Shelah [18], que mostrou que a existéncia de um espago de Lindel6f com pontos G
de cardinalidade Yy é consistente com ZFC + CH, e o de Gorelic [11], que mostrou que
também ¢é consistente com ZFC + CH que 2% seja arbitrariamente grande e que exista
um espaco de Lindelsf com pontos G5 de cardinalidade 2.

Apesar de ambos resultados responderem a pergunta de Arhangel’skii de forma
negativa, ainda houve tentativas de apresentar resultados parciais para o problema, al-
gumas delas utilizando jogos infinitos para definir propriedades topologicas relacionadas,
mas possivelmente um pouco mais fortes que a de Lindel6f. Scheepers e Tall mostraram
em [17] que todo espago X com pontos G5 em que DOIS possui estratégia vencedora em
G4 (Ox,Ox) tem sua cardinalidade limitada por 2%, e isso se generaliza para qualquer
cardinalidade, como veremos.

Ao longo da dissertacao, utilizamos a técnica de submodelos elementares em
muitas demonstragoes, inclusive na de resultados que foram originalmente provados de
formas diferentes, pois é uma ferramenta muito empregada em resultados mais recentes.
O leitor que venha a ter contato com outras provas dos resultados classicos apresentados
na secao 2 notara que a técnica de submodelos elementares torna as demonstracoes bem
mais acessiveis para aqueles que ja possuem familiaridade com Logica, e que os submodelos
elementares ilustram a proximidade da Teoria dos Conjuntos com a Logica para aqueles
que nao a possuem.

No primeiro capitulo dessa dissertacao, introduzimos nocgoes basicas de Teoria
dos Conjuntos e Topologia Geral que serao utilizadas ao longo do trabalho. Além disso,

também definimos os jogos topolégicos que investigaremos, assim como as relacoes de



dualidade entre eles. Na ultima secao, apresentamos o suficiente da Teoria de Mode-
los para que possamos falar de submodelos elementares, enunciar e provar o teorema de
Léwenhein-Skolem-Tarski e construir os submodelos adequados para as aplicacoes dese-
jadas.

No segundo capitulo, definimos as funcoes cardinais que nos serdao de interesse e
provamos alguns resultados e relagoes entre elas. Sao ilustradas algumas aplicagoes de
submodelos elementares em combinatoria e, com mais destaque, na prova do teorema de
Arhangel’skii e nos teoremas de Hajnal e Juhéasz que limitam a cardinalidade de determi-
nados espagos topologicos.

No terceiro capitulo, abordamos resultados recentes na teoria de invariantes car-
dinais topologicos, que em sua maioria utilizam-se de propriedades topologicas definidas
por jogos topologicos para limitar a cardinalidade de determinados espacos de forma se-
melhante ao teorema de Scheepers e Tall, ou entao buscam generalizar o teorema de
Arhangel’skii e os de Hajnal e Juhész.

A dissertacdo se encerra com um apéndice no qual sao apresentadas duas de-
monstragoes alternativas utilizando submodelos elementares para o teorema de Scheepers
e Tall sobre o jogo G¥(Ox, Ox), resultado que motivou a maioria dos teoremas recentes
apresentados na secao 3. A existéncia delas é de conhecimento geral dos pesquisadores da
area, mas nao foi encontrada uma prova publicada durante a revisao da literatura feita

para a elaboracao da dissertacao.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Teoria dos Conjuntos

Nessa se¢ao, seguimos a linha das referéncias [15] e [16].

A linguagem da teoria dos conjuntos é dada por todas as féormulas de primeira
ordem sobre o léxico ¥ = {A,—, 3, (, ), =, €}, assim como variaveis x,, para cada nimero
natural n. Uma sequéncia de simbolos de ¥ é dita uma expressao, e definimos o conjunto

das formulas entre essas expressoes recursivamente a partir das seguintes regras:
e Se x;, x; sao varidveis, entao x; € x; e x; = x; sao féormulas.
e Se p e 1 sao formulas, entdo —(¢) e () A (¢) sao formulas.

e Se ¢ ¢ uma formula e z; ¢ uma variavel, entao 3z;(¢) é uma formula.

Além dos simbolos de conjuncao (A) e de negagao (—), também podemos expressar
a partir deles as nogoes logicas de disjuncao, implicagao e bi-implicacao, assim como o

quantificador universal V.
e Vz;(¢p) é uma abreviacio para —(3z;(—p)).
* (p) V(1) & uma abreviacdo para =((=(¢)) A (=(¢)))
* (p) = (1) € uma abreviagdo para (=(¢)) V (¢).

* () <> (¢) ¢ uma abreviagdo para ((¢) = (1)) A ((¥) = (¥))

r; # xj e x; ¢ x; sao abreviagoes para —(z; = x;) e =(z; € x;), respectivamente.

1 € x5(p) é uma abreviacdo para Jz1((x; € 22) A (¢))

e Jlz(yp) & uma abreviagdo para Jz(p(x) AVy(p(y) = 2 =1vy))
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Em geral, quando nao houver ambiguidade, vamos admitir os parénteses suben-
tendidos e omiti-los.

Uma subférmula de uma féormula ¢ é uma sequéncia de simbolos consecutivos
nessa formula que, por sua vez, formem uma féormula. Por exemplo, se ¢ ¢ a formula
Vo ((z1 € z3) <> (21 € 22)), 1 € T3, T1 € Ty € (11 € x3) <> (T1 € x2) sdo subformulas
de ¢, assim como a propria . O escopo de uma ocorréncia de um quantificador Jz;
numa féormula ¢ é a subféormula de ¢ que comecga com Jz;, e dizemos que a ocorréncia de
uma variavel é livre em ¢ se ela nao esta no escopo de nenhum quantificador de ¢. Aqui
observa-se mais uma importancia dos parénteses, pois na formula 3z (27 = 1) AJza(xs €
x1), a ultima ocorréncia de x; é livre. Poderiamos achar que a propria formula é uma
subformula que comeca com dxy, mas, rigorosamente, essa féormula deveria ser escrita
como (Jzq(z1 = x1)) A (Fza(z2 € 21)), comecando com (.

A seguir, enunciaremos os axiomas de ZFC
1. (Axioma da Extensionalidade):

V$1,$2,l’3(($3 € X1 <& T3 € l’g) — 1 = 513'2),

Quaisquer dois conjuntos que tenham os mesmos elementos sao iguais.

2. (Axioma da Regularidade):
Vo, (Fra(xe € 1) — 3xe € 11 Va3 € 21(3 ¢ 29));
Todo conjunto nao-vazio x possui um elemento que nao pertence a nenhum elemento
de x.

3. (Axioma Esquema de Separagio) Para cada formula ¢ com variaveis livres entre
LyLyy ey Tyt
Vw, z1, ..., z, Jy Ve((x € y) <> (z € w) A (p(z, 21, ..., T0))));

Se w é um conjunto, entao os elementos de w que satisfazem uma propriedade ¢

também determinam um conjunto.

4. (Axioma do Par):

Ve,y 3z(x € 2 Ay € 2);

Se x,y sao conjuntos, existe um conjunto que os tem como elementos.
5. (Axioma da Unido):

Vzdw Ve, y(r ey Ay € z — x € w);

Se x é um conjunto, existe um conjunto que tem os elementos de seus elementos

como elementos.
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6. (Axioma Esquema da Substituicdo) Para cada formula ¢ com varidveis livres entre

T, Y, Ty ey Ty
Yw, z1, .2, ((Vr € w Ay(o(z,y, 21, ..., n))) — F2z(Ve € w Iy € z(p(x,y, x1, ..., T4))));
Se w é um conjunto e ¢ é uma formula funcional sobre w (i.e., Vo € w y(p(x,y, x1, ..., x,))),

entdo {y : 3z € w(yp(y, z))} ¢ um conjunto.

Para os trés ultimos axiomas, é conveniente definir algumas abreviacoes para que

as formulas nao fiquem tao extensas. Dados conjuntos x, y, w, definimos:

e : Cy < Vz(z€x—>2€Y)

e r =0 < Vz(z¢x)

e y=axU{z} <= Vz(z ey (z=2Vze))
e w=yNe < Vz(zew+ (z€yAzecr))
e r é unitario <= Jw € = Vv € z(v = w)

e 1 ¢ indutivo <= D exAVy € x(yU{y} € x)

7. (Axioma do infinito):
Jx(0 € x AVy € x(yU{y} € ));

Existe um conjunto indutivo.

8. (Axioma das Partes):
YVz(z C o — z € y);

Para cada conjunto x, existe um conjunto ao qual todos os subconjuntos de x

pertencem.
9. (Axioma da Escolha):
V(D ¢ zAVx,y e Flx £y —xNy=10)) = Jw Vo € z(w Nz é unitario));

Se F' é uma familia de conjuntos nao-vazios, existe um conjunto que intersecta cada

elemento de F' num unitario.

Observacao 1.1.1. Em geral, dada uma formula ¢, nao temos garantia de que existe um
conjunto cujos elementos sao eratamente aqueles que satisfazem . Nesse caso, diremos
que C = {x : p(z)} € uma classe, e z € C deverd ser entendido como ¢(z), jd que C ndo

seria um conjunto de fato.

Definigao 1.1.2. Dados conjuntos a e b, o par ordenado {(a,b) é o conjunto {{a}, {a,b}}.
D
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Ao longo desta secao, omitiremos as provas de que os objetos definidos sao de
fatos conjuntos, i.e., objetos cuja existéncia pode ser provada a partir dos axiomas de

ZFC. Detalhes sobre a existéncia desses conjuntos podem ser encontrados em [15]

Definicao 1.1.3. Dados conjuntos a e b, o produto cartesiano entre eles € o conjunto

axb={{x,y):x €aNy€b}

Definicao 1.1.4. Dados conjuntos a e b, uma relagao bindria de a em b é um subcon-
junto R C axb. Se (x,y) € R, também dizemos xRy. Se a = b, R € dita ser uma rela¢ao

sobre a.

Definicao 1.1.5. Se R € uma relacao entre os conjuntos a e b, definimos os conjuntos
e dom(R)={x €a:3yecb((z,y) € R)}, o dominio de R.
e im(R)={ye€b:3xcal(z,y) € R)}, a tmagem de R.
o 7' ={(x,y): (y,z) € R}, a relagdo inversa de R.

Definicao 1.1.6. Uma fung¢do de a em b é uma relacao f C a x b tal que Vo € a Fly €
b({(x,y) € f). Para especificar que f é uma funcao, é comum a notacdo f : a — b. Devido

a unicidade, se (z,y) € f, denotamos y = f(z).
e Seb=1im(f), dizemos que f € sobre b, ou sobrejetora.
o SeVr,y€a(f(x)=fly) = x=y), dizemos que f é 1-1, ou injetora.
e Se f:a— b € injetora e sobrejetora, entao dizemos que f € uma bijecao.

o SecCa, arestricio de f a ¢ é uma funcio de ¢ em b dada por [ [.= {(z, f(z)) :

T € c}.
e Uma funcao g estende f se f C g.

e Se f,g sao funcoes e im(g) C dom(f), definimos a composi¢ao fo g = {{(z,y) :
3z € im(g)((z,2) € g A (z,9) € )}

e Sea Cdom(f), entao a imagem de a por f € o conjunto fla] = {f(x): x € a}.

e Se b Cim(f), a pré-imagem ou imagem inversa de b por f é o conjunto f~[b] =

{z € dom(f): f(x) € b}
Notacao. Se a e b sao conjuntos, denotamos o conjunto das funcoes de a em b por ®b.

Defini¢ao 1.1.7. Se r € uma rela¢iao sobre um conjunto a, dizemos que {(a,r) € um

conjunto ordenado, ou simplesmente uma ordem, se:
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1. r € reflexiva, i.e., Vo € a(x r x),

2. 1 € transitiva, i.e., Vr,y,z €alr T yAyr z—xr z),

3. r € antissimétrica, i.e., Vr,y €Ealx r yANy r x —y = 1x).
Dizemos que (a,r) é uma ordem estrita se:

1. r éirrefleziva, i.e., Vo € a(z f x).

2. r € transitiva.

Em geral, ordens irreflexivas serao denotadas por <, enquanto ordens reflexivas
serdo denotadas por <, ou simbolos andlogos. Ordens reflexivas e irreflexivas em um con-
junto a diferem apenas pela relagio A = {{x,x) : x € a}, logo € possivel obter uma ordem
reflexiva ao adicionar A a uma irreflexiva, assim como obtém-se uma ordem irrefleriva

ao remover A de uma reflexiva.

Definicao 1.1.8. Se (a, <) € uma ordem e x,y sdo elementos de a, definimos os intervalos

o (y)={z€a:2<2z N z<uy}.
o (—o0,y)={z€a:z<y}.
o (z,+00)={z€a:2 <z}

Notagao. Também denotamos (—oo,y) como pred(a,y) em casos de possivel ambigui-

dade.

Definigao 1.1.9. Se (a, <) € uma ordem, dizemos que x,y € a sao compardveis de x < y,
y < x oux =y. Se quaisquer dois elementos de a sao compardveis, dizemos que < €

tricotomaica, total ou linear, ou que a estd tolalmente ordenado por <.

Definigao 1.1.10. Uma cadeia numa ordem {(a, <) é um subconjunto b C a totalmente

ordenado por <.

Definigao 1.1.11. Seja {(a, <) uma ordem parcial. Dados b C a e x € a:

e 1 ¢ elemento maximal de b se x € b e Yy € b(z £ y)
e x € uma cota superior de b seVy €b(ly=x V y < x)
e & ¢ mdximo de b se é uma cota superior de b e x € b.

e = ¢ o supremo de b se € a menor cota superior de b, denotado por sup(b)
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Respectivamente, definimos elemento minimal, cota inferior, minimo e infimo

como as propriedades duais as anteriores.

Defini¢ao 1.1.12. Uma ordem (a, <) € uma boa ordem se todo subconjunto nao-vazio de

a possui elemento minimo.

Defini¢ao 1.1.13. Dizemos que duas ordems {(a, s) e (b,r) sao isomorfas se eriste uma
bijecio f :a — b tal que Va,y € a(x s y <> f(x) r f(y)).
Definic¢ao 1.1.14. Dado um conjunto a = {z; : i € I}, definimos o produto cartesiano
generalizado [[x;={f: 1 = Ua |VieI(f(i) € x;)}

icl
Defini¢ao 1.1.15. Um conjunto x € indutivo se ) € x e para todo y € x, yU{y} € x.

Definigao 1.1.16. Um conjunto x € transitivo se Vy(y € © — y C z).

Defini¢ao 1.1.17. Um conjunto x é um ordinal se x € transitivo e (x,€[,) € uma boa

ordem.

Observacao 1.1.18. Os ordinais formam uma classe propria, que serd denotada por ON.
Notagao. Se a e 8 sdo ordinais, a < f abrevia o < 5 V «a = f.

Definigao 1.1.19. Se a € um ordinal, o seu sucessor € o ordinal S(a) = o U {a}.

Observagao 1.1.20. Se a é um ordinal, seus elementos também sao ordinais. Além
disso, para ordinais o e B, a < [ e a € [ serao usados intercambiavelmente, pois a

ordem entre ordinais € dada pelo pertencimento.

Definicao 1.1.21. O conjunto dos numeros naturais, denotado por w, € a interseccao

de todos os conjuntos indutivos.

Definicao 1.1.22. Se « € um ordinal, uma a-sequéncia € uma funcao de dominio . Uma
w-sequéncia normalmente serd chamada apenas de sequéncia. Em geral, uma a-sequéncia

¢ denotada por (xg: f < )

Notacgao. Se a é um ordinal e x um conjunto qualquer, entao <“x denotard |J Pz, assim

B<a
como <%z denotard | Px.
BLa
Teorema 1.1.23. 1. Toda boa ordem € isomorfa a exatamente um ordinal.

2. Se x é um ordinal ey € x, entdo y € um ordinal e y = pred(zx,y).

3. Se x ey sao ordinais isomorfos como boas ordens, entao x =vy.
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4. Se x ey sao ordinais, entdao vale um, e exatamente um entre xt =y, rt €y ey € T.

Observacao 1.1.24. Uma assercao equivalente ao Axioma da FEscolha € a de que todo
conjunto € bem-ordendvel. Em particular, todo conjunto possui uma bijecao com algum

ordinal.

Definigao 1.1.25. Se (x, <) € uma boa ordem, entao type(z, <) € o dnico ordinal ao qual
(x,<) € isomorfo.

Definicao 1.1.26. Sejam «, 8 ordinais. Entao o+ = type(({0} x a) U ({1} x B), R),
onde R é a ordem lexicogrdfica, i.e., para todos ni,ns € {0,1}, 71,72 € a U S:

(n1,71)R{ns,v2) se, e somente se, ny < ng ou (ng =ng ey < Ya).

Notagao. Se a, 8 sdo ordinais, f € uma a-sequéncia e g € uma [-sequéncia, entdo f g
denota a o + B-sequéncia dada por {{v, f(7)) : v < a} U {{a+7,9(7)) : v < B}. Em
particular, se g = {(0,a)}, denotamos f~g por f~a.

Teorema 1.1.27 (Indugao transfinita). Seja C' C ON uma classe qualquer. Se C # (),

entao C' possui elemento minimo.

Demonstracao. Como C # (), entao existe a € C. Se a ¢ o minimo de C, 6timo. Se nao,
a # 0, logo aN C possui um elemento minimo . Observe que v também é um elemento

minimo de C', pois dado um § € C qualquer, temos trés possibilidades:

l.a=p:
Como v € « e a ordem entre ordinais é a relacao de pertencimento, entdao v < a = f3,
logo v < .

2. B< o

Se B < a, entdo f € aNC, e como v =min(aNC), entdo f <y ou = 1.

3. a<f:

Como v < a < [ e ordinais sao transitivos, v < .

Como nos trés casos vale v < 3, entdo v = min(C). O

Corolario 1.1.28. Seja C C ON uma classe qualquer. Se Ya € ON((YpB < «(f €
() - a€C), entio C' = ON.

Demonstragao. Se C # ON, entdo € ON \ C # (), donde essa classe teria um elemento
minimo x. Dai, V5 < z(8 € C), logo, por hipdtese, z € C, o que é uma contradigao.
Portanto, C' = ON.

[l
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Teorema 1.1.29. Recursao transfinita
Se F:V—V ¢ uma funcao-classe, entdo existe uma unica G:ON—V tal que
Va € ON(G(a) = F(G [,))

Definigao 1.1.30. Se x € um conjunto, entdo sua cardinalidade, denotada |x|, € o

menor ordinal o tal que existe uma bijecao entre o e x.
Definigao 1.1.31. Um conjunto x € finito se |z| < w.

Definigao 1.1.32. Um ordinal o é um cardinal se o« = |a|. A classe de todos os cardinais
infinitos € denotada por CARD.

Definicao 1.1.33. Se k, A sao cardinais, entao definimos
1. k+ A=k x {0} UXx {1}
2. KX A= |k X M|, onde o sequndo produto é o produto cartesiano.
8. kM = k.

Lema 1.1.34. Para todo cardinal infinito Kk, kK X kK = K.

Lema 1.1.35. Se k é um cardinal infinito e {X, : o < Kk} € tal que | X,| < Kk para todo
a < R, entao | U Xao| < k.

a<K
Demonstracao. Para cada o < k, seja f, : X, — k uma funcao injetora. Para cada

r € |J Xa, seja ap, = min{a < k : x € X,}. Defina f : |J X, — &k tomando
a<k a<k
f(z) = (o, fo, (7). Se f(x) = f(y), entdo o, = ay e fo,(7) = fa,(y). Como o, = o,
entdo fo, () = fu,(y), e como f,, é1-1, x = y. Logo, f é uma fungdo 1-1 de |J em
a<k
kX kK, logo | U Xao| < |k X K| = k. O

a<k

Lema 1.1.36. Se \ é um cardinal infinito e 2 < k < \, entdo kK = 27,

Definicao 1.1.37. Se xk é um cardinal, entao o sucessor de k, denotado por k*, € o

menor cardinal estritamente maior que K.

Defini¢ao 1.1.38. Seja (z, <) uma ordem parcial. Dizemos que a C x é cofinal em

(x,<) seVpex(pe€a V Jqg€alp<q)).

Definicao 1.1.39. Sejam (x, <) uma ordem parcial e a um conjunto qualquer. Dizemos

que uma funcao f:a — x é cofinal se im(f) € cofinal em (x, <).

Defini¢ao 1.1.40. Se 8 € um ordinal limite, a cofinalidade de 3, denotada por cf(f)

¢ o menor ordinal o tal que existe uma func¢ao cofinal f:a — (.
10
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Observacao 1.1.41. A hipdtese de ser um ordinal limite é uma questao de contexto, pois
se f=a+1, afuncio f ={(0,a)} € cofinal, logo a cofinalidade de todo ordinal sucessor

seria 1.

Lema 1.1.42. Para todo ordinal limite (3, existe uma funcdo cofinal e estritamente cres-

cente f:cf(B) = B.

Lema 1.1.43. Se a € um ordinal limite e f : o — B € uma funcao cofinal e estritamente

crescente, entao cf (o) = cf(f).
Corolario 1.1.44. Para todo ordinal limite o, cf (cf(a)) = cf (a).

Definigao 1.1.45. Um ordinal limite o é regular se cf(a) = a. Caso contrdrio, o €

dito singular.
Lema 1.1.46. Se 8 € reqular, entdo 8 € um cardinal.
Lema 1.1.47. k™ € reqular para todo cardinal k.

Demonstracao. Suponha por absurdo que k* é singular. Entao existe f : @ — k™ cofinal,
donde k™ = |J{f(B) : 5 < a}. Como 8 < k™, entdo | 5| < k para todo 5 < a, assim como

la| < k. Pelo lema 1.1.35, |k1| < k, 0 que é uma contradi¢io. Portanto, k* & regular. [J

Notagao. Seja M um conjunto qualquer e k um cardinal. Entdao [M]* denota o con-
Junto dos subconjuntos de M de cardinalidade k, e [M]<" ([M]=F) denota o conjunto dos

subconjuntos de M de cardinalidade menor do que (menor ou igual a) k.

Definicao 1.1.48. Definimos a func¢ao-classe X : ON — CARD recursivamente, to-
mando Ry = w, Ngy1 = (Ng)* para todo ordinal B e, para todo ordinal limite v, N, =

sup Ng.
B<y

Para todo cardinal infinito &, existe a« € ON tal que k = RN,. Em algumas

situagoes também serd comum denotar R, por w,, especialmente para « finito.

Notacao. O cardinal 2%°, que é a cardinalidade da reta real, também é denotado por c.

1.2 Topologia Geral

A referéncia principal para esta secao é o livro de Topologia Geral do Engelking

18]

Definicao 1.2.1. Um espaco topoldgico é um par (X,T) em que X é um conjunto e

T C P(X) satisfazendo:
11
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1.DerteXer
2. 8eUeTteVer entaoUNV €.
3. Se{U;:iel} Cr, entao UIUi er.
i€
Os elementos de T sao chamados de abertos e T € dita ser uma topologia sobre

X. Seque do item 2 que interseccao finita de abertos também € um aberto.

Se nao houver ambiguidade, é comum se referir a um espago topolégico apenas

pelo conjunto de pontos, sem mencionar a topologia.

Definigao 1.2.2. Se (X, 7) € um espacgo topoldgico e v € X, uma vizinhanga de x é um

conjunto A tal que existe U € T tal que v € U C A.

Definigao 1.2.3. Se (X, 7) é um espago topoldgico, uma base para T é uma subfamilia
B C 71 se, dado U € 7, existe B' C B tal que U = |JB'.

Lema 1.2.4. Se (X, 1) € um espacgo topoldgico, entao B C T é uma base se, e somente se

dadoxr € X eU €1 comx €U, eriste V € B tal quex € V CU.

Defini¢ao 1.2.5. Se (X, 7) € um espaco topoldgico, uma sub-base para T € uma subfa-

milia P C 7 tal que {UyN...NU, :n <w,U; € P} € uma base de .

A nocao de sub-base é especialmente interessante quando desejamos gerar uma
topologia sobre um espaco que tenha uma certa familia de conjuntos como abertos. De
fato, se X é um conjunto qualquer e A é uma familia de subconjuntos de X, contanto
que A cubra X, A pode gerar uma topologia sobre X. Para tal, considere B como o
conjunto das interseccoes finitas de elementos de A e 7= {|JB : B C B}. 7 nao so é

uma topologia sobre X, como também é a menor topologia que contém A.

l.0erteX e

Como A C B e A cobre X, entao X € 7, pois X é unido de alguma subfamilia de
A. Como () C B, entao ) = |J0 € 7.

2.5 eUerteVer,entaoUNV €T,

Se U,V € 1, entdo existem By, By C B tais que | JBy = U e |JBy = V. Note que,
para cada W € By, existe Ay € [A]< tal que W = Aw.

Considere C = {WiNWy : Wy € By e Wy € By}. Como os elementos de B sdo
exatamente as interseccoes finitas de elementos de A e By, By C B, entao cada
elemento de C também o é, logo C C B. Afirmamos que | JC = U N V. De fato,
dado z € X, se x € |JC, entdo existem Wy € By e Wy € By tais que x € Wy N Wa,
logo x € By e x € By, i.e. z € UNV. Por outro lado, se x € U NV, existem

Wy € By e Wy € By tais que . € Wy e x € Wa, logo x € WiNWs, € C, logo x € | JC.
12
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3. Se{U;:iel} Cr,entao |JU; €.
il
Cada U; é da forma |J B;, com B; C B, logo se tomamos C = |J B;, entdao C C B e

el
Uc=yusBi=UU;,logo JU; €.

iel iel iel
Definicao 1.2.6. Se X € um espaco topoldgico e x € X, uma base local para X em x é

um conjunto B de vizinhancas abertas de x tal que para todo aberto U de X existe V € B
tal que x € V C U.

Defini¢ao 1.2.7. Um subconjunto F' C X € fechado se X \ F ¢ aberto.

Observagao 1.2.8. Pela definicao de abertos, num espacgo topoldgico (X, 1), tem-se

1. 0 e X sdo fechados.
2. Se Fy, Iy sao fechados, entao Fy U Fy € fechado.

3. Se{F;:i €I} é uma familia de fechados, entao () F; é fechado.

i€l

Definigao 1.2.9. Seja X um espaco topologico e A C X. Definimos
e O interior de A, int(A) =J{U C X : U € aberto}

o O fecho de A, A=({F D X : F ¢ fechado}

Definicao 1.2.10. Sejam X um espaco topoldgico, A C X. Dizemos que x € X € um
ponto de acumulacao de A se toda vizinhanca de x intersecta A num ponto diferente

de x.

Lema 1.2.11. Se X € um espaco topoldgico, A C X € fechado se, e somente se A contém

todos os seus pontos de acumulacgao.

Como uniao de abertos é aberta e interseccao de fechados é fechada, o interior
de A é o maior aberto contido em A e, dualmente, o fecho de A é o menor fechado que o

contém.

Observacao 1.2.12. Se X ¢ um espaco topoldgico, A é um aberto e F' € um fechado,
entio A\ F € aberto e F'\ A é um fechado. Por um lado, A\ F = AN (X \ F), que
¢ uma intersec¢io de dois abertos, logo aberto. Por outro, F\ A =FNX\ A, que é a

interseccao de dois fechados, logo fechado.

Proposicdo 1.2.13. Seja X um espaco topoldgico e A C X. Dado x € X, x € A se, e

somente se toda vizinhanca de x intersecta A.

13
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Demonstragdo. Se x € A, entdo todo fechado que contém A tem = como elemento. Por-
tanto, dada U vizinhanca de x, como x ¢ A\ U, entdao A € A\ U, donde UN A # {.
Por outro lado, se qualquer vizinhanca de = intersecta A, entdao dado um fechado F' que
contém A, tem-se x ¢ X \ F, caso contrario X \ F' seria uma vizinhanga de = que nao

intersecta A. O]

Definicao 1.2.14. Se X € um espacgo topoldgico, um subconjunto A C X € denso se
A=X

Lema 1.2.15. Um subconjunto de um espaco topoldgico X € denso se, e somente se todo

aberto nao-vazio de X o intersecta.

Definigao 1.2.16. (Aziomas de separacao)
Seja X um espaco topoldgico.

X €Ty se para quaisquer x ey distintos em X, existe um aberto que contém exata-

mente um dos dois pontos.

o X ¢éT se para quaisquer x ey distintos em X, existem abertos distintos U, e U,

tais que v € Uy ey € U,,.

e X ¢ 15, ou Hausdorff, se para quaisquer x e y distintos em X, existem abertos

disjuntos U, e U, tais que x € U, ey € U,,.

X € Urysohn, ou Tz% (Ty e meio), se dados v ey distintos em X, existem vizinhanc¢as

fechadas F, e F, disjuntas tais que v € F, ey € F.

o X €T3 ou reqular se X é Ty e para quaisquer x € X e F' C X fechado com x ¢ F,
existem Uy, Uy abertos disjuntos tais que x € Uy e F C Us.

e X ¢ Tychonoff, T3§ ou completamente regular se X € T e para todos x € X e
F C X fechado tal que x ¢ F, existe uma func¢ao continua f : X — [0,1] tal que
f(z) =0 e f[F] = {1}.

e X €T, ounormal se X €T e para quaisquer fechados disjuntos A, B C X, existem

Uya,Ug abertos disjuntos tais que A C Uy e B C Ug.
Proposicao 1.2.17. Seja X um espaco topoldgico. Sao equivalentes:
1. X ¢Ty;
2. Para todo x € X, se B, € uma base local para X em x, entao (B, = {z};

3. Para todo x € X, se V, € o conjunto das vizinhangas de x, entio (\V, = {z}.
14
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Proposicao 1.2.18. Seja X um espaco topoldgico. Sao equivalentes:
1. X ¢ TQ;
2. Para todo x € X, se B, ¢ uma base local para X em x, entio (U : U € B,} = {z};

3. Para todo x € X, se V, ¢ o conjunto das vizinhangas de z, entdo (| U = {x}.
UEV,

Proposicao 1.2.19. Seja X um espaco topoldgico. Sao equivalentes:
1. X éTg,’

2. Para todo x € X e toda vizinhanca aberta U de x, existe uma vizinhanga aberta V

de x tal que V C U.

Defini¢ao 1.2.20. (Aziomas de enumeragio)

Seja (X, 1) um espago topoldgico.

1. Dizemos que X € primeiro-enumerdvel se para todo x € X, existe uma base local

enumerdvel para X em x.
2. Dizemos que X € sequndo-enumerdvel se X possui uma base enumerdvel.
3. Dizemos que X € separdvel se X contém um denso enumerdvel.

Observacao 1.2.21. Se B={U, : n < w} € uma base local enumerdvel para um espaco

topoldgico X num ponto x, entdo { () U, : m < w} € uma base local enumerdvel decres-
n<m
cente para X em x. Logo, para espagos primeiro-enumerdveis, podemos supor que todo

ponto possui uma base local enumerdvel e decrescente.

Definigao 1.2.22. Seja (X, 7) um espago topoldgico e x € X. Dizemos que uma sequéncia
(xn :m < w) converge para x se para toda vizinhan¢a U de x existe ng < w tal que x, € U

para todo n > ng. Dizemos que uma sequéncia converge se ela converge para algum x € X.

Lema 1.2.23. Se X ¢ primeiro-enumerdvel e A C X, entdo dado v € X, v € A se, e

somente se, existe uma sequéncia de pontos de A que converge para x.

Demonstragio. Sejax € Aefixe B = {U, : n < w} uma base local decrescente para X em
x. Se tomamos x, € U, N A para todo n < w, é evidente que (x,, : n < w) converge para
x, pois dada V' vizinhanca aberta de z, existe n < w tal que U, C V, logo z,, € U,, C U,
para todo m > n.

Por outro lado, se existe uma sequéncia {z, : n < w} de pontos de A que converge para
x, entdo dada uma vizinhanca V qualquer de z, z, € ANV para algum n < w, logo

ANV #£0. O
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Lema 1.2.24. Se (X, 1) € um espaco de Hausdorff, entao limites de sequéncias sao unicos.

Demonstracao. Seja s : w — X uma sequéncia que converge para os pontos r; e xo de X,
e vamos mostrar que r; = xs. Suponha por absurdo que x; # x5. Como X é Hausdorff,
existem abertos disjuntos V; e V5 tais que ;1 € V; e x5 € V5. Como s converge para xq,
existe ng < w tal que s(n) € V) para todo n > ng. Como s converge para x, existe n; < w
tal que s(n) € V; para todo n > ny. Portanto, se n > max{ng, n,}, entdo s(n) € Vi NV,
o que é um absurdo, pois Vi e V5 sao disjuntos. Portanto, deve valer z; = x9, logo s
admite um tnico limite.

[]

Definigao 1.2.25. Seja (X, 7) um espaco topoldgico. Uma cobertura aberta de X € uma
familia U C 7 tal que X = |JU.

Notacao. Denotamos o conjunto de todas as coberturas abertas de um espaco topologico
X por Ox.

Definicao 1.2.26. Sejam U,V familias de abertos de um espacgo topologico X. Dizemos
que V refina U se para todo V €V existe U € U tal que V C U.

Definicao 1.2.27. Um espaco topoldgico X é compacto se toda cobertura aberta de X

admite uma subcobertura finita.

Definigao 1.2.28. Uma familia A de conjuntos possui a propriedade de intersecgao finita
(p.i.f.) se para todo n < w e todos Ag,...,An € A, [ Ai £ 0

i<n
Lema 1.2.29. Um espaco topoldgico X € compacto se, e somente se, toda familia de

fechados com a p.i.f. possut intersec¢ao nao-vazia.

Demonstracao. Se existe uma familia F de fechados com a p.i.f. de interseccao vazia,
entao U = {X \ F': F € F} ¢ uma cobertura aberta de X sem subcobertura finita, pois
U X\F=X\ ) F =X, mas para todos Fy,...F, e F, |JX\F,=X\ ) F #X,

FeF FeF i<n i<n
pois F tem a propriedade da interseccao finita. Logo, se X é compacto, entao X nao

admite familias de fechados com a p.i.f. de interseccao vazia.

Por outro lado, se X nao ¢ compacto, entao existe uma cobertura aberta  sem
subcobertura finita. Portanto, F = {X \ U : U € U} é uma familia de fechados com a
p.i.f com intersec¢ao vazia, pois (| X\ U, =X\ U U, # 0 para todos Uy, ...,U,, € U

n<m n<m
e N X\U=X\JU=0.
veld =

Definicao 1.2.30. Um espaco X € enumeravelmente compacto se toda cobertura enume-

ravel admite subcobertura finita.
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Lema 1.2.31. Um espaco T\ € enumeravelmente compacto se, e somente se todos seus

subconjuntos enumerdveis infinitos possuem ponto de acumulacado.

Como em qualquer area da matemaética, ha interesse em funcoes que de alguma
forma preservam as propriedades de um espago, ou que pelo menos interagem de alguma
forma com elas. Para a topologia, as aplicagoes que interagem com propriedades topolo-

gicas sao as funcoes continuas e os homeomorfismos.

Definigao 1.2.32. Sejam (X1, 7) e (Xa, ) espagos topoldgicos. Entio uma funcgao f :
X1 — Xy ¢ continua se U] € 1y para todo U € Ty, i.e., se pré-imagens de conjuntos

abertos em X5 sao abertos em X;.

Definigao 1.2.33. Sejam (X1, 71) e (Xo, o) espacos topoldgicos. Uma bijegio [ : X1 —

X, é um homeomorfismo se f e f~! sao funcoes continuas.

Definigao 1.2.34. Seja X um espaco topoldgico, {(Y;, ;) : i € I} uma familia de espagos
topologicos e F = {f; : X = Y; i € I} uma familia de funcgioes. A topologia induzida
por F em X ¢ a topologia que tem {f '[U]: U € 7;,i € I} como sub-base.

Observacao 1.2.35. Se consideramos a familia das topologias sobre X ordenada pela
nclusao, a topologia induzida por uma familia F de fungoes € a menor topologia que

torna todas essas fungoes continuas.

Definicao 1.2.36. Seja {(X;,7;) : i € I} uma familia de espacos topoldgicos. Se X =
[1 X, a topologia de Tychonoff sobre X é a topologia induzida por {m; : X — X;: 1 €
il

I}, onde m; € a proje¢io sobre X, i.e., mi({x;:j€I)) = x;.

Observacgao 1.2.37. A topologia de Tychonoff sobre [[ X; tem como base canodnica aber-

icl
tos da forma [[ Vi, onde V; C X; € um aberto de X; e {i € I : X; \'V; # 0} € finito. A
icl
sub-base canénica € composta por abertos da forma V; x [[ X;, onde V; é um aberto
i€I\{j}

de X;. Estes também podem ser escritos como m; '[V}].

Teorema 1.2.38 (Teorema de Tychonoff). Se {(X;,7;) : i € I} € uma cole¢io de espa-

cos topoldgicos compactos, entao a topologia de Tychonoff sobre || X; forma um espago
iel

compacto.

Defini¢ao 1.2.39. Seja X um conjunto qualquer. Uma familia F C P(X) € um filtro

sobre X se:

1. XeF,0¢F

2. VA, Be F(ANB € F)
17
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3. VAe FYBe P(X)(ACB— Be F)

Defini¢ao 1.2.40. Dado um conjunto X, uma familia G C P(X) é uma base de filtro
sobre X se G # 0,0 ¢ G eVA, B € G(AN B € G). Nesse caso, dizemos que F = {A €
P(X):3IB € G(B C A)} € o filtro gerado por G.

Se (X, 7) & um espaco topologico, dado x € X, a familia V, ={U € 7 : z € U}
das vizinhancgas de x ¢ um filtro, pois 0 ¢ V,, X € V,, intersec¢ao finita de vizinhangas
e qualquer conjunto que contém uma vizinhanca também ¢ uma vizinhanca. Filtros sao
ferramentas muito frequentes em Teoria dos Conjuntos e em Topologia Geral, e uma de

suas utilidades serda a no¢ao de convergéncia que eles fornecem:.

Definicao 1.2.41. Dados X um espaco topoldgico, v € X e F um filtro sobre X, dizemos
que F converge para x (em (X, 7)) se V, C F.

Lema 1.2.42. Sejam (X, 7) um espago topoldgico, x € X, B, uma base local para x e
Y C X. Entiox €Y se, e somente se G = {UNY : U € B,} ¢ base de um filtro que

converge para I.

Demonstragio. Se x € Y, entdo () ¢ G, pois toda vizinhanca de x intersecta Y em algum
ponto e, como Y # (), X € G. Além disso, dados U;NY, U,NY € G, tem-se U;NU,NY € G,
pois Uy NUy; € V, se Uy,Uy € V.. Por outro lado, se G é base de um filtro que converge
para x, ¢ evidente que x € Y, pois como ) ¢ G, toda vizinhanca basica de x intersecta Y.

m

Lema 1.2.43. Se (X, 1) € um espaco de Hausdorff, entio limites de filtro sao unicos.

Demonstracao. Sejam x € X e F um filtro que converge para z. Entao dado y € X
distinto de z, como X é Hausdorff, existem abertos disjuntos U,V de X tais que z € U e
y € V. ComoV, C F,entdo U € FeV ¢ F, pois caso contrério terfamos ) = UNV € F,
mas o conjunto vazio nao é elemento de nenhum filtro. Dai, concluimos que V, € F, logo

F admite um tnico limite. O

Esses lemas mostram que a convergéncia de filtros é um conceito que captura
bem a ideia de convergéncia de sequéncias, mas que tem utilidade em uma classe mais
ampla de espacos, pois conseguimos caracterizar conjuntos fechados em termos de filtros

convergentes sem nenhum axioma de separagao como hipotese.

1.3 Jogos Topologicos

A principal referéncia para esta secao é [3]
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1.3.1 Jogos relacionados a principios de selecao

Definigao 1.3.1. Sejam A, B familias nao-vazias de conjuntos nao-vazios.

e Denotamos por S1(A,B) a afirmacao:

Para toda sequéncia (A, : n < w) de elementos de A, existe uma sequéncia (b, : n < w)

tal que b, € A, para todon < w e {b, :n <w} € B.

e Denotamos por S (A, B) a afirmagado:

Para toda sequéncia (A, : n < w) de elementos de A, existe uma sequéncia (B, : n < w)

tal que B, € [A,]<¥ para todon <w e |J B, € B.

n<w

Definigao 1.3.2. Seja (X, 1) um espago topoldgico.

1. Dizemos que X ¢é de Rothberger se vale S1(Ox, Ox).

2. Dizemos que X € de Menger se vale Sf;,(Ox, Ox).

Os jogos a seguir sao definidos baseados nesses principios de sele¢ao, mas as
sequéncias de colecoes de conjuntos nao sao dadas desde o comeco, mas as colecoes sao

construidas por um jogador enquanto o outro escolhe um conjunto na colecao anterior:

Definicao 1.3.3. Dados um ordinal o e duas familias nao-vazias A e B de conjuntos
nao-vazios, denotamos por G (A, B) o jogo disputado em « rodadas entre os jogadores
UM e DOIS da sequinte forma:

Na (-ésima rodada, para B < «, o jogador UM joga um conjunto U, € A e o
jogador DOIS responde com um elemento U, € U,,.

Uma partida (U, U, ...,Us, Ug, ...) g<a € vencida por DOILS se {Usz : B < a} € B.

Caso contrdrio, UM wvence.

o Uma estratégia para UM em G$ (A, B) é uma funcio ¢ : <“|JA — A.

e Uma estratégia para DOIS em G$(A,B) é uma funcio ¢ : |J PPA — JA tal
B<a
que Y((Uy = v < B)) € U para todo B < c.

Quando X é um espaco topologico, o jogo G$(Ox,Ox) é chamado de jogo de

Rothberger em a rodadas em X.

Definicao 1.3.4. Dados um ordinal o e duas familias nao-vazias A e B de conjuntos

ndo-vazios, denotamos por G%, (A,B) o jogo disputado em « rodadas entre os jogadores
UM e DOIS da sequinte forma:
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Para cada 5 < «, na 5-ésima rodada o jogador UM joga um conjunto U, € A e
o jogador DOILS responde com um subconjunto finito V, C U,.
Uma partida (Up, Vo, ...,Us, Vg, ...) g<a € vencida por DOIS se |J Vo € B. Caso

B<a
contrdrio, UM vence.

e Uma estratégia para UM em G$,,(A,B) € uma fungio ¢ : <*[J A< — A.

e Uma estratégia para DOIS em G¢(A,B) é uma funcao ¢ : |J 7P A — [JA]<
B<a
tal que (U, - v < B)) € U] para todo B < a.

Quando X é um espago topologico, o jogo G}‘m(OX, Ox) é chamado de jogo de
Menger em o rodadas em X.

Em qualquer um dos jogos, dizemos que uma estratégia para um jogador é ven-
cedora se toda partida em que tal jogador joga de acordo com ela resulta numa vitoria

sua. Denotaremos a existéncia (inexisténcia) de estratégias vencedoras para o jogador X
no jogo G como X 1 G (X ¥ G).

1.3.2 Os jogos ponto-aberto e compacto-aberto

Defini¢ao 1.3.5. Dado um ordinal o e um espago topoldgico (X, T), o jogo ponto-aberto
em a rodadas, que denotaremos por PY(X, 1), é disputado entre os jogadores UM e DOIS
da sequinte forma:

Na B-ésima rodada, para < «, o jogador UM joga um ponto x, € X e o jogador
DOIS escolhe uma vizinhanca aberta U, € T de x,.

Uma partida (xo, Uy, ...,x5,Ugs, ...) g<a do jogo ponto-aberto em « rodadas resulta
numa vitoria de UM se |J Ug = X, e resulta numa vitoria de DOIS caso contrdrio.

B<a

e Uma estratégia para UM em P*(X,T) € uma fung¢dao ¢ : 7<% — X.

e Uma estratégia para DOIS em P*(X,T) é uma fungdo ¢ : X<% — 7 tal que x5 €
Y((zo, ..., x)) para toda sequéncia (o, ...,x5) e todo B < .

Definigao 1.3.6. Dado um ordinal o e um espago topoldgico (X, T), definimos uma va-
ria¢ao do jogo ponto-aberto, denotada por P3(X,T), que é disputada entre os jogadores
UM e DOIS da mesma forma, mas com condigoes de vitoria diferente.

e de PH(X,T) resulta numa vitéria de UM

se |J Ug € denso em X. Caso contrdrio, DOILS vence.
[B<a

Uma partida (xo, Uy, ..., x5, Ug, ...)

As estratégias em Pg(X,T) sdo exatamente as estratégias em P*(X, 1), mas ob-

viamente as vencedoras nao sao necessariamente preservadas.
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Definigao 1.3.7. Dado um ordinal o e um espago topoldgico (X, T), o jogo compacto-
aberto em a rodadas, denotado por K& (X, 1) € disputado entre os jogadores UM e DOIS
da sequinte forma:

Na B-ésima rodada, o jogador UM joga um compacto Kz C X e o jogador DOILS

joga um aberto Uz que o contém. Ao final da partida, UM vence se |J Up € denso em

B<a
X. Caso contrdrio, DOIS ganha.
As estratégias para UM e DOIS em K%(X,T) sio definidas de forma andloga

as do jogo ponto-aberto.

1.3.3 Jogos equivalentes e duais

Neste trabalho, estaremos interessados em propriedades topologicas que podem
ser definidas em termos da existéncia (ou inexisténcia) de estratégias vencedoras para
cada um dos jogadores em termos dos jogos previamente apresentados. Se G é um desses
jogos, ele define quatro propriedades distintas que se relacionam entre si, a saber UM 1 G,
DOIS 1 G, UM ¥ G e DOIS ¥ G, sendo que UM 1 G — DOIS ¥ G, e vice-versa.
Existem duas formas de dois jogos proverem as mesmas informacoes, sendo equivalentes

ou duais:

Definicao 1.3.8. Sejam G e Gy dois jogos disputados entre os jogadores UM e DOIS.
Dizemos que G1 e G5 sao equivalentes se UM 1 Gy < UM 1 Gy e DOIS T G <
DOIS 1 Gs.

Definicao 1.3.9. Sejam G, e Gy dois jogos disputados entre os jogadores UM e DOIS.
Dizemos que G1 e Gy sao duais se UM T Gy < DOIS T Gy e DOIS TGy < UM 1 Gs.

Teorema 1.3.10. Sejam (X, 7) um espago topoldgico e oo um ordinal. Entio os jogos
G¢(Ox,0x) e P*(X, 1) sdo duais.

A demonstracao para o caso geral foi elaborada pelo autor da dissertagao, mas o

leitor pode encontrar a versao enumeravel por Aurichi e Dias em [3].

Demonstracao. UM 1 GY(Ox,0x) = DOIS 1t P*(X,1):

Primeiramente, para cada x € X, defina uma funcao escolha f, : Ox — 7
tal que = € f,.(U) para todo U € Ox. Dada uma estratégia ¢ vencedora para UM em
G¢(Ox, Ox), vamos construir uma estratégia ¢ para DOIS em P*(X, 7). Intuitivamente,
se UM joga um ponto zy € X, como ¢(()) é uma cobertura aberta, existiria um aberto
Uy ao qual xg pertenceria, e DOIS responderia com Uy. Na rodada seguinte, se UM joga
x1, este ponto pertenceria a algum aberto U; € ¢((Up)), com o qual DOIS responderia.
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Em geral, dado um ordinal 5 < «, supondo que para todo v < 3 e toda sequéncia
(x5:0 <) esta definido ¥ ((zs : § < 7)) satisfazendo

Ty € P({z5:0 <)) € p((Y({ze 1€ < 0)) 16 <)),

vamos definir ¢ em todas as f7-sequéncias. De fato, para cada T -sequéncia (x5 : 6 < f3),
o((Y((z. 1€ <) : § < 5))) é uma cobertura aberta, donde existe U € U tal que x5 € U.
Portanto, definimos ¢((z; : 6 < B)) = fu,(0((¥({zc : € < 9)) : 0 < B))), ou seja, a
resposta de ¢ a (x5 : § < ) é uma vizinhanga de x5 que esta na cobertura que ¢ joga
em funcao das jogadas anteriores de DOIS. Em particular, para qualquer S1-sequéncia
(x5 : 0 < ) de elementos de X, 9 satisfaz

15 € Y((z5 : 0 < B)) € p((Y((ze 1 € < 6)) : 6 < B))).

Portanto, por recursao transfinita, 1 esta definida satisfazendo essa condicao para
todas as B1-sequéncias de pontos de X, para todo 8 < a.

Dai, se (xg, Uy, ...,xg,Up, ...) ¢ uma partida de P*(X,7) em que DOIS joga de
acordo com ¢, i.e., Us = ¢((x, : v < B)) para todo § < a, entao (¢(()), U, ..., p((U, : v <
B)),Us, ...) ¢ uma partida de G$(Ox, Ox) em que UM joga de acordo com ¢, ja que, para
todo 8 < a, Up = v((ws 8 < B)) € p((0({me : € <)) 6 < B)) = @((Uy : 7 < B), i
Us é um elemento de ¢((U, : v < 3)). Como ¢ é vencedora para UM em G§(Ox,Ox),
entdao |J U # X, donde DOIS vence em P*(X,7), logo ¢ & de fato uma estratégia

B<a

vencedora para DOIS em P*(X,T).
DO[ST G?(Ox,OX) = UMT PQ(X,T)Z

Seja ¢ uma estratégia vencedora para DOIS em G¢(Ox,Ox). Note que, dados
B < ae U, : v < ) uma [-sequéncia de coberturas abertas de X, existe x € X
tal que para toda vizinhanca U de z, existe U € Ox tal que U = (U, : v < B)"U).
Intuitivamente, podemos "forcar" DOIS a responder com a vizinhanca de x que quisermos
naquele momento do jogo.

De fato, supondo por contradicao que isso nao fosse verdade, para todo z € X,
existiria uma vizinhanca U de x tal que U # o((U, : v < )"U) para toda cobertura
aberta U € Ox. Assim, fixando com o Axioma da Escolha uma tal vizinhanca U, para
cada z € X, o conjunto W = {U, : © € X} ¢ uma cobertura aberta de X, logo existe
r € X tal que U, = o((U, : v < )~ W), o que contradiz a escolha de U,, que é uma
vizinhanca que nunca € escolhida por ¢ nessa situacao.

Dai, dada f uma sequéncia qualquer de coberturas abertas, fixaremos com o

Axioma da Escolha um ponto zy como na observagao acima, assim como Uy sendo uma
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cobertura aberta tal que ¢(f Ury) = U. Com isso, podemos definir uma estratégia 1
para UM em P*(X, 7). UM comega jogando o ponto z, e se DOIS responde com U,
nos consideramos, no jogo G¢(Ox, Ox), que a primeira rodada foi (U v,, Uo). Nesse caso,
DOIS estaria jogando em G§(Ox, Ox) de acordo com ¢, pois a cobertura aberta que foi
jogada na primeira rodada ¢é exatamente a que faz com que ¢ responda com Uj.

Em geral, dados um ordinal f < a e uma sequéncia (Us : § < (3) de abertos, se
Us = o((U, : v < 0)) para todo § < 3, entdo definimos ¥((Us : § < ) = T(4,:y<p), 1.

YUy 2y <5)) 10 < B)) = Tiy<p)-

Se (Us : 0 < () nao for dessa forma, fazemos v ((Us : 6 < [5)) = p, para
algum p € X fixo, pois em partidas em que UM joga de acordo com 1), isso nunca
acontecera. De fato, se UM joga a partida (z, Uy, ..., 25, U, ...) de acordo com 1, en-
tao (Uo, Vo, ...,Us, Ug, ...), com Us = Uy n<p)u, Para todo f < a, é uma partida de
G (Ox,0x) em que DOIS joga de acordo com ¢, ji que, pela escolha das coberturas
Uy, o((Uy v < B) U, v<pyu;) = Us para todo 8 < a. Como ¢ é vencedora para
DOIS, entdao |J Uz = X e, por outro lado, UM vence em P*(X,7), logo ¢ ¢ uma estra-

B<a
tégia vencedora.

UM 1 P*(X,7) = DOIS 1 G¢(Ox, Ox):

Seja ¢ uma estratégia vencedora para UM em P*(X, 7). Definiremos uma estra-
tégia ¢ para DOIS em G$(Ox, Ox) de forma que, se UM comega com Uy, entao 1 ({Up))
¢ uma vizinhanca de ¢(()) que esteja em Uy. Em seguida, se UM joga U; na segunda
rodada, tomarfamos ¢({Uy,U;)) como uma vizinhanga de ({1 ((Up)))) que esta em U.
Em geral, dado 8 < a, supondo que ¥ ({Us : § < 7)) esta definida para todo v < 3 e toda

~vt-sequéncia Us : 0 < ) de coberturas abertas de X satisfazendo

p((P(Us - £<0)): 6 <)) € Yp({Us - 0 <)) €Uy,

mostraremos que ¥ pode ser definida para toda 4 1-sequéncia de coberturas abertas de

X. De fato, dada uma sequéncia (U, : v < ) de coberturas abertas, basta tomarmos

v=o{((W({U : £ <)) 1y < f))) e definirmos ¢({Uy : v < B)) = fu(Up), onde f, ¢ a
funcao escolha definida anteriormente, que associa uma vizinhanca de v a cada cobertura

aberta. Dessa forma,

(YU - £ <0)): 0 < ) € p({Uy =y < B)) € Up (),

e, por recursao transfinita, 1 estd definida satisfazendo essa formula para toda [7-

sequéncia de coberturas abertas, para todo 8 < a. Agora, se (Uy, Uy, ...,Us, Ug, ...) é uma
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partida de G§(Ox, Ox) em que DOIS joga de acordo com 1), entdo Ug = (U, : v < )
para todo 8 < «a. Por (x), temos p((U, : v < f)) € Uz para todo § < «, logo
(e(()), U, ..., p((Uy = v < B)),Ug,...) &€ uma partida de P*(X,7) em que UM joga de
acordo com ¢, donde |J Ug = X e DOIS vence a partida (U, Uy, ...,Us, Ug, ...). Como

B<a
qualquer partida de G$(Ox,Ox) em que DOIS joga de acordo com 1 resulta numa vi-

toria sua, entdo 1 é uma estratégia vencedora para DOIS em G¢(Ox, Ox).

DOIS 1 P¥(X,7) = UM 1 G¢(Ox, Ox) :

Seja ¢ uma estratégia vencedora para DOIS em P*(X,7). Note que, dado
f < « e uma sequéncia (z, : v < ) de pontos de X, o conjunto {¢({z, : v < )" x) :
x € X} é uma cobertura aberta de X, pois cada um desses elementos é uma vizinhanga
do ponto que lhe serve de indice, e os indices percorrem todo o conjunto X. Com isso,
definiremos 1) vencedora para UM em G§(Ox,Ox) tal que, na primeira rodada, UM
joga {p({x)) : x € X} e, se DOIS responde com ¢((zg)), entdao UM joga {¢p({xq,x)) :
r € X}. Em geral, dados § < o e uma sequéncia (U, : v < () de abertos, se existe
uma sequéncia (zr., : v < ) tal que U, = p((xzs : § < 7)) para todo 7 < 3, entdo
definimos Y((U, : v < B)) = {¢({zy : v < f)"x) : © € X}. Caso contrario, definimos
(U, v < B)) = {X}, o que é irrelevante, pois em partidas em que UM joga de
acordo com 1, isso nunca acontecera. De fato, se (Uy, U, ...,Us, Ug, ...) ¢ uma partida de
G¢(Ox,O0x) em que UM joga de acordo com 1, conseguimos construir uma sequéncia
(xp : f < «) tal que (xg, Uy, ..., x5, Ug, ...) € uma partida de P*(X,7) em que DOIS joga
de acordo com . Para construir tal sequéncia, seja § < « e suponha que, para todo
v < B, esta definida (x5 : 6 <) tal que U, = p((xs : 6 <7)). Dai, Us = (U, : v < S)),
ou seja, Usg = Y((p((z5 : 0 < 7)) v < B)) = {p(zy, : v < B)"x) : 2 € X}. Como
Us € Ug, existe x5 € X tal que Ug = p((z, : v < f5)). Portanto, por inducdo transfinita,
existe a sequéncia (zg : f < a) que torna (zg, Uy, ..., 3, Us, ...) uma partida de P*(X, 1)
em que DOIS joga de acordo com . Como ¢ é uma estratégia vencedora para DOIS,
entao |J Us # X, logo UM vence em G$(Ox,Ox) e ¢ é vencedora.

B<a
O
Notagao. Se (X, 1) é um espago topoldgico, denotamos o conjunto de todas as familias

de abertos de uniao densa em X por Op.

Proposicao 1.3.11. Se « € um ordinal, (X,7) é um espago topoldgico, entio o jogo
P3(X,7) € dual ao jogo G(Ox,Op).

Defini¢ao 1.3.12. Uma cobertura aberta U de um espago topoldgico (X, 7) € uma K-

cobertura se para todo compacto K C X existe um aberto U € U tal que K C U. O
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conjunto de todas as K-coberturas de X serd denotado por Ok.

Proposicao 1.3.13. Se a é um ordinal e (X, T) € um espago topoldgico, entao 0s jogos
K&(X,7) e GY(Ok,Op) sao duais.

As provas de 1.3.11 e 1.3.13 seguem de forma totalmente aniloga a de 1.3.10.

1.4 Submodelos elementares

A referéncia para as defini¢oes e notagoes dessa se¢ao é a segao 1.15 de [16].

Definigao 1.4.1. Um €-modelo é um par A = (A, E), onde A é um conjunto qualquer e
E C A X A. Para nosso interesse, E serd sempre a relacio {(z,y) : v,y € A,x € y}, e

muitas vezes iremos nos referir ao modelo A apenas pelo conjunto A.

Definicao 1.4.2. Se A é um conjunto e p € uma formula da teoria dos conjuntos, o é
uma substituicdo para ¢ em A se o € uma funcgdo cujo dominio contém todas as varidveis

livres de ¢ e cuja imagem estd contida em A.
E comum o uso da notacdo (z, /a1, ..., ¥, /a, ) para a substituicdo {(z1, a,), ..., (Zn, an) }.

Definicao 1.4.3. Sejam o4, 09 substituigcoes. Entao o1 + o9 € a substituicao dada por

oo(x;), se x; € dom(os)
01 + UQ(ZL'i) =
o1(z;), caso contrdrio.
Agora, definiremos recursivamente a nogao de um conjunto A satisfazer uma

formula ¢ com parametros em A.

Definigao 1.4.4. Sejam A = (A, E) é um €-modelo, x,y varidveis, ¢ a formula x € y e
o uma substituicao para ¢ em A. Entao,
1, se(o(x),0(y) € E,
valy(p)[o] =
0, caso contrdrio.
Se ¢ € a formula x =y, entao
1, seo(x) =oly),
valy(p)[o] =
0, caso contrdrio.
Definigao 1.4.5. Se A = (A, E) é um €-modelo, ¢, sao formulas e o é uma substitui¢ao

para @ em A, definimos valy(p)[o] recursivamente, tomando

e valy(—p)[o] =1 — valy(p)[o]

o valy(p A Y)lo] = valy(p)|o] - valy(i))|o] 55
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1, sewvaly(p)o+ (y/a)] =1 para algum a € A,
e valy(Jyyp)[o] =
0, caso contrdrio.

Interpretando o resultado da valoracao ser 1 como a férmula ser verdadeira com
os parametros dados pela substituicao, conseguimos estabelecer a nocao de um conjunto
A modelar uma sentenca ou uma féormula com parametros em A. Em geral, se 2 =
(A, FE) é um €-modelo, ay,...,a, € A, p é uma formula com variaveis livres x1,...,z, e
o= {(z1,a1),..., (zpn,a,)}, entdo denotaremos valy(p)[c] = 1 como A = play, ..., a,), ou,

mais frequentemente, A = play, ..., a,].

Definigdo 1.4.6 (Submodelos elementares). Sejam M, N conjuntos com M C N. Se
w € uma formula da teoria dos conjuntos com varidveis livres entre xq, ..., x,, dizemos
que @ € elementar para M e N, denotado por M <, N, se, para todos ay,...,a, € M,
M E ¢lay,...,a,] se, e somente se, N |= ¢lay, ..., a,|. Dizemos que M €é um submodelo

elementar de N, denotado por M < N, se toda formula ¢ € elementar para M e N.

1.4.1 O Critério de Tarski-Vaught e o Teorema de Lowenheim-
Skolem-Tarski

Para que seja possivel utilizar os submodelos elementares como ferramenta para
provar resultados, é necessario que existam estruturas que satisfagam o suficiente de ZFC
para permitir as construcoes basicas da teoria dos conjuntos, assim como é necessério po-
der tomar submodelos de qualquer uma dessas estruturas. Nessa secao, vamos abordar os

teoremas classicos que permitem construir submodelos elementares de qualquer conjunto.

Lema 1.4.7. Se ¢ ¢ uma formula livre de quantificadores e A, B sao conjuntos com
A C B, entao A<, B.

Demonstracao. Primeiramente, é imediato das defini¢oes que, se ¢ é uma férmula ato-
mica, entao A <, B. Sejam, portanto, ¢ e ¢ formulas livres de quantificadores tais que
A<, B e A<y B, emostraremos que A <, B e A <,ny B, comegando por —¢. De

fato, se ay, ...,a, € A, as variaveis livres de ¢ sao z1,...,x, e 0 = {(z1,a1), ..., (Tn,an)},
vala(p)lo] =1 <= wvalg(p)lo] = 1.

Dai, como a valoracao s6 assume os valores 0 e 1,
vala(p)lo] =0 <= wvalg(p)[o] =0,

logo

vala(—@)[o] =1 <= wvals(p)[o] =0 <= wvalp(p)[o] =0 < valg(—p)[o] = 1.
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Em outras palavras, A = —plas, ..., a,] se, e s6 se B |= —yplay, ..., a,], portanto A <, B.

Para ¢ A v, se as varidveis livres de ¢ e 1) estdo entre x1,...,x,, € ay,...,a,, € A, de-

finindo o = {(z1,a1), ..., (Tm, am)},

vala(p ANY)lo] =1 <= wvala(p)lo] - vala(P)[o] =1
< wvals(V)]o] =1 ANvala(p)[o] =
< walg(p)lo] =1 ANvalg(p)lo] =
> wvalp(p)lo] - valp(p )[ =1
= walpg(p AY)lo] =

Portanto, A = ¢ AYlay, ..., ay] se, e somente se B = ¢ Adfay, ..., ay).
Como toda féormula livre de quantificadores é definida recursivamente a partir de férmu-
las atdomicas e conjuncoes e negacoes de formulas livres de quantificadores previamente
definidas, podemos concluir que todas elas sao elementares para A e B.

O

Esse resultado nos indica que a verificacdo de que um €-modelo ¢ um submo-
delo elementar de outro se reduz, de alguma forma, apenas a verificacao de formulas
quantificadas. Isso é expresso de forma mais concreta pelo critério de Tarski-Vaught. A
demonstracdo a seguir nao se encontra na referéncia [16], mas foi apresentada pelo autor

da dissertacao.

Lema 1.4.8 (Critério de Tarski-Vaught). Sejam M, N conjuntos com M C N. Sdo

equivalentes:

(1) M € submodelo elementar de N.

(2) Para toda formula da forma Jx(e(x,x1,...,2,)) e todos ay,...,a, € M, se N |=
Jzplay, ..., a,l], entao existe a € M tal que N = pla, aq, ..., ay,).

Demonstracao. (1) = (2) :
Dada uma formula da forma Jze(x,z4,...,2,), ai,...,a, sdo elementos de M
e N = Jzplay, ..., a,], entdo, por elementaridade, M | Jxyplas,...,a,]. Dai, por de-

finicao, existe a € M tal que M = ¢la,aq,...,a,]. Novamente por elementaridade,
N E gla,aq, ..., a,).

(2) = (1):
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Vamos mostrar que M < N por inducao na complexidade das formulas. Primei-
ramente, por 1.4.7, se ¢ é uma formula livre de quantificadores (o que inclui as atomicas),
entao M <, N. Agora, se ¢ e ¢ sao formulas tais que M <, N, M <y N e cujas varidveis

livres estao entre x4, ..., x,, entao dados a4, ...,a, € M, entao

ME (W ANQ)ay,....a,) <= M | ¢lay,...,a,) N M = Ylag, ..., ay).
<~ N = plai,...,a,) AN = ¢[aq, ..., a,] (Por indugao)
< N EpAYlay,...,a,).

M E —glay, ...,a,] <= M = glay, ..., ap)
< =N E yla, ..., a,] (Pela hipotese de indugao)
< N | —play, ..., a,).

M = Jxipas, ..., a,] <= M E ¢la,aq, ..., a,) para algum a € M
<~ N E ¢la,as,...,a,] para algum a € M, por indugao
< N = drpfas, ..., ay).

Note que, em geral, a equivaléncia M | Jzy¢[as, ..., a,] <= N | Jz19[as, ..., ay]
seria apenas uma implica¢ao, pois o elemento de N que testemunha a validade da féormula
existencial pode estar em N\ M. No entanto, (2) é exatamente a implica¢ao contraria (que
aparece na ultima linha da sequéncia de equivaléncias acima), resultando na equivaléncia.
Com isso, concluimos as formulas atomicas sao elementares para M e N, assim como as
conjuncoes, negacoes, e quantificacoes de formulas elementares para M e N continuam
sendo elementares. Portanto, todas as formulas da teoria dos conjuntos sao elementares
para M e N,ie, M < N. O

Teorema 1.4.9 (Lowenheim-Skolem-Tarski). Sejam N um conjunto e A C N. Entao
existe M C N tal que AC M, M < N e |M|=max{Xo, |A|}.

Demonstragao. Para cada formula da p(z4, ..., x,,) da forma Jz)(x, 21, ..., x,), definiremos
uma funcao de Skolem f, : N* — N da seguinte forma: dados a4, ...,a, € N, se N |=
play, ..., a,), entdo, por definicdo, existe a € N tal que N = ¢|a,ay,...,a,], portanto
podemos usar o Axioma da Escolha para fixar uma enumeragao de N {k, : a < |N|},
ese v = min{a < |[N| : N = ¢lka,a1,...,a,]}, entao definimos f,(as,...,a,) = k,.
Fixe p € N, e caso N [ lay, ..., a,), definimos f,(a1,...,a,) = p. Seja F a familia
das funcoes de Skolem f, para toda formula existencial ¢(z1,...,2,) e defina My = A,

My = M, UU{fIM,] : f € F} paratodon <we M = |J M, (em outras palavras,

n<w
M é o fecho de A por F). Como a linguagem possui uma quantidade enumeravel de
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formulas, F é enumeravel e, para todo n < w, |M,1| < |[M,|+ > |fIM,]]| < Ng x M,,.
feF

Como My = A, entdo |M,| < Ng x |A| para todo n < w, logo | M| = Ny x |A].

Por fim, usamos o critério de Tarski-Vaught para concluir que M < N, pois dados
ai, ...,a, € M, podemos tomar my, ..., m, tais que a; € M,,,, e se m = mazx{m; : 1 <i <
n}, entao ay, ..., a, € M,,. Dai, dada uma férmula p(z1, ..., z,,) da forma Iz (x, x4, ..., z,),
se N = ¢lar, ..., a,], entdo fo(a1,...,an) € My € M e N = ¢[fslar,...,an), a1, ..., an)],
pela definicao das funcoes de Skolem. n

Como queriamos, o teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski permite a construcao
de um submodelo elementar de qualquer conjunto, e que ainda contém tantos parametros
quanto forem necessarios.

E importante observar que o argumento para o conjunto das férmulas ser enume-
ravel nao é feito dentro de ZFC mas sim numa metateoria, pois o "conjunto das férmulas"
nao é um objeto da teoria dos conjuntos. No entanto, seria possivel codificar o conjunto

das formulas dentro de ZFC como uma arvore indexada por <“w, que é enumeravel.

1.4.2 H(A) e submodelos melhores
Defini¢ao 1.4.10. Dado x conjunto, definimos o fecho transitivo de x, trcl(x) = J{U" (z) :
n < w}, onde

U (=) =

x, sen =0,
UU" '(z), se0<n<w.

Definicao 1.4.11. Dado k um cardinal infinito, definimos o conjunto dos conjuntos he-

reditariamente menores que k, H(k) = {x : |trcl(z)| < k}.

Teorema 1.4.12. Se r € um cardinal reqular e nao-enumerdvel, entao H (k) satisfaz todos

0s aziomas de ZFC, exceto possivelmente o Azioma das Partes.

Demonstracao. Todos os axiomas, com excecao do Axioma da Extensionalidade, atestam
a existéncia de determinados conjuntos. Para mostrar que H (k) satisfaz esses axiomas,
basta mostrarmos que esses conjuntos existem em H(x) quando os parametros sao toma-
dos em H(k), i.e., que dado z € H(k), P(X) C H(r), Jz € H(k), etc..

e Axioma da Extensionalidade (VaVyVz(z € 2 <= z€y) >z =y):

Note que, dado = € H(k), se y € x, entdo y € H(k), pois trcl(y) C trel(x) (ou seja,
H (k) é transitivo). Logo, dados z1,22 € H(k), se z € 11 <= 2z € x5 para todo
z € H(k), entdao dado z qualquer no universo, z € 1y <= z€x1 ANz € H(k) <
z €xy3 Nz € HK) <= 2z € x5. Como vale o Axioma da Extensionalidade no

universo, r, = Ts.
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e Axioma da Separacdo (Para cada formula ¢(z), VedyVz(z € y <= z € zAp(2))) :

Se x € H(k) e ¢(v1) é uma formula com v livre, entao, pelo Axioma da Separacdo
no universo, existe y = {z € z : p(2)}. Como y C z, |trcl(y)| < |trcl(x)] < k, logo
y € H(k).

e Axioma do Par (VaVy3z(z € z Ay € 2)):

Dados z,y € H(k), pelo Axioma do Par no universo, existe o conjunto z = {x, y}.
Dai, trcl(z) = z U trcl(z) U trcl(y), logo |trel(z)] < 2 + |trel(x)| + |trel(y)| =
max{2, [trel(x)|, [trel(y)|} < k, logo z € H(K) e x,y € z.

e Axioma da Unido (VzIyVaVw(w € zAz €x — w € y)) :

Dado = € H(k), pelo Axioma da Unido no universo, existe o conjunto | Jz. Como
Uz Ctrel(z), entdo trel(|Jz) C trel(trel(x)) = trel(x), logo trel(J )| < |trel(z)| <
Kk, logo Jz € H(k).

e Axioma da Substitui¢do (Para cada formula ¢(y, 2),
(Ve(Vy € 23 z¢(y, 2) — JwVy € z3z € w(p(y, 2)))):

Dados © € H(k) e ¢(y,z) uma formula tal que para todo y € = N H(k) existe
um tunico z € H(k) tal que ¢(y,z), definimos ¥(y, z) := ¢(y,2) A z € H(k), e
¢ evidente que, para todo y € z, existe um tunico z tal que ¥(y, z). Aplicando o
Axioma da Substituigdo no universo para x e ¥(y, z), existe o conjunto w = {z : Jy €
z(YP(y,2))} ={z € H(k) : Jy € z(p(y, 2))}. Além disso, |trcl(w)| = [wUJ{trcl(2) :
z € w}| < |w|+ > |trel(z)]. Como para cada y € x existe um unico z € H(k) tal

zew
que ¢(y, z), entdo w estd indexado por x, donde |w| < |z| < k. Como k é regular,

> Jtrel(z)] < k, pois |trel(z)| < k para todo z € w, ja que w C H(k).

zZeEw

e Axioma do Infinito (3z(0 € x AVy € z(y U {y} € 2))):

w é hereditariamente enumeravel, logo w € H(k) e w C H(k). Além disso, ) € w e

w é fechado para o operador de sucessor.

e Axioma da Escolha (VE() ¢ FAVx € FVy € Flx #y — 2Ny =0) — ICVx €
FFwwe CNnaAVze CNa(z=w))))):

Essa versao do Axioma da Escolha diz que dada uma familia de conjuntos disjun-
tos e nao-vazios, existe um conjunto que intersecta os elementos dessa familia em

exatamente um elemento.

Dada uma familia x € H(k) de conjuntos disjuntos e ndo-vazios, pelo Axioma da
Escolha no universo, existe um conjunto y tal que y N z ¢ um unitario para todo

z € x. Nesse caso, y N |Jx satisfaz o mesmo e também temos y N Jz € H (k).
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]

Apesar de H (k) ndo necessariamente satisfazer o Axioma das Partes, isto nao é
um problema nas aplicacoes que faremos, pois podemos tomar « grande o suficiente de
forma que as familias de subconjuntos das quais precisarmos ja sdo elementos de H(k),
pois nao nos preocuparemos com colegoes de conjuntos de cardinalidades arbitrariamente
grandes. No entanto, ainda teremos interesse em tomar submodelos elementares de H (k)
e falar sobre sequéncias de elementos desses submodelos, assim como sobre alguns sub-
conjuntos. O lema a seguir nos da4 uma solucao satisfatoria para esse problema, nos per-
mitindo supor que tomamos esses submodelos fechados para sequéncias de determinados
comprimentos.

Para mais detalhes sobre H(k), o leitor pode se referir a [15]. Os resultados e

defini¢coes sobre submodelos elementares a seguir podem ser consultados nas referéncias
[10] e [9].

Defini¢ao 1.4.13. Dizemos que um conjunto M ¢ k-fechado se [M]=F C M, i.e., sub-

conjuntos de cardinalidade menor que ou iqual a k de M sao elementos de M.

Lema 1.4.14. Se k e 0 sao cardinais com k < 0 e M é um submodelo elementar k-fechado
de H(#), entao k™ C M.

Demonstra¢ao. Suponha que ndo. Entao existe « = min{ < k% : 5 ¢ M}. No entanto,

aC M, |a] < ke, como M é k-fechado, « € M, contradizendo a definigao de a. O

Lema 1.4.15. Sejam 0,k cardinais tais que 25 < 0 (ou seja, 25 € H(A)). Dado A C H(0)
com |A| < 2%, existe M < H(0) tal que A C M, [M]|=* C M e |[M| = 2~.

Demonstragao. Seja My = A e, dado a € (0,x7), supondo que |Mz| < 27 para todo

B < a, tem-se | |J Mg U [Mpg]="| < |a| x (28 + (27)") = |a| x 2 = 2¢. Portanto,
B<a
por 1.4.9, podemos tomar um submodelo elementar M, de H(#) tal que M, < 2% e

Mg U[Mpg]=F C M, para todo 8 < a. Se tomamos M = |J M, entdo M < H(0),|M| <
a<kt

2% e [M]=* C M.

o M < H(0):

Dada uma formula ¢(xy, ..., z,,) da forma Jz(Y(x, x4, ..., 2,)) e ay, ..., a, € M, existe
a < kT tal que ay,...,a, € M,. Dai, se H(0) = ¢[ai,...,a,], como M, < H(H),
entao, por Tarski-Vaught, existe a € M, tal que H(0) = vla,a4,...,a,]. Como
M, C M, entao existe a € M tal que H(0) E vl]a,ay, ..., a,], logo, novamente por
Tarski-Vaught, pela arbitariedade de ¢, M < H(6).
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o | M| <2
Como M = |J M,, entdo |[M| < > 28 < kgt.28 =2,
a<rkt a<kt
° [M]S’{ C M:

Seja A = {x, : @ < Kk} um subconjunto de M de cardinalidade menor ou igual a
k. Para cada a < k, seja B, = min{f < k™ : z, € Mg}. Como k' & regular, se
p = sup{fs : @ < K}, entdo B < kT, logo {x, : @ < K} C Mpg. Dai, A C Mg e
|A| <k, donde A € Mgy C M, ie. Ae M.

]

Em geral, os submodelos elementares nao serao transitivos, pois muitas vezes
toma-se um submodelo M de cardinalidade fixada, mas com alguns elementos cuja cardi-
nalidade nao é conhecida a priori. Apesar disso, ainda vamos querer falar de elementos de
elementos de M dentro de M em alguns casos. Para isso, observamos que os submodelos
elementares podem ser tomados "transitivos até determinadas cardinalidades", se forem

construidos de maneira oportuna.

Lema 1.4.16. Se 0 € um ordinal regular e nao-enumerdvel, M < H(0) e k é um cardinal
tal que kU {k} C M, entio dado A € M com |A| < k, tem-se A C M.

Demonstra¢ao. Observemos que, se |A| < k, entdo "M sabe disso", no sentido de que
existe f : k — A sobrejetora com f € M. De fato, considere p(z1,x2,23) como uma
formula que diz que "x; é uma funcao sobrejetora de x5 em x3". Como Kk, A € M e M C
H(0), entao k, A € H(#), donde qualquer funcao de x em A também ¢é hereditariamente
menor que x, logo elemento de H (). Ou seja, como |A| < k, H(0) = Jz1p[k, A]. Por
Tarski-Vaught, como k, A € M, existe f € M tal que H(0) = ¢[f,r, A]. Além disso,
considerando 1(z1, g, x3) como uma formula que diz "z3 é fungao e (x1,x2) € x3", para
cada a < k, H(0) E x|, f], e, como a« € M e f € M, existe a € M tal que
H(0) & Y[a,a, f], e, em particular, como A = im(f) e f(a) € M para todo o < &,
AC M. ]

Segue do fato de H(0) modelar ZFC — P que os submodelos elementares de H(0)
contém o ordinal w+ 1, mas em geral podemos construir esses submodelos ja supondo que
w + 1 esta contido neles. Em geral, se queremos construir um submodelo M de tamanho
k, podemos supor kU {k} C M, e imediatamente obtemos M transitivo para elementos
de tamanho até &, i.e., se B € M com |B| < k, entdo B C M.

Lema 1.4.17. Seja N um conjunto e {M; :i € I} uma C-cadeia de submodelos elemen-
tares de N. Se M = |J M,;, entao M < N.

el
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Demonstracao. Como M; C N para todo ¢ € I, entao M C N. Além disso, dados uma
formula o(z1, ..., z,) da forma I (z, 21, ...,x,) € a1, ...,a, € M tais que N = play, ..., a,],
existem 4y, ..., 4, € I tais que a; € M;, para todo j € {1,...,n}. Como {M;, : 1 < j <n}
¢ uma cadeia finita, existe ¢ € I tal que M;, C M; para todo j < n. Dai, como M; < N,
existe a € M; tal que N |= ¢[a,ay,...,a,]. Em particular, a € M, logo M < N pelo
critério de Tarski-Vaught. O

Corolario 1.4.18. Se 0,k sao cardinais tais que 2<% < 0 e A C H(f) com |A| < 2<",
entio existe M < H(0) com AC M, [M]<F C M e |M|=2<".

Demonstragao. Paracada a < k, supondo que definimos Mz < H(6) para todo 8 < « com
|Mjs| < 21l basta tomarmos M, contendo AU |J Mg com [M,]=l C M, e |M,| = 2.

B<a
Nesse caso, M = |J M, esta ¢ um submodelo <k-fechado de H(f) que contém M e cuja
a<kK
cardinalidade é 2<". O
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Capitulo 2

A teoria de invariantes cardinais e

alguns teoremas classicos

2.1 Funcoes cardinais

A menos de menc¢ao contraria, a referéncia [13| é a principal para as definigoes e
resultados apresentados nessa secao.

Uma funcao cardinal é uma funcao-classe ¢ de alguma subclasse da classe de
todos os espacos topologicos em CARD que é invariante por homeomorfismos. Apesar
de existirem espacos topologicos finitos ou com alguns invariantes cardinais finitos, o
interesse dessa teoria é nos espacos infinitos e em invariantes maiores ou iguais a Ny. A
funcao cardinal mais 6bvia, e muitas vezes a que procuramos limitar em funcao de outras,

é a cardinalidade. Ao longo dessa se¢ao, (X, 7) sempre serd um espago topologico.

Definic¢ao 2.1.1. Definimos o cardinal o(X) como menor cardinal infinito que domina a

topologia de X, i.e., o(X) = |1| + No.
Definicao 2.1.2. O peso de X ¢ definido por
w(X) =min{|B| : B é uma base para X} + Ry.

Em geral, o peso de um espaco topoldgico nao limita nem ¢ limitado pela sua
cardinalidade, mas se X satisfaz alguns axiomas de enumerabilidade, entdo w(X) e | X|

estao limitados por uma poténcia do outro, a saber:
Teorema 2.1.3. 1. w(X) < o(X) < 2/Xl

2. o(X) < 2vX)

3. Se X ¢ Ty, entio | X| < o(X) < 2@,
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Demonstragio. O item 1 & 6bvio, pois w(X) C 7 C P(X) e |P(X)| = 2.

O item 2 segue do fato de que se B é uma base, entao todo aberto de X é uniao
de uma subfamilia de B. Logo, se fixamos uma base B com |B| < w(X), entdo a funcao
@ : B — 7 definida com ¢(S) = |JS ¢é sobrejetora, donde |7| < |B| < w(X).

Para o item 3, considere g : X — 7 com g(z) = X \ m Como X é Tp, dados
z,y € X distintos, existe um aberto que contém exatamente um dos dois, logo ou = ¢ m

ouy ¢ {z}, ie., z € g(y) ouy € g(z). Como z ¢ g(x) e y ¢ g(y), entdo g(w) # g(y). logo
g ¢ injetora e | X| < |7|. A ultima desigualdade segue do item 2. O

Definicao 2.1.4. A denstdade de X ¢ o cardinal definido por:
d(X)=min{|D|: DC X A D=X}+R,,
i.€., a menor cardinalidade de um subconjunto denso de X.
Lema 2.1.5. Se X ¢é Hausdorff e primeiro-enumerdvel e d(X) < 2% entdo | X| < 2%.

Demonstragio. Seja D um denso de X com |D| < 2%, Como X ¢ primeiro enumerével
e X = D, para cada v € X, existe uma sequéncia (d,, :n < w) de elementos de D
que converge para . Como X é Hausdorff, os limites de sequéncias sao tnicos. Logo,
podemos definir uma fungao injetora ¢ : X — “D tomando ¢(z) = (d,, : n < w), donde
[ X| < [“D] = [D[ < (2%)% = 2% = 2%,

]

A seguir, vamos provar o classico teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery, que
garante a preservacao da densidade de espacgos topologicos por produtos cartesianos até

certa cardinalidade.

Lema 2.1.6. Se x ¢ um cardinal infinito e I é um conjunto com |I| < 2", entao eriste

uma cobertura A tal que
1. |A| < k;

2. Para todos iy, ...,1, € I distintos, existem Ay, ..., A, € A dois-a-dois disjuntos tais

que i; € A; para todo j € {1,...,n}.

Demonstracao. Apesar de ser um resultado estritamente combinatério, vamos construir

uma cobertura satisfazendo 1 e 2 para o espaco topologico 27, i.e., [] {0, 1}, onde {0, 1}
a<k
estd munido da topologia discreta. Dessa forma, essa cobertura induz coberturas satisfa-

zendo 1 e 2 para cada subconjunto de 2%, e, consequentemente, para qualquer conjunto

de cardinalidade menor ou igual a 2~.
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Utilizaremos da topologia de 2% pois, como {0,1} é Hausdorff, 2% também o é,
logo dados iy, ...,7, € 2%, existem Ay, ..., A, abertos disjuntos tais que i; € A; para todo
1 < n, e cada um desses abertos contém uma vizinhanca bésica dos respectivos pontos.

Portanto, qualquer base de 2" satisfaz o item 2. Além disso, uma base para 2" é o
conjunto B = {[s] : s € F'n(k,2)}, onde F'n(k,2) é o conjunto das fungoes f : A — {0, 1},
onde A é um subconjunto finito de k e [s] = {f : K — {0,1} : s C f}, i.e., o conjunto de
todas as extensoes de s a k. Como |B| = |Fn(k,2)| = k, entao essa base é uma cobertura
de 2" que satisfaz 1 e 2.

m

Teorema 2.1.7. (Hewitt, Marczewski, Pondiczery). Seja k um cardinal infinito. Se

X =1[X; com|I| <2° e d(X;) <k para todo i € I, entao d(X) < k. Em particular, o
icl

produto de ¢ espacos separdveis € separdvel.

Demonstracao. Seja A uma cobertura de I como no lema anterior. Para cada i € I,

seja {T;o : @ < K} um conjunto denso em X;. Para cada n < w, cada sequéncia fi-

nita ¥ = (A;,..., A,) de elementos dois-a-dois disjuntos de A e cada sequéncia finita
A = (B4, ..., Bn) de ordinais em &, defina

x(i, B;), set € A,

fn, 2, A) (@) = 2(t,0), se t ¢ LTJ A;

Seja S = {f(n,2,A) :n < w,A € Wk,X e “YAde(i#j— XN =0}
Claramente, |S| < Wg-£<¥-xk<“ = k. Para mostrar a densidade de S, seja V' = ﬁ V]
um aberto basico de X (ou seja, cada Vj, é um aberto nao-vazio de Xj,). Zleeja Y =
(Aq, ..., A,) uma sequéncia de elementos de A dois a dois disjuntos tais que j; € A; para
todo i < n. Para cada i < n, como {7, : @ < k} é denso em Xj,, podemos tomar
T8 € Vi. Se A= (B1,..., Bn), entdo f(n,X, A)(j;) = z(ji, 5;) € V}, para todo i < n, ie.
f(n, X, A) € ﬂj_l[le] para todo i < n, logo f(n,>,A) € SNV. Com isso, concluimos que
S C X intersecta qualquer aberto nao-vazio, logo é um denso de cardinalidade x, donde
d(X) < k. O

Definicao 2.1.8. O spread de X ¢ definido como s(X) = sup{|D| : D C X, D ¢
discreto} + RNy.

Definigao 2.1.9. O extent de X € definido como o cardinal e(X) = sup{|D|: D C X,
D € fechado e discreto} + V.

Teorema 2.1.10. (Lema de Jones) Se X € normal e D C X é um subconjunto fechado

e discreto, entdo 2/P1 < 24(X),
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Demonstracao. Sejam D C X um subconjunto fechado e discreto e S C X um denso de
X com |S]| < d(X). Como todo subconjunto de um conjunto fechado e discreto também é
fechado e discreto, dado £ C D, como X é normal, podemos tomar Ug C X aberto tal que
E CUgeUgN(D\E) = (. Definimos, entdo ¢ : P(D) — P(S) com p(E) = UzNS para
cada ¥ C D. Note que se E1, F5 sao subconjuntos distintos de D com E; € Es, entdao ou
Ug, e Ug, sao disjuntos, ou U, \ Ug, # 0, pois E1\ By C Ug, \ Ug,. Se eles sdo disjuntos,
entao p(F1) e ¢(Ey) sdo conjuntos nao-vazios e disjuntos, logo distintos. No segundo
caso, p(E1) D (Ug, \Ug,) NS # D e (Ug, \Ug,)NSNUg, =0, logo o(E,) # ¢(Ey). O

Esse teorema ¢é frequentemente utilizado para mostrar que determinados espacos
nao sao normais, como o quadrado da reta de Sorgenfrey e o plano de Niemytzki, pois
estes sd0 espagos separaveis (ou seja, com densidade enumeravel) e que contém fechados

e discretos de cardinalidade 2%,
Definicao 2.1.11. O grau de Lindelof de X € o cardinal definido por

L(X) =min{xk € CARD : Toda cobertura aberta de X possui subcobertura de

cardinalidade menor ou igual a K }.

Observacio 2.1.12. E fdicil ver que o grau de Lindelof de um espaco topoldgico X é
hereditdrio para subconjuntos fechados de X, i.e., se FF C X ¢ fechado, entao L(F) <
L(X). De fato, se {UNF : U € U} é uma cobertura aberta de F' com U aberto em X
para cada U € U, entao U U{X \ F} é uma cobertura aberta de X, logo admitiria uma

subcobertura de cardinalidade menor ou igual a L(X).
Definicao 2.1.13. O grau de Lindeldf fraco de X é o cardinal definido por
wL(X) =min{k € CARD :YU € Ox3IW CU(W| <k AN UW=X)}.

Em outras palavras, wL(X) € o menor cardinal tal que toda cobertura aberta U

de X contém uma subfamilia W de uniao densa tal que |W| < k.
Definicao 2.1.14. Dado p € X, o cardter local de p em X € o cardinal definido por
X(X,p) = min{|B| : B é uma base local para X em p} + Ny.
O cardter de X € o definido como
X(X) = sup{x(X,p) : p € X}.

Em outras palavras, o cardter é o menor cardinal infinito k tal que todo ponto de
X admite uma base local de cardinalidade menor ou igual a k.
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Definicao 2.1.15. Dado p € X, a tightness de X em p € definida por

t(p, X) = min{k € CARD : para todo Y C X comp €Y, eviste ACY com |A| <k e
pe Al

A tightness de X € definida por
t(X) = sup{t(p, X) : p € X}.
Alternativamente, também podemos definir a tightness de X como
t(X) =min{k € CARD :VY C X(Y = U{A: A€ [Y]="})}.

Definigao 2.1.16. Seja (X, 7) um espago Ty e p € X. Uma pseudo-base local para X em
p € uma familia V de abertos tal que (\V = {p}. O pseudo-cardter local de X em p,
denotado por ¥(X,p) € a menor cardinalidade de uma pseudo-base local de X em p. O
pseudo-cardter de X € dado por (X)) = sup{v(X,p) :p € X}.

Defini¢ao 2.1.17. Se (X, 7) € um espaco topoldgico Hausdorff e p € X, o pseudo-

cardter fechado local de X em p ¢ o cardinal 1.(X,p) = min{|]A|: AC1e NV =
VeA
{p}}. O pseudo-cardter fechado de X ¢é o cardinal .(X) = sup{v.(X,p) : p € X}.

E quase imediato observar que o tightness é limitado superiormente pelo carater

e que, em espacos 17, bases sao pseudo-bases, donde o pseudo-carater também é limitado

superiormente pelo carater.
Lema 2.1.18. Se X é T}, entao (X)) - t(X) < x(X).

Demonstra¢ao. Sejam z € X e B uma base local para X em z com |B| < x(X). Se X é
T1, entao 1.2.17 garante que (| B = {z}, logo B é uma pseudo-base e (X)) < |B| < x(X).

Dados A C X e p € A, se B ¢ uma base local para X em com |B| < x(X), entdo
podemos tomar um ponto pg € AN B para cada B € B. Dai, p € AN B, pois dada uma
vizinhanca U qualquer de p, existe B € B tal que B C U, donde pp € ANBCANU e
ANU é nao-vazio. O

O lema a seguir foi adaptado de [14], em que Hodel prova uma versao para espagos

de Urysohn com uma funcao cardinal possivelmente menor que L(X).

Lema 2.1.19. Seja X um espa¢o Hausdorff. Entao v¥.(X) < ¢(X) - L(X).
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Demonstragao. Sejam (X)) - L(X) = k, z € X e {V, : @ < k} uma pseudo-base para

X em z. Fixe oo < K e considere H = X \ V,,. Para cada y € H, sejam Uy, V), abertos

disjuntos tais que z € U, e y € V. Como {V, : y € H} é uma familia de abertos que

cobre H, H é fechado e L(X) < &, entao existe A € [H|=" tal que {V, : y € A} ainda

cobre H. Note que se p € V,, entdo p ¢ Vy, pois V,, é uma vizinhanca de p disjunta de

U,. Dessa forma, () U,) N (U V,) =0, donde (N U,) N H =0, logo N U, C V,. Em
yEA yeA yeA

yeA
outras palavras, para cada a < k, existe uma familia U, de abertos tal que [ U C V,
UUa
e |U,| < k. Logo, tomando U = |J Uy, tem-se |[U| < ke U C (N Va = {z}, logo
a<lk veldd a<k
Ve (X) < k. m

Definicao 2.1.20. Dizemos que C C 7\ {0} é uma familia celular se UNV =) para
todos U eV elementos distintos de C.

Lema 2.1.21. Seja P a ordem das familias celulares de X ordenada pela inclusao. Entao

U € P € mazimal se, e somente se possui uniao densa.

Demonstracao. Se U € P é maximal, entao dado U aberto nao-vazio de X, se U € U,
entdo U intersecta | JU em si mesmo. Por outro lado, se U ¢ U, entdo {U} UU estende
propriamente U/, logo nao ¢ uma familia celular, donde U NV # ) para algum V € U,
logo U intersecta (JU.

Por outro lado, se U € P possui uniao densa, entao dado U um aberto nao-vazio
de X tal que U ¢ U, UNJU # 0, logo existe V € U tal que U NV # (). Portanto,
nenhuma extensao propria de U pode ser uma familia celular, donde I/ é maximal em P.

m

Definicao 2.1.22. A celularidade de X ¢ definida por
c(X) = sup{|A| : A é uma familia celular} + N,.

Proposicao 2.1.23. Se V é uma familia de abertos de X, entao existe uma subfamilia

W CV tal que W| <ce(X) e UV CUW.

Demonstracao. Seja G o conjunto de todos os abertos nao-vazios de X que estao contidos
em algum elemento de V. P = {A : A C G & uma familia celular}, pelo Lema de
Zorn, podemos tomar M € P maximal. Para cada O € M, podemos tomar Vp € V
tal que O C V. Assim, se W = {Vp : O € M}, entao W C V, [W| < M| < ¢(X)
e UV € UW. Para este ltimo, note que se houvesse um aberto V' C |JV disjunto de
UW, entao teriamos V NU # () para algum aberto U € Ve M C MU{V NU} € P,

contradizendo a maximalidade de M. O
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Um corolario imediato dessa proposigao é que wL(X) < ¢(X), se V é tomada
como uma cobertura aberta.

A referéncia para as defini¢oes e resultados a seguir ¢ [10]. Essa ¢ a primeira
aplicagao de submodelos elementares a ser apresentada na dissertacao, e essa técnica seré

mais explorada a partir da secao 2.2.

Definicao 2.1.24. Uma network para X é uma familia de subconjuntos N tal que, para

todo x € X e toda vizinhanca aberta U de x, existe N € N tal que x € N C U.

Definicao 2.1.25. O network weight de X é definido por
nw(X) = min{|N| : N € uma network para X} + N,.

Lema 2.1.26. Sejam X,Y espacos topoligicos e f : X — Y uma sobrejecao continua.
Entao nw(Y) < nw(X).

Demonstracao. Seja N uma network para X com |N| < nw(X). Vamos mostrar que
N'"={f[N]: N € N'} é uma network para Y. De fato, dados y € Y e uma vizinhanga V
de y, temos que f~[V] é um aberto de X, ja que f ¢ continua. Dai, fixamos € X tal que
f(x) =y e tomamos N € N tal que z € N C f~![V]. Portanto, y € f[N] C f[f[V]]
e, como f é sobrejetora, f[f~![V]] = V. Portanto, A7 ¢ uma network de Y, donde
nw(Y) < [N < |N| < nw(X). O

Lema 2.1.27. Se X ¢ um espago topoldgico compacto Hausdorff, entao w(X) = nw(X).

Demonstracao. Sejam 7 a topologia de X e # um cardinal regular e nao-enumeravel tal
que (X,7) € H(#), assim como P(P(X))) € H(A). Sejam N uma network de X com
IN| =nw(X)=reM =< H(0) tal que k+ ITUNU{N, X, 7} C M, [M]<* C M e |M]| = k.
Mostraremos que 7 N M é uma base para X.

De fato, dados um aberto U de X e p € U, para cada ¢ € X \ U, existem
abertos U,, V, disjuntos tais que p € U, e ¢ € V. Como N é uma network de X, existem
Ay, By e N taisquepe A, C U, eqe By CU,. Dai,

H) = 3Jry,zo € m(ri Ny =0ANA, C a1y A B, C x9).
Como 7,0, A,, B, € M, temos por elementaridade que
ME3r, e erm(riNeg=0NA, C a1 A B, C ).

Portanto, existem U, V] € TNM tais quep € A, C U; eq € B, C V. No entanto,
ainda ndo temos garantia de que U; C U. Por outro lado, como X'\ U é compacto, existem
m<we{y,:n<m}pCX\Utalque X\UC (JV,,donde U' = U, <U.

n<m nm
Como {U,, : n < m} éum subconjunto finito de M e [M]<“ C M, entao esse subconjunto
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também é um elemento de M. Portanto, U’ = ({U, :n<m} eTNMnNepelU CU,
donde TN M é uma base para X, cuja cardinalidade ¢ limitada por |[M| =k = nw(X). O

Teorema 2.1.28 (Arhangel’skii). Sejam X e Y espacos compactos e Hausdorff. Se existe

uma fungao continua de X em 'Y sobrejetora, entdo w(Y) < w(X).

Demonstra¢ao. Pelo lema anterior, w(Y) = nw(Y) e w(X) = nw(X), e ja vimos que a de-
sigualdade nw(Y') < nw(X) vale em geral, pois fun¢des continuas sobrejetoras preservam

networks. O

2.2 Aplicacoes de submodelos elementares

2.2.1 Resultados classicos de combinatoéria infinitaria

Para ilustrar a aplicabilidade da técnica de submodelos elementares, iniciaremos
essa secao provando alguns resultados classicos em combinatoria infinita utilizando essa
ferramenta. Primeiro, apresentaremos duas versoes do Lema dos A-sistemas, que possui
diversas aplicacoes na teoria de forcing. As provas desses resultados seguem as apresen-

tadas por Soukup em [19].

Definigao 2.2.1. Um conjunto X é um A-sistema se existe um conjunto c tal que aNb = ¢

para todos a,b € X distintos. Nesse caso, ¢ é chamado de raiz do A-sistema X.

Teorema 2.2.2 (Lema dos A-sistemas). Se A é uma familia nao-enumerdvel de conjuntos

finitos, entao A contém um A-sistema ndao-enumerdvel.

Demonstracao. Vamos supor, sem perda de generalidade, que A C w; para todo A €
A. Dai, tomamos 6 um cardinal regular grande o suficiente e um submodelo elementar
M < H(9) tal que w+ 1U{A} C M e |M| =R,. Como A é nao-enumeravel, podemos
tomar A € A\ M. Dai, definindo D = M N A, como w C M, segue que [M]<¥ C M, logo
D € M, pois D é um subconjunto finito de M. Note que H(0) = Jx(x € AAND C z), pois
A€ Ae D C A. Por elementaridade, como D e M e A€ M, M = Jz(xr € AND C x).
Portanto, existe B € M tal que B € Ae D C B. Dai, {A, B} ¢ um A-sistema de raiz
D,pois DCANBCANM =D (B C M pois, como w—+ 1 C M, M é transitivo para

enumeraveis). Tomamos, entao,
P={BCA:Béum A-sistema de raiz D}.
Como A e D sao elementos de M, P também o é, pois
HO)E3IIxVyex(yC AANYw,z € y(w # z > wNz=D))).
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Por elementaridade, temos
MEJx(Vyex(y CAANVw, 2z € ylw# 2z — wNz=D))).
Pelo lema de Zorn, P possui um elemento maximal, logo
H(0) & Jx(z é um elemento C-maximal de P).
Dai, pelo critério de Tarski-Vaught, existe B € M tal que
H(0) = B é um elemento C-maximal de P.

Afirmacao: B é nao-enumeravel.

De fato, se B fosse enumeravel, como B € M e w € M, teriamos B C M pelo
Lema 1.4.16. Dai, poderiamos definir C = BU {A}, e dado B € B, temos D C AN B C
ANM =D. Como BC Me A¢ M, C éum A-sistema de raiz D que é uma extensao

propria de B, contradizendo a sua maximalidade. O

Em geral, essa versao do Lema dos A-sistemas é o suficiente para a maioria das

aplicacoes, mas ainda podemos provar uma versao um pouco mais precisa.

Lema 2.2.3. Se k,0 sao cardinais requlares nao-enumerdveis e k < 0, entao para todo
AC H(O) com |A| < k existe M < H(O) com AC M, |[M| <k eMNk € k.

Demonstracao. Vamos utilizar recursivamente o Teorema de Lowenheim-Skolem. Primei-

ramente, tomamos My < H(0) com A C My e |My| = |A]- Ry < k. Agora, dado n < w, se

M, esta definido com |M,,| < ke M,,, C M, para todo m < n, definimos a,, = sup(M,Nk).

Como k é regular e |M,| < k, entdo «, < k. Dai, tomamos M, 1 < H(0) tal que

M,Ua, € M, e |M,1| = |M,||an| < k. Portanto, se M = |J M, entao M < H(0)

e M NK=supaq, € K, pois Kk é regular. " O
n<w

Teorema 2.2.4. Se k € um cardinal de cofinalidade ndo enumerdvel e @ = cf(k), entdo

toda familia de conjuntos finitos de cardinalidade k contém um A-sistema de cardinalidade

6.

Demonstracao. Seja A C [k]<“. Tome A um cardinal regular grande o suficiente e M <
H(\) tal que A€ M, M| <0, M[*<*C MeMn6Oech. Como |A=r>0e|M =0,
existe A € A\ M. Tomando D = M N A, como [M]<¥ C M, D € M. Dai, como no Lema

dos A-sistemas,
H(\) E 3B(B C A é um A-sistema que de raiz D maximal).
Por elementaridade, como D e A sdo elementos de M, existe B € M tal que

M E B C A éum A-sistema de raiz D maximal.
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Novamente por elementaridade, B é de fato maximal entre os A-sistemas de raiz
D contidos em A.

Afirmagao: |B| > 6.

Supondo por absurdo que |B| < 6, como B € M, temos |[B] € M e, como
Mn6Oed, |Bl C M,logoBC M. Dessa forma, se consideramos C = B U {A}, entao
BCCedado BeB, DC BNACMNA=D. Portanto, C é um A-sistema de raiz D

que estende B propriamente, contradizendo sua maximalidade. O

Definigao 2.2.5. Seja A um conjunto e C uma cobertura de A. Dizemos que C é ponto-

enumerdvel se, para todo a € A, {C € C:a € C} é enumerdvel.

Em [7], Dow provou o conhecido Teorema de Miscenko para espagos enumeravel-

mente compactos T} com uma aplicacao de submodelos elementares.

Proposicao 2.2.6. Se (X, 1) € um espago topoldgico que possui uma base ponto-enumerdvel,
B ¢ uma base qualquer de X e M € um submodelo elementar de H(0) para 0 regular grande
o suficiente com (X,7),B € M, entao BN M contém uma base local para cada ponto de
XNM.

Demonstracao. Seja M < H(0) com (X, 7),B € M. Como

H(9) = (X, 7) possui uma base ponto-enumeravel,
por elementaridade, existe C € M tal que

M = C é uma base ponto-enumeravel para (X, 7).

Novamente por elementaridade, C é de fato uma base ponto-enumeravel para X.
Agora, sejamxeXﬁ—MeC'EC. Tome U € BeW € C taisquex € W C U C C,
que existem pois cada um desses conjuntos contém bases locais para X em z. Como
x € X N M, podemos tomar y € W N M. Como y,C € M, entdo {C €C:y € C} € M.
Como C é ponto enumeravel e w +1 C M, entdo {C € C : y € C} é enumerével e
{CelC:yeC} C M. Como C e W sao elementos desse conjunto, tem-se em particular
que C,W € M. Além disso, como U € Be W C U C C, segue que

Portanto, existe V € BN M tal que z € V C (|, logo BN M contém uma base

local para X em z. O
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Proposicao 2.2.7. Sejam (X, 7) um espaco enumeravelmente compacto Ty, B uma base
de X e M um submodelo elementar de H(0) para 6 regular grande o suficiente tal que
(X,1),Be M e|M|=2Xy. Se BNM nao é uma base para X, entdo existe z € X N M

tal que BN M nao contém uma base local para X em z.

Demonstracao. Vamos assumir que X N M nao é denso em X, pois caso contririo a
conclusdo é imediata. Seja x € X\ X N M e suponha por absurdo que BN M contém uma
base local para todo elemento de X N M. Logo, para cada y € X N M, existe um aberto
U, € BNM tal que z ¢ Uy, e como BN M contém uma base local para y, podemos tomar
uma cobertura U C BN M de X N M que nio cobre z. Como X N M é enumeravelmente
compacto e U é uma cobertura enumeravel desse espaco, existe uma subcobertura finita
W CU. ComoW C M e W é finito, entdo W € M e M = Vr; € X3xg € W(x; € x9),
mas H(0) E VYxy € W(z ¢ z3), contradizendo a elementaridade de M em relagdo a
H(0). m

Combinando essas duas proposicoes, chegamos ao célebre teorema de Miscenko:

Teorema 2.2.8 (Miscenko, 1962). Seja (X, 7) um espago T) e enumeravelmente com-

pacto. Se X possui uma base ponto-enumerdvel, entao X possui uma base enumerdvel.

Demonstracao. Se X possui uma base ponto-enumeravel, tomamos um cardinal regular
0 grande o suficiente e M < H(0) com (X, 7) € M e |M| = RNo. Dai, 7N M contém uma,
base local para cada ponto de X N M. Como X é enumeravelmente compacto e T}, entdo
pela proposicao 2.2.7, 7N M é uma base para X. Como M é enumeréavel, 7N M também

0 é, e concluimos que X admite uma base enumeravel. O

2.2.2 Limitantes para a cardinalidade de espagos topolégicos

Nesta subse¢ao, serao provados o célebre teorema de Arhangel’skii, assim como
os teoremas de Hajnal e Juhész sobre a cardinalidade de determinadas classes de espacos
topologicos. A redacdo das demonstracoes é original, mas foi inspirada pelas provas
apresentadas por Hodel em [13] que utilizavam o método de closing-off de Pol e Sapirovskii.

Os textos que abordam submodelos elementares, como por exemplo [10], costu-
mam apresentar provas da versao enumeravel do Teorema de Arhangel’skii (para espagos
primeiro-enumeréveis compactos ou de Lindel6f), mas nessa disserta¢ao foram utiliza-
dos filtros para generalizar a convergéncia de sequéncias que normalmente é utilizada em

espacos primeiro-enumeraveis.

Teorema 2.2.9 (Arhangel’skii, 1969). Se X ¢ Hausdorff. Entio |X| < 28X,

44



CAPITULO 2. A TEORIA DE INVARIANTES CARDINAIS E ALGUNS
TEOREMAS CLASSICOS

Demonstragao. Sejam (X, 7) um espago topologico Hausdorff, kK = L(X) - x(X) e 6 um
cardinal tal que (X,7) € H(A) e f € H(0), onde  é uma fun¢ao que a cada x € X as-
socia (3., uma base local para z de cardinalidade menor ou igual a . Seja M submodelo
elementar de H(6) tal que |M|=2" (X,7) e M, B € M, M|** C M er+1C M.

Afirmacao 1: X N M é um subespaco fechado de X.

Tome x € X N M. Como t(X) < x(X) < k, existe Y C X N M tal que [Y| < &
excY. Como [M]S" C M,Y € M. Além disso, x € Y se, e somente se, B={UNY :
U € B.} é base de um filtro que converge para x. Como UNY C Y para todo U € 5,,
entdo [UNY|<keUNY € M para todo U € 3., donde B € M, ja que |B| < |5;] < k.

Dai, obtemos:

H(0) | B ¢é base de um filtro que converge para x.

Em particular,
H(0) = B é base de um filtro que converge em (X, 7).

Como B € M e (X, 1) € M, por elementaridade,

M = B é base de um filtro que converge em (X, 7).
Portanto, existe y € X N M tal que

M |= B é base de um filtro que converge para .

Novamente por elementaridade,

H(0) = B é base de um filtro que converge para y.

Como B gera um fnico filtro, que por sua vez converge simultaneamente para x
e para y, entao x = y pois X é Hausdorff. Portanto, xt € XN M, donde X "M = XN M,
i.,e., X N M é um subconjunto fechado de X.

Afirmagao 2: XN M = X.

Suponha por absurdo que existe z € X \ M. Para cada y € XN M, tome U, € 3,
tal que x ¢ U,. Como X N M é fechado, L(X N M) < k, logo existe {y, : a < k} tal
que {U,, : o < K} cobre X N M. Note que, como 3 € M, entdo 5, € M para todo
y e XNM,ecomo |3 <k, B, C M para todo y € X N M. Como M é r-fechado,
{Uy,, : @ < k} € M. Portanto:

M = {U,, : @ < Kk} cobre X.

Por elementaridade,
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H() = {U,, : « < K} cobre X.
No entanto, isso ¢ uma contradicao pois
H) EVa < k(ze X\U,).

Dai, podemos concluir que X N M = X, donde X C M e | X| < |M| < 2%,
[l

Em particular, o teorema de Arhangel’skii respondeu uma pergunta que estava
em aberto ha mais de 40 anos, que era se todo espago T, compacto e primeiro-enumeravel
teria sua cardinalidade limitada por 2%. Arhangel’skii provou que, para X regular, | X| <

LX) Y(X)HX) " esse resultado foi posteriormente provado para espacos Ty por Sapirovskii.

Teorema 2.2.10 (Arhangel’skii, Sapirovskii; 1974). Se X ¢é Hausdorff, entao |X| <
LX) B(X)4(X)

Demonstra¢ao. Sejam (X, 7) um espaco topologico Hausdorff, k = L(X) - (X)) - ¢(X), 6
um cardinal grande o suficiente e M um submodelo elementar x-fechado de H(#) tal que
X,reM,k+1C Me |M|=2"

Afirmacao 1: X N M é um subespaco fechado de X.
Tome v € X N M. Como t(X) < k, existe Y C XN M tal que |Y| < kexz €Y.
Como M é k-fechado, Y € M. Além disso, como L(X) - (X)) < &, entdo .(X) < Kk e

existe uma familia I/ de vizinhancas de z tal que |J U = {«}. Inicialmente, ndo podemos
veu

dizer que U € M ou que U C M, mas sabemos que, para todo U € U, z € Y NU. De
fato, dados V' vizinhanca de x e U € U, V N U ¢é uma vizinhanca de x. Como V NU ¢
uma vizinhanga de z e x € Y, entdo VN (UNY) = (VNU)NY # (). Portanto, para
todo U €U, tem-se que YNU C M e |[YNU|<|Y| <k, logoYNUEMeYNUEM.
Definindo W = {YNU : U c U} C M, tem-se W C M, [W| < |U| < k e M k-fechado,
logo W € M. Além disso, {z} = [ W. Segue que

H(0) = Jxe € X (Va1 € W(25 € 27)),
e como X, W € M, por elementaridade,
M = 3Jzy € X(Va; € W(x2 € 21)).
Portanto y € (W para algum y € M, e como (W = {z}, entdox =y ex € M.

Dessa forma, X "M = X N M e X N M é fechado.

Afirmacgao 2: XN M = X.
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Suponha por absurdo que existe z € X \ M. Para cada y € X N M, existe uma
pseudo-base {U(y, ) : @ < k} para X em y, que podemos supor ser um elemento de M por
elementaridade (em particular, U(y, a) € M para todo y € X N M e todo a < k). Logo,
para cada y € X N M, existe o, < & tal que = ¢ U(y, o). Dai, {U(y, ) : y € X N M}
¢ uma familia de abertos que cobre X N M. Como X N M é fechado, L(X N M) < k
e existe A C X N M com |A| < & tal que {U(y,a,) : y € A} cobre X N M. Como
{U(y, o) :y € A} C M e |A| <k, entdo {U(y, ) : y € A} € M. Portanto,

M E{U(y,a,) : y € A} cobre X.
Como X e {{U(y, ) : y € A}} sao elementos de M, por elementaridade,
H() ={U(y,ay) : y € A} cobre X.

No entanto, isso ¢ uma contradigdo, pois * ¢ U(y, o) para todo y € X N M.
Dessa forma, X N M = X, o que implica |X| < |M| = 2~. ]

Vale observar que essa prova também serviria para o enunciado original do teo-
rema de Arhangel’skii, ja que (X)) - t(X) < x(X) para X T.

Outros resultados que combinam uma funcao cardinal global com uma local para
limitar a cardinalidade de espacos topologicos sao os teoremas de Hajnal-Juhész para
espacos Ty e 11, publicados poucos anos antes do teorema de Arhangel’skii. A seguir,
apresentaremos demonstracoes para esses resultados utilizando submodelo elementares.
O primeiro deles se aplica a espacos de Hausdorff, assim como o teorema de Arhangel’skii,
e limita a cardinalidade desses espacos com base na sua celularidade e seu carater. O
segundo se aplica a espagos 71, e curiosamente utiliza uma funcao cardinal possivelmente
maior e outra possivelmente menor do que o primeiro resultado, o spread e o pseudo-

carater.
Teorema 2.2.11 (Hajnal, Juhasz; 1967). Se X é Hausdorff, entdo |X| < 2¢(X)x(X)

Demonstragao. Sejam r = c(z) - x(X), # um cardinal regular grande o suficiente e
M < H(0) tal que X,7 € M, Kk +1 C M, M é r-fechado e |[M| = 2%. Além disso,

para cada = € X, seja V, uma base local para X em x tal que |V,| < k.

Afirmagao: X N M = X.

Suponha por absurdo que existe p € X \ M. Seja {U, : @ < k} uma base local
para X em p. Para cada o < k, seja W, ={V er: VeV, z € XNMVNU, =0}
Como X ¢ Hausdorff, para cada x € X N M e cada a < k, existe V € W, tal que
x € V. Pela proposicao anterior, para cada o < k, existe G, C W, tal que |G,| < K e
UW., C m Note que para todo x € X N M tem-se V, € M, logo W,, C M para todo
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a < Kk, donde G, C M e |G,| < k. Como M é k-fechado, G, € M para todo o < k.
Portanto, XN M C | W, C | G, ie.,

a<k a<k

M E={JG. : a <k} cobre X.
Por elementaridade,
H) ={UG, : a < K} cobre X.

No entanto, p ¢ |JG, para todo a < k, pois |JG, NU, = 0, 0 que é uma
contradicao. Portanto, X N M = X. O]

Para provarmos o teorema de Hajnal e Juhasz para espacos 1}, precisamos de um

resultado intermediario:

Proposigao 2.2.12 (Sapirovskii). Seja U uma cobertura aberta de um espago topoldgico
X com s(X) < k. Entio exvistem AC X eV CU tal que [V|-|A|<reX=AUUV).

Demonstracao. Suponha por absurdo que nao. Portanto, existe uma cobertura aberta U
tal que, para cada A C X com |A| < k e toda subfamilia V C U com |V| < k, existe
r e X\ (AU (JV)). Daqui, procedemos por inducdo. Supondo que para cada a < &+
construimos um conjunto {zg : f < a} de pontos de X e {Vz : f < a} C V tal que

g € Va\({xwrv<ﬁ}U(UBVﬁ)), temos que [{zg: f < ajf <rel[{Vp:f <a}f <k,

logo podemos tomar z, € X tal que z, ¢ (U V3) U ({z5: 8 <a})). Como V é uma
B<a
cobertura aberta de X, podemos tomar algum V, € V tal que z, € V,, donde z, €

Vo \ ((6U V) U ({zs: f <a}))

<«

Portanto, por inducao transfinita, podemos realizar essa construcao para obter
{zo : @ < kT}. No entanto, V, N {z, : @« < k7} = {z,}, logo X contém um conjunto

discreto de cardinalidade ™, contradizendo s(X) < k. O
Teorema 2.2.13 (Hajnal, Juhasz; 1967). Se X é um espaco T}, entdo | X| < 25@)¥(X),

Demonstragao. Seja s(X)-19(X) = k. Tome 6 grande o suficiente e considere um submo-
delo elementar M < H(0) tal que X, 7 € M, [M]=F C M ¢ |M| = 2",

Afirmagao: XN M =X
Suponha por absurdo que existe p € X\ M. Como ¢(X) < k, existe {F,, : @ < K}
tal que X \ {p} = |J F,. Para cada o < k, seja G, = F, N M, e, para cada = € G,,

a<k
tome U,, € M tal que v € U,, e p ¢ U,,. Essa vizinhanca existe pois, para cada

xr € M, podemos tomar uma pseudo-base V, € M para X em x com V, < K, ja que, por
elementaridade, M = ¢(X) = k. Além disso, como x + 1 C M por M ser x-fechado e

V.| < &k, temos V, C M.
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Comop ¢ M,entao XNM = (X\{ph)"M=(U F.)NM = (F.NM)=
a<k a<k
U Ga- Aplicando a proposicdo 2.2.12 ao espago G, e a cobertura {U,, : v € G,},

a<k

existem X,,Y, C G, tais que G, C X,U(U{U,0 : 7 € Yo }). Como Vo € M e |Y,| < &,
entdo {U, o : @ € Y} € M. Como X, C M e |X,| < k, entdo X, € M, donde X, € M
e entao X, U (U{U,o : € Y,}) € M, pois M satisfaz o axioma do par. Por fim,
U XU (U{Upa T €Y} < k) €EM.

a<k

Como XN M= |J Goe Gy CXoU(U{Usu:z €Y,}), entdo

a<k

MEXCUXsU(U{Usa:x €Ya})

a<k
Por elementaridade,

HO) EX C U XaU(U{Usa: 2 € Ya}).

a<k

Como p ¢ U,, para todo a < k e todo = € Y,, resta p pertencer a X, para
algum «a < k. Por outro lado, X, C G, C F, e F, é um subconjunto fechado de X, logo
X,CF,ep¢F, donde p ¢ X, para todo a < e chegamos numa contradicio.

Dessa forma, temos X N M = X, donde | X| < |M| = 2". O

Um teorema classico que generaliza simultaneamente os teoremas de Arhangel’skii

e Hajnal-Juhész na classe dos espacos normais é o seguinte por Bell, Ginsburg e Woods:

Teorema 2.2.14 (Bell, Ginsburg, Woods; 1978). Se (X,7) é normal, entio |X| <
GWL(X)x(X)

Demonstragao. Seja k = wL(X) - x(X). Sejam 6 grande o suficiente e M um submodelo
elementar r-fechado de H(f) tal que X, 7€ M e |M| = 2".

Afirmagao: X N M = X.

Como M é k-fechado e x(X) < k, entdo X N M ¢é fechado, vide a prova do
teorema de Arhangel’skii.

Agora, suponha por absurdo que existe p € X \ M. Como X é normal, em
particular é regular, logo existe um aberto U de X tal que XN M C U ep ¢ U. Como
H(0) &= x(X) < Kk, entao M = x(X) < &, logo para todo = € X N M, existe uma base
local V, € M para X em x com |V,| < k, donde V, C M. Tomando G = {V : V C
UANIJzeXNMUVeV,)}eG=G, temos que XNM C Gep¢G. Como XNM
é fechado, G é aberto e X & normal, existe um aberto H tal que XN M C He H C G.
Dai, G U{X \ H} é uma cobertura aberta de X, e como wL(X) < k, existe W C G com
IW| < k tal que X = [ JWUX \ H. Como XNMNXNH =0, entdo XNM C UW. No
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entanto, W C G C M e [W| < k,logo W e M. Como XNM CJW,dadox € XNM e
uma vizinhanca V' de z que estad em M, existe W € W C M tal que VNW # (). Portanto,

HO) E=3dri(x, €V A 2y e W).
Por elementaridade,
ME3Jx(zy €V AN € W).
Portanto, conclui-se que
M EVr, € X(Vry € 7\ {0} (21 € 25 — Jxs € W(xo Ny # 0))).
Novamente por elementaridade,
H(0) EVr, € X(Vry € 7\ {0} (21 € 20 — T3 € W(aa Ny # 1))).

Em outras palavras, X C [JW. Com isso, chegamos numa contradi¢do, pois

p& G D UW, e concluimos que nio pode valer X \ M # 0. ]
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Capitulo 3

Resultados recentes

3.1 O jogo de Rothberger e variacoes

Apesar do resultado de Gorelic sobre a consisténcia da existéncia de espaco de
Lindeldf com pontos Gj de cardinalidade 2™, com 2™ arbitrariamente grande, ainda,
houve tentativas de obter respostas parciais para a pergunta de Arhangel’skii. Em [21],
Tall definiu a nocao de espagos indestrutivelmente Lindelof, que sao espagos de Lindelof
que nao deixam de ser Lindelof sob forcing enumeravelmente fechado. Em [17], os autores
observaram que, para um espaco X que ja é de Lindeldf, ser indestrutivelmente Lindel6f
¢ equivalente & inexisténcia de estratégias vencedoras para UM em G7*(Ox,Ox). Além
disso, os autores também observaram que uma propriedade um pouco mais restrita, a
existéncia de estratégia vencedora para DOIS no mesmo jogo, podia substituir a hipotese
de ser Lindel6f para limitar a cardinalidade de espacos com pontos Gs. No seu artigo,
os autores provaram a versao enumeravel do seguinte teorema, mas a demonstracao é

facilmente generalizada para qualquer cardinal x.

Teorema 3.1.1 (Scheepers-Tall, 2010 [17]). Se k € um cardinal e (X,T) é um espaco
tal que ¥(X) < k e DOIS tem uma estratégia vencedora no jogo G5 (Ox,Ox), entio
| X| < 2~

Demonstragao. Para cada x € X, fixe {U,(z) : @« < k} uma pseudobase de para z.

Afirmacao 1: Se ¢ ¢ uma estratégia para DOIS (nao necessariamente vencedora) e
(U : B < «) & uma sequéncia de coberturas com a < k7, existe x € X tal que para toda
vizinhanga U de x, existe uma cobertura aberta U de X tal que p(({Us : f < a)"U) =U.

Supondo por absurdo que a afirmacao nao seja verdade, entao existe uma estraté-
gia ¢ para DOIS e uma sequéncia (Us : f < a) com a < k™ tal que para todo z € X, existe
uma vizinhanga U, de x tal que, para toda cobertura U de X, o((Us : f < a)"U) # U,.
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Em particular, isso vale para U = {U, : * € X}, mas o((Us : § < a)"U) € U, logo
o({Us : < a)~U) = U, para algum = € X, o que contradiz nossa suposigao sobre U,.

Agora, seja ¢ uma estratégia vencedora para DOIS em G’f+(OX,(9X). Use a
afirmacao 1 para tomar xy considerando a sequéncia vazia de coberturas abertas e, para
cada a < K, tome U,y como uma cobertura tal que p((Uy)) = Ua(p).

Em geral, dado a < kT, assumindo que para cada sequéncia f € |J Pk e para
B<a
cada v < k foram tomados pontos z; € X e coberturas abertas Uy~ de X tais que para

todo B < «, f € Pk e todo v < &,

e(Upis 6 < B) (Up~4)) = Uy (xy),

dada g : @ — K qualquer, usamos a afirmacao 1 aplicada & sequéncia (Uy,.p<q) para

tomar z, € X e, para cada v < K, U;~~ como a cobertura aberta que satisfaz

90(<ugha 1B < O‘>Aug““/) = Uw<x9>-

Portanto, ao fim da induc¢ao, teremos construido xy e Uy~s para todo f € <

e todo & < k satisfazendo

90(<Ufrﬁ DB <) Up~y) = Uy (zy).

Afirmacao 2: X ={a;: fe | °k}
a<rt
Suponha por absurdo que existe p € X \{zs: f € |J *x}. Como p # xp, existe
a<wkt

ag < k tal que p ¢ U,,(2p), logo podemos supor que UM comega jogando U,y e DOIS
é obrigado a responder com Uy, (xp). Novamente, p # x(4,), logo existe a; < & tal que
P & Ua, (T(ag)), logo UM joga Uny.ayy € DOIS joga de acordo com ¢, respondendo com
Uay (7(apy). Em geral, supondo que UM jogou (Uyy, : B < ) até a y-ésima rodada, entdo
p # xy, logo existe a, < k tal que p & U, (vy) e UM pode jogar U~ , donde DOIS
responde com U, (zf). Dessa forma, construimos uma partida de Gr (Ox,Ox) em que
DOIS joga de acordo com ¢ mas nao vence, pois p nao é coberto por nenhuma de suas

jogadas, o que contradiz o fato de ¢ ser uma estratégia vencedora.
Portanto, X = {zy: f € U ®*k},donde [X| <| U %k|= > kF=rT 2=
a<wrt a<rt a<rt
2% ou seja, | X| < 27, O
Curiosamente, as hipoteses do caso enumerével desse teorema nao incluem o es-
paco ser de Lindeldf, pois a existéncia de estratégia vencedora para DOIS em G7*(Ox, Ox)
apenas implica que L(X) < Ny, mas de certa forma a propriedade definida em termos do
jogo de Rothberger em w; rodadas se apresenta consideravelmente mais forte do que ser

de Lindel6f no quesito de limitar a cardinalidade do espaco.
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Em [5], Angelo Bella e Santi Spadaro provaram duas versdes do teorema de
Scheepers e Tall sobre o jogo de Rothberger, dessa vez relacionadas a versoes mais fracas
da propriedade de Lindel6f, mas com invariantes cardinais mais "fortes"do que o pseudo-
carater.

Nesta dissertacao, optou-se por uma redacao propria da prova do teorema 3.1.2
que difere da que foi apresentada em [5], mas a demonstracao de 3.1.4 foi mantida de
acordo com a referéncia. A mudanca foi devida ao fato de que as duas demonstracoes
seguiam a mesma ideia e esta pareceu uma oportunidade interessante de ilustrar como

submodelos elementares podem simplificar algumas demonstracoes.

Notacdo. Se (X,7) é um espaco topoldgico, denotamos por Ox o conjunto das familias

de abertos U tais que X = |J U.
veu

Teorema 3.1.2 (Bella, Spadaro; 2015 [5]). Seja X um espaco topoldgico tal que 1.(X) <
k. Se DOIS possui estratégia vencedora em G5 (Ox, Ox), entio | X| < 2°.

Demonstragdo. Seja P5(X,T) o jogo disputado em k rodadas entre os jogadores UM e
DOIS em que, na a-ésima rodada, UM joga um ponto x € X e DOIS joga uma vizi-
nhanca aberta U de x. UM vence uma partida em que DOIS jogou {U, : a < Kk} se
U{U, : @ < k} cobre X. Caso contréario, DOIS vence. Nas linhas do Teorema 1.3.10, é
facil ver que P5(X, ) e G5(Ox,Ox) sao duais.

Agora seja ¢ uma estratégia vencedora para UM em Pg+ (X, 7), 0 um cardinal regular
grande o suficiente e M < H(#) tal que 7, X, 0o € M, k+1 C M, [M|s* C M e |M| = 2~.

Afirmacgao: X N M = X.
Suponha por absurdo que existe p € X \ M. Para cada ¢z € X N M, seja

{Ua(7) : @ < k} € M uma familia de vizinhangas abertas de x tal que {z} = [ U,(x).
a<k

Como k+1 C M, {Uy(z) : @« < k} € M para todo z € X N M. Agora, vamos jogar
um jogo de Pg+ (X,7) em que UM joga de acordo com ¢, mas ainda perde. Considere
o = ¢({)). Como ¢, () € M, entdo xy € M. Dai, como p ¢ M, existe ag < k tal que
p & Uy, (x0). Entdo, DOIS pode jogar Uy = Uy, (o), que esta em M pois 2o € M. Em
geral, supondo que DOIS jogou (Us : B < ) até a y-ésima rodada de forma que Ug € M
e p ¢ Us para todo 8 < 7. Como M é k-fechado e v < ™, (Us: B <) € M, logo
2, = p({Us : B < a)) € M. Portanto, existe o, < x tal que p ¢ U, (v,) e DOIS pode
jogar U, = Uy, (2,), que também é um elemento de M, pois z, € M. Ao fim da inducdo,
teremos uma partida (xq, Uy, ..., To, Uy, ...) de P%(X7 7) em que UM joga de acordo com
o, mas p ¢ {U, : o < k*}, 0 que é uma contradicio.

Portanto, X N M = X e entdo |X| < |M]| = 2~. O
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A outra variacao do teorema de Scheepers e Tall provada por Bella e Spadaro,
mencionada anteriormente, limita a cardinalidade de espagos de Hausdorff quase regulares
e primeiro-enumeraveis em que DOIS possui estratégia vencedora em G5'(Ox, Op), onde

Op é o conjunto das familias de abertos de uniao densa.

Definicao 3.1.3. Um espaco X ¢é quase regular se o conjunto dos fechados regulares
nao-vazios de X formam uma m-network para X. Em outras palavras, X € quase regular

se para todo aberto nao-vazio U, existe um aberto nao-vazio V tal que V C U.

Teorema 3.1.4 (Bella, Spadaro; 2015 [5]). Seja (X, 7) um espago Ty quase regular e
primeiro-enumerdvel. Se DOILS possui uma estratégia vencedora em G7*(Ox,Op), entio
| X| < 2%,

Demonstragao. Para cada x € X, fixe uma base local {U,(z) : @ < w} para X em z e

seja ¢ uma estratégia vencedora para DOIS em G“*(Ox,Op).

Afirmacao 1: Para cada o < w; e cada sequéncia (Us : f < ) de coberturas aber-
tas, existe x tal que, para toda vizinhanca de U de x, existe uma cobertura aberta U/ tal
que p(Us: B <a) U)=U.

A prova dessa afirmacao segue exatamente como no teorema 3.1.1.

Fixe z(y aplicando a afirmagao 1 & sequéncia vazia e, para cada a < ¢, defina U,
como a cobertura aberta tal que p({Uay)) = Us(xyy). Em geral, dado a < wy, suponha

que para toda f € <“c e todo v < ¢ foram tomados xy € X e coberturas U~ tais que

p(Ustsrr 20 < B)" Up~y) = Uy ().

Dada f € “c ey < ¢, fixamos z;y como um ponto dado pela afirmacgao 1 aplicada

a sequéncia (Usip41 : f < a) e Up~~ como uma cobertura aberta tal que

e(Upipr1 : B < ) Up~y) = Uy (xy).

Ao fim da inducdo, para cada f € <“'c e cada 7 < ¢, teremos pontos zy e

coberturas Uy~ tal que, para cada o <w;, y<ce f:a — ¢,

o({Upip1: B <) Up~) = U, (zy).

Defina D = {x;: f € <“'c} e note que |[D| =] |J %|=w; x o =M =¢.

a<wi

Afirmacao 2: D é denso em X.
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Demonstragio. Suponha por absurdo que X \ D # (). Entao, como X & quase regular,
existe um aberto niao-vazio V. C X \ D tal que V C X \ D. Como zy € X \ V, existe
Yo tal que U (zgy N V = 0. Logo, UM pode jogar Uiy, € DOILS obrigatoriamente
responderia com Uy = @(Uyy)) = Uyy(zy). Em geral, dado o < wy, supondo que UM
jogou (Usip11: B < a) para alguma f: o — ¢ e DOIS jogou de acordo com ¢, podemos
escolher v, tal que U, (zf) N V = 0, e entdo UM pode jogar Up~,, ao qual DOIS
responderia com U, = U, (z¢). Ao fim da partida, teriamos que VN |J U, = 0, logo

a<wi
DOIS perderia, o que contradiz o fato de ¢ ser vencedora. O

Portanto, X ¢ um espago T, e primeiro-enumeravel que possui um denso de

tamanho ¢, donde | X| = c. O

Na auséncia de quaisquer axiomas de separacao, a prova desse teorema mostra
que se X é um espacgo quase regular tal que x(X) < ¢ e DOIS possui estratégia vencedora
em GY'(Ox,Op), entdo d(X) < 2%. No entanto, para provarmos que espagos primeiro-
enumeraveis quase regulares que contém um denso de cardinalidade até ¢ também tem
sua cardinalidade limitada por ¢, é necessario algum grau de separacao, como observamos

no exemplo a seguir, de autoria propria.

Exemplo 3.1.5. Seja k um cardinal qualquer. Considere X = w x {0} Uk x {1}. Defina
uma topologia em X gerada pela base B = {{(n,0)} : n < w}U{X \ (F x{0}): F €
[w]<“}. Em outras palavras, os elementos de w x {0} sdo tomados como pontos isolados
e as vizinhancgas dos elementos de k x {1} sao da forma X \ (F x {0}) para algum
subconjunto finito F' de w. Esse espago nao € sequer Ty, pois os elementos de k x {1} sao
topologicamente indistinguiveis, mas € claramente primeiro-enumerdvel e quase reqular,
assim como DOIS possui estratégia vencedora em GY'(Ox,Op). Na verdade, DOIS

possui estratégia vencedora em GY(Ox,Op), o que é muito mais forte.

e X ¢ primeiro enumerdvel:
Dado x € X, se x = (n,0) com n < w, entio {(n,0)} é uma base local para X em
x, jd que esse ponto € isolado. Se x = (o, 1), com a < k, entdo {(k x {1} U{n <

w:n>m}x{0}):m<w} éuma base local para X em x.

e X ¢ quase reqular:

A base B jd é uma base de abertos fechados, pois F x {0} é um aberto para todo F C
w, inclusive os finitos. Isso faz com que as vizinhangas de elementos de kx{1} sejam
fechadas. Os unitdrios da forma {(n,0)} sao fechados pois seus complementares sao

vizinhangas dos pontos de k x {1}.
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e DOIS possui estratégia vencedora em G (Ox,Op):

Basta que, na n-ésima rodada, DOIS escolha um aberto que cobre (n,0), pois ao
fim de qualquer partida o conjunto w x {0} teria sido coberto, e w x {0} € denso em
X.

O exemplo a seguir, construido em [4], mostra que a hipotese de quase regulari-

dade no teorema 3.1.4 também é necesséria.

Exemplo 3.1.6 (|4]). Para cada cardinal k, existe um espago Hausdorff X primeiro

enumerdvel tal que | X| = e DOIS possui estratégia vencedora em G5 (Ox,Op).

Demonstracao. Seja xk um cardinal nao-enumeravel. Considere Q o conjunto dos irraci-
onais e seja A C R\ Q um outro denso enumeravel. Entao (X, 7) é o espaco topologico
em que X = (Q x k) U A, para cada (¢, ) com ¢ € Q e o < K, uma base local para X
m (g,a) € Q x k¢ {(QN B(g, 1)) x {a} : n > 1} e uma base local para X em a € A &
{(ANB(a,))U((QNB(a, 1)) x k) :n>1}, onde B(z,r) ={y eR: |z —y|<r}. X é
claramente primeiro enumeravel, pois todo ponto possui uma base local enumeravel, e X
¢ Hausdorff pois os abertos que separam os pontos em R induzem abertos que separam
os pontos em X.

Agora, vamos mostrar que todo aberto que contém A é denso em X. Seja U
um aberto de X tal que A C U. Dados ¢ € Q,a < Kk e n < w, como A é denso, existe
a € A tal que a € B(q, %) Como U é aberto, existe m < w tal que AN B(a,m) C U e
(QN B(a,m)) x k CU. Seja k < w tal que k >m e % <%—\a—q!. SepEQﬂB(a,%),

entao (p,a) € G N (B(g, ) x {a}), pois [p—q| < |p—a| +]a—q| < ;+a—q| <
1

s—la—dl+la—q =7

Em outras palavras, G intersecta toda vizinhanca basica de (g, a), logo G é denso
em X. Com isso, provamos que X todo aberto que contém A é denso e é evidente que
DOIS possui estratégia vencedora em GY(Ox, Op). De fato, basta fixar uma enumeragao
A = {a, : n < w} e tomar um aberto que cobre a,, na n-ésima rodada. Como DOIS possui
estratégia vencedora em GY(Ox,Op), entdo obviamente possui estratégia vencedora em

G{(Ox,Op), pois DOIS ja vence nas primeiras w rodadas. ]

Como os teoremas apresentados sao muito semelhantes ao teorema de Arhan-
gel’skii, pelo menos em seus enunciados, ¢ razodvel nos perguntarmos se a generalizacao
obtida por Sapirovskii substituindo o carater por pseudocarater e tightness também teria
um analogo nesse contexto. No entanto, o exemplo a seguir, também apresentado por

Bell, Ginsburg e Woods em [4] d4 uma resposta negativa.

Exemplo 3.1.7 (|4]). Para cada cardinal k, existe um espago reqular X tal que | X| = k&,

P(X) =R, t(X) =Ny e DOIS possui estratégia vencedora em G7*(Ox, Op).
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Demonstracao. Seja (X, 7') o espaco topologico formado tomando X como no exemplo
3.1.6, mas de forma que as vizinhangas basicas de pontos de A séo da forma (ANB(a, +))U
((@NB(a,1)) x K), onde a € A, n < w e K ¢ um subconjunto cofinito de . Assim,
uma base local para X em a € A seria {(AN B(a, 1)) U ((QN B(a,2)) x (k\ F)) :n <
w, F' € [k]<*}. As vizinhancas basicas de elementos de Q x x sdo mantidas as mesmas. De
imediato, ja sabemos que ¥(X) < Ng e que X é Hausdorff, pois 7’ refina uma topologia
que ja era Hausdorff sobre X e que ja tinha pontos Gs. Inclusive, sob a topologia 7/,
todos os abertos basicos sao abertos-fechados, logo X é regular sob essa topologia. Agora
vamos mostrar que todo aberto que contém A possui fecho coenumeravel, o que garante
a vitoria de DOIS em G7'(Ox,Op) em w + w rodadas, pois DOIS apenas precisaria
cobrir A nas primeiras w rodadas, depois cobrir os pontos restantes nas seguintes.

De fato, seja U um aberto de X que contém A e suponha que X \ U é ndo-
enumeravel. Como Q é enumeravel, pelo principio da casa dos pombos, existe ¢ € Q e
um S C & tais que |S| = R; e {¢} x S € X \ U. Para cada a € S, existe n, < w tal que
(B(q, t) x {a}) NU = (. Novamente, pelo principio da casa dos pombos, existe T C S
en <w tais que [T| =Ny e (B(g,2) x T) NG = (. Como A é denso em R, existe a € A
tal que |a — ¢| < L. Dai, se V é uma vizinhanca bésica de a, entdo V N (B(q,£) x T) D
(QNB(a, =) x&\F)N(B(q, =) xT) = (QNB(a, )N B(q,=)) x (TNk\ F). Como T é nio-
enumeravel, T\ F' # () e como @ é denso e a € B(g, %), entdo Q) N B(a, %) N B(q, %) #£ (),
logo V intersecta B(q, %) x T, mas G é um aberto disjunto de B(q, %) x T tal que a € G,
logo G deveria conter uma vizinhanca bésica de a disjunta de B(q, %) x T, o que é uma
contradigao.

Agora, falta mostrarmos que (X)), t(X) < Ny. Para 1)(X) < Ny, basta observar
que isso ja valia no exemplo 3.1.6, e pseudo-bases sao preservadas em topologias mais finas.
Para t(X) < g, observe que x({g,a), X) = X para todos ¢ € Q e a < k. Para a € A,
seja S C X e suponha que a € S. Se a € SN A, entdo 6timo, pois SN A ja é enumeravel.
Se ndo, a € SN (Q x &), logo podemos escolher indutivamente S’ = {(g,, a,,) : n € w} tal
que l[a—g,| < % en <m — q, < q,. Claramente S’ é enumeravel e, dada uma vizinhanca
W qualquer de a, existe n < w e F' C k finito tal que QN B(a, %) x (k\ F') C W, portanto
sem <wétalquem >ne{a: k<wtnNF C{ag,...,0n 1}, entdo (gm,am) € W,
logo a € S’. Com isso, podemos concluir que t(a, X) < ¥, para todo a € A e, por fim,
t(X) < N,. O

Assumindo axiomas de separacao um pouco mais fortes do que apenas Hausdorff,
Aurichi, Bella e Spadaro conseguiram limitar a cardinalidade de espacos topoldgicos em
termos do carater e de uma propriedade topologica definida por Gf(Ox,Op). Como
veremos no exemplo 3.1.10, também construido por eles em [2], essa limitagao realmente

demanda axiomas de separacao além do de Hausdorff.
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Definicao 3.1.8. Se X ¢ um espaco topoldgico e A C X, dizemos que x € X € um 0-
limite de A se FN A # () para toda vizinhanca fechada F de x. Definimos o 0-fecho de A
como Clg(A) = {x € X : x € 0-limite de A}. Dizemos que A é O-fechado se Cly(A) = A
e que A € O-denso se Clg(A) = X

Teorema 3.1.9 (Aurichi, Bella, Spadaro; 2022 [2]). Seja (X, 7) um espaco de Urysohn
tal que x(X) < k e considere Op C P(1) o conjunto das familias de unido densa em X.

Se DOIS possui estratégia vencedora em GY(Ox,Op), entdo | X| < 25,

Demonstragao. Como Pa(X,7) e Gf(Ox,Op) sdo duais, fixe uma estratégia vencedora ¢
para UM em Pj(X, 7). Seja A um cardinal regular grande o suficiente e M um submodelo
elementar de H(\) tal que [M|<* C M, |[M|=2" X,1,p e M erx+1C M.

Afirmagao 1: X N M é f-fechado.

Dado z € Cly(X N M), tome uma base local para X em x {U, : o < u}, com
i < k. Para cada a < pu, tome 1, € Uy, N M e seja S = {x, < a < p}. Obviamente,
x € Cly(S), pois dada V' vizinhanca aberta de z, existe a < p tal que z € U, C V| logo
To €U,NS CVNS. Como [M]<F C M, entdo SNU, € M e Clg(SNU,) € M para
todo a < . Como X & Urysohn, N{Clo(U, N S) : a < pu} = {z}, j4 que se y # x, entdo
existem vizinhangas fechadas Fj, e F, disjuntas com z € F, e y € F,, logo F,, N U, =0
para algum « < p. Dai, {z} € M e x € M, portanto X N M é f-fechado.

Afirmacgao 2: X N M é #-denso.

Suponha por absurdo que existe um aberto ndo-vazio V tal que V ¢ disjunto de
XNM. Considere uma partida de Py (X, 7) em que UM joga de acordo com ¢, comegando
com xg = @()). Como ) € M e ¢ € M, entdao xo € M. Como x(X) < k, tomamos uma
base local de X em x¢ Vo = {V,0 : @ < p} € M, que também esta contida em M pois
k+1 C M. Dai, como z¢ ¢ V, podemos tomar «y < u tal que Vo, NV = (. Entdo,
consideramos que o jogador DOIS jogou Vj = V,,. Agora seja a < k e suponha que, para
todo 8 < a, DOIS jogou um aberto Uz € M tal que UsNV = (). Como M é <xr-fechado,
(Ug: B <a)e M,logo xsg=¢((Us: <)) € M, logo podemos tomar uma base local
Vs = {V,5: v < pu} para X em x5 e uma vizinhanca V3 € Vg tal que V3NV =10. Ao
fim do jogo, {V, : @ < k} deveria ter unido densa em X, pois UM jogou de acordo com
a estratégia vencedora ¢, mas V, NV = () para todo a < k.
Como X N M é f-fechado e f-denso, entdao X N M = X, logo |X|=|XNM| <2<% O

Como comentado anteriomente, o exemplo a seguir, apresentado em [2], mostra

que a hipotese de o espaco ser Urysohn nao pode ser enfraquecida para Hausdorff.
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Exemplo 3.1.10 (|2]). Para cada cardinal k, existe um espaco X Hausdorff e primeiro-

enumerdvel tal que | X| =k e DOIS possui estratégia vencedora em G$(Ox,Op).

Demonstragao. Sejam D; C R um denso enumeravel da reta e Dy = R\ D;. Tome
X = D1 U (D3 x k) e defina uma topologia em X de forma que uma vizinhanga bésica
de um ponto (x,a) € Dy X k & da forma U N Dy x {a}, para alguma vizinhanca de
x € Dy na reta e algum ordinal o < k, e uma vizinhanca béasica de x € D, é da forma
(UND;)U((UNDy) X k), para alguma vizinhanga U de € Dy. Como a reta é Hausdorff
e primeiro-enumeravel, é facil ver que X também o é.

Além disso, qualquer aberto de X que contenha D; é denso. De fato, se O é aberto
e D; C O, entao dados (z,a) € Dy x k e (UN Dy) x {a} uma de suas vizinhangas
abertas, sabemos que U N D; # (). Portanto, existe um aberto nao-vazio V da reta tal
que VC Ue (VND)U((VNDy) xk) CO. Portanto, (V NU)N Dy) x {a} =
(VN D) x{a} CON{(UNDy) x{a}). Como Dy & coenumeravel, entdo V' N Dy # (),
logo ON ((UNDy) x{a})#0 e Dy x kK CO. Como D; C O, entdo O = X.

Uma estratégia vencedora para DOIS em GY(Ox,Op) pode ser construida to-
mando uma enumeragao {z, : n < w} de D; e fazendo o jogador DOIS escolher uma
vizinhanca de x, na n-ésima rodada. Ao fim de uma partida em que DOIS jogue de
acordo com essa estratégia, escolnendo um aberto U,, na n-ésima rodada, | J{U, : n < w}

é um aberto que contém Dy, portanto é denso. O

Apesar de o teorema anterior exigir axiomas de separagao mais fortes, é possivel
provar um resultado semelhante para espagos de Hausdorff, mas assumindo que também

sejam enumeravelmente compactos.

Teorema 3.1.11 (Aurichi, Bella, Spadaro; 2022 [2]). Seja (X,7) um espaco Ty, pri-
meiro enumerdvel e enumeravelmente compacto. Se DOIS possui estratégia vencedora
em G (Ox,Op), entio | X| < 2%,

Demonstragao. Sejam ¢ uma estratégia vencedora para UM em Pj' (X, 7) e A cardinal re-
gular grande o suficiente e M < H(\) tal que [M]|=* C M, |[M| < 2% tal que X, 7,0 € M
cew+1C M.

Afirmagao 1: X N M é enumeravelmente compacto.
Seja A um subconjunto enumeravel de X N M. Como X é enumeravelmente
compacto, A possui um ponto de acumulacao a. Como M é enumeravelmente fechado,

A € M. Dessa forma,
H(0) = Jo1 (Vg € T(x1 € g — (22N A) \ {z1} #0)).

Por elementaridade,
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M }Z Ell’l(vxg € T(Z’l € To — (552 N A) \ {l’l} 7é @))
Portanto, existe p € M tal que

M E=Vzy € 7(p € 22 — (x2N A)\ {p} # 0).

E, por elementaridade,

H) EVry e T(p € xy— (z2aNA)\ {p} #0).

Portanto, A possui um ponto de acumulacao em X N M.

Afirmagao 2: X NM = X.

De fato, suponha que existe p € X \ M. Tome {U,, : n < w} uma base local
decrescente para X em p e, para cada x € X N M, fixe U, = {U? : n < w} uma
base local decrescente para X em x. Por elementaridade, podemos supor que U, € M
para todo x € X N M, e como w+ 1 C M, também tem-se U, C M. Como X é
Hausdorff e as bases sao decrescentes, para cada x € X N M, existe n, < w tal que
Ur NV, =0, donde {U? : 2z € XN M} éuma cobertura de X N M. Além disso,
definindo O,, = (J{U? : n, = n} para cada n < w, {O, : n < w} também é uma
cobertura aberta de X N M. Como X N M é enumeravelmente compacto, existe ng < w
talque XN M C |J O,. Dai, U = {U; :n, <ng} é uma colegao de abertos que cobre

n<ng

X NM tal que p ¢ JU.

Agora, vamos jogar um jogo de Pp'(X,7) em que UM joga de acordo com .
Na primeira rodada, UM joga zq = (D), e como ¢, € M, entdo xy € M. Dai,
podemos considerar que o jogador DOIS respondeu com algum aberto Uy € U tal que
xo € Up. Na a-ésima rodada, supondo que para todo 5 < o DOIS jogou Uz € U, entao
o = 9((Us: B <)) € M, logo DOIS pode responder com U, € U tal que z, € U,. Ao
final do jogo, como a partida foi jogada por UM de acordo com ¢, entdo {U, : a < wy}
deveria ser denso, mas p ¢ JU, logo p ¢ |J U,. Portanto, X \ M =0, logo X C M e
| X| < |M| =2, - O

Num paper anterior a esses resultados, Santi Spadaro [20] ja havia investigado a
propriedade de DOIS possui estratégia vencedora em G%(Ox, Op) para espacos regulares

enumeravelmente compactos.

Definicao 3.1.12. Seja X um espaco topoldgico qualquer. A modificacao G, de X,
denotada por X, € o espaco topoldgico cujos abertos sao gerados pelos subconjuntos G

de X, i.e., 0s subconjuntos escritos da forma () U, para alguma familia {U, : o < K}
a<k
de abertos. Se k =N, dizemos que X, € a modificacao G5 de X, e denotamo-os por X.
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Teorema 3.1.13 (Spadaro, 2016 [20]). Seja k um cardinal nao-enumerdvel e X um
espaco reqular enumeravelmente compacto em que DOIS possui estratégia vencedora em
GY(Ox,0p). Entao wL(Xs) < 2<F

Demonstracao. Seja T a topologia sobre X. Fixe uma estratégia vencedora ¢ para X em
Pf(X,T) e seja U uma cobertura aberta de Xs. Para cada U € U, como U é um Gy,
podemos fixar {U, : n < w} C 7 tal que U = () U,. Como X é regular, podemos supor

n<w

sem perda de generalidade que U,,; C U, para todo n < w, donde U = () U,. Seja
n<w
6 um cardinal regular grande o suficiente e M um submodelo elementar <x-fechado de

H(O) tal que X, 7,0o,Ud € M, | M| =2%F 2<"4+1C M.

Afirmacgao 1: X N M é enumeravelmente compacto.
Seja A C X N M um subconjunto enumeravel. Como X é enumeravelmente

compacto, A possui um ponto de acumulacao em X, i.e.,
H(@) ): El.%l € X(Vl‘g < T)(l'l c Ty — (SIZ’Q N A) \ {1’1} 7£ (Z))

Como k é nao-enumeravel e M é <k-fechado, entdao A € M. Como A, 7 e X sao
os Gnicos parametros da formula acima e todos sao elementos de M, temos por elemen-

taridade que
M E3r € X(Vay € 7) (21 € 29 — (22N A)\ {21} # 0).
Logo, existe p € X N M tal que

M = (Vo € T)(p € w9 — (22N A)\ {p} # 0),

e, por elementaridade:

H) = (Vz2 € 7)(p € 19 — (22N A) \ {p} # 0).

Logo, A possui um ponto de acumulagao em X N M e como A é um subconjunto

arbitrario de X N M, o espago é enumeravelmente compacto.

Afirmacgao 2: U N M é tem uniao densa em Xj.
Suponha que ndo. Entao, podemos tomar um aberto V' de X tal que VN U N

M) = (. Assim como anteriormente, podemos assumir que V = [ V,, para alguma
n<w

familia {V,, : n < w} decrescente de abertos de X. Para cada x € XNM, existe B, € UNM
tal que = € B,, donde B, NV = (. Como B, € M, existe {B* : n <w} C M N7 tal que
B, = () Be.

n<w
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Fixe x € X N M. Por compacidade enumeravel, como ( () BZ)N( () V,) = B.N
n<w n<w

V' =0, entdo existem n,, m, < w tais que BS NV,,, = 0. Sejam B = {BZ(I) cx € XNMY,
B,={BeB:BNV,=0}e B, =B, Dai, {B, :n < w} é uma cobertura aberta de
X N M e, pela Afirmagao 1, existe k < w tal que {B, : n < k} cobre X N M. Tomando
B = {B, : n <k}, obtemos que B’ também cobre X N M.

Agora, vamos jogar um jogo de P*(X,7) em que UM joga de acordo com ¢
e DOIS joga elementos de B'. Na primeira rodada, UM joga zo = ¢(), que é um
elemento de M pois ,() € M. Dai, existe By € B’ tal que xy € By, com o qual DOIS
pode responder. Em geral, se o < x e DOIS jogou (Bs: 8 < a) com Bz € M para
todo 8 < «a até a a-ésima rodada, como M é <k-fechado, (Bs: [ < «a) € M, donde
ro = ¢((Bg: B <a)) € M, e entdo existe B, € B’ tal que z, € B,, e entdo DOIS
joga B,. Ao fim da partida, UM jogou de acordo com a estratégia vencedora ¢, logo
{B, : @ < k} deveria ter unidao densa, mas B, NV, = ) para todo a < wi, ji que
{Vo : n < w} é decrescente, o que é uma contradigdo. Portanto, Y N M deve ter unido
densa, logo wL(Xs) < [U N M| < 2<%, O

Vale observar que se adicionamos a hipotese de pseudo-cardter enumeravel a esse

teorema, também limitamos | X |, pois X seria discreto e teriamos wL(Xs) = | Xs].

3.2 Os jogos G%, (Ox,0p) e G} (O, Op)

Uma forma de enfraquecer as propriedades definidas pela existéncia de estratégias
vencedoras para DOIS em G%(Ox, Op) é considerar versoes desse jogo em que o jogador
DOIS escolhe mais de um aberto a cada rodada, ou em que UM joga coberturas abertas

de uma classe especifica.

Teorema 3.2.1 (Aurichi, Bella, Spadaro; 2022 |2]). Seja (X, 7) um espaco reqular tal
que X(X) < K e DOIS possui estratégia vencedora em G5 (O, Op). Entio |X| < 2°.

Demonstracao. Primeiramente, se K C X é compacto, dizemos que B é uma base exterior
para K se B é uma familia de abertos que contém K tal que, para todo aberto U que
contém K, existe V € B tal que K C V C U. Afirmamos que todo compacto K de X
possui uma base exterior de cardinalidade menor ou igual a 2*. De fato, pelo Teorema de
Arhangel’skii, como x(X) < &, se K C X é compacto, entdo |K| < 2% pois L(K) = N,.
Dai, fixamos para cada x € X uma base local B, com |B,| < k. Dado um compacto K,
se B= |J B, entdo |B| = |K|-2" = 2%. Tomando Bx = {|JF : F € [B]<“}, obtém-se

zeK
|Br| = 2" e afirmamos que By é uma base exterior para K. De fato, se U é um aberto que

contém K, entdo para cada p € K, existe U, € B, tal que p € U, C U, logo {U, : p € K}
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é uma familia de abertos que cobre K. Como K é compacto, existem pq, ..., p, tais que
KcC U U, € Bkg.

m<n
Portanto, para cada compacto K C X, seja Bx uma base exterior para K tal

que |Bx| < 2%. Fixe ¢ uma estratégia vencedora para UM em K% (X, 7) e seja # grande
o suficiente e M < H(0) tal que p, X, 7 € M, 2" +1 C M, [M]=* C M e |M| < 2~.
Como na prova do Teorema 2.2.9;, como X & Hausdorff e x(X) < k, X N M é fechado.
Mostraremos que X N M é denso, donde X "M =X NM = X e |X| < |M| < 2~

Supondo por absurdo que X N M nao é denso, como X é regular, existe um
fechado de interior nao-vazio F tal que F N (X N M) = 0. Seja K C X um compacto
que pertence a M. Note também que como |K| < 2% e 2"+ 1 C M, entdo K C M.
Por elementaridade, podemos supor sem perda de generalidade que By € M e, como
|Br| < 2% B C M.

Agora jogamos um jogo de K%' (X,7) em que UM joga de acordo com ¢. Se,
na a-ésima rodada, UM jogou {(Kpg: [ <)}, tal que Kz € M para todo f < a,
entdo K, C M, logo podemos tomar V, € By, tal que K C V, C X \ F, ou seja,
VoNF = (. Como todas as jogadas de DOIS sido tomadas em M, como ¢ € M ¢ M
é r-fechado, todas as jogadas de UM também sao elementos de M e o jogo pode seguir

dessa maneira por todas as rodadas. No entanto, ao fim da partida, |J Vo, NF = 0,

a<rt
donde J V, Nint(F) = (. Com isso, o conjunto das jogadas de DOIS nao possui
a<wkt
uniao densa em X, contradizendo o fato de p ser uma estratégia vencedora para UM em
KE' (X, 7). O

Em [1], Aurichi e Bella provaram uma versao do teorema 3.1.1 com uma hipétese
de separacao mais forte, mas com uma propriedade muito mais fraca em termos de jogos

topologicos.

Definicao 3.2.2. Seja k um cardinal infinito e ¢ uma estratégia vencedora para DOIS

em G’}m(OX,(’)X). Dizemos que K C X ¢é adequado para ¢ se existem [ < k e uma

sequéncia {U, : o < [} de coberturas abertas tais que K = () Jp(s™U)
UeOx

Lema 3.2.3. Todo subconjunto adequado para uma estratégia vencedora para DOILS num
espaco reqular € compacto.

Demonstragao. Seja K = [ Je(s™U) e sejaV uma colegao de abertos de X que cobre
UeOx

K. Para cada x € K, tome V, como uma vizinhanca aberta de x tal que V, C U, para
algum U, € V. Para cada x € X \ K, tome V, como uma vizinhanca aberta de z tal que
V,NK = 0. Tomando W = {V, : z € X}, temos que K C ¢(s~W). Como existem
Ty, ..., 1, € X tais que p(s™W) = {V,,, ...,V }, entdo K C | J{V,, i < n,2; € K} C
U{U,, :i <n,z; € K}.
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]

Lema 3.2.4. Seja X um espaco qualquer. Se K € adequado para uma estratégia vencedora

@, i.e., se existe uma sequéncia s de coberturas abertas de X tal que K = () ¢(s™U),
UeOx
e K = () Ve com V¢ aberto para todo & < A, entdo existe Oy C Ox tal que K =
E<A
N Uels™U) e |0y < A+ k.
U0,

Demonstragao. Como DOIS possui estratégia vencedora em G%,,(Ox, Ox), entdo L(X) <
k. Dai, L(X \ K) < A+ Kk, pois se U é uma cobertura aberta de X \ K, entao, para cada
& < A {Ve} UlU é uma cobertura aberta de X, logo admite uma subcobertura U de

cardinalidade menor ou igual a k. Dai, |J Us NU é uma cobertura aberta de X \ K e
£<A

| U UsnU| < X-k. Como {X\Jp(s™U): U € Ox} é uma cobertura aberta de X \ K,
£<A

entdo existe Oy C Ox com |O%| < A -k tal que {X \ p(s~U) :U € O} é cobertura
aberta de X \ K, logo K C [ Ue(s™U). O

UeO’y

Lema 3.2.5. Seja X um espaco com pontos Gs. Entao para cada compacto K C X,

existe uma sequéncia (Vg : £ < 2% de abertos tal que K = (] V.
£<2%o

Demonstragao. Devido a um resultado de Gryzlov em [12], cada compacto K C X tem

cardinalidade no méximo 2%. Para cada r € K, seja {V® : n < w} uma pseudo-base
local em z. Se B ={V : V = OV&?,K C X,zg,...,x, € K,ng,...,n; < w}, entao
B < |K| <2% e B =K, pois d:i:ioo r ¢ K, podemos tomar, para cada y € K, n, <w
tal que = ¢ Ve, e {V,ij :y € K} é uma familia de abertos que cobre K, logo possui
alguma subfamilia finita que ainda cobre K e cuja uniao é elemento de B. Como y nao
pertence a nenhum dos elementos dessa subfamilia, entdo y ¢ (| B. Além disso, por este

mesmo argumento, B nao é vazio. [

Teorema 3.2.6 (Aurichi, Bella; 2018 [1]). Seja (X, 7) um espago regular com pontos Gs
tal que DOIS possui estratégia vencedora em G5} (Ox, Ox). Entio | X| < 2%,

Demonstracao. Fixe uma estratégia vencedora ¢ para DOILS. Seja 6 um cardinal regular
grande o suficiente e M um submodelo elementar enumeravelmente fechado de H(#) tal
que |[M|=2%, X, o, 7,0x € Mec+1C M.

Seja K = {K C X : K € M e K é adequado para ¢}. Como K C M, entdo
IIC| < |M|. Portanto, se mostrarmos que X = JK e |K| < ¢ para todo K € K, entdo
I X|<|K|-c=c.

Suponha por absurdo que existe z € X \ JK. Seja Ko = [ Ue(UL)).
UeOx
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H(0) b= 3\ Voo € 11 <= Vg € Ox (22 € Up((xs)))).
Por elementaridade, existe K € M tal que
M =Vay(r, € K <= Yz € Ox(z € Jp((x3)))).
Novamente por elementaridade, como K,Ox,p € M:

H(0) EVaa(ry € K <= Va3 € Ox(x2 € Jp((23)))).

Como H(0) satisfaz o Axioma da Extensionalidade, entdao K = () Je((U)) =
UeOx
Ky, donde Ky € M. Como K, é um subconjunto adequado que esta em M, entao K, € K.

Aplicando 3.2.4 a Ky, existe O € M tal que |O%| < 2% e Ky = (| «({U)). Como
U’y
¢+ 1C M, tem-se também O% C M, logo existe Uy € M tal que = ¢ |J p(Up).
Agora, dado o < wy e supondo que para todo f < « e todo v < 3 estao definidos
U, de forma que = ¢ |Jo((U, : v < 3)). Definindo s : @ — Ox com s() = U para
todo f < a, como M é enumeravelmente fechado, tem-se s € M. Portanto, definindo

K, = ) e(s™U), temos que K, € M, donde K, € K e pelo mesmo argumento anterior,
Uco
existe U, € M N Ox tal que x ¢ |Jp(s™Uy,)-

Dessa forma, foi construida uma partida em que DOIS joga de acordo com a
estratégia vencedora ¢ mas ainda perde, pois nenhuma jogada de DOIS cobre x, o que é
uma contradigao.

Portanto, X = |JK, logo |X| < |UK| < |K]-sup |K| < ¢-¢ = ¢, pois cada

Kek
elemento de K é um compacto com pontos Gjy. O

3.3 Uma generalizacao dos teoremas de Arhangel’skii

e Hajnal-Juhasz

Nesta se¢ao, vamos apresentar um resultado de Bella e Spadaro [6] que genera-
liza os teoremas de Arhangel’skii e Hajnal-Juhész para espagos de Hausdorff primeiro-

enumeraveis.

Definicao 3.3.1. Seja X um espaco topoldgico. Denotamos por X o espaco topologico
cujos abertos sao gerados pelos subconjuntos G, de X, i.e., os subconjuntos A tais que
existe uma familia {U, : o < K} de abertos com A= () Uy = () Ua.

a<K a<k
Definicao 3.3.2. e O grau de Lindelof fraco por partes de X, denotado por
pwL(X), é o menor cardinal k tal que para toda cobertura aberta U de X e toda
decomposi¢io {U; : i € I} de U existem V; C U; para cada i € I tal que |Vi| < k e

XCcUH{UViziel} .
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e O grau de Lindeléf fraco por partes para subconjuntos fechados de X,
denotado por pwL.(X), € o menor cardinal k tal que para todo fechado F C X,
toda familia de abertos U cobrindo F' e toda decomposicao {U; : 1 € I} deU existem
Vi CU; com |Vi| <k eF CU{UV:iel}

Proposicao 3.3.3. Para qualquer espaco X, valem:
1. pwL(X) < pwL.(X);
2. pwL(X) < L(X);
3. pwL(X) < ¢(X)
4. Se X € regular, wL.(X) < pwL(X).

Demonstracao. O item 1 é 6bvio pois X é um subconjunto fechado de X.

Para o item 2, se k = L(X), entdo dado F' C X fechado, L(F) < X. Dai, se U ¢
uma familia de abertos de X que cobre F e {U; : i € I} uma decomposigao de U, basta
tomar uma subfamilia V C U que cobre F' com |V| < k e tomar V; = U;NV. Dai, |[Vi| <k
para todoi € e FC X C|J{UV;:i€I}. Logo, pwL.(X) < L(X).

Para o item 3, sejam F' C X fechado, ¢/ uma familia de abertos que cobre F' e
{U; : i € T} uma decomposicao de U. Se ¢(X) = K, tomamos, para cada i € I, C; familia
celular maximal entre as que refinam ;. Pela maximalidade de C;, tem-se JU; = JC;
para todo i € I, e por ¢(X) = K, tem-se |C;| < k para todo i € I. Assim, para cada
C' € C;, podemos fixar Us € U; tal que C' C Ug e tomar V; = {Uc : C € C;}. Com isso,
UV CUVie V| <G| < & para todo i € I. Como F C |JUJU;, entdo F C J UV
Portanto, pwL.(X) < k = ¢(X). < <

Para o item 4, seja X um espaco regular e k = pwL(X). Dado FF C X um
subconjunto fechado de X e &/ uma familia de abertos de X que cobre F. Se U for uma
cobertura de X, 6timo. Sendo, para cada p € X \ F, tome uma vizinhanca U, de p tal que
U,NF = (). Dai, UU{U, : p € X\ F} ¢ uma cobertura aberta de X, e como pwL(X) = &,
existe V C U tal que X CUVU | T, donde F C JV, logo wLe(X) < k = pwL(X).

PEX\F -
Teorema 3.3.4 (Bella, Spadaro; 2020 [6]). Seja X um espago Ty tal que t(X).pwL.(X) <

K e que contém um denso D tal que x(p, X) < k para todo p € D. Entiao wL(X¢) < 2".

Demonstrac¢ao. Seja F uma cobertura de X¢, i.e., uma cobertura de X por conjuntos G¢.
Tome 6 grande o suficiente tal que X, 7, F,x € H(#), onde 7 é a topologia original sobre X,
e considere M um submodelo elementar de H(0) com X, 7, F € M, k+1 C M, [M]=" C M
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e |[M| < 2% Paracada F € F, sejallp = {Up,:a<k}talque F= () Upo = [ Ura-
a<k a<k

Afirmacao 1: F N M cobre X N M.

Seja z € X N M. Como F cobre X, existe F' € F tal que z € F. Além disso,
como t(X) < &, existe S € X N M, com |S| < Kk, tal que 2 € S. Dados a < Kk e U
vizinhanca de z, U N Up, também ¢é vizinhanca de z, pois v € F' C Up,, logo U N Ug,
intersecta S. Dai, v € Up, N S para todo a < k. Como M é k-fechado, S € M |S| < &,
entao Up, NS € M para todo a < k.

Tomando B = () m, tem-se x € B C F. Dai:

a<k

H(A) =3G e F(BC Q).

Como os tnicos parametros livres na formula sao F e B, ambos elementos de M,

temos, por elementaridade, que:
M = 3G € F(B CG).

Dai, B esta contido em algum elemento G € F N M, que por sua vez também

cobre z, pois x € B C G.

Afirmacgao 2: F N M tem uniao densa em X.

Suponha por absurdo que X \ [ J(FN M) tem interior ndo-vazio. Como X contém
um denso D de pontos cujo carater é menor ou igual a x, tome p € D\ |J(F N M)
e {U, : @ < Kk} base local para X em p. Note que, para todo F' € F N M, existe
{(Vea:a<k}e€Mtalque F= () Vio = [\ Vra , Dois

a<k a<k

H(#) = F é um conjunto G¢,
logo, por elementaridade,
M E F ¢ um conjunto G¢.

Além disso, como K+ 1 C M, {Vp,:a <k} C M. SejaC={Upn:a <k, F €
FNM}. CC M eC cobre F para todo F € F N M, logo C cobre X N M.

Para cada € X N M, tomamos F, € F N M tal que € F,. Como p ¢ F,,
podemos tomar «, < k tal que p ¢ m Logo, existe 3, < k tal que Ug, N Vg, o, = 0.
Portanto, U = {U € C : 38 < k(U NVz = )} cobre X N M, pois, para cada x € X N M,
VE, ax € uma vizinhanca de = que estd em U. Para cada a < k, seja U, = {V € U :
VnU, = 0}. Como {U, : @ < K} é uma decomposicdo de U e pwL.(X) < K, existe
{V, :a < K} tal que, para todo a < k, Vo CU,, |[Va| <ke XN M C U{m ta < K}
Como {UV.:a <k} e M,
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MEXCUH{UVa:a<n},
donde
H) =X CU{UVa: o<k}

No entanto, p ¢ |V, para todo a < k, pois |V, é disjunto da vizinhanga U, de
p, por definicdo. Como chegamos a uma contradigao a partir da hipotese de X \ | J(FNM)
ter interior ndo-vazio, entdo F N M C F tem unido densa e |F N M| < |M| < 2~. O

Esse resultado tem como corolério o seguinte teorema, que pode ser utilizado
junto com a proposicao 3.3.3 para generalizar os teoremas 2.2.9 e 2.2.11, pois pwL.(X) <
min{L(X), c(X)}.

Teorema 3.3.5 (Bella, Spadaro; 2020 [6]). Se X € um espaco Hausdorff, entao | X| <
opwlLe(X)-x(X)

Demonstra¢ao. Em espagos To, 1.(X) - t(X) < x(X). Portanto, se k = pwL.(X) - x(X),
entao t(X) - pwL.(X) < k e o proprio X é um denso de carater menor ou igual a k. Mais
ainda, X¢ é um espaco discreto porque X é Ty e ¥.(X) < k, logo | X| = wL(X¢) <2 O
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Apéndice A

Duas demonstracoes do teorema de
Scheepers e Tall com submodelos

elementares

Nesse apéndice, vamos mostrar duas possiveis provas alternativas para o teorema
3.1.1, uma para o jogo G§(Ox,Ox) e outra para o jogo dual P*(X, 7). A prova original
é essencialmente combinatéria, mas ¢ de conhecimento geral dos pesquisadores da area
que existe uma prova por submodelos elementares. No entanto, nao encontramos uma
prova durante a revisao da literatura feita para a elaboracao desta dissertagao, entao
como uma contribuicdo a literatura, especialmente em portugués, decidiu-se registrar
uma demonstracao original elaborada pelo autor da dissertacao. A prova de A.0.2, que

utiliza o jogo dual, foi cedida em comunicagdo direta por Santi Spadaro.

Teorema A.0.1. Seja (X, 7) um espago topoldgico tal que V(X) < k e DOIS possui

estratégia vencedora em G5 (Ox,Ox). Entio | X| < 2%,

Demonstracao. Seja ¢ uma estratégia para DOIS. Como na prova de 3.1.1, dados um
ordinal 8 < kT e uma sequéncia (U, : « < (), existe z € X tal que, para toda vizinhanca
U, de z existe U € Ox tal que o((U, : a < )" U) =U.

Tome 6 um cardinal regular grande o suficiente e M um submodelo elementar
r-fechado de H(6) com |M|=2%e {¢, X,7,0x} C M.

Afirmamos que se ¢ é vencedora, entao X "M = X. De fato, suponha que existe
pe€ X\ M. Como HO) = ¥(X)k e X € M, entdo M = ¢(X) < k, logo para cada
r € XN M, existe V, € M tal que M = |V,| <k A (V. = {z}. Por elementaridade,
V.| < k e, por isso, V, C M, e novamente por elementaridade, [V, = {z}.

Dai, considere ¢(x1, x9, 23, T4, x5) como uma formula que diz que "z, é um ordinal,

o € uma sequéncia de dominio x; e contradominio x3 e existe x € x4 tal que, para todo
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U € x5 com z € U, existe U € x3 tal que p(z53U) = U". Pela observacao anterior, para

todo @ < kT e toda a-sequéncia s = (Us : f < a) com Uz € M para todo f < a:
H(e) ): 30[0[7 S, OX7Xa Ta]'

Como M ¢é r-fechado, k™ C M, logo o € M. Como Uz € M para todo f < a,
entao s € M. Além disso, ja temos Ox, X, 7, € M. Logo, por elementaridade:

M :): 90[04787 OXvXu T?]‘

Agora, procedemos indutivamente. Supondo que dado um certo a < k% temos
definidos s = (Us : B < ) de forma que Uz € M e p ¢ (U, : v < B)) para todo f < a,

entao
M ): (10[057 S, OX7X7 T]7

logo existe x € M tal que para V € TN M com z € V, existe U € Ox N M tal que
p(s~U) = V. Como p ¢ M, entao p # x, logo existe W € V, tal que p ¢ W, donde
existe W € Ox N M tal que p(s—W) = W. Portanto, tomamos U, = W, e temos
definido s = (U : B < ) com p ¢ (U, : v < B)) para todo f < a < kT. Dessa forma,
(U, : @ < k) é uma sequéncia de jogadas de UM em uma partida de G%(Ox,Ox) em
que DOIS joga de acordo com ¢, mas nunca cobre o ponto p, donde ¢ nao é vencedora.

Logo, se DOIS possui estratégia vencedora em G’f+ (Ox,Ox), entao podemos
construir o submodelo M tendo uma dessas estratégias como elemento e teremos X NM =
M, donde |X| < |M| = 2"~. O

Teorema A.0.2. Seja (X,T) um espaco topoldgico tal que ¥(X) < k e DOIS possui
estratégia vencedora em G5 (Ox,Ox). Entio | X| < 2%,

Demonstracao. Vamos considerar que UM possui estratégia vencedora ¢ no jogo dual
P* (X, 7). Sejam @ um cardinal regular grande o suficiente e M um submodelo elementar
r-fechado de H(6) com X, 7,0x,p € M e |M| = 2".

Afirmamos que X N M = X. Caso contrario, podemos tomar p € X \ M e jogar
uma partida de P*(X,7) em que UM joga de acordo com ¢. Como ¢ e () sdo elementos
de M, entao xy = ¢(()) € M. Como ¥(X) < &, por elementaridade existe uma pseudo-
base V, € M com |V,| < k para cada 2 € X N M. Além disso, como k* C M, V, C M
para todo € X N M. Como zg € M, existe Vy € V,, tal que p ¢ Vi, logo DOIS pode
jogar Vj na rodada 0.

Em geral, supondo que até a rodada o DOIS jogou (Vs : B < a) tal que Vg € M
ep ¢ Vi para todo f < «a, como M é k-fechado, (V3: 08 <o) € M, logo z, =
o((Vg: B <a)) € M. Dai, V, estd contido em e é um elemento de M, logo existe
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Vo € M tal que p ¢ V,,, e DOILS pode jogar V, na a-ésima rodada. Procedendo induti-
vamente, construimos uam sequéncia (V,, : @ < k™) de jogadas de DOIS em uma partida

de P*(X,7) em que UM joga de acordo com ¢, mas tal que p ¢ |J V,, contradizendo
a<kt
o fato de que ¢ é uma estratégia vencedora para UM.

Dessa forma, concluimos que X N M = X, donde | X| < |M| = 2~ O

Apesar da primeira prova ser um pouco mais complicada do que a segunda,
ambas demonstragoes sao mais simples e mais faceis de serem acompanhadas do que a
apresentada na secao 3.1, o que serve como exemplo da forca da técnica dos submodelos
elementares e mostra um motivo de dar atencao separadamente a jogos que dao as mesmas

informagoes, como o jogo de Rothberger e o jogo ponto-aberto.
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