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Resumo

Neste trabalho apresentaremos a classificagao de élgebras nao associativas, com
foco em trés classes principais: algebras de Leibniz, algebras de Jordan e algebras ge-
néticas. O objetivo é classificar essas algebras para dimensao baixa, considerando que a
complexidade aumenta com o crescimento da dimensao. Sob o corpo dos niimeros com-
plexos, abordaremos a classificagao das algebras de Leibniz, em particular, de Lie, de
dimensao menor ou igual a trés, usando como base [4], e das algebras genéticas de dimen-
sao até dois, baseando-se em [16]. Finalmente, sob um corpo qualquer de caracteristica
diferente de dois, abordaremos a classificacao das algebras de Jordan de dimensao menor
ou igual a dois, segundo [5].

Palavras-chave: Algebras de Leibniz; Algebras de Lie; Algebras de Jordan;

Algebras genéticas; Algebras nao associativas; Classificacdo.
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Abstract

In this work, we present the classification of non-associative algebras, focusing on
three main classes: Leibniz algebras, Jordan algebras, and genetic algebras. The aim is
to classify these algebras in low dimensions, considering that complexity increases as the
dimension grows. Over the field of complex numbers, we will address the classification
of Leibniz algebras, particularly Lie algebras, of dimension at most three, based on [4],
and genetic algebras of dimension up to two, following [16]. Finally, over an arbitrary
field of characteristic different from two, we discuss the classification of Jordan algebras
of dimension at most two, using [5] as a reference.

Keywords: Leibniz algebras; Lie algebras; Jordan algebras; Genetic algebras;

Non-associative algebras; Classification.
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Introducao

A matematica é frequentemente desenvolvida e estudada por seu proprio pro-
gresso interno, sem uma preocupacao imediata com aplicagoes externas. No entanto,
grande parte da teoria matematica esta intrinsicamente ligada a outras areas do conhe-
cimento, como fisica e biologia, e muitos de seus conceitos surgiram para atender as
necessidades dessas areas. Quando se discute a aplicabilidade da matemaética, costuma-se
pensar nas areas como geometria e equacoes diferenciais. No entanto, a algebra também
desempenha um papel nessas conexoes, e neste trabalho tentaremos, em alguma medida,
mostrar uma breve conexao com outras areas do saber.

Durante as trés primeiras décadas do século XX, a teoria dos anéis evoluiu predo-
minantemente como a teoria dos anéis associativos. Todavia, em meados do século XIX,
j& se tinham registros de sistemas mateméticos que atendiam a todos os axiomas de um
anel, exceto o da associatividade. Porém, essas estruturas nao eram estudadas por nao
satisfazerem a essa propriedade que, na época, era necessaria. Desde entao, o estudo de
estruturas nao associativas tem sido um ambiente de grande interesse para a area. Nesse
viés, este trabalho tem como objetivo analisar trés distintas classes de algebras nao as-
sociativas: as algebras de Leibniz, em particular as de Lie, as algebras de Jordan e as
algebras genéticas, e apresentar diferentes técnicas de classificagao de algebras.

As algebras de Lie originaram-se a partir do desenvolvimento da teoria de Lie
aplicada a grupos continuos, um conceito que comecou a tomar forma por volta de 1870.
Essa abordagem inovadora visava tratar equagoes diferenciais de maneira analoga a abor-
dagem de Galois para equagoes algébricas. Por meio do trabalho colaborativo de Sophus
Lie e Felix Klein, foi estabelecido um método que examina equagoes diferenciais através
das simetrias associadas a elas. A motivacao central para o aprofundamento no estudo
dessas algebras encontra-se na existéncia de uma teoria de (co)homologia, que, quando
aplicada a élgebras de Lie, revela novos invariantes. Além disso, sua relagdo intrinseca
com varias areas do saber, incluindo Geometria Diferencial, Topologia Algébrica Cléssica,
Geometria nao comutativa e outras, justificou tal investigagao.

Dada a sua importancia, as élgebras de Lie admitiram diversas generalizacoes

ao longo dos anos, como por exemplo as algebras de Leibniz. Loday introduziu essa



generalizac¢ao em seu trabalho, [15], “Une Version Non Commutative des Algebres de Lie:
Les Algébres de Leibniz”, em 1993, quando estudava fendmenos de periodicidade em K-
Teoria Algébrica, para K corpo. Elas sdao uma versao nao anticomutativa das algebras de
Lie.

Outra classe de dlgebras que estamos interessados em abordar neste trabalho é a
das algebras com significado para a genética. O entendimento contemporaneo da heranca
genética comecgou a se moldar a partir das teorias evolutivas propostas por Charles Darwin.
Contudo, foi Gregor Mendel que, em 1856, deu os primeiros passos para revelar os padroes
matematicos subjacentes na genética. Mendel realizou experimentos que estabeleceram
as leis da hereditariedade e, embora nao aplicasse a algebra formalmente, suas conclusoes
j& sugeriam uma estrutura matematica subjacente. Décadas depois, na metade do século
XX, o matemético britanico Ivor Etherington formalizou essa conexao entre genética e
matematica ao introduzir o conceito de algebras genéticas em seu artigo [0], intitulado
“Genetic Algebras”. O objetivo deste estudo foi desenvolver uma definicao de algebra
genética que fosse suficientemente abrangente para incluir as varias estruturas algébricas
que apareceram na genética, preservando a especificidade necessaria para uma anélise
matematica detalhada e precisa das complexas relagoes nos processos de hereditariedade.

Por fim, estamos interessados na categoria das algebras de Jordan, originalmente
proposta por Pascual Jordan. Essa classe de algebras foi concebida como um recurso
analitico para a exploracao dos fundamentos da mecénica quantica, que sao interpretados
com matrizes auto-adjuntas hermitianas. Além disso, existe uma ligacao substantiva
entre as algebras de Jordan e a categoria das &lgebras nao associativas, a qual merece
destaque na literatura. Historicamente, a primeira conexao das algebras de Jordan com
outra teoria matematica foi com a teoria das algebras de Lie. A interagao notavelmente
produtiva entre as teorias de Jordan e de Lie continua a despertar interesse nas algebras
de Jordan.

O problema de classificacao esta presente em diversas areas do saber, queremos
agrupar determinado objeto analisando certa propriedade que temos interesse de estu-
dar. No ambito da algebra abstrata, estamos interessados na classificagao de estruturas
a menos de isomorfismos, visto que esse preserva as caracteristicas da estrutura, ou seja,
preserva a(s) operagao(oes). Um exemplo classico de classifica¢ao ¢ o Teorema dos Grupos
Abelianos Finitamente Gerados, um teorema da teoria de Grupos. Em especial, neste tra-
balho, descreveremos a classificacao das familias de dlgebras mencionadas anteriormente,
a menos de isomorfismos, para dimensao baixa, visto que, & medida que a dimensao da
algebra aumenta, o problema se torna mais desafiador. Veremos diferentes técnicas para
classificar algebras, onde queremos encontrar uma boa base para trabalhar. Podemos

realizar mudangas de base, induzir isomorfismos ou, ainda, definir um certo funcional
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que nos daré ferramentas para classificacao. Além disso, veremos que o corpo sobre o
qual a algebra é considerada influencia diretamente na complexidade do problema. Em
certas classes, serd necessario concretizar, e, portanto, fixar, um corpo para viabilizar a
classificagao de maneira mais precisa.

No primeiro capitulo serao apresentados os conceitos preliminares necessarios
para a compreensao do trabalho. Iremos apresentar o conceito de K-algebra, bem como
as definigoes e resultados importantes para a classificacao das classes de algebras que serao
estudadas. Na segunda secao desse capitulo, apresentaremos uma breve discussao sobre as
algebras com significado genético, visto que essa classe nao é usualmente estudada. Além
disso, mostraremos conexoes com as algebras de Jordan, bem como uma breve relagao
com o ponto de vista da biologia. No segundo capitulo, apresentaremos a classificacao das
algebras de Lie para dimensoes até trés, sob o corpo dos nimeros complexos, conforme
feito em [4] e [14]. J& no terceiro capitulo, iremos apresentar a classificagdo proposta em
[2], [21] e [4] para as algebras de Leibniz, nao Lie, de dimensao menor ou igual a trés sobre
o corpo dos ntimeros complexos. Por fim, no quarto capitulo, iremos apresentar uma clas-
sificacao detalhada das algebras genéticas, bem como das éalgebras de Jordan, cada uma
com dimensao menor ou igual a dois. Essas duas categorias de algebras compartilham
uma caracteristica fundamental: ambas sao algebras que, apesar de serem nao associa-
tivas, satisfazem a comutatividade. Isso nos motiva a classificad-las no mesmo capitulo
e repercute numa interse¢ao dessas classificagoes. A classificacao das dlgebras genéticas
seré feita sob o corpo dos complexos, como feito em [16], e as algebras de Jordan sob um

corpo qualquer de caracteristica diferente de dois, como em [5].



Capitulo 1

Preliminares

Nesse capitulo serao introduzidas as principais defini¢oes e alguns resultados ba-
sicos sobre algebras que serdo utilizados ao longo do trabalho. E interessante que o leitor
tenha um conhecimento béasico sobre espacos vetoriais; para tal, o interessado pode con-
sultar a referéncia [10]. Na primeira se¢ao definimos a no¢ao de K—algebra bem como o
bésico da teoria classica deste assunto; para um maior aprofundamento referente a essa
segdo pode-se consultar as referéncias [22], [13] e [4]. A segunda segao, que trata das
algebras com significado genético, visa introduzir a nocao de algebras que modelam cer-
tas estruturas da genética, dando uma perspectiva tanto matematica quanto bioldgica
de modo introdutoério. Aos leitores que tiverem interesse de se aprofundar neste toépico,
recomenda-se a leitura das referéncias [19], [20],[16] e [II]. Por fim, ao longo do texto, K

denotara um corpo qualquer.

1.1 Algebras

Definicao 1.1.1. O K-espago vetorial A € dito uma K-dlgebra se munido da operacao

bilinear x : A x A — A, chamada de produto, satisfaz para todo a,b,c € A e a € K:

i) (a+b)xc=axc+bxc,
it) ax (b+c)=axb+axec,
iii) alaxb) = (aa) xb=ax (ab).

Para simplificar a notagao, ao longo do trabalho escreveremos ab no lugar de
a * b e também usaremos o termo algebra ao invés de K-algebra. Dada uma &lgebra A,
definiremos ajas - - - apa,11 como sendo (ajag - - - a,)a,1 para todo a; € A, com i € N.
Quando quisermos evidenciar o produto da algebra, denotaremos o par (A, *). Dizemos
que um subconjunto 8 de A é uma base para a dlgebra se for uma base de A como espago

vetorial. Assim, a dimensao de uma algebra é a sua dimensao como espago vetorial.
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Durante o trabalho, usamos em diversos momentos a caracteristica do corpo, por
isso definiremos a seguir a caracteristica de um anel, sendo o corpo um caso particular
de anel; a definicao se aplica para corpos. O leitor interessado em aprofundar os estudos

sobre a teoria de Grupos e Anéis pode verificar a referéncia [12].

Definicao 1.1.2. Seja A um anel. Dizemos que o menor inteiro positivo n tal que na = 0,
para todo a € A é a caracteristica do anel A, denotado por char(A) = n. Se nao existe

tal n, convencionamos que char(A) = 0.

Observagao 1.1.3. Para teoria de corpos, podemos definir char(K) = n, quando nl = 0.
De fato, se n1 = 0, tal que n € o menor inteiro onde isso ocorre,tome r € K
qualquer temos nx = n(lx) = (nl)x = 0x = 0. A reciproca seque imeditamante da

definicao, jd que vale para todo x € K, vale, em particular, para 1.

Exemplo 1.1.4. O corpo dos nimeros complexos tem char(C) = 0. O anel Z,, tem
caracteristica n, por definicdo, jd que n € o menor inteiro positivo tal que nz = 0, para

todo z € Z,,.

Definigao 1.1.5. Dizemos que uma dlgebra A é:

e associativa, se (ab)c = a(bc) para quaisquer a,b,c € A, isto €, o produto de A é

associativo.
e comutativa, se ab = ba para quaisquer a,b € A .

e com unidade (ou unitdria), se existe 1 € A tal que al = la = a para todo a € A.

Seja A uma algebra, e z,y, 2 € A, definimos o associador de z, v, z, e denotamos
por (x,y, z), como

(z,y,2) = (vy)z — z(y2).

Temos que uma algebra é associativa se, e somente se, (z,y, z) = 0, para todo z,y, z € A.
Podemos interpretar o associador, como sendo uma maneira de medir a nao associativi-

dade da algebra.

Proposigao 1.1.6. Seja A uma dlgebra e S um subconjunto gerador, como espago veto-
rial, de A. Entao:

i) A € associativa se, e somente se, (uv)w = u(vw) para quaisquer u,v,w € S.
it) A é comutativa se, e somente se, uv = vu para quaisquer u,v € S.

i11) A possui unidade se, e somente se, existe 1 € A tal que lv = vl = v para todo

veS.
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Demonstracao. Dados a,b,c € A, temos que a = Zauu, b= Z)\UU ec = Z’yww,
u€esS veS weS
com y,, Ay, Y € K, em que apenas uma quantidade finita dos coeficientes «ay,, A, € 7, sao

nao nulos, o que torna as somas finitas.

i) Supondo (uv)w = u(vw) para quaisquer u,v,w € S, temos

(ab)e = (Z au)\vu’u> (Z Wu)

u,VES weS
= Z (Z au)\v%]> (uv)w
weS \u,ves
= Z Ay Ay Yt (VW)
UV, WES
— (j{:ohu> (:j{: AvaUw)
uesS v,wES
= a(bc).

Logo, A é associativa.

ii) Supondo uv = vu para quaisquer u,v € S, temos

ab = Z (e Ay )uv = Z (A, )vu = ba.

u,vES u,veS
Logo, A é comutativa.

iii) Supondo que existe 1 € A tal que lv = vl = v para todo v € S, temos que

1a:Zau(1u) :Zauu:a e al :Zau(ul) :Zauu:a.

ueS uesS ueS ueS

Logo, 1 é unidade de A.
A reciproca dos itens, segue por definigao, ja que S C A e se A possui uma certa

propriedade, em particular, vale para os elementos de S.

]

Exemplo 1.1.7. Considere A = span{ey,es} sobre K tal que char(K) # 2, com produto
€16y = €1, €e; = —eq, e9ea = 0 e ere; = 0. Podemos ver, usando a Proposicao que
a dlgebra nao é comutativa, nem associativa, nem possui unidade.

De fato, considere S = {ey,es}, temos:

e Nao comutativa: ejes = —egeq, como char(K) # 2, temos que ejes # ese;.
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e Nao associativa: (ejeg)ey # eq(eses), pois (e1es)es = e1 enquanto eq(ezes) = 0, no

entanto ey # 0, por definigao.

e Nao unitdria: Se existisse 1 € A, digamos 1 = aey + PBey para o, € K, teriamos
1-e1 = ey, ou seja, fese; = e < [ = —1. Também, e; -1 = ¢ < fe; =
ey <= [ =1. Teriamos —1 = 1, o que é absurdo, ji que char(K) # 2.

Exemplo 1.1.8. Toda dlgebra bidimensional com unidade € associativa e comutativa.
Com efeito, como é bidimensional e com unidade, podemos considerar {1,a} uma
base para a dlgebra. Pela Proposi¢ao temos que basta provar que tal dlgebra é
comutativa e associativa para os elementos da base, jd que esses sao também os geradores
da dlgebra. Assim, a comutatividade seque diretamente do fato de que a unidade comuta
com todos os elementos, por definicao, e a associatividade seque da definicao da unidade,
da comutatividade dos elementos e a®> = (aa). Por exemplo, podemos provar que (aa)a =

(a*)a = a(a®) = a(aa). Para os demais casos podemos fazer contas andlogas.
Vejamos alguns exemplos de algebras importantes.
Definicao 1.1.9. Dizemos que L € uma dlgebra de Lie se, para todos x,y, z € L valem:
i) x* =0 (anticomutatividade);
ii) (xy)z + (yz)x + (zx)y = 0 (identidade de Jacobi).

Em geral, a algebra de Lie nao é associativa, pois (zx)y = 0 para todo =,y € L,
porém o produto z(xy) ndo é necessariamente nulo.

Note que a propriedade ) implica em zy = —yz, para quaisquer z,y € L. De
fato,

0=(z+y)’=a+ay+yz+y° =zy+yz.

Ainda, se char(K) # 2, dado zy = —yx, em particular temos que
rr = —xx < 2er =0& 2% =0.

Logo, se char(K) # 2 as propriedades 2> = 0 e 1y = —yz sao equivalentes.

Exemplo 1.1.10. O espaco vetorial R? munido do produto vetorial usual x € uma dlgebra
de Lie.

De fato, considere a base {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} := {e1,e2,e3} de R3. Sabe-
mos que o produto na base € dado por e; X e3 = e3, €3 X €3 = €1 € e3 X €1 = €3. Sabemos,

pelo produto vetorial usual, que v = 0, para todo v € R3. Resta verificar que satisfaz a
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propriedade de Jacobi. Como a identidade de Jacobi é multilinear, ou seja, linear em to-
das as varidveis, usando os mesmos argumentos da Proposi¢ao[I.1.6], € suficiente verificar

que a identidade € satisfeita para a base. Temos,
(61 X€2) X€3+(€2 X€3) X€1—|—(€3X€1) X eg =e3 X €3+ €3 X€1+€2X€2:O.

De forma andloga, € possivel mostrar os outros casos.

Dada uma algebra associativa A, podemos definir uma nova operagao sobre essa
algebra que induzira de forma natural uma &algebra de Lie, como veremos na definicao a

seguir.

Definicao 1.1.11. Seja A uma dlgebra associativa com o produto dado por ab para todo

a,b e A. O comutador é definido por:

[, ]:AxA—= A
(a,b) — [a,b] = ab — ba.

Definimos indutivamente o comutador de comprimento n, como seque:

[a1>a2> < 7an] = Halaa% < 7&n71}7an]7

para todo a; € A.

Da defini¢ao do comutador, é possivel verificar que o mesmo satisfaz a propriedade
de Jacobi e que é anticomutativo. Assim, a algebra (A,[-,:]) é uma éalgebra de Lie,

denotada por A(7).

Definicao 1.1.12. Dizemos que uma dlgebra L, sobre um corpo K, € uma dlgebra de

Leibnaz se satisfaz a identidade de Leibniz, dada por
(xy)z = (z2)y + x(yz), Y x,y,2 € L.

Tal definicao é a chamada algebra de Leibniz a direita, podemos definir de forma
analoga a algebra de Leibniz a esquerda.
Note que a algebra de Leibniz é uma generalizacao da élgebra de Lie. De fato, se

A é de Lie, entao, pela identidade de Jacobi, para z,y, z € A, temos que

(zy)z + (y2)x + (22)y = 0,
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usando a anticomutatividade temos

(zy)z — x2(yz) — (v2)y = 0.

Definigao 1.1.13. Seja A uma dlgebra qualquer. Uma transformagao linear D : A — A
tal que para todo a,b € A satisfaz

D(zy) = D(z)y + zD(y)

é dita uma derivagao de A.

As algebras de Leibniz foram introduzidas por Loday [15] o qual as nomeou devido
a “regra de Leibniz” da derivagao. Se definirmos o operador multiplicagao a direita, fixado
z € L entdo teremos R, : L — L tal que R.(x) := xz para todo x € L. Dai, podemos ver
que R.(xy) é uma derivagao segundo a Definigao De fato,

R.(zy) = (zy)z = (v2)y + 2(yz) = R.(z)y + 2R.(y).

Definicao 1.1.14. Dizemos que J € uma dlgebra de Jordan se é uma dlgebra comu-

tativa e para quaisquer x,y € J, satisfaz
(zy)z® = (ya?).

Observacgao 1.1.15. Podemos definir a dlgebra de Jordan em termos do associador e do
comutador, como uma dlgebra que satisfaz para todo x ey, as identidades [x,y] = 0 e

(z,y,2%) = 0.

Exemplo 1.1.16. Toda dlgebra comutativa e associativa € de Jordan.
De fato, se é associativa, vale (z,y,z) = 0, para todo x,y,z € A, basta tomar

z =22 e seque que a dlgebra é de Jordan.

Dada A uma algebra associativa sobre um corpo de caracteristica diferente de
2, podemos definir uma nova operacao sobre essa algebra que induzird uma &lgebra de

Jordan, como veremos a seguir.

Definicao 1.1.17. Seja A uma dlgebra associativa com o produto dado por ab para todo

a,b e A. O produto de Jordan € definido por:

0:AxA— A

ab + ba
5

(a,b) = aob=
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Podemos provar que tal algebra munida com o produto de Jordan é uma algebra
de Jordan. De fato, temos que a comutatividade do produto segue diretamente da de-
finicao do produto o. Ja para a identidade de Jordan, consideremos a,b € A quaisquer.

Como A é associativa com o produto ab, temos que

(aob)a*+ a*(aob)

(aob)oa®= 5
_ 1 ((ab+ ba)a? N a*(ab + ba)
2 2 2
= i(a(baz) + baa® + a*ab + a*ba)
1
= Z((a(baQ) + a*ab) + (baa® + a*ba))
= i(a(azb + ba?) + (ba* + a*b)a)
=ao (boa?).

Definigao 1.1.18. Dizemos que a dlgebra A € nilpotente de indice n > 1, se A" #£0
e A" = 0, ou seja, se n € o menor inteiro positivo que satisfaz aias...a, = 0, para

quaisquer ai, ..., a, € A, em que A" = A" 1A,

1.1.1 Subalgebras, ideais e homomorfismos

Definigao 1.1.19. Seja A uma dlgebra. Dizemos que:

1. Um subespaco vetorial B de A € dito uma subdlgebra de A, se € fechado com respeito

ao produto, isto €, vy € B para todos x,y € B.

2. Um subespago I de A é um ideal a esquerda (respectivamente ideal a direita) de
A se AI C 1, isto €, ai € I (respectivamente Ia C I, isto €, ia € I) para quaisquer
i€l eac A Sel éum ideal a esquerda e a direita simultdneamente, dizemos que

I € um ideal bilateral (chamaremos apenas de ideal)de A.

Definicao 1.1.20. Seja A uma dlgebra associativa sobre um corpo de caracteristica dife-
rente de 2. Denotamos por A o espaco vetorial A com o produto a ob. Uma dlgebra
de Jordan especial é uma subdlgebra J de uma dlgebra A™). As dlgebras de Jordan que

nao sao especiais sao chamadas de excepcionais.

Definigao 1.1.21. Definimos a dlgebra derivada, denotada por A’, como sendo a dl-

gebra gerada por todas as multiplicagoes de dois elementos de A, isto €,

A= ({ay | 2,y € A}). 0
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A algebra derivada é um ideal de A. De fato, seja z € A', dai existem z1, 2, € A
tais que x = 175 e seja y € A. Em particular, z € A e temos zy € A" e yr € A, para

quaisquer x € A’ e y € A.

Exemplo 1.1.22. Seja A uma dlgebra associativa. O subespago vetorial
Z(A)={a€A|ax =xa, Vre A}

de A € uma subdlgebra de A denominada centro de A.

Observagao 1.1.23. Podemos sempre definir o centro de uma dlgebra, porém se esta nao

for associativa, entdo o centro, em geral, nao serd uma subdlgebra de A.

Defini¢ao 1.1.24. Dizemos que uma dlgebra A € abeliana se A = Z(A), isto €, quando

a dlgebra é comutativa.

Observacgao 1.1.25. Note que uma dlgebra de Lie sob um corpo de caracteristica diferente
de 2, L € abeliana se, e somente se, L = 0.

Provemos que, y € Z(L) se, e somente se, xy = 0V € L. Com efeito, se xy =0
entdo, da anticomutatividade, temos —yxr =0 < yr =0=xy e logoy € Z(L). Agora, se
y € Z(L), entao xy = yx para todo x € L, mas como L é de Lie, temos da antissimetria
que yr = —xy, e se char(K) # 2, entao xy = 0. Em particular, quando L =0 todos os

produtos sao nulos e seque que L € abeliana.

Exemplo 1.1.26. Seja A uma dlgebra e I um ideal de A. Definimos a dlgebra quociente

de A por I pelo espago vetorial quociente
A
7= {a+1|ac A}

munido do produto dado por (a+ I1)(b+ 1) = (ab) + I, para quaisquer a,b € A. Podemos

denotar um elemento da dlgebra quociente por a == a + I.

Definigao 1.1.27. Seja A uma dlgebra, definimos o anulador a direita de A por
Annp(A)={a€ Alba=0, Vbe A}.

Analogamente, definimos o anulador a esquerda por
Anng(A)={a€ A|lab=0, Vbe A}.

O anulador a direita (respectivamente a esquerda) é um ideal a esquerda (respec-

tivamente a direita) de A. De fato, Annp(A) é subespago de A e mais, dado a € Annp(A)
11
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temos ba = 0,V b € Ae 0 € Annp(A), entdo bAnnp(A) C Annp(A). Analogamente

para o anulador a esquerda.

Definigao 1.1.28. Sejam A e B dlgebras. Dizemos que a transformagao linear ¢ : A — B
¢ um homomorfismo de dlgebras se ¢p(ajas) = ¢(a1)d(az), para quaisquer ay,ay € A.
Se A e B possuem unidade, exigiremos que ¢(14) = 1p. Dizemos que ¢ € um epimorfismo
se ¢ € um homomorfismo sobrejetor e que € um monomorfismo se ¢ ¢ um homomorfismo
injetor. Quando ¢ € um homomorfismo bijetor, dizemos que ¢ € um tsomorfismo, neste

caso € dito que A e B sao isomorfas e denotamos por A = B.

Seja {e; | i € A} uma base para algebra A, enquanto algebra vetorial. Definimos

a multiplicacao para elementos da base como sendo
€€ = E iK€k
keA

com ay;, € K, para ¢ e j fixados, em que somente um ndimero finito de o;j;; é nao nulo.

Usando a propriedade distributiva, podemos estender essa multiplicacao para elementos

Zﬁiei Z'Yjej = Z ﬁi%‘ez‘@j-

i€A JEA 1,JEA

da algebra como segue

Com isso, vemos que os produtos e;e; Vi,j € A determinam completamente a algebra
A. As constantes «;j;, sao chamadas de constantes de estrutura da éalgebra A na base
{e; | i € A}. Essas constantes nos fornecem informagoes completas sobre as algebras.
Com isso, o resultado a seguir sera utilizado frequentemente durante as classificagoes das

algebras a menos de isomorfismos.

Exemplo 1.1.29. Considerando a dlgebra A = span{ey,es, e3}, se definirmos o produto
€36y = €9,60€3 = —€g, €163 = 269 €361 = €1 + ey e demais produtos nulos. Podemos
estender o produto, linearmente, para genéricos elementos, usando a nogao apresentada
acima sobre constantes de estrutura.

Sejam x = aeq + Brea +y1e3 € y = aseq + Paes + o€z temos, por extensao linear,

o produto

ry = 20017262 — Pi1y2e2 + 71 P2e2 + 100(e1 + €2)
= mger + (20072 — B2 + 1Pz + N1e)es

Lema 1.1.30. Duas dlgebras de dimensao finita sao isomorfas se, e somente se, existe

uma base para a qual possuam as mesmas constantes de estrutura.

Demonstrag¢ao. Sejam A; e Ay duas algebras de dimensao finita, digamos A; = span{ey,

.., en} e Ay = span{my,...,ms}. Se elas possuem as mesmas constantes de estrutura,
12
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digamos ¢;;, como sao as mesmas para ambas as algebras, A; e Ay devem ter a mesma
dimensao, logo r = s. Temos, em particular, e;e; = > ¢;jper € mim; = Y ¢;jpmy. Consi-
dere a transformagao linear bijetora ¢ : Ay — Aj tal que ¥(e;) = m;. Sejam x = > a;e; e

y=>_bje;, temos:

Ylzy) =4 Z a;e; Z bjej)
- ¢ Z aibjeiej>

i,J
=1 E aibj g Cz’jkek>
i,9 k

= Z aibjcijk¢(€k)

i7j7k

= E aibjcijkmk
i7j7k

= E CLibj E CijkMMg
i, k

= E aimibjmj
i,

= (@)Y (y).

Donde A; e A, sao isomorfas.

Suponha, agora, ¢ : A; — A, isomorfismo de algebras, novamente r = s. A
menos de mudanga de base, podemos supor que ¢(e;) = m; e dado o homomorfismo,
temos ¢(e;e;) = P(e;)p(e;) = mym;. Agora, seja e;e; = Y Cijrer € mym; = > bjpmy. Por

outro lado, podemos calcular, via isomorfismo, a seguinte

mim; = ¢(e;e;)

= ¢(Z Cijker)
k
= Z cijkd(er)
k
= Z cijkmk.
k
Dai, > cijpmu = mym; = Y bijpmy, e segue que Y (¢;jx — bijp)my = 0. Mas {mq, ..., m}

¢ uma base, e logo ¢;j, — by, = 0. Portanto, ¢, = by, e temos o resultado.
O

13
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Exemplo 1.1.31. Considere a dlgebra A = span{ay,as,as} com produto na base dado
poT ayaz = aj + Qs, a3 = as € 0s demais produtos na base nulos. FE considere a dlgebra
B = span{by, by, b3} com produto dado por bibs = by + 3by, bobs = bs, e os demais
produtos na base nulos, num corpo de caracteristica diferente de 3. As dlgebras A e B
sao somorfas.

De fato, observe que do modo como estd escrito elas nao possuem as mesmas
constantes de estrutura, porém podemos fazer uma mudanca de base na dlgebra B, que
torna as constantes de estrutura iguais. Tome b} = 51’ temos que o produto na base serd
bibs = b + by € bobg = by, e seque pelo Lema[1.1.30, que sao isomorfas.

Exemplo 1.1.32. A dlgebra trivial é isomorfa apenas a si mesma.

De fato, seja A a dlgebra trivial, isto é, uma dlgebra com base {ay, ..., a,} e com
produto a;a; = 0, para todo i e j. Considere agora B uma dlgebra de mesma dimensao
com base {b,...,b,} e produto dado por b;b; = Z%jkbk. Pelo lema anterior, temos que

k=1
A e B sao isomorfas se, e somente se, possuirem as mesmas constantes de estrutura, ou

seja, se, e so se, Vi = 0, para todos 1,5,k € {1,--- ,n}.

1.1.2 Produto tensorial

Definicao 1.1.33. Sejam U, V e W espacos vetoriais sobre um corpo K. Uma funcao
f:V xW = U ¢ dita bilinear se:

(i) f(a1vr + agva, w) = ay f(vr, w) + ag f (v, w);
(11) f(v, 1wy + awsy) = aq f(v,wr) + aof (v, ws);
para quaisquer v,vy,ve € V; w,wi,we € W e ay,as € K.

Defini¢ao 1.1.34 (Propriedade Universal). Sejam V e W' espagos vetoriais sobre um
corpo K. Dizemos que um espago vetorial T munido da aplicacao bilinear f : V xW — T
€ o produto tensorial de V e W se, dado U espaco vetorial e uma aplica¢ao bilinear
® .V xW — U, existir uma tunica transformacao linear h : T — U satisfazendo

® =ho f, ou seja, que faz o diagrama abaizo comutar.

VxWL;T

(D Ve
l 7 3
A

U

Teorema 1.1.35. O produto tensorial (T, f) € unico, a menos de isomorfismo.

14
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Demonstracdo. Vamos supor que (T, f) e (T, f) sdo os produtos tensoriais de V por W.
Assim, satisfazem a propriedade universal. Podemos, por um lado, considerar, para o
produto tensorial (7', f), as aplicagoes f: V x W — T, f:VxW=>Teh:T—T tais
que f = ho f. Por outro lado, consideramos o produto tensorial (T, f ), € entao existe uma
tnica h: T — T tal que f= ﬁof. Dati, f = hoﬁofe f= ﬁohof. Observe que podemos
aplicar a propriedade universal considerando o produto tensorial (7, f) (respectivamente
(T, f)), o espaco vetorial T (respectivamente 1) com a tnica transformacio linear idy
(respectivamente ids), e teremos idy o f = f e ids o f = f .. Dai, segue da unicidade da
propriedade universal que h o h=idrehoh= idy. Assim, h e h sdo isomorfismos, e
temos que 1" = T.

O

Notagao. Denotamos o produto tensorial de V' por W por V ®@x W

Quando for necessario deixar explicita a fungao bilinear f, diremos que o par
(V@g W, f) é o produto tensorial. Além disso, quando estiver claro qual corpo esta sendo
usado, utilizaremos apenas V ® W ao invés de V ®@g W.

Dado (v,w) € V x W, vamos denotar por v ® w o elemento (v,w) de V & W.
Chamamos os elementos da forma v ® w de tensores. Temos entao que {vQw |v € V,w €

W} é um conjunto gerador de V@ W e que

(1 +v9) @w = (V] @ W) + (v ® W)
v® (wy +w2) = (V@ w) + (v ws)
(M) @w = Av®w)
1R (Aw) = Av®@w)

(1.1)

para quaisquer vy,v,v € V, wi,wo,w € W e A € K. Concluimos entao que todos
os elementos de V @ W s@o da forma > (v; ® w;), com v; € V e w; € W. Estamos

interessados no produto tensorial de algebras, acerca do qual temos o seguinte teorema.

Teorema 1.1.36. Sejam V' e W dlgebras sobre um corpo K. O produto tensorial V& W

¢ uma K-dlgebra com o produto dado por
(v1 ® wi)(v2 ® wy) = (V1v2) @ (W1w2)

quaisquer que sejam v; € V ew; € W, 1 =1,2.

Demonstra¢ao. Consideremos agora V e W K-algebras. Dados v € V e w € W, arbitra-

15



CAPITULO 1. PRELIMINARES

rios, a aplicagao

fow VXW — VW

(#,y) — vz @ wy,
é bilinear. De fato, por (|1.1)) temos que

fv,w(a: + )‘Z7y) = U(ﬂ? + >‘Z) QW wy = fv,w(xvy) + )‘fv,w<z7y)

fow(@y+A2) =ve@w(y+ A2) = fow(®,y) + Afouw(z, 2).

Assim considere a aplicagao

O:VxW— LV W)

(v, W) > Dy 4y,
onde

Dy VOW — VW

TRY—> T QWYy.

Provamos de forma analoga, que ® é também bilinear. Concluimos que, pela Propriedade

Universal deve existir tnica transformagcao linear

h:VeoW — LV W)

VR W Py,
tal que ® = h o f. Logo, o produto definido por

(VoW x(VeW) —VeW

(z,y) — x -y = h(x)(y)

16
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estd bem definido e ¢ bilinear, pela propriedade universal, ja que

vy = h(z)(y)

H{gen) (o)
- Z h(v; ® w;) (Z v; ® wa‘)

J

= vaiawi <Z vj &® wj)

J
= Z Z fvi,wi (vj ® ’LU]-)
i
= Z VU5 X w;Wj.
0,

O espago vetorial V @ W, munido deste produto, é entao uma algebra. O

1.2 Algebras com significado genético.

Nesta segao, falaremos brevemente sobre algebras que possuem significado para
genética, com o objetivo de chegar a definicao de algebra genética, a qual faz parte da
classe de algebras nao associativas. No capitulo 4, iremos classificé-las, a menos de isomor-
fismo, sobre o corpo dos complexos, para dimensao menor ou igual a dois. Para termos
uma compreensao melhor da parte genética deste trabalho, é essencial introduzir alguns
conceitos fundamentais da biologia. A vida na Terra abrange todos os organismos atu-
almente existentes, desde bactérias até carvalhos. Uma das caracteristicas mais notaveis
dos seres vivos é a capacidade de regeneracao, ou seja, a reproducao e transmissao da
vida a partir de uma tnica célula. Esse processo ocorre desde a origem da vida e levou
os bidlogos a investigarem qual informacao contida nessas células permite a reconstrugao
de organismos complexos, assim surgiu um questionamento o que constitui a informagao
bioldgica?

A genética ¢é a area da biologia que estuda os genes e sua transmissao entre ge-
ragoes. Os genes, por sua vez, sao as unidades fundamentais da informagao bioldgica. No
inicio do século XX, cientistas observaram que essa informagao estava nos cromossomos,
pois eram transmitidos de forma precisa por meio dos processos de meiose e mitose.

A compreensao moderna da heranga genética comegou a se desenvolver a partir
das teorias de Charles Darwin sobre evolugao, mas foi Gregor Mendel quem deu o primeiro

passo para descobrir os padroes matematicos por tras da genética em 1856.
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O primeiro modelo robusto para explicar os mecanismos da heranga foi proposto
por Mendel no século XIX. Seu trabalho experimental, [I§], meticuloso com ervilhas
permitiu identificar padroes na transmissao das caracteristicas entre geracoes. Embora
Mendel nao tenha se aprofundado na formulagao mateméatica de sua teoria, ele analisou
estatisticamente os resultados de milhares de cruzamentos, o que lhe permitiu estabelecer
principios fundamentais da genética.

Em sua época, a natureza da hereditariedade ainda era um mistério. Hipote-
ses anteriores sugeriam que os tragos dos progenitores se misturavam nos descendentes,
resultando em caracteristicas intermediarias. No entanto, as observagoes de Mendel indi-
cavam que certas caracteristicas eram herdadas de maneira previsivel, sem mistura entre
os tragos parentais. Ele propos que a heranca era determinada por unidades discretas,
que chamou de fatores, posteriormente identificadas como genes.

A partir de seus experimentos, Mendel formulou trés principios fundamentais,
conhecidos como as Leis de Mendel. Seus estudos lancaram as bases para a genética
moderna, apesar de seu trabalho ter sido redescoberto e reconhecido apenas no inicio do
século XX, quando a estrutura celular e os cromossomos foram melhor compreendidos.Na,
década de 1940, descobriu-se que o DNA é o principal componente dos cromossomos res-
ponsavel por armazenar a informagao genética. Em 1953, James Watson e Francis Crick
descreveram sua estrutura molecular, demonstrando que a informagao genética esta codi-
ficada na sequéncia de quatro nucleotideos. Esse codigo genético é replicado e transmitido
para todas as células de um organismo, garantindo a continuidade da informacao biologica
entre geragoes.

Mendel conduziu experimentos que revelaram as leis da hereditariedade e, embora
ele nao tenha utilizado formalmente a algebra, o modo como descreveu seus resultados ja
sugeria uma estrutura matemaética. Suas leis ainda sao a base para o estudo da heredita-
riedade, sendo aplicadas em diversas areas da biologia, incluindo genética de populagoes,
biotecnologia e medicina.

Décadas depois, em meados do século XX, o matematico inglés Ivor Etherington
formalizou essa conexao entre genética e matemética ao introduzir a ideia de algebras
genéticas em seu artigo, [6], intitulado “Genetic Algebras”. FEsse trabalho teve como
objetivo desenvolver uma definicao de algebra genética que fosse ao mesmo tempo ampla
o suficiente para abranger a diversidade de élgebras que surgem no estudo genético e, ao
mesmo tempo, especifica o suficiente para permitir uma anélise matematica rigorosa das
complexas estruturas envolvidas nos processos hereditarios. Vamos agora estudar algumas

classes de algebras com significado genético.
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Defini¢ao 1.2.1. Uma dlgebra A =spanf{ay,...,a,} sobre R e tabela de multiplica¢ao
a; - aj = Z%‘jkak
k=1

de modo que 0 < 7, < 1e Z%jk =1, para todo i,j,k € {1,...,n}, é dita dlgebra
k=1
com realizacao genética.

O ntmero real 7,5, pode ser interepretado como a probabilidade de que o acasa-
lamento aleatoério dos a; e a; produza cada ay.
Um elemento a numa algebra com realizacao genética A representa uma popula-

¢ao se é expresso como combinacao linear dos elementos da base

a = a1a; + asas + -+ - + apan

n

satisfazendo 0 < ; < 1, para todoi=1,...,ne Z «a; = 1. Geneticamente, os escalares
i=1
a; € R representam a porcentagem da populacao que carrega o a;.

Da perspectiva biologica, cada gene pode apresentar diferentes formas, chamadas
alelos. No caso do gene que determina o tipo sanguineo humano, por exemplo, existem
trés alelos A, B e O.

Durante a fertilizacao, os gametas, células sexuais contendo um tnico conjunto
de cromossomos, se combinam aleatoriamente, originando o zigoto, a primeira célula do
novo organismo. O conjunto completo de genes de um organismo constitui seu genoma.
Nos organismos diploides, cada célula contém duas copias do genoma, uma herdada de
cada progenitor. No nivel populacional, a genética estuda a variacao genética dentro de
uma espécie e os fatores que influenciam essa diversidade. O pool génico corresponde ao
conjunto de todos os alelos presentes nos individuos reprodutivos de uma populacgao. A va-
riacao pode ser analisada por meio das frequéncias genotipicas e alélicas, permitindo
entender a dinamica evolutiva das espécies.

A genética mendeliana é a base da genética cléssica, estabelecida a partir dos

experimentos de Mendel. Seus principios fundamentais sao:

1. Lei da Segregacgao: Cada gameta recebe apenas um alelo de um par, garantindo

que a heranca ocorra de forma independente para cada progenitor.

2. Lei da Dominéancia: Um alelo dominante se manifesta no fenétipo, enquanto o

recessivo s6 aparece na auséncia do dominante.

3. Lei da Segregacao Independente: A transmiss@ao de um gene ocorre de forma

independente de outro, desde que estejam em cromossomos distintos ou distantes.
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Esses principios formam a base para o entendimento da transmissao genética e
suas variacoes, permitindo avancos significativos na biologia e na medicina.

Algebricamente, quando temos uma algebra com realizacao genética comutativa,
isto ¢, onde 7, = 7jik, recebe o nome de algebra gamética. Um exemplo especifico de
algebra gamética surge no contexto da heranca mendeliana simples, em que os alelos sao
transmitidos para a proxima geragao com frequéncias iguais, refletindo o comportamento
classico da segregacao mendeliana. O leitor interessado em entender mais sobre a heranca

mendeliana pode consultar a referéncia [9].

Definicao 1.2.2. Uma dlgebra gamética correspondente a heranca mendeliana simples
com n alelos para um gene, é uma R-dlgebra dada por G, = span{gi, ..., gn} com produto

definido para base dado por
1
9i 95 = 5(9i + 95)

para todo i,j =1,...,n.
Dado um elemento x = Z a;g; € G, definimos o peso de = por w(z) = Z Q.
i=1 =1
Temos que

n n

2

T = E @i E ®;9;
i=1 j=1

1 n
=3 Z%’Oéj(gi + 9;)

Z"j

= %(Zajzaigi‘f‘zaizajgj) (12)
. 1
= ;ai (§2m)

= w(x)x

Conectando com a genética, ao analisar uma caracteristica genética de um in-
dividuo, focamos em um cromossomo especifico, onde a informacgao genética responsavel
por essa caracteristica esta localizada em uma regido chamada locus genético. E no locus
que encontramos os alelos, diferentes versoes de um mesmo gene, que determinam como
essa caracteristica serd expressa. Assim, a variagao genética presente nos alelos, que re-
presentamos na algebra genética, como os elementos da base, g;, definem as possiveis

manifestagoes dessa caracteristica no organismo.

Exemplo 1.2.3. A habilidade de enrolar a lingua € uma caracteristica genética humana
influenciada por um unico gene, com dois alelos. A forma dominante desse gene, repre-

sentada pelo alelo A, confere ao individuo a capacidade de realizar esse movimento. Jd o
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alelo recessivo, a, impede essa habilidade. A dlgebra gamética, Go = span{ A, a}, associada

a essa caracteristica pode ser expressa com produto dado pela tabela abaizo.

A a
1 1
A A §A+§CL
1 1
a §a+§A a

Tabela 1.1: Tabela de multiplicagao da élgebra gamética G,.

Inicialmente, a genética proposta por Mendel se concentrava em caracteristicas
determinadas por apenas dois alelos, um dominante e um recessivo. No entanto, com a
evolugao das espécies e o surgimento de mutagoes genéticas, sabemos hoje que muitas
caracteristicas podem ter mais de duas variantes alélicas. Esses conjuntos de alelos sao
chamados de polialelos ou alelos miiltiplos, nesse caso ha a nogao de alelos codominantes.

Em certos contextos, podemos assumir que quando estudamos uma caracteris-
tica especifica em um individuo, em um dado momento, ndao ha mutagoes relevantes
ocorrendo e que os alelos estao distribuidos de forma homogénea na populacao. Ou seja,
consideramos que a caracteristica segue, localmente, as leis de Mendel, com a transmissao
dos alelos ocorrendo em frequéncias iguais. Essa simplificacao permite a aplicacao dos
principios mendelianos para estudar a heranca, mesmo em cenérios onde a variabilidade
genética é mais ampla. Essa simplificagao é util para modelos matematicos e probabilis-
ticos da genética, permitindo que as frequéncias alélicas permanecam constantes ao longo
do tempo.Isso esta em conformidade com a hipétese de equilibrio de Hardy-Weinberg,
que estabelece um modelo teérico para populagoes ideais, onde as frequéncias genéticas
permanecem constantes ao longo do tempo; um maior aprofundamento teérico sobre essa
hipotese pode ser encontrado em [7] . Essa estabilidade é mantida sob condigdes ideais,

na auséncia de fatores evolutivos como sele¢ao natural, mutacao e fluxo génico.

Exemplo 1.2.4. Podemos considerar o sistema ABQO, sem considerar o sistema RH, esse
sistema estd relacionado com o tipo sanguineo, e possui 3 alelos possiveis, I, IP, e .
Os alelos I, IP sdo co-dominantes, e sdo dominantes em relacio ao alelo i. O alelo
I4 ¢ responsdvel pela presenca do antigeno A na hemdcia; o alelo I® € responsdvel pela
presenca do antigeno B, e o alelo © € responsdvel pela auséncia desses antigenos. Obtemos

a tabela para dlgebra gamética Gy = span{I*, 12, i} dada por:
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A P i
4 4 YRy A Y R
I I 115+ 1
i s+ 5i ST+ 41 i

Tabela 1.2: Tabela de multiplicagao da algebra gamética Gs.
Proposicao 1.2.5. Toda dlgebra gamética é uma dlgebra de Jordan.

Demonstra¢ao. Sejam x = Z g ey = Z Bjg; em G,. A comutatividade segue imedi-

1 1
atamente da definicao do produto para algebra gamética. De fato,
rY = Z ®iGi Z B9;
1 1
= wiBigigs
1
1 n
=3 > Biailg; + 9:)
1

= Z Bjg;igi
1
= yzx.

Resta verificar que (2?y)x = 2%(yz). Note que, usando a comutatividade e [1.2] temos

]

Dada uma algebra gamética G, podemos construir uma nova algebra a partir
dela através do processo de duplicagao comutativa. Tal processo consiste em, dada
uma algebra A inicial, calcular o tensor A ® A com a multiplicacdo de um tensor puro
dada por

(a®b)(c®d) = (ab) ® (cd),

a qual estendemos linearmente para um genérico elemento da algebra. Vamos indicar a
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duplicacao de A, também, por A® A. Agora, suponha que A seja uma algebra comutativa.
A duplicacao de A é, em geral, ndo comutativa. No entanto, considerando o ideal de A
gerado como um submoédulo pelos elementos do tipo a®b—b® a, isto é, considere o ideal,
I, gerado por {a®b—b®a : a,be A}. A algebra quociente (A® A)/I, é comutativa e
é chamada de duplicacao comutativa de A. Dada uma algebra comutativa A de dimensao

n sobre R, podemos obter a partir dela, a &lgebra duplicada comutativa de dimensao

(Z’) o= %n(n +1).

Onde o produto é dado por

(zx—,@@) (z—®y—) - Y mmens
i€J jeJ (4,5)eIxJ
Onde 7; ® 5; € (A ® A)/I representa a classe de x; ® y; € A ® A. Para simplificar as

notagoes, identificaremos os elementos como sua classe, isto é, usaremos T; R y; = x; Q y;.

Observacao 1.2.6. O produto definido na dlgebra quociente € de fato comutativo. Pode-

MOos Provar apenas para 0S tensores puros, ou Seja, para T; @ y; = (az:z X y,;) + 1, como
(7 @ %:)(7; ® 75) = (75 @ 55) (T © i) = (ways) @ (w59) — (2595) @ (wiys)) € 1
seque a comutatividade.

Voltando a genética, quando dois gametas se fundem, temos que o resultado é
um zigoto. Assim, se fundirmos os elementos da base de uma algebra gamética, mate-
maticamente dizemos que estamos duplicando comutativamente a algebra e, obteremos a

seguinte.

Defini¢ao 1.2.7. Dizemos que uma dlgebra Zj, = span{z; = ¢ @ g; ; 1 < j} € uma

dlgebra zigotica, se esta € uma duplicacao comutativa de uma dlgebra gamética Gy.

Na fecundacgao, quando dois gametas se fundem, formam um zigoto diploide,
que possui duas copias de cada gene. A combinacao desses alelos no zigoto define seu
geno6tipo, enquanto o fenétipo é a manifestagao observavel dessa informacao genética,
muitas vezes influenciada por fatores ambientais. Assim, a transmissao dos alelos pelos
gametas garante a continuidade genética e as interagoes entre genétipo e ambiente moldam

as caracteristicas do organismo ao longo de geragoes.

Exemplo 1.2.8. Considerando novamente, o gene que confere a habilidade de dobrar

a lingua, na espécie humana, temos que o0s possiveis gendtipos sio AA, Aa e aa. Os
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gendtipos AA e Aa estao associados ao fendtipo que confere a habilidade de enrolar a
lingua, enquanto o gendtipo aa estd associado ao fendtipo que nao confere. A dlgebra

zigotica Z9 = span{AA, Aa,aa} com produto dado pela tabela abaizo é um exemplo de

duplicacao da dlgebra gamética Gs.

AA Aa aa
AA AA %AA + %Aa Aa

1 1 1 1 1 1 1
Aa §AA + §ACL ZAA + iACL + Zaa 514@ + ECLO,

aa Aa sAa+ zaa aa

Tabela 1.3: Tabela de multiplicacao da algebra zigotica Z,.

Exemplo 1.2.9. Podemos considerar novamente o sistema ABQO, o processo de fusao
de cada dois gametas dd origem aos genotipos, que matematicamente sao obtidos via
duplicacdo, esses gendtipos sao I 1A, IAIB, T4, IPIB, IPi, ii. Temos uma associacdo
dos gendtipos com os fendtipos, que no caso do sistema ABO, sao os tipos sanguineos, A,
B, AB, O. Temos que os gendtipos 12T e I estio relacionados com o sangue do tipo
A, 0s IPIB ¢ IPi com o sangue do tipo B, I*IB, com o tipo AB e o gendtipo ii com o
sangue do tipo O. Por meio da duplicagao obtemos a tabela da dlgebra zigotica associada,

cujos elementos da base serao os gendtipos essa tabela é:

IA[A A5 1818 15 4 ii

IA]A IA[A ;(IA]A + ]AIB) IA]B é([‘4lB + IAi) ;(IAIA + [A]) IA'i

2 2

TATE | JIATA 4 A1) | L(IATA 4 IP18) 4 LIATE | L(IATB 4 [BIBY | L(IATB 4 [BIB 4 [ 4 1P0) | L(IATA 4 14 + 153 + 1417) | 1(1% + 1P1)

1517 1418 SUATP + 1P17) I°1% $(IPIP 4+ IP0) s(IPIA 4 170) 15
I8 | S(IATP + 14) | (A5 + IP15 + 1%+ 1%6) | L(IP1P + 1%9) FIPIP i) + 317 FUATP + 1Y+ IPi i) | 5(IPi+ i)
i | JIATA+TA4) | Y(IATA + 14+ TP+ TATP) | J(IPTA+ 1%0) | S(JATP + T4+ IPi+ i) FUATA i) + §T4 $(1% + i)

i T4 (I + I7) 1% (1P + i) (I + i) i

Tabela 1.4: Tabela de multiplicacao da algebra zigbtica Z;.

Essa tabela representa todas as possibilidades de cruzamento entre dois genoti-
pos, e dado dois gendtipos indica qual a probabilidade da fecundagao gerar determinado
genotipo.

Podemos exemplificar: suponha que um genitor tenha um sangue do tipo A e
o outro do tipo B; podemos verificar qual a probabilidade de um filho possuir cada tipo
sanguineo possivel.

Vimos que para o fendtipo A estio atrelados os gendtipos [T e I e ao fendtipo

do tipo sanguineo B temos IPIP e IPi,; agora, usando a tabela obtida da dlgebra zigdtica,
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podemos verificar as possiveis combinagoes de gendtipos dos pais. Dai,

IATA % IBIB = TP,

I x [P0 = L(I41P) + 3 (1Y),
IP18 x 1% = L(IP1* + I%3),
IPi x I = (I TP + T + TP+ dd).

Assim, vemos que pode gerar qualquer um dos 4 tipos sanguineos, e se soubermos
0s gendtipos dos genitores podemos dizer qual a probabilidade a acontecer cada tipo san-
guineo, por exemplo se forem IPIP e I temos 50% de chance de ser do tipo AB e 50%

de ser do tipo B.

Podemos fazer a seguinte mudanca de base para algebra gamética G,, = span{g,

..y gn}, definimos ¢; = g1, ¢; = g1 — g; Vi # 1. Obtemos a tabela multiplicativa para G,

dada por
C% = (Cq,
C1¢; = 91(91 - gi)
1
=31 — 5(91 + 9;)
1
= —¢;
2
e

CiCj = (91 - gi)(gl - Qj)
1
zgl—5(—91—gj—91—g¢+gi+9j)
=0, Vi j#1.

Exemplo 1.2.10. A tabela dada no exemplo com essa mudanca de base serd dada

por

g1 g2

g1 g1 %92

92 102 0

Tabela 1.5: Tabela de multiplicacao da algebra gamética G, p6s mudanca de base.

Agora, aplicando o processo de duplicagao comutativa, para algebra gamética,

considerando a base anterior, obtemos que a tabela multiplicativa para algebra zigotica é
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dada por:
1

1
d%l = d1, didy; = §d1i, e didi; = Zdij’

com os demais produtos nulos.

Exemplo 1.2.11. A tabela dada no exemplo com essa mudanga de base serd dada

por

di di2 da2
dn di 1dys 0
d12 3dia T 0
das 0 0 0

Tabela 1.6: Tabela de multiplicacao da algebra zigotica Z, poés mudanca de base.

Observe que essa algebra é, de fato, isomorfa a algebra Z5 obtida anteriormente
no exemplo [1.2.8, podemos considerar a mudanga de base, dada por di; = aa, dis =
%AA - %Aa — %aa e dog = —%AA + Aa — %aa.

Dado z € Z,,, é da forma z = Z @;;d;;, definimos o peso de = por w(z) = ;.
ij=1

2

Proposicao 1.2.12. Todo elemento da forma y = x* — w(x)z, com x € Z, pertence ao

anulador de Z,,.

n
Demonstracao. Seja x = Z a;;d;;. Note que,
ij=1

2
T = E aijarsdijdrs

1,2,7T,8
= Z aljalsdljdls
7,8
= Z a1 sdidis + Z oo gdyjdis
=1 i#1
, 1 1 1
=ajdi + 5 Z apsay1dis + 5 Z aqjaidyj + 1 Z a0

js#1 J#1, s=1 js#1

1
= Oz%ldll + Z OélsOéndls + Z Z Oéleélsdjs.
s#1 j,s#1

Ainda,

n n
2
w(x)r = an ( > awdw> = ofydi + Y anoyd;
ij=1 i,j£1
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Daf,
1 n
T2 — w(l’)x = (Oé%ldn + Zalsandls + 4_1 Z Oéleélsdjs> — (Oé%ldn + Z OénOéijdij>
s#1 7,5#1 1,771
1 n
= Z Q1sa11dys + 1 Z apjedjs — <Z asaqidys + Z Oénoéijdij)
s#1 7,s#1 s#1 3,j#1

"1
= Z(Z&u@ls - Ozuoéij)dsj
i,j#1

Observe, que d;; € Ann(Z,), para todo i, j # 1. Assim, 22 — w(x)x € Ann(Z,).

Proposicao 1.2.13. Toda dlgebra zigotica é de Jordan.

Demonstragdo. Da proposigao anterior, temos que x? = u — w(z)z, para u € Ann(Z,).
Como a algebra é zigotica, ela ¢ comutativa. Dali, resta verificar que (z%y)z = 2?(yz).
Note que, da comutatividade e de u € Ann(Z,,), temos que uy = 0 = u(yz), e segue que

(z*y)z = ((u

( _
= (uy — w(z)

= u(yz) — w(z)(zy)z
) — w(

= u(yzr) — w(x)z(yx)
= (u—w(@)r)(yx)
= 2%(yx).

]

Veremos agora uma aplicagao da &lgebra zigbtica. Se considerarmos um orga-
nismo diploide com heran¢a mendeliana em um tnico lécus génico, e uma caracteristica
que possua dois alelos possiveis, podemos, através, da autofecundacao, verificar as futu-
ras geragoes. O processo de autofecundacao acontece comumente em plantas, podemos
considerar por exemplo o experimento realizado por G.Mendel, considerar na ervilha-de-
cheiro, a caracteristica de cor das sementes, que é determinada por um tnico gene com
dois alelos Y, dominante, e y, o recessivo. O alelo Y esta associada a cor amarela e y, a
cor verde. Podemos agora, considerar uma populacao para algebra zigotica, associada a
esses genotipos, digamos

P=aYY + Yy + yyy,

onde as constantes «, 3,y representam as probabilidades associadas a distribuigao de cada

geno6tipo na populagao, temos entao que a+ 5+~ = 1. Queremos entender o que acontece
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na n-ésima geragao, obtida via autofertilizacao. Podemos calcular a primeira geracao filial,

F, obtida como segue, utilizando a tabela multiplicativa de Z5, calculada em [1.2.8]

Fi=a(YY)? +B8(Yy)? +v(yy)?

=aYY + éYY + éYy + Eyy + Yyy

| 2 4
= <a+§) YY+§Yy+ <7+§) vy

=YY + BiYy+ vy,

em que a; = @ + 2%, b1 = ’g ey =7+ 2% Agora, considerando tal geracao podemos

calcular, repetindo o processo, a segunda geracao, Fs, é dada por

Fy=a (YY) + 81(Yy)? + 7i(yy)?
_( m> , ( ﬁl)
= (e + 7)YV + Yy (n+ 5w

4 4
35 p 35
= — | YY + =Y —
(a+8> +4 y+(7+8)yy
=YY + 5Yy + yyy.

onde oy = v+ ‘3—?, By = 2% ev =7+ ?2’—’5 Queremos encontrar F,, = a,,YY + 3,Yy+v,yy.
Para isso vamos definir Fy = P, e u; = F; — F;_1, que representa o crescimento da
porcentagem de cada genodtipo na i-ésima geragao em relagao a (i — 1)-ésima geragao.
Assim, temos que F,, = F,_1 + u,. Ainda, observe que, usando a definicao dos u; para

todo 7, temos

Fn =rp1t+u,
= (Fn72 +un71) + Uy

Ou seja, podemos encontrar a n-ésima geracao como a soma entre a populacao inicial, P,
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e a soma total dos crescimentos até a n-ésima geragao. Observe que,
u =F, — P
= 1BYY — SBYy+ 1Buy
= %6 (%YY —Yy+ %yy) :
uy = 5 — F
= %5YY - iﬁYy + é/@yy

1 (1 1
= B(2YY -Yy+-yy ).
e (2 y+2yy)

1 1 1
Indutivamente, temos que u, = — <§YY —-Yy+ §yy) . Resta calcular a seguinte,

2n
i“’ = i iﬁ <1YY —Yy+ —yy)
2n 2 2

Assim,

F, = (oﬂré—QEH)YY—F(B—B—F;%) Yy+<’y+é—2nﬁ+1)yy

2 2
BB s BB
=(a+§—ywYY++@Y%%7+§—2m1yy

Com isso, dada a populacao inicial podemos calcular a n-ésima geracao usando a férmula

acima. Ainda, podemos observar que quando o n cresce, F;, se aproxima de <a + g) YY+

2 2"
Observe que a medida que a geracao se afasta da populacao inicial, o termo

.
(’y—l—g) vy, ja que—ﬁﬂ).

heterozigotico tende a sumir e, mais, a probabilidade de ocorréncia desse termo sera
redistribuida para os dois termos homozigoticos.
Podemos comparar tal comportamento, apresentado nas contas acima para au-

tofecundagao, com o problema que, biologicamente, pode ocorrer na endogamia. A en-
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dogamia, também chamada de consanguinidade, ocorre quando hé acasalamento entre
individuos geneticamente mais proximos do que a média da populagao, como no caso
da espécie humana, onde podemos pensar, por exemplo, na relagao entre primos. Esse
aumento do grau de parentesco tem consequéncias diretas na constitui¢ao genética da po-
pulacao, principalmente ao elevar os niveis de homozigose e reduzir a heterozigose, como
visto nas contas anteriores.

Um aspecto crucial a ser considerado é que genes recessivos associados a doen-
¢as genéticas s6 se manifestam quando estao em homozigose. Assim, a endogamia pode
aumentar a frequéncia de distirbios hereditarios ao favorecer a expressao desses genes,
tornando-se um fator de preocupacao em programas de melhoramento genético e conser-

vagao de espécies, como retratado em [24]

Observagao 1.2.14. Da definicao de F;, e u; podemos provar por indugao que
1 1 1
n=—p=YY Y — )
u 2nﬁ (2 y+ 2yy>
Note que basta provar que [,_1 = % Pois, podemos escrever

ﬁnfl
2

Up =

1 1
-YY -Y =
(2 Y+ 2yy> )

jd que

anl
4

Fn - Fn—l = (an—l + ) YY —+ 57121}/y + ('}/n_l + Bnl) Yy

4
—ap 1YY — B 1Yy — Yn1yy

5n71 anl 5n71
= YY — Y
1 9 Y+ 1 yy
5n71 1 1
= =YY —-Yy+ - .
9 9 Y+ Q?Jy
B _ _ B .
Resta ver que 3, = o Note que vale para n =0, By = 20 = B. Suponha vdlido para (;,
s
com 0 <1 < n. Seque, por hipdtese de inducao, que B, = 67;_1 = 2n2—1 = zﬁn

]

Para finalizar essa secao, veremos a definicao para algebra genética dada por H.
Gonshor em [§], a qual é feita sobre o corpo dos numeros complexos. Tal defini¢ao pode
ser dada para um corpo qualquer e definir a algebra genética considerando a extensao
desse, isso é feito para compatibilizar a definigado com aquela dada por Schafer em [23]. A

prova de tal equivaléncia pode ser vista em [16] e em [19].
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Definicao 1.2.15. Seja & uma C-dlgebra comutativa de dimensao finita. Entao & € uma
dlgebra genética se existir uma base {aq,...,a,} com a sequinte tabela de multiplica¢do

determinada por:

)\111 = 17

a;a; = Z Nijkak,  tal que Aijik. =0, para k <7,
k=1
Nije =0, para i,j5 >1 ek <max{i,j}.

Tal base € chamada de base candnica de &.

Exemplo 1.2.16. Toda dlgebra gamética é genética. As constantes de estrutura satisfa-
zem as condi¢oes acima. De fato, seja G, = span{gi,--- , gn} uma dlgebra gamética de di-
Ji e gig; = 0 para todo i,5 € {2,--- ,n}.

2
Da definicao do produto, temos que as constantes de estrutura satisfazem as condi¢oes

mensdo n, com produtos na base g3 = g1, g1g; =

necessdrias para formar uma dlgebra genética.

Exemplo 1.2.17. Toda dlgebra zigotica € genética.

Com efeito, considere a dlgebra zigotica 2, = span{z;;; i,j € 1,--- ,nei < j}
2

1 1 .
3214, 21i21j = 7%ij, € demais

de dimensao com produto na base z%l = 211, 21121 =
produtos nulos. Da defini¢ao do produto, temos que as constantes de estrutura satisfazem

as condigcoes necessdrias para que esta seja uma base para a dlgebra genética.

Observacao 1.2.18. Vimos que as dlgebras gaméticas e zigoticas sao de Jordan, mas
observe que nem toda dlgebra genética é de Jordan.

De fato, considere a dlgebra & = {p1,pa,ps, pa,Ds5,P6; com produto dado por
pPipr = P1, Pip2 = %pm pips = i]% P2p2 = ip:a, b2p3 = %pa € ps3ps = %p(), onde
os demais produtos na base sao nulos. Podemos verificar, pela defini¢ao do produto,
que essa dlgebra ¢ genética. Porém, note que (pa,p1,p3) = i(pg,pl,pg) # 0, jd que

(p2:P1,P3) = 35P2p3 — §P2Ps = 16P5. Assim, & nao é de Jordan.
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Capitulo 2

Algebras de Lie

Vimos no capitulo anterior a defini¢ao de algebra de Lie ([1.1.9)), sobre um corpo
qualquer. Neste capitulo veremos a classificacao das élgebras de Lie, de dimensao menor
ou igual a trés, sob o corpo dos complexos C. Usamos como referéncias principais [4] e
[14].

2.1 Classificacao das algebras de Lie unidimensionais e

bidimensionais

Seja A uma algebra de Lie unidimensional sobre C. Considere A = span{e;}.
Dai, como A é de Lie temos e;e; = 0 e dados z, y elementos de A temos que sao escritos
como x = ae; ey = fe; com o, € C. Com isso, zy = (af)eie; = 0, para todos

x,y € A. Dai, A é isomorfa a algebra nula.

Teorema 2.1.1. Toda dlgebra de Lie L, tal que £L* # 0, de dimensdo 2 € isomorfa aquela

onde €169 = €.

Demonstragao. Sejam A = span{ej,es} e £ = span{my, mq} édlgebras de Lie tais que
€16y — €9 € £2 7A 0.
Como L ¢é Lie, temos m? = m3 = 0 e mymy = aym; + azms. Como L2 # 0, o caso
o1 = oo = 0 nao ocorre.

Suponha, sem perda de generalidade, ay = 0. Entao, tomando m; = ;—11m2 e
My = my, temos MMy = ;—11m2m1 =m; = TT_LQ, € segue AL,

Resta ver quando a; # 0 e as # 0. Considere a algebra derivada, dada por

L = {zy,z,y € L}) .

Temos que dim(L") < dim(£)

2
(i) Se dim(L") = 0, entdo 2y = 0,Vz,y € £. Mas como £> # 0, por hipotese,

temos que dim(L) # 0.

) = 1.Vamos verificar, entao, os dois casos:

32



CAPITULO 2. ALGEBRAS DE LIE

(11) dzm(ﬁl) =1. Seja T = 1mq + QoM € Y = Blml + 627712. Dai,

2
ry = Z Oéiﬁjmimj = (06152 - @251)m1m2'

ij=1

Como L' = span{zy,z,y € L}, temos que L = span{mimy}. Dai, L = span{ni,ms}
onde my = mymsg e my é tal que {m;, Ma} sdo linearmente independentes. Como mmy €
L temos

T)’All’rﬁg = amimy = OéTfLQ

Seja, agora, £ = span{my,msy} onde m; = a~'m,. Dali,
N N | A A
mimeo = @ MM = & AMg = TNy

Donde segue que A = L.
O

Observagao 2.1.2. Observe que para a classificacao das dlgebras de Lie de dimensao
menor que dois, nao usamos na demonstra¢do o fato de o corpo ser o dos nimeros com-
plexos; no entanto, como para dimensao 3 usaremos tal corpo, o enunciado das dimensoes

inferiores foi feito para os complexos apenas para padronizacao.

2.2 Classificacao das algebras de Lie tridimensionais

Assim como nos casos anteriores, vamos analisar a dimensao da algebra derivada

dim(L) < (d”";w)) _3

Caso £ = 0, temos que a algebra £ é abeliana, como vimos no Capitulo 1, na
Observagao [1.1.23

Caso £ # 0, temos trés possibilidades:

e Caso 1: dim(L') = 1. A classificacdo ¢ feita em dois casos, quando £ C Z(L) e
quando £ ¢ Z(L)

Teorema 2.2.1. Toda dlgebra de Lie tridimensional com dlgebra derivada unidimensional
e L C Z(L) € isomorfa & dlgebra A = span{ey, es, €3} tal que eses = eq, erey = 0 e

€13 = 0.
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Demonstrag¢ao. Vamos mostrar com base nas constantes de estrutura que, dada £, existe
uma base de L cujos produtos nessa base funcionam como na algebra A.

Seja £ = span{m,} e L = span{mi,my,ms}. Como £ C Z(L), temos, pela
Observagao [1.1.23], que para todo z € L' e y € L, zy = 0. Em particular, como m; € L' e
mg, m3 € L entdo mymy = 0 e mymg = 0. Como mgoms € L' temos que existe o € K—{0}

tal que moms = am;. De fato, a # 0, pois caso contrario teriamos que dados x,y € L

zy = (fimy + Bamg + Psms)(y1my + yame + y3ms) =0

ja que neste caso todos os produtos na base seriam nulos e entdo como xy € L' te-

riamos £ = 0, o que é absurdo. Assim, sendo a # 0 defina my = —msy. Dai, £L =
o

1
span{my, ma, mg} tal que myms = 0 = mymg e maoms = amgmg = my, como queriamos.

O
Para provarmos o caso £ ¢ Z(L) precisamos de alguns resultados.

Lema 2.2.2. Seja £ uma dlgebra de Lie tridimensional, com dlgebra derivada, L', uni-

dimensional. Se L' ¢ Z(L), entao existe subdlgebra bidimensional de £ nao abeliana.

Demonstragio. Sejam L' = span{e;} e L = span{ey,éz,e3}. Como L' ¢ Z(L), entao
ou ejez # 0 ou ejéy # 0, pois caso contrario, para todo x € L, terifamos e;x = 0 e dai
L' CZ(L).

Suponha, sem perda de generalidade, que e;é; # 0. Como L' é ideal de L, temos
que e1é; € L. Entao, existe o € C — {0}, tal que e;é; = aey. Defina ey = Eég, segue que

€169 = —€1€69 = €7.
a
Portanto, a algebra, B, gerada por {e1, es} com produto ejes = e é a algebra de Lie tal
que B% # 0. Logo, B é uma subalgebra de £ que nao é abeliana, conforme Observacao

.12
[

Lema 2.2.3. Seja L uma dlgebra de Lie tridimensional, com dlgebra derivada L' unidi-

mensional. Se L possui uma subdlgebra B bidimensional, com B* # 0, entdao B € um ideal

de L.

Demonstragao. Seja L' = span{e;}. Como B? # 0, existem u, w € B C L tal que uw # 0.
Dai, como uw € L' temos uw = aey, para algum a # 0. Como B é subélgebra de £ temos

que ae; € B. Logo, e; € B, e podemos completar a base, e obtemos B = span{ej, ez} e
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L = span{ey, eq, e3}. Tome x € B e y € L, vamos provar que xy € B, e como é de Lie e
B é subalgebra teremos que yx € B, pois xy = —yx.

Seja x = [f1e1 + Paes € y = arey + agey + azeg com «y, B € C, i€ {1,2} e j €
{1,2,3}. Temos que

zy = (Pre1 + Paea) (e + ages + ages)
= 510416% + Brogeres + Brageres + Baveser + 5204263 + [aeses

= (Prog — Baaq)eres + Prageres + [oazeses.
Como eqe3, eaez € L' existem kq, ky € C tais que ejez = kieq, eses = kgey. Portanto,

xy = (frae — Bacv)eres + fraszeres + Paazeses
= (frag — Boaq)eres + fraskier + faaskae
= (Brag — Bacvy)eres + key € B.

Segue que B é um ideal de L. m

Lema 2.2.4. Dada uma dlgebra de Lie L, e fivado v € L, a representa¢do adjunta dada
por ad, : L — L tal que ad,(u) = vu € uma derivagao de L. Tal derivagao é chamada de

derivacao interna.

Demonstrag¢ao. Queremos provar que, fixado v € L para u,w € L, temos ad,(uw) =

(ad,(u))w+u(ad,(w)). Usando a anticomutatividade e a identidade de Jacobi, temos que

(uwv)w + (vw)u + (wu)v =0 = v(uw) = (vu)w — (vw)u,

e note que
ad,(uw) = v(uw)
= (vu)w + u(vw)
= (ad,(u))w + u(ad,(w)).
Assim, ad,, é uma derivacao. m

Note que nem toda derivacao ¢ interna. Se considerarmos uma &lgebra de Lie £
abeliana e definirmos D : £ — L tal que D,(y) = xy, uma deriva¢do interna, como a
algebra ¢ abeliana, teremos que a tnica derivagao interna ¢ a aplicagao nula. Dai, qualquer
outra derivacao dessa édlgebra, que nao seja a nula, nao sera interna. Por exemplo, se
considerarmos D : £ — L tal que D,(y) = = + y, ndo é interna, mas ¢ uma derivagao, ja

que D,(yz) =0e D,(y)z + yD.(z) = 0, donde segue a igualdade.
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Teorema 2.2.5. Seja L uma dlgebra de Lie bidimensional nao abeliana. Entao, todas as

derivacoes de L sao internas.

Demonstracao. Seja £ uma algebra de Lie bidimensional nao abeliana. Dai, por [2.1.1
temos que £ = span{e, es} tal que ejeq = ey. Seja D : L — L uma derivagao. Observe

que

D(e3) = D(ejes)
= D(e1)ey + e1D(e3)
= (aey + Bez)ea + ex(ver + meq)
= ey + neg

= dey
para a, 7y, 3,1n,0 € C. Ainda,
adse, (e2) = (de1)eq = dejeg = des.
Agora, defina a derivagao E := D — ady,. Temos
E(e3) = D — adse, (e2) = D(ez) — adse, (e2) = de; — de; = 0.

Dali,
0= E(62> = E(@leg) = E(@l)eg + €1E(62) — E(€1)€2 = 0.

Logo, existe u € C tal que F(e;) = pes. Note

ad_ye, (1) = —pege; = perey = pey = Eey)

ad—pe,(€2) = —pezes = 0 = Ees),

entao D —adse, = E = ad_,., = 0. Donde segue que D = adse,—e,, sendo que de; — jies €
L, o resultado segue.

]

Observacao 2.2.6. Observe que para dlgebra de Lie o anulador a esquerda e a direita

coincidem. E ainda, podemos considerar o anulador de um subconjunto S de L nesse caso

diremos Ann(S) ={a€ L] as=0,Vse S}

Proposicao 2.2.7. Se B é um ideal bidimensional de uma dlgebra de Lie L, nao abeliana,

entio L € escrito como soma direta de espagos vetoriais dada por L = B @ Ann(B), onde
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Ann(B) € o anulador de B.

Demonstracao. Seja B um ideal de £ e dados v € L entao vw € B para todo w € B, ja que
B é um ideal de L. Pelo Lema a aplicacdo ad, : L — L tal que ad,(w) = vw é uma
derivagdo interna de £. Ainda, pelo Teorema [2.2.5] existe [ € B tal que ad,(w) = ad;(w).
Entao (v — l)w = 0, para todo w € B. Dai, b :== (v — 1) € Ann(B). Como b € Ann(B),
veLleleB, temosv=I1+b = L =B+ Ann(B). Resta ver que, BN Ann(B) = 0.
Seja r € BN Ann(B), se B = span{ey,ex}, entdo r = ae; + beg, para a,b € C. Logo,
como B é uma subalgebra de Lie, nao abeliana e bidimensional, pela classificagao anterior,

podemos supor ejes = €. Dal,
0 =re; = (aey + bey) = begey = —bes.
Como e5 esta na base de B, segue que b = 0. Analogamente,
res = (aep)es = aeg = 0,

ja que r € Ann(B), temos que a = 0 entao r = 0. E segue o resultado.

[]

Com esses resultados podemos classificar, a menos de isomorfismos, as algebras

de Lie tridimensional com algebra derivada unidimensional, e £' ¢ Z(L).

Teorema 2.2.8. Seja L uma dlgebra de Lie tridimensional com dlgebra derivada, L',
unidimensional. Se L' ¢ Z(L), entio existe uma mudanca de base para L tal que £ =

span{ey, es,e3} com ejes = ey, eze; =0 e egey = 0.

Demonstragao. Seja £ uma algebra de Lie tridimensional com algebra derivada, £, uni-
dimensional. Se £ ¢ Z(L), entao pelo Lema existe B subalgebra nao abeliana
de £, digamos B = span{ei,es} com ejes = ey, tal produto é garantido pela classifi-
cagao das algebras de Lie bidimensionais. Agora, pelo Lema [2.2.3] tal B é um ideal de
L. Assim, podemos aplicar a Proposigao m, e temos £ = B @ Ann(B). Portanto,
L = span{ey,es,e3}, como B = span{ey, e}, temos e3 ¢ B. Segue que e3 € Ann(B),
entao ese; = 0 e esey = 0.

]

e Caso 2: dim(L') =2.

Note que neste caso, (£)®> = 0, ou seja, nesse caso £’ é uma &lgebra de Lie
abeliana. De fato, se £’ ¢ uma algebra de Lie nao abeliana bidimensional, digamos,

L' = span{ei, ex} tal que ejes = ey, isto &, dim((L')?) = 1.
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Como £’ é um ideal de L, temos pela Proposicao m que L = L & Ann(L').
Como, dim(L') = 2, e dim(L) = 3, temos que dim(Ann(L')) = 1, e sendo uma subalgebra
de L, ¢ abeliano, isto ¢, Ann(L’)* = 0. Note,

L =2
= (L' ® Ann(L))(L' & Ann(L))
(L) + L (Ann(L)) + Ann (L)L + Ann(L)?
= (L))2 + Ann(L))?
= (L)

Dai, teriamos que £’ é unidimensional, o que é absurdo.

Lema 2.2.9. Seja L uma dlgebra de Lie tridimensional com dlgebra derivada, L', bidi-

mensional. Entdo, a derivac¢io ade, : L — L' € um isomorfismo, para todo es € L — L.

Demonstracao. Sejam eq, ey € L. Como L' é abeliana, temos ejes = 0. Dai, como L' é

ideal, temos

ade,(e1e9) = ez(eres)
=0
= (ese1)(ese2)

= ade,(€e1)ade,(ey).

Resta ver que ad., ¢ bijetora. Considere £ = span{ej, ez}, como ez ¢ L' podemos
completar para uma base de £ = span{e;, ez, e3}. Como ejeg = 0 e L é bidimensional,
entdo {eses, e1e3} geram uma base para L. De fato, dados x = aje; + ages + ages € L e

y = bieg + baeg + bseg € L, teremos que

vy = (arer + azes + azes)(bier + baes + bses)
= (a162 — a2b1)6162 + (CLng — agbg)egeg + ((llbg - a3b1)61€3

= (agbg — a362)6263 + (a1b3 — a3b1)€1€3.
Agora, seja z € Ker(ad,,), digamos z = aey + feg. Temos

0 = ade,(z)
= ez(ae; + fes)

= aegey + Peses.
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Como {eges, e1e3} formam uma base para L', temos que o = 5 = 0. Dai, 0 = Ker(ad,,),
donde segue que ad,, ¢ injetora.
A sobrejetividade de ad., segue do Teorema do Ntcleo e da Imagem, pois, como
dim(Ker(ad.,)) = 0, temos que dim(L") = dim(Im(ad.,)).
m

Teorema 2.2.10. Seja L uma dlgebra de Lie tridimensional com dlgebra derivada, L',
bidimensional. Entao, existe uma base {ey, es, e3} para L tal que eres = 0, eze; = aje; +

asey € €36y = bre + baey, onde ay,as,by,bo € C e
a; as
M =

Demonstragao. Seja L' = span{e;,es} e estendendo para uma base de L temos £ =

€ uma matriz inversivel.

span{ey, es,e3}. Como L' é abeliana, temos que e;e5 = 0. Como visto na demonstracao
do Lema anterior, temos que {eseq, eses} formam também uma base para £’. Dai, temos
que existem a,as,b1,by € C, tais que eze; = a1e1 + asey € ezes = bie; + beey com
(a1,a2) # (0,0) e (b1, bs) # (0,0). Como ad,, ¢ isomorfismo, pelo Lema [2.2.9 entdo a

matriz

é inversivel, e portanto sua transposta, M = M! também o é.
m

Queremos agora encontrar restricoes para as constantes de estrutura da algebra
obtida no teorema anterior, para assim determinar sob quais condi¢oes duas algebras sao

isomorfas. Vamos verificar a identidade de Jacobi,

(e1e9)es + (eze3)er + (eser)ea =0
= Oez — (bre1 + baea)er + (are1 + ages)es
= —b2€261 — a1€2€1

=0.

Com isso nao obtemos restricoes sob as constantes ay, as, b1, by do teorema anterior. Com
isso, para verificar quando uma algebra de Lie é isomorfa a élgebra definida no teorema
anterior, vamos induzir um isomorfismo. Seja £ a algebra de Lie definida como no Teorema
e seja M = span{mi, ms, m3} outra algebra de Lie, tal que {my, my} formam uma

base para B’. Considere ¢ : £ — B’ um isomorfismo de algebras. Podemos restringir ¢
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a um isomorfismo de £’ em B’. Seja b € B’, temos que ¢(e3) = yms + b, para algum
v € C —{0}. Como ¢ é um homomorfismo, temos, para [ € L', que p(e3)p(l) = p(esl),
mas ad., (1) = esl, dai p(e3)p(l) = p(ade,(l)). Por outro lado,

p(es)p(l) = (yms + b)p(l)
= ymap(l) + bp(l)
= adyms (p(1)) + ady((1)).

Mas ady(p(l)) = bp(l) = 0, ja que b € B’ = span{my,mq}, | € L = span{ey,es}
e transportando b via isomorfismo temos que o produto de ¢~ !(b)l = 0, pela tabela

multiplicativa de 2.2.10] Obtemos assim que

p(ade, (1)) = @les)p(l) = adymy(p(1)), VI € L'

E temos

1

@0 aldey = Aldymy © 9 > adey = @ 0 -y, © P.

Portanto, ad., e ad,,,, tém matrizes semelhantes. Com isso, as algebras de Lie isomorfas
a algebra obtida no teorema sao aquelas cujas matrizes das adjuntas sao semelhantes.
Observe que a matriz M do Teorema [2.2.10| é a matriz correspondente a ad,,, como vista
no Lema[2.2.9] Dai, obtemos que uma algebra de Lie é isomorfa aquela obtida no teorema
quando as matrizes forem semelhantes e inversiveis. Observe que até o Teoremal2.2.10, nao
usamos o fato de estarmos sob o corpo dos complexos; assim, a classificagao apresentada
até o momento pode ser usada para um corpo qualquer, s6 precisando ter atencao sobre
a caracteristica do corpo que sera usado, como feito em [14]. Porém, como estamos sobre
o corpo dos complexos, que é algebricamente fechado, sabemos, pela forma canénica de
Jordan, quais matrizes sdo semelhantes. Analisando o polinomio caracteristico de M
temos duas possibilidades.

Se Ay, Ag sao duas raizes distintas, temos que a matriz M é diagonalizavel e,

A0
0 X/

Se possui A\; = Ay, analisando o polindémio minimal, temos que a matriz M é

portanto, semelhante & matriz

semelhante & AI ou M é semelhante & matriz

A1
0 N/

Como a matriz M é inversivel, temos que os autovalores sao nao nulos. Assim,

podemos reescrever os trés casos, que sao essencialmente dois, permitindo que a matriz
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diagonal, diag{)\1, A2}, seja um mdltiplo da identidade, em

o) o (1)

para a # 0 e 3 # 0, ao multiplicarmos as matrizes por A .

Observe que para a algebra determinada por ejes = 0, eses = e € eze; = e1+ es
podemos tomar uma mudanca de base dada por €; = %61 e teremos o produto na base
como €165 = 0, eses = €9 € e36] = €1 + es.

Assim, existe uma familia paramétrica e uma algebra de Lie tridimensionais com

algebra derivada bidimensional que sao dadas pelos produtos:

L3 : erea =0, ese; = €1 € e3e3 = ea,

£4 . €169 = 0, €361 = €1 + €9 € €369 = €9.

Observagao 2.2.11. Note que para 5 = 0,as dlgebras determinadas pelas matrizes ante-

riores sao tsomorfas para o = 1.

Observagao 2.2.12. Observe que as dlgebras L3 e L4 nao sao isomorfas.

De fato, suponha, por absurdo, que

p: Ly — Ly
6/1 —— aie1 + ageg + ases
6/2 — b1€1 + 5262 + 6363

/
€3 —> C161 + Ca€g + C3€3

seja um 1somorfismo de dlgebras e T a matriz associada a essa transformacao. Note que,

/

@(616,2) = —a1b3(61 + 62) — CLng@Q —I— (l3b1 (61 + 62) + Cbgbgeg

= ¢(0)
=0.

(Zgbl - a1b3 =0ce CL3b2 + CLng =0.
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Ainda,
p(ese]) = —craz(er + ea) — caagzes + czar(eq + e2) + czazes
= p(e1)
= a1e1 + aseq + ases.
Logo,
a3 =0, a1 = c3a1 € as = c3ay + czas.
Assim,
63:1, b3:06a120. (21)
Também,
p(eseh) = bi(er + ea) + baes
= p(aeh)
= a(bie; + beey).
Portanto,

bQ = Oé(bz — bl) e bl = abl.
Como « # 0, por hipdtese, temos dois casos para verificar, se « =1 e se by = 0. Quando
a =1, temos by = 0 e assim, det(T') = —bjay = 0, o que é absurdo, jd que ¢ € bijetora.
E no caso em que by = 0, novamente by = 0 e seque novamente o absurdo. Assim, L3 e

L4 nao podem ser isomorfas.

e Caso 3: dim(L') = 3.

Para classificacao desse caso, vamos introduzir a no¢ao de matrizes cogradientes.

Defini¢ao 2.2.13. Sejam A,B € M, (K), dizemos que A e B sao cogradientes, ou mul-
tiplicativamente cogradientes, se existe P € M, (K) inversivel e p € K — {0} tal que
A = pP'BP. Denotaremos que A e B sao cogradientes por A ~¢ B.

Quando nao houver possibilidade de confusao com o simbolo de equivaléncia para

matrizes, denotaremos apenas ~.

Teorema 2.2.14 ([10],Corolario do Teorema 3,p.369). Seja F subcorpo de C, e seja A €
M, (F) simétrica. Entao existe P € M,(F) inversivel tal que P'AP ¢ diagonal.

Proposigao 2.2.15. Se A € M3(C) € simétrica e inversivel, entdo A € cogradiente com

a matriz diag{a, B, 1}.
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Demonstracao. Seja A € M;(C) simétrica, pelo Teorema [2.2.14] existe P € M3(C) inver-
sivel tal que P'AP ¢é diagonal, digamos

o 0 0
PAP=10 B 0],
0 0 v

para o/, ',y € C. Agora, como A e P sdo inversivel, temos que o/, 5,y # 0 dali,

definindo o = vy~ a/ e B = y13 temos que

a 0 0
Yy'PAP=[0 8 0],
0 0 1
donde segue que A ~ diag{c, 5,1}.
O
Teorema 2.2.16. Seja L = span{e,es,e3} uma dlgebra de Lie tridimensional com

sua dlgebra derivada de mesma dimensdo. FEntdao existe uma mudanca de base L =

/ / / 4 AN AN | AN AN | AN AN |
span{el, ey, e} tal que o produto na base € dado por €ey = e, ehel, =€) e ehe| = €.

Demonstragao. Seja L = span{ey,es, ez}, digamos 1 = {ej,eq,e3}. Note que, como
dim(L) = dim(L') e algebra derivada é um ideal de £, segue que £ = L'.

Agora, defina f; = eses, fo = ezeq e f3 = e1eq, formando assim uma base para L’
3

e portanto para £, chamemos de £y = {f1, f2, f3} a base de L e seja f; = Z a;je; entao
j=1

A = (0j)3,3 a matriz mudanca de base de f; para (2. Seja, ainda, O3 = {é1, é2, €3} outra

3
base de L onde ¢€; = Zuijej de modo que M = (j;;)3.3 seja a matriz mudanga de base
Jj=1 _ 3
de 1 para (3. Defina f; = éxe3, fo = €361 e f3 = €165, formando uma nova base para

3
algebra derivada, e portanto para £, digamos 84 = {fi, f2, f3}. Entdo, f; = Z%je_j, tal
j=1

que A = (7;)3x3 ¢ matriz mudanca de base de 33 para (4. Note que,
fi = éxes
3 3
= (O p2je)) D pawer)
j=1 k=1

= (2161 + plozes + pozes)(psi€1 + faaea + fi3zes)
= (p2afiss — faspisz) f1 + (aspisy — porfss) fo + (po1fise — toopist) f3
= v fi + viafo + 113 fs,
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f2 = &6

= (Z p3ie)) (> pker)

= (ps1e1 + p32es + psses)(pirer + pazes + flzes)

= (M13M32 - M12M33)f1 + (M11M33 - ,u13,u31)f2 + (Mu,u:n - M11M32)f3

= Vo1 f1 + Voo fo + a3 f3

e
f3=¢ié
3 3
= (D> e (D pawex)
j=1 k=1

= (p11€1 + pzes + pazes)(pa1er + pozes + figses)

= (pazptes — paspioz) f1 + (spor — paipies) fo + (paifiee — fazpior) fs

=31 f1 + vsafo + vss fs.
Dai, N = (vj)sxs ¢ a matriz mudanca de base de [, para B4 e N

det(M")(M*)~!. De fato,

adj(M') =

H22

H23

H21

23

H21

22

132

133

31

133

H31

132

H12

M3

H11

K13

H11

H12

32

133

31

H33

31

H32

H12

H13

H11

13

H11

Hi12

H22

H23

H21

23

H21

22

— adj(M?)
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Hoa433 — 2332

H23ft31 — 21433

Ho1 32 — U22431

Moo 33 — 23432

Hi13ft32 — 12433

Hi12f23 — H13 22

H1332 — H12/433

H11 33 — 1331

H1231 — H11 432

H2331 — 21433

H11433 — (13431

H13f21 — H11M23

H12M23 — H13M422

H13tho1 — H11M423

H11fb22 — Hi12M21

Ha1 32 — 22431

Hi2/31 — H11 432

H11fb22 — Hi12f21

V11 Viz 13

= = det(M") - (M")1.

Vo1 Voo U123

V31 V3 V33

Agora, como temos que M é a matriz mudanca de base de 3; para 33, entdo M1 é a de
[3 para ;. Ainda, A é a matriz mudanca de base de 31 para (2, e N é a de (35 para (.

Como A é matriz mudanca de base de 5 para ;, podemos calcular A , como sendo

A=NAM™! (2.2)
= det(M") (M) T AM L.

Vamos agora verificar que a matriz A, definida anteriormente como A = (;;)3x3 a matriz
mudanca de base de 51 = {ey, eq,e3} para Bs = {f1, fo, f3} € simétrica. Pela identidade

de Jacobi temos,

0 = (e1e2)es + (ezez)er + (eseq)ez
= fses + fren + faeo
= (azie1 + azper + agzes)es + (arier + aigey + aizes)er + (aarer + ages + anzes)es
= —azifo+ azfi —afs +asfo+anfs —anfi
= (a3 — an3) fi + (a3 — az1) fo + (a21 — u2) f3.

Dai, asy — o3 =0, ay3 — az; = 0 e ag; — agp = 0. Logo, a matriz A é simétrica. Ainda,
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CAPITULO 2. ALGEBRAS DE LIE

como A é mudanga de base, é também inversivel. Podemos, entao aplicar a Proposicao
2.2.15| Dai, existe P € M, (C) inversivel e p € C — {0} tais que diag(c, 3,1) = pP'AP.
Seja 0 € C — {0} temos

diag(a, 3,1) = pP'AP (2.3)
= po*(c™'P) A(c™'P).

Lembre que definimos M = (u;;)s.3 de modo que fosse a matriz mudanga de base de

para f33, daf tome M = ocP~!. Logo, M~! = 607! P. Seja 0 = M, temos que

s (det <<5—1>t>)2

_ det ((P~1)!)
p

— o det (P!

= det (O’ . (P’l)t)

= det (Mt) )

det (P

Portanto, podemos reescrever a igualdade[2.3|como, diag(a, 8,1) = det(M*)(M 1) A(M~1).
Temos que (M) = (M")™! pois M*(M~1)") = (M~'M)" = I'. Dai, segue por [2.2 que

diag(a, 3,1) = A.
3

Agora, como A = (7ij)3x3 € matriz mudanga de base de (5 para f4, tal que fi= Z Vii €
j=1

€ como fl = €963, fg = €3€] € fg = €162, temos que
263 = f1 = e,
€61 = fo = Pés, e
€16y = f3 = €3.
Por fim, como por[2.2.15|«, f € C* e sendo C um corpo algebricamente fechado, considere

/1 1 5 A o 1 >
a mudanca de base dada por €L =561, 6= 75 e = 5o Ca Temos,

Assim, conseguimos uma mudancga de base onde a algebra £ tem produto na base
AN N | 2PN AN | AN N |
dado por €je; = €3, ehel, = €] e ese] = 5. ]
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CAPITULO 2. ALGEBRAS DE LIE

Concluimos, assim, que as algebras de Lie tridimensionais sao, a menos de iso-

morfismo, uma das seguintes:

dim(L') Produto
Lo L =0 abeliana
Ly 1 e = €1, €163 = €y,
Lo 1 €1€2 = €1,
L3 2 e3e1 = €1, €3y = ey com o € C
£4 2 €36y = €9, €3€] = €1 + €9
Ls 3 €1€2 = €3, €2€3 = €1, €361 = €2

Observacao 2.2.17. Quando o = 0, a dlgebra tridimensional pode ser decomposta como
soma direta da dlgebra de Lie bidimensional, gerada por ey, es e a dlgebra de Lie unidi-

mensional, gerada por es.

Exemplo 2.2.18. A dlgebra s1(2,C), composta por todas as matrizes 2 X 2 com trago zero

sobre C. As matrizes

01 00 1 0
“loa) =00 =600

formam uma base para sl(2,C), que é uma dlgebra de Lie quando definimos o colchete de
Lie, visto no Capitulo 1. Temos que |e, f] = h, [e,h] = —2e, e [f,h] = —=2f. Note que
a dlgebra derivada de s1(2,C) € tridimensional. De fato, dados v = aje + aof + azh e
y=pbie+ Bof + Bsh e

[z, y] = [we + asf + ash, Bre + Bof + Bsh]
= [ane, Bof] + [oue, B3h] + [aaf, Bre] + [aaf, Bsh] + [ash, B2 f] + [ash, Bie]
= a1fBoh — 201836 — afih — 2a0P3 f + 2ai3P2 f + 2ai3 54 €
= (a182 — agB)h + 2(azfy — aiBs)e + 2(azfa — azfs) f.

Assim, a dlgebra s1(2,C) €, a menos de isomorfismo, a dlgebra de Lie tridimensional com

p?”Od'U/tO €162 = €3, €2€3 = €1, €3€1 = €9.
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Capitulo 3

Algebras de Leibniz

Nesse capitulo, vamos determinar a menos de isomorfismos as algebras de Leibniz
nao Lie de dimensao menor ou igual a trés sobre o corpo dos complexos, C. Os resultados
aqui apresentados foram baseados, em [4], que por sua vez usou como referéncia principal
[21]; usamos também [2]. Recomenda-se a leitura dessa ultima aqueles que quiserem

aprofundar seus estudos sobre algebras de Leibniz.

3.1 Classificacao das Algebras de Leibniz de dimensao

menor ou igual a dois

Seja L uma algebra de Leibniz nao Lie sobre um corpo C. Suponha dim(L) = 1.
Seja a € L, como L nao ¢ Lie temos a? # 0, dai, existe 3 € C — {0} tal que a* = Ba. Pela

identidade de Leibniz temos que

(aa)a = (aa)a + a(aa) < 0 = B(aa),

2

donde segue que a® = 0 o que é uma contradi¢ao. Portanto, a tinica algebra de Leibniz

unidimensional é a algebra de Lie abeliana de mesma dimensao .
Teorema 3.1.1. As dlgebras de Leibniz bidimensionais, tais que L? # 0 sao isomorfas a:
Ay = span{ey,ex}; 160 = €1 = —egeg

As = span{ey,ex};e1eq = eg

Ay = span{e, ex}; e1e1 = ea, €061 = €9

Demonstragao. Seja L a algebra de Leibniz tal que dim(L) = 2. Se L for de Lie, vimos,
no capitulo anterior, em que L = A,. Suponha entao que L é nao Lie. Dai, existe
m; € L nao nulo tal que m? # 0 e mais, para todo 8 € C — {0} tal que m? # m;. De
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CAPITULO 3. ALGEBRAS DE LEIBNIZ

fato, se m? = Bm;, entao

(myima)my = mq(mamq) + (mamq)my
1(m1m1)
1 ﬁml)

527711

I
3

o o o
I
3

sendo 3 # 0 chegariamos m; = 0, o que é absurdo.

Seja my = m3, temos que L = span{my, my}. Dai, pela identidade de Leibniz

(momy)my = (mamy)my + ma(mimy) < 0 = mg.

Ainda,

(mlml)ml = ml(mlml) + (mlml)ml S mymeo = 0.

Suponha que existem a,b € C tais que mam; = am; + bmsy. Segue que,
(mima)my = (mymai)my + mi(mamy) = 0 = 04 (am? + bmymsy) = am? = 0.

Como m? = my, segue que a = 0 e portanto mom; = bmy. Temos, entdo, dois casos:

(i) Se b =0, L = span{my,my} tal que m3 = mymy = mam; = 0 e m? = my, é

isomorfa a algebra As.

(ii) Se b # 0, dai, L = span{mi, My}, onde m; = b~'my e my = b~?m,. Logo,

mgml = TfLQ, mlz = Tﬁg (§] m22 =0= m1m2, ¢é isomorfa a A4.

Note ainda que as algebras nao sao duas a duas isomorfas. Como A, é a algebra
de Lie de dimensao 2 e as demais sao nao Lie temos que A, nao é isomorfa a A3 nem
a As. Resta ver que Az e A4 nao sao isomorfas. Suponha que As = Ay, tais que Az =

span{my, ma} e Ay = span{mi, my}. Teriamos entdo o isomorfismo de algebras:

@ . Ag — A4
my — @(my) = aymy + aams

ma — @(ma) = Bimy + o,

tal que {p(my), p(mso)} é uma base de Ay, entao p(my)p(my) = p(ma) e @(ma)p(my) =
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CAPITULO 3. ALGEBRAS DE LEIBNIZ

©(my). Ainda,

@(mi)p(my) = p(my)
(aymy + agma)(aymy + agms) = By + Pamis

(af + arag)ms = Bimiy + Bamia.

Logo, f; = 0. Ainda,

Portanto, 52 = 0 concluindo assim que ¢(ms) = 0, 0 que é uma contradi¢ao, ja que mo
estd na base. Assim, A3 e A, nao sao isomorfas.

]

Observagao 3.1.2. A classificagao feita para dimensio um e dois para as dlgebras de
Leibniz, como apresentada, € sobre o corpo dos complexos, porém a classificagcdo permanece
a mesma se tratando de um corpo qualquer. A escolha de trabalhar sobre os complexos
foi para manter a coeréncia em relagao aos resultados apresentados para dimensao 3, nos

quais em diversos momentos € utilizado o fato de estarmos sobre o corpo dos complezos.

3.2 Classificacao das algebras de Leibniz nao Lie de di-

mensao trés

Classificaremos agora as algebras de Leibniz nao Lie tridimensionais. Tal clas-
sificacao é feita a partir da dimensao do anulador a direita da algebra L. Note que
Annp(L) # 0 e dim(Annp(L)) # 3. De fato Annp(L) # 0, pois como L nao é Lie,
tome y € L tal que y*> # 0. Pela identidade de Leibniz, (zy)y = (zy)y + x(yy), temos
z(yy) = 0 e, portanto, y* = yy € Annp(L). Ainda, se dim(Annp(L)) = 3, estarfamos
trivializando a algebra. Assim, vamos avaliar dois casos: quando dim(Annp(L)) =1 e
quando dim(Annp(L)) = 2.

e Caso 1: dim(Annp(L)) = 1.
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CAPITULO 3. ALGEBRAS DE LEIBNIZ

Seja {e; } uma base para o anulador a direita de L. Considere L = span{ey, e, e3}.
Pela identidade de Leibniz, temos que e;(eje;) = (e;ej)e; — (eje;)e; = 0 para todo
i,j € {1,2,3}. Dai, 2 € Annp(L). Como Annp(L) ¢ um ideal da algebra de Leibniz
L, encontramos os produtos, para a base, abaixo:

Como e; € Annp(L) temos eje; = 0, ese; = 0 e eze; = 0. Ainda, como e? €
Annp(L) temos egey = ey € ezez = ayey.

Sejam eges = ey + [aes + [3e3 € eases = Y11 + Yae2 +Y3e3. Dal, pela propriedade

de Leibniz podemos obter eje3 = age; ja que

63(6163) = (6361)63 - (6363)61

aesey + besey +ceses =0=b=c=0.
De modo analogo, obtemos ejes = ajeq. Ainda,

61(6362) = (6163)62 — (6162)63
e1(Brer + Baez + Bses) = as(erez) — ai(eres)

Ba(eres) + Ps(eres) = asz(erea) — aq(eres)
Por outro lado,

61(6263) = (6162)63 — (6163)62
e1(y1e1 + Y2e2 + y3e3) = aq(eres) — as(eres)

Ya(eres) + y3(eres) = —as(eres) + aq(eres)

Das igualdades temos v = —(3 € 73 = —f3.

Portanto, suprimindo os produtos nulos, temos a seguinte tabela multiplicativa:

€1€2 = (161
€262 = (X2€1
€13 = (/3€1
€3€3 = (4€1
ezey = fre1 + [aeg + Bzes

ege3 = Y1€1 — Paey — [B3es.

e Caso 1.1: Seja dim(L?) = 2.
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CAPITULO 3. ALGEBRAS DE LEIBNIZ

Note que dim(L?) = 2 se, e somente se, (f2, 83) # (0,0). De fato, da tabela acima temos

a7 0 0 Qaq 0 O
%) 0 0 Q2 0 0
Qa3 0 0 Qa3 0 0
as 0 07| a 0 0
B B2 B3 Io B2 B3
Mmoo =B —PBs m+p 00

Note que 71 + 31 # 0, ja que L nao ¢ Lie, daf dim(L?) =2 < (82, B3) # (0,0).
Vamos assumir que [ # 0, pois, caso contrario, conseguimos uma mudanca de
base em que o coeficiente de e, nio se anula. De fato, suponha £, = 0 e seja €, = ey, e, =

/
es, 65 = —eg. Neste caso, temos

/ !’

= —m1e1 + [ses,
/ /
= —me] + Ps€y

/ !

= —[ie1 + Bses
= —616’1 -+ B36,2.

Agora, com 33 # 0 temos, a menos da mudanca de base dada por €, = e1, e, = faes +

/ . 2z
Bses, eq = éeg, que f33, o coeficiente de €} é zero. De fato,

ayf33

Bo
= (Bre1 + Baea + Pses) + 04

2
_ W&l + (ey — fBses) + Pses

! ! !
= Bie; + e,

/ !
€36y = €363 + €1

!
€1

Analogamente,

04453
B2
! I

!/
= 761 — €a-

/ /
€9€3 = €3€3 + el
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Chamando {e}, e5, e5} de {e1, ea,e3}, B; = B1 e 7, de 71 (faremos isso sempre que

fizermos uma mudanga de base), temos que a tabela de multiplica¢do de L tem a forma

€1€2 = (164,
€2€2 = (g€,
€163 = 36y,
€363 = (4€q,
esey = [reg + e,

€2€3 = 71€1 — €2.
Aplicando a identidade de Leibniz,

(6162)63 = (6163)62 + 61(6263)
ai(eres) = ag(eres) + e1(yie1 — e2)
ajase; = aqazer + yi(erer) — eren

0= —Qheq.

Logo, a; = 0. Ainda,

(6262)63 = (6263)62 + 62(6263)
a(eres) = (1€1 — ez)ex + ea(y1e1 — e3)
Qpai3e; = Y1Q1e] — 20e

Qi3] — —204261.

Segue que as(az + 2)e; = 0. E mais,

(esez)ea = (ezea)es + es(eses)

asz(eres) = (Bier + ea)es + es(Bier + e2)
0 = Bi(eres) + eses + Pi(eser) + eseq
0 = frazer +71e1 — ez + Bier + ez
0= (51 + v+ 51)61-
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CAPITULO 3. ALGEBRAS DE LEIBNIZ

Portanto, 8y + 71 + 81 = 0. E temos as seguintes relagoes para as constantes

=0, 2+a3)=0, 1 =—F(1+ay).

Vamos analisar os casos em relacao as constantes.
Caso 1.1.1: s # 0

(3.1)

De (3.1)), temos que ag = —2 e y; = [51. A tabela multiplicativa de L se reduz em:

€2€2 = (¥9€7,
€13 = —261,
€3€3 = (4€q,
e3ey = [re1 + ey,

€2€3 = 5161 — €.

/

. / /
Aplicando a mudanca de base dada por e; = aseq, e, = €3 € e5 =

ﬁ@ + e3. Obtemos,

o
2 / / /
€9€y = €969 = (X2€1 = €4.
Também,
2
ro sy — 3 B
€163 = (i€ 2—61 — —ey + €3
Qo Qo
= —pi(ere2) + ao(eres)
= —20e
!
— _261.
Ainda,

6/ 6/ — Me — ﬁe +€ e
3%2 20@ 1 o 2 3 2
b1
= ——(ege2) + (e3e2)
Qg

1
= —6—04261 + fie1 + e
0]

Qalyy — 5%

€1 —
2042
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Além disso,

€3€3

Por fim,

oy — 2 QoVy — 2
— <L/8161 i éQQ + 63) (Mel — &62 _|_ 63)

2009 o9 209 Qg
Qolry — 52 2 1 51
= Tl(eleg) + a_12(62€2) — a—(@geg) — a—(€362) + eszes
2 5 2 2
2 2
Qg — B 5 51 B
=" Tle ++72¢ — —(fre1 — e2) — —(Brer + e2) + aueq
2(1/2 (6] (6D) (0%
2 2
QoL —
2(1/2 Qg
=0
€hey = € o AL _5126 — ée +e
2C3 2 2042 1 o 2 3
B
= ——<€2€2) + (6283)
65)]
1
= —/8—6Y2€1 + Bier — e
Qo
= —62
I
= —é5.

Obtemos assim a algebra dada por:

€2€o = €71,
e1e3 = —2eq,
€362 = €2,
€2€3 = —€2,

a qual denotaremos como RR;.

Caso 1.1.2: Seja ap = 0. Temos:

€163 = (3€1,
€363 = (\4€q,
esey = Breq + eg,

eses = —[1(1 + az)er — eq.

(3.2)
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Caso 1.1.2.1: Suponha que a4 = 0, entao necessariamente ag # 0, pois caso

contrario, terfamos que eze; = —eqe3 e 0s demais nulos, ou seja, teriamos uma algebra de

Lie. Temos assim:

€163 = 3y,
esey = Breq + eg,

€9€3 — —ﬁ1<1 + 063)61 — €9.

Caso 1.1.2.1.1: Seja, agora, 51 = 0. Entao temos a seguinte tabela de multipli-

cagao:

€13 = (3€q,
€3€y = €2,

€9€3 — —E€9.

Esta classe de algebras serd denotada por RR,.

Caso 1.1.2.1.2: Agora, seja 1 # 0. Como ag # 0 fazemos a mudanca de base

i I !
dada por e; = €1, e, = €9 € €5 = a—l?)el + ez, obtemos os produtos

/ ’ /
/ ’

/ ’
€36y = (561 1 e3)es = fre; + ey,

€oy = 62(0%361 +e3) = —Bi(1 + as)e; — ey,

ainda,

! !’

€365 = (aisel + 63)(0%361 + e3)
= 0%3(6163) + (6363)

= e + y€q
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Obtemos a tédbua:

€163 = (3€7,
€33 = €1,
(3.3)

esey = Brer + eq,

€9€3 — —B1<1 + 063)61 — €9.

. / / /
A partir dessa, tomando e; = ey, e, = 31e1 + e € e5 = e3 temos que:

! !’

/
! /
ere3 = (Brer + e)es

= fraze; — Bi(1 4+ az)e; — ez

= —5161 — €2
!
= —frer — (e, — Brer)
!
= —€y,

62'36/2 = e3(frer + e2)
= ezes
= Bier + e
= Bier + (6,2 — fBier)

/
= 62’

fornecendo a tabela

€163 = (¥3€1,

€33 = €1,
€362 = €2,
€9€3 — —E€9.
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Note que com essa mudanga de base recuperamos o produto ezes dai nao temos
mais a restrigao de que ag # 0 pois, como ezez # 0, temos que a algebra nao sera de Lie.
Temos novamente dois casos para analisar.

. . / - ! o / o 71
Se a3 # 0, podemos aplicar a seguinte mudanca de base e; = e, e, = ey € e5 = et
/ / / / ! ! ! / !
! ! _1 _1
€363 = (a_361 + e9 + 63)((1_361 + e9 + 63)
1
= ——(6163) + ege3 + esea + €363
as

:—61—€2+62+€1

=0

obtendo assim a algebra RR,.

Se a3 = 0, obtemos a algebra RR3 dada por:

€33 = €1,
€362 = €9,
€93 — —E€9.

Caso 1.1.2.2: Agora, se oy # 0 em [3.2] E através da mudanga de base dada por

/ / ’ o ’ . L,
e, = uey, ey = € € e5 = €3 temos egeqs = eze3 = g€ = €, assim, obtemos a tabua dada
por B3

e Caso 1.2:

Considere agora dim(L?) = 1, temos entao que (B2, 83) = (0,0). Com isso, obtemos que

a tabela multiplicativa de L se reduz a:

€162 = (1€7,
€262 = (¥2€7,
€13 = (3€q,
(3.4)
€3€3 = (461,

€363 = 51€1a

€2€3 = 7Y1€1.
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Assim como no [Caso 1.1 vamos usar a identidade de Leibniz para encontrar as

restrigoes para estas constantes. Temos:

(6363)62 = (6362)63 + 63(6362)
ay(eres) = Pi(eres) + Pi(eser)

ayaie; = Prages,
também,

(6262)63 = (6263)62 + €2(€2€3)
as(eres) = yi(erea) + y1(ezer)

Qo3 = N Q1€1.

Entao, ayaq = fraz e asas = y1a1. Reduzimos essas relagoes a analisar dois casos:

Caso 1.2.1: Se (ay, a3) = (0,0) a tabela multiplicativa de L sera:

€262 = (¥2€7,
€3€3 = (\y€q,
esey = Preq,

€2€3 = 71€1.

Como L nao é de Lie, temos que (as, aq, 1 + 71) # (0,0,0). Note que podemos
supor que ay # 0, pois dada a mudanca de base e’l = eq, 6/2 = Xes+Yeze e;) = e3 para

algum XY € C, obtemos que o coeficiente de 6/26; é nao nulo. De fato,

eaeh = (Xeg + Yes)(Xeg + Yes)
= X2(O{2€1> + XY(’}/1€1> + YX(ﬁlel) + Y2(Oé4€1>
= (X?ay + XYy + YXB1 + Yiay)e;.

Se para todo X,Y € C, tivéssemos que dy = X?ay + XY (71 + bby) + Y2ay = 0, teriamos
um polindémio de grau menor ou igual a 2, nao nulo, com infinitas raizes. Como estamos
em C, ou seja, em um corpo infinito, temos que isso é absurdo. Dai, asy # 0.
Assim, supondo as # 0, considere a mudanga de base dada por 6/1 = ey, 6/2 = ey
B1

!
€ ey =€3— € obtemos ehel, = ases = €].
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Ainda,
! ﬁl
€,6, = (= e3 — —eg)e
352 ( 3 o 2) 2
—ﬁ10é2
= 5161 €1
&%)
=0.
Temos
ehely = ex(es — “ey)
Qg
=me1 — e
M — B ’
g 61
(&%)
= 7€,
e por fim,
/N 61 Bl
€., = (63 — —e9g)(e3 — —e
3%3 ( 3 o 2)( 3 o 2)
2 2
= &61 — ﬁ171 €1 — &61 + (67151
(07%) [6%) (67)
(044042 - 5171)
= —61
(&%)
_ (uan — Bim)
= —261
Qs
! !

Temos a seguinte tabela multiplicativa
€2€3 = €1,  €3€3 = (4€1, €263 = 71€]. (3.5)

Note que (au4,71) # (0,0) pois caso contréario e3 € Annp(L), e esse seria bidimensional, o
que contradiz o fato de estarmos analisando o caso em que dim(Annp(L)) = 1.
Se oy = 0 em , entao ey — %63 € Annp(L), pois

1
e1(eg — —ez) =0,
1( 2 - 3)
1 1
62(62 — —63) — €2€9 — —(6263) = €1 — €1 = 0
g gt
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1 1
es(eg — —e3) = ezeq — —(eze3) =0,
3(e2 - 3) 362 %(33)

mas novamente Annp(L) é unidimensional, e temos uma contradigao. Portanto, ay # 0.
Dai, considere dois casos: 1 # 0 e 93 = 0.
No caso 71 # 0, podemos fazer a seguinte mudanca de base €] = e, €, = ey,

ey = %63, e obtemos que o coeficiente do produto de e,e} é um. Com efeito,

- VR Y /
€3e3 = 53 = ey, com ay # 0,

! L !

Chamaremos essa élgebra de RR,.
No caso em que y; = 0, temos que em [3.5], as # 0, novamente devido a dimensao

do anulador. Dai, temos:

€269 = €7,

eze3 = agey, com ay # 0.

Como estamos sob o corpo dos complexos que além de infinito é também algebricamente

fechado, podemos fazer a seguinte mudanca de base:

/

€1 = (y€q,

/

€y, = €1 + €3,

/
€3 = €1 + Vyeo

temos

6/363 = (61 + \/06462)(61 + \/06462)
= €3 + au(eser) + /ag(eres) + ayel

/
= (e = €4,
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e também,

esey = (e1 +e3)(er + €3)

= e1e] + €13 + €361 + €3€3

= aue; = €.
E denotaremos por RR5 a algebra com tabela multiplicativa dada por

€262 = €7,

€3z = €.

Caso 1.2.2: Se (ay,a3) # (0,0), de ayay = Prag e asag = Y101 , podemos supor,
sem perda de generalidade, que az # 0. Pois, se ag = 0, entao oy # 0 e dai, ag =y, = 0,

e teriamos
e1ey = Q1€1, €963 = Qxey,  ezey = Prey.

Mas e3 € Annp(L), que é unidimensional, uma contradigao. Como ag # 0, a tabela

pode ser reescrita como,

€163 = 1€y,

a1
€2€y = o €1,
3

€163 = (3€q,

€3€3 = (\4€1,
10y
€36y = €1,
asg

€2€3 = 71€1.

Teriamos

aq aq

€1 | €y — —€3 | = €163 — —(6163) = (a1 - 041)61 = 0,
a3 Qs
Qaq . Qi (e M -

ey | €2 — —e3 | = eses — —(ege3) = — e =0,
a3 a3 a3 a3
631 a1 10y 10y

es | ea — —e3 )| = ezea — —(ezes3) = — e; = 0.
Qs Qs Qs a3

m, ey — e nnp ue é um ntradica m imensa nula-
Assim, 3;3 e A L), o que ¢ a contradicao com a dimensao do anula

dor. Note que, se supormos «; # 0, obtemos de forma analoga uma contradi¢ao em que
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(63 — z—i’€2> € Annp(L). Com isso, o caso (a1, as3) # (0,0) ndo ocorre.

e Caso 2:

Seja dim(Annp (L)) =2 e {e1, ex} uma base de Annp(L). Como
e;e; =0, paraje{l,2} eie {123}
Pela identidade de Leibniz, os elementos do tipo e;es € Annp (L), i € {1,2,3}. De fato,
er(eies) = (exe;)es — (exesz)e; =0 para i, k € {1,2,3},

Entao a tabela de multiplicagdo de L na base {e1, €3, e3} é dada do seguinte modo:

esez = €1 + Qoey,
eres = Pre; + Baeq,

€9€3 = Y1€1 + Y2€2.

Caso todas as constantes sejam nulas, temos a algebra nula. Vamos entao consi-

derar dois casos, quando dim(L?) =1 e dim(L?) = 2.

e Caso 2.1:

Se dim(L?) = 1, temos que eses, ejes3, € eses estao em L? unidimensional, logo, podemos
) 3€3, 3 3 ) )
considerar uma mudanca de base em Annp(L) tal que os coeficientes de ey se anulam,

entao podemos considerar a tabela de L dada por :
ese3 = aper, ereg = [,  eae3 = Y11,

Se v1 = 0, temos que a &lgebra de Leibniz serd uma soma direta de algebras,
sendo uma bidimensional e outra unidimensional, nesse caso L = (e, e3) @ (e3) e temos
que cada uma das parcelas ja foi classificada anteriormente, sendo a bidimensional uma
algebra de Leibniz, nao Lie, e a unidimensional a de Lie.

Vamos nos concentrar entao, no caso y; # 0. Considere a mudanca de base
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¢y =e1, € =¢, €3=e3— Stey, ficamos com

VA aq
€163 = 71€1 | €3 — —€2
g

= n(ere3) — aierer)
= 1€
= Pef,

VA aq 1
€363 = | €3 — —€2 €3 — —€9
g g

631
= €363 — —(€2€3
"1 ( )

= (X161 — (161 = O,

Temos a élgebra dada por eje3 = P1eg e eses = e1. Temos dois casos se 5, = 0 ou se 5; # 0.
Quando f#; = 0, com a mudanga de base dada por €] = e;, €5 = ey + €3 € €5 = e3 + aey

obtemos novamente a algebra RR,. De fato,

eseh = (€9 + €3)(en + €3) = €,
eges = (e2 + e3)(e3 + aey) = e1 + aegen + ezes + aeges = €,

eses = (e3 4 aeq)(e3 + aey) = aegesz = ael.

Quando f; # 0, entdao a mudanca de base €] = ey, €5 = [req, e = %63 nos da

1
ejes = —(e1€3)

b1
1

= —pie
1
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e
1
rr
eqes = [1—(ezes)
B
=el.
Temos,
€1€3 = €1,
€g2€3 = €7.

Chamemos essa algebra de A, veremos que é isomorfa a um caso particular da algebra do

tipo RR7, que encontraremos mais adiante, quando o parametro desta for nulo.

e Caso 2.2:

Se dim(L?) = 2. Entao temos

€363 = (\1€] + Qig€a,
eies = freg + Baeq,

€2e3 = Y161 + Y262,

<041 Io ’Vl)
ay B2 7

¢ igual a dois, pois considerando a transformacao L — L? dada pela algebra acima, ¢ uma

onde o posto de

transformacao sobrejetora, e temos que a dimensao da imagem é dois. Vamos analisar
dois casos, referentes ao determinante.
Caso 2.2.1: Seja det (g; 71) # 0. Ou seja, B1y2 — 7102 # 0.

72

Caso 2.2.1.1: Se 1 =0, temos 33 # 0 e 7, # 0. Obtemos a mudanca

ey, €, = e9, €5 = eg. Dai,

;1
61—6—2

esez = e + Qoey,
€1€3 = €2,

€263 = Y161 + Y2€3.
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Podemos fazer outra mudanca de base, dada por:

€1 = €1,

/

€y = €2,

/ Q172 aq

€3 = —Qp | e — —eg + eg,
g4l 4!

ficamos com

« (8} (8 (8]
ey = (( 12 _ a2> e1 — —ey + 63> <( 172 _ a2) 61 — —ey + €3>
M M M T

(0% (0%
= ( 172 — 042) (6163) — 71(6263) -+ €3€3

Bt o + €1 + geo
M B!

I 172 o1
€163 = €1 — Qo | €1 — —eo + €3
T 1

/
= €163 = €y,

I 172 (o7}
€963 = €2 — Qo | €1 — —e9 + €3
T sl

— €2€3

= ey + Y25, com i # 0.
Temos agora dois casos. Se v, = 0, entao,

€1€3 = €2,

€2€3 = 71€1, COM 71 7é 0.
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1
Tomando a mudanca de base, €] = \/y1e1,€, = €9, €5 = Teg, temos
At

eje = (y71€1) (\/%63)

1
= \/ﬂﬁ(eles)

M
= ¢].
E temos a algebra RRg dada pelo produto
€163 = €2,
€93 = €1.

Se v, # 0, fazendo ¢} = y2ey, e = Yoey € € = %63, temos:

! ! /
€1€3 = 72€1€3 = Y2€g = €q,

1 - -
€5y = Y1€1 + Yoy = %6’1 + ey :=v1e1 + €3 com ¥ # 0.
2

Note que a algebra [A] obtida anteriormente, onde eje3 = e; e ese3 = €1, € isomorfa a
algebra acima se 7; fosse nulo e tomando uma mudanga de base dada por €] = ey e

e, = e;. Chamaremos a algebra acima, incluindo o caso y; = 0, de RR7, que é dada por:

€1€3 = €2

€263 = Y161 T €2.

Caso 2.2.1.2: Se ; # 0 e 3 = 0, temos 7, # 0. Tomando €] = %61,6/2 =

ea, €5 = e3, temos
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7! / /
€363 = (1€] + Qaey,
rr
€163 = €1,

[N / /
€963 = Y1671 + Y265,

Agora, considere a mudanca de base

_ _ Q271 Qo
/ / / / /
€1 =€, €3 =€y, 3:< —Qp ) €] — —€y + €3,
2 Y2
Temos,
— /N i
€163 = €163 = €1,
g /o
€2€3 = €9€3 = 7Y1€1 + Y262
e
_ Q21 / Qg / Q271 / Qg ’
33:(< —o | e] — —¢ey+ey) —a | €] — —ey+ €
2 72 2 2
051841 1 Qg 4, r
= ( — @y | €163 — —ey63 + €365
V2 Y2
=0
Note que como 7, # 0, podemos tomar €; = —és, e temos que o coeficiente de é; sera 1 no

2

produto éze3. Dai, temos dois casos para verificar, se (y1,72) # (0,1) ou (71,72) = (0,1).
Suponha (1, 72) # (0, 1), entao existem X,Y € C tais que XY (y5—1)—Y?v; # 0.

Pois caso contrario, (71,72) = (0,1) entdo XY (15—1)—Y?y; = 0, para todo X e Y. Assim,

podemos considerar €] = Xe; +Yeér, e, =6, e5=¢3 com X #0.Agora, obtemos:

6/163 = (Xél + Y672)673
= Xeé1 +Ymeér + Byey
Y2’Yl Y2’Y1

672 —

X X @

Y Y?
— (1 + %) &'+ (Yy2 - (Y + X%)) &'

= Xey +Yme +Bype+Ye —Ye, +
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Entao, com a mudanca de base

el =€)

Y7 Y2’71
6/2,:(1+7)6/1+(Y72—(Y—|— % eh
ey = €y

terfamos o Caso 2.2.1.1, com a; = ay = 0 que ja foi estudado, pois e} = €}, ehjes =0 e

n_no__ AN/} /N4
€y€3 = V161 1+ Valy.

Agora, ao supormos (71,72) = (0, 1), isto da origem & &lgebra RRg, com produto

€1€3 = €1
€2€3 = €2

Caso 2.2.2: Temos det (g; 3;) = 0. Ou seja, B172 — 11 P2 = 0. Dai, existe uma

certa simetria, podemos escrever ki(f1, 52) = k2(71,72). Temos que a tabela multiplicativa

de L é dada por

e3e3z = (€1 + Qoey,
eres = ky(frer + Paea),

eses = ka(y1€1 + 72€2).

Da simetria de e; e es podemos supor, sem perda de generalidade, ks # 0. Logo,

ky

(51 71) N B E%
B Ba k—lw
2

Segue que

esez = q1€e1 + Qaeo,

eres = e + Paes,
ky

2 (71€1 + 72€2).
2

€9€3 =

k1
Tomando a mudanca de base €] = ey, €, = —e; — eg € €5 = e3, temos

ks
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ey = eses
= 1€ + ageq

OQk‘l
ks

o /N
= €] + Qyey,

/
= o161 + €1 — i€y

eles = ejes

= [re1 + Bae

Baky

ko
= [re) + Baes,

= pier + e1 — Paeh

rr_ ki -0
€93 = k—€1€3 — €2€3 — U.
2

Fazendo €] = aje; + aqey, €, = eq, ¢ € = e3 temos:

!/ /
€363 = €363 = (\1€1 + Qg = €7,

eles = (are; + ageq)es

= ay1(frer + Paea)
= Bi(€] — azez) + a1 faey

= [re] + Bael.

Agora, se tomamos e = €/, e5 = el e e = e}. Temos:
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"o _ o
€3€3 = 6363 617

eles = frey + Byey = Pref +ej.

Assim, vamos analisar dois casos, quando §; = 0 e quando 3; # 0.
(i) Se B = 0, temos a algebra RRy, dada por

€3€3 = €1,
€1€3 = €9.
(ii) Se 81 # 0, tomando €] = —e1, € = —zey e €5 = —e3, obtemos a dlgebra
/81 /81 /81
RR,y dada por
1
el = P —5ese3 = €],
AN ]'
ey = —eje3 = (6161 +e9) = €] + €.
By By

Assim, provamos o resultado abaixo, para &algebras de Leibniz, nao Lie, sem
considerarmos o caso em que a algebra seja uma soma direta, visto que essa situagao ja

esta classificada.

Teorema 3.2.1. A menos de isomorfismo, existem trés familias paramétricas e sete re-

presentagoes explicitas de dlgebras de Leibniz nao Lie de dimensao trés:

i) dim(Annp(L)) = 1, dim(L?) = 2

RRy: eje3 = —2e1, egea = €1, €363 = €3, €263 = —€3;
RRy: eje3 = ey, ezey = €3, €g9e3 = —€9, a € C;
RR3: eze3 = ey, ezep = ey, €ge3 = —e€y;

i) dim(Annp(L)) = 1,dim(L?) =1
RRy: esey = €1, esez = fPer, egez=e, BeC;

RR5.’ €q€g9 = €1, €3€3 = €71,

iii) dim(Annp(L)) = 2,dim(L?) = 2
RRg: e1e3 = ey, ege3 =¢€1;
RR;: e1e3 = ey, egse3 =7vey +ey, ve€C;
RRg: e1e3 = eq, esez = e

RRQ.’ €33 — €1, €1€3 = €9,
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RRlo.' €33 = €1, €13 = €1 + es.

Observacgao 3.2.2. No caso em que v = 0, na dlgebra RR; a dlgebra, na verdade, tem
dim(L?) = 1.

Observe que, durante o texto, usamos o fato de que o corpo sobre o qual definimos
a algebra é um corpo algebricamente fechado, nao usamos necessariamente o corpo dos

complexos.

Observacao 3.2.3. Note que cada dlgebras de blocos (i,ii,iii) diferentes, do teorema an-

terior, nao sao isomorfas.

e Duas dlgebras cujos anuladores possuem dimensoes diferentes nao sao isomorfas.

De fato, suponha que A e B sdo isomorfas, entdo existe um isomorfismo de

dlgebras ¢ : A — B tal que, para todo x € A, temos que para todo a € Annp(A),
ra=0,Vre A = ¢(x)p(a) = ¢(za) =0, ¥V ¢(x) € B

Dai, dim(Annp(A)) < dim(Annp(B)). Segue da bije¢io de ¢ que a reciproca da
implica¢ao acima também € vdlida, logo dim(Annp(A)) = dim(Annp(B)). Segue
da contrapositiva que dim(Annp(A)) # dim(Annp(B)) implica que A e B nao sao

1somorfas.

o Se dim(L?) # dim(A?), entdo L e A ndo podem ser isomorfas.

Com efeito, considere o isomorfismo de dlgebras ¢ : L — A. Sejam x,y €
L, entio ¢(zy) € A? ji que d(x),d(y) € A e d(x)d(y) € A% Logo, ¢ induz um

isomorfismo entre os subespagos L* e A%, o que implica que dim(L?) = dim(A?).

Exemplo 3.2.4. As dlgebras nos mesmos blocos (i,ii,iii) nao sio duas a duas isomorfas.
Podemos verificar isso tentando exibir um isomorfismo entre duas dlgebras. Por exemplo,
se considerarmos as dlgebras RRg e RRg nao sao isomorfas.

De fato, suponha, por absurdo, que

© : RR¢ — RRg
el — are; + ases + azes
6/2 — b1€1 + b262 + b3€3

ey —> 161 + Caeg + c3eg
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seja um isomorfismo de dlgebras e T a matriz associada a essa transformagao. Por um

lado, temos que

p(eres) = p(ey)
= 6161 + b262 + b363.

Por outro,
p(eley) = (are1 + azes + ages)cier + caea + c3eg
= a1C3€1 + AsC3€s.
Daz
bg == O, a1C3 = b1 € Qa9C3 = b2
Teriamos,
alcgbg = CLQCgbl. (36)
Ainda,
p(ezes) = p(e})
= a1e1 + azes + ases.
E também,
p(eses) = (breg + baes + bzes)crer + caea + c3es
= b1C3€1 + b263€2.
Portanto,
as = 07 b103 = € b203 = as.
Por fim,

!/
p(eses) = (creq + caen + czeg)cier + coeg + czes
= c1C3€1 + Cac3€9

=0.

Logo, ¢y =0 = co. Dai, porcy =co =bg=a3=0c¢ teriamos que det(T) = 0, o que

€ absurdo jd que ¢ bijetora.
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Podemos repetir essa ideia para provar que as demais dlgebras nao sao duas a

duas isomorfas.

Observagao 3.2.5. A decisio de selecionar essas dlgebras para ilustrar o processo de
demonstrar que as dlgebras do Teorema |3.2.1] nao sao duas a duas isomorfas estd dire-
tamente relacionada ao fato de que, na referéncia adotada como base para este trabalho
[21], essas mesmas dlgebras foram apresentadas como isomorfas, o que torna a andlise

ainda mais relevante e interessante do ponto de vista teorico.
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Capitulo 4
Algebras comutativas nao associativas

Neste capitulo trabalharemos com duas classes de algebras comutativas e nao as-
sociativas; sao essas as algebras genéticas e as algebras de Jordan. Faremos a classificagao
para dimens6es menores ou iguais a dois, para ambas as classes, com base em [16] e em [5],
respectivamente. Para os leitores com interesse em aprofundar-se na area de algebras de
Jordan, recomenda-se a leitura da referéncia [17], e para o aprofundamento sobre algebras

genéticas a referéncia [19].

4.1 Classificacao das algebras genéticas

Nesta secao classificaremos, a menos de isomorfismos, as algebras genéticas de

dimensoes um e dois sobre o corpo dos niimeros complexos, C.

Teorema 4.1.1. Toda dlgebra genética unidimensional é da forma & = span{g} tal que

9191 = g1

Demonstragao. Seja & = span{g:} uma algebra genética. Pela defini¢ao de algebra ge-
nética)l.2.15, g1g1 = A\111¢1 e ainda, A;;; = 1 como queriamos. O

Teorema 4.1.2. Toda dlgebra genética bidimensional € isomorfa a uma das sequintes:
1. a classe Bz = span{gi, g2} tal que g1g1 = g1, G192 = Bga € g2g2 = 0, para B € C.
2. & = span{gy, g2} tal que g191 = g1 + g2, 9192 = %QQ e gago = 0.

Demonstragao. Seja A uma élgebra genética gerada por {gi, g2} Temos que g1g1 =
A1 + A1292, 9192 = M21g1 + Ai2292 € gaga = 22191 + Aza2ga. Por definigao, de al-

gebra genética temos, A7 = 1, A21 = 0, oo = 0,e Agao = 0. O que nos da a seguinte
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tabela multiplicativa, renomeando as constantes estruturais por simplicidade de escrita:

9191 = g1 + Ai2192 = g1 + ago,
9192 = A12202 = Bgo,
9292 = 0.

Seja entao B uma outra algebra genética com produto na base, {g1, g2}, dado por §1g; =
G+ ags, G192 =BG, Goga = 0.
Vamos encontrar para quais «, 8 € C essas algebras sao isomorfas. Considere o

seguinte isomorfismo de algebras

p: A—B
g1 — a1g1 + aago

g2 = B1g1 + B202

Segue do homomorfismo que

©(g191) = ¢(91)p(91)
= (g1 + ) (G + a2ga)
= O‘%QH + (20&@425 + a%&)g}.

Por outro lado, temos

v(g191) = (g1 + ags)
= ¢(91) + p(g2)
= (a1 + aBi)gi + (a2 + aB2)gs
= (a1 + aB)gi + (ag + afa)do.

Assim,

o2 =a;+ap, e 201003 + 3@ = ay + afhs. (4.1)
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Também,
©(9192) = w(g1)p(g2)
= (g1 + a202)(1G1 + B292)
= 1161 + a11ags + 1 BaBgs + S
Ainda,
90(9192) = @(592)
= Bp(g2)
= B(B1g1 + B292)
= 5519] + B5292.
Segue que,
a1 = BP1, e oo+ 04152ﬂ~ + 042515 = B5,. (4.2)
E,

©(9292) = ¢(g2)(g2)
= (B1g1 + B292)(Brg1 + Ba2g2)
= Big1 + (251526 + Bia)gs.

Mas também ¢(g2g2) = ¢(0), e entao

Bi=0e 251523 + fia =0. (4.3)

Assim, ; = 0. Ainda, como queremos que ¢ seja bijetora, a matriz da transformagao

deve ser inversivel, ou seja, a1y — a1 # 0. Temos que a1, # 0, e de[d.1, oy = 1. Por

, por By = 0, e por By # 0, temos B =p4.E, de a=ay(l — 25) + afy. Temos dois
1

casos para verificar, se B =3 e se B + 3

~ 1
Se f =0 = 2 temos & = afy. Caso, a = 0, temos & = 0 e as algebras A e B

1
sao iguais, e mais sao a algebra &g para = 3 Caso, a # 0 podemos tomar 3, = o~ L.

Obtemos, assim, & = 1, obtemos que a algebra A é isomorfa & %8 quando B = a=1,

2 °
ou seja, isomorfa a &.
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~ 1 Q «a -
Se —, podemos fazer fs = leay = ——. Assim, & = a— = (1-2p0) =
57&210 B2 2 Y 1_25( 6)

0. Portanto, isomorfa a &g.
O

Exemplo 4.1.3. A dlgebra gamética Go, do Exemplo m € a dlgebra &, depois de

considerar a mudanga de base dada por dada por A=Aea=A—-a.

Observacao 4.1.4. Note que, em geral, a dlgebra Bz nao € associativa, mas se f =1 ou

B =0, teremos a associatividade.

Vimos que uma algebra é associativa se, e somente se, (z,y,z) = 0 para todo
x,y,z € A. Como o associador é multilinear, basta provar para os elementos da base.
Agora, note que, pela definigdo dos produtos da classe de algebras B3 = span{gi, g2}, o
produto é g1g1 = g1, g192 = [5go € g2go = 0, sempre que tivermos g, em duas posicoes
do associador vale a identidade. Como a algebra é comutativa, temos que (x,y,z) =

—(z,y, ). De fato,

(2,9, 2) = (zy)z — z(yz)
= z(zy) — (y2)z
= —|[(zy)z — 2(yz)]
= —(2,y,2).

Com isso, percebemos que o Unico caso interessante a se avaliar, é, a menos do sinal,
(91,91, 92). J& que, no caso comutativo temos (z,y,z) = 0, para todos x,y na élgebra.

Note que

(91,91,92) =0
<= (9191)92 — 91(g192) = 0
= 9192 — f192 = 0
> fg2 — B9, =0
— p=p

<~ [=0,oup=1.

4.2 Classificacao das algebras de Jordan

Nesta sec¢ao, nos dedicamos & classificagao, a menos de isomorfismos, das élgebras
de Jordan de dimensoes um e dois sobre um corpo de caracteristica diferente de dois,

seguindo como base a referéncia [5]. O resultado para os corpos dos complexos e dos reais
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decorre diretamente destes teoremas. No caso especifico dos reais, o leitor interessado
pode consultar a referéncia [I] para uma abordagem alternativa. O teorema apresentado
na principal referéncia desta secao, [5], ¢ formulado para algebras comutativas de poténcia
associativa, de dimensao dois, sobre um corpo arbitrario K de caracteristica diferente de 2.
As demonstragoes realizadas nesta secao sao suficientes para estabelecer esse resultado.
Como consequéncia, obtém-se a classificacao das algebras de Jordan de dimensao dois
sobre K, provando que, a menos de isomorfismos, existe apenas uma tunica algebra de

Jordan nao associativa de dimensao dois.

Teorema 4.2.1. Duas dlgebras de Jordan unidimensionais, com produto nao triviais, sao

sempre isomorfas.

Demonstragao. Sejam J = (e;) e J = (m;), duas algebras de Jordan com J? # 0, 7% # 0
e defina os produtos e;e; = ae; e mymy = fmy , com «,  # 0. Tome a mudanca de base
dada por m; = gml. Dai,
s I’
mMmym; = Eﬁml = am,

e temos que J e J sao sempre isomorfas.

[]

Observacgao 4.2.2. Do teorema anterior, concluimos que, a menos de isomorfismo, existe
uma unica dlgebra de Jordan unidimensional nao trivial. Tal dlgebra, digamos J; =
span{my}, tem como produto na base mimy; = m;.
Podemos tomar a mudanca de base my = é?ﬁl, na dlgebra J do teorema acima,
P PN DS >
e o produto na nova base serd mym; = —zmimy = Smy = my. Lembre que « # 0, ja que

consideramos que a dlgebra nao tem produto trivial.

Assim, a algebra de Jordan de dimensao um, nao trivial, é a algebra Genética de

mesma dimensao, obtida no Teorema |4.1.1]

Lema 4.2.3. Seja D uma dlgebra de Jordan sobre um corpo K de caracteristica diferente
de 2, tal que D* # 0. Se {u,u®} é um conjunto linearmente dependente, para todo

u € D, entao existe um unico homomorfismo nao nulo de K-dlgebras v : D — K tal que
u? = (u)u.

Demonstragao. Seja u € D — {0}, tal que existe ¥(u) € K com u? = ¢(u)u, e temos
que {u,u?} é linearmente dependente. Defina 1(0) = 0 mostremos que ¢ : D — K ¢

homomorfismo.

a) Sejam u € D e a € K, se u =0 ou a = 0 temos que ¢(au) = a)(u). Suponha
u#0ea#0,dai

Y(ou)(ou) = (o)’ = au? = a*P(u)u,
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logo
Ylau) = on(u).

b) Sejam u,v € D.

(i) Se {u,v} é linearmente dependente, entdo podemos supor, sem perda de gene-

ralidade, que v # 0 temos que existe a € K tal que u = av e segue pelo item
a) que Y(u +v) = P(u) + Y(v).

(ii) Se {u,v} ¢ linearmente independente, entdo v+ v € D — {0}. Temos,

Y(u+v)(u+v) = u? + 2uv + v?
= Y(u)u + 2uv + Y(v)v

Y(u—v)(u—v) =u* — 2uv + v
= (u)u — 2uv + Y(v)v.

Portanto, somando as duas equagoes obtemos
(W(u+v)+Y(u—0v))ut (Y(u+v)—(u—2v))v=2¢w)u+ 2¢(v)v.
Segue,
(u+v) +(u—0v) =2¢(u)
U(u+v) —¥(u—v) =2¢(v).
Dai, como char(K) # 2 temos que ¥ (u + v) = ¥(u) + ¥ (v).

¢) Sejam u,v € D temos que,

Y(u)u + P(u)v + Y()u + Y ()v = Y(u+ v)(u+ v)
= Y(u)u + 2uv + P(v)v

entao,
2uv = YP(u)v + Y (v)u

Segue dessa igualdade e de D? # 0 que ¢ #Z 0. Ainda, como char(K) # 2, temos
e 1 1
Y(uv) = Y(5 (v +v)u) = S (w)p(v) + P v)P(w).
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Como D é Jordan, em particular é comutativa, segue
(uw) = P(u)ib(v).

]

Observagao 4.2.4. Note que no Lema[{.2.5, usamos apenas que a dlgebra D é comu-
tativa. Assim, como € feito em [J], o lema pode ser enunciado para uma dlgebra D

comutativa e, como consequéncia, obtemos que a dlgebra € de Jordan. De fato, suponha

D, como em[{.2.3. Entao,

A
\_/

(Y (w)u)v)u
(u)(uv)u
(u)

u

(u2)uv

Teorema 4.2.5. Seja J uma dlgebra de Jordan bidimensional, sobre um corpo K de

caracteristica diferente de 2. Se J* # 0, entao J € isomorfa a uma das dlgebras a sequir:

i) N = span{ey, ez} tal que €3 = ey e 5 = erep = 0;
1 2

(ii) M = span{ey, e} tal que €2 = €1 e €3 =0 = ejey;
(iii) My = span{ei,es} tal que €2 = ey , €3 = \ey € ejen = €3]

(iv) Dy = span{ei, ez} tal que €2 = ey, €3 =0 € e1es = Se.

Ainda, My e M, sao isomorfas se, e somente se, existe um elemento nao nulo B € K tal

que X = B2\

Demonstragao. Seja J algebra de Jordan bidimensional tal que J? # 0 e u € J — {0}.

Temos dois casos:
Caso 1: Suponha que {u,u*} é linearmente independente. Dai, J = span{u,u®}. Sejam

a, 8 € K tais que u® = au? + Bu. Temos 3 casos:
(i) Se a = =0 temos u® = 0. Dai, J ¢ isomorfa a N.

(i) Suponha, sem perda de generalidade, que o # 0 e 3 = 0. Seja v = a~u, temos

J = span{v,v?} ja que

v =a lua"? = a7 = aPan® = a7 = 0%
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Dai, faca a mudanca de base onde w; = v? ¢ wy, = v? —v. Temos que J =

span{wy,wy} e

w1 = v

wowy = vt — 203 4+ 02

=% — 202 + 02

W1We = ’U4 — v

Segue que J é isomorfa a M.

(iii) Se B # 0, como u® = au®+ Bu temos que 1 = —aB tu+ B 2. Dai J = span{l,u}.

o
Seja w = u — 51 temos que

.2 “
=1Uu au—|—4
2
a
_ﬁ+z
= A,

2
onde A = 3 + %. Dai, J = span{l,w}. E segue que J é isomorfa a M,.

Caso 2: Se {u,u*} ¢é linearmente dependente, para todo u € J, pelo Lema existe
tinico homomorfismo v : J — K tal que u? = ¢ (u)u, com 1 # 0, pois J? # 0. Dai, existe
v € J tal que ¥(v) # 0, entdo J é sobrejetora.

Mas como dim(J) > dim(K) = 1, temos que ¢ nao ¢ injetora. Logo, Kery # {0}, dai
existe 0 € J, 0 # 0, tal que ¢(0) = 0. Ainda, como ¥(v) # 0, existe u € J tal que

Y(u) # 0. Seja @t = mu Note que 4? = 4. Seja J = span{i,d}, note 92 = 0, ja que
u
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Y (v) = 0, temos

(@ + )% = 4% + 200 + 0° = P(4)a + 2ab. (4.4)

(4 +0)* = (4 +0)Y(0+0) = (U + 0)((0) + »(D)). (4.5)

1 1
Note que ¥ (1) = Y(——u) = ——(u) = 1, ¥(0) = 0. Assim, usando isso, e

() ()
temos &+ 0 = U+ 24v e como char(K) # 2, ud = 0. Dai, ¢ : J — Dy tal que ¢(4) = e;

1
2
e ¢(0) = ey & isomorfismo.

Note que N, M,M, e Dy nao sao duas a duas isomorfas. Podemos verificar isso
observando caracteristicas proprias de cada algebra.

Observe que a algebra N é a tnica nilpotente. De fato, a algebra N é nilpotente
de indice 3, como por defini¢ao do produto na base, s6 possui produto nao nulo e?, temos
que basta verificar e?e; e €}, os demais sdo trivialmente nulos, e como e?e; = €3 = 0 e
e3 = eye; = 0, segue que é nilpotente. Vemos que Do, M e M) nao sao nilpotentes, ja que
el # 0, para todo n. Logo, N nao pode ser isomorfa a nenhuma das outras.

Ainda, D é a tnica nao asssociativa. De fato, podemos verificar o associador, e

usando que char(K) # 2, temos
ey e
(e1,€1,e3) = 52 — ZQ # 0.

Enquanto, podemos verificar que M) e M sao associativas. Para a algebra M,
podemos observar que é associativa, ja que o tnico produto nao nulo sao as poténcias
de e, mas e; ¢ de poténcia associativa, e segue que M ¢é associativa. Para algebra M),
basta veirificar os associadores (e1,es,e1) , (€,€1,€3) , (€1,€1,€3) € (e1, ez, €2), j& que por

definicao do produto os demais associadores sao trivialmente nulos. Temos
(e1,€2,€1) = e2e1 — €162 = 0,

(€g,€1,€2) = €369 — €269 = 0,

(61, €1, 62) =ejey —erep = 0,

(61, €9, 62) — €2€9 — )\6161 = )\61 — )\61.

Assim, resta ver que M e M), nao sao isomorfas. Observe que e; é a unidade da algebra
M. Porém M nao tem unidade, e assim elas nao isomorfas. Vejamos que M de fato nao
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tem unidade, como ey € Ann(M), ndo pode ser unidade, pois caso contrario teriamos que
um ¢é igual a zero. Entao, e; deveria ser a unidade, porém, ejes = 0 # e, j4 que ey é
elemento da base.

Por fim, vejamos quando M, e M, sao isomorfas. Seja ¢ : M), — M, iso-
morfismo. Note que em My, e; é a unidade de M, dai ¢(e;) = €;. Ainda, segue da

bijetividade que existem «, 8 € K com [ # 0 tais que

o(ae; + fes) = e,
Dai,

plaer + feg)” = a’p(el) + 2080 (erer) + fp(e3)
= (a® + B*N)p(e1) + 208p(e2)
= (ey)”

/

= A p(er)

e temos que a? + 32X = X e 2a8 = 0, entao, como char(K) # 2 e 8 # 0, segue que o = 0
e B2A=\.
]

Observacao 4.2.6. Uma dlgebra ¢ chamada de poténcia associativa se a subdlgebra
gerada por qualquer elemento for associativa. Note que, assim como no Lema [{.2.5,
podemos enunciar o Teorema [{.2.5 para dlgebras comutativas de poténcia associativa,
assim como € feito em [3], e obtemos como consequéncia que as dlgebras dessa classifica¢ao
sao de Jordan.

De fato, como as dlgebras M, My e N sao associativas e comutativas, seque que
sao de Jordan. Resta verificar para a dlgebra Do, porém, podemos observar que a dlgebra
Dy satisfaz as hipdteses do Lema[4.2.3, e, portanto, é também de Jordan.

Observacao 4.2.7. E um resultado bem conhecido na literatura que as dlgebras de Jordan
sao de poténcia associativa, como pode ser visto em [23]. Com a classificacao obtida para
dalgebras comutativas de poténcia associativa bidimensionais, temos, assim, a equivaléncia

dessa classe com as dlgebras de Jordan para tal dimensao.

Exemplo 4.2.8. A dlgebra genética &1, do Teorema ¢ a dlgebra D-.
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Capitulo 5
Consideracoes Finais

De modo geral, este trabalho teve como objetivo reunir e organizar classifica-
¢oes ja existentes de quatro classes de algebras: Lie, Leibniz, Jordan e Genética. Neste
capitulo, apresentamos uma sintese estruturada de todas as classificacoes discutidas ao
longo do texto, oferecendo uma visao clara e acessivel do contetido. O objetivo é facilitar
consultas e referéncias futuras, permitindo uma compreensao mais objetiva e rapida das
classificagoes abordadas, servindo como um material de apoio para eventuais pesquisas e
aprofundamentos no tema. A classificacao para as algebras expressas como soma direta
nao foram acrescentadas, ja que escrevemos essas de acordo com a classificacao obtida

para as ordens menores e, nesse caso, nao obtemos um ganho efetivo para a classificagao.

5.1 Tabela multiplicativa das Algebras de Lie

Considerando £ uma algebra de Lie sobre o corpo dos niimeros complexos, C,

temos a seguinte tabela de classificagao para dimensoes um, dois e trés:

Produto na base

dim(L) =1 A trivial
dim(L) =2 L €16z = €

Lo abeliana

Ly €1€2 = €1, €1€3 = €7,
dim(c) =3 | e

L3 eze1 = €1, €36y = aeg com o € C

Ly €36y = €9, €361 = €1 + €

Ls €162 = €3, €2€3 = €1, €3€] = €3

Tabela 5.1: Tabela de classificagao das algebra de Lie sobre C.
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Observe que os produtos que nao estao explicitados na tabela sao nulos. Vale
ressaltar que as algebras unidimensionais e bidimensionais, a classificacao independe do

corpo sobre o qual a algebra é considerada.

5.2 Tabela multiplicativa das Algebras de Leibniz nao
Lie

Considerando L uma algebra de Leibniz, nao Lie, sobre o corpo dos nimeros

complexos, C, temos a seguinte tabela de classificacao para dimensoes de um a trés:

Produto na base
dim(L) =1 Ay trivial
dim(L) = 2 s i
Ay €1€1 = €2,€2€1 = €2
RR,y e1e3 = —2€1, €263 = €1, €363 = €3, €363 = —€
RR, €163 = (e, €36y = €9, €9e3 = —¢e9, € C
RRg €3€3 — €1, €363 = €9, €9€3 = —€9
RRy egey = €1, eze3 = fJe; esez=e€, BeC
RR5 €9€9 = €1, €3€3 = €1
dim(L) =3
RR6 €1€3 = €9, €9€3 = €71
RR; e1e3 = ey, ege3 =ye; +ez, v €C,
RRg €163 = €1, €2€3 = €2
RRQ €3€3 = €1, €1€3 = €9
RRlO €3€3 = €1, €163 = €1 + €9

Tabela 5.2: Tabela de classificacao das dlgebra de Liebniz, nao Lie, sobre C.

Note que os produtos nao explicitados na tabela sao iguais a zero. Assim como
no caso das algebras de Lie, os casos unidimensionais e bidimensionais da classificacao

independem do corpo sobre o qual a algebra é considerada.

5.3 Tabela multiplicativa das Algebras Genéticas

Considerando & uma &algebra Genética, temos a seguinte tabela de classificacao

para dimensoes um e dois:
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Produto na base

dim(®) =1 &, ei1er = €

(5] eje; = ey € ejes = Bey para B € C
dim(@)zQ B 1€1 1 162 = fBea p B

& ere1 = €1+ e, e ejeg = %62

Tabela 5.3: Tabela de classificagao das algebra Genéticas.

Os produtos na base que nao aparecem na tabela sao nulos.

5.4 Tabela multiplicativa das Algebras de Jordan

Considerando J uma algebra de Jordan sobre um corpo qualquer, K, de carac-

teristica diferente de dois, temos a seguinte tabela de classificacdo para dimensoes um e

dois:
Produto na base
dim(J) =1 Ji eier = €
N e? = ey
. M 6% = €1
dim(J) =2
M, e2=e;,el=MXejeeey =ey com )€K
D2 6% = €1 € €169 = %62

Tabela 5.4: Tabela de classificagao das algebra de Jordan sobre K.
Observe que os produtos nao especificados na tabela sao nulos. Além disso, a

classificagao apresentada, para dim(J) = 2, é equivalente para as algebras comutativas

de poténcia associativa.
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