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Resumo
O objetivo deste trabalho é estudar a integrabilidade segundo Darboux de alguns sistemas
diferenciais exteriores de Euler-Lagrange que geometricamente descrevem aplicações harmônicas.
Em particular, consideramos as aplicações harmônicas do espaço de Minkowski bidimensional
para variedades Riemannianas bidimensionais e provamos que, localmente, e a menos de
isometrias, os sistemas deste tipo que são integráveis segundo Darboux com até 1-prolongamento
são somente 4. Classificamos portanto, a menos de transformações de ponto, os correspondentes
sistemas hiperbólicos de equações diferenciais a derivadas parciais de Euler-Lagrange.

O trabalho se subdivide em cinco capítulos. No Capítulo 1, revisamos as principais preliminares,
dentre as quais a teoria dos fibrados, dos espaços de jatos e dos sistemas diferenciais exteriores.
Em particular, apresentamos a noção de integrabilidade segundo Darboux de um sistema
diferencial exterior. No Capítulo 2, apresentamos o formalismo variacional de Poincaré-Cartan,
introduzindo conceitos fundamentais para este estudo, dentre os quais a geometria de multicon-
tato e a forma de Poincaré-Cartan. No Capítulo 3, calculamos o sistema diferencial exterior
de Euler-Lagrange para aplicações harmônicas entre variedades pseudo-Riemannianas. No
Capítulo 4, restringimos e adaptamos os cálculos do Capítulo 3 às aplicações harmônicas do
espaço de Minkowski bidimensional para variedades Riemannianas bidimensionais. Estudamos
então a integrabilidade segundo Darboux dos sistemas diferenciais exteriores de Euler-Lagrange
que descrevem essas aplicações, e encontramos assim condições para a integrabilidade segundo
Darboux desses sistemas em termos da curvatura de Gauss das variedades de contradomínio
das aplicações harmônicas. Finalmente, no Capítulo 5, elucidando os resultados de classi-
ficação obtidos por R.Ream, J.N. Clelland e P.J. Vassiliou, classificamos as métricas e os
sistemas de equações diferenciais das correspondentes aplicações harmônicas, para os quais os
sistemas diferenciais exteriores de Euler-Lagrange são integráveis segundo Darboux com até
1-prolongamento.

Palavras-chave: Integrabilidade segundo Darboux, Wave maps, Aplicações harmônicas,
Sistemas diferenciais exteriores, Espaços de jatos, Geometria Diferencial, Formalismo variacional
de Poincaré-Cartan.





Abstract
This work aims to study the Darboux integrability of some Euler-Lagrange exterior differential
systems that geometrically describe harmonic maps. In particular, we consider harmonic maps
from the 2-dimensional Minkowski space to 2-dimensional Riemannian manifolds and prove
that locally and up to isometries, there are only four such systems that are Darboux integrable
up to 1-prolongation. Therefore, we classify, up to point transformations, the corresponding
hyperbolic systems of Euler-Lagrange partial differential equations.

The work is subdivided into five chapters. Chapter 1 reviews the main preliminaries, including
the theory of bundles, jet spaces, and exterior differential systems. In particular, we present
the notion of Darboux integrability of an exterior differential system. Chapter 2 presents
the Poincaré-Cartan variational formalism, introducing fundamental concepts for this study,
including multi-contact geometry and the Poincaré-Cartan form. In Chapter 3, we calculated
the Euler-Lagrange exterior differential system for harmonic maps between pseudo-Riemannian
manifolds. In Chapter 4, we restrict and adapt the calculations from Chapter 3 to harmonic
maps from 2-dimensional Minkowski space to 2-dimensional Riemannian manifolds. We then
study the Darboux integrability of Euler-Lagrange exterior differential systems describing such
maps and find conditions for this kind of integrability in terms of the Gauss curvature of the
codomain manifolds. Finally, in Chapter 5, elucidating the classification results obtained by
R.Ream, J.N. Clelland and P.J. Vassiliou, we classify the metrics and systems of differential
equations of the corresponding harmonic applications, whose Euler-Lagrange exterior differential
systems are Darboux integrable up to 1-prolongation.

Keywords: Darboux Integrability, Wave-Maps, Harmonic maps, Exterior differential systems,
Jet spaces, Differential Geometry, Poincaré-Cartan variational formalism.
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Introdução

O objetivo deste trabalho é estudar a integrabilidade segundo Darboux de alguns sistemas
hiperbólicos que geometricamente descrevem aplicações harmônicas. O estudo deste tipo de
aplicação representa um tema importante na geometria diferencial moderna, com aspectos que
são de grande interesse também para a Física Matemática e a teoria dos Sistemas Integráveis,
como discutido nos trabalhos [15, 20, 21, 22, 23, 25, 26, 28, 29, 42, 43, 50] e nas referências
neles citadas.

De acordo com Eells e Sampson [20], a noção de aplicação harmônica, na forma atual,
deve-se a J. Nash e independentemente F. B. Fuller [23]. Estas aplicações são descritas hoje
como extremais de um certo funcional, mas desde os primórdios da Geometria Diferencial
vários casos particulares, como por exemplo, as geodésicas e as superfícies mínimas, têm sido
identificadas e amplamente estudadas.

Sejam P e Q duas variedades Riemannianas (ou pseudo-Riemannianas) de dimensões n e
s com tensores métricos g e h, respectivamente. Dada uma aplicação suave φ : P −→ Q, o
pull-back φ∗(h) (tal que φ∗(h)a(Xa, Ya) = hφ(a)(φ∗Xa, φ∗Ya) para todo a ∈ P e todo par de
campos vetoriais X e Y em P ) é chamado de primeira forma fundamental de φ enquanto sua
densidade de energia e(φ) é definida usando o traço trg da seguinte maneira

e(φ) := 1
2trgφ

∗(h).

Em termos de qualquer referencial local ortonormal {e1, ..., en} em P , podemos assim escrever
que

e(φ) = 1
2

n∑
i=1

φ∗(h)(ei, ei). (1)

Com isto, se P for orientável e ν for sua forma de volume Riemanniana, a integral da densidade
de energia sobre P define o funcional de energia

E[φ] :=
∫

P
e(φ)ν, (2)

para aplicações φ : P −→ Q. O valor E[φ] pode ser infinito, mas se P for compacta (ou
se as aplicações φ tiverem suporte compacto) este valor é certamente finito. Em termos de
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coordenadas locais {xi} e {yj} em P e Q, se g e h tiverem representações coordenadas gijdx
idxj

e hαβdy
αdyβ, respectivamente, então

ν =
√

|det(gij)|dx1 ∧ ... ∧ dxn,

e(φ) = 1
2g

ij ∂φ
α

∂xi

∂φβ

∂xj
hαβ,

onde (gij) = (gij)−1 e φα são as componentes de φ. Portanto em um domínio coordenado U
com coordenadas {x1, ...xn}, o funcional energia pode ser escrito como

E[φ] =
∫

U

1
2g

ij ∂φ
α

∂xi

∂φβ

∂xj
hαβ

√
|det(gij)|dx1 ∧ ... ∧ dxn. (3)

Note que este funcional é uma generalização do funcional energia (ou de Dirichlet) de uma
imersão isométrica, usado em geometria Riemanniana no estudo de subvariedades mínimas,
em particular de geodésicas. Assim, uma função φ : P −→ Q é uma aplicação harmônica, se
for um ponto crítico do funcional energia, isto é, se satisfaz o sistema de equações diferenciais
parciais (EDP’s) de Euler-Lagrange, que no caso do funcional E[φ] podem ser escritas na forma

∆φγ + gijΓγ
αβ

∂φα

∂xi

∂φβ

∂xj
= 0, (4)

onde
∆φγ = gij

(
∂2φγ

∂xi∂xj
− Γk

ij

∂φγ

∂xk

)

são os Laplacianos em P das componentes φγ, Γk
ij são os símbolos de Christoffel em P e Γγ

αβ

são os símbolos de Christoffel em Q.

Se P é uma variedade Riemanniana então (4) é um sistema de equações diferenciais
parciais não linear elíptico. Em contrapartida, se P é uma variedade Lorentziana, ou seja,
munida com uma métrica pseudo-Riemanniana com assinatura (1, n − 1), então (4) é um
sistema de equações diferenciais parciais não linear hiperbólico.

Um exemplo de sistema elíptico é dado quando consideramos P = R2, o espaço Euclidiano
bidimensional, e Q = S2, a esfera bidimensional unitária com a métrica induzida pelo espaço
Euclidiano R3. Neste caso, ao considerarmos l = l(x1, x2) como uma aplicação de R2 para S2,
o sistema (4) se reduz a

lx1x1 + lx2x2 + (l2x1 + l2x2)l = 0.

Se, por outro lado, considerarmos P = R1,1, o plano de Minkowski, e Q = S2, o sistema (4) se
transforma em

lx1x1 − lx2x2 + (l2x1 − l2x2)l = 0,

que configura um sistema hiperbólico.

Na literatura, quando o domínio é uma variedade pseudo-Riemanniana, a aplicação
harmônica é frequentemente chamada de "wave map". Além disto, ainda existe na literatura
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uma noção mais geral de aplicação harmônica, que é aquela de aplicação biharmônica, já
presente no trabalho [21]. Para desenvolvimentos recentes sobre as aplicações harmônicas e
ulteriores generalizações, o leitor pode consultar a referência [15].

Quando n = 2 e P = R1,1, com métrica g = dx1 · dx2 (métrica de Minkowski em
coordenadas de tipo luz), o sistema (4) é um sistema hiperbólico quasilinear da forma

ux1x2 = f(x,u,ux1 ,ux2) (5)

onde u = (uj) e uxi = (uj
xi) denotam as componentes de φ e suas derivadas em x1, x2,

respectivamente.

Sistemas deste tipo podem ser interpretados geometricamente como subvariedades (2+6s)-
dimensionais Y de um espaço de jatos (2+7s)-dimensional J2(π), por um fibrado π : R2×Rs −→
R2 tal que π(x1, x2, u1, ..., us) = (x1, x2). Desta forma, como subvariedade de J2(π), o sistema
Y é naturalmente equipado com a distribuição de Cartan induzida C2(Y) e as soluções de Y
são seções de π cujos prolongamentos são variedades integrais de C2(Y). Além disto, estes
prolongamentos admitem uma folheação por dois sistemas de curvas chamadas de curvas
características. Em todo ponto de Y , os vetores tangentes às curvas características de soluções
que passam pelo ponto, geram os espaços de duas distribuições ∆1 e ∆2, ambas (s + 1)-
dimensionais e não completamente integráveis, chamadas de distribuições características de
Y .

Nas coordenadas canônicas {xi, uj, uj
hk} de J2(π), estas distribuições podem ser descritas

da seguinte forma

∆1 = ⟨D̄x1 + D̄x2(f j)∂uj
22
, ∂u1

11
, ..., ∂us

11
⟩

= C2(Y) ∩ Ann{dx2, du1
22 − D̄x2(f 1)dx1, ..., dus

22 − D̄x2(f s)dx1},

∆2 = ⟨D̄x2 + D̄x1(f j)∂uj
11
, ∂u1

22
, ..., ∂us

22
⟩

= C2(Y) ∩ Ann{dx1, du1
11 − D̄x1(f 1)dx2, ..., dus

11 − D̄x1(f s)dx2},

onde D̄x1 e D̄x2 são as derivadas totais em Y , a saber

D̄x1 = ∂x1 + uj
1∂uj + uj

11∂uj
1

+ f j∂uj
2
,

D̄x2 = ∂x2 + uj
2∂uj + f j∂uj

1
+ uj

22∂uj
2
.

Análogas considerações valem para os prolongamentos Y(h) de Y aos espaços de Jatos Jh+2(π),
h = 1, 2, ..., em que de forma parecida podem ser definidas ainda distribuições características
∆h

1 ,∆h
2 . Note que C2(Y) = ∆1 ⊕ ∆2, assim como C2+h(Yh) = ∆h

1 ⊕ ∆h
2 para todo h = 1, 2, ...

Inclusive, considerando o prolongamento infinito Y(∞) de Y em J∞(π), ∆∞
1 e ∆∞

2 coincidem
com as derivadas totais em Y(∞) que geram a distribuição de Cartan C∞(Y(∞)), logo ainda
C∞(Y(∞)) = ∆∞

1 ⊕ ∆∞
2 . Em particular, as integrais primeiras das distribuições características
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∆h
1 e ∆h

2 são sempre integrais primeiras da primeira e segunda derivada total em Y(∞),
respectivamente. Na literatura estas integrais primeiras são às vezes chamadas de integrais
intermediárias.

A noção de integrabilidade segundo Darboux nasceu no século XIX com as pesquisas
de Darboux [18, 19] sobre as equações hiperbólicas escalares da segunda ordem, com base
nas pesquisas de Monge e Ampère, que já tinham mostrado a existência das distribuições
características para toda equação hiperbólica escalar da segunda ordem (não somente da
forma u12 = f). Darboux, em particular, soube aproveitar das pesquisas de Monge relativas
ao uso das integrais intermediárias mostrando que a integração de uma equação hiperbólica
Y = {F = 0} pode se reduzir à integração de equações ordinárias quando existem dois sistemas
de integrais intermediárias {I1, Ĩ1} e {I2, Ĩ2} de ∆1 e ∆2, respectivamente, todas funcionalmente
independentes. O motivo pelo qual isto acontece é que os gráficos de prolongamentos de soluções
são 2-dimensionais, portanto sobre estas variedades devem valer relações funcionais do tipo
Ĩ1 = ϕ(I1) e Ĩ2 = ψ(I2). Disto se segue que as soluções de Y são soluções de um sistema da
forma Ỹ = {F = 0, Ĩ1 = ϕ(I1), Ĩ2 = ψ(I2)}. Daí considerando as consequências diferenciais
do sistema sobredeterminado Y , escrito previamente em forma ortonômica (i.e., resolvido nas
derivadas de ordem maior), obtém-se que o prolongamento infinito Y(∞) é de dimensão finita.
Portanto a determinação das soluções da equação Y é reduzida ao cálculo de variedades integrais
de uma distribuição Frobenius em uma variedade de dimensão finita, o que é equivalente a
resolver sistemas de equações ordinárias.

Um clássico exemplo de equação integrável segundo Darboux é aquele da equação de
Liouville

u12 = eu

onde u = u(x1, x2). Neste caso, existem os seguintes invariantes intermediários

I1 = x2, Ĩ1 = u22 − u2
2

2 ,

I2 = x1, Ĩ2 = u11 − u2
1

2 ,

em que o leitor pode pensar que u1 = ux1 , u2 = ux2 , u11 = ux1x1 e u22 = ux2x2 . Assim, o
sistema Ỹ pode ser escrito como 

u12 = eu

u22 = ϕ(x2) + u2
2

2

u11 = ψ(x1) + u2
1

2

com duas funções arbitrárias ϕ e ψ, e é fácil ver que Ỹ , assim como todo seu prolongamento, é
5-dimensional e com distribuição de Cartan completamente integrável.

Um outro exemplo de equação integrável segundo Darboux é representado pela equação

u12 = uu1
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que admite as seguintes integrais intermediárias

I1 = x2, Ĩ1 = u2 − u2

2 ,

I2 = x1, Ĩ2 = 3u2
11−2u1u111

2u2
1

.

Neste caso, o sistema Ỹ é o seguinte

u12 = uu1

u2 = ϕ(x2) + u2

2

u111 = 3u2
11 − 2u2

1ψ(x1)
2u1

,

com duas funções arbitrárias ϕ e ψ. Com isto é fácil verificar que, considerando as consequências
diferenciais e as condições de compatibilidade de Ỹ , todas as derivadas de u podem ser escritas
em termos de {x1, x2, u, u1, u11}. Disto se segue que os prolongamentos de Ỹ são todos de
dimensão 5, e com distribuição de Cartan completamente integrável.

Voltando ao caso de um sistema hiperbólico da forma (5), podemos aplicar um raciocínio
análogo e concluir que a integração do sistema pode se reduzir a integrar um sistema de equações
ordinárias quando existem s+ 1 integrais intermediárias funcionalmente independentes para
cada uma das distribuições características.

Agora, apesar de ser um tema clássico, ainda hoje não existe uma classificação das
equações diferenciais integráveis segundo Darboux. Entretanto, nos últimos trinta anos,
tivemos importantes avanços que tem produzido uma significativa retomada do interesse sobre
este tema [1, 2, 4, 6, 7, 13, 16, 17, 30, 36].

A partir do trabalho de Bryant, Griffiths e Hsu [13], e sucessivamente aquele de Anderson,
Fels e Vassiliou [4], a teoria das equações integráveis segundo Darboux tem sido abordada com
o formalismo dos sistemas diferenciais exteriores, abrindo assim novos cenários também ao uso
de sistemas diferenciais exteriores não Pfaffianos no estudo deste tipo de integrabilidade.

Com este trabalho queremos explorar alguns aspectos introdutórios a este âmbito de
pesquisa, iniciando com um problema de classificação que na nossa opinião merece bastante
atenção.

De fato, o objetivo principal deste trabalho foi estudar a classificação feita por Ream
em [36] das aplicações harmônicas φ : P −→ Q, em que (P, g) é o espaço de Minkowski
bidimensional e (Q, h) uma variedade Riemanniana bidimensional, cujo sistema (4) é integrável
segundo Darboux.

Usando em P coordenadas de tipo luz e coordenadas isotérmicas em Q, de forma tal que

g = dx1 · dx2, h = e2ρ(y1,y2)((dy1)2 + (dy2)2),
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o sistema (4) toma a forma
y1

12 = − ∂ρ

∂y1 (y1
1y

1
2 − y2

1y
2
2

)
− ∂ρ

∂y2 (y1
1y

2
2 + y1

2y
2
1

)
,

y2
12 = − ∂ρ

∂y1 (y1
1y

2
2 + y1

2y
2
1) + ∂ρ

∂y2 (y1
1y

1
2 − y2

1y
2
2),

onde yk
ij = ∂2φk

∂xi∂xj
e yk

i = ∂φk

∂xi
, i, j, k = 1, 2.

Ainda se conhecem poucos exemplos de sistemas integráveis segundo Darboux e é bastante
natural esperar que exemplos importantes deste tipo possam aparecer no estudo de aplicações
harmônicas, devido às importantes propriedades de integrabilidade descobertas para estas
aplicações [15, 22, 25, 26, 28, 29].

Surpreende portanto o fato que [36] seja ainda a única tentativa de classificar sistemas
integráveis segundo Darboux que descrevem aplicações harmônicas.

O trabalho se subdivide em cinco capítulos.

No Capítulo 1, revisamos as principais preliminares, dentre as quais a teoria dos fibrados,
dos espaços de jatos e dos sistemas diferenciais exteriores. Em particular, apresentamos a
noção de integrabilidade segundo Darboux de um sistema diferencial exterior.

No Capítulo 2, apresentamos o formalismo variacional de Poincaré-Cartan, introduzindo
conceitos fundamentais para este estudo, dentre os quais a geometria de multicontato e a forma
de Poincaré-Cartan.

No Capítulo 3, calculamos o sistema diferencial exterior de Euler-Lagrange para aplicações
harmônicas entre variedades pseudo-Riemannianas.

No Capítulo 4, restringimos e adaptamos os cálculos do Capítulo 3 às aplicações harmô-
nicas do espaço de Minkowski bidimensional para variedades Riemannianas bidimensionais.
Estudamos então a integrabilidade segundo Darboux dos sistemas diferenciais exteriores de
Euler-Lagrange que descrevem essas aplicações, e encontramos assim condições para a integra-
bilidade segundo Darboux desses sistemas em termos da curvatura de Gauss das variedades de
contradomínio das aplicações harmônicas.

Finalmente, no Capítulo 5, elucidando os resultados obtidos por R.Ream [36], J.N.
Clelland e P.J. Vassiliou [17], classificamos as métricas e os sistemas de equações diferenciais
das correspondentes aplicações harmônicas, para os quais os sistemas diferenciais exteriores de
Euler-Lagrange são integráveis segundo Darboux com até 1-prolongamento.
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Capítulo 1

Preliminares

Nosso trabalho começará com uma revisão de algumas ferramentas básicas, dentre as
quais a teoria dos fibrados, dos espaços de jatos e dos sistemas diferenciais exteriores. O leitor
interessado em mais detalhes, pode consultar as referências [27, 34, 35, 40, 41].

1.1 Notações

Esta seção servirá de suporte ao leitor, elencando as principais notações empregadas ao
longo deste trabalho. No elenco que segue, M é uma variedade diferenciável m-dimensional, I
um sistema diferencial exterior sobre M e Y uma distribuição suave sobre M .

• C∞(M) denotará a álgebra comutativa unitária das funções diferenciáveis sobre M ;

• D(M) denotará o C∞(M)-módulo dos campos vetoriais sobre M ;

• Λk(M) denotará o C∞(M)-módulo das k-formas diferenciais sobre M ;

• Λ∗(M) =
m⊕

k=0
Λk(M) denotará a álgebra exterior de Grassmann sobre M ;

• θ1 · θ2 denotará o produto simétrico entre 1-formas diferenciais θ1 e θ2;

• Λk(M, g) denotará o C∞(M)-módulo das k-formas diferenciais sobre M a valores na
álgebra de Lie g;

• Λk(θ1, ..., θn) denotará o módulo das k-formas gerado pelas formas θ1, ..., θn;

• {θ1, ..., θh}⊥ denotará a distribuição dos campos que anulam as 1-formas θ1, ..., θh;

• I⊥ denotará a distribuição dos campos que anulam as 1-formas que geram um SDE
Pfaffiano (ou sistema Pfaffiano) I;

• I⊥ denotará a distribuição dos campos que anulam as formas de um módulo I ⊂ Λ1(M);
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• Γ⊥ denotará o módulo gerado pelas 1-formas anuladas pelos campos inscritos numa
distribuição Γ;

• ⟨θ1, ..., θh⟩ denotará o módulo gerado pelas 1-formas θ1, ..., θh;

• ⟨θ1, ..., θh⟩alg denotará o ideal algébrico gerado pelas 1-formas θ1, ..., θh (veja Seção 1.4);

• ⟨θ1, ..., θh⟩dif denotará o ideal diferencial gerado pelas 1-formas θ1, ..., θh (veja Seção 1.4);

• Λ∗
sb(M) denotará a subálgebra de Λ∗(M), das formas diferenciais semibásicas (veja Seção

1.4.3);

• Im denotará a matriz identidade de ordem m;

• LX denotará a derivada de Lie ao longo do campo X;

• Γ(π) denotará o conjunto das seções do fibrado π;

• ΓU(π) denotará o conjunto das seções locais do fibrado π definidas em U ;

• Jk(π) denotará o espaço de k-jatos das seções de um fibrado π, enquanto Jk(M,E)
denotará o espaço de k-jatos de aplicações diferenciáveis de uma variedade M em uma
variedade E (veja a Seção 1.3).

1.2 Fibrados

A teoria dos fibrados será fundamental ao longo de todo este trabalho, desempenhando
inclusive um papel crucial na teoria dos espaços de jatos e dos sistemas diferenciais exteriores.
O leitor interessado em aprofundar seu conhecimento nesse tópico, pode consultar as referências
[27, 33] e também [34, 35, 40, 41].

Definição 1.1. Sejam E,M,F variedades topológicas. Um fibrado com fibra típica F , é uma
aplicação sobrejetiva π : E −→ M tal que, para cada x ∈ M , existe uma vizinhança aberta
U de x e um homeomorfismo ψ : π−1(U) −→ U × F satisfazendo pr1 ◦ ψ = π|π−1(U), onde
pr1 : M × F −→ M é a projeção no primeiro fator.

De acordo com esta definição, toda fibra π−1(x) =: Ex em um ponto x é homeomorfa ao
espaço topológico F , e a união ⋃

x∈M
Ex coincide com E, que será chamado de espaço total

do fibrado, enquanto M de espaço base. Além disso, π será denominada de projeção.
Definimos também a dimensão de um fibrado π como sendo igual à dimensão de sua fibra
típica F , portanto escrevemos dim π = dim F . Por fim, as aplicações ψ serão chamadas de
trivializações locais, e quando U = M , dizemos que π é um fibrado trivial.
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Quando E,M e F são variedades diferenciáveis, π é uma submersão e as trivializações
locais ψ são difeomorfismos, dizemos que π é um fibrado diferenciável. A partir deste ponto,
consideremos apenas fibrados diferenciáveis, omitiremos o adjetivo diferenciável toda vez que
mencionarmos um fibrado.

Exemplo 1.2. Dadas duas variedades diferenciáveis M e F , a aplicação

π : M × F −→ M

(p, q) 7→ p

é um fibrado trivial com fibra típica F e espaço total a variedade produto M × F .

Definição 1.3. Um fibrado π : E −→ M com fibra típica F é chamado de fibrado vetorial
se F é um espaço vetorial e toda trivialização local ψ : π−1(U) −→ U×F induz um isomorfismo
linear ψ|Ex : π−1(x) −→ {x} × Rk para cada x ∈ U .

Observe que a condição mencionada acima carrega a informação que cada fibra Ex

de um fibrado vetorial de dimensão k, possui uma estrutura intrínseca de espaço vetorial
k-dimensional.

Definição 1.4. Uma seção local de um fibrado π : E −→ M é uma aplicação suave s : U −→
E definida em um aberto U ⊂ M, satisfazendo

π ◦ s = IdU .

Dizemos que s é uma seção global de π, ou apenas uma seção de π, quando U = M .

Denotamos com Γ(π) o conjunto das seções de π, enquanto ΓU(π) denotará o conjunto
das seções locais definidas em U . Além disto, observamos que no caso de um fibrado vetorial
π : E −→ M , com as seguintes operações de soma + de seções e produto · de uma seção por
um escalar 

(r + s)(p) = r(p) + s(p),

(α · r)(p) = αr(p), ∀r, s ∈ Γ(π), ∀α ∈ R,

o conjunto das seções Γ(π) forma um R-espaço vetorial, assim como o conjunto ΓU(π) das
seções locais. Por outro lado, sempre no caso de um fibrado vetorial, definindo ainda o produto
· de uma seção por uma função na forma natural

(f · s)(p) = f(p)s(p), ∀s ∈ Γ(π), ∀f ∈ C∞(M),

o conjunto das seções Γ(π) também pode ser visto como um módulo sobre a álgebra das funções
diferenciáveis C∞(M). Análogas considerações valem para o conjunto das seções locais ΓU(π),
quando π : E −→ M é um fibrado vetorial.

Dados dois fibrados vetoriais sobre uma mesma variedade base M , é possível definir
de forma natural outros fibrados vetoriais. Exemplos de fibrados deste tipo são dados pelas
seguintes duas definições.
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Definição 1.5. (Veja [37], página 22) Sejam π1 : E1 −→ M e π2 : E2 −→ M fibrados sobre
M com fibras típicas F1 e F2, respectivamente. O fibrado produto é a aplicação

π1 × π2 : E1 ×M E2 −→ M

(p, q) 7→ π1(p) = π2(q)

onde E1 ×M E2 = {(p, q) ∈ E1 × E2 | π1(p) = π2(q)}.

Observe que, para cada x ∈ M , a fibra em x é dada por (π1 × π2)−1(x) = (E1)x × (E2)x.

Consequentemente, F1 × F2 é a fibra típica de π.

Definição 1.6. Sejam π1 : E1 −→ M e π2 : E2 −→ M fibrados vetoriais sobre M. O fibrado
das aplicações lineares (em inglês comumente denominado de "hom-bundle") é a aplicação
h : Hom(E1, E2) −→ M tal que, para cada x ∈ M ,

h−1(x) = Hom(E1, E2)x = Hom(E1x, E2x),

i.e., a fibra em x ∈ M é o espaço das aplicações lineares de E1x em E2x.

Agora, introduziremos uma outra noção de fibrado que desempenhará um papel funda-
mental neste trabalho, a saber, a noção de fibrado principal.

Definição 1.7. Sejam P,M variedades diferenciáveis e G um grupo de Lie. Um G-
fibrado principal sobre M é um fibrado π : P −→ M com fibra típica G, em que existe uma
ação à direita de G em P

R : P ×G −→ P

(p, g) 7→ R(p, g) = pg

que satisfaz as seguintes propriedades:

• a ação R é livre;

• M = P/G é o quociente de P com relação à relação de equivalência definida pela de ação
de G;

• para cada x ∈ M, existe uma vizinhança U de x e uma trivialização ψ : π−1(U) −→ U×G

equivariante, i.e., ψ(pg) = ψ(p) · g para cada p ∈ π−1(U) e g ∈ G, onde a ação à direita
de G em U ×G é dada por (x, a) · g = (x, a · g).

Note que pelo fato que a ação R é livre, para todo x ∈ M e p ∈ Px a aplicação

jp : G −→ Px

g 7→ pg

é um difeomorfismo que, pelo fato de R ser uma ação à direita, satisfaz a propriedade
jp(gh) = jp(g)h, para todo g, h ∈ G.
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Exemplo 1.8. Seja M uma variedade m-dimensional. Em todo ponto x ∈ M podemos
considerar o conjunto

FrGL(M)x = {(v1(x), ...,vm(x)) base de TxM}

de todas as bases (v1(x), ...,vm(x)) de TxM . Naturalmente, podemos identificar toda base
(v1(x), ...,vm(x)) de TxM com um isomorfismo linear

u : Rm −→ TxM

(α1, ..., αm) 7−→ ∑
i
αivi(x).

Portanto FrGL(M)x pode ser pensado também como o conjunto destes isomorfismos lineares.
Consideraremos então a união disjunta

FrGL(M) =
⋃

x∈M

FrGL(M)x

e a projeção natural
π : FrGL(M) −→ M

(v1(x), ...,vm(x)) 7−→ x.

O grupo GL(m,R) possui uma ação natural à direita sobre FrGL(M):

FrGL(M) ×GL(m,R) −→ FrGL(M)
((v1(x), ...,vm(x)), A) 7→ (v1(x), ...,vm(x)) · A

tal que
(v1(x), ...,vm(x)) · A =

(∑
i

vi(x)Ai1, ...,
∑

i

vi(x)Ain

)
,

se A = (Aij). Alternativamente, usando u no lugar de (v1(x), ..., vm(x)), esta ação é sim-
plesmente descrita pela "multiplicação" uA := u ◦ A. Pode-se provar [27] que FrGL(M)
é uma variedade diferenciável e, além disto, a ação considerada de GL(m,R) define em
π : FrGL(M) −→ M a estrutura de um GL(m,R)-fibrado principal chamado de fibrado dos
referenciais de M . Lembremos aqui que a álgebra de Lie de GL(m,R) é simplesmente a
álgebra das matrizes reais m×m.

Se (M, g) é uma variedade Riemanniana (ou pseudo-Riemanniana com assinatura
(m1,m2)), em cada ponto x ∈ M , no lugar de FrGL(M)x podemos considerar o conjunto
FrO(M)x das bases ortonormais (e1(x), ..., em(x)) de TxM , relativamente ao produto escalar
gx definido por g em TxM . Portanto, podemos considerar a união disjunta

FrO(M) =
⋃

x∈M

FrO(M)x

com a projeção (que ainda denotamos com π)

π : FrO(M) −→ M

(e1(x), ..., em(x)) 7−→ x
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e a natural ação do grupo O(m) (ou O(m1,m2) se g for pseudo-Riemanniana com assinatura
(m1,m2)) sobre FrO(M), definida de forma análoga àquela considerada anteriormente. Tam-
bém neste caso, FrO(M) é uma variedade diferenciável e a ação de O(m) (respectivamente,
O(m1,m2)) define em π : FrO(M) −→ M a estrutura de um O(m)-fibrado (respectivamente,
O(m1,m2)- fibrado) principal chamado de fibrado dos referenciais ortonormais de M .

Denotando com η = diag(1, ..., 1,−1, ...,−1), a matriz de g num referencial ortonormal,
e lembrando que A ∈ O(m1,m2) se ATηA = η, segue que a álgebra de Lie g de G = O(m1,m2)
é a subálgebra de matrizes m×m reais tais que BTη + ηB = 0. Analogamente para O(m).

Em particular, se (M, g) for uma variedade Riemanniana (ou pseudo-Riemanniana)
orientável, considerando em todo x ∈ M o conjunto FrSO(M)x das bases ortonormais orientadas
positivamente (i.e., de acordo com uma orientação fixada de M), podemos considerar a união
disjunta

FrSO(M) =
⋃

x∈M

FrSO(M)x

a projeção
π : FrSO(M) −→ M

(e1(x), ..., em(x)) 7−→ x

e a ação natural em FrSO(M) do grupo SO(m) (ou SO(m1,m2) se g for pseudo-Riemanniana
com assinatura (m1,m2)), que preserva a orientação das bases. Desta forma, obtemos um
SO(m)-fibrado (ou SO(m1,m2)- fibrado) principal π : FrSO(M) −→ M chamado fibrado dos
referenciais ortonormais positivos de M .

Dado um G-fibrado principal π : P −→ M e F uma variedade na qual G age à esquerda,
definiremos uma ação à direita de G em P × F da seguinte maneira

(P × F ) ×G −→ P × F

((p, f), g) 7→ (p, f) · g = (p · g, g−1 · f)
(1.1)

onde estamos denotando por · tanto a ação de G em P quanto a ação de G em F . Denotaremos
o espaço quociente de P × F pela ação (1.1) por

P ×G F := (P × F )/G.

Pode-se provar [15] que P ×G F é uma variedade diferenciável e a aplicação

π̂ : P ×G F −→ M

[(p, f)] 7→ x = π(p)

é um fibrado com fibras π̂−1(x) = (Px ×F )/G = {[p, f ] = (p, f) · g : g ∈ G}, onde p ∈ Px. Em
particular, fixado p ∈ Px, f 7→ [p, f ] define um difeomorfismo entre π̂−1(x) e F . O fibrado π̂ é
o fibrado associado a π, por meio da ação (1.1).

Aplicamos essa construção no caso em que a fibra F é um espaço vetorial no Capítulo 3.
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1.2.1 Conexões em fibrados principais

Lembramos que para todo Xe ∈ TeG, a translação à esquerda

l : G×G −→ G

(g, a) 7−→ lg a = g · a

permite definirmos um campo invariante à esquerda X ∈ D(G) tal que

Xg = (lg)∗Xe ∀g ∈ G.

Desta forma, existe uma correspondência 1 − 1 entre TeG e o espaço vetorial dos campos
invariantes à esquerda emG. Por meio desta correspondência o comutador de campos invariantes
à esquerda induz um colchete em TeG, e pelas propriedades do push-forward este colchete
define uma estrutura de álgebra de Lie em TeG, que é portanto chamada de álgebra de Lie de
G. Esta álgebra é naturalmente isomorfa à álgebra induzida pelo próprio comutador no espaço
dos campos invariantes à esquerda. Portanto, os elementos da álgebra de Lie g de G podem ser
equivalentemente pensados ou como vetores de TeG ou como campos invariantes à esquerda.

É possível provar que os campos invariantes à esquerda são completos e, portanto, seus
fluxos podem ser usados para definir o mapa exponencial

exp : g −→ G

Xe 7→ γX(1)

onde γX(t) é a trajetória de X (invariante à esquerda) que passa por e quando t = 0, i.e.,
γX(0) = e. Em termos do fluxo {ϕt} de X, γX(t) = ϕt(e), e portanto γX(1) = ϕ1(e).

Dado um G-fibrado principal π : P −→ M , é possível então definir um homomorfismo

σ : g −→ D(P )

ξ 7−→ σ(ξ) : C∞(P ) −→ C∞(P )

f 7−→ d

dt

∣∣∣∣∣
t=0
R∗

exp(tξ)(f)

onde Rexp(tξ) : P −→ P é tal que Rexp(tξ)(p) = p · exp(tξ). Em outras palavras, σ(ξ) é o campo
que tem como vetor tangente em p o vetor tangente à curva p · exp(tξ) = Rexp(tξ)(p). Na
literatura o campo σ(ξ) é chamado de campo fundamental correspondente a ξ. Daqui em
diante, denotaremos σ(ξ) com a notação mais conveniente Xξ.

Por definição, os campos fundamentais têm a propriedade de serem tangentes às fibras de
π e, portanto, são verticais. Denotando portanto com V a distribuição dos vetores tangentes
verticais, para todo p ∈ P , temos uma aplicação linear

jp : g −→ Vp

ξ 7→ Xξ
p

(1.2)

que resulta ser um isomorfismo linear.
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Definição 1.9. Para cada p ∈ P , seja Vp o subespaço dos vetores tangentes em p à fibra Pπ(p).
Uma conexão em P consiste na escolha de uma distribuição H = ⋃

p∈P Hp de subespaços
Hp ⊂ TpP , para cada p ∈ P , que satisfaz as seguintes condições:

(i) TpP = Vp ⊕ Hp;

(ii) Hpg = (Rg)∗Hp para cada p ∈ P e g ∈ G, i.e., a distribuição H é invariante sob a ação
à direita de G em P ;

(iii) H é suave.

Definimos Vp como o subespaço vertical de TpP e, consequentemente, Hp como um
subespaço horizontal de TpP . A distribuição V é então chamada de distribuição vertical,
enquanto H é chamada de distribuição horizontal. Assim, se de um lado a distribuição vertical
V consiste nos vetores tangentes à fibra passante por cada ponto p ∈ P , por outro lado a
distribuição horizontal H consiste de vetores transversais à fibra passante por cada ponto
p ∈ P .

Pela (i) da Definição 1.9, qualquer vetor tangente w ∈ TpP pode ser decomposto de forma
única como w = wv + wh, com wv ∈ Vp e wh ∈ Hp. Analogamente, todo campo X ∈ D(P )
admite uma decomposição única da forma X = Xv +Xh, com Xv ∈ V e Xh ∈ H (i.e. para
todo p ∈ P , os vetores Xv

p e Xh
p pertencem a Vp e Hp, respectivamente).

Portanto, usando o isomorfismo jp, definido em (1.2), para cada vetor w ∈ TpP , podemos
associar um vetor ξ ∈ g tal que ξ = j−1

p (wv). Disto se segue que, dada uma conexão Γ em P ,
podemos naturalmente definir a seguinte 1-forma ω em P a valores em g (i.e., ω ∈ Λ1(P, g)) de
modo que ω(X)(p) = ωp(Xp) := j−1

p (Xv
p ), ∀p ∈ P, ∀X ∈ D(P ). Segue da definição de ω que

para cada campo X ∈ D(P ), ω(X) = 0 se, e somente se, X pertence a distribuição horizontal.
A forma ω é chamada de forma de conexão de Γ.

Lembramos agora que, dado um grupo de Lie G com álgebra de Lie g, para cada g ∈ G

definimos a conjugação
cg : G −→ G

a 7→ gag−1.

Pela definição de cg segue imediatamente que cg1g2 = cg1 ◦ cg2 , para todo g1, g2 ∈ G.

Com isto, definimos a representação adjunta de G como

Ad : G −→ GL(g)

g 7−→ Ad(g) : g −→ g

ξ 7−→ (cg)∗,e(ξ)
onde estamos considerando g = TeG. Em particular observamos que, pelas propriedades de
push-forward segue portanto que

Ad(g1g2) = (cg1g2)∗ = (cg1 ◦ cg2)∗ = Ad(g1) ◦ Ad(g2).
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Além disto, denotando com gl(g) a álgebra de Lie de GL(g), pode-se provar que a seguinte
aplicação

ad := (Ad)∗,e : g −→ gl(g)

ξ 7−→ ad(ξ) : g −→ g

η 7−→ ad(ξ)(η)
chamada de representação adjunta de g, satisfaz a seguinte propriedade

ad(ξ)(η) = [ξ, η], ∀ξ, η ∈ g.

A seguinte proposição fornece uma útil caracterização da noção de conexão em um fibrado
principal (vide [9]).

Proposição 1.10. Toda conexão em um G-fibrado principal determina uma forma de conexão
ω ∈ Λ1(P, g) que satisfaz as seguintes duas propriedades

(a) ωp(Xξ
p) = ξ para todo ξ ∈ g e todo p ∈ P ;

(b) (Rg)∗ω = Ad(g−1) ◦ω, i.e., para cada g ∈ G, ω((Rg)∗(Xp)) = Ad(g−1)(ωp(Xp)) para todo
X ∈ D(P ) e todo p ∈ P .

Reciprocamente, toda ω ∈ Λ1(P, g) que satisfaz (a) − (b) define uma conexão em que Hp =
{Xp ∈ TpP : ωp(Xp) = 0}, para todo p ∈ P .

Portanto, por conexão em um fibrado principal, podemos simplesmente pensar na forma
de conexão ω. Pode-se provar (veja por exemplo [33], vol. 1) que em todo G-fibrado principal,
existe pelo menos uma conexão ω.

Definição 1.11. A curvatura de uma conexão ω ∈ Λ1(P, g) é a 2-forma Ω ∈ Λ2(P, g) tal que

Ω(X, Y ) = dω(Xh, Y h),

para todo X, Y ∈ D(P ).

Pode-se provar que (vide [9])

Ω(X, Y ) = dω(X, Y ) + 1
2[ω(X), ω(Y )],

para todo X, Y ∈ D(P ).

1.2.2 Forma canônica θ de um fibrado dos referenciais F(M) e equações de
estrutura

Seja π : F(M) −→ M um G-fibrado principal dos referenciais sobre M . Por exemplo,
pode ser F(M) = FrGL(M), F rO(M), F rSO(M) com G = GLn(R), O(m1,m2), SO(m1,m2),
respectivamente.
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No caso de um fibrado dos referenciais F(M) sobre uma variedade m-dimensional M ,
uma conexão ω ∈ Λ1(F(M), g) é chamada de conexão linear. Sabemos que sempre existe uma
conexão linear em qualquer fibrado dos referenciais, porém esta não é única.

Por outro lado, em π : F(M) −→ M pensando os referenciais (pontos de F(M)) como
isomorfismos u : Rn −→ Tπ(u)M (veja o exemplo 1.8), podemos sempre definir a 1-forma
canônica θ ∈ Λ1(F(M),Rm) tal que

θu(Xu) = u−1((π)∗(Xu)), (1.3)

para todo u ∈ F(M) e todo campo vetorial X em F(M).

A forma canônica θ satisfaz, para cada g ∈ GLn(R)

(R∗
gθ)u(Xu) = θu◦g((Rg)∗(Xu))

= (u ◦ g)−1((π)∗(Rg)∗Xu)
= g−1(u−1((π ◦Rg)∗Xu))
= g−1(u−1(π∗Xu)),

i.e., R∗
gθ = g−1 ◦ θ, onde usamos o fato de que π∗(Xu) = π∗((Rg)∗(Xu)). Além disso, θ é

horizontal, no sentido que θ(X) = 0 para todo campo vertical X.

Num fibrado dos referenciais π : F(M) −→ M com conexão linear ω, podemos também
associar a cada ξ ∈ Rn, um campo horizontal B(ξ) em F(M) da seguinte maneira: para cada
u ∈ F(M), B(ξ)u é o único vetor horizontal em TuF(M) tal que π∗(B(ξ)u) = u(ξ). Dessa
forma

θ(B(ξ)) = ξ,

para todo ξ ∈ Rn. B(ξ) é chamado de campo horizontal canônico correspondente a ξ.

Usando a 1-forma canônica θ ∈ Λ1(F(M),Rm) num fibrado dos referenciais π : F(M) −→
M , com conexão linear ω ∈ Λ1(F(M), g) em uma variedade m-dimensional M , podemos
também definir a 2-forma de torção Θ como

Θ(X, Y ) = dθ(Xh, Y h),

para todo campo X e Y em F(M).

O teorema fundamental da geometria pseudo-Riemanniana (veja por exemplo [33, 9])
afirma que no caso em que M é pseudo-Riemanniana, existe uma única conexão linear ω
(conexão de Levi-Civita) em F(M) = FrO(M) com torção Θ = 0. Um análogo resultado vale
naturalmente para o caso Riemanniano.

Enunciaremos agora o teorema que introduz as equações de estrutura satisfeitas por ω e
θ (veja por exemplo [33]).
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Teorema 1.12. Considerando as bases {ei} e {Ej
i } de Rm e gl(m,R), respectivamente, e

escrevendo
θ = θiei, ω = ωi

jE
j
i , Ω = Ωi

jE
j
i ,

as seguintes equações de estrutura são válidas

dθi = −ωi
j ∧ θj + Θi,

dωi
j = −ωi

k ∧ ωk
j + Ωi

j,

para todo i, j = 1, ...,m. De forma simplificada, estas equações podem ser expressas como

dθ = −ω ∧ θ + Θ,

dω = −ω ∧ ω + Ω.

As equações acima caracterizam completamente a estrutura da conexão linear e suas
implicações geométricas são fundamentais para compreender como a geometria do fibrado
principal é influenciada pela conexão linear.

Notemos que se {Ei} denotarem os campos horizontais canônicos associados à base {ei}
de Rm, e se {Êj

i } denotarem os campos fundamentais correspondentes à base {Ej
i } de g, é

possível verificar que {Ei, Ê
j
i } e {θi, ωi

j} são duais, i.e.,

θk(Ei) = δk
i , θk(Êj

i ) = 0,
ωk

l (Êj
i ) = δk

i δ
j
l , ωk

l (Ei) = 0.

Os campos {Ei, Ê
j
i } definem um paralelismo absoluto em F(M), i.e., formam uma base de

TuF(M) para cada u ∈ F(M).

1.3 Espaços de Jatos

Nesta seção, estudaremos os espaços de jatos, que constituem um cenário ideal para
o estudo de equações diferenciais de um ponto de vista geométrico. De fato, as equações
diferenciais podem ser tratadas como subvariedades dos espaços de jatos e equipadas com uma
distribuição específica, chamada de distribuição de Cartan. Além disto, sob oportunas condições
de não degeneração, as soluções são descritas por variedades integrais dessa distribuição.
Realizaremos aqui somente uma breve revisão de alguns aspectos gerais deste tópico, adiando a
discussão de outros aspectos para outras seções. O leitor interessado numa tratação sistemática,
pode consultar as referências [32, 37, 45, 46, 47, 48, 49].

Realizaremos agora uma breve revisão deste tópico. Seja π : E −→ M um fibrado com
dimM = n e dimE = n + m. Para qualquer k ∈ N, denotamos por Jk(π) o espaço de
k-jatos das seções de π e por πk : Jk(π) −→ M o fibrado de k-jatos das seções de π. Por
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definição, um ponto θ de Jk(π) é uma classe de equivalência θ = [s]ka de seções suaves s de π
cujos gráficos em a ∈ M passam pelo mesmo ponto s(a), onde elas têm o mesmo contato até
a ordem k (isto é, as mesmas derivadas até a ordem k no ponto a). Em particular, pode-se
identificar E com J0(π).

Portanto, qualquer seção s de π, juntamente com suas derivadas até a ordem k, determina
uma seção jk(s) de πk, que é chamada de k-ésimo prolongamento de s.

Para h > k, denotamos por πh,k : Jh(π) −→ Jk(π) a projeção natural de Jh(π) em
Jk(π), dada por [s]ha → [s]ka.

Todo espaço de jatos Jk(π) possui uma estrutura de variedade diferenciável, induzida
naturalmente pelas estruturas de E e M .

De fato, toda carta definida num aberto U ⊂ E, com coordenadas {x1, ..., xn, u
1, ..., um}

em que {x1, ..., xn} são coordenadas locais em M e {u1, ..., um} coordenadas locais nas corres-
pondentes fibras de π, se estende a uma carta em π−1

k,0(U) ⊂ Jk(π) com coordenadas naturais
{xi, u

j
σ}, onde i ∈ {1, ..., n}, j ∈ {1, ...,m} e σ = (σ1, ..., σn) é um multi-índice de ordem

|σ| = σ1 + ... + σn tal que 0 ≤ |σ| ≤ k. Por definição, para todo θ = [s]ka ∈ π−1
k,0(U), {xi, u

j
σ}

são tais que

xi(θ) := xi(a), uj
σ(θ) = ∂|σ|

∂xσ1
1 ...∂x

σn
n

∣∣∣∣∣
a

uj(s(x)).

Ao considerar o fibrado trivial π̃ : M × E −→ M e notando que uma seção s(p) = (p, φ(p)) é
caracterizada pela aplicação φ : M −→ E, podemos considerar o espaço de 1-jatos do fibrado
π̃ como o espaço de 1-jatos das aplicações de M em E, denotado por J1(M,E) = J1(π̃).
Analogamente, definimos Jk(M,E) = Jk(π̃).

O espaço de k-jatos Jk(π) é naturalmente equipado com a distribuição de Cartan Ck(π),
que é gerada pelos planos tangentes aos gráficos dos k-ésimos prolongamentos das seções de π.

Em coordenadas, Ck(π) pode ser descrita tanto como

Ck(π) = ann {θj
σ = duj

σ −
∑

i

uj
σ+1i

dxi : 0 ≤ |σ| ≤ k − 1, j = 1, ...,m},

quanto como
Ck(π) = ⟨∂uj

σ+1i

, D
(k)
i : 0 ≤ |σ| ≤ k − 1, j = 1, ...,m⟩,

onde D(k)
i são os operadores de derivada total truncados à ordem k,

D
(k)
i := ∂xi

+
∑

|σ|≤k−1
uj

σ+1i
∂uj

σ
.

Um sistema de equações diferenciais de ordem k
F 1(x,uσ(x)) = 0,
...

F r(x,uσ(x)) = 0,
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para uma função u = (u1, ..., um) de x = (x1, ..., xn), sob hipóteses de regularidade para
F = (F 1, ..., F r), pode ser tratado como uma subvariedade

Y = {F(x,uσ(x)) = 0}

do k-ésimo espaço de jatos Jk(π) do fibrado

π : Rn × Rm −→ Rn

(x,u) 7−→ x.

Desta forma, as soluções u = f(x) deste sistema podem ser geometricamente descritas pelas
seções

s(x) = (x, f(x))

cujo gráfico do k-ésimo prolongamento jks está contido em Y. Portanto as soluções de Y
descrevem variedades integrais da distribuição de Cartan induzida

Ck(Y) := Ck(π) ∩ TY .

Teorema 1.13. Uma subvariedade n-dimensional Σ ⊂ Jk(π) que satisfaz a condição de
independência dx1 ∧ ... ∧ dxn

∣∣∣
Σ

̸= 0, é uma variedade integral de Ck(π) se, e somente se, Σ é
gráfico do k-ésimo prolongamento de uma seção local de π.

Demonstração. Pela própria definição de Ck(π) já sabemos que os prolongamentos de seções
são variedades integrais de Ck(π) que satisfazem a condição de independência dx1 ∧ ...∧dxn ̸= 0.
Portanto precisamos provar somente o recíproco.

Se dx1 ∧ ... ∧ dxn|Σ ̸= 0, então {x1, ..., xn} podem ser usadas como coordenadas em Σ,
que portanto admite uma parametrização da forma uj

σ = f j
σ(x), 0 ≤ |σ| ≤ k.

Por outro lado Ck(π) = Ann {ωj
µ}, com ωj

µ = duj
µ −uj

µ+1i
dxi e 0 ≤ |µ| ≤ k− 1. Portanto,

se Σ for variedade integral de Ck(π), teremos que ωj
µ|Σ = 0, i.e.,

0 = (duj − uj
idx

i)|Σ = ∂f j
0

∂xi
(x)dxi − f j

i (x)dxi =
(∂f j

0
∂xi

(x) − f j
i (x)

)
dxi

logo

f j
i (x) = ∂f j

0
∂xi

(x).

Analogamente

0 = (duj
h − uj

hidx
i)|Σ = ∂f j

h

∂xi
(x)dxi − f j

hi(x)dxi =
(∂f j

h

∂xi
(x) − f j

hi(x)
)
dxi

logo

f j
hi(x) = ∂f j

h

∂xi
(x) = ∂2f j

0
∂xi∂xh

(x).

Desta forma, iterativamente obtemos que

f j
σ(x) = ∂|σ|f j

0
∂xσ1 ...∂xσn

(x).

Logo Σ é o prolongamento da seção local (x) 7−→ (x, f0(x)).
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Exemplo 1.14. A equação do calor
uxx = ut,

para u = u(x, t), descreve uma subvariedade 7-dimensional Y do espaço de 2-jatos J2(π), onde
π : R2 × R −→ R2 é tal que π(x, t, u) = (x, t). Uma solução u = f(x, t) de Y define a seção s
de π, s(x, t) = (x, t, f(x, t)), cujo segundo prolongamento

j2s(x, t) = (x, t, u(x, t), ux(x, t), ut(x, t), uxx(x, t), uxt(x, t), utt(x, t)),

descreve uma variedade integral da distribuição de Cartan induzida

C2(Y) = Ann{du− uxdx− utdt, dux − utdx− uxtdt, dut − utxdx− uttdt}.

Exemplo 1.15. A equação de Liouville

uxt = eu

para u = u(x, t), descreve uma subvariedade 7-dimensional Y do espaço de 2-jatos J2(π), onde
π : R2 × R −→ R2 é tal que π(x, t, u) = (x, t). Uma solução u = f(x, t) de Y define a seção s
de π, s(x, t) = (x, t, f(x, t)), cujo segundo prolongamento

j2s(x, t) = (x, t, u(x, t), ux(x, t), ut(x, t), uxx(x, t), uxt(x, t), utt(x, t))

descreve uma variedade integral da distribuição de Cartan induzida

C2(Y) = Ann{du− uxdx− utdt, dux − uxxdx− eudt, dut − eudx− uttdt}.

Entretanto, usando a teoria dos sistemas diferenciais exteriores, é possível também
descrever as soluções de uma equação diferencial como variedades integrais de um sistema
diferencial exterior definido em uma variedade que não é necessariamente a própria equação
interpretada como uma subvariedade de um espaço de jatos. Veja por exemplo a abordagem
alternativa para a equação de Liouville discutida no Exemplo 1.19.

1.4 Sistemas diferenciais exteriores

O estudo dos sistemas diferenciais exteriores é motivado pelo interesse em modelar
problemas geométricos envolvendo equações diferenciais. Integrar estes sistemas buscando
determinar suas subvariedades integrais seria o equivalente a encontrar as soluções de equações
diferenciais. A teoria dos sistemas diferenciais exteriores também é uma forma de descrever e
estudar equações diferenciais livre de coordenadas. O leitor interessado em aprofundar seu
conhecimento neste tópico, pode consultar as referências [3, 11, 13].
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1.4.1 Principais definições

Definição 1.16. Um sistema diferencial exterior é um par (M, I) em que M é uma
variedade e I ⊂ (Λ∗(M),+,∧) um ideal algébrico satisfazendo a condição dI ⊂ I. Em outras
palavras, as seguintes condições são satisfeitas

• I é um subanel de Λ∗(M),

• Se ω ∈ Λ∗(M) e θ ∈ I então ω ∧ θ ∈ I,

• dθ ∈ I, para cada θ ∈ I,

onde Λ∗(M) representa a álgebra das formas diferenciais sobre M .

É comum nos referirmos a um sistema diferencial exterior (SDE) também como um
ideal diferencial. Além disto, dado um SDE (M, I), diremos também que I é um SDE em
M . Evidentemente um SDE em uma variedade m-dimensional pode, em geral, conter formas
de qualquer grau k = 0, ...,m. Em particular, podemos portanto considerar as componentes
homogêneas

Ik = I ∩ Λk(M), k = 0, 1, ...,m.

Dizemos que I é um ideal gerado algebricamente pelas formas θ1, ..., θn em uma vizinhança
de um ponto p ∈ M , se qualquer elemento ξ ∈ I puder ser escrito, nesta vizinhança, da seguinte
maneira

ξ =
n∑

i=1
γi ∧ θi, γi ∈ Λ∗(M).

Dizemos que um ideal diferencial I é diferencialmente gerado por θ1, ..., θn em uma
vizinhança de p ∈ M , se for algebricamente gerado por θ1, ..., θn, dθ1, ..., dθn nesta vizinhança,
ou seja, se qualquer elemento ξ ∈ I puder ser escrito, nesta vizinhança, da seguinte maneira

ξ =
n∑

i=1
βi ∧ θi +

n∑
i=1

γi ∧ dθi, βi, γi ∈ Λ∗(M).

Utilizaremos a notação
⟨{θ1, ..., θn}⟩alg = ⟨θ1, ..., θn⟩alg

para denotar o ideal algébrico gerado por um sistema de formas {θ1, ..., θn}. Analogamente

I = ⟨{θ1, ..., θn}⟩dif = ⟨θ1, ..., θn⟩dif

denotará o ideal diferencial gerado por {θ1, ..., θn}. Notemos que

I = ⟨θ1, ..., θn⟩dif = ⟨θ1, ..., θn, dθ1, ..., dθn⟩alg.
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Note porém que, no caso de um sistema de 1-formas {θ1, ..., θn}, denotaremos também com
⟨θ1, ..., θn⟩ o módulo gerado em Λ1(M) por estas formas. Chamaremos de sistema Pfaffiano
um módulo deste tipo. Um ideal diferencial I é denominado SDE Pfaffiano se for gerado
apenas por 1-formas diferenciais e é comum nos referirmos ao SDE Pfaffiano I apenas pelo seu
gerador I.

Além disto, diremos que um SDE Pfaffiano I possui posto constante igual a k ≤ m,
se na vizinhança de todo ponto p ∈ M , I é diferencialmente gerado por um sistema de k
1-formas linearmente independentes. Nesse contexto, o subespaço linear Ip ⊂ T ∗

pM , gerado
por essas formas, deve ter a mesma dimensão para cada ponto p ∈ M . Vale ressaltar que é
possível interpretar I como um subfibrado de T ∗M ou como um C∞(M)-submódulo de Λ1(M).
Conforme é comum na teoria dos sistemas diferenciais exteriores, a partir deste ponto, todo
sistema Pfaffiano será considerado de posto constante.

Dado um sistema Pfaffiano I = ⟨θ1, ..., θk⟩ de posto k sobre M , um correferencial
{θ1, ..., θk, θk+1, ..., θm} será chamado de correferencial adaptado a I. Desta forma, para
cada θi ∈ I valem as equações

dθi =
m∑

a,b=1
Ai

abθ
a ∧ θb,

onde Ai
ab ∈ C∞(M). Estas são as equações de estrutura do sistema Pfaffiano I = ⟨θ1, ..., θk⟩ em

relação ao correferencial adaptado {θ1, ..., θk, θk+1, ..., θm}. Usando um correferencial adaptado
podemos dizer que duas formas α, β ∈ Λ∗(M) são congruentes módulo I e escrever

α ≡ β (mod I)

se α − β ∈ ⟨I⟩alg (i.e., α − β pertence ao ideal algebricamente gerado por I). Observamos,
portanto, que α ≡ β (mod I) se, e somente se,

(α− β) ∧ θ1 ∧ ... ∧ θk = 0.

Além disso, notamos que usando esta noção de congruência, as equações de estrutura de I
podem ser equivalentemente escritas na forma seguinte

dθi =
m∑

a,b=k+1
Ai

abθ
a ∧ θb (mod I).

A derivada exterior de formas induz uma aplicação C∞(M)-linear

δ : I −→ Λ2(M)/⟨I⟩alg

θ 7−→ [dθ]

Definimos, portanto, o primeiro sistema derivado do sistema Pfaffiano I por I(1) = ker δ.
De maneira recursiva, estabelecemos a definição do k-ésimo sistema derivado como I(k) =
(I(k−1))(1). Notemos então que podemos expressar o primeiro sistema derivado da seguinte
maneira

I(1) = ⟨θ ∈ I : dθ ≡ 0 (mod I)⟩.
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Analogamente,
I(k) = ⟨θ ∈ I(k−1) : dθ ≡ 0 (mod I(k−1))⟩.

A condição dθ ≡ 0 (mod I) é conhecida como condição de Frobenius. Quando vale
esta condição, I = I(1) e o sistema é completamente integrável pelo teorema de Frobenius.
Introduzimos a notação I(∞) := I(k) quando k é o menor inteiro positivo para o qual I(k) = I(k+1).
Nesse contexto, k é denominado comprimento da sequência dos sistemas Pfaffianos
derivados. Adotamos a convenção de que I(0) = I. Portanto, temos a sequência

I = I(0) ⊃ I(1) ⊃ ... ⊃ I(∞).

O termo I(∞) representa o maior subfibrado integrável de I e o posto de I(∞) fornece o número
de integrais primeiras funcionalmente independentes para I.

Além disto, considerando as dimensões dos sistemas Pfaffianos derivados não triviais
I(0) = I, I(1), ..., I(N), chamamos

DT (I) = [dim I, dim I(1), ..., dim I(N)]

de tipo de derivação de I.

Quando trabalhamos com formas diferenciais, frequentemente recorremos ao seguinte
lema, conhecido como Lema de Cartan.

Lema 1.17. Sejam θ1, ..., θp 1-formas tais que Θ = θ1 ∧ ...∧ θp ̸= 0. Então para qualquer outro
sistema de 1-formas φ1, ..., φp, as seguintes propriedades são equivalentes:

• φ1 ∧ θ1 + ...+ φp ∧ θp = 0,

• para todo i = 1, ..., p, existem funções cik tais que φi = cikθ
k e cik = cki.

Demonstração. Suponha que

φ1 ∧ θ1 + ...+ φp ∧ θp = 0. (1.4)

Então, realizando o produto exterior de ambos os membros desta equação por Θ(i) = (−1)i−1θ1∧
... ∧ θ̂i ∧ ... ∧ θn (onde o circunflexo sobre um termo representa a ausência do mesmo), para
cada i = 1, ..., p, obtemos

φi ∧ Θ = 0, ∀i = 1, ..., p.

Isso implica que
φi = cikθ

k, ∀i = 1, ..., p. (1.5)

Substituindo (1.5) em (1.4) segue que

c1kθ
k ∧ θ1 + ...+ cpkθ

k ∧ θp = 0,
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i.e.,
(c21 − c12)θ1 ∧ θ2 + (c31 − c13)θ1 ∧ θ3 + ...+ (cp(p−1) − c(p−1)p)θ(p−1) ∧ θp = 0, (1.6)

o que implica cik = cki, para todo i, k = 1, ..., p.

Reciprocamente, se cik = cki, então a equação (1.6) é satisfeita, e portanto,

φ1 ∧ θ1 + ...+ φp ∧ θp = 0.

Definição 1.18. Uma variedade integral de um sistema diferencial exterior (M, I) é uma
subvariedade imersa f : N −→ M que satisfaz f ∗(I) = 0, i.e., f ∗(θ) = 0 para cada θ ∈ I.

Tendo em vista que θ ∈ I0 deve ser zero ao longo das variedades integrais, iremos nos
restringir, daqui por diante, ao caso I0 = 0.

Usando a noção de variedade integral de um SDE podemos descrever geometricamente
as soluções de uma equação diferencial não somente como variedades integrais da distribuição
de Cartan sobre a equação diferencial interpretada como subvariedade de um espaço de jatos.
No exemplo a seguir, ilustraremos este aspecto considerando a equação de Liouville.

Exemplo 1.19. Numa variedade 5-dimensional M , que pode ser pensada como R5 (ou também
o espaço de 1-jatos J1(π) do fibrado π : R2 × R −→ R2, π(x, y, u) = (x, y)), consideramos as
coordenadas {x, y, u, p, q} e o SDE não Pfaffiano

I = ⟨du− pdx− qdy, dy ∧ (dq − eudx), dx ∧ (dp− eudy)⟩alg.

É fácil provar que as variedades integrais de I, sobre as quais dx ∧ dy ̸= 0 (condição de
independência) admitem parametrizações da forma

(x, y) −→
(
x, y, u = f(x, y), p = ∂f

∂x
(x, y), q = ∂f

∂y
(x, y)

)
onde u = f(x, y) é uma solução da equação de Liouville.

Definição 1.20. Uma simetria finita de um SDE (M, I) é um difeomorfismo ϕ : M −→ M

que satisfaz ϕ∗(I) = I. Uma simetria infinitesimal de um SDE (M, I) é um campo vetorial
X ∈ D(M) tal que LXI ⊂ I.

Defininimos o grupo de simetrias finitas de I como o subgrupo G ⊂ Diff(M) cujos
elementos são simetrias finitas de I. Por outro lado, as simetrias infinitesimais formam uma
álgebra de Lie, comumente chamada de álgebra de Lie das simetrias de I e denotada com
Sym(I).

Note que se ϕ é uma simetria de I e f : N −→ M é uma variedade integral de I então
ϕ ◦ f é uma variedade integral de I.
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No caso de um espaço de jatos Jk(π), as formas de Cartan geram um SDE, aqui denotado
como Ck

sde(π), que é comumente chamado de SDE de Cartan. Este SDE é particularmente
importante no estudo das equações diferenciais.

As simetrias de Ck
sde(π), evidentemente coincidentes com aquelas de Ck(π), são chamadas

de simetrias de contato. Em particular, as simetrias finitas são também chamadas de
transformações de contato.

Analogamente, quando uma equação diferencial for uma subvariedade Y ⊂ Jk(π), as
formas de Cartan restritas definem o SDE de Cartan induzido em Y , que denotamos com
Ck

sde(Y). As simetrias deste SDE são por definição as simetrias da equação.

Dado um SDE, surge a questão de saber se existe um sistema de coordenadas no qual o
SDE é gerado por formas diferenciais em um número reduzido de coordenadas. A resposta
para essa pergunta é dada pelas características de Cauchy.

Seja (M, I) um SDE. Um campo vetorial X ∈ D(M) é denominado campo caracterís-
tico de Cauchy de I se satisfizer X ⌟ I ⊂ I. Segue portanto que todo campo de Cauchy é
uma simetria infinitesimal de I.

Desta forma, pode ser introduzida a distribuição característica de Cauchy Char(I),
definida ponto a ponto pelos vetores dos campos característicos de Cauchy. Explicitamente,
para p ∈ M

Char(I)p = {Xp ∈ TpM : Xp ⌟ Ip ⊂ Ip}.

No caso particular em que I for gerado por um sistema Pfaffiano I, no lugar de Char(I)
escrevemos também Char(I). As variedades integrais de Char(I) são chamadas de carac-
terísticas de Cauchy. Observamos que se I for um sistema Pfaffiano então Char(I) =
{X ∈ I⊥ : [X, Y ] ∈ I⊥ ∀ Y ∈ I⊥}, onde I⊥ denota a distribuição dos campos que anulam os
geradores de I.

O leitor interessado nas demonstrações da proposição e dos teoremas subsequentes, bem
como mais detalhes sobre este tópico, pode consultar a referência [11].

Proposição 1.21. Char(I) é uma distribuição completamente integrável.

Esta proposição segue das propriedades da derivada de Lie, e em particular, do fato que
os campos característicos de Cauchy são simetrias de I.

Denominamos de espaço de retração de I o subfibrado C(I) ⊂ T ∗M das 1-formas que
se anulam sobre os campos característicos. Dado p ∈ M ,

C(I)p = Char(I)⊥
p .

Chamamos de classe de I em p ∈ M a dimensão de C(I)p. No caso em que I for gerado por
um sistema Pfaffiano I, chamaremos classe de I a classe de I.
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Teorema 1.22 (Teorema de retração). O espaço de retração C(I) é o menor subfibrado de
Λ1(M) tal que Λ∗C(I) contém um sistema de geradores do SDE I.

Uma útil consequência deste teorema é o seguinte outro

Teorema 1.23. Seja I um SDE sobre uma variedade k-dimensional M , tal que seu espaço de
retração C(I) possui dimensão s = k − r (classe de I). Então para todo p ∈ M existe uma
vizinhança coordenada (ξ1, ..., ξr, v1, ..., vs) de p, tal que I possui um conjunto de geradores que
são formas em v1, ..., vs.

Com este teorema concluímos que, a classe de I é igual ao número mínimo de coordenadas
necessárias para descrever I.

Dado um sistema Pfaffiano I, em uma variedade m-dimensional M , além da distribuição
característica de Cauchy Char(I), podemos considerar também o posto de Cartan, denotado
com Car(I), que por definição é o menor inteiro r de 1-formas ρ1, ..., ρr ∈ Λ1(M)/I tais que
dθ ∧ ρ1 ∧ ... ∧ ρr = 0 (mod I), para todo θ ∈ I. Este é um invariante numérico, assim como o
posto de Engel Eng(I), definido como o menor inteiro r tal que (dθ)r+1 = 0 (mod I), para
todo θ ∈ I. Daí, considerando a sequência de sistemas Pfaffianos derivados não triviais

I(0) = I, I(1), ..., I(N)

podem ser definidos os seguintes outros invariantes numéricos:

• Tipo de derivação de I

DT (I) = [dim I, dim I(1), ..., dim I(N)];

• Tipo de Cauchy de I

CauT (I) = [dimChar(I), dimChar(I(1)), ..., dimChar(I(N))];

• Tipo de Cartan de I

CarT (I) = [Car(I), Car(I(1)), ..., Car(I(N))];

• Tipo de Engel de I

EngT (I) = [Eng(I), Eng(I(1)), ..., Eng(I(N))].

É comum se restringir a considerar somente sistemas Pfaffianos para os quais estes
invariante numéricos são constantes. R. Bryant provou em [10] o seguinte teorema.
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Teorema 1.24 (Forma normal de Bryant). Seja I um sistema Pfaffiano de posto h em uma
variedade m-dimensional M . Se h ≥ 3 e além disto

DT (I) = [h, 0],
CarT (I) = EngT (I) = [r, 0],
CauT (I) = [m− (h+ rh+ r),m],

então em todo ponto existe uma vizinhança coordenada U ⊂ M e uma submersão ψ : U −→
J1(Rr,Rh) tal que I|U é o pullback por meio de ψ do sistema Pfaffiano de Cartan em J1(Rr,Rh).

1.4.2 Elementos integrais, variedades integrais admissíveis e prolongamento de
um SDE

Seja I um SDE sobre uma variedade (n+m)-dimensional M . A variedade dos pontos
integrais de I é

Z = {z ∈ M : f(z) = 0,∀f ∈ I0}.

Como estamos assumindo que I0 = 0, então Z = M . Neste caso, todo ponto de M é um ponto
integral de I.

Seja π1,0 : Gn(M) −→ M o fibrado Grassmanniano dos subespaços n-dimensionais dos
espaços tangentes de M . Os elementos de Gn(M), chamados de n-planos, são pares (a, V )
onde a ∈ M e V é um subespaço n-dimensional de TaM . Também usaremos a notação (a, Va),
ou simplesmente Va, para denotar um n-plano no ponto a.

Um n-plano Va, em um ponto a ∈ M , é um elemento integral n-dimensional de I
(também chamado de n-elemento integral) em a se θa|Va = 0, para toda θ ∈ I. Note que
as variedades integrais de I são subvariedades de M cujos espaços tangentes são elementos
integrais de I.

Pode-se provar que a estrutura diferencial de M induz naturalmente uma estrutura
diferencial em Gn(M). Isto pode ser feito identificando Gn(M) com o espaço J1(M,n) dos
1-jatos de subvariedades n-dimensionais de M . De fato, J1(M,n) e Gn(M) são a mesma
variedade (veja por exemplo [48]).

Podemos definir em J1(M,n) = Gn(M) o módulo das 1-formas de Cartan C1 como segue:
em cada ponto Va ∈ J1(M,n)

C1
Va

(M,n) = π∗
1,0(V ⊥

a ),

onde V ⊥
a ⊂ T ∗

aM denota o módulo das 1-formas que anulam Va. Desta forma definimos o SDE
de Cartan por

C1
sde(M,n) = ⟨C1(M,n)⟩dif .
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Nas coordenadas (xi, zα, pα
i ) de J1(M,n) em que π1,0 : J1(M,n) −→ M é tal que

π1,0(xi, zα, pα
i ) = (xi, zα), podemos escrever que

C1
sde(M,n) = ⟨dzα −

n∑
i=1

pα
i dx

i : α = 1, ...,m⟩dif .

Definição 1.25. Um SDE com condição de independência em M é um par (I,Ω) em que
I é um SDE em M e Ω ̸= 0 (condição de independência) é uma n-forma decomponível (i.e.,
localmente da forma Ω = χ1 ∧ ... ∧ χn) tal que Ωx /∈ Ix ∀x ∈ M .

Dada um SDE com condição de independência (I,Ω), diremos que um n-elemento integral
Va é admissível se Ωa|Va ≠ 0. Analogamente, diremos que uma variedade integral n-dimensional
N é admissível se Ω|N ̸= 0.

Exemplo 1.26. Como exposto na seção anterior, toda equação Y ⊂ Jk(π) é uma variedade
munida de um SDE Pfaffiano I = Ck

sde(Y). Se {x1, ..., xn} forem coordenadas locais na base do
fibrado π, então Ω = dx1 ∧ ... ∧ dxn ̸= 0 é uma condição de independência. É fácil provar que
as variedades integrais admissíveis, neste caso, são prolongamentos de seções locais de π que
descrevem soluções de Y.

Dada localmente uma condição de independência dx1 ∧ ... ∧ dxn ̸= 0, usando o Teorema
1.23 (com k = n+m) temos que s ≥ n, e sem perda de generalidade, podemos dizer que as
variedades integrais admissíveis admitem parametrizações locais da forma

vi = xi, i = 1, ..., n,

vj = f j(x), j = n+ 1, ..., s,

ξh = zh(x), h = 1, ..., r,

(1.7)

onde f j(x) devem satisfazer algum conjunto de equações diferenciais, enquanto zh(x) são funções
arbitrárias. Portanto o problema em encontrar variedades integrais de I consiste em resolver
as equações diferenciais para as funções f j(x). A análise destas equações passa tipicamente
pela determinação e uso de suas consequências diferenciais (ou prolongamentos), pois estas
juntamente com as equações iniciais podem fornecer úteis condições de compatibilidade.

Com a noção de prolongamento de um SDE I, Cartan indicou um procedimento que
permite construir uma sequência de SDE I(1), I(2), ... para os quais procurando variedades
admissíveis da forma (1.7), se obtém não somente as equações diferenciais anteriores, mas
também suas consequências diferenciais.

De um ponto de vista formal, o 1° prolongamento de um SDE (M, I) é um SDE (M (1), I(1)),
portanto para definir o prolongamento é preciso definir primeiro M (1).

Definição 1.27. O 1° prolongamento M (1) de M é, por definição, o subconjunto de J1(M,n)
formado pelos Va ∈ J1(M,n) tais que:
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(i) Va é n-elemento integral admissível de I;

(ii) Va não contém vetores característicos de Cauchy.

Em geral, quando Char(I) ̸= 0, a condição (ii) assegura que dentre as consequências
diferenciais não aparecem as derivadas das funções arbitrárias zh(x).

Além disto, é importante evidenciar que M (1) pode não ser uma subvariedade diferenciável
de J1(M,n), assim como que π1,0 : M (1) −→ M pode não ser sobrejetora (por exemplo, pode
não existir um n-elemento integral em todo ponto de M).

Assumindo que M (1) seja uma subvariedade de J1(M,n), denotamos com i : M (1) −→
J1(M,n) a inclusão e definimos o 1° prolongamento de I como

I(1) = i∗(C1
sde(M,n)) = (C1

sde(M,n))
∣∣∣
M(1)

.

Portanto, I(1) é sempre Pfaffiano, mesmo se I não for Pfaffiano. No entanto, caso I seja
Pfaffiano e π1,0 : M (1) −→ M sobrejetora, pode-se verificar que π∗

1,0(I) ⊂ I(1), denotando com
I o módulo das 1-formas que geram I.

Exemplo 1.28. Consideremos aqui o SDE (M, I) discutido no Exemplo 1.19 com condição de
independência dx ∧ dy ̸= 0. Neste caso, M (1) é a subvariedade de J2(π) descrita pela própria
equação de Liouville

Y = {uxy = eu} ⊂ J2(π)

e I(1) é o SDE de Cartan

C2
sde(Y) = ⟨du− uxdx− uydy, dux − uxxdx− eudy, duy − eudx− uyydy⟩dif .

1.4.3 Redução por simetrias de um SDE

Com o intuito de facilitar a procura por variedades integrais, introduziremos a definição
de SDE reduzido Ī de um SDE I. Em alguns casos, Ī pode ter estrutura mais simples e,
portanto, obter suas variedades integrais pode ser mais fácil. Considerando um grupo de
simetrias de I satisfazendo certas condições de transversalidade, então a projeção canônica
projeta toda a órbita de uma variedade integral de I numa única variedade integral para Ī.
Por outro lado, dada uma variedade integral para o SDE reduzido Ī, é possível reconstruir
soluções para o sistema original, e essas soluções formam a órbita de soluções não invariantes.

Seja M uma variedade diferenciável m dimensional e G um grupo de Lie. Dizemos que
uma ação de G em M é regular se o espaço quociente M̄ := M/G é uma variedade diferenciável
e a projeção canônica q : M −→ M̄ é uma submersão. A partir de agora, consideraremos
apenas ações regulares.
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Definição 1.29. Sejam (M, I) um SDE e G um grupo de simetrias de I que age regularmente
em M . O sistema diferencial exterior reduzido Ī ⊂ Ω∗(M̄) é dado por

Ī = {θ̄ ∈ Ω∗(M̄) | q∗θ̄ ∈ I}.

As propriedades do sistema reduzido não são imediatas, por exemplo, se I é Pfaffiano
não necessariamente o sistema reduzido Ī é Pfaffiano. Para estudar as propriedades do sistema
reduzido é preciso introduzir a subálgebra das formas diferenciais semibásicas de I

Asb = {θ ∈ I | X ⌟ θ = 0, ∀X ∈ Γ} = I ∩ Λ∗
sb(M),

onde Γ é a distribuição gerada pelos campos da álgebra de Lie Γ dos geradores infinitesimais
da ação µ : M ×G −→ M de G em M

Γ = {X ∈ D(M) | µp∗(ξe) = Xp, ∀ p ∈ M, ξ ∈ g}.

A distribuição Γ é completamente integrável, e as fibras de q : M −→ M̄ são suas variedades
integrais maximais. Portanto podemos também pensar em Γ como a distribuição vertical
do fibrado q. Lembremos também que, com relação à fibração q : M −→ M̄ , Λ∗

sb(M) é a
subálgebra de Λ∗(M), das formas anuladas pelos campos verticais, e portanto, inscritos em Γ.
Segue então que, dado um correferencial {θ1, ..., θr} de Γ⊥, pode-se escrever que

Λ∗
sb(M) = ⟨θ1, ..., θr⟩alg.

Notemos também que Asb é a soma direta das componentes homogêneas

Ak
sb = {θ ∈ Ik | X ⌟ θ = 0, ∀X ∈ Γ} = Ik ∩ Λ∗

sb(M),

onde k ≥ 0. Assim, quando for dado um correferencial {θ1, ..., θr} de Γ⊥, pode-se também
escrever que

Ak
sb = Ik ∩ ⟨θ1, ..., θr⟩alg.

Pode-se provar a seguinte proposição (veja [3]).

Proposição 1.30. Seja U ⊂ M um aberto admitindo uma seção s : Ū −→ U de q, e portanto
tal que Ū = q(U). Se θ ∈ Ak

sb(U) então s∗θ ∈ Īk(Ū). Além disso, s∗(Ak
sb(U)) = Īk(Ū).

Dessa forma, podemos definir o seguinte ideal diferencial gerado algebricamente pelas
componentes homogêneas de Asb(U)

IA = ⟨A1
sb(U),A2

sb(U), ...⟩alg.

Logo, para alguma seção local genérica s : Ū −→ U de q

Ī = s∗IA.
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Sendo assim, com o intuito de obtermos o sistema reduzido localmente, devemos realizar o
pullback das componentes homogêneas da álgebra das formas diferenciais semibásicas por meio
de uma seção local génerica.

Agora, apresentaremos a condição de transversalidade a qual nos possibilitará enunciar
uma proposição que garante que cada órbita de uma variedade integral para I corresponde
a uma variedade integral para Ī, e além disto, fornece uma condição suficiente para I ser
Pfaffiano. Começamos com a definição de uma condição técnica particularmente útil.

Definição 1.31. Seja I um SDE e G um grupo de simetrias de I que age regularmente em
M . A ação de G é transversal a I1 se Γ ∩ ( I1)⊥ = 0.

Pode-se demonstrar a seguinte proposição (consulte [3]).

Proposição 1.32. Se a ação de G é transversal a I1 e s : N −→ M é uma variedade integral
de I, então q ◦ s é uma variedade integral de Ī ⊂ Λ∗(M̄). Além disso, se I é Pfaffiano, então
Ī é Pfaffiano.

Os sistemas diferenciais exteriores que estudaremos no Capítulo 4 não satisfazem essa
condição de transversalidade. Sendo assim, enunciaremos alguns resultados que serão utilizados
no Capítulo 4, os quais garantem que os sistemas quocientes deste capítulo serão Pfaffianos ou
gerados por 1 e 2-formas. As demonstrações destes resultados podem ser consultadas em [36].

Proposição 1.33. Seja I um SDE sobre uma variedade M e G um grupo de simetria de I
que age regularmente sobre M . Então existe um correferencial {αi1 , ηi2 , βi3 , θi4 , ωi5 , ϕi6} tal que
que

I = ⟨αi1 , ηi2 , βi3 , θi4⟩dif , Γ⊥ = Λ1(βi3 , θi4 , ωi5),

com equações de estrutura

dαi1 = 0 (mod I),
dηi2 = Bi5

j5k5ω
j5 ∧ ωk5 + Ci5

l5m5ω
l5 ∧ ϕm5 +Di5

p5q5ϕ
p5 ∧ ϕq5 (mod I),

dβi3 = 0 (mod I),
dθi4 = Ai2

j2k2ω
j2 ∧ ωk2 (mod I).

Proposição 1.34. Se existe um correferencial como na Proposição 1.33 com Bi5
j5k5 = 0, então

o SDE reduzido Ī é Pfaffiano.

Proposição 1.35. Seja (M, I) um SDE e {θi1 , ωi2 , ηi3 , ϕi4} um correferencial em M tal que

I = ⟨θi1 , ηi3 , Ai
jkω

j ∧ ωk, Cr
lmω

l ∧ ϕm +Dr
pqϕ

p ∧ ϕq⟩alg, Γ⊥ = ⟨θi1 , ωi2⟩.

Então
IA = ⟨θi1 , Ai

jkω
j ∧ ωk⟩alg

e Ī é gerado por 1 e 2- formas, localmente obtidas via pullback dos geradores de IA por meio
de seções locais de q.
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1.4.4 Integrabilidade segundo Darboux

Continuaremos agora com a definição de SDE decomponível, estabelecendo assim a base
para a definição de um SDE integrável segundo Darboux.

Definição 1.36. Um SDE (M, I) é decomponível do tipo [p, q], p, q ≥ 2, se na vizinhança
de todo ponto existe um correferencial local para o espaço de retração C(I) (que coincide com
T ∗M quando Char(I) = 0)

θ1, ..., θr, σ̂1, ..., σ̂p, σ̌1, ..., σ̌q (1.8)

tal que I é algebricamente gerado por 1-formas e 2- formas

I = ⟨θ1, ..., θr, Ω̂1, ..., Ω̂s, Ω̌1, ..., Ω̌t⟩alg (1.9)

onde s, t ≥ 1, Ω̂a ∈ Λ2(σ̂1, ..., σ̂p) e Ω̌b ∈ Λ2(σ̌1, ..., σ̌q). Os módulos

V̂ = ⟨θ1, ..., θn, σ̂1, ..., σ̂p⟩, V̌ = ⟨θ1, ..., θn, σ̌1, ..., σ̌p⟩,

são então chamados de sistemas Pfaffianos singulares associados a I.

Além disso, os sistemas diferenciais algebricamente gerados

V̂ = ⟨θ1, ..., θr, σ̂1, ..., σ̂p, Ω̌1, ..., Ω̌s⟩alg, V̌ = ⟨θ1, ..., θr, σ̌1, ..., σ̌q, Ω̂1, ..., Ω̂t⟩alg,

são chamados de SDE singulares associados a I.

Por fim, um sistema decomponível do tipo [2, 2] sobre uma variedade s+ 4-dimensional é
chamado de sistema hiperbólico de classe s.

Exemplo 1.37. O SDE de Cartan I = C2
sde(Y), sobre a variedade M = Y definida pela

equação de Liouville no Exemplo 1.15, é diferencialmente gerado por

θ1 = du− uxdx− uydy,

θ2 = dux − uxxdx− eudy,

θ3 = duy − eudx− uyydy.

Neste caso, Char(I) = 0, portanto C(I) = T ∗M e calculando os diferenciais exteriores de
θ1, θ2, θ3 obtemos

dθ1 = 0 (mod I),
dθ2 = σ̂1 ∧ σ̂2 (mod I),
dθ3 = σ̌1 ∧ σ̌2 (mod I),

com σ̂1 = dx, σ̂2 = duxx−euuxdy, σ̌
1 = dy e σ̌2 = duyy −euuydx. Temos então um correferencial

{θ1, θ2, θ3, σ̂1, σ̂2, σ̌1, σ̌2} de C(I) = T ∗M que satisfaz a Definição 1.36, com Ω̂1 = σ̂1 ∧ σ̂2 e
Ω̌1 = σ̌1 ∧ σ̌2, configurando assim um sistema decomponível do tipo [2, 2].
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Exemplo 1.38. O SDE (M, I) não Pfaffiano considerado no Exemplo 1.19, possui Char(I) = 0
e admite um correferencial para T ∗M = C(I) dado pelas 1-formas

θ = du− pdx− qdy,

σ̂1 = dy,

σ̂2 = dq − eudx,

σ̌1 = dx,

σ̌2 = dp− eudy.

Logo (M, I) satisfaz a Definição 1.36 com Ω̂1 = σ̂1 ∧ σ̂2 e Ω̌1 = σ̌1 ∧ σ̌2, configurando assim
um sistema decomponível do tipo [2, 2].

Definição 1.39. Seja (M, I) um SDE decomponível com sistemas Pfaffianos singulares associ-
ados V̂ e V̌ . Dizemos que I é um sistema integrável segundo Darboux se {V̂ , V̌ } satisfaz
as seguintes duas condições (onde C(I) = T ∗M quando Char(I) = 0):

1. V̂ + V̌ (∞) = C(I), V̂ (∞) + V̌ = C(I);

2. V̂ (∞) ∩ V̌ (∞) = 0.

A primeira propriedade garante que existirá um número suficiente de integrais primeiras.
A segunda condição afirma que os sistemas singulares não compartilham integrais primeiras.

Neste ponto é oportuno fazer a seguinte

Observação 1.40. No lugar da Definição 1.36 na literatura (veja por exemplo [4] e também [1, 2,
16, 17, 30]) encontra-se normalmente uma outra definição em que no lugar de um correferencial
(1.8) de C(I) é considerado um correferencial de T ∗M , mesmo quando Char(I) ̸= 0. De
fato, sendo a distribuição característica de Cauchy completamente integrável, M é localmente
folheada por variedades integrais de Char(I). O Teorema 1.23 mostra que localmente existem
coordenadas {ξi, vj} em M , adaptadas às folhas, em que ξi são coordenadas nas folhas enquanto
vj são integrais primeiras de Char(I). Neste caso, se h for a dimensão das folhas, pode-se
ampliar o correferencial (1.8) de C(I) a um referencial de T ∗M incluindo as 1-formas exatas
dξ1, ..., dξh. Assim, pondo por exemplo (alternativamente σ̌q+1 = dξ1, ..., σ̌q+h = dξh)

σ̂q+1 = dξ1, ..., σ̂q+h = dξh

obtemos um correferencial local de T ∗M

θ1, ..., θr, σ̂1, ..., σ̂p+h, σ̌1, ..., σ̌q

tal que I ainda é algebricamente gerado como em (1.9).

Daí pode-se definir V̂ e V̌ , e analogamente V̂ e V̌, usando desta vez o sistema estendido
σ̂1, ..., σ̂p+h no lugar de σ̂1, ..., σ̂p. Desta forma, obtém-se que (M, I) é também decomponível
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do tipo [p+ h, q], segundo a definição adotada em [1, 2, 4, 16, 17, 30]. Além disto, se (M, I)
for integrável segundo Darboux no sentido da Definição 1.36, então, considerando o sistema V̂
definido usando σ̂1, ..., σ̂p+h no lugar de σ̂1, ..., σ̂p, obtém-se que

V̂ + V̌ (∞) = V̂ (∞) + V̌ = T ∗M

e assim, (M, I) é também integrável segundo Darboux no sentido da definição adotada nas
referencias citadas acima.

Em geral, dado um SDE (M, I), pode acontecer que a integrabilidade segundo Darboux
seja não válida para este SDE, mas sim, para algum de seu prolongamento (M (k), I(k)). Por
isto, podemos introduzir a seguinte definição.

Definição 1.41. Um SDE (M, I) é integrável segundo Darboux com até k prolongamentos se
seu k-ésimo prolongamento (M (k), I(k)) for integrável segundo Darboux.

Exemplo 1.42. O SDE (M, I) do Exemplo 1.37 é integrável segundo Darboux sem prolonga-
mento. De fato, os sistemas Pfaffianos singulares

V̂ = ⟨θ1, θ2, θ3, σ̂1, σ̂2⟩,
V̌ = ⟨θ1, θ2, θ3, σ̌1, σ̌2⟩.

são tais que
V̂ (∞) = ⟨σ̂1, σ̂2 − uxθ

2⟩,
V̌ (∞) = ⟨σ̌1, σ̌2 − uyθ

3⟩.

Portanto,
V̂ + V̌ (∞) = T ∗M, V̂ (∞) + V̌ = T ∗M, V̂ (∞) ∩ V̌ (∞) = 0.

Exemplo 1.43. O SDE (M, I) considerado no Exemplo 1.38 não é integrável segundo Darboux,
mas seu primeiro prolongamento coincide com o SDE do Exemplo 1.37, logo (M, I) é integrável
segundo Darboux com até 1 prolongamento.
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Capítulo 2

Formalismo Variacional de Poincaré-Cartan

Neste capítulo será abordado o formalismo de Poincaré-Cartan para o cálculo variacional.
Visando este objetivo iniciaremos com uma discussão da geometria de contato, um cenário
geométrico fundamental para o estudo dos funcionais Lagrangianos. Sucessivamente, por meio
da forma de Poincaré-Cartan, calcularemos a variação do funcional Lagrangiano e derivaremos
assim o sistema de Euler-Lagrange, um sistema diferencial exterior cujas variedades integrais
são exatamente os extremais do funcional Lagrangiano. Essa abordagem nos permitirá deduzir
explicitamente as equações de Euler-Lagrange, o sistema de equações classicamente usado
no cálculo variacional para descrever os extremais de um funcional Lagrangiano. O leitor
interessado em mais detalhes sobre o formalismo de Poincaré-Cartan pode consultar a referência
[12].

2.1 Variedades de contato

Definição 2.1. Uma variedade de contato (M, I) é uma variedade suave M de dimensão
2n+ 1, n ∈ N\{0}, com um subfibrado 1-dimensional I ⊂ T ∗M , tal que para qualquer 1-forma
local ϕ gerando I, tem-se que

ϕ ∧ (dϕ)n ̸= 0, (2.1)

em todo ponto em que ϕ estiver definida.

Chamamos o fibrado I de sistema de contato e o ideal diferencial I = ⟨I, dI⟩alg de ideal
de contato. Note que a condição (2.1), denominada critério de não-degeneração, independe
da escolha de ϕ, pois se ϕ̄ = fϕ, f ̸= 0, então

ϕ̄ ∧ (dϕ̄)n = fϕ ∧ (df ∧ ϕ+ fdϕ)n

= fn+1ϕ ∧ (dϕ)n ̸= 0.
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Exemplo 2.2. M = R3, com coordenadas (x, y, z), e ϕ = dz − ydx gerando I, forma uma
variedade de contato, pois é fácil ver que

ϕ ∧ dϕ = dx ∧ dy ∧ dz ̸= 0.

Exemplo 2.3. Um outro exemplo de variedade de contato é dado pelo espaço de 1-jatos:
M = J1(Rn,R), com coordenadas locais (xi, z, pi) e ϕ = dz −∑

pidx
i gerando I localmente.

Em geral, em uma variedade M , dado um subfibrado 1-dimensional I = ⟨α⟩ ⊂ T ∗M,

definimos o menor inteiro r tal que

(dα)r ∧ α ̸= 0, (dα)r+1 ∧ α = 0,

de posto de Engel de I e denotaremos este posto por Eng(I). Analogamente ao caso do
critério de não-degeneração, esta definição independe da escolha do gerador α.

Pode-se então provar que vale o seguinte teorema [11].

Teorema 2.4 (Teorema de Pfaff). Seja I ⊂ T ∗M um subfibrado 1-dimensional em uma
variedade m-dimensional M . Se Eng(I) = r então existem coordenadas locais
(x1, ..., xr, z, p1, ..., pr, y

1, ..., ym−(2r+1)) tais que

α = dz −
r∑

i=1
pidx

i.

Este teorema implica que toda variedade de contato (M, I) com I = ⟨ϕ⟩, possui coor-
denadas locais (xi, z, pi), tais que ϕ = dz − pidx

i. Essas coordenadas são conhecidas como
coordenadas de contato, e pelo que vimos sobre os espaços de jatos, este teorema prova que
toda variedade de contato é localmente difeomorfa ao espaço de 1-jatos J1(Rn,R).

Definição 2.5. Uma subvariedade de Legendre de uma variedade de contato (M, I) é uma
subvariedade n−dimensional N de M , tal que ϕ|N = 0 para cada ϕ ∈ I. Em outras palavras,
uma subvariedade de Legendre é uma variedade integral n-dimensional do ideal diferencial
gerado por I.

Denotando com i : N −→ M a inclusão de N em M , a condição ϕ|N = 0 equivale a
i∗ϕ = 0. Em coordenadas de contato, um exemplo de subvariedade de Legendre é dado por

N = {z = p1 = p2 = ... = pn = 0},

pois é fácil notar que N é n-dimensional e i∗ϕ = ϕ|N = 0 para cada ϕ ∈ I.

De forma análoga ao que já observamos discutindo as variedades integrais da distribuição
de Cartan Ck(π), podemos dizer que as subvariedades de Legendre N que satisfazem a propri-
edade dx|N ̸= 0, chamadas de subvariedades de Legendre transversais (ou horizontais),
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são sempre localmente da forma

(xi) −→
(
xi, z(x), ∂z

∂xi
(x)
)
,

para alguma função z = z(x). Em geral, considerando σ = {i1, ..., ih} e ρ = {j1, ..., jk} com
h+ k = n (em particular, pode ser σ = ∅ ou ρ = ∅), pode-se provar (vide [5]) que localmente
toda subvariedade de Legendre admite uma parametrização da forma

xi = − ∂S

∂pi

, pj = ∂S

∂xj
, z = S −

∑
i∈σ

pi
∂S

∂pi

, (2.2)

onde S = S(xσ, pρ) e i ∈ σ, j ∈ ρ.

Por exemplo, se ρ = {1, ..., n}, σ = ∅ e S = S(x1, ..., xn), obtemos a parametrização
de uma subvariedade de Legendre transversal. Por outro lado, se ρ = ∅, σ = {1, ..., n} e
S = S(p1, ..., pn), obtemos a parametrização

xi = − ∂S

∂pi

, z = S − ∑
i∈I
pi
∂S

∂pi

.

Em particular, toda variedade de nível do conjunto de funções {x1, ..., xn, z} é uma subvariedade
de Legendre não transversal.

2.2 Funcionais Lagrangianos e forma de Poincaré-Cartan em variedades
de contato

Para toda L ∈ Λn(M), que em coordenadas de contato pode ser localmente descrita como

L = L(x, z, p)dx = L(xi, z, pi)dx1 ∧ ... ∧ dxn,

definimos o seguinte funcional no conjunto das subvariedades de Legendre transversais, com-
pactas e orientáveis i : N −→ M , denominado funcional Lagrangiano,

L(N) =
∫

N
i∗L.

A n-forma L, assim como a função L, são chamadas de Lagrangiana do funcional L.
Notamos porém que Lagrangianas distintas podem definir um mesmo funcional, por exemplo,
se L1 e L2 são duas Lagrangianas tais que L1 − L2 ∈ I, então

L1 = L2.

Além disso, se L1 e L2 são duas Lagrangianas tais que L1 − L2 = dα, então

L1(N) = L2(N) +
∫

∂N
i∗α.
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Entretanto, como nosso objetivo é estudar variações do funcional Lagrangiano ao longo de
famílias a 1-parâmetro de variedades integrais Nt com bordo fixo, a integral∫

∂N
i∗α

independe da variável t, portanto, conforme veremos na próxima seção, apesar de serem
distintos, os funcionais L1 e L2 determinarão as mesmas equações de Euler-Lagrange.
Portanto, devido a estas considerações, daqui por diante, consideraremos equivalentes duas
Lagrangianas L1, L2 tais que L1 − L2 ∈ I ou L1 − L2 = dφ.

Essa noção de equivalência sugere que consideremos a classe de Lagrangianas

[L] ∈ Λn(M)
In + dΛn−1(M) .

Conforme demonstrado em [12], usando coordenadas de contato, é possível mostrar que para
k ≥ n+ 1,

Λk(M) = Ik,

i.e., todas as formas em M de grau maior que n pertencem ao ideal de contato I. Portanto
não podem existir variedades integrais de I que tenham dimensão maior que n, porque uma
variedade desta não admitiria nenhuma forma de volume nem mesmo localmente, o que é
impossível.

Este fato nos permite estabelecer uma identificação entre Λn(M)/(In + dΛn−1(M)) e o
espaço de cohomologia característica

H̄n := Hn(Λ̄∗, d̄) = {ω ∈ Λ̄n(M) | d̄ω = 0}
{ω ∈ Λ̄n(M) | ω = d̄ϕ, ϕ ∈ Λ̄n−1(M)}

,

em que Λ̄n(M) = Λn(M)/In e d̄ é o operador de derivação exterior em Λ̄∗(M). Dessa maneira,
definimos a aplicação δ : H̄n −→ Hn+1(I) tal que δ([w]) = [dw], onde

Hn+1(I) = {ω ∈ In+1 | dω = 0}
{ω ∈ In+1 | ω = dϕ, ϕ ∈ In(M)} ,

que em essência representa a derivada exterior no quociente. Sendo assim, podemos introduzir
o teorema que servirá de base para definir um elemento importante em nosso estudo: a forma
de Poincaré-Cartan.

Teorema 2.6. Qualquer classe [Π̃] ∈ Hn+1(I) possui uma única forma representativa definida
globalmente Π ∈ In+1, que satisfaz Π ≡ 0 (mod I).

Demonstração. Qualquer forma Π̃ ∈ [Π̃] pode ser expressa localmente por

Π̃ = ϕ ∧ α + dϕ ∧ β

= ϕ ∧ (α + dβ) + d(ϕ ∧ β),
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onde α ∈ Λn(M), β ∈ Λn−1(M).

Seja Π := Π̃−d(ϕ∧β). Note que Π = ϕ∧ (α+dβ) ≡ 0 (mod I). Como Π̃−Π = d(ϕ∧β)
e ϕ ∧ β ∈ In, segue que Π ∈ [Π̃], concluindo então a existência local.

Para verificar a unicidade, suponha que Π1 e Π2 pertencem a mesma classe e são tais que
Π1 ≡ 0 (mod I) e Π2 ≡ 0 (mod I). Logo, pela definição de Hn+1(I)

Π1 − Π2 = d(ϕ ∧ γ).

Para garantir a unicidade, provaremos que γ ≡ 0 (mod I). Observe que, em coordenadas
de contato (xi, z, pi), podemos escrever

ϕ = dz − pidx
i,

dϕ = dxi ∧ dpi,

γ = α ∧ ϕ+ βIdxI + γJdpJ + ρABdxA ∧ dpB,

onde I, J, A e B são multi-índices com |I| = |J | = |A| + |B| = n− 1.

Note também que, em decorrência de ϕ ∧ Π1 = ϕ ∧ Π2 = 0, temos que ϕ ∧ (Π1 − Π2) = 0,
i.e., ϕ ∧ dϕ ∧ γ = 0. Logo

0 = ϕ ∧ dϕ ∧ γ = (dz − pidx
i) ∧ (dxj ∧ dpj) ∧ (α ∧ ϕ+ βIdxI + γJdpJ + ρABdxA ∧ dpB)

= (dz − pidx
i) ∧ (dxj ∧ dpj) ∧ (βIdxI + γJdpJ + ρABdxA ∧ dpB)

= (dz ∧ dxi ∧ dpi − pidx
i ∧ dxj ∧ dpj) ∧ (βIdxI + γJdpJ + ρABdxA ∧ dpB)

= βIdz ∧ dxi ∧ dpi ∧ dxI + γJdz ∧ dxi ∧ dpi ∧ dpJ

+ρABdz ∧ dxi ∧ dpi ∧ dxA ∧ dpB − piγJdx
i ∧ dxj ∧ dpj ∧ dpJ

−piρABdx
i ∧ dxj ∧ dpj ∧ dxA ∧ dpB

implica que βI = 0, γJ = 0, ρAB = 0. Portanto γ ≡ 0 (mod I), o que garante a unicidade.

Da existência local e unicidade, asseguramos a existência global do resultado.

Definição 2.7. Seja (M, I) uma variedade de contato com Lagrangiana L ∈ Λn(M). A única
forma representativa Π ∈ In+1 de δ([L]) satisfazendo Π ≡ 0 (mod I) é chamada de forma
de Poincaré-Cartan de L.

Para calcular a forma de Poincaré-Cartan Π a partir de uma Lagrangiana representativa
L, pode-se primeiro expressar dL localmente como

dL = ϕ ∧ α + dϕ ∧ β

= ϕ ∧ (α + dβ) + d(ϕ ∧ β),
(2.3)

onde α ∈ Λn(M), β ∈ Λn−1(M). Disto resultará que

Π = ϕ ∧ (α + dβ). (2.4)
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Por outro lado, substituindo (2.4) em (2.3), deduzimos que Π = ϕ ∧ (α+ dβ) = dL − d(ϕ ∧ β),
isto é

Π = d(L − ϕ ∧ β). (2.5)

2.3 SDE Euler-Lagrange para uma variedade de contato

Queremos encontrar agora condições para que uma subvariedade de Legendre g : N −→ M ,
com bordo, compacta e orientável, seja ponto crítico do funcional L.

Portanto consideraremos uma variação de g formada por subvariedades de Legendre, i.e.,
uma aplicação suave

G : N × R −→ M

(p, t) 7−→ Gt(p)

tal que G0 = g, Gt(∂N) = g(∂N) (variação de g com bordo fixo) e além disto, para todo valor
de t, Gt : N −→ M é uma subvariedade compacta e orientável.

De fato, lembramos que g é dita ponto crítico (ou extremal) para L se para toda variação
G temos que

d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

∫
N
G∗

t (L) = d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

∫
Gt(N)

L = 0. (2.6)

Em particular, introduzindo a notação Nt = Gt(N), podemos escrever

L[Nt] =
∫

Nt

L

e assim (2.6) pode ser reescrito como

d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

L[Nt] = 0. (2.7)

Além disto, lembramos que as curvas γp(t) := Gt(p), transversais a g(N) = G0(N) em
todo ponto G0(p), definem com seus vetores tangentes um campo vetorial X em M (campo de
variação). Portanto denotando com {At} o fluxo de X, teremos que

Gt = At ◦G0,

então G∗
t = G∗

0 ◦ A∗
t , e assim

d

dt
G∗

t = G∗
0 ◦ d

dt
A∗

t . (2.8)

Em particular, se

X = d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

A∗
t

deduzimos que
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

G∗
t = G∗

0 ◦X.
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Logo, usando as propriedades de derivada de Lie LX (derivada de Lie ao longo do campo X) e
a identidade (2.8) deduzimos que

d

dt
G∗

t (L − ϕ ∧ β) = (G∗
0 ◦ A∗

t )(LX(L − ϕ ∧ β)),

i.e.,
d

dt
G∗

t (L − ϕ ∧ β) = G∗
t (LX(L − ϕ ∧ β)).

Por outro lado, lembrando que Π = d(L − ϕ ∧ β), para alguma (n− 1)-forma β ∈ Λn−1(M),
teremos que

d

dt

∫
Nt

L = d

dt

∫
Nt

L − ϕ ∧ β

= d

dt

∫
N
G∗

t (L − ϕ ∧ β)

=
∫

N

d

dt
G∗

t (L − ϕ ∧ β)

onde na segunda igualdade utilizamos o teorema de mudança de variáveis. No entanto,
d

dt
G∗

t (L − ϕ ∧ β) = G∗
t (LX(L − ϕ ∧ β)).

Portanto, ∫
N

d

dt
G∗

t (L − ϕ ∧ β) =
∫

N
G∗

t (LX(L − ϕ ∧ β))

=
∫

Nt

LX(L − ϕ ∧ β)

=
∫

Nt

(X ⌟ d(L − ϕ ∧ β)) +
∫

Nt

d(X ⌟ (L − ϕ ∧ β))

=
∫

Nt

X ⌟ Π +
∫

∂N0
X ⌟ (L − ϕ ∧ β)

=
∫

Nt

X ⌟ Π.

Na segunda igualdade, aplicamos o teorema de mudança de variáveis, na terceira, utili-
zamos a fórmula mágica de Cartan, na quarta, aplicamos o teorema de Stokes e, na quinta,
consideramos o fato de que X se anula sobre o bordo de N0 = G0(N). Agora, como Π ≡ ϕ∧ ψ
para alguma n-forma ψ, decorre que∫

Nt

X ⌟ Π =
∫

Nt

X ⌟ (ϕ ∧ ψ)

=
∫

Nt

(X ⌟ ϕ)ψ − ϕ ∧ (X ⌟ ψ)

=
∫

N
G∗

t (X ⌟ ϕ)G∗
tψ,

pois ϕ|Nt = 0, sendo Nt subvariedade de Legendre. Logo, expressando (G∗
t (X ⌟ ϕ))t=0 = β, em

t = 0,
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

∫
Nt

L =
∫

N
β g∗ψ.
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Concluímos assim que d
dt

∣∣∣∣
t=0

(
∫

Nt
L) = 0 se, e somente se, g∗ψ = 0 pois, pela arbitrariedade da

variação G, β é arbitrária.

Considerando então o fato de que I = ⟨ϕ⟩dif e Λk(M) = Ik se k ≥ n + 1, podemos
introduzir a seguinte definição.

Definição 2.8. O SDE de Euler-Lagrange da Lagrangiana L é o ideal diferencial em M

gerado algebricamente por ϕ, dϕ e ψ, i.e.,

E = ⟨ϕ, dϕ, ψ⟩alg.

Assim, concluímos que a subvariedade g : N −→ M é um ponto crítico de L se, e somente
se, g : N −→ M é uma variedade integral de E .

Iremos agora obter uma expressão local para a forma de Poincaré Cartan e as equações
de Euler-Lagrange.

Considere M = J1(Rn,R), com coordenadas locais (xi, z, pi), ϕ = dz − pidx
i gerando

o ideal de contato localmente, e uma Lagrangiana L em M , dada localmente por L =
L(xi, z, pi)dx1 ∧ ... ∧ dxn =: Ldx. Temos que

dL = dL ∧ dx

= (Lxidxi + Lzdz + Lpi
dpi) ∧ dx

= (Lxidxi + Lz(ϕ+ pidx
i) + Lpi

dpi) ∧ dx

= Lzϕ ∧ dx+ Lpi
dpi ∧ dx

= ϕ ∧ Lzdx+ dpi ∧ Lpi
dx

= ϕ ∧ Lzdx+ dpi ∧ dxi ∧ Lpi
dx(i)

= ϕ ∧ Lzdx− dϕ ∧ Lpi
dx(i)

onde Lxi = ∂L
∂xi , Lz = ∂L

∂z
, Lpi = ∂L

∂pi
, dx(i) = (−1)i−1dx1 ∧ ... ∧ d̂xi ∧ ...dxn e o circunflexo sobre

dxi representa a ausência do termo. Temos então que Π = ϕ ∧ (Lzdx+ d(−Lpi
dx(i))). Agora,

seja
ψ := Lzdx− d(Lpi

dx(i)),

e consideremos N uma subvariedade de Legendre transversal de (M, I). Sabemos que, local-
mente, é possível representar N como

N = {(xi, z(x), pi(x)},

onde pi(x) = ∂z
∂xi (x).

Verificaremos então que i∗ψ = 0 se, e somente se, ao longo de N ,
∂L

∂z
−
∑

Di

(
∂L

∂pi

)
= 0,

onde i : N −→ M é a inclusão de N em M e Di = ∂
∂xi + zxi

∂
∂z

+∑
j zxixj

∂
∂pj

é a derivada total.
Esta EDP, de segunda ordem, é conhecida como equação de Euler-Lagrange da Lagrangiana L.
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Por fim, calcularemos a restrição i∗ψ, omitindo o pull-back por simplicidade.

Lzdx− d(Lpi
dx(i)) = Lzdx−

(
∂Lpi

∂xj
dxj + ∂Lpi

∂z
dz + ∂Lpi

∂pj

dpj

)
∧ dx(i)

= Lzdx− ∂Lpi

∂xj
dxj ∧ dx(i) − ∂Lpi

∂z
dz ∧ dx(i) − ∂Lpi

∂pj

dpj ∧ dx(i)

= Lzdx− ∂Lpi

∂xi
dx− ∂Lpi

∂z
zxkdxk ∧ dx(i) − ∂Lpi

∂pj

zxjxldxl ∧ dx(i)

= Lzdx− ∂Lpi

∂xi
dx− ∂Lpi

∂z
zxidx− ∂Lpi

∂pj

zxjxidx

= Lzdx−
(
∂

∂xi
+ zxi

∂

∂z
+ zxjxi

∂

∂pj

)
(Lpi

)dx

= ∂L

∂z
dx−Di

(
∂L

∂pi

)
dx.

Concluímos então que
i∗ψ = 0 ⇐⇒ ∂L

∂z
−
∑

Di

(
∂L

∂pi

)
= 0.

2.4 Geometria de multicontato

No início deste capítulo vimos que toda variedade de contato localmente pode ser
identificada com J1(Rn,R). De fato, podemos pensar que a própria definição de variedade
de contato tenha sido modelada sobre o exemplo de J1(Rn,R) e seu ideal de Cartan. Aqui
trataremos de uma noção que generaliza aquela de variedade de contato que, de forma análoga,
pode ser motivada por J1(Rn,Rs) equipado com seu ideal de Cartan, gerado por

I = ⟨ϕj = dzj − pj
idx

i⟩.

Neste caso, M = J1(Rn,Rs) é uma variedade de dimensão n + s + ns equipada com I =
⟨ϕ1, ..., ϕs⟩ de posto s e tal que

dϕj = −πj
i ∧ ωi (mod I)

onde ωi = dxi e πj
i = dpj

i são 1-formas tais que

J = ⟨ϕ1, ..., ϕs, ω1, ..., ωn⟩

é integrável e πj
i são não nulas sobre as variedades integrais de J . Se pode ver que, mesmo

atuando com transformações de contato e mudando as ϕ1, ..., ϕs, J continua bem definida e
também as propriedades de ωi e πj

i permanecem. Isto motiva a seguinte definição.

Definição 2.9. Uma variedade de multicontato é uma variedade n+s+ns-dimensional M,

com dois sistemas Pfaffianos I = ⟨ϕ1, ..., ϕs⟩ e J = ⟨ϕ1, ..., ϕs, ω1, ..., ωn⟩, onde J é integrável e
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existem coreferenciais locais (ϕα, ωi, πα
i ) de M tais que

dϕα ≡ −πα
i ∧ ωi (mod I) (2.9)

e πj
i são não nulas sobre as variedades integrais de J .

É possível demonstrar a unicidade do sistema Pfaffiano J em relação ao sistema Pfaffiano I,
quando s ≥ 2. Além disso, quando s ≥ 3, não é necessário assumir a condição de integrabilidade
de J , já que essa propriedade é implicada pela equação (2.9). Em discussões relacionadas a
variedades de multi-contato, podemos, portanto, referir-nos unicamente a (M, I), levando em
conta as ressalvas previamente mencionadas.

Exemplo 2.10. Seja X uma variedade n + s-dimensional e π : Gn(TX) −→ X o fibrado
Grassmanniano dos subespaços n-dimensionais dos espaços tangentes de X, i.e., se m ∈ Gn(TX)
então m = (p, E) onde p ∈ X e E é um subespaço n-dimensional de TpX.

Definimos em Gn(TX) dois sistemas Pfaffianos I ⊂ J ⊂ T ∗(Gn(TX)) de posto s e n+ s,
respectivamente. O sistema Pfaffiano J é dado por

J = π∗(T ∗X).

J é integrável e suas subvariedades integrais maximais são as fibras de π : Gn(TX) −→ X. Já
o sistema Pfaffiano I é dado em cada ponto (p, E) ∈ Gn(TX) por

I(p,E) = π∗(E⊥),

onde E⊥ ⊂ T ∗
pX é o anulador s-dimensional do subespaço E de TpX. I é um sistema não

integrável e pode-se demonstrar que existem coordenadas locais (xi, zα, pα
i ) em Gn(TX) tais que

J = ⟨dxi, dzα⟩,

I = ⟨dzα − pα
i dx

i⟩.

Desta forma, é facilmente verificável que (Gn(TX), I, J) satisfaz a equação (2.9), com correfe-
rencial local (dzα − pα

i dx
i, dxi, dpα

i ), configurando assim uma variedade de multicontato.

Temos agora a intenção de trabalhar com funcionais Lagrangianos associados a Lagrangi-
anas da forma (em coordenadas locais) L(xi, zα, pα

i )dx.

Como qualquer n-forma congruente a esta, módulo I, gera o mesmo funcional Lagrangiano,
isso sugere a seguinte definição.

Definição 2.11. Seja (M, I, J) uma variedade de multicontato. Uma Lagrangiana em M é
uma n-forma diferenciável L ∈ Λn(J) ⊂ Λn(M).
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Definimos, assim como no caso escalar, o seguinte funcional no conjunto das subvariedades
de Legendre orientáveis e compactas N ⊂ M ,

L(N) =
∫

N
i∗L.

Notamos neste caso também que Lagrangianas distintas podem definir um mesmo funcional,
por exemplo, se L1 e L2 são duas Lagrangianas tais que L1 − L2 ∈ I, então

L1 = L2.

Note então que, como mencionado anteriormente, de acordo com a definição que adotamos
de Lagrangiana, qualquer Lagrangiana é congruente, em coordenadas locais, a L(xi, zα, pα

i )dx
módulo I e, portanto, possuem os mesmos funcionais Lagrangianos associados. Isso sugere
trabalharmos com classes de Lagrangianas [L] ∈ Λn(J/I).

Nosso objetivo é associar para qualquer classe [L] ∈ Λn(J/I), uma Lagrangiana L ∈
Λn(J), não necessariamente unicamente determinada, tal que o SDE de Euler-Lagrange seja
univocamente determinado por Π = dL (veja a Definição 2.13 e a discussão subsequente).

Definição 2.12. Um levantamente admissível para [L] ∈ Λn(J/I), é uma Lagrangiana
L ∈ Λn(J), representando a classe [L] e satisfazendo dL ≡ 0 (mod I).

Como mencionado anteriormente, todo representante de [L] ∈ Λn(J/I) é congruente,
em coordenadas locais, a alguma n-forma L(xi, zα, pα

i )dx módulo I. Então consideremos o
representante L tal que, localmente, L = L(xi, zα, pα

i )dx+ ϕα ∧ ∂L
∂pα

i
dx(i). Notemos que

dL = dL ∧ dx+ dϕα ∧ ∂L
∂pα

i
dx(i) − ϕα ∧ d( ∂L

∂pα
i
) ∧ dx(i)

= ϕα ∧ ∂L
∂zαdx+ ∂L

∂pα
i
dpα

i ∧ dx− ∂L
∂pα

i
dpα

i ∧ dxi ∧ dx(i) − ϕα ∧ d( ∂L
∂pα

i
) ∧ dx(i)

= ϕα ∧ ( ∂L
∂zαdx− d( ∂L

∂pα
i
) ∧ dx(i)).

(2.10)

Este cálculo mostra que toda classe [L] ∈ Λn(J/I) possui um levantamento admissível.
Observamos que, em geral, a derivada dL deste levantamento admissível não é única. No caso
escalar, temos o Teorema 2.6, que garante que existe e é único o levantamento admissível (a
forma de Poincaré-Cartan). Decorre do cálculo acima, que podemos expressar

Π = dL = ϕα ∧ ψα,

com ψα ∈ Λn(M).

2.5 SDE de Euler-Lagrange para variedade de multicontato

Com o intuito de obter também neste caso mais geral o SDE de Euler-Lagrange para
variedade de multicontato, consideraremos novamente uma variação suave de subvariedades de
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Legendre orientáveis compactas Nt, com bordo fixo

G : N × [0, 1] −→ M,

de uma variedade de Legendre g : N −→ M , tal que G0(N) = g(N). Assim como no caso
escalar, queremos encontrar condições para que uma subvariedade de Legendre g : N −→ M

seja ponto crítico do funcional L para toda variação G com bordo fixo. Nesse contexto, isso
quer dizer que d

dt
|t=0(

∫
N G

∗
t L) = 0 para toda variação G, com bordo fixo, tal que G|t=0 = g.

De modo inteiramente análogo ao caso escalar, temos que

d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

∫
Nt

L =
∑∫

N
βα g

∗ψα,

onde βα = (G∗
t ( ∂

∂t
⌟ ϕα))t=0. Também neste caso, pela arbitrariedade da variação, concluímos

que d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

∫
Nt

L = 0 se, e somente se, g∗ψα = 0, para cada α = 1, ..., s.

Introduzimos então a seguinte definição.

Definição 2.13. O SDE de Euler-Lagrange da Lagrangiana L, é o ideal diferencial em M

gerado algebricamente por ϕα, dϕα e ψα, i.e.

E = ⟨ϕα, dϕα, ψα⟩alg,

onde L é qualquer levantamento admissível e dL = ϕα ∧ ψα.

O SDE de Euler-Lagrange, a princípio, pode não ser unicamente determinado por [L].
No entanto, isso não ocorre, como ficará evidente na discussão abaixo.

Com efeito, começamos observando que dois levantamentos admissíveis L1,L2 ∈ [L] são
congruentes módulo Λ2(I). De fato, se s = 1, então Λ2(I) = 0, e pelo Teorema 2.6 existe
um único levantamento admissível. Se s ≥ 2, a condição L1 − L2 ≡ 0 (mod I) nos permite
expressar L1 − L2 = ϕα ∧ γα . Além disso, o fato de dL1 − dL2 ≡ 0 (mod I), juntamente com
as equacões dϕα ≡ −πα

i ∧ ωi (mod I), nos possibilita calcular

0 ≡ dL1 − dL2

= d
(
ϕα ∧ γα)

≡ dϕα ∧ γα

≡ −πα
i ∧ ωi ∧ γα (mod I).

Isso implica que γα ≡ 0 (mod I), em virtude de ϕα, ωi e πα
i serem formas linearmente indepen-

dentes. Portanto, L1 − L2 = ϕα ∧ γα ≡ 0 (mod Λ2(I)).

Podemos então, expressar

L1 − L2 = 1
2ϕ

α ∧ ϕβ ∧ γαβ,
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onde γαβ = −γβα, logo

ϕα ∧ (ψ1
α − ψ2

α) = d(L1 − L2), (com dLi = ϕα ∧ ψi
α)

= 1
2dϕ

α ∧ ϕβ ∧ γαβ − 1
2ϕ

α ∧ dϕβ ∧ γαβ + 1
2ϕ

α ∧ ϕβ ∧ dγαβ,

= −ϕα ∧ dϕβ ∧ γαβ + 1
2ϕ

α ∧ ϕβ ∧ dγαβ

≡ −ϕα ∧ dϕβ ∧ γαβ (mod Λ2(I)),

o que implica que (ψ1
α − ψ2

α) + dϕβ ∧ γαβ ≡ 0 (mod I) e, portanto, (ψ1
α − ψ2

α) ∈ I, para cada
α = 1, ..., s.

Assim, podemos concluir que o SDE de Euler-Lagrange para uma Lagrangiana [L] é
independente do levantamento admissível escolhido.

Analogamente ao caso das variedades de contato, iremos agora obter uma expressão
local para as equações de Euler-Lagrange. Considere M = J1(Rn,Rs), com coordenadas locais
(xi, zα, pα

i ), ideal de multicontato gerado por I = ⟨ϕα = dzα − pα
i dx

i⟩, e uma Lagrangiana L̃
em M , dada localmente por L̃ = L(xi, zα, pα

i )dx1 ∧ ... ∧ dxn =: Ldx.

Seja L = L(xi, zα, pα
i )dx+ ϕα ∧ ∂L

∂pα
i
dx(i) um levantamento admissível para L̃. Por (2.10)

temos que

dL = ϕα ∧
(
∂L

∂zα
dx− d

(
∂L

∂pα
i

)
∧ dx(i)

)
.

Logo,

ψα = ∂L

∂zα
dx− d

(
∂L

∂pα
i

)
∧ dx(i).

Agora, considere N uma subvariedade de Legendre transversal de (M, I) representada local-
mente por

N = {(xi, zα(x), pα
i (x)},

onde pα
i (x) = ∂zα

∂xi (x).

Verificaremos que i∗ψα = 0 ∀α = 1, ..., s se, e somente se, ao longo de N ,

∂L

∂zα
−
∑

Di

(
∂L

∂pα
i

)
= 0,

onde i : N −→ M é a inclusão de N em M e Di = ∂
∂xi + zα

xi
∂

∂zα +∑
j,α
zα

xixj
∂

∂pα
j

é a derivada total.
Este sistema, de segunda ordem, é conhecido como sistema de equações de Euler-Lagrange da
Lagrangiana L.
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Por fim, calcularemos a restrição i∗ψα, omitindo o pull-back por simplicidade.

∂L
∂zαdx− d

(
∂L
∂pα

i

)
∧ dx(i) = ∂L

∂zα
dx−

(
∂Lpα

i

∂xj
dxj +

∂Lpα
i

∂zα
dzα +

∂Lpα
i

∂pα
j

dpα
j

)
∧ dx(i)

= ∂L

∂zα
dx−

∂Lpα
i

∂xj
dxj ∧ dx(i) +

∂Lpα
i

∂zα
dzα ∧ dx(i) +

∂Lpα
i

∂pα
j

dpα
j ∧ dx(i)

= ∂L

∂zα
dx−

∂Lpα
i

∂xi
dx+

∂Lpα
i

∂zα
zα

xkdxk ∧ dx(i) +
∂Lpα

i

∂pα
j

zα
xjxldxl ∧ dx(i)

= ∂L

∂zα
dx−

∂Lpα
i

∂xi
dx+

∂Lpα
i

∂zα
zα

xidx+
∂Lpα

i

∂pα
j

zα
xjxidx

= ∂L

∂zα
dx−

(
∂

∂xi
+ zα

xi

∂

∂zα
+ zα

xjxi

∂

∂pα
j

)
(Lpα

i
)dx

= ∂L

∂zα
dx−Di

(
∂L

∂pα
i

)
dx.

Concluímos então que

i∗ψα = 0 ∀α = 1, ..., s ⇐⇒ ∂L

∂zα
−
∑

Di

(
∂L

∂pα
i

)
= 0. (2.11)

Exemplo 2.14. A sine-Gordon é a equação de Euler-Lagrange para o funcional

L(u) =
∫ ∫

(1
2uxut − cosu)dxdt.

De fato, observando que L = 1
2uxut − cosu, a equação (2.11) se reduz a

∂L
∂u

−Dx

(
∂L
∂ux

)
−Dt

(
∂L
∂ut

)
= 0.

Logo,
sin u− 1

2uxt − 1
2utx = 0,

i.e.,
uxt = sin u.

Exemplo 2.15. O pêndulo simples ideal consiste de uma massa pequena (sem atrito com ar)
preso a um fio de massa desprezível e comprimento l, formando um ângulo θ com a vertical
e uma altura h com relação ao ponto onde o fio está fixo. A Lagrangiana neste sistema é a
diferença entre a energia cinética e a energia potencial, i.e.,

L = mv2

2 +mgh.

Em coordenadas polares, notando que h = l cos θ e que a velocidade tangencial em função do
tempo é dada por v(t) = l cos θ(t), temos que

L = ml2

2 θ
′ 2 +mgl cos θ,
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onde θ′ = dθ

dt
.

Portanto, a equação (2.11) se transforma em

∂L

∂θ
− d

dt

(
∂L

∂θ′

)
= 0,

i.e.,
−mgl sin θ −ml2

d2θ

dt2
= 0,

ou seja,
d2θ

dt2
+ g

l
sin θ = 0.

Esta equação, que governa o movimento do pêndulo, é chamada de equação do pêndulo
ou equação de Mathieu.

Exemplo 2.16. No Capítulo 4, trabalharemos com a Lagrangiana energia dada em (3) e com
as variedades (R1,1, g) e (Q, h) tais que g = dx1 · dx2 e h = e2ρ(y1,y2)((dy1)2 + (dy2)2) onde ρ
é uma função real e · denota o produto simétrico entre formas diferenciais. Neste contexto,
encontraremos as equações de Euler-Lagrange.

Notemos que os símbolos de Christoffel em Q são dados por

Γ2
12 = Γ2

21 = Γ1
11 = ∂ρ

∂y1 = −Γ1
22, Γ1

12 = Γ1
21 = Γ2

22 = ∂ρ

∂y2 = −Γ2
11.

Em R1,1, os símbolos de Christoffel são dados por Γj
i = 0, i, j = 1, 2. Logo, os laplacianos

∆yγ = gij( ∂2yγ

∂xi∂xj − Γk
ij

∂yγ

∂xk ) de φ(x1, x2) = (y1(x1, x2), y2(x1, x2)) em P são dados por

∆y1 = 4 ∂2y1

∂x1∂x2 , ∆y2 = ∂2y2

∂x1∂x2 .

Portanto, o sistema (4) se reduz a
y1

12 = − ∂ρ

∂y1 (y1
1y

1
2 − y2

1y
2
2

)
− ∂ρ

∂y2 (y1
1y

2
2 + y1

2y
2
1

)
,

y2
12 = − ∂ρ

∂y1 (y1
1y

2
2 + y1

2y
2
1) + ∂ρ

∂y2 (y1
1y

1
2 − y2

1y
2
2),

(2.12)

onde yk
ij = ∂2φk

∂xi∂xj
e yk

i = ∂φk

∂xi
, i, j, k = 1, 2.
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Capítulo 3

SDE para aplicações harmônicas

O sistema de equações de Euler-Lagrange para aplicações harmônicas φ : P −→ Q

define uma subvariedade de J2(P,Q). A restrição do ideal de contato sobre J2(P,Q) a essa
subvariedade fornece um SDE cujas variedades integrais com condição de independência
dx1 ∧ dx2 ̸= 0, são prolongamentos de aplicações harmônicas. Entretanto, a descrição explícita
(4), das equações de Euler-Lagrange para estas aplicações, depende da escolha de coordenadas
locais. Em [12], foi proposto um SDE em J1(P,Q), em termos do qual é possível estudar as
aplicações harmônicas entre variedades Riemannianas de um ponto de vista global usando o
formalismo de Poincaré-Cartan. Esta abordagem, posteriormente, foi oportunamente adaptada
ao caso de variedades pseudo-Riemannianas em [36]. O nosso objetivo aqui será aquele de
apresentar a abordagem adotada em [36].

Neste capítulo, consideraremos duas variedades pseudo-Riemannianas (P, g) e (Q, h) com
assinaturas (n1, n2) e (s1, s2), respectivamente, onde n1 + n2 = n e s1 + s2 = s.

3.1 Preliminares

Começamos observando que em J1(P,Q) todo ponto é uma classe de equivalência [φ]1p
que pode ser identificada com a tripla (p, φ(p), φ∗,p) ou mais simplesmente com o próprio push-
forward φ∗,p : TpP −→ Tφ(p)Q. Portanto o fibrado J1(P,Q) −→ P ×Q pode ser identificado
com o fibrado Hom(TP, TQ) −→ P × Q, de formal tal que [φ]1p corresponde ao elemento
L[φ]1p = φ∗,p de Hom(TpP, Tφ(p)Q), também denotado mais simplesmente com L.

Usando coordenadas locais {xi} em P e {yα} em Q, denotaremos com {xi, yα, yα
i }

as coordenadas canônicas em J1(P,Q). Lembramos em particular que xi([φ]1p) = xi(p),
yα([φ]1p) = yα(φ(p)) e yα

i ([φ]1p) = φα
i (x(p)), onde denotamos com φα(x) as componentes da

representação coordenada de φ.

Usando estas coordenadas, temos que L[φ]1p(∂xi |x(p)) = φ∗,p(∂xi |x(p)) = yα
i ([φ]1p)∂yα|y(φ(p)),

i.e., L(∂xi) = yα
i ∂yα .
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Desta forma, introduzindo a notação

M := Hom(TP, TQ),

é fácil verificar que a distribuição de Cartan em J1(P,Q) pode ser identificada com a distribuição
dos vetores que anulam a forma (a valores vetoriais) ϕ̃ definida por

ϕ̃(X) = (πM
Q )∗(X) − L((πM

P )∗(X)),

onde X ∈ T(x,y,L)M e
πM

Q : M −→ Q,

πM
P : M −→ P,

são as projeções canônicas de M em Q e P , respectivamente.

Em coordenadas locais (xi, yα, yα
i ) em M , podemos expressar ϕ̃ da seguinte maneira

ϕ̃ = (dyα − yα
i dx

i) ⊗ ∂yα .

Usaremos também as seguintes notações para os fibrados dos referenciais

F(P ) = FrSO(P ), F(Q) = FrO(Q).

Portanto F(P ) denotará o conjunto dos pares (x, u), em que x ∈ P e u é um referencial
ortonormal orientado em x e F(Q) denotará o conjunto dos pares (y, v), em que y ∈ Q e
v é um referencial ortonormal em y. Formalmente trataremos um referencial u como um
isomorfismo u : Rn −→ TxP , que transforma a base canônica de Rn numa base ortonormal
orientada positivamente de TxP , relativamente ao produto escalar gx definido por g em TxP

e à orientação positiva de P . De forma análoga, v será um isomorfismo v : Rs −→ TyQ, que
transforma a base canônica de Rs numa base ortonormal de TyQ.

Sabemos que F(P ) é o SO(n1, n2)-fibrado principal dos referenciais ortonormais positivos
de P . Analogamente, F(Q) é o O(s1, s2)-fibrado principal dos referenciais ortonormais de Q.

A partir destes dois fibrados podemos considerar também

F(P ) × F(Q) −→ P ×Q

((x, u), (y, v)) 7−→ (x, y)

que, com a ação à direita natural de G = SO(n1, n2) ×O(s1, s2), definida por

F(P ) × F(Q) ×G −→ F(P ) × F(Q)
((x, u, y, v), (a, b)) 7−→ (x, u · a, y, v · b),

possui estrutura de G-fibrado principal.

Por outro lado, G também pode agir à esquerda sobre o espaço vetorial das matrizes
Ms×n(R)

G×Ms×n(R) −→ Ms×n(R)
((a, b), p) 7−→ b · p · a−1
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onde n = n1 + n2, s = s1 + s2. Portanto, definindo

F = F(P ) × F(Q) ×Ms×n(R) (3.1)

e considerando a ação à direita

F ×G −→ F
((x, u, y, v, p), (a, b)) 7−→ (x, u · a, y, v · b, b−1 · p · a),

podemos introduzir o fibrado vetorial

F/G = F(P ) × F(Q) ×G Ms×n(R) −→ P ×Q

associado ao fibrado principal F(P ) × F(Q) −→ P ×Q, relativamente à ação considerada de
G em Ms×n(R).

Este fibrado associado pode ser identificado com Hom(TP, TQ), por meio do isomorfismo

F/G −→ Hom(TP, TQ)
[x, u, y, v, p] 7−→ (x, y, v · p · u−1).

Note que, a definição desta aplicação independe do representante escolhido para [x, u, y, v, p]
em F/G:

(x, u · a, y, v · b, b−1 · p · a) 7−→ (x, y, (v · b) · (b−1 · p · a) · (u · a)−1) = (x, y, v · p · u−1).

Em virtude deste isomorfismo, daqui por diante, usaremos M para denotar não somente
J1(P,Q), ou Hom(TP, TQ), mas também F/G.

Além disto, usaremos as seguintes submersões

πF
M : F −→ M,

πF
F(P ) : F −→ F(P ),
πF

F(Q) : F −→ F(Q).

Sejam então:

• θ̃ a forma canônica de F(P ) a valores em Rn,

• ω̃ a forma de conexão de F(P ) a valores em so(n1, n2),

• Ω̃ a 2-forma de curvatura de ω̃ a valores em so(n1, n2).

Analogamente, sejam:

• θ̃ a forma canônica de F(Q) a valores em Rs,

• ω̃ a forma de conexão de F(Q) a valores em o(s1, s2),
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• Ω̃ a forma de curvatura de ω̃ a valores em o(s1, s2).

Realizando o pull-back destas formas por meio das submersões πF
F(P ) e πF

F(Q), obtemos

θ =
(
πF

F(P )

)∗
θ̃,

ω =
(
πF

F(P )

)∗
ω̃,

Ω =
(
πF

F(P )

)∗
Ω̃,

θ =
(
πF

F(Q)

)∗
θ̃,

ω =
(
πF

F(Q)

)∗
ω̃,

Ω =
(
πF

F(Q)

)∗
Ω̃.

(3.2)

Por outro lado, pelo Teorema 1.12, seguem as equações de estrutura

dθ̃i = −ω̃i
j ∧ θ̃j,

dω̃i
j = −ω̃i

k ∧ ω̃k
j + Ω̃i

j,

dθ̃
α = −ω̃α

β ∧ θ̃
β
,

dω̃α
β = −ω̃α

γ ∧ ω̃γ
β + Ω̃α

β ,

(3.3)

com
θ̃ = θ̃iei, ω̃ = ω̃i

jE
j
i , Ω̃ = Ω̃i

jE
j
i , θ̃ = θ̃

α
eα, ω̃ = ω̃α

βE
β
α, Ω̃ = Ω̃α

βE
β
α,

onde {ei}, {eα}, {Ej
i } e {Eβ

α} são as bases canônicas de Rn, Rs, so(n1, n2) e o(s1, s2), respecti-
vamente.

Logo, realizando o pull-back da primeira e segunda equações pela projeção πF
F(P ) e da

terceira e quarta pela projeção πF
F(Q), obtemos as equações de estrutura

dθi = −ωi
j ∧ θj,

dωi
j = −ωi

k ∧ ωk
j + Ωi

j,

dθα = −ωα
β ∧ θβ,

dωα
β = −ωα

γ ∧ ωγ
β + Ωα

β ,

(3.4)

onde
θ = θiei, ω = ωi

jE
j
i , Ω = Ωi

jE
j
i , θ = θαeα, ω = ωα

βE
β
α, Ω = Ωα

βE
β
α.

Em F podemos completar a um correferencial o sistema {θi, ωi
j, θ

α, ωα
β}, adicionando as

formas dpα
i , onde {pα

i } são as coordenadas canônicas em Ms×n(R), ou melhor ainda, as formas

πα
i = dpα

i + ωα
βp

β
i − pα

j ω
j
i , (3.5)
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que descrevem a derivada covariante de uma seção de Hom(TP, TQ) −→ P ×Q.

Em particular, com o intuito de facilitar os cálculos, podemos expressar as formas (3.5)
da seguinte maneira

π = dp+ ωp− pω.

Deste modo, completaremos as equações de estrutura (3.4) para F com

dπ = dωp− ω ∧ dp− dp ∧ ω − pdω

= (−ω ∧ ω + Ω)p− ω ∧ (π − ωp+ pω) − (π − ωp+ pω) ∧ ω − p(−ω ∧ ω + Ω)
= −ω ∧ ωp+ Ωp− ω ∧ π + ω ∧ ωp− ω ∧ pω − π ∧ ω + ωp ∧ ω − pω ∧ ω + pω ∧ ω − pΩ
= Ωp− pΩ − ω ∧ π − π ∧ ω,

i.e.,
dπα

i = Ωα
βp

β
i − pα

j Ωj
i − ωα

β ∧ πβ
i − πα

j ∧ ωj
i . (3.6)

Provamos portanto a seguinte proposição.

Proposição 3.1. A variedade F definida em (3.1) admite o correferencial {θi, ωi
j, θ

α, ωα
β , π

α
i },

em que θi, ωi
j, θ

α, ωα
β são as formas (3.2), enquanto πα

i são as formas (3.5), com equações de
estrutura (3.4) e (3.6).

3.2 Pullback do sistema de multicontato para F

A seguir, realizaremos o pullback do sistema de multicontato I = ⟨dyα − yα
i dx

i⟩ de M
para F .

Seja ϕ = (πF
M)∗(ϕ̃). Em virtude da definição de ϕ̃, para todo X ∈ T(x,u,y,v,p)F obtemos

que
ϕ(X) = ϕ̃((πF

M)∗X)
= (πM

Q )∗(πF
M)∗X − L((πM

P )∗(πF
M)∗X).

Logo, uma vez que πM
Q ◦ πF

M = πF
Q , πM

P ◦ πF
M = πF

P e πF
M(x, u, y, v, p) = (x, y, vpu−1), segue-se

que
ϕ(X) = (πF

Q)∗X − vpu−1((πF
P )∗X)

= v(v−1(πF
Q)∗X − pu−1((πF

P )∗X)).

Então, identificando TyQ com Rs através do isomorfismo v−1, podemos considerar ϕ como uma
forma a valores em Rs

ϕ(X) = v−1(πF
Q)∗X − pu−1((πF

P )∗X).

Assim, de (1.3), temos que
ϕ(X) = θ(X) − pθ(X),

i.e.,
ϕ = θ − pθ.
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Portanto, o sistema de multicontato em F é dado por

I = ⟨ϕα = θα − pα
i θ

i⟩. (3.7)

Além disto, utilizando as equações (3.4), obtemos as equações de estrutura para I

dϕ = dθ − dp ∧ θ − pdθ

= −ω ∧ θ − (π − ωp+ pω) ∧ θ + pω ∧ θ

= −π ∧ θ − ω ∧ ϕ,

i.e.,
dϕα = −πα

i ∧ θi − ωα
β ∧ ϕβ. (3.8)

3.3 Pullback da Lagrangiana para F

Nesta seção, realizando pullback, transformaremos a Lagrangiana energia e(φ)ν, dada
em (1), de P para M , e em seguida para F .

Com este intuito, consideramos primeiro uma aplicação λ : M −→ R tal que

i∗λ = (πNφ

U )∗e(φ)

onde Nφ = {(x, φ(x), φ∗) | φ : U ⊂ P −→ Q}, πNφ

U = πM
P ◦ i é a restrição de πM

P à Nφ e
i : Nφ −→ M a inclusão de Nφ em M . Sendo assim, a Lagrangiana energia em M será dada
por

i∗L = (πNφ

U )∗(e(φ)ν),

i.e., com o abuso de notação (πM
P )∗ν = ν,

L = λν.

Finalmente, obteremos a Lagrangiana em F

L̃ = (πF
M)∗(L).

Para definir λ, primeiro introduzimos uma 2-forma em M . Seja ĥ a 2-forma em M dada por

ĥ(X, Y ) = h(L((πM
P )∗X), L((πM

P )∗Y )),

onde X, Y ∈ T(x,y,L)M . Temos então que, para X, Y ∈ T(x,φ(x),φ∗)Nφ

(i∗ĥ)(X, Y ) = ĥ(i∗X, i∗Y )

= h(L
∣∣∣
(x,φ(x),φ∗)

((πM
P )∗i∗X), L

∣∣∣
(x,φ(x),φ∗)

((πM
P )∗i∗Y ))

= h(L
∣∣∣
(x,φ(x),φ∗)

((πNφ

U )∗X), L
∣∣∣
(x,φ(x),φ∗)

((πNφ

U )∗Y ))

= h(φ∗(πNφ

U )∗X,φ∗(πNφ

U )∗Y )

= φ∗h((πNφ

U )∗X, (πNφ

U )∗Y )

= (πNφ

U )∗φ∗h(X, Y ),
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e assim

i∗ĥ = (πNφ

U )∗φ∗h.

Note que, ao definir ĝ = (πM
P )∗g e λ = 1

2trĝ(ĥ) obtemos

i∗λ = 1
2tr(i∗ĝ)(i∗ĥ)

= 1
2tr(i∗(πM

P )∗ĝ)((π
Nφ

U )∗φ∗h)

= 1
2tr((πNφ

U )∗ĝ)((π
Nφ

U )∗φ∗h)

= (πNφ

U )∗
(

1
2trg(φ∗h)

)
,

i.e.,

i∗λ = (πNf

U )∗(e(φ)).

Agora, realizaremos o pullback da Lagrangiana L = λν para F . Com este intuito,
calcularemos (πF

M)∗λ e (πF
M)∗(πM

P )∗ν = (πF
P )∗ν. Primeiramente, note que

(πF
M)∗λ = 1

2tr(πF
M )∗ĝ((πF

M)∗ĥ).

Para X, Y ∈ T(x,u,y,v,p)F

(πF
M)∗ĥ(X, Y ) = ĥ((πF

M)∗X, (πF
M)∗Y )

= h(L
∣∣∣
πF

M (x,u,y,v,p)
((πM

P )∗X), L
∣∣∣
πF

M (x,u,y,v,p)
((πM

P )∗Y ))

= h(vpu−1((πM
P )∗X), vpu−1((πM

P )∗Y )).

Em decorrência de θ =
(
πF

F(P )

)∗
θ̃ e θ̃ = u−1 ◦ (πF(P )

P )∗ conclui-se que θ = u−1 ◦
(
πF

P

)
∗
. Deste

fato e da linearidade das aplicações v e p, segue que

(πF
M)∗ĥ(X, Y ) = h(vpθ(X), vpθ(Y ))

= h(vp(θi(X)ei), vp(θj(Y )ej))

= h(vp(ei), vp(ej))θi(X)θj(Y )

= h(v(pα
i eα), v(pβ

j eβ))θi(X)θj(Y )

= h(v(eα), v(eβ))pα
i p

β
j θ

i(X)θj(Y )

= h̃αβp
α
i p

β
j θ

i(X)θj(Y ),

onde (h̃αβ) é a matriz de h com respeito a base {v(eα)}α=1,...,s. Portanto, concluímos que

(πF
M)∗ĥ = h̃αβp

α
i p

β
j θ

i · θj,
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onde · denota o produto simétrico entre formas diferenciais. Observa-se também que, da
definição de θ e da linearidade da aplicação u

(πF
M)∗ĝ(X, Y ) = (πF

M)∗(πM
P )∗g(X, Y )

= (πF
P )∗g(X, Y )

= g((πF
P )∗X, (πF

P )∗Y )

= g(uu−1(πF
P )∗X, uu

−1(πF
P )∗Y )

= g(u(θ(X), u(θ(Y )))

= g(u(θi(X)ei), u(θj(Y )ej))

= g(u(ei), u(ej))θi(X)θj(Y )

= g̃ijθ
i(X)θj(Y ),

onde (g̃ij) é a matriz de g com respeito à base {u(ei)}i=1,...,n. Portanto,

(πF
M)∗ĝ = g̃ijθ

i · θj.

Finalmente, em virtude da definição de tr,

(πF
M)∗λ = 1

2tr(πF
M )∗ĝ((πF

M)∗ĥ)

= 1
2tr(g̃ijθi·θj)(h̃αβp

α
i p

β
j θ

i · θj)

= 1
2 g̃

ijpα
i p

β
j h̃αβ,

onde g̃ij é a inversa de g̃.

Calcularemos agora o pullback da forma de volume ν para F . Dados X1, ..., Xn ∈
T(x,u,y,v,p)F

(πF
P )∗ν(X1, ..., Xn) = ν((πF

P )∗X1, ..., (πF
P )∗Xn)

= ν(u(θ(X1), ..., u(θ(Xn))

= ν(u(θi1(X1)ei1), ..., u(θin(Xn)ein))

= ν(u(ei1), ..., u(ein))θi1(X1)...θin(Xn).

Como {u(e1), ..., u(en)} é base ortonormal orientada e ν é a forma de volume induzida por g,
segue que ν(u(e1), ..., u(en)) = 1. Assim, considerando que ν é uma forma alternada e usando
a definição de produto exterior de formas diferenciais, temos que

(πF
P )∗ν = θ1 ∧ ... ∧ θn.

Finalmente, definindo Θ = θ1 ∧ ... ∧ θn e λ̃ = 1
2 g̃

ijpα
i p

β
j h̃αβ, a Lagrangiana em F é dada por

L̃ = λ̃Θ. (3.9)

Provamos portanto a seguinte
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Proposição 3.2. O pullback da Lagrangiana energia e(f)ν de P para F é dado por

L̃ = λ̃Θ,

com Θ = θ1 ∧ ... ∧ θn e λ̃ = 1
2 g̃

ijpα
i p

β
j h̃αβ.

3.4 SDE de Euler-Lagrange para aplicações harmônicas

Procederemos de modo análogo ao realizado na Seção 2.5 para obter o SDE de Euler-
Lagrange para aplicações harmônicas. Conforme observado na Seção 2.4, a Lagrangiana

L = L̃ + ϕα ∧ ∂λ̃

∂pα
i

Θ(i)

é um levantamento admissível para [L̃], onde Θ(i) = Zi ⌟ Θ = (−1)i−1θ1 ∧ ... ∧ θ̂i ∧ ... ∧ θn e Zi

é o campo dual a θi com respeito as formas θ1, ..., θn. Então, localmente

L = 1
2 g̃

ijpα
i p

β
j h̃αβΘ + ϕα ∧ ∂λ̃

∂pα
i

Θ(i)

= 1
2 g̃

ijpα
i p

β
j h̃αβΘ + ϕα ∧ ∂

∂pα
i

(
1
2 g̃

ijpα
i p

β
j h̃αβ

)
Θ(i)

= 1
2 g̃

ijpα
i p

β
j h̃αβΘ + g̃ijpβ

j h̃αβϕ
α ∧ Θ(i).

(3.10)

Com o intuito de calcular dL, calcularemos agora dΘ e dΘ(i). De fato,

dΘ = d(θ1 ∧ ... ∧ θn)

=
n∑

i=1
(−1)i−1θ1 ∧ ... ∧ dθi ∧ ...θn

=
n∑

i=1
(−1)i−1dθi ∧ θ1 ∧ ... ∧ θ̂i ∧ ... ∧ θn

= dθi ∧ Θ(i).

Utilizando as equações de estrutura (3.4), temos que

dΘ = −ωi
j ∧ θj ∧ Θ(i)

= −ωi
j ∧ (δjiΘ)

= −δjiω
i
j ∧ Θ.

Como ω = ωi
jE

j
i é uma forma a valores em so(n1, n2), a matriz (ωi

j) possui traço nulo, logo

dΘ = 0. (3.11)

Analogamente, definindo Θ(ij) = (Θ(i))(j), obtém-se

dΘ(i) = dθj ∧ (Θ(i))(j)

= dθj ∧ Θ(ij).
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Pelas equações de estrutura (3.4)

dΘ(i) = −ωj
k ∧ θk ∧ Θ(ij).

Observa-se agora que θk ∧ Θ(ij) = δk
j Θ(i) − δk

i Θ(j). Com efeito, da equação θj ∧ Θ(i) = δjiΘ,
tem-se que

θk ∧ Θ(ij) = θk ∧ (Zj ⌟ Θ(i))
= (Zj ⌟ θk) ∧ Θ(i) − Zj ⌟ (θk ∧ Θ(i))
= δk

j Θ(i) − Zj ⌟ δk
i Θ

= δk
j Θ(i) − δk

i Θ(j),

Disto, segue que
dΘ(i) = −ωj

k ∧ (δk
j Θ(i) − δk

i Θ(j))
= −δk

jω
j
k ∧ Θ(i) + δk

i ω
j
k ∧ Θ(j)

= ωj
i ∧ Θ(j).

(3.12)

Logo, utilizando as equações (3.11) e (3.12)

dL = d(1
2 g̃

ijpα
i p

β
j h̃αβΘ + g̃ijpβ

j h̃αβϕ
α ∧ Θ(i))

= 1
2 g̃

ijdpα
i p

β
j h̃αβ ∧ Θ + 1

2 g̃
ijpα

i dp
β
j h̃αβ ∧ Θ + g̃ijdpβ

j h̃αβ ∧ ϕα ∧ Θ(i) + g̃ijpβ
j h̃αβdϕ

α ∧ Θ(i)

−g̃ijpβ
j h̃αβ ∧ ϕα ∧ dΘ(i)

= 1
2 g̃

ijdpα
i p

β
j h̃αβ ∧ Θ + 1

2 g̃
jipβ

j dp
α
i h̃βα ∧ Θ + g̃ijdpβ

j h̃αβ ∧ ϕα ∧ Θ(i) + g̃ijpβ
j h̃αβ ∧ dϕα ∧ Θ(i)

−g̃ijpβ
j h̃αβϕ

α ∧ ωj
i ∧ Θ(j).

Tendo em vista que g̃ij e h̃αβ são simétricos, temos que

dL = g̃ijpα
i dp

β
j h̃αβ ∧ Θ + g̃ijdpβ

j h̃αβ ∧ ϕα ∧ Θ(i) + g̃ijpβ
j h̃αβ ∧ dϕα ∧ Θ(i)

−g̃ijpβ
j h̃αβϕ

α ∧ ωj
i ∧ Θ(j).

Das expressões (3.5) e das equações de estrutura (3.8), obtém-se

dL = g̃ijpα
i (πβ

j − ωβ
γp

γ
j + pβ

kω
k
j )h̃αβ ∧ Θ + g̃ij(πβ

j − ωβ
γp

γ
j + pβ

kω
k
j )h̃αβ ∧ ϕα ∧ Θ(i)

+g̃ijpβ
j h̃αβ ∧ (−πα

i ∧ θi − ωα
β ∧ ϕβ) ∧ Θ(i) − g̃ijpβ

j h̃αβϕ
α ∧ ωj

i ∧ Θ(j).

Usando que g̃ijωk
j = ωik, h̃αβω

β
γ = ωαγ, temos

dL = g̃ijpα
i π

β
j h̃αβ ∧ Θ − g̃ijpα

i p
γ
jωαγ ∧ Θ + pα

i p
β
k h̃αβω

ik ∧ Θ + g̃ijh̃αβπ
β
j ∧ ϕα ∧ Θ(i)

−g̃ijpγ
jωαγ ∧ ϕα ∧ Θ(i) + pβ

k h̃αβω
ik ∧ ϕα ∧ Θ(i) − g̃ijpβ

j h̃αβπ
α
k ∧ θk ∧ Θ(i) − g̃ijpβ

j ωβγ ∧ ϕγ ∧ Θ(i)

−g̃ijpβ
j h̃αβϕ

α ∧ ωk
i ∧ Θ(k)

= −g̃ijpα
i p

γ
jωαγ ∧ Θ + pα

i p
β
k h̃αβω

ik ∧ Θ + g̃ijh̃αβπ
β
j ∧ ϕα ∧ Θ(i) − g̃ijpγ

jωαγ ∧ ϕα ∧ Θ(i)

+pβ
k h̃αβω

ik ∧ ϕα ∧ Θ(i) − g̃ijpβ
j ωβγ ∧ ϕγ ∧ Θ(i) + pβ

j h̃αβω
jk ∧ ϕα ∧ Θ(k).

Finalmente, da antissimetria de g̃ijωk
j = ωik e h̃αβω

β
γ = ωαγ decorre

dL = −ϕα ∧ (g̃ijh̃αβπ
β
i ∧ Θ(j)). (3.13)
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Portanto, levando em consideração (3.8) e (3.13), deduzimos que o SDE no qual as variedades
integrais são os pontos críticos do funcional

∫
P L é dado por

E = ⟨ϕα, πα
i ∧ θi, g̃ijh̃αβπ

β
i ∧ Θ(j)⟩alg. (3.14)

Assim, provamos a seguinte

Proposição 3.3. O SDE de Euler-Lagrange para aplicações harmônicas é dado por

E = ⟨ϕα, πα
i ∧ θi, g̃ijh̃αβπ

β
i ∧ Θ(j)⟩alg. (3.15)





79

Capítulo 4

Integrabilidade das aplicações harmônicas
de tipo onda

Neste capítulo, restringiremos o nosso estudo às aplicações harmônicas φ : P −→ Q,
em que (P, g) é o espaço de Minkowski bidimensional e (Q, h) uma variedade Riemanniana
bidimensional. Essas aplicações são conhecidas como aplicações harmônicas bidimensionais de
tipo onda ("wave maps"), ou ainda σ-modelos.

Primeiramente, calcularemos o SDE de Euler-Lagrange E que descreve aplicações de tipo
onda. Logo após, considerando que E é invariante sob a ação do grupo das transformações
conformes que preservam a orientação do espaço de Minkowski, calcularemos a redução Ē de E
por este grupo. Em seguida, encontraremos condições para a integrabilidade segundo Darboux
de E em termos de propriedades de E . Isso implicará em condições para a integrabilidade
segundo Darboux de E em termos da curvatura de Gauss k de Q.

Finalmente, estudaremos a integrabilidade segundo Darboux do SDE prolongado E (1). De
forma semelhante ao procedimento realizado com o SDE E , calcularemos o sistema reduzido de
E (1) pelas transformações conformes que preservam a orientação. Em seguida, encontraremos
condições para integrabilidade segundo Darboux de E (1) em termos de propriedades de E (1).

4.1 SDE de Euler-Lagrange E

Denotamos com (x1, x2) as coordenadas globais de tipo luz em P = R1,1, nas quais a
métrica g se escreve na forma

g = dx1 · dx2,

e com {y1, y2} coordenadas locais isotérmicas em Q, nas quais a métrica h possui a expressão
(conforme)

h = e2ρ(y1,y2)((dy1)2 + (dy2)2),
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com ρ = ρ(y1, y2). Note que o uso de coordenadas isotérmicas (ou conformes) não é restritivo,
pois localmente sempre existem tais coordenadas (veja [38, 39] e [14]).

O motivo pelo qual consideraremos coordenadas de tipo luz em P é que nestas coordenadas
as isometrias lineares se tornam mais simples quando comparadas com aquelas da métrica em
sua forma canônica. De fato, no caso em que g = dx1 · dx2, o grupo das isometrias lineares que
preservam a orientação é o seguinte subgrupo de SL2(R)

D =
{a 0

0 1
a

 ∣∣∣∣∣ a ∈ R\{0}
}
.

Já no caso de coordenadas {x̃1, x̃2} da forma canônica g̃ = (dx̃1)2 − (dx̃2)2, o grupo das
isometrias lineares que preservam a orientação é

{cosh a sinh a
sinh a cosh a

 ∣∣∣∣∣ a ∈ R
}
.

Além disto, com as escolhas feitas para as expressões coordenadas de g e h, as equações
de Euler-Lagrange para uma aplicação φ : P −→ Q são, exatamente aquelas descritas no
Exemplo 2.16 

y1
12 = − ∂ρ

∂y1 (y1
1y

1
2 − y2

1y
2
2

)
− ∂ρ

∂y2 (y1
1y

2
2 + y1

2y
2
1

)
,

y2
12 = − ∂ρ

∂y1 (y1
1y

2
2 + y1

2y
2
1) + ∂ρ

∂y2 (y1
1y

1
2 − y2

1y
2
2),

(4.1)

onde yk
ij = ∂2φk

∂xi∂xj
e yk

i = ∂φk

∂xi
, i, j, k = 1, 2.

Note porém que g = dx1 ·dx2, logo o correferencial {dx1, dx2} não é ortonormal, contraria-
mente ao que assumimos no Capítulo 3, onde determinamos em geral o SDE de Euler-Lagrange
para aplicações harmônicas.

Portanto, ao trabalhar com um correferencial não ortonormal em P , será necessário
realizar cálculos específicos para determinar a forma do SDE de Euler-Lagrange no caso atual.

Contudo, apesar de termos que fazer um cálculo "ad hoc"de E , neste caso específico
haverá importantes simplificações que vêm do fato de que P = R1,1 possui um referencial
globalmente definido, e portanto, uma seção global s : R1,1 −→ F(R1,1), por meio da qual
podemos identificar R1,1 com s(R1,1). Isso nos permite restringir as formas definidas no Capítulo
3 em F(R1,1) à R1,1, sem a necessidade de introduzir o fibrado F(R1,1) nos cálculos deste
capítulo. Notemos também que, neste caso, em que dim Q = 2, podemos parametrizar os
referenciais ortonormais em um ponto de Q com apenas um parâmetro, um ângulo de rotação
v.

A seguir, restringiremos portanto os cálculos realizados no Capítulo 3, com o intuito de
obter o SDE de Euler-Lagrange para o caso particular em que estamos interessados.
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Começamos observando que, com base nas considerações feitas acima, a variedade F em
(3.1) assume a seguinte forma

F = R1,1 × F(Q) ×M2×2(R),

com coordenadas locais {x1, x2, y1, y2, v, p1
1, p

2
1, p

1
2, p

2
2}. Além disto, as formas canônicas {θi},

{θi} e de conexão ω1
2, ω1

2 são

θ1 = dx1,

θ2 = dx2,

ω1
2 = 0,
θ1 = cos(v)(eρ(y1,y2)dy1) + sin(v)(eρ(y1,y2)dy2),
θ2 = − sin(v)(eρ(y1,y2)dy1) + cos(v)(eρ(y1,y2)dy2),
ω1

2 = ∂ρ
∂y2dy

1 − ∂ρ
∂y1dy

2 + dv,

(4.2)

com equações de estrutura
dθ1 = 0,
dθ2 = 0,
dω1

2 = 0,
dθ1 = −ω1

2 ∧ θ2,

dθ2 = ω1
2 ∧ θ1,

dω1
2 = kθ1 ∧ θ2,

onde k é a curvatura de Gauss de Q.

Portanto, o sistema de multicontato (3.7)

I = ⟨ϕ1, ϕ2⟩,

onde
ϕ1 = θ1 − p1

1θ
1 − p1

2θ
2,

ϕ2 = θ2 − p2
1θ

1 − p2
2θ

2,

possui as seguintes equações de estrutura

dϕ1 = −ω1
2 ∧ ϕ2 − π1

1 ∧ θ1 − π1
2 ∧ θ2,

dϕ2 = ω1
2 ∧ ϕ1 − π2

1 ∧ θ1 − π2
2 ∧ θ2,

(4.3)

onde, por (3.5) 

π1
1 = dp1

1 + p2
1ω

1
2,

π2
1 = dp2

1 − p1
1ω

1
2,

π1
2 = dp1

2 + p2
2ω

1
2,

π2
2 = dp2

2 − p1
2ω

1
2.

Desta forma, fica determinado o correferencial

{θ1, θ2, θ1, θ2, ω1
2, π

1
1, π

1
2, π

2
1, π

2
2}. (4.4)
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Por outro lado, a Lagrangiana (3.9) neste caso, se reduz à seguinte

L̃ = (p1
1p

1
2 + p2

1p
2
2)θ1 ∧ θ2, (4.5)

logo, (3.10) fornece

L = (p1
1p

1
2 + p2

1p
2
2)θ1 ∧ θ2 − p1

1ϕ
1 ∧ θ1 + p1

2ϕ
1 ∧ θ2 − p2

1ϕ
2 ∧ θ1 + p2

2ϕ
2 ∧ θ2.

Por conseguinte,

dL = ϕ1 ∧ (π1
1 ∧ θ1 − π1

2 ∧ θ2) + ϕ2 ∧ (π2
1 ∧ θ1 − π2

2 ∧ θ2), (4.6)

e levando em consideração (4.3) e (4.6) deduz-se que o SDE de Euler-Lagrange, neste caso,
assume a forma seguinte

E = ⟨ϕ1, ϕ2, π1
1 ∧ θ1, π1

2 ∧ θ2, π2
1 ∧ θ1, π2

2 ∧ θ2⟩alg, (4.7)

com condição de independência θ1 ∧ θ2 ̸= 0.

Em particular E possui uma distribuição característica de Cauchy 1-dimensional gerada
pelo campo vetorial ∂ω1

2
dual da 1-forma ω1

2, em relação ao correferencial (4.4), i.e., ∂ω1
2

é o
campo único e completamente determinado pelas condições

∂ω1
2
⌟ ω1

2 = 1,

∂ω1
2
⌟ θi = ∂ω1

2
⌟ θi = ∂ω1

2
⌟ πi

j = 0.

Usando as representações coordenadas (4.2) é imediato verificar que ∂ω1
2

= ∂v. Com isto se
segue também que, usando a Definição 1.36, E é decomponível do tipo [3, 3] com sistemas
singulares associados

V̂ = ⟨ϕ1, ϕ2, π1
2, π

2
2, θ

2⟩, V̌ = ⟨ϕ1, ϕ2, π1
1, π

2
1, θ

1⟩.

4.2 Quociente de E por G = Conf+(R1,1)

Inicialmente, notemos que a Lagrangiana em (4.5) é invariante com respeito ao grupo
das transformações conformes do espaço de Minkowski

Conf(R1,1) = {ψ : R1,1 −→ R1,1 difeomorfismo | ψ∗g = e2µg, µ ∈ C∞(R1,1)}.

De fato, se por efeito de uma transformação conforme ψ∗(g) = e2µg, então

ψ∗(θi) = eµθi,

portanto, analisando ψ∗(ϕi), se deduz facilmente que

ψ∗(L̃) = L̃.
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Prolongaremos agora a ação de Conf(R1,1) a F de tal forma que o prolongamento preserve o
ideal de contato I. Assim, uma vez que a ação preserva I e a Lagrangiana, também preservará
o SDE E . Em seguida, consideraremos o grupo das transformações conformes que preservam a
orientação e procederemos com o cálculo do SDE reduzido.

Proposição 4.1. O grupo das transformações conformes Conf(R1,1) é o produto semi-direto
entre Z2 e o grupo G := Conf+(R1,1) das transformações conformes que preservam a orientação,
ou seja,

Conf(R1,1) = Z2 ⋉ Conf+(R1,1).

Demonstração. Todo difeomorfismo (x1, x2) 7−→ (x̄1, x̄2), com x̄i = F i(x1, x2) é conforme se, e
somente se,

dx̄1 · dx̄2 = e2µdx1 · dx2,

i.e.,
F 1

,x1F 2
,x1 = F 1

,x2F 2
,x2 = 0, F 1

,x1F 2
,x2 + F 1

,x2F 2
,x1 = e2µ.

Portanto, são possíveis somente os dois casos:

(i) F 1 = F 1(x1), F 2 = F 2(x2);

(ii) F 1 = F 1(x2), F 2 = F 2(x1).

Destes, o primeiro preserva a orientação, descrevendo assim o grupo Conf+(R1,1), enquanto o
segundo inverte a orientação e resulta ser a composição de um elemento de Conf+(R1,1) com
a permutação h(x1, x2) = (x2, x1), que inverte a orientação.

Logo, todo elemento de Conf(R1,1) pode ser escrito de forma única como produto de
um elemento do subgrupo normal Z2 ∼= {1, h} com um elemento do subgrupo Conf+(R1,1).
Assim, valem as condições

Conf(R1,1) = Z2 · Conf+(R1,1), Z2 ∩ Conf+(R1,1) = 1,

que caracterizam o produto semidireto

Conf(R1,1) = Z2 ⋉ Conf+(R1,1).

Por outro lado, a ação de G em R1,1 se estende naturalmente à F de tal maneira que I
seja preservado:

(x1, x2, y, v, p1
1, p

2
1, p

1
2, p

2
2) −→

(
F (x1), G(x2), y, v, p1

1
F ′(x1) ,

p2
1

F ′(x1) ,
p1

2
G′(x2) ,

p2
2

G′(x2)

)
.

Segue uma descrição infinitesimal desta ação:
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Proposição 4.2. A álgebra dos geradores infinitesimais da ação de G em F admite a seginte
representação

Γ = ⟨∂x1 , ∂x2 , p1
1∂p1

1
+ p2

1∂p2
1
, p1

2∂p1
2

+ p2
2∂p2

2
⟩. (4.8)

Demonstração. Um campo Z = f∂x1 +g∂x2 em P é um gerador infinitesimal de transformações
conformes se, e somente se,

LZ(dx1 · dx2) = λdx1 · dx2,

para alguma função λ > 0. Logo, em virtude de

LZ(dx1 · dx2) = LZdx
1 · dx2 + dx1 · LZdx

2

= df · dx2 + dx1 · dg,

segue que f = f(x1) e g = g(x2), conforme esperado. Considerando então uma extensão de Z
à F

Z̃ = Z + a1∂p1
1

+ a2∂p2
1

+ a3∂p1
2

+ a4∂p2
2
,

a condição de invariância LZ̃I ⊂ I do sistema de multicontato I = ⟨ϕ1, ϕ2⟩, leva às seguintes
condições 

LZ̃ϕ
1 = −(a1 − p1

1
∂f
∂x1 )dx1 − (a3 − p1

2
∂g

∂x2 )dx2 ∈ I,

LZ̃ϕ
2 = −(a2 − p2

1
∂f
∂x1 )dx1 − (a4 − p2

2
∂g

∂x2 )dx2 ∈ I,

pelas quais deduzimos que

Z̃ = f∂x1 + g∂x2 − ∂f

∂x1p
1
1∂p

1
1 − ∂f

∂x1p
2
1∂p

2
1 − ∂g

∂x2p
1
2∂p

1
2 − ∂g

∂x2p
2
2∂p

2
2. (4.9)

Logo, a álgebra dos geradores infinitesimais da ação de G em F é dada por

Γ = ⟨∂x1 , ∂x2 , p1
1∂p1

1
+ p2

1∂p2
1
, p1

2∂p1
2

+ p2
2∂p2

2
⟩. (4.10)

Notemos que a órbita de um ponto (x0, y0, v0, p̃) ∈ F é dada por

O(x0,y0,v0,p̃) = {(x, y0, v0, p)| x ∈ R1,1, p1
1 = λp̃1

1, p
2
1 = λp̃2

1, p
1
2 = µp̃1

2, p
2
2 = µp̃2

2},

onde λ, µ ̸= 0. A seguir, restringiremos a ação de G a um subconjunto U ⊂ F com o intuito de
preservar a dimensão das órbitas e tornar a ação regular, visto que ao considerarmos p1

1 = p2
1 = 0

ou p1
2 = p2

2 = 0 obtemos órbitas de dimensões diferentes.

Proposição 4.3. O grupo G age regularmente em

U = R1,1 × F(Q) × (R2\{0}) × (R2\{0}),

e o quociente de U por G é dado por

Ū = F(Q) × RP1 × RP1.
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Demonstração. Primeiramente, note que RP1 pode ser identificado com ] − π, π]. Seja q :
U −→ F(Q) × RP1 × RP1 a aplicação dada por

q(x, y, v, p) =



(
y, v, s0 = arctg

(
p2

1
p1

1

)
, t0 = arctg

(
p2

2
p1

2

))
, se p1

1, p
1
2 ̸= 0,(

y, v, s0 = π/2, t0 = arctg
(

p2
2

p1
2

))
, se p1

1 = 0, p1
2 ̸= 0,(

y, v, s0 = arctg
(

p2
1

p1
1

)
, t0 = π/2

)
, se p1

1 ̸= 0, p1
2 = 0,(

y, v, s0 = π/2, t0 = π/2
)
, se p1

1 = 0, p1
2 = 0.

Observa-se que a pré-imagem de um ponto
(
y, v, s0 = arctg

(
p2

1
p1

1

)
, t0 = arctg

(
p2

2
p1

2

))
∈ F(Q) ×

RP1 × RP1 coincide com a órbita O(x,y,v,p). Portanto,

Ū = F(Q) × RP1 × RP1.

Em virtude de q ser uma submersão, concluímos que G age regularmente em U .

Para calcular o SDE reduzido, encontraremos um correferencial que satisfaça a Proposição
1.35. Primeiramente, notemos que o módulo das 1-formas diferenciais semibásicas é dado por

Γ⊥ = ⟨σ̃, τ̃ , ω1
2,

˜̃ξ1, ˜̃η1⟩,

onde
σ̃ = p1

2
p1

1p2
2−p1

2p2
1
θ2 − p2

2
p1

1p2
2−p1

2p2
1
θ1,

τ̃ = p2
1

p1
1p2

2−p1
2p2

1
θ1 − p1

1
p1

1p2
2−p1

2p2
1
θ2,

˜̃ξ1 = p1
1dp

2
1 − p2

1dp
1
1 − ((p1

2)2 + (p2
2)2)ω1

2,

˜̃η1 = p1
2dp

2
2 − p2

2dp
1
2 − ((p1

2)2 + (p2
2)2)ω1

2.

Completaremos estas formas diferenciais a um correferencial adaptado a Γ⊥, dual aos campos
vetoriais em Γ, como segue

β1 = p1
2

p1
1p2

2−p1
2p2

1
θ2 − p2

2
p1

1p2
2−p1

2p2
1
θ1 + θ1,

β2 = p2
1

p1
1p2

2−p1
2p2

1
θ1 − p1

1
p1

1p2
2−p1

2p2
1
θ2 + θ2,

ζ̃1 = 1
(p1

1)2+(p2
1)2 (p1

1dp
1
1 + p2

1dp
2
1),

α̃1 = 1
(p2

2)2+(p1
2)2 (p1

2dp
1
2 + p2

2dp
2
2).

(4.11)

Ao considerarmos este novo referencial, devemos realizar a restrição de U a um subconjunto
aberto, de modo que p1

1p
2
2 − p1

2p
2
1 ̸= 0, i.e., det(p) ̸= 0. Com um abuso de notação, chamaremos

este conjunto ainda de U . Em Ū , isso é o mesmo que s0 ≠ t0. Neste correferencial, o SDE (4.7)
é dado por

E = ⟨β1, β2, α̃1 ∧ τ̃ , ˜̃η1 ∧ τ̃ , ζ̃1 ∧ σ̃, ˜̃ξ1 ∧ σ̃⟩alg, (4.12)

com condição de independência σ̃ ∧ τ̃ ̸= 0.
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Proposição 4.4. Seja E o SDE dado acima e q : U −→ Ū a aplicação quociente. Então Ē é
um sistema hiperbólico de classe s = 0.

Demonstração. As formas semibásicas sobre E são

A1
sb = E ∩ Λ1(Γ⊥) = {0},

A2
sb = E ∩ Λ2(Γ⊥) = ⟨˜̃η1 ∧ τ̃ , ˜̃ξ1 ∧ σ̃⟩.

Note que E satisfaz as hipóteses da Proposição 1.35, logo Ē é gerado algebricamente por 1 e
2-formas. Para uma seção genérica s : Ū −→ U

Ē = ⟨s∗(˜̃η1 ∧ τ̃), s∗( ˜̃ξ1 ∧ σ̃)⟩alg

= ⟨s∗(˜̃η1) ∧ s∗(τ̃), s∗( ˜̃ξ1) ∧ s∗(σ̃)⟩alg.
(4.13)

Este sistema é hiperbólico, conforme a Definição 1.36.

4.2.1 SDE reduzido Ē em coordenadas

Nesta seção, introduziremos um correferencial que será utilizado de agora em diante,
calcularemos suas equações de estrutura e expressaremos o SDE reduzido Ē em coordenadas.
Seja s : Ū −→ U uma seção dada por

s(y, v, s0, t0) = (0, 0, y, v, cos(s0), sin(s0), cos(t0), sin(t0)). (4.14)

Esta seção induz coordenadas G-adaptadas γ : R1,1 × F(Q) × R2 × RP1 × RP1 −→ U em U

dadas por

γ(x, y, v, q0, r0, s0, t0) = (x, y, v, p1
1 = eq0 cos(s0), p2

1 = eq0 sin(s0), p1
2 = er0 cos(t0), p2

2 = er0 sin(t0)),

ou seja, coordenadas para as quais a aplicação quociente é expressa por

q(x, y, v, q0, r0, s0, t0) = (y, v, s0, t0).

Nessas coordenadas, o campo Z̃ em (4.9) é dado por

Z̃ = f∂x1 + g∂x2 − ∂f

∂x1∂q0 − ∂g

∂x2∂r0 , (4.15)

e a álgebra dos geradores infinitesimais (4.10) corresponde a

Γ = ⟨∂x1 , ∂x2 , ∂q0 , ∂r0⟩.

Realizando o pullback de Γ⊥ pela seção s na equação (4.14), obtemos que

σ = s∗σ̃ = − sin(t0)
sin(δ) θ

1 + cos(t0)
sin(δ) θ

2,

τ = s∗τ̃ = sin(s0)
sin(δ) θ

1 − cos(s0)
sin(δ) θ

2,

ξ̃1 = s∗ ˜̃ξ1 = ds0 − ω1
2,

η̃1 = s∗ ˜̃η1 = dt0 − ω1
2,

(4.16)
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onde δ = t0 − s0. Logo, da equação (4.13), obtemos o SDE reduzido

Ē = ⟨η̃1 ∧ τ, ξ̃1 ∧ σ⟩alg,

com condição de independência σ ∧ τ ̸= 0.

Realizando o pullback das formas em (4.16) pela aplicação quociente q : U −→ Ū ,
obtemos as formas G-básicas em U (vide [3]), que, por abuso de notação, escrevemos

σ = q∗σ = − sin(t0)
sin(δ) θ

1 + cos(t0)
sin(δ) θ

2,

τ = q∗τ = sin(s0)
sin(δ) θ

1 − cos(s0)
sin(δ) θ

2,

ξ̃1 = q∗ξ̃1 = ds0 − ω1
2,

η̃1 = q∗η̃1 = dt0 − ω1
2.

(4.17)

Logo, as formas para completar o correferencial dual a Γ em (4.11) são dadas por

β1 = − sin(t0)
eq0 sin(δ)θ

1 + cos(t0)
eq0 sin(δ)θ

2 + θ1,

β2 = sin(s0)
er0 sin(δ)θ

1 − cos(s0)
er0 sin(δ)θ

2 + θ2,

ζ̃1 = dq0,

α̃1 = dr0.

(4.18)

Sendo assim, no seguinte correferencial em U

{β1, β2, σ, τ, ω
1
2, ζ̃1, α̃1, ξ̃1, η̃1}, (4.19)

o sistema de multicontato é dado por I = ⟨β1, β2⟩ e o SDE de Euler-Lagrange é expresso por

E = ⟨β1, β2, α̃1 ∧ τ, η̃1 ∧ τ, ζ̃1 ∧ σ, ξ̃1 ∧ σ⟩alg, (4.20)

com condição de independência σ ∧ τ ̸= 0.

Derivando as equações (4.17) e (4.18), obtemos as equações de estrutura para o correfe-
rencial (4.19)

dβ1 = 1
eq0 sin(δ) η̃1 ∧ τ − 1

eq0 ζ̃1 ∧ σ + cos(δ)
eq0 sin(δ) ξ̃1 ∧ τ,

dβ2 = − 1
er0 sin(δ) ξ̃1 ∧ σ − 1

er0 α̃1 ∧ τ − cos(δ)
er0 sin(δ) η̃1 ∧ τ,

dσ = cos(δ)
sin(δ) ξ̃1 ∧ σ + 1

sin(δ) η̃1 ∧ τ,

dτ = − 1
sin(δ) ξ̃1 ∧ σ − cos(δ)

sin(δ) η̃1 ∧ τ,

dω1
2 = k(sin(δ))σ ∧ τ,

dζ̃1 = 0,

dα̃1 = 0,

dξ̃1 = −k sin(δ)σ ∧ τ,

dη̃1 = −k sin(δ)σ ∧ τ.

(4.21)
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Finalmente, utilizando as equações (4.2) e (4.16), obtemos o SDE reduzido em coordenadas
locais

Ē =
〈(

dt0 − ∂ρ

∂y2dy
1 + ∂ρ

∂y1dy
2
)

∧ (sin(s0)dy1 − cos(s0)dy2),(
ds0 − ∂ρ

∂y2dy
1 + ∂ρ

∂y1dy
2
)

∧ (− sin(t0)dy1 + cos(t0)dy2)
〉

alg

com condição de independência dy1 ∧ dy2.

Este SDE descreve o seguinte sistema de equações diferenciais
cos(s0)

(
∂ρ

∂y2 − ∂t0
∂y1

)
− sin(s0)

(
∂ρ

∂y1 + ∂t0
∂y2

)
= 0,

cos(t0)
(
∂ρ

∂y2 − ∂s0

∂y1

)
− sin(t0)

(
∂ρ

∂y1 + ∂s0

∂y2

)
= 0.

Proposição 4.5. O SDE reduzido Ē em coordenadas locais é dado por

Ē =
〈(

dt0 − ∂ρ

∂y2dy
1 + ∂ρ

∂y1dy
2
)

∧ (sin(s0)dy1 − cos(s0)dy2),(
ds0 − ∂ρ

∂y2dy
1 + ∂ρ

∂y1dy
2
)

∧ (− sin(t0)dy1 + cos(t0)dy2)
〉

alg

com condição de independência dy1 ∧ dy2.

4.3 Integrabilidade segundo Darboux de E

Nesta seção, caracterizaremos a integrabilidade segundo Darboux de E em termos de
propriedades de E . Isso implicará em condições para a integrabilidade segundo Darboux de E
em termos da curvatura de Gauss k de Q.

Notemos inicialmente que no correferencial (4.19) o SDE

E = ⟨β1, β2, α̃1 ∧ τ, η̃1 ∧ τ, ζ̃1 ∧ σ, ξ̃1 ∧ σ⟩alg

possui sistemas singulares

V̂ = ⟨β1, β2, τ, α̃1, η̃1⟩, V̌ = ⟨β1, β2, σ, ζ̃1, ξ̃1⟩.

Por sua vez, o sistema reduzido

Ē = ⟨η̃1 ∧ τ, ξ̃1 ∧ σ⟩alg,

é decomponível do tipo [2, 2] com sistemas singulares

Ŵ = ⟨τ, η̃1⟩, W̌ = ⟨σ, ξ̃1⟩.

Teorema 4.6. E é integrável segundo Darboux se, e somente se, Ŵ (∞) ̸= {0}.
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Demonstração. Suponha que E é integrável segundo Darboux. Pela Definição 1.39 e em virtude
de Char(E) = ⟨∂ω1

2
⟩

V̂ (∞) + V̌ = C(E)
= Λ1(β1, β2, σ, τ, ζ̃1, α̃1, ξ̃1, η̃1).

(4.22)

Por outro lado, das equações de estrutura (4.21), o primeiro sistema derivado de V̂ é dado por

V̂ (1) = ⟨α̃1, η̃1, β2 − e−r0τ⟩.

Decorre então que
V̂ (1) ⊕ V̌ = Λ1(β1, β2, σ, τ, ζ̃1, α̃1, ξ̃1, η̃1).

Portanto, em razão de V̂ (∞) ⊂ V̂ (1) e da equação (4.22), segue que

V̂ (∞) = V̂ (1). (4.23)

Observa-se também que o sistema V̂ satisfaz a hipótese da Proposição 1.34, logo, o sistema
reduzido V̂ /G é Pfaffiano. Como as 1-formas semi-básicas em V̂ são dadas por

V̂ ∩ Γ⊥ = ⟨τ, η̃1⟩,

conclui-se que Ŵ = V̂ /G, o que por sua vez, implica que Ŵ (∞) = V̂ (∞)/G. Por meio da equação
(4.23), temos

Ŵ (1) = V (1)/G
= V (∞)/G
= Ŵ (∞).

Por outro lado, a partir das equações de estrutura (4.21), conclui-se que Ŵ (1) = ⟨η̃1⟩. Portanto
Ŵ (∞) é não trivial.

Suponha agora que Ŵ (∞) é não trivial. Pelas equações de estrutura (4.21)

dη̃1 ∧ η̃1 = ksin(δ)η̃1 ∧ τ ∧ σ,

o que implica k = 0. Portanto, η̃1 é uma forma fechada. Notemos também que o pullback
q∗(η̃1) ∈ V̂ é uma forma fechada e, portanto, pertence a V̂ (∞). Sendo assim,

V̂ (∞) + V̌ = Λ1(β1, β2, σ, τ, ζ̃1, α̃1, ξ̃1, η̃1).

Realizando o pullback desta equação pela aplicação

ψ(x1, x2, y, v, q0, r0, s0, t0) = (x2, x1, y, v, r0, q0, t0, s0),

obtemos
V̂ + V̌ (∞) = Λ1(β1, β2, σ, τ, ζ̃1, α̃1, ξ̃1, η̃1).

Portanto E satisfaz o item 1 de 1.39. Para provar o item 2 desta definição, note que

V̌ (1) = ⟨β1 − e−q0σ, dr0, ξ̃1⟩.
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Assim, como V̂ (∞) ⊂ V̂ (1) e V̌ (∞) ⊂ V̌ (1), segue que

V̂ (∞) ∩ V̌ (∞) = 0.

Concluindo assim que E é integrável segundo Darboux.

Como corolário imediato deste teorema segue o principal resultado deste capítulo, o qual
afirma que o SDE E que descreve wave-maps φ : P −→ Q, é integrável segundo Darboux se, e
somente se, a variedade Q possui curvatura nula.

Teorema 4.7. O SDE E é integrável segundo Darboux se, e somente se, k = 0.

4.4 SDE prolongado E (1)

A partir desta seção começaremos a investigar a integrabilidade segundo Darboux do
SDE prolongado E (1). Calcularemos portanto agora o SDE prolongado E (1).

A fim de calcular o sistema prolongado de

E = ⟨β1, β2, α̃1 ∧ τ, η̃1 ∧ τ, ζ̃1 ∧ σ, ξ̃1 ∧ σ⟩alg,

utilizaremos o correferencial da equação (4.19)

{β1, β2, σ, τ, ω
1
2, ζ̃1, α̃1, ξ̃1, η̃1},

e seu referencial dual
{∂x1 , ∂x2 , X, Y, ∂ω1

2
, ∂q0 , ∂r0 , ∂s0 , ∂t0}.

Teorema 4.8. A variedade prolongada e o SDE prolongado são dados por

U (1) = U × R4, E (1) = ⟨β1, β2, ζ1, α1, ξ1, η1⟩dif ,

respectivamente, onde
ζ1 = dq0 − q1σ,

α1 = dr0 − r1τ,

ξ1 = ds0 − ω1
2 − s1σ,

η1 = dt0 − ω1
2 − t1τ.

Além disso, E (1) é decomponível do tipo [3, 3].

Demonstração. Os 2-planos integrais de E , com condição de independência σ ∧ τ ̸= 0, e sem
campos característicos de Cauchy, são dados por

V(q1,r1,s1,t1) = ⟨X + q1∂q0 + s1∂s0, Y + r1∂r0 + t1∂t0⟩ (4.24)
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onde q1, r1, s1, t1 ∈ R. Portanto,
U (1) = U × R4.

Com o intuito de calcular o SDE prolongado E (1), calcularemos as 1-formas que anulam os
planos integrais dados por (4.24), e realizaremos o pullback destas formas pela aplicação
π : U (1) −→ U . Sendo assim,

E (1) = ⟨π∗V ⊥⟩dif = ⟨β1, β2, ζ1, α1, ξ1, η1⟩dif .

Logo, as equações de estrutura para E (1) são dadas por

dβ1 = σ ∧
(

1
eq0 ζ1 − cos(δ)

eq0 sin(δ)ξ1
)

− τ ∧ 1
eq0 sin(δ)η1,

dβ2 = σ ∧ 1
er0 sin(δ)ξ1 + τ ∧

(
1

er0α1 + cos(δ)
er0 sin(δ)η1

)
,

dζ1 = σ ∧
(
ζ2 + q1 cos(δ)

sin(δ) ξ1
)

+ τ ∧ q1
sin(δ)η1,

dα1 = σ ∧ −r1
sin(δ)ξ1 + τ ∧

(
α2 − r1 cos(δ)

sin(δ) η1
)
,

dξ1 = σ ∧ ξ2 + τ ∧ s1
sin(δ)η1,

dη1 = σ ∧ −t1
sin(δ)ξ1 + τ ∧ η2,

(4.25)

onde
ζ2 = dq1,

α2 = dr1,

ξ2 = ds1 − k sin(δ)τ + s1 cos(δ)
sin(δ) ξ1,

η2 = dt1 + k sin(δ)σ − t1 cos(δ)
sin(δ) η1.

Sendo assim, E (1) é decomponível do tipo [3, 3] com sistemas singulares associados

V̂1 = ⟨β1, β2, τ, ζ1, α1, ξ1, η1, α2, η2⟩,
V̌1 = ⟨β1, β2, σ, ζ1, α1, ξ1, η1, ζ2, ξ2⟩.

(4.26)

É importante observar que E (1), apesar de estar escrito numa forma diferente, é equivalente
ao SDE de Cartan na subvariedade definida pelo sistema (2.12) Y ⊂ J2(R2,R2).

4.5 Quociente de E (1) por G = Conf+(R1,1)

Com o intuito de calcular o SDE reduzido E (1), realizaremos o prolongamento da ação de
G para U (1). Para tal, consideremos o seguinte prolongamento do gerador infinitesimal dado
em (4.15)

Z̃(1) = f∂x1 + g∂x2 − f ′∂q0 − g′∂r0 + a1∂q1 + a2∂r1 + a3∂s1 + a4∂t1 . (4.27)
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É fácil ver que este campo é uma simetria infinitesimal de E (1) se for da forma

Z̃(1) = f∂x1 + g∂x2 − f ′∂q0 − g′∂r0 + f ′′e−q0∂q1 + g′′e−r0∂r1 .

Logo, a álgebra dos geradores infinitesimais da ação prolongada resulta ser

Γ(1) = ⟨∂x1 , ∂x2 , ∂q0 , ∂r0 , ∂q1 , ∂r1⟩.

Teorema 4.9. O quociente de U (1) pela ação prolongada e o SDE reduzido são dados por

U (1) = Ū × R2, E (1) = ⟨ξ1, η1⟩dif ,

respectivamente. Além disso,

E (1) = ⟨ξ1, η1, σ ∧ ξ2, τ ∧ η2⟩alg

é um sistema hiperbólico de classe s = 2, com sistemas singulares

Ŵ1 = ⟨τ, ξ1, η1, η2⟩, W̌1 = ⟨σ, ξ1, η1, ξ2⟩.

Demonstração. Primeiramente note que Γ(1) pode ser pensada como a distribuição vertical da
aplicação quociente q : U × R4 −→ Ū × R2. Sendo assim, é fácil ver que

q(x, y, v, q0, r0, s0, t0, q1, r1, s1, t1) = (y, v, s0, t0, s1, t1),

o que demonstra
U (1) = Ū × R2.

Observe agora que o seguinte correferencial para U (1)

{β1, β2, σ, τ, ω
1
2, ζ1, α1, ξ1, η1, ζ2, α2, ξ2, η2},

satisfaz as hipóteses da Proposição 1.34, o que implica que o SDE reduzido E (1) é Pfaffiano.
Logo, realizando o pullback das 1-formas semibásicas em E (1)

E (1) ∩ (Γ(1))⊥ = ⟨ξ1, η1⟩,

por meio da seção

s(y, v, s0, t0, s1, t1) = (0, 0, y, v, 0, 0, s0, t0, 0, 0, s1, t1),

obtemos o sistema reduzido
E (1) = ⟨ξ1, η1⟩dif .

Este sistema é hiperbólico de classe s = 2, conforme a Definição 1.36. Com efeito, das equações
de estrutura (4.25), observamos que

E (1) = ⟨ξ1, η1, σ ∧ ξ2, τ ∧ η2⟩alg

com sistemas singulares

Ŵ1 = ⟨τ, ξ1, η1, η2⟩, W̌1 = ⟨σ, ξ1, η1, ξ2⟩.
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4.6 Integrabilidade segundo Darboux de E (1)

A seguir enunciaremos o teorema que relaciona a integrabilidade segundo Darboux do
sistema prolongado com uma condição a respeito do sistema reduzido.

Teorema 4.10. O SDE E (1) é integrável segundo Darboux se, e somente se, Ŵ (∞)
1 ̸= {0}.

Demonstração. Suponha que E (1) é integrável segundo Darboux. Pela Definição 1.39, temos
que

V̂
(∞)

1 + V̌1 = Λ1(β1, β2, σ, τ, ζ1, α1, ξ1, η1, ζ2, α2, ξ2, η2), (4.28)

logo, tendo em vista que
dk = k1θ

1 + k2θ
2 = kσσ + kττ,

onde
kσ = −(k1 cos(s0) + k2 sin(s0)),
kτ = −(k1 cos(t0) + k2 sin(t0)),

obtemos as seguintes equações de estrutura

dζ2 = 0,
dα2 = 0,
dξ2 = σ ∧ (−kξ1) + τ ∧ (−k cos(δ)ξ1) − (sin(δ)kσ − ks1 cos(δ))σ ∧ τ,

dη2 = σ ∧ (−k cos(δ)η1) + τ ∧ (−kη1) − (sin(δ)kτ + kt1 cos(δ))σ ∧ τ.

(4.29)

Sendo assim, é fácil ver que o sistema singular dado em (4.26), possui sistemas derivados

V̂
(1)

1 = ⟨β1, β2, τ, α1, η1, α2, η2⟩,
V̂

(2)
1 = ⟨e−r0τ − β2, α1 + r1τ, η1 + t1τ, α2, η2 + t1 cos(δ)

sin(δ) η1⟩
= ⟨θ2, dr0, dt0 − ω1

2, dr1, dt1 + k sin(δ)σ⟩.

Logo, em razão das 1-formas dr0, dr1, θ
2 serem fechadas, e por meio da equação (4.28), temos

que
dr0, dr1, θ

2, η2 ∈ V̂
(∞)

1 .

Assim, existem funções suaves a1, a2 : U (1) −→ R, com a2 ̸= 0, tais que

{dr0, dr1, a1(dt0 − ω1
2) + a2(dt1 + k sin(δ)σ), θ2} ⊂ V̂

(∞)
1 . (4.30)

Observe agora que o sistema Pfaffiano V̂1 satisfaz as hipóteses da Proposição 1.34, e portanto,
o sistema reduzido V̂1/G é Pfaffiano. Como as 1-formas semi-básicas em V̂1 são dadas por

V̂1 ∩ (Γ(1))⊥ = ⟨τ, ξ1, η1, η2⟩,

conclui-se que Ŵ1 = V̂1/G, o que por sua vez, resulta em Ŵ
(∞)
1 = V̂

(∞)
1 /G.
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Logo, em decorrência de

a1(dt0 − ω1
2) + a2(dt1 + k sin(δ)σ) ∈ V̂

(∞)
1 ∩ (Γ(1))⊥,

segue que

s∗(a1(dt0 − ω1
2) + a2(dt1 + k sin(δ)σ)) = (a1 ◦ s)(dt0 − ω1

2) + (a2 ◦ s)(dt1 + k sin(δ)σ) ∈ Ŵ
(∞)
1 .

Suponha agora que Ŵ (∞)
1 é não trivial. Utilizando as equações de estrutura (4.21), (4.25) e

(4.29), calculamos os sistemas derivados

Ŵ
(1)
1 = ⟨τ, η1, η2⟩,

Ŵ
(2)
1 = ⟨η1 + t1τ, η2 + t1 cos(δ)

sin(δ) η1⟩
= ⟨dt0 − ω1

2, dt1 + k sin(δ)σ⟩.
(4.31)

Isso implica que existem funções suaves a1, a2 : Ū (1) −→ R, tais que, a1(dt0 − ω1
2) + a2(dt1 +

k sin(δ)σ) é uma forma fechada, e portanto, pertence a Ŵ (∞)
1 = V̂

(∞)
1 /G.

Temos então que

q∗(a1(dt0 − ω1
2) + a2(dt1 + k sin(δ)σ)) = (a1 ◦ q)(dt0 − ω1

2) + (a2 ◦ q)(dt1 + k sin(δ)σ)

é uma forma fechada, e portanto, pertence a V̂ (∞)
1 . Isso demonstra a equação (4.28).

Por outro lado, realizando o pullback desta equação pela aplicação

ψ(x1, x2, y, v, q0, r0, s0, t0) = (x2, x1, y, v, r0, q0, t0, s0),

obtém-se
V̂

(∞)
1 + V̌1 = Λ1(β1, β2, σ, τ, ζ1, α1, ξ1, η1, ζ2, α2, ξ2, η2). (4.32)

Constatando que

ψ∗(V̂ (2)
1 ) = V̌

(2)
1 = ⟨θ1, dq0, ds0 − ω1

2, dq1, ds1 − k sin(δ)τ⟩,

e tendo em vista que V̂ (∞)
1 ⊂ V̂

(2)
1 e V̌ (∞)

1 ⊂ V̌
(2)

1 , obtém-se

V̂
(∞)

1 ∩ V̌
(∞)

1 = 0,

concluindo assim que E (1) é integrável segundo Darboux.

Enunciaremos agora o principal resultado desta seção, que caracteriza a integrabilidade
segundo Darboux de E (1). No capítulo seguinte, fazendo uso deste teorema, buscaremos a
forma mais geral da aplicação ρ = ρ(y1, y2) pela qual E (1) é integrável segundo Darboux.

Note antes que assumindo k ̸= 0, a equação (4.31) implica que

Ŵ
(3)
1 = ⟨χ = −kτ (dt0 − ω1

2) + k(dt1 + k sin(δ)σ)⟩.
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Teorema 4.11. Suponha que k ̸= 0. E (1) é integrável segundo Darboux se, e somente se,
dχ ∧ χ = 0.

Demonstração. Supondo que E (1) é integrável segundo Darboux, o Teorema 4.10 garante que
Ŵ

(∞)
1 é não trivial, ou seja, Ŵ (3)

1 = Ŵ
(∞)
1 . Isso implica que dχ ∧ χ = 0.

Por outro lado, se dχ ∧ χ = 0 então Ŵ
(3)
1 = Ŵ

(∞)
1 , logo, pelo Teorema 4.10, E (1) é

integrável segundo Darboux.

Concluímos, então, que a condição dχ ∧ χ = 0 caracteriza a integrabilidade segundo
Darboux de E (1). Desta forma, no capítulo seguinte, buscaremos a forma mais geral da aplicação
ρ = ρ(y1, y2) pela qual dχ ∧ χ = 0, e assim, classificaremos as métricas pelas quais E (1) é
integrável segundo Darboux.
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Capítulo 5

Classificação das métricas

Com base nos resultados do último capítulo podemos agora apresentar a classificação,
obtida por Ream em [36], das métricas h = e2ρ((dy1)2 +(dy2)2) para as quais as correspondentes
aplicações harmônicas são descritas por um SDE E integrável segundo Darboux com até 1-
prolongamento. Ao resultado original de Ream será acrescentado um caso extra, inicialmente
não identificado por Ream mas sucessivamente descrito por J. N. Clelland e P. J. Vassiliou em
[17].

5.1 Classificação a menos de isometrias

Com o intuito de classificar as métricas para as quais o sistema E (1) é integrável segundo
Darboux, notemos inicialmente que

dk = k1θ
1 + k2θ

2,

isso implica que
0 = dk1 ∧ θ1 + k1 ∧ dθ1 + dk2 ∧ θ2 + k2dθ

2

= (dk1 + k2ω
1
2) ∧ θ1 + (dk2 − k1ω

1
2) ∧ θ2,

logo, pelo Lema de Cartan 1.17
dk1 + k2ω

1
2 = k11θ

1 + k12θ
2,

dk2 − k1ω
1
2 = k21θ

1 + k22θ
2,

com k12 = k21. As funções k, k1, k2, k11, k12 e k22 podem ser descritas localmente por

k = −e−2ρ(ρy1y1 + ρy2y2), k1 = e−ρky1 , k2 = e−ρky2 ,

k11 = e−2ρ(ky1y1 − ρy1ky1 + ρy2ky2),

k12 = e−2ρ(ky1y2 − ρy1ky2 − ρy2ky1),

k22 = e−2ρ(ky2y2 + ρy1ky1 − ρy2ky2).

(5.1)

A seguinte proposição se revelará útil daqui por diante.
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Proposição 5.1. Em termos das funções dadas em (5.1), a condição dχ ∧ χ = 0 é expressa
como

0 = dχ ∧ χ = ke2ρ{−[k(k11 − k22) − k2
1 + k2

2] cos2(t0) − 2(kk12 − k1k2) cos(t0) sin(t0)
−(kk22 − k2

2 + k3)}dy1 ∧ dy2 ∧ dt0 + eρ{[ρy1(k3 + kk11 − k2
1) + ρy2(kk12 − k1k2)] cos(t0)

+[ρy1(kk12 − k1k2) + ρy2(k3 + kk22 − k2
2)] sin(t0)}dy1 ∧ dy2 ∧ dt1

+eρ[(k3 + kk11 − k2
1) cos(t0) + (kk12 − k1k2) cos(t0)]dy1 ∧ dt0 ∧ dt1

eρ[(kk12 − k1k2) cos(t0) + (k3 + kk22 − k2
2) sin(t0)]dy2 ∧ dt0 ∧ dt1.

(5.2)

Podemos portanto, distinguir dois casos principais: k constante e k não constante. Note
que, o caso k constante se reduz ao caso k = 0. De fato, se k é constante, usando a equação
(5.2) obtemos que dχ ∧ χ = 0 se, e somente se, k = 0.

5.1.1 Caso k = 0

Analisaremos primeiramente quando k = 0. Neste caso, é fácil ver que Ŵ (2)
1 = Ŵ

(∞)
1 .

Logo, pelo Teorema 4.10, E (1) é integrável segundo Darboux e pela (5.1) a métrica h tem a
forma

h = e2ρ((dy1)2 + (dy2)2)

com ρ = ρ(y1, y2) função harmônica. Neste caso, sendo k = 0, é bem conhecido que h é
localmente isométrica à métrica Euclidiana.

Provamos assim o seguinte

Teorema 5.2. Quando k = 0, (Q, h) é localmente isométrica ao plano Euclidiano e o sistema
(2.12) é localmente equivalente ao sistema

y1
12 = 0,

y2
12 = 0.

(5.3)

5.1.2 Caso k não constante

Utilizando a equação (5.2), podemos demonstrar a seguinte proposição para o caso k não
constante.

Proposição 5.3. Suponha que k é não constante. Então dχ ∧ χ = 0 equivale às seguintes
condições 

kk11 − k2
1 + k3 = 0,

kk12 − k1k2 = 0,

kk22 − k2
2 + k3 = 0.

(5.4)
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De agora em diante, iremos supor k não constante. Neste caso, também é conveniente
descrever explicitamente somente os representantes de classes de equivalência de métricas que
correspondem a sistemas integráveis segundo Darboux. Para isto, usaremos o método descrito
por Bianchi, no Capítulo VII do Volume I de seu tratado [7].

De acordo com Bianchi, no caso de métricas

h = e2ρ((dy1)2 + (dy2)2), h = e2ρ̄((dȳ1)2 + (dȳ2)2),

com curvaturas de Gauss não constantes

k = −e−2ρ(ρy1y1 + ρy2y2), k̄ = −e−2ρ̄(ρ̄ȳ1ȳ1 + ρ̄ȳ2ȳ2),

o problema de equivalência pode ser resolvido considerando, além de k e k̄, também os
invariantes diferenciais de ordem superior que Bianchi descreve aplicando a k e k̄, certos
operadores invariantes ∇,∆1,∆2 e ∇̄, ∆̄1, ∆̄2, respectivamente.

No nosso caso, ∇,∆1,∆2, podem ser descritos como segue

∇(U, V ) = e−2ρ(∂y1U∂y1V + ∂y2U∂y2V ),
∆1(U) = ∇(U,U),
∆2(U) = e−2ρ(∂2

y1U + ∂2
y2U),

para toda função U = U(y1, y2), V = V (y1, y2). Análogas fórmulas valem para ∇̄, ∆̄1, ∆̄2.

De acordo com a análise feita por Bianchi, se h e h̄ são equivalentes, então, além da
igualdade

k(y1, y2) = k̄(ȳ1, ȳ2), (5.5)

assegurada pelo Teorema egregium de Gauss, qualquer outro invariante diferencial de ordem
superior de h, deve ser igual ao correspondente invariante diferencial de h̄. Assim, considerando
em primeiro lugar

∆1k = ∆̄1k̄, (5.6)

esta relação, juntamente com k = k̄, leva a analisar 3 casos.

Caso 1. (5.5) e (5.6) são contraditórios.
Neste caso, h e h̄ são não equivalentes.

Caso 2. (5.5) e (5.6) são compatíveis e distintos.
Neste caso, pode-se provar que as métricas são equivalentes se, e somente se,

∇(k,∆1k) = ∇̄(k̄, ∆̄1k̄),

∇(∆1k,∆1k) = ∇̄(∆̄1k̄, ∆̄1k̄),

o que pode ser verificado por meio de cálculos algébricos.
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Caso 3. (5.5) e (5.6) são um consequência do outro.
Neste caso, existe uma função f tal que

∆1k = f(k),

∆̄1k̄ = f(k̄),
(5.7)

e considerando
∆2k = ∆̄2k̄, (5.8)

no lugar de (5.6), podemos continuar analisando, de maneira análoga à anterior, o sistema de
condições (5.5)-(5.8). Novamente, teremos que analisar 3 casos.

Subcaso 3.1. (5.5)-(5.8) são contraditórios
Neste caso, h e h̄ são não equivalentes.

Subcaso 3.2. (5.5)-(5.8) são compatíveis e distintas.
Neste caso, pode-se provar que h e h̄ são equivalentes se, e somente se,

∇(k,∆2k) = ∇̄(k̄, ∆̄2k̄),

∇(∆2k,∆2k) = ∇̄(∆̄2k̄, ∆̄2k̄),

o que pode ser verificado com um cálculo algébrico.

Subcaso 3.3. (5.5)-(5.8) são um consequência do outro.
Neste caso, existe outra função φ tal que

∆2k = φ(k),

∆̄2k̄ = φ(k̄).
(5.9)

Portanto, teremos que, para h e h̄, valem (5.7) e (5.9). Neste caso, Bianchi prova que as curvas
de níveis das funções k(y1, y2) e ψ(y1, y2), com ψ definida por

∂ψ

∂y1 = − ∂k

∂y2 e
−
∫

φ
f

dk,

∂ψ

∂y2 = ∂k

∂y1 e
−
∫

φ
f

dk,

definem um sistema de coordenadas ortogonais para h, em que

h = dk2

f
+ e2

∫
φ
f

dk

f
dψ2 = e2

∫
φ
f

dk

f

((
e−
∫

φ
f

dkdk

)2

+ dψ2
)
.

Analogamente para h̄, logo h e h̄ são equivalentes. De fato, se h e h̄ têm a mesma forma nas
coordenadas ortogonais {k, ψ} e {k̄, ψ̄}, logo k̄ = k e ψ̄ = ψ estabelece uma isometria entre h
e h̄.

Além disto, usando as coordenadas {w =
∫ (
e−
∫

φ
f

dk
)
dk, z = ψ} e introduzindo ρ(w) =

1
2 ln

(
e

2
∫

φ
f

dk

f

)
, h pode ser escrita na forma

h = e2ρ(w)(dw2 + dz2),
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que é também equivalente à métrica de uma superfície de rotação.

Lembre-se que, a métrica de uma superfície de rotação em R3, obtida rotacionando uma
curva (a(u), 0, b(u)) de um ângulo v em torno do terceiro eixo, tem a forma

((a′)2 + (b′)2)du2 + a2dv2 = e2ρ(w)(dw2 + dz2),

onde

w(u) =
∫ √

((a′)2 + (b′)2du

a
, z = v,

e considerando a inversa u = u(w), a função ρ = ρ(w) é tal que

ρ = ln(a(u(w))).

Análogo discurso vale para h̄.

Agora, no caso das métricas h = e2ρ((dy1)2 + (dy2)2), temos que
∆1k = e−2ρ((∂y1k)2 + (∂y2k)2)) = k2

1 + k2
2

∆2k = e−2ρ(∂2
y1k + ∂2

y2k) = k11 + k22.
(5.10)

Em particular, para as métricas desta forma que satisfazem (5.4), vale

d(∆1k) = 2k1dk1 + 2k2dk2 = 2(k2
1 + k2

2 − k3)
k

dk,

logo
d

dk
(∆1k) = 2(∆1k − k3)

k
,

e assim
∆1k = −2k2(k − c), (5.11)

onde c ∈ R. Além disto,
∆2k = k11 + k22,

e usando as equações (5.1),(5.4) e (5.10) obtemos que

∆2k = 2k(c− 2k). (5.12)

Portanto, estamos no Subcaso 3.3 com
f(k) = −2k2(k − c),

φ(k) = 2k(c− 2k).

Logo, as métricas correspondentes são todas isométricas a uma métrica da forma

h = e2ρ(y1)((dy1)2 + (dy2)2).

Segue-se que as soluções de (5.4) da forma ρ = ρ(y1) descrevem todas as possíveis classes
de equivalência de métricas correspondentes a sistemas integráveis segundo Darboux.
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Um cálculo direto prova agora que quando ρ = ρ(y1), o sistema (5.4) se reduz à equação

ρ′ρ′′′ − (ρ′′)2 − 2(ρ′)2ρ′′ = 0.

Logo, integrando esta equação obtemos as duas famílias de soluções

ρ1(y1) = −1
2 ln(a1y

1 + a2), a1 ̸= 0, a2 ∈ R, (5.13)

ρ2(y1) = −1
2 ln(a2e

a1y1 + a3), a1 ̸= 0, a2 ̸= 0, a3 ∈ R, (5.14)

chegando assim ao principal teorema deste trabalho.

Teorema 5.4. Suponha que k é não constante. Então E (1) é integrável segundo Darboux se, e
somente se, a métrica h é isométrica a uma das seguintes

h1 = 1
2w (dw2 + dz2), h2 = a

1 ± ew
(dw2 + dz2), a ∈ R \ {0},

e o sistema correspondente (2.12) de h é equivalente, a menos de transformações de ponto, ao
correspondente sistema de h1 e h2

w12 = 1
2w (w1w2 − z1z2

)
,

z12 = 1
2w (w1z2 + w2z1),

e 
w12 = 1

2(1 ± e−w)(w1w2 − z1z2),

z12 = 1
2(1 ± e−w)(w1z2 + w2z1),

respectivamente.

Demonstração. No caso em que ρ = ρ(y1) é da forma (5.13), temos que o fator conforme é
dado por

e2ρ = 1
a1y1 + a2

,

e portanto, a métrica h tem a seguinte forma

h1 = 1
a1y1 + a2

((dy1)2 + (dy2)2),

com curvatura de Gauss
k = − a2

1
2(a1w + a2)

.

Logo, introduzindo novas coordenadas (w, z) tais que
y1 = a1

2 w − a2

a1
,

y2 = a1

2 z,
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h1 pode ser escrita na forma
h1 = 1

2w (dw2 + dz2).

Logo, considerando que para h1 temos ρ1 = −1
2 ln(2w), segue-se que o correspondente sistema

de Euler-Lagrange (2.12), para as aplicações harmônicas

(x1, x2) −→ (w(x1, x2), z(x1, x2)),

se escreve na forma 
w12 = 1

2w (w1w2 − z1z2
)
,

z12 = 1
2w (w1z2 + w2z1).

No caso em que ρ = ρ(y1) é da forma (5.14), o fator conforme é dado por

e2ρ = 1
a2ea1y1 + a3

,

e portanto, a métrica h tem a forma

h = 1
a2ea1y1 + a3

((dy1)2 + (dy2)2),

com curvatura de Gauss
k = a2

1a2a3e
a1y1

2(a2ea1y1 + a3)
.

Logo, se a3 = 0, então k = 0. Neste caso, as métricas correspondem ao sistema previamente
descrito (5.3).

Podemos então assumir também a3 ̸= 0, e introduzindo novas coordenadas (w, z) tais que
y1 = w

a1
+ 1
a1

ln
(∣∣∣a3

a2

∣∣∣)
y2 = z

a1
,

a métrica h pode ser escrita na forma

h2 = a

1 + ϵew
(dw2 + dz2),

onde a = 1
(a2

1a3) e ϵ = sgn(a3
a2

).

Logo, considerando que para h2 temos ρ2 = −1
2 ln(1 ± ew), segue que o correspondente

sistema de Euler-Lagrange (2.12), para as aplicações harmônicas

(x1, x2) −→ (w(x1, x2), z(x1, x2)),

se escreve na forma 
w12 = 1

2(1 ± e−w)(w1w2 − z1z2),

z12 = 1
2(1 ± e−w)(w1z2 + w2z1),
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Observa-se que a métrica

h2 = a

1 + ϵew
(dw2 + dz2),

do Teorema 5.4, difere daquela descrita por Ream em [36], pois as equações de Euler-Lagrange
independem da constante a ∈ R\ {0}, e portanto, Ream se reduziu ao caso a = 1, considerando
uma transformação conforme.
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