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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar a integrabilidade segundo Darboux de alguns sistemas
diferenciais exteriores de Euler-Lagrange que geometricamente descrevem aplicagoes harmonicas.
Em particular, consideramos as aplicagoes harmonicas do espago de Minkowski bidimensional
para variedades Riemannianas bidimensionais e provamos que, localmente, e a menos de
isometrias, os sistemas deste tipo que sao integraveis segundo Darboux com até 1-prolongamento
sao somente 4. Classificamos portanto, a menos de transformacoes de ponto, os correspondentes

sistemas hiperbdlicos de equacgoes diferenciais a derivadas parciais de Euler-Lagrange.

O trabalho se subdivide em cinco capitulos. No Capitulo 1, revisamos as principais preliminares,
dentre as quais a teoria dos fibrados, dos espagos de jatos e dos sistemas diferenciais exteriores.
Em particular, apresentamos a noc¢ao de integrabilidade segundo Darboux de um sistema
diferencial exterior. No Capitulo 2, apresentamos o formalismo variacional de Poincaré-Cartan,
introduzindo conceitos fundamentais para este estudo, dentre os quais a geometria de multicon-
tato e a forma de Poincaré-Cartan. No Capitulo 3, calculamos o sistema diferencial exterior
de Fuler-Lagrange para aplicagoes harménicas entre variedades pseudo-Riemannianas. No
Capitulo 4, restringimos e adaptamos os calculos do Capitulo 3 as aplicagdes harmodnicas do
espaco de Minkowski bidimensional para variedades Riemannianas bidimensionais. Estudamos
entao a integrabilidade segundo Darboux dos sistemas diferenciais exteriores de Euler-Lagrange
que descrevem essas aplicacoes, e encontramos assim condigoes para a integrabilidade segundo
Darboux desses sistemas em termos da curvatura de Gauss das variedades de contradominio
das aplicacoes harmonicas. Finalmente, no Capitulo 5, elucidando os resultados de classi-
ficagdo obtidos por R.Ream, J.N. Clelland e P.J. Vassiliou, classificamos as métricas e os
sistemas de equagoes diferenciais das correspondentes aplicagoes harmonicas, para os quais os
sistemas diferenciais exteriores de FEuler-Lagrange sao integraveis segundo Darboux com até

1-prolongamento.

Palavras-chave: Integrabilidade segundo Darboux, Wave maps, Aplicagbes harmonicas,
Sistemas diferenciais exteriores, Espacos de jatos, Geometria Diferencial, Formalismo variacional

de Poincaré-Cartan.






Abstract

This work aims to study the Darboux integrability of some Euler-Lagrange exterior differential
systems that geometrically describe harmonic maps. In particular, we consider harmonic maps
from the 2-dimensional Minkowski space to 2-dimensional Riemannian manifolds and prove
that locally and up to isometries, there are only four such systems that are Darboux integrable
up to 1-prolongation. Therefore, we classify, up to point transformations, the corresponding

hyperbolic systems of Euler-Lagrange partial differential equations.

The work is subdivided into five chapters. Chapter 1 reviews the main preliminaries, including
the theory of bundles, jet spaces, and exterior differential systems. In particular, we present
the notion of Darboux integrability of an exterior differential system. Chapter 2 presents
the Poincaré-Cartan variational formalism, introducing fundamental concepts for this study,
including multi-contact geometry and the Poincaré-Cartan form. In Chapter 3, we calculated
the Euler-Lagrange exterior differential system for harmonic maps between pseudo-Riemannian
manifolds. In Chapter 4, we restrict and adapt the calculations from Chapter 3 to harmonic
maps from 2-dimensional Minkowski space to 2-dimensional Riemannian manifolds. We then
study the Darboux integrability of Euler-Lagrange exterior differential systems describing such
maps and find conditions for this kind of integrability in terms of the Gauss curvature of the
codomain manifolds. Finally, in Chapter 5, elucidating the classification results obtained by
R.Ream, J.N. Clelland and P.J. Vassiliou, we classify the metrics and systems of differential
equations of the corresponding harmonic applications, whose Euler-Lagrange exterior differential

systems are Darboux integrable up to 1-prolongation.

Keywords: Darboux Integrability, Wave-Maps, Harmonic maps, Exterior differential systems,

Jet spaces, Differential Geometry, Poincaré-Cartan variational formalism.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar a integrabilidade segundo Darboux de alguns sistemas
hiperbdlicos que geometricamente descrevem aplicagoes harmoénicas. O estudo deste tipo de
aplicacao representa um tema importante na geometria diferencial moderna, com aspectos que
sao de grande interesse também para a Fisica Matematica e a teoria dos Sistemas Integraveis,
como discutido nos trabalhos [15, 20, 21, 22, 23, 25, 26, 28, 29, 42, 43, 50| e nas referéncias

neles citadas.

De acordo com Eells e Sampson [20], a nogao de aplicacao harmonica, na forma atual,
deve-se a J. Nash e independentemente F. B. Fuller [23]. Estas aplica¢oes sdo descritas hoje
como extremais de um certo funcional, mas desde os primérdios da Geometria Diferencial
varios casos particulares, como por exemplo, as geodésicas e as superficies minimas, tém sido

identificadas e amplamente estudadas.

Sejam P e @) duas variedades Riemannianas (ou pseudo-Riemannianas) de dimensoes n e
s com tensores métricos g e h, respectivamente. Dada uma aplicagao suave ¢ : P — @), o
pull-back ¢*(h) (tal que ¢*(h)q(Xa, Ya) = he(a)(9«Xa, p+Ya) para todo a € P e todo par de
campos vetoriais X e Y em P) é chamado de primeira forma fundamental de ¢ enquanto sua

densidade de energia e(yp) é definida usando o trago tr, da seguinte maneira

e(p) == ;trggo*(h).

Em termos de qualquer referencial local ortonormal {eq, ..., e,} em P, podemos assim escrever

que
() = 5 Lo e ). (1)

Com isto, se P for orientavel e v for sua forma de volume Riemanniana, a integral da densidade

de energia sobre P define o funcional de energia

Ele] = | ele)r, @)

para aplicagoes ¢ : P — Q. O valor E[p] pode ser infinito, mas se P for compacta (ou

se as aplicagdes @ tiverem suporte compacto) este valor é certamente finito. Em termos de



18 Introducao

coordenadas locais {2’} e {y/} em P e @, se g e h tiverem representagdes coordenadas g;;da’dz?

e hapdy®dy®, respectivamente, entao

v = /|det(g:)|dzt A ... A dz"
\/ Idet(gi;)] :
1 ;09" 0P

onde (¢9) = (gi;) " e ¢ sdo as componentes de . Portanto em um dominio coordenado U

com coordenadas {z!,...2"}, o funcional energia pode ser escrito como

1 . 0~ 0P L
= — Z-]ii L. n
Ely] /U 59" 2t B haopy/|det(gij)|dz A ... A da"™. (3)

Note que este funcional é uma generalizagdo do funcional energia (ou de Dirichlet) de uma
imersao isométrica, usado em geometria Riemanniana no estudo de subvariedades minimas,
em particular de geodésicas. Assim, uma fungao ¢ : P — ) é uma aplicacdo harmonica, se
for um ponto critico do funcional energia, isto é, se satisfaz o sistema de equacoes diferenciais
parciais (EDP’s) de Euler-Lagrange, que no caso do funcional E[y] podem ser escritas na forma

i 09 0p”
ApY 4+ ¢'T] - = 4
¥ +9g =af ort Ori ’ ( )

onde o2 5
ij " p 097
AT = g¥ LS [t
14 g <8x18x3 K axk>

sao os Laplacianos em P das componentes ¢7, Ffj sao os simbolos de Christoffel em P e EZYB

sao os simbolos de Christoffel em Q).

Se P é uma variedade Riemanniana entdo (4) é um sistema de equagoes diferenciais
parciais nao linear eliptico. Em contrapartida, se P é uma variedade Lorentziana, ou seja,
munida com uma métrica pseudo-Riemanniana com assinatura (1,n — 1), entdo (4) é um

sistema de equacoes diferenciais parciais nao linear hiperbdlico.

Um exemplo de sistema eliptico é dado quando consideramos P = R2, o espaco Euclidiano
bidimensional, e Q = S?, a esfera bidimensional unitaria com a métrica induzida pelo espaco
Euclidiano R3. Neste caso, ao considerarmos [ = (2!, %) como uma aplicacao de R? para S?,
o sistema (4) se reduz a

lmlxl + la:2a:2 + (li1 + lig)l — O

Se, por outro lado, considerarmos P = R, 0 plano de Minkowski, e Q = S?, o sistema (4) se
transforma em

Ly — L2 + (l§1 — liz)l =0,
que configura um sistema hiperbdlico.

Na literatura, quando o dominio é uma variedade pseudo-Riemanniana, a aplicacao

harmonica é frequentemente chamada de "wave map". Além disto, ainda existe na literatura
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uma no¢ao mais geral de aplicagao harmonica, que é aquela de aplicagao biharmonica, ja
presente no trabalho [21]. Para desenvolvimentos recentes sobre as aplica¢oes harmonicas e

ulteriores generalizagoes, o leitor pode consultar a referéncia [15].

Quando n = 2 e P = RY com métrica g = da' - da? (métrica de Minkowski em

coordenadas de tipo luz), o sistema (4) é um sistema hiperbdlico quasilinear da forma
w2 = f(x,u,u,,,uy,) (5)

onde u = (v/) e u = (u),) denotam as componentes de ¢ e suas derivadas em z', 22,

respectivamente.

Sistemas deste tipo podem ser interpretados geometricamente como subvariedades (246s)-
dimensionais ) de um espaco de jatos (24 7s)-dimensional J?(7), por um fibrado 7 : R xRS —
R? tal que w(z!, 2%, u?, ..., u®) = (z', 2%). Desta forma, como subvariedade de J?(7), o sistema
Y é naturalmente equipado com a distribuicao de Cartan induzida C%())) e as solugoes de Y
sdo segoes de 7 cujos prolongamentos sao variedades integrais de C*()). Além disto, estes
prolongamentos admitem uma folheacdo por dois sistemas de curvas chamadas de curvas
caracteristicas. Em todo ponto de ), os vetores tangentes as curvas caracteristicas de solugoes
que passam pelo ponto, geram os espagos de duas distribuigoes A; e Ay, ambas (s + 1)-
dimensionais e ndo completamente integraveis, chamadas de distribui¢oes caracteristicas de

Nas coordenadas candnicas {x%, u/, u}, } de J?(r), estas distribui¢des podem ser descritas
da seguinte forma

Al = <Dw1 —I—Dx2(fj)(9u'

J
22

= CXY) N Ann{da?, duby, — Dy (f1)dat, ..., dusy — Dy (f*)da'},

Dut oo D)

u11’ M

Dy = (D2 + Do ()0, ,0us,soos Dus,)

22

= CXY) N Ann{dz',dul, — Dy (fV)da?, ..., dus, — Dy (f*)da?},

onde D,1 e D,2 sdo as derivadas totais em ), a saber

D, = 0, + u{auj + u{lﬁu{ + fjau;,
Dx2 = Op + u%(?ug + fjﬁugl + u3228u;

Anélogas consideraces valem para os prolongamentos Y™ de ) aos espacos de Jatos J'2(7),
h=1,2,..., em que de forma parecida podem ser definidas ainda distribui¢oes caracteristicas
Al Al Note que C3(Y) = A; @ Ay, assim como C*T(Y") = Al @ Al para todo h = 1,2, ...
Inclusive, considerando o prolongamento infinito Y(*) de J em J>(7), A e A coincidem
com as derivadas totais em J(*) que geram a distribuicdo de Cartan C>®()(*)), logo ainda,

C=(Y)) = A®® @ AF. Em particular, as integrais primeiras das distribuicdes caracteristicas
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Al e Al sio sempre integrais primeiras da primeira e segunda derivada total em (),
respectivamente. Na literatura estas integrais primeiras sao as vezes chamadas de integrais

intermediarias.

A nocao de integrabilidade segundo Darboux nasceu no século XIX com as pesquisas
de Darboux [18, 19] sobre as equagoes hiperbodlicas escalares da segunda ordem, com base
nas pesquisas de Monge e Ampere, que ja tinham mostrado a existéncia das distribuigoes
caracteristicas para toda equagao hiperbodlica escalar da segunda ordem (ndo somente da
forma uis = f). Darboux, em particular, soube aproveitar das pesquisas de Monge relativas
ao uso das integrais intermedidrias mostrando que a integracao de uma equagao hiperbélica
Y = {F = 0} pode se reduzir a integragao de equagdes ordinarias quando existem dois sistemas
de integrais intermedidrias { I, I 1} e {ls, fg} de A e Ay, respectivamente, todas funcionalmente
independentes. O motivo pelo qual isto acontece é que os graficos de prolongamentos de solugoes
sao 2-dimensionais, portanto sobre estas variedades devem valer relagoes funcionais do tipo
I = ¢(I)) e I, = ¢(I5). Disto se segue que as solugoes de ) sio solugdes de um sistema da
forma Y = {F =0, I, = ¢(I;), I, = ¢(I,)}. Dai considerando as consequéncias diferenciais
do sistema sobredeterminado ), escrito previamente em forma ortonémica (i.e., resolvido nas
derivadas de ordem maior), obtém-se que o prolongamento infinito )(> ¢ de dimensao finita.
Portanto a determinacao das solugoes da equagao )Y é reduzida ao calculo de variedades integrais
de uma distribuicao Frobenius em uma variedade de dimenséao finita, o que é equivalente a

resolver sistemas de equacgoes ordindrias.

Um cléassico exemplo de equacgao integravel segundo Darboux é aquele da equacao de
Liouville
U1 = e
onde u = u(z', z?). Neste caso, existem os seguintes invariantes intermedidrios

~ 2

2 _ u
L = 2% L1 = uxp-— =
~ 2
_ 1 _ u
L = o, L = up— 5

em que o leitor pode pensar que u; = Uy, Us = U2, U] = Uyiyl € Uy = Uzzy2. Assim, o

sistema ) pode ser escrito como

U1 = €
2 u3
Ugg = P(x%) + =
U2
up = P(xt) + 5>

com duas fungoes arbitrarias ¢ e 1, e é facil ver que ), assim como todo seu prolongamento, é

5-dimensional e com distribuicao de Cartan completamente integravel.

Um outro exemplo de equacgao integravel segundo Darboux é representado pela equacao

U12 = UUq
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que admite as seguintes integrais intermediarias

_ 2 T u?
L =2, L = U2 — 5
o 1 7 . 3u%172u1u111
-[2 = I, IQ - 2,“%
Neste caso, o sistema ) é o seguinte
U2 = UU
2
U
_ 2
uy = ¢(r?) +
2
2 2 1
_ Buyy — 2uitp(x')
Ui = )
2U1

com duas fungoes arbitrarias ¢ e 1. Com isto é facil verificar que, considerando as consequéncias
diferenciais e as condicoes de compatibilidade de ), todas as derivadas de u podem ser escritas
em termos de {z', 2% u,u;,u1;}. Disto se segue que os prolongamentos de ) sdo todos de

dimensao 5, e com distribuicao de Cartan completamente integravel.

Voltando ao caso de um sistema hiperbdlico da forma (5), podemos aplicar um raciocinio
analogo e concluir que a integracao do sistema pode se reduzir a integrar um sistema de equagoes
ordinarias quando existem s + 1 integrais intermediarias funcionalmente independentes para

cada uma das distribui¢oes caracteristicas.

Agora, apesar de ser um tema cldssico, ainda hoje nao existe uma classificacdo das
equacoes diferenciais integraveis segundo Darboux. Entretanto, nos ultimos trinta anos,
tivemos importantes avangos que tem produzido uma significativa retomada do interesse sobre
este tema [1, 2, 4, 6, 7, 13, 16, 17, 30, 36].

A partir do trabalho de Bryant, Griffiths e Hsu [13], e sucessivamente aquele de Anderson,
Fels e Vassiliou [4], a teoria das equagoes integraveis segundo Darboux tem sido abordada com
o formalismo dos sistemas diferenciais exteriores, abrindo assim novos cenarios também ao uso

de sistemas diferenciais exteriores nao Pfaffianos no estudo deste tipo de integrabilidade.

Com este trabalho queremos explorar alguns aspectos introdutérios a este ambito de
pesquisa, iniciando com um problema de classificagdo que na nossa opiniao merece bastante

atencao.

De fato, o objetivo principal deste trabalho foi estudar a classificacao feita por Ream
em [36] das aplicagbes harménicas ¢ : P — @, em que (P, g) é o espago de Minkowski
bidimensional e (@), h) uma variedade Riemanniana bidimensional, cujo sistema (4) é integravel

segundo Darboux.

Usando em P coordenadas de tipo luz e coordenadas isotérmicas em (), de forma tal que

g=da'-dz®, h=e*V ) ((dy')? + (dy?)?),
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o sistema (4) toma a forma

dp dp
Yy = —(Tyl(y%y% —yiy3) - @(y%yg +y3v3),
dp dp
Yo = —@(y%yi +y3yt) + @(y%y% ~ YiY3),
a2¢k agpk
k __ k __ s _
onde y;; = D20 ey, = Bt 1,7, k=1,2.

Ainda se conhecem poucos exemplos de sistemas integraveis segundo Darboux e é bastante
natural esperar que exemplos importantes deste tipo possam aparecer no estudo de aplicagoes
harmonicas, devido as importantes propriedades de integrabilidade descobertas para estas
aplicacoes [15, 22, 25, 26, 28, 29].

Surpreende portanto o fato que [36] seja ainda a tnica tentativa de classificar sistemas

integraveis segundo Darboux que descrevem aplicagdes harmonicas.
O trabalho se subdivide em cinco capitulos.

No Capitulo 1, revisamos as principais preliminares, dentre as quais a teoria dos fibrados,
dos espacos de jatos e dos sistemas diferenciais exteriores. Em particular, apresentamos a

noc¢ao de integrabilidade segundo Darboux de um sistema diferencial exterior.

No Capitulo 2, apresentamos o formalismo variacional de Poincaré-Cartan, introduzindo
conceitos fundamentais para este estudo, dentre os quais a geometria de multicontato e a forma

de Poincaré-Cartan.

No Capitulo 3, calculamos o sistema diferencial exterior de Euler-Lagrange para aplicagoes

harmonicas entre variedades pseudo-Riemannianas.

No Capitulo 4, restringimos e adaptamos os cédlculos do Capitulo 3 as aplica¢des harmo-
nicas do espago de Minkowski bidimensional para variedades Riemannianas bidimensionais.
Estudamos entao a integrabilidade segundo Darboux dos sistemas diferenciais exteriores de
Euler-Lagrange que descrevem essas aplicacoes, e encontramos assim condigoes para a integra-
bilidade segundo Darboux desses sistemas em termos da curvatura de Gauss das variedades de

contradominio das aplicagoes harmonicas.

Finalmente, no Capitulo 5, elucidando os resultados obtidos por R.Ream [36], J.N.
Clelland e P.J. Vassiliou [17], classificamos as métricas e os sistemas de equagoes diferenciais
das correspondentes aplicagoes harmonicas, para os quais os sistemas diferenciais exteriores de

Euler-Lagrange sao integraveis segundo Darboux com até 1-prolongamento.
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Capitulo 1

Preliminares

Nosso trabalho comecara com uma revisao de algumas ferramentas béasicas, dentre as
quais a teoria dos fibrados, dos espacos de jatos e dos sistemas diferenciais exteriores. O leitor

interessado em mais detalhes, pode consultar as referéncias [27, 34, 35, 40, 41].

1.1 Notacoes

Esta secao servira de suporte ao leitor, elencando as principais notagoes empregadas ao
longo deste trabalho. No elenco que segue, M é uma variedade diferenciavel m-dimensional, Z

um sistema diferencial exterior sobre M e ) uma distribuicao suave sobre M.

o (M) denotara a algebra comutativa unitaria das fungoes diferencidveis sobre M;
o D(M) denotard o C*°(M)-médulo dos campos vetoriais sobre M;
o A¥(M) denotard o C°°(M)-médulo das k-formas diferenciais sobre M:;

m

o A*(M)= @ A*¥(M) denotara a dlgebra exterior de Grassmann sobre M;
k=0

e 0'-0? denotara o produto simétrico entre 1-formas diferenciais 6 e 0

o A¥(M,g) denotard o C*°(M)-médulo das k-formas diferenciais sobre M a valores na

algebra de Lie g;
o A¥(0y,...,0,) denotard o médulo das k-formas gerado pelas formas 6y, ..., 0,;
o {6, ...,0"}+ denotara a distribuicdo dos campos que anulam as 1-formas 6!, ..., 6";

o Z1 denotard a distribuicio dos campos que anulam as 1-formas que geram um SDE
Pfaffiano (ou sistema Pfaffiano) Z;

o I+ denotara a distribuicio dos campos que anulam as formas de um médulo I € AY(M);
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o I'*t denotard o médulo gerado pelas 1-formas anuladas pelos campos inscritos numa

distribuicao TI';

o (01, ...,0") denotard o médulo gerado pelas 1-formas 6, ..., 6";

o (0, ...,0") 4, denotard o ideal algébrico gerado pelas 1-formas 6!, ..., 0" (veja Secdo 1.4);
o (0',...,6M)4is denotard o ideal diferencial gerado pelas 1-formas 6', ..., 0" (veja Secdo 1.4);

o A% (M) denotard a subdlgebra de A*(M), das formas diferenciais semibésicas (veja Segao
1.4.3);

e I, denotara a matriz identidade de ordem m;

e Lx denotaréd a derivada de Lie ao longo do campo X;

o ['(7) denotara o conjunto das se¢des do fibrado m;

o I'y(m) denotara o conjunto das se¢oes locais do fibrado 7 definidas em U

o Jk(m) denotard o espaco de k-jatos das secoes de um fibrado 7, enquanto J*(M, E)
denotara o espaco de k-jatos de aplicagoes diferenciaveis de uma variedade M em uma

variedade E (veja a Secao 1.3).

1.2 Fibrados

A teoria dos fibrados serd fundamental ao longo de todo este trabalho, desempenhando
inclusive um papel crucial na teoria dos espacos de jatos e dos sistemas diferenciais exteriores.

O leitor interessado em aprofundar seu conhecimento nesse topico, pode consultar as referéncias
(27, 33] e também [34, 35, 40, 41].

Definigao 1.1. Sejam E, M, F variedades topologicas. Um fibrado com fibra tipica F', é uma
aplicagao sobrejetiva m : E — M tal que, para cada x € M, existe uma vizinhanga aberta
U de x e um homeomorfismo ¢ : 7 (U) — U x F satisfazendo pry o ¢ = 7|-1), onde

pri: M x F— M € a projecio no primeiro fator.

De acordo com esta defini¢ao, toda fibra 7~!(x) =: E, em um ponto x é homeomorfa ao
espaco topologico F', e a uniao |J FE, coincide com FE, que sera chamado de espago total
do fibrado, enquanto M de es;)ilﬂéo base. Além disso, m serd denominada de projecao.
Definimos também a dimensao de um fibrado 7m como sendo igual a dimensao de sua fibra
tipica F, portanto escrevemos dim m = dim F'. Por fim, as aplicacoes 1) serao chamadas de

trivializagoes locais, e quando U = M, dizemos que 7 é um fibrado trivial.
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Quando F, M e F sao variedades diferenciaveis, m é uma submersao e as trivializagoes
locais 1 sao difeomorfismos, dizemos que 7 é um fibrado diferenciavel. A partir deste ponto,
consideremos apenas fibrados diferenciaveis, omitiremos o adjetivo diferenciavel toda vez que

mencionarmos um fibrado.

Exemplo 1.2. Dadas duas variedades diferencidveis M e F', a aplicagdo

T: MxF — M
(,q) = p

¢ um fibrado trivial com fibra tipica F' e espaco total a variedade produto M x F'.

Definicao 1.3. Um fibrado 7 : E — M com fibra tipica F' é chamado de fibrado vetorial
se F' é um espago vetorial e toda trivializacdo local ¢ : 71 (U) — U X F induz um isomorfismo

linear Y|g, : 71 (x) — {2} x R* para cada z € U.

Observe que a condicdo mencionada acima carrega a informacao que cada fibra E,
de um fibrado vetorial de dimensao k, possui uma estrutura intrinseca de espaco vetorial

k-dimensional.

Definigao 1.4. Uma segao local de um fibrado m: E — M é uma aplicacio suave s : U —
E definida em um aberto U C M, satisfazendo

WOSZIdU.

Dizemos que s é uma se¢ca@o global de 7, ou apenas uma seg¢ao de w, quando U = M.

Denotamos com I'(7) o conjunto das segoes de m, enquanto I'yy(7) denotard o conjunto
das secoes locais definidas em U. Além disto, observamos que no caso de um fibrado vetorial
m: F — M, com as seguintes operagoes de soma + de se¢oes e produto - de uma se¢ao por
um escalar

(r+s)(p) = r(p) + s(p),

(a-r)(p) =ar(p), Vrsel(n), YVa R,
o conjunto das se¢oes I'(7) forma um R-espago vetorial, assim como o conjunto I'y(7) das
secoes locais. Por outro lado, sempre no caso de um fibrado vetorial, definindo ainda o produto

- de uma secao por uma funcao na forma natural

(f-s)p) = fp)s(p), VseT(r), VfeC™(M),

o conjunto das segoes I'(7) também pode ser visto como um médulo sobre a dlgebra das fungoes
diferenciaveis C°°(M). Anélogas consideracoes valem para o conjunto das segoes locais 'y (),

quando 7 : E — M é um fibrado vetorial.

Dados dois fibrados vetoriais sobre uma mesma variedade base M, é possivel definir
de forma natural outros fibrados vetoriais. Exemplos de fibrados deste tipo sao dados pelas

seguintes duas definicoes.
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Definicao 1.5. (Veja [37], pdgina 22) Sejam m : By — M e my : Ey — M fibrados sobre
M com fibras tipicas Fy e Fy, respectivamente. O fibrado produto € a aplicagdo
T X7y By Xy B, — M
) = mlp) =mg)

onde El XM E2 = {(p, Q) € El X E2 ‘ 7Tl(p) = 7T2((])}

Observe que, para cada r € M, a fibra em x ¢ dada por (7 x m2) "} (x) = (E1)s X (E2).-

Consequentemente, F; X Fy é a fibra tipica de 7.

Definicao 1.6. Sejam m : By — M e my : Ey — M fibrados vetoriais sobre M. O fibrado
das aplicagoes lineares (em inglés comumente denominado de "hom-bundle') é a aplicagao

h: Hom(Ey, Ey) — M tal que, para cada x € M,
h'(z) = Hom(Ey, Ey), = Hom(E,, Es,),

i.e., a fibra em x € M € o espaco das aplicagoes lineares de Ei, em Ey,.

Agora, introduziremos uma outra nocao de fibrado que desempenhara um papel funda-

mental neste trabalho, a saber, a nocao de fibrado principal.

Definicao 1.7. Sejam P, M wvariedades diferencidveis e G um grupo de Lie. Um G-
fibrado principal sobre M ¢é um fibrado m : P — M com fibra tipica G, em que existe uma

acdo a direita de G em P
R: PxG — P
(.9) — R(p,g)=pg

que satisfaz as sequintes propriedades:

e a acio R ¢ livre;

e M = P/G é o quociente de P com relagio a relagio de equivaléncia definida pela de agdo
de G;

o para cada x € M, existe uma vizinhanga U de x e uma trivializagio v : 7 (U) — U X G
equivariante, i.e., 1(pg) = ¥(p) - g para cada p € 7Y (U) e g € G, onde a acdo a direita
de G em U x G ¢é dada por (x,a)-g= (v,a-g).

Note que pelo fato que a acdo R é livre, para todo x € M e p € P, a aplicagao
Jbp: G — P,
g = D9

¢ um difeomorfismo que, pelo fato de R ser uma acao a direita, satisfaz a propriedade

Jp(gh) = jp(g)h, para todo g, h € G.
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Exemplo 1.8. Seja M uma variedade m-dimensional. Em todo ponto x € M podemos

considerar o conjunto
Frap(M), = {(vi(x),...,vpu(x)) base de T, M}

de todas as bases (vi(x),...,vy(z)) de T,M. Naturalmente, podemos identificar toda base

(vi(x),...,vin(x)) de T,M com um isomorfismo linear

U R™ — T.M

(o1, am) — Y alv(x).

Portanto Frgrp (M), pode ser pensado também como o conjunto destes isomorfismos lineares.
Consideraremos entdo a unido disjunta

FT’GL(M) = U FTGL(M)a:

zeM

e a projecao natural
T Fragp(M) — M
(vi(x),...,vp(2)) — .

O grupo GL(m,R) possui uma ag¢ao natural & direita sobre Frap(M):

Frgp(M) x GL(m,R) — Frap(M)
(vi(x),...,vin(2)),A) = (vi(x),...,vpu(x)) - A

tal que

(Vi(@), oo, Vin (@) - A = (Do vilw) A, oy Do vile) A,

se A = (Aj;;). Alternativamente, usando u no lugar de (v1(x), ..., v (), esta acdo é sim-
plesmente descrita pela "multiplicagio” uA = wo A. Pode-se provar [27] que Frgp(M)
¢ uma variedade diferencidvel e, além disto, a agao considerada de GL(m,R) define em
7 Frap(M) — M a estrutura de um GL(m,R)-fibrado principal chamado de fibrado dos
referenciais de M. Lembremos aqui que a dlgebra de Lie de GL(m,R) é simplesmente a

algebra das matrizes reais m X m.

Se (M,g) é uma variedade Riemanniana (ou pseudo-Riemanniana com assinatura
(my,ms)), em cada ponto x € M, no lugar de Frgp(M), podemos considerar o conjunto
Fro(M), das bases ortonormais (e1(x), ...,en(z)) de T, M, relativamente ao produto escalar
gz definido por g em T, M. Portanto, podemos considerar a uniao disjunta

Fro(M) = U FT0<M>:E

zeM
com a projecio (que ainda denotamos com T)

T Fro(M) — M

(e1(z),....,en(r)) — =
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e a natural agao do grupo O(m) (ou O(my, msy) se g for pseudo-Riemanniana com assinatura
(mq1,mq)) sobre Fro(M), definida de forma andloga aquela considerada anteriormente. Tam-
bém neste caso, Fro(M) é uma variedade diferencidvel e a ag¢ao de O(m) (respectivamente,
O(my,ms)) define em w: Fro(M) — M a estrutura de um O(m)-fibrado (respectivamente,

O(my, mg)- fibrado) principal chamado de fibrado dos referenciais ortonormais de M.

Denotando com n = diag(1,...,1,—1,...,—1), a matriz de g num referencial ortonormal,
e lembrando que A € O(my,msy) se ATnA =n, seque que a dlgebra de Lie g de G = O(my, msy)

¢ a subdlgebra de matrizes m X m reais tais que BTy +nB = 0. Analogamente para O(m).

Em particular, se (M,g) for uma variedade Riemanniana (ou pseudo-Riemanniana)
orientavel, considerando em todo x € M o conjunto Frso(M), das bases ortonormais orientadas
positivamente (i.e., de acordo com uma orientacao fizrada de M ), podemos considerar a unido
disjunta

Frso(M) = U Frso(M),

zeM
a projecao
T Frso(M) — M
(ei(x),...,en(x)) — =
e a agao natural em Frgo(M) do grupo SO(m) (ou SO(my,msy) se g for pseudo-Riemanniana
com assinatura (my, msy)), que preserva a orientag¢do das bases. Desta forma, obtemos um
SO(m)-fibrado (ou SO(my, ms)- fibrado) principal w : Frso(M) — M chamado fibrado dos

referenciais ortonormais positivos de M.
Dado um G-fibrado principal 7 : P — M e I’ uma variedade na qual G age a esquerda,
definiremos uma acao a direita de G em P x F' da seguinte maneira

(PXF)xG — PxF
(p:f)g) = Wf-9=wm-g9.9" f)

onde estamos denotando por - tanto a acao de G em P quanto a acao de G em F'. Denotaremos

(1.1)

o espago quociente de P x F' pela agao (1.1) por
PxqF:=(PxF)/G.
Pode-se provar [15] que P X F' é uma variedade diferenciavel e a aplicagao
7. PxgF — M
[(p, )] = z=m(p)

é um fibrado com fibras #7'(z) = (P, X F)/G ={[p,f]=(p,f)-g : g € G}, onde p € P,. Em
particular, fixado p € Py, f + [p, f] define um difeomorfismo entre #7(z) e F. O fibrado # é

o fibrado associado a 7, por meio da agao (1.1).

Aplicamos essa construgao no caso em que a fibra F' é um espaco vetorial no Capitulo 3.
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1.2.1 Conexdes em fibrados principais

Lembramos que para todo X, € T.G, a translacdo a esquerda

l: GxG — G
(g,a) — lyja=g-a

permite definirmos um campo invariante a esquerda X € D(G) tal que

X, = (I,).X. VgeaG.

Desta forma, existe uma correspondéncia 1 — 1 entre T,G e o espago vetorial dos campos
invariantes a esquerda em GG. Por meio desta correspondéncia o comutador de campos invariantes
a esquerda induz um colchete em 7,.G, e pelas propriedades do push-forward este colchete
define uma estrutura de dlgebra de Lie em T,G, que é portanto chamada de algebra de Lie de
G. Esta édlgebra é naturalmente isomorfa a algebra induzida pelo préprio comutador no espaco
dos campos invariantes a esquerda. Portanto, os elementos da algebra de Lie g de G podem ser

equivalentemente pensados ou como vetores de 7T.G ou como campos invariantes a esquerda.

E possivel provar que os campos invariantes a esquerda sao completos e, portanto, seus

fluxos podem ser usados para definir o mapa exponencial

exp: g — G
Xe —> ’)/X(l)

onde vx(t) é a trajetéria de X (invariante a esquerda) que passa por e quando t = 0, i.e.,
7x(0) = e. Em termos do fluxo {¢;} de X, vx(t) = ¢4(e), e portanto yx (1) = ¢1(e).

Dado um G-fibrado principal 7 : P — M, é possivel entao definir um homomorfismo

o:9— D(P)
Er—0(&) : C®(P) — C™(P)
d .
f — % tZORezp(tf)(f>

onde Rexp(e) : P — P ¢ tal que Rezpe)(p) = p - exp(t§). Em outras palavras, o(§) é o campo
que tem como vetor tangente em p o vetor tangente a curva p - exp(t§) = Regpue)(p). Na
literatura o campo o(&) é chamado de campo fundamental correspondente a . Daqui em

diante, denotaremos o(£) com a notacio mais conveniente X°¢.

Por definicao, os campos fundamentais tém a propriedade de serem tangentes as fibras de
7 e, portanto, sao verticais. Denotando portanto com V a distribuicao dos vetores tangentes

verticais, para todo p € P, temos uma aplicacao linear

Jp: 8 — Vp

€ o oxe (1.2)

que resulta ser um isomorfismo linear.
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Definicao 1.9. Para cada p € P, seja V), o subespago dos vetores tangentes em p a fibra Pry).
Uma conexdo em P consiste na escolha de uma distribuicio H = Upep H, de subespagos

H, C T,P, para cada p € P, que satisfaz as sequintes condigoes:

(i) T,P =Vp ©Hy;

(it) Hpg = (Ry)sH, para cadap € P e g € G, i.e., a distribui¢io H € invariante sob a ag¢io
a direita de G em P;

(1ii) H é suave.

Definimos V,, como o subespago vertical de T,P e, consequentemente, H, como um
subespago horizontal de T,,P. A distribuicdo V é entdo chamada de distribuicao vertical,
enquanto H é chamada de distribuicdo horizontal. Assim, se de um lado a distribuicao vertical
) consiste nos vetores tangentes a fibra passante por cada ponto p € P, por outro lado a
distribuicao horizontal H consiste de vetores transversais a fibra passante por cada ponto

p €€ P.

Pela (i) da Definicao 1.9, qualquer vetor tangente w € T, P pode ser decomposto de forma
tinica como w = w” + w", com w¥ € V, e w" € H,. Analogamente, todo campo X € D(P)
admite uma decomposicao tnica da forma X = XV + X" com X" € V e X" € H (i.e. para

todo p € P, os vetores X e Xz’} pertencem a V, e H,, respectivamente).

Portanto, usando o isomorfismo j,, definido em (1.2), para cada vetor w € T,,P, podemos
associar um vetor § € g tal que § = j,; L(w?). Disto se segue que, dada uma conexao I' em P,
podemos naturalmente definir a seguinte 1-forma w em P a valores em g (i.e., w € A'(P, g)) de
modo que w(X)(p) = wy(X,) := jp_l(X;j), Vp € P, VX € D(P). Segue da defini¢ao de w que
para cada campo X € D(P), w(X) = 0 se, e somente se, X pertence a distribui¢do horizontal.

A forma w é chamada de forma de conexao de I.

Lembramos agora que, dado um grupo de Lie G com algebra de Lie g, para cada g € G
definimos a conjugacao
cg: G — G
a +r gag_l.

Pela definigao de ¢, segue imediatamente que c,,4, = ¢4, © ¢,,, para todo gy, g2 € G.
Com isto, definimos a representacao adjunta de G como
Ad: G — GL(g)
gr— Ad(g) -9 — g
§ > (Cg)ue()

onde estamos considerando g = T.G. Em particular observamos que, pelas propriedades de

push-forward segue portanto que

Ad(f}lg?) = (09192)* = (Cgl o ng)* = Ad(gl) °© Ad(g2)
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Além disto, denotando com gl(g) a dlgebra de Lie de GL(g), pode-se provar que a seguinte
aplicagao
ad = (Ad)..: g — gl(g)

fr—adl§):g—9
n— ad(§)(n)

chamada de representacao adjunta de g, satisfaz a seguinte propriedade

ad(&)(n) = [&,n], V& €g.

A seguinte proposicao fornece uma util caracterizacdo da nogao de conexdao em um fibrado

principal (vide [9]).

Proposigao 1.10. Toda conexao em um G-fibrado principal determina uma forma de conexdo

w € AY(P,g) que satisfaz as sequintes duas propriedades

(a) wy(X§) =& para todo & € g e todo p € P;
(b) (Ry)*w = Ad(g~ 1) ow, i.e., para cada g € G, w((Ry)«(X,)) = Ad(97')(w,(X})) para todo
X € D(P) e todop € P.

Reciprocamente, toda w € A'(P,g) que satisfaz (a) — (b) define uma conexao em que H, =
{X, € T,P : wy(X,) =0}, para todo p € P.

Portanto, por conexao em um fibrado principal, podemos simplesmente pensar na forma
de conexdo w. Pode-se provar (veja por exemplo [33], vol. 1) que em todo G-fibrado principal,

existe pelo menos uma conexao w.
Definigao 1.11. A curvatura de uma conexdo w € A(P,g) é a 2-forma Q € A*(P,g) tal que
QX,Y) = dw(X", Y,

para todo X,Y € D(P).

Pode-se provar que (vide [9])
X, Y) = (X, Y) + 5 w(X), w(¥)],

para todo X,Y € D(P).

1.2.2 Forma candnica 6 de um fibrado dos referenciais F (M) e equacles de

estrutura

Seja 7 : F(M) — M um G-fibrado principal dos referenciais sobre M. Por exemplo,
pode ser F(M) = FrgL(M), Fro(M), Frgo(M) com G = GL,(R),O(my, ma), SO(my, ms),

respectivamente.
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No caso de um fibrado dos referenciais F (M) sobre uma variedade m-dimensional M,
uma conexao w € A'(F (M), g) é chamada de conexao linear. Sabemos que sempre existe uma

conexao linear em qualquer fibrado dos referenciais, porém esta nao € tnica.

Por outro lado, em 7 : F(M) — M pensando os referenciais (pontos de F(M)) como
isomorfismos u : R" — Ty M (veja o exemplo 1.8), podemos sempre definir a 1-forma
candnica § € A'(F(M),R™) tal que

0u(Xu) = u™ ' ((m).(X)), (1.3)

para todo u € F(M) e todo campo vetorial X em F(M).

A forma candnica 0 satisfaz, para cada g € GL,(R)

(R30)u(Xu) = buog((Rg)s (X))
(uog) H()4(Ry) X )
“HuH (o Ry). X))

=g 1(u Hme X)),

ie, R = g~' o6, onde usamos o fato de que m,(X,) = m.((Ry)«(Xy,)). Além disso, 6 é

horizontal, no sentido que #(X) = 0 para todo campo vertical X.

Num fibrado dos referenciais = : F(M) — M com conexao linear w, podemos também
associar a cada & € R™, um campo horizontal B(§) em F(M) da seguinte maneira: para cada
u € F(M), B(£), é o unico vetor horizontal em T, F (M) tal que m.(B(§),) = u(€). Dessa

forma
0(B(¢)) = ¢,
para todo £ € R". B(£) é chamado de campo horizontal candnico correspondente a &.

Usando a 1-forma canonica § € A'(F (M), R™) num fibrado dos referenciais 7 : F(M) —
M, com conexao linear w € AY(F(M),g) em uma variedade m-dimensional M, podemos

também definir a 2-forma de tor¢ao © como
O(X,Y) =di(X",Y"),

para todo campo X e Y em F(M).

O teorema fundamental da geometria pseudo-Riemanniana (veja por exemplo [33, 9])
afirma que no caso em que M é pseudo-Riemanniana, existe uma tnica conexao linear w
(conexao de Levi-Civita) em F(M) = Fro(M) com torgao © = 0. Um andlogo resultado vale

naturalmente para o caso Riemanniano.

Enunciaremos agora o teorema que introduz as equagoes de estrutura satisfeitas por w e

6 (veja por exemplo [33]).



1.3. Espacos de Jatos 33

Teorema 1.12. Considerando as bases {e;} e {EJ} de R™ e gl(m,R), respectivamente, e
escrevendo
0 =0, w=uwE, Q=QEFE,

as sequintes equagcoes de estrutura sao vdlidas

o' = —wi N0 + €,

i k i
dwj = —wp Awj + §2,
para todo i,j = 1,...,m. De forma simplificada, estas equacoes podem ser erpressas como

dfd = —-wNb+ 0,
dw = —w A w + €.

As equagoes acima caracterizam completamente a estrutura da conexao linear e suas
implicagdes geométricas sao fundamentais para compreender como a geometria do fibrado

principal é influenciada pela conexao linear.

Notemos que se {E;} denotarem os campos horizontais canonicos associados a base {e;}
de R™ e se {F!} denotarem os campos fundamentais correspondentes & base {E?} de g, é

possivel verificar que {E;, E}} e {6",w!} sdo duais, i.e.,

0"(E;) =dF, O%E!) =0,
WF(BD) = 0oks], Wi(E) =0.

Os campos {E;, EZJ } definem um paralelismo absoluto em F(M), i.e., formam uma base de

T, F (M) para cada u € F(M).

1.3 Espacos de Jatos

Nesta secao, estudaremos os espacos de jatos, que constituem um cenario ideal para
o estudo de equagdes diferenciais de um ponto de vista geométrico. De fato, as equagodes
diferenciais podem ser tratadas como subvariedades dos espagos de jatos e equipadas com uma
distribuicao especifica, chamada de distribuicao de Cartan. Além disto, sob oportunas condi¢oes
de nao degeneracao, as solugoes sao descritas por variedades integrais dessa distribuigao.
Realizaremos aqui somente uma breve revisao de alguns aspectos gerais deste topico, adiando a
discussao de outros aspectos para outras se¢des. O leitor interessado numa tratacao sistematica,
pode consultar as referéncias [32, 37, 45, 46, 47, 48, 49].

Realizaremos agora uma breve revisao deste topico. Seja m : £ — M um fibrado com
dim M = n e dim E = n+ m. Para qualquer k& € N, denotamos por J*(7) o espago de

k-jatos das secoes de 7 e por m : J¥(1) — M o fibrado de k-jatos das secoes de m. Por
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defini¢do, um ponto 6 de J*(7) é uma classe de equivaléncia § = [s]* de secdes suaves s de 7
cujos graficos em a € M passam pelo mesmo ponto s(a), onde elas tém o mesmo contato até
a ordem k (isto é, as mesmas derivadas até a ordem k no ponto a). Em particular, pode-se
identificar E com J°(r).

Portanto, qualquer secao s de 7, juntamente com suas derivadas até a ordem k, determina

uma se¢ao ji(s) de m, que é chamada de k-ésimo prolongamento de s.

Para h > k, denotamos por 7, : J"(7) — J*(7) a projegdo natural de J"(7) em
J¥ (), dada por [s]" — [s]".

a a

Todo espaco de jatos J*(m) possui uma estrutura de variedade diferencidvel, induzida

naturalmente pelas estruturas de £ e M.

De fato, toda carta definida num aberto U C FE, com coordenadas {z1, ..., ,, u', ..., u™}
em que {1, ...,7,} sdo coordenadas locais em M e {u',...,u™} coordenadas locais nas corres-
pondentes fibras de , se estende a uma carta em m, (U) C J*(7) com coordenadas naturais
{z;,ul}, onde i € {1,...,n}, j € {1,....,m} e 0 = (0y,...,0,) é um multi-indice de ordem
lo| = 01+ ... + 0, tal que 0 < |o| < k. Por defini¢ao, para todo 0 = [s]% € m o(U), {x;,ul}

sao tais que
olol

wil0) = wila), upll) = 5o

u (s(x)).

Ao considerar o fibrado trivial 7 : M x E — M e notando que uma secao s(p) = (p, ¢(p)) é
caracterizada pela aplicacao ¢ : M — E, podemos considerar o espaco de 1-jatos do fibrado
7 como o espaco de 1-jatos das aplicacoes de M em E, denotado por J'(M,E) = J'(7).
Analogamente, definimos J*(M, E) = J*(7).

O espaco de k-jatos J*(7) é naturalmente equipado com a distribuicio de Cartan C*(r),

que é gerada pelos planos tangentes aos graficos dos k-ésimos prolongamentos das se¢des de .

Em coordenadas, C¥ () pode ser descrita tanto como
C*(m) = ann {6 = dul — Zuiﬂidxi :0<o| <k—1,j=1,...,m},

quanto como
CH(m) = (0, DW . 0<lo|<k—1,j=1,.,m),
onde ng) sdo os operadores de derivada total truncados a ordem k,
ka) = 8‘r1 —|— Z U‘;+1i8ujg'.

lo|<k—1
Um sistema de equacgoes diferenciais de ordem k&

Fl(x,u,(x)) =0,
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para uma funcio u = (u',...,u™) de x = (z!,...,2"), sob hipdteses de regularidade para

F = (F', ..., F"), pode ser tratado como uma subvariedade

Y = {F(x,u,(x)) = 0}
do k-ésimo espaco de jatos J*(m) do fibrado

m: R"xR™ — R"

(x,u) — x
Desta forma, as solugoes u = f(x) deste sistema podem ser geometricamente descritas pelas
secoes
s(x) = (x,f(x))

cujo grafico do k-ésimo prolongamento j*s estd contido em ). Portanto as solucoes de Y

descrevem variedades integrais da distribuicao de Cartan induzida
C*(Y) :=C*(m)nTY.

Teorema 1.13. Uma subvariedade n-dimensional ¥ C J*(r) que satisfaz a condigio de
independéncia dz' A ... A dw”‘z # 0, é uma variedade integral de C*(m) se, e somente se, ¥ é

grafico do k-ésimo prolongamento de uma secao local de .

Demonstragio. Pela prépria definicdo de C*(7) j4 sabemos que os prolongamentos de segoes
sao variedades integrais de C*(7) que satisfazem a condicio de independéncia dz' A... Adx™ # 0.

Portanto precisamos provar somente o reciproco.

Se dr' A ... Adz"|s # 0, entdo {x!,...,2"} podem ser usadas como coordenadas em X,
que portanto admite uma parametrizagio da forma u? = fi(z), 0 < |o| < k.
Por outro lado C*(m) = Ann {w}, com wi = duf, — v/, y,da’ e 0 < |u| < k — 1. Portanto,

se ¥ for variedade integral de C*(7), teremos que wi’g =0,ie.,

_ j P _ afg i j i 8f8 j i
0= (d/ —ujda)|z = 5% (x)da’ — f](w)da’ = (570(x) = f] () )da
logo '
- ofy
J —_
Analogamente
. o of! . , . afl A .
0= (duf, — ufyda')|s = S (2)da’ — fly(x)da' = (55 (x) = fiy(x))du
logo

) aj a2j
file) = iy = o)

Desta forma, iterativamente obtemos que

) lo| £3
fila) = 270

I s el

Logo ¥ é o prolongamento da secao local (x) — (x, fo(x)). ]
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Exemplo 1.14. A equagdo do calor

Ugy = Ut,

para u = u(x,t), descreve uma subvariedade 7-dimensional ) do espago de 2-jatos J*(m), onde
7:RZx R — R? € tal que w(x,t,u) = (z,t). Uma solugio u = f(x,t) de ) define a segio s

de m, s(x,t) = (x,t, f(x, 1)), cujo sequndo prolongamento
g2s(x,t) = (o, t,u(z,t), us(z, 1), u (2, 1), Upe (2, 1), Ugy (2, 1), uge (0, 1)),
descreve uma variedade integral da distribuicio de Cartan induzida
C*(Y) = Ann{du — uzdx — w,dt, du, — wdr — ugydt, duy — Uyds — uydt}.
Exemplo 1.15. A equacdo de Liouville
Uy = €V

para u = u(x,t), descreve uma subvariedade 7-dimensional ) do espago de 2-jatos J*(m), onde
7:RZx R — R? € tal que w(x,t,u) = (z,t). Uma solugio u = f(x,t) de ) define a segio s

de m, s(x,t) = (x,t, f(x, 1)), cujo sequndo prolongamento
32s(x,t) = (z, t,u(z, ), ug (2, 1), ue (2, 1), Uge (2, 1), Ugy (2, ), Uy (7, 1))
descreve uma variedade integral da distribuicio de Cartan induzida

C*(Y) = Ann{du — uydr — wdt, duy, — Ugpdr — e“dt, du, — e"dx — uydt}.

Entretanto, usando a teoria dos sistemas diferenciais exteriores, é possivel também
descrever as solugoes de uma equagao diferencial como variedades integrais de um sistema
diferencial exterior definido em uma variedade que nao é necessariamente a prépria equagao
interpretada como uma subvariedade de um espago de jatos. Veja por exemplo a abordagem

alternativa para a equagao de Liouville discutida no Exemplo 1.19.

1.4 Sistemas diferenciais exteriores

O estudo dos sistemas diferenciais exteriores ¢ motivado pelo interesse em modelar
problemas geométricos envolvendo equagoes diferenciais. Integrar estes sistemas buscando
determinar suas subvariedades integrais seria o equivalente a encontrar as solugoes de equagoes
diferenciais. A teoria dos sistemas diferenciais exteriores também é uma forma de descrever e
estudar equagoes diferenciais livre de coordenadas. O leitor interessado em aprofundar seu

conhecimento neste topico, pode consultar as referéncias [3, 11, 13].
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1.4.1 Principais definicGes

Definicao 1.16. Um sistema diferencial exterior é um par (M,T) em que M ¢é uma
variedade e T C (A*(M),+,A) um ideal algébrico satisfazendo a condi¢io dZ C I. Em outras

palavras, as sequintes condigoes sao satisfeitas

e T éum subanel de A*(M),
e Sewe AN (M) ebeTl entiowNbel,

e df €T, para cada 0 € I,

onde N*(M) representa a dlgebra das formas diferenciais sobre M.

-

E comum nos referirmos a um sistema diferencial exterior (SDE) também como um
ideal diferencial. Além disto, dado um SDE (M,Z), diremos também que Z é um SDE em
M. Evidentemente um SDE em uma variedade m-dimensional pode, em geral, conter formas
de qualquer grau k = 0, ..., m. Em particular, podemos portanto considerar as componentes
homogéneas

TF=TInA*M), k=01,..,m.

Dizemos que I é um ideal gerado algebricamente pelas formas 6, ..., 8" em uma vizinhanca
de um ponto p € M, se qualquer elemento £ € I puder ser escrito, nesta vizinhanga, da seguinte

maneira

=1

n

Dizemos que um ideal diferencial Z é diferencialmente gerado por 6, ...,0" em uma

vizinhanca de p € M, se for algebricamente gerado por 0!, ...,0",df', ..., dO"™ nesta vizinhanca,

ou seja, se qualquer elemento & € Z puder ser escrito, nesta vizinhanca, da seguinte maneira
f = Zﬁz /\gi +Z’YZ /\in, Bi,’}/i € A*(M)
i=1 i=1

Utilizaremos a notagao
({0, .. 0" Parg = (0", .., 0™ iy
para denotar o ideal algébrico gerado por um sistema de formas {6, ...,0"}. Analogamente

T={0" .., 0" aiy = (0", ..., 0" ai

denotaré o ideal diferencial gerado por {6, ...,6"}. Notemos que

T =(0"...,0M i = (0, ...,07,dO", .., dO™) .
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Note porém que, no caso de um sistema de 1-formas {6',...,0"}, denotaremos também com
(6',...,6™) o modulo gerado em A'(M) por estas formas. Chamaremos de sistema Pfaffiano
um modulo deste tipo. Um ideal diferencial Z é denominado SDE Pfaffiano se for gerado
apenas por 1-formas diferenciais e é comum nos referirmos ao SDE Pfaffiano Z apenas pelo seu

gerador 1.

Além disto, diremos que um SDE Pfaffiano Z possui posto constante igual a k& < m,
se na vizinhanca de todo ponto p € M, 7 é diferencialmente gerado por um sistema de k
1-formas linearmente independentes. Nesse contexto, o subespaco linear [, C T M, gerado
por essas formas, deve ter a mesma dimensao para cada ponto p € M. Vale ressaltar que é
possivel interpretar I como um subfibrado de T*M ou como um C* (M )-submédulo de AY(M).
Conforme é comum na teoria dos sistemas diferenciais exteriores, a partir deste ponto, todo

sistema Pfaffiano sera considerado de posto constante.

Dado um sistema Pfaffiano I = (6',...,6%) de posto k sobre M, um correferencial
{0, ..., 08 6%F1 . ™} serd chamado de correferencial adaptado a I. Desta forma, para
cada 0° € I valem as equacoes
do" = f: VNN
ab=1
onde A, € C>(M). Estas sdo as equagoes de estrutura do sistema Pfaffiano I = (', ..., 6%) em
relacdo ao correferencial adaptado {0, ..., 0% 61 .. #™}. Usando um correferencial adaptado

podemos dizer que duas formas a, f € A*(M) sdo congruentes médulo I e escrever
a=/f (modI)

se a — f € ([)ay (i-e., @ —  pertence ao ideal algebricamente gerado por I). Observamos,

portanto, que a = 3 (mod I) se, e somente se,
(a—B)YANO* A NG =0.

Além disso, notamos que usando esta nogao de congruéncia, as equagoes de estrutura de [
podem ser equivalentemente escritas na forma seguinte
m
do' = > ALO°AG (mod I).
a,b=k+1

A derivada exterior de formas induz uma aplicagdo C*°(M)-linear

§: I — N(M)/{D)ay
0 +— [df]

Definimos, portanto, o primeiro sistema derivado do sistema Pfaffiano I por IV = ker 6.
De maneira recursiva, estabelecemos a definicdo do k-ésimo sistema derivado como [¥) =
(I¢F=)1) " Notemos entdo que podemos expressar o primeiro sistema derivado da seguinte

maneira

IW=(ecT:dd=0 (modI)).
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Analogamente,
IW =(9ec1*V:d9=0 (mod I*V)).

A condigao df = 0 (mod I) é conhecida como condigdo de Frobenius. Quando vale
esta condicao, I = IV e o sistema é completamente integravel pelo teorema de Frobenius.
Introduzimos a notacao 1(>) := I*) quando k é o menor inteiro positivo para o qual [(®) = J*+1).
Nesse contexto, k ¢ denominado comprimento da sequéncia dos sistemas Pfaffianos

derivados. Adotamos a convencao de que (9 = . Portanto, temos a sequéncia
I=19510 5 >0

O termo I(*) representa o maior subfibrado integravel de I e o posto de I(>) fornece o niimero

de integrais primeiras funcionalmente independentes para I.

Além disto, considerando as dimensoes dos sistemas Pfaffianos derivados nao triviais

IO =1 10O TN chamamos
DT(I) = [dim I, dim IV, ..., dim I™)]

de tipo de derivacgao de I.

Quando trabalhamos com formas diferenciais, frequentemente recorremos ao seguinte

lema, conhecido como Lema de Cartan.
Lema 1.17. Sejam 0, ...,07 1-formas tais que © = ' A ... ANOP #£ 0. Entdo para qualquer outro
sistema de 1-formas @1, ..., @p, as sequintes propriedades sao equivalentes:

e LI ANO .+, NP =0,

e para todo i = 1,....p, existem fungdes cy, tais que p; = ciB* € cir, = Cpi.

Demonstracao. Suponha que
1 A0+ .+ o, AP = 0. (1.4)

Entéo, realizando o produto exterior de ambos os membros desta equagao por ) = (—1)" 101 A
N NN (onde o circunflexo sobre um termo representa a auséncia do mesmo), para
cada i =1, ..., p, obtemos

o, NO =0, Yi=1,..p.

Isso implica que
o =cb®, Yi=1,..,p. (1.5)

Substituindo (1.5) em (1.4) segue que

clkﬁk VAN 91 + ...+ cpkék NOP = O7
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ie.,

(021 — 012)61 VAN ‘92 + (031 — 613)91 A 93 + ...+ (Cp(p—l) - C(p_l)p)g(pil) VAN 0P = 0, (16)
o que implica ¢;, = ¢, para todo i,k =1, ...,p.

Reciprocamente, se ¢;; = cx;, entdo a equagao (1.6) é satisfeita, e portanto,

GLAO 4.+, NP =0,

]

Definicao 1.18. Uma variedade integral de um sistema diferencial exterior (M,T) é uma
subvariedade imersa f: N — M que satisfaz f*(Z) =0, i.e., f*(0) =0 para cada 0 € T.

Tendo em vista que § € Z° deve ser zero ao longo das variedades integrais, iremos nos

restringir, daqui por diante, ao caso Z° = 0.

Usando a noc¢ao de variedade integral de um SDE podemos descrever geometricamente
as solucgoes de uma equacao diferencial nao somente como variedades integrais da distribuicao
de Cartan sobre a equagao diferencial interpretada como subvariedade de um espago de jatos.

No exemplo a seguir, ilustraremos este aspecto considerando a equacgao de Liouville.

Exemplo 1.19. Numa variedade 5-dimensional M, que pode ser pensada como R® (ou também
o espago de 1-jatos J* () do fibrado m: R? x R — R?, w(z,y,u) = (x,y)), consideramos as
coordenadas {x,y,u,p,q} e o SDE ndo Pfaffiano

7 = (du — pdx — qdy, dy N (dq — e"dx),dxz A (dp — €"dy))ay-

E fdcil provar que as variedades integrais de I, sobre as quais dx A dy # 0 (condigcao de

independéncia) admitem parametrizagoes da forma

(x,9) — (w,y,u = f(z,9),p = g(w,y),q = = (z,y))

onde u = f(x,y) € uma solucao da equagio de Liouville.

Definigao 1.20. Uma simetria finita de um SDE (M,T) é um difeomorfismo ¢ : M — M
que satisfaz ¢*(Z) = Z. Uma simetria infinitesimal de um SDE (M,T) é um campo vetorial
X € D(M) tal que LxT C T.

Defininimos o grupo de simetrias finitas de Z como o subgrupo G C Dif f(M) cujos
elementos sdo simetrias finitas de Z. Por outro lado, as simetrias infinitesimais formam uma
algebra de Lie, comumente chamada de dlgebra de Lie das simetrias de Z e denotada com
Sym(Z).

Note que se ¢ é uma simetria de Z e f : N — M ¢é uma variedade integral de Z entao

¢ o f é uma variedade integral de Z.
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No caso de um espaco de jatos J*(), as formas de Cartan geram um SDE, aqui denotado
k

5 e(m), que é comumente chamado de SDE de Cartan. Este SDE é particularmente

como C
importante no estudo das equacgoes diferenciais.

k

k (), evidentemente coincidentes com aquelas de C*(r), sdo chamadas

As simetrias de C
de simetrias de contato. Em particular, as simetrias finitas sao também chamadas de

transformaco6es de contato.

Analogamente, quando uma equacdo diferencial for uma subvariedade ) C J*(x), as
formas de Cartan restritas definem o SDE de Cartan induzido em ), que denotamos com

CF.. (). As simetrias deste SDE sdo por definicdo as simetrias da equacdo.

Dado um SDE;, surge a questao de saber se existe um sistema de coordenadas no qual o
SDE é gerado por formas diferenciais em um nimero reduzido de coordenadas. A resposta

para essa pergunta é dada pelas caracteristicas de Cauchy.

Seja (M,Z) um SDE. Um campo vetorial X € D(M) é denominado campo caracteris-
tico de Cauchy de 7T se satisfizer X 1 Z C Z. Segue portanto que todo campo de Cauchy é

uma simetria infinitesimal de Z.

Desta forma, pode ser introduzida a distribui¢ao caracteristica de Cauchy Char(Z),
definida ponto a ponto pelos vetores dos campos caracteristicos de Cauchy. Explicitamente,
parap € M

Char(I), ={X, € T,M : X, 1T, C I,}.

No caso particular em que Z for gerado por um sistema Pfaffiano I, no lugar de Char(Z)
escrevemos também Char(I). As variedades integrais de Char(Z) sao chamadas de carac-
teristicas de Cauchy. Observamos que se Z for um sistema Pfaffiano entao Char(Z) =
{X eIt [X,Y]€eI+ VY €Z'}, onde Z+ denota a distribui¢do dos campos que anulam os
geradores de 7.

O leitor interessado nas demonstragoes da proposicao e dos teoremas subsequentes, bem

como mais detalhes sobre este topico, pode consultar a referéncia [11].

Proposigao 1.21. Char(Z) é uma distribui¢io completamente integrdvel.

Esta proposigao segue das propriedades da derivada de Lie, e em particular, do fato que

os campos caracteristicos de Cauchy sdo simetrias de Z.

Denominamos de espago de retragao de Z o subfibrado C'(Z) C T*M das 1-formas que

se anulam sobre os campos caracteristicos. Dado p € M,
C(I), = Char(I),.

Chamamos de classe de Z em p € M a dimensdao de C(Z),. No caso em que Z for gerado por

um sistema Pfaffiano I, chamaremos classe de I a classe de Z.
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Teorema 1.22 (Teorema de retragao). O espaco de retra¢io C(Z) é o menor subfibrado de
AY(M) tal que A*C(Z) contém um sistema de geradores do SDE T.

Uma 1til consequéncia deste teorema ¢é o seguinte outro

Teorema 1.23. Seja Z um SDE sobre uma variedade k-dimensional M, tal que seu espaco de
retragio C(Z) possui dimensao s =k —r (classe de Z). Entao para todo p € M existe uma

vizinhanga coordenada (€, ..., v, ..., v®) de p, tal que T possui um conjunto de geradores que

sio formas em v', ... v°.

Com este teorema concluimos que, a classe de Z é igual ao nimero minimo de coordenadas

necessarias para descrever Z.

Dado um sistema Pfaffiano I, em uma variedade m-dimensional M, além da distribuicao
caracteristica de Cauchy C'har(Z), podemos considerar também o posto de Cartan, denotado
com Car(Z), que por definicio ¢ o menor inteiro r de 1-formas p', ..., p" € AV (M) /I tais que
d9Npt A ...Ap" =0 (mod I), para todo 6 € I. Este é um invariante numérico, assim como o
posto de Engel Eng(Z), definido como o menor inteiro r tal que (df)"™! =0 (mod I), para

todo @ € I. Dai, considerando a sequéncia de sistemas Pfaffianos derivados nao triviais
1O =71, 10 TN

podem ser definidos os seguintes outros invariantes numéricos:

o Tipo de derivagao de [

DT(I) = [dim I, dim IV, ..., dim I™)];

« Tipo de Cauchy de I

CauT(I) = [dim Char(I),dim Char(IV), ..., dim Char(I™)];

« Tipo de Cartan de [

CarT(I) = [Car(I), Car(IM), ..., Car(I™)];

« Tipo de Engel de [
EngT(I) = [Eng(]),Eng(I(l)), ”_’Eng(](N))]‘

-

E comum se restringir a considerar somente sistemas Pfaffianos para os quais estes

invariante numéricos sao constantes. R. Bryant provou em [10] o seguinte teorema.
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Teorema 1.24 (Forma normal de Bryant). Seja I um sistema Pfaffiano de posto h em uma

variedade m-dimensional M. Se h > 3 e além disto

DT(I) = [h,0],
CarT(I) = EngT(I)=1r,0],
CauT(I) = [m—(h+rh+r),m|,

entao em todo ponto existe uma vizinhanga coordenada U C M e uma submersao v : U —
JYR", R tal que Iy € o pullback por meio de vy do sistema Pfaffiano de Cartan em J*(R" R").

1.4.2 Elementos integrais, variedades integrais admissiveis e prolongamento de
um SDE

Seja Z um SDE sobre uma variedade (n 4+ m)-dimensional M. A variedade dos pontos

integrais de Z é

Z={2€M: f(z)=0,Yf € I}.

Como estamos assumindo que Z° = 0, entdo Z = M. Neste caso, todo ponto de M é um ponto

integral de Z.

Seja w1 : Go(M) — M o fibrado Grassmanniano dos subespagos n-dimensionais dos
espagos tangentes de M. Os elementos de G, (M), chamados de n-planos, sdo pares (a,V)
onde a € M e V é um subespago n-dimensional de T, M. Também usaremos a notagao (a, V),

ou simplesmente V,, para denotar um n-plano no ponto a.

Um n-plano V,, em um ponto a € M, é um elemento integral n-dimensional de 7
(também chamado de n-elemento integral) em a se 6,]y, = 0, para toda 8 € Z. Note que
as variedades integrais de Z sao subvariedades de M cujos espacos tangentes sao elementos

integrais de Z.

Pode-se provar que a estrutura diferencial de M induz naturalmente uma estrutura
diferencial em G, (M). Isto pode ser feito identificando G,,(M) com o espaco J'(M,n) dos
1-jatos de subvariedades n-dimensionais de M. De fato, J'(M,n) e G, (M) sdo a mesma

variedade (veja por exemplo [48]).
Podemos definir em JY(M,n) = G, (M) o médulo das 1-formas de Cartan C' como segue:

em cada ponto V, € J'(M,n)

C‘l/'a(M’ n) = WT,O(VaJ_)v

onde VX C T M denota o médulo das 1-formas que anulam V,. Desta forma definimos o SDE

de Cartan por
Caae(M,n) = (C'(M,n))ais.
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Nas coordenadas (2%, 2% p¢) de J'(M,n) em que m o : JY(M,n) — M ¢é tal que

T o(xt, 2% p¢) = (¢, 2), podemos escrever que
n .
Cslde(M, n) = (dz* — pr‘dx’ ta=1,..,m)ay
i=1

Definicao 1.25. Um SDE com condi¢io de independéncia em M é um par (Z,$) em que
Z é um SDE em M e Q # 0 (condi¢io de independéncia) é uma n-forma decomponivel (i.e.,
localmente da forma 2 = x* A ... Ax") tal que 0, ¢ T, Vx € M.

Dada um SDE com condicao de independéncia (Z, §2), diremos que um n-elemento integral
V, é admissivel se ]y, # 0. Analogamente, diremos que uma variedade integral n-dimensional

N ¢é admissivel se Q|y # 0.

Exemplo 1.26. Como exposto na secio anterior, toda equacdo Y C J*(r) é uma variedade
munida de um SDE Pfaffiano T = C%, (). Se {z!,...,a"} forem coordenadas locais na base do

sde
fibrado 7, entio Q = da' A ... Adx™ # 0 é uma condicdo de independéncia. E fdcil provar que
as variedades integrais admissiveis, neste caso, sao prolongamentos de segoes locais de ™ que

descrevem solucoes de ).

Dada localmente uma condicdo de independéncia dx! A ... A dz™ # 0, usando o Teorema
1.23 (com k = n + m) temos que s > n, e sem perda de generalidade, podemos dizer que as

variedades integrais admissiveis admitem parametrizacoes locais da forma

UJ:f]<x>7 j:n—"_l’"?S’ (1'7)
Eh=2"x), h=1,..,r

onde f7(z) devem satisfazer algum conjunto de equagoes diferenciais, enquanto 2"(x) sao fungoes
arbitrarias. Portanto o problema em encontrar variedades integrais de Z consiste em resolver
as equacoes diferenciais para as funcoes f7 (). A andlise destas equagoes passa tipicamente
pela determinagao e uso de suas consequéncias diferenciais (ou prolongamentos), pois estas

juntamente com as equagoes iniciais podem fornecer uteis condigoes de compatibilidade.

Com a nocao de prolongamento de um SDE Z, Cartan indicou um procedimento que
permite construir uma sequéncia de SDE ZU, 73| . para os quais procurando variedades
admissiveis da forma (1.7), se obtém nao somente as equagoes diferenciais anteriores, mas

também suas consequéncias diferenciais.
De um ponto de vista formal, o 1° prolongamento de um SDE (M, T) é um SDE (M, T(D),

portanto para definir o prolongamento é preciso definir primeiro A/,

Defini¢ao 1.27. O 1° prolongamento MY de M €, por definicio, o subconjunto de J'(M,n)
formado pelos V, € JY(M,n) tais que:
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(1) Vo, € n-elemento integral admissivel de I,

(i1) Vo nao contém vetores caracteristicos de Cauchy.

Em geral, quando Char(Z) # 0, a condigao (ii) assegura que dentre as consequéncias

diferenciais ndo aparecem as derivadas das funcoes arbitrarias 2" (z).

Além disto, é importante evidenciar que M pode nao ser uma subvariedade diferenciavel
de J'(M,n), assim como que 7o : M) — M pode ndo ser sobrejetora (por exemplo, pode

nao existir um n-elemento integral em todo ponto de M).

Assumindo que M) seja uma subvariedade de J'(M,n), denotamos com i : M) —

JY(M,n) a inclusao e definimos o 1° prolongamento de Z como

sde sde

IW = i*(Clye (M, n)) = (Clae(M, )| .

Portanto, Z() é sempre Pfaffiano, mesmo se Z néo for Pfaffiano. No entanto, caso 7 seja
Pfaffiano e 719 : M) — M sobrejetora, pode-se verificar que o) C 7MW denotando com

I o modulo das 1-formas que geram Z.

Exemplo 1.28. Consideremos aqui o SDE (M, T) discutido no Exemplo 1.19 com condi¢io de
independéncia dx A dy # 0. Neste caso, MY é a subvariedade de J*(r) descrita pela prépria

equagdo de Liouville
y = {u;ty - eu} C J2(7T)

e IM ¢ o SDE de Cartan

C2,.(Y) = (du — updr — u,dy, du, — Uz dr — e'dy, du, — e"dr — wy,dy) s

1.4.3 Reducdo por simetrias de um SDE

Com o intuito de facilitar a procura por variedades integrais, introduziremos a defini¢ao
de SDE reduzido Z de um SDE Z. Em alguns casos, Z pode ter estrutura mais simples e,
portanto, obter suas variedades integrais pode ser mais facil. Considerando um grupo de
simetrias de Z satisfazendo certas condi¢oes de transversalidade, entao a projecao candnica
projeta toda a érbita de uma variedade integral de Z numa tnica variedade integral para Z.
Por outro lado, dada uma variedade integral para o SDE reduzido Z, é possivel reconstruir

solugoes para o sistema original, e essas solugoes formam a Orbita de solugdes nao invariantes.

Seja M uma variedade diferenciavel m dimensional e G um grupo de Lie. Dizemos que
uma agao de G em M é regular se o espago quociente M := M /G é uma variedade diferencidvel
e a projecao canonica q : M — M é uma submersao. A partir de agora, consideraremos

apenas agoes regulares.
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Definicao 1.29. Sejam (M,Z) um SDE e G um grupo de simetrias de T que age reqularmente

em M. O sistema diferencial exterior reduzido I C Q*(M) é dado por
IT={0cQ(M)|q0cT}

As propriedades do sistema reduzido nao sao imediatas, por exemplo, se Z é Pfaffiano
nao necessariamente o sistema reduzido Z é Pfaffiano. Para estudar as propriedades do sistema

reduzido é preciso introduzir a subalgebra das formas diferenciais semibasicas de 7
Agp={0€Z|X 10=0, VX eT}=TnAL(M),

onde I é a distribuicao gerada pelos campos da algebra de Lie I' dos geradores infinitesimais
daagdo p: M x G — M de G em M

F:{X GD(M) |:up*(€e) :Xzﬂ Vpe M, 669}-

A distribuicdo T é completamente integravel, e as fibras de ¢ : M — M sdo suas variedades
integrais maximais. Portanto podemos também pensar em I' como a distribuicao vertical
do fibrado ¢. Lembremos também que, com relacao a fibracdo q : M — M, A% (M) é a
subélgebra de A*(M), das formas anuladas pelos campos verticais, e portanto, inscritos em I'.

Segue entdo que, dado um correferencial {6, ...,6"} de Tt pode-se escrever que

S(M) = (0", .. 0"y

Notemos também que Ay, é a soma direta das componentes homogéneas
AL ={0eT" | X 10=0, VX €T} =TFnA%(M),

onde k > 0. Assim, quando for dado um correferencial {6*,...,6"} de 't pode-se também
escrever que

AL =TF (0.0
Pode-se provar a seguinte proposigao (veja [3]).

Proposicdo 1.30. Seja U C M um aberto admitindo wma se¢io s : U — U de q, e portanto
tal que U = q(U). Se 6 € Ak (U) entdo s*0 € TF(U). Além disso, s*(A¥ (U)) = Z%(U).

Dessa forma, podemos definir o seguinte ideal diferencial gerado algebricamente pelas

componentes homogéneas de A (U)
1= <Aib<U)7 ib(U)v --)alg-
Logo, para alguma secdo local genérica s : U — U de g

.’Z = S*IA.
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Sendo assim, com o intuito de obtermos o sistema reduzido localmente, devemos realizar o
pullback das componentes homogéneas da algebra das formas diferenciais semibdasicas por meio

de uma secao local génerica.

Agora, apresentaremos a condicao de transversalidade a qual nos possibilitara enunciar
uma proposicao que garante que cada 6rbita de uma variedade integral para Z corresponde
a uma variedade integral para Z, e além disto, fornece uma condicao suficiente para Z ser

Pfaffiano. Comecamos com a definicao de uma condi¢ao técnica particularmente til.

Definicao 1.31. Seja Z um SDE e G um grupo de simetrias de I que age regularmente em
M. A agio de G é transversal a Z* se TN (Z')* = 0.

Pode-se demonstrar a seguinte proposigao (consulte [3]).

Proposicao 1.32. Se a acdo de G € transversal a ' e s : N — M ¢é uma variedade integral
de I, entdo qo s ¢ uma variedade integral de T C A*(M). Além disso, se T é Pfaffiano, entdo
T é Pfaffiano.

Os sistemas diferenciais exteriores que estudaremos no Capitulo 4 nao satisfazem essa
condicao de transversalidade. Sendo assim, enunciaremos alguns resultados que serao utilizados
no Capitulo 4, os quais garantem que os sistemas quocientes deste capitulo serdao Pfaffianos ou

gerados por 1 e 2-formas. As demonstragoes destes resultados podem ser consultadas em [36].

Proposicao 1.33. Seja Z um SDE sobre uma variedade M e G um grupo de simetria de T
que age reqularmente sobre M. Entdo existe um correferencial {a', 0’2, 3%, 0" w' ¢} tal que
que

1= <ai17ni276i378i4>dif7 FJ— :A1(6i378i47wi5>7
com equacoes de estrutura

da™ = 0 (mod I),

dn? = Bjw® AP+ G, w0 AT+ Dig ¢ A¢% (mod 1),
dg® = 0 (mod I),
ot = A2, w2 Awk (mod I).

Proposicao 1.34. Se existe um correferencial como na Proposigio 1.35 com B, =0, entdo

o SDE reduzido I é Pfaffiano.
Proposigao 1.35. Seja (M, Z) um SDE e {6%,w®, 7%, ¢} um correferencial em M tal que
I = (0" 0", A’ AN* Chw' Ad™ + Dl Ay, T = (0", w?).
Entao
Iy= <9i1’ Aé‘kwj N Wk>alg
e Z ¢ gerado por 1 e 2- formas, localmente obtidas via pullback dos geradores de T por meio

de segoes locais de q.
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1.4.4 Integrabilidade segundo Darboux

Continuaremos agora com a definicio de SDE decomponivel, estabelecendo assim a base

para a definicdo de um SDE integravel segundo Darboux.

Defini¢ao 1.36. Um SDE (M,Z) é decomponivel do tipo [p,q|, p,q > 2, se na vizinhanga

de todo ponto existe um correferencial local para o espago de retra¢io C(Z) (que coincide com
T*M quando Char(Z) =0)

1 A1 N v1 “
0,..,0".6%,..,0° 0 ,.., 07 (1.8)

T={0"..,0", Q% .. QY O (1.9)

V=1(0"...,0", 6", ....67), V ={(0'..,0" 5. ),

sao entao chamados de sistemas Pfaffianos singulares associados a 7.

Além disso, os sistemas diferenciais algebricamente gerados

v

Vy 1 r oAl ~p O1 s \y 1 r o v1 vq A1 At
V=(0,.,0,6,.,6"Q,.. Q) V=(0,.,0,0,.,6,Q,.,9q,

sdo chamados de SDFE singulares associados a L.

Por fim, um sistema decomponivel do tipo [2,2] sobre uma variedade s + 4-dimensional é

chamado de sistema hiperbdlico de classe s.

Exemplo 1.37. O SDE de Cartan T = C2,(Y), sobre a variedade M =Y definida pela

sde

equagdo de Liouville no Exemplo 1.15, € diferencialmente gerado por

0! = du — uydr — u,dy,
0? = duy — ugedr — etdy,

03 = du, — e"dr — uy,dy.

Neste caso, Char(Z) = 0, portanto C(Z) = T*M e calculando os diferenciais exteriores de

0', 62, 0% obtemos

d0' = 0 (mod I),
d6? = 6' A6 (mod I),
405 = &' A2 (mod 1),

com 61 = dx, 6% = duy, — e u,dy,5' = dy e 5* = du,, —e“u,dz. Temos entdo um correferencial
{01,602,03,61,6% 61,52} de C(Z) = T*M que satisfaz a Definigao 1.56, com Q' = 61 A 6% e

O = 51 A 52, configurando assim wm sistema decomponivel do tipo [2,2].
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Exemplo 1.38. O SDE (M,T) ndo Pfaffiano considerado no Exemplo 1.19, possui Char(Z) =0

e admite um correferencial para T*M = C(Z) dado pelas 1-formas

0 = du— pdxr — qdy,
&t dy,

&2 dg — e“dzx,

gt dzx,

572 = dp— etdy.

Logo (M,T) satisfaz a Definigao 1.36 com Ql=6'A62 e Q=G A 52, configurando assim

um sistema decomponivel do tipo [2,2].

Definig¢ao 1.39. Seja (M,Z) um SDE decomponivel com sistemas Pfaffianos singulares associ-
ados V e V. Dizemos que I € um sistema tntegravel segundo Darboux se {V, ‘7} satisfaz
as sequintes duas condigoes (onde C(Z) = T*M quando Char(Z) =0):

1. V4V =), V4V =0(7);

2. V() (e — .

A primeira propriedade garante que existird um ntmero suficiente de integrais primeiras.

A segunda condicao afirma que os sistemas singulares nao compartilham integrais primeiras.

Neste ponto é oportuno fazer a seguinte

Observacao 1.40. No lugar da Defini¢io 1.56 na literatura (veja por exemplo [4] e também [1, 2,
16, 17, 30]) encontra-se normalmente uma outra definicio em que no lugar de um correferencial
(1.8) de C(Z) € considerado um correferencial de T*M, mesmo quando Char(Z) # 0. De
fato, sendo a distribuicao caracteristica de Cauchy completamente integrdvel, M é localmente
folheada por variedades integrais de Char(Z). O Teorema 1.23 mostra que localmente existem
coordenadas {£',v7} em M, adaptadas ds folhas, em que & sdo coordenadas nas folhas enquanto
v/ sdo integrais primeiras de Char(Z). Neste caso, se h for a dimensio das folhas, pode-se
ampliar o correferencial (1.8) de C(Z) a um referencial de T*M incluindo as 1-formas exatas

dél, ..., dE". Assim, pondo por exemplo (alternativamente 59+ = d¢t, ..., 59" = d¢h)
It =det, .. 61T = deh
obtemos um correferencial local de T* M
oL, ....0m, 6, ... 6Pt 5t 5

tal que T ainda € algebricamente gerado como em (1.9).

Dai pode-se definir VeV, e analogamente V eV, usando desta vez o sistema estendido

~1

6, ..., 6P no lugar de 6, ...,67. Desta forma, obtém-se que (M,T) é também decomponivel
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do tipo [p+ h,q], seqgundo a definicio adotada em [1, 2, 4, 16, 17, 30]. Além disto, se (M,T)
for integrdavel sequndo Darboux no sentido da Definicio 1.36, entdo, considerando o sistema 1

definido usando 6, ...,6P™" no lugar de 6, ..., 67, obtém-se que
V4 Ve =y Ly =1

e assim, (M,T) € também integriavel seqgundo Darbouzr no sentido da defini¢ao adotada nas

referencias citadas acima.

Em geral, dado um SDE (M, Z), pode acontecer que a integrabilidade segundo Darboux
seja ndo valida para este SDE, mas sim, para algum de seu prolongamento (M*), Z(*?)). Por

isto, podemos introduzir a seguinte definicao.

Definicao 1.41. Um SDE (M,T) é integrdvel sequndo Darboux com até k prolongamentos se

seu k-éstmo prolongamento (M(k),I(’“)) for integravel sequndo Darbou.

Exemplo 1.42. O SDE (M,T) do Exemplo 1.57 € integrdvel sequndo Darboux sem prolonga-

mento. De fato, os sistemas Pfaffianos singulares

V= (0',0%6% 6,62,
V= (8",6%6 5", 5°).
sa0 tais que
Ve = (5,62 — u,67),
V) = (5',5% — u,6°).
Portanto,
Vv =M, VLV =1M VA =

Exemplo 1.43. O SDE (M,Z) considerado no Exemplo 1.38 nao é integrdvel sequndo Darbouz,
mas seu primeiro prolongamento coincide com o SDE do Exemplo 1.37, logo (M,T) ¢é integrdvel

sequndo Darboux com até 1 prolongamento.
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Capitulo 2

Formalismo Variacional de Poincaré-Cartan

Neste capitulo serda abordado o formalismo de Poincaré-Cartan para o célculo variacional.
Visando este objetivo iniciaremos com uma discussao da geometria de contato, um cenario
geométrico fundamental para o estudo dos funcionais Lagrangianos. Sucessivamente, por meio
da forma de Poincaré-Cartan, calcularemos a variacao do funcional Lagrangiano e derivaremos
assim o sistema de Euler-Lagrange, um sistema diferencial exterior cujas variedades integrais
sao exatamente os extremais do funcional Lagrangiano. Essa abordagem nos permitira deduzir
explicitamente as equagoes de Euler-Lagrange, o sistema de equacoes classicamente usado
no calculo variacional para descrever os extremais de um funcional Lagrangiano. O leitor

interessado em mais detalhes sobre o formalismo de Poincaré-Cartan pode consultar a referéncia
[12].

2.1 Variedades de contato

Defini¢ao 2.1. Uma variedade de contato (M, I) é uma variedade suave M de dimensdo
2n+ 1, n € N\{0}, com um subfibrado 1-dimensional I C T*M, tal que para qualquer 1-forma

local ¢ gerando I, tem-se que
b A (d6)" #0, (2.1)

em todo ponto em que ¢ estiver definida.

Chamamos o fibrado I de sistema de contato e o ideal diferencial Z = (I, d[),, de ideal

de contato. Note que a condi¢do (2.1), denominada critério de nado-degeneragao, independe
da escolha de ¢, pois se ¢ = f¢, f # 0, entdo

O N (d)" = fo A (df Ao+ fdo)"
= [ A (dg)" # 0.
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Exemplo 2.2. M = R?, com coordenadas (x,y,2), e ¢ = dz — ydx gerando I, forma uma

variedade de contato, pois € fdcil ver que
dNdp=dx Ndy Ndz #0.

Exemplo 2.3. Um outro exemplo de variedade de contato € dado pelo espaco de 1-jatos:

M = JYR™ R), com coordenadas locais (x',z,p;) e ¢ = dz — Y. p;dz’ gerando I localmente.

Em geral, em uma variedade M, dado um subfibrado 1-dimensional I = (a) C T*M,

definimos o menor inteiro r tal que
(da)" AN # 0, (da)™ ™t A =0,

de posto de Engel de I e denotaremos este posto por Eng(I). Analogamente ao caso do

critério de nao-degeneracao, esta definicao independe da escolha do gerador «.

Pode-se entdo provar que vale o seguinte teorema [11].

Teorema 2.4 (Teorema de Pfaff). Seja I C T*M wum subfibrado 1-dimensional em uma

variedade m-dimensional M. Se Eng(Z) = r entao existem coordenadas locais

1 mf(2r+1))

tais que

r 1
(:I; gy L3 25 P1y ooy Py Yy oo Y

,
a=dz — Zpidxi.
i=1
Este teorema implica que toda variedade de contato (M, ) com I = (¢), possui coor-
denadas locais (7%, z, p;), tais que ¢ = dz — p;dz’. Essas coordenadas sdo conhecidas como
coordenadas de contato, e pelo que vimos sobre os espacos de jatos, este teorema prova que

toda variedade de contato ¢ localmente difeomorfa ao espago de 1-jatos J'(R", R).

Definigao 2.5. Uma subvariedade de Legendre de uma variedade de contato (M, I) é uma
subvariedade n—dimensional N de M, tal que ¢|y = 0 para cada ¢ € I. Em outras palavras,
uma subvariedade de Legendre é uma variedade integral n-dimensional do ideal diferencial

gerado por I.

Denotando com i : N — M a inclusdo de N em M, a condi¢do ¢|y = 0 equivale a

1*¢ = 0. Em coordenadas de contato, um exemplo de subvariedade de Legendre é dado por
N:{Z:p1:p2:---:pn:0}7

pois é facil notar que N é n-dimensional e i*¢ = ¢|y = 0 para cada ¢ € Z.

De forma analoga ao que ja observamos discutindo as variedades integrais da distribuicao
de Cartan C*(7), podemos dizer que as subvariedades de Legendre N que satisfazem a propri-

edade dz|y # 0, chamadas de subvariedades de Legendre transversais (ou horizontais),
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sdo sempre localmente da forma
, , 0z
(A 1 .
(@) — (2", 2(a), ().

para alguma fungdo z = z(z). Em geral, considerando o = {iy,...,in} € p = {J1, ..., jx} com
h+ k = n (em particular, pode ser ¢ = () ou p = ), pode-se provar (vide [5]) que localmente

toda subvariedade de Legendre admite uma parametrizacao da forma

; 0s 08 %
T __8pi’p]_8xj’z_s szapi’ (2.2)

€0

onde S = S(z,,p,) et €0, j € p.

Por exemplo, se p = {1,....,n}, 0 =0 e S = S(x',...,2"), obtemos a parametrizacio
de uma subvariedade de Legendre transversal. Por outro lado, se p = 0, 0 = {1,...,n} e

S =S(p1,...,pn), Obtemos a parametrizacao

Em particular, toda variedade de nivel do conjunto de fungoes {z', ..., 2", 2} é uma subvariedade

de Legendre nao transversal.

2.2 Funcionais Lagrangianos e forma de Poincaré-Cartan em variedades

de contato

Para toda L € A™(M), que em coordenadas de contato pode ser localmente descrita como
L = L(z, z,p)dx = L(z", z,p;)dz" A ... A da™,

definimos o seguinte funcional no conjunto das subvariedades de Legendre transversais, com-

pactas e orientaveis ¢ : N — M, denominado funcional Lagrangiano,

L(N) = /N i*L.

A n-forma L, assim como a funcdo L, sdo chamadas de Lagrangiana do funcional L.
Notamos porém que Lagrangianas distintas podem definir um mesmo funcional, por exemplo,

se L; e Ly sao duas Lagrangianas tais que L; — Ly € Z, entao
£1 = ,CQ.
Além disso, se L; e Ly sdo duas Lagrangianas tais que L; — Ly = da, entao

Li(N) = Ly(N
1(N)=Lo(N) + | i
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Entretanto, como nosso objetivo é estudar variagdes do funcional Lagrangiano ao longo de

familias a 1-parametro de variedades integrais N; com bordo fixo, a integral

/ o
ON

independe da variavel ¢, portanto, conforme veremos na proxima secao, apesar de serem
distintos, os funcionais £; e Lo determinarao as mesmas equagoes de Fuler-Lagrange.
Portanto, devido a estas consideragoes, daqui por diante, consideraremos equivalentes duas

Lagrangianas Ly, Lg tais que Ly — Ly € Z ou L; — Ly = de.
Essa nogao de equivaléncia sugere que consideremos a classe de Lagrangianas

A"(M)
e T an

Conforme demonstrado em [12], usando coordenadas de contato, é possivel mostrar que para
k>n+1,

i.e., todas as formas em M de grau maior que n pertencem ao ideal de contato Z. Portanto
nao podem existir variedades integrais de Z que tenham dimensao maior que n, porque uma
variedade desta nao admitiria nenhuma forma de volume nem mesmo localmente, o que é

impossivel.

Este fato nos permite estabelecer uma identificacao entre A™(M)/(Z" + dA"1(M)) e o

espago de cohomologia caracteristica

o {w e A"(M) | dw = 0}
W= N ) = o e Q) [w = o, b€ A (D))

em que A"(M) = A*(M)/Z" e d é o operador de derivacio exterior em A*(A). Dessa maneira,
definimos a aplicagio & : H" — H"*(T) tal que 6([w]) = [dw], onde

ntl iy _ {w eI | dw =0}

que em esséncia representa a derivada exterior no quociente. Sendo assim, podemos introduzir
o teorema que servira de base para definir um elemento importante em nosso estudo: a forma

de Poincaré-Cartan.

Teorema 2.6. Qualquer classe [I1] € H"(Z) possui uma tnica forma representativa definida

globalmente T1 € " | que satisfaz TT =0 (mod I).

Demonstracio. Qualquer forma II € [1:1] pode ser expressa localmente por

I =¢pAa+ddpApB
= oA (a+dB)+d(dApB),
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onde o € A"(M), g € A" (M).
Seja II := ﬂ—d(gb/\ﬂ). Note que IT = ¢ A (a+df) =0 (mod I). Como I-1I = d(pNp)

e o AP €I segue que Il € [I], concluindo entao a existéncia local.
Para verificar a unicidade, suponha que II; e Il; pertencem a mesma classe e sao tais que

I, =0 (mod I) e Il =0 (mod I). Logo, pela definicio de H""(Z)

Para garantir a unicidade, provaremos que v = 0 (mod I). Observe que, em coordenadas

de contato (z°, z, p;), podemos escrever
¢ = dz — pida’,
d¢ = dx* A dp;,
Y =aA¢+ Bidr; +yydps + papdra A dpp,
onde I, J, A e B sao multi-indices com || = |J| = |A| + |B| =n — 1.
Note também que, em decorréncia de ¢ AIl; = ¢ ATly = 0, temos que ¢ A (II; —II5) =0,
ie, o Ndp Ny = 0. Logo

0=9ANdpANy = (dz—pida’) A (da? Ndp;) A (a A ¢+ Brdxy + vsdpy + papdra A dpg)
(dz — pida’) A (dx? A dp;) A (Brdzp + vydpy + papdxa A dpg)
(dz A dx* A dp; — pida A da? A dp;) A (Brdxr + vydpy + papdza A dpg)
= Bidz ANdx' Ndp; A dxp 4 yydz Adxt A dp; A dpy
+papdz Adzt Ndp; Adxa A dpg — piyydat A da? A dp; N\ dp;
—pipapdx’ Ndx? N dp; \dxa A dpg
implica que f; =0, 75 =0, pap = 0. Portanto v =0 (mod I), o que garante a unicidade.

Da existéncia local e unicidade, asseguramos a existéncia global do resultado.
O
Definigao 2.7. Seja (M, I) uma variedade de contato com Lagrangiana L € A™(M). A inica

forma representativa 11 € " de §([L]) satisfazendo 11 =0 (mod I) é chamada de forma

de Poincaré-Cartan de L.
Para calcular a forma de Poincaré-Cartan II a partir de uma Lagrangiana representativa
L, pode-se primeiro expressar dL localmente como
dL =¢Aa+dpAS
= ¢ A(a+dB)+d(oAPp),

onde a € A"(M), B € A"~*(M). Disto resultard que

(2.3)

II=¢A(a+dB). (2.4)
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Por outro lado, substituindo (2.4) em (2.3), deduzimos que Il = ¢ A (a + dfB) = dL — d(¢ A ),
isto é
I=dL—¢APp). (2.5)

2.3 SDE Euler-Lagrange para uma variedade de contato

Queremos encontrar agora condi¢des para que uma subvariedade de Legendre g : N — M,

com bordo, compacta e orientavel, seja ponto critico do funcional L.

Portanto consideraremos uma variacao de g formada por subvariedades de Legendre, i.e.,

uma aplicagao suave
G:NxR — M

(p,t) = Gip)

tal que Gy = g, G{(ON) = g(ON) (variacao de g com bordo fixo) e além disto, para todo valor

de t, Gy : N — M é uma subvariedade compacta e orientavel.

De fato, lembramos que ¢ é dita ponto critico (ou extremal) para L se para toda variagdo

G temos que

a
dt

d
GrL) = & / L=0. 2.6
/.G il Lo (2.6)

Em particular, introduzindo a notagao N; = G¢(IN), podemos escrever

Ny
e assim (2.6) pode ser reescrito como
L AR 2.7)
dtf,_, o '

Além disto, lembramos que as curvas 7,(t) := Gi(p), transversais a g(N) = Go(N) em
todo ponto Go(p), definem com seus vetores tangentes um campo vetorial X em M (campo de

variac¢ao). Portanto denotando com {4;} o fluxo de X, teremos que

Gy = A, o Gy,
entdo G; = G o Aj, e assim
d * * d *
%Gt == GO e} %At (28)
Em particular, se
d
X=—| A4
dt|,_,
deduzimos que
d
—| G =GjoX.
dt|,_, "
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Logo, usando as propriedades de derivada de Lie Lx (derivada de Lie ao longo do campo X)) e

a identidade (2.8) deduzimos que

(th;“(L —oNPB)=(GyoA})(Lx(L—¢AB)),

ie.,

thI(L —oNPB)=Gi(Lx(L—¢APp)).

Por outro lado, lembrando que IT = d(L — ¢ A ), para alguma (n — 1)-forma 8 € A" (M),

teremos que
d

d
it G Tmens
= [ G —onp)
dt Jn
= [ GG -6 p)
Ndt !
onde na segunda igualdade utilizamos o teorema de mudanca de variaveis. No entanto,

thj;(L —oNAB) =G (Lx(L—9ANP)).

Portanto,
[ 2awm-ons) = [ GiLxL-oAB)
Ndt ! N X
— [ Lx(L-onp)
N¢

(X Sd(L=oAB) + [ dX S (L-0nB)

N¢

:/ X+ [ X.@L—-6np)
N¢ 0Ny

= X J1IL
Ny

Na segunda igualdade, aplicamos o teorema de mudanca de variaveis, na terceira, utili-
zamos a féormula magica de Cartan, na quarta, aplicamos o teorema de Stokes e, na quinta,
consideramos o fato de que X se anula sobre o bordo de Ny = Go(NV). Agora, como IT = ¢ A1)

para alguma n-forma v, decorre que

X, :/NtXJ(qb/\w)

Nt

:/Nt(X_lQﬁ)l/f_ﬁb/\(XJw)

= [ Gix so)v,

pois ¢|n, = 0, sendo NN, subvariedade de Legendre. Logo, expressando (G} (X 1 ¢))i=0 = 5, em

t=0,
d
4 L:/ .
dtt:o/Nt Nﬂg@D
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Concluimos assim que % t*O( Jn, L) = 0 se, e somente se, g*¢» = 0 pois, pela arbitrariedade da
variagao G, (8 ¢é arbitraria.

Considerando entao o fato de que Z = (@) a4y e A¥(M) = Z% se k > n + 1, podemos

introduzir a seguinte definicao.

Definicao 2.8. O SDFE de FEuler-Lagrange da Lagrangiana L € o ideal diferencial em M

gerado algebricamente por ¢,d¢ e i, i.e.,
g = <¢7 dgba w>alg-

Assim, concluimos que a subvariedade g : N — M é um ponto critico de L se, e somente

se, g: N — M é uma variedade integral de &.

Iremos agora obter uma expressao local para a forma de Poincaré Cartan e as equagoes

de Euler-Lagrange.

Considere M = J'(R™,R), com coordenadas locais (z°, z,p;), ¢ = dz — p;dz’ gerando
o ideal de contato localmente, e uma Lagrangiana L em M, dada localmente por L =

L(x%, z,p;)dx* A ... Adx™ =: Ldx. Temos que

dL =dL Ndzx
= (Lyidz' + L,dz + L,,dp;) A dzx
= (Lyidz' + L, (¢ + pida’) + Ly, dp;) A dx
=L.¢o Ndx + L, dp; \ dx
= ¢ N L,dx + dp; N\ L,,dx
= ¢ A L.dx + dp; A dz* A Ly, dz®
= ¢ A L,dxr — do N Lpidx(i)

9z
dr® representa a auséncia do termo. Temos entdo que Il = ¢ A (L,dx + d(—L,,dz")). Agora,

onde Ly = 9L [, =09L [ . = 9L qu() = (—1)i"Ldg! A ... Adzi A ...dz" e o circunflexo sobre
ox p Op;

seja
¢ = L.dx — d(L,,dz'"),
e consideremos N uma subvariedade de Legendre transversal de (M, I). Sabemos que, local-

mente, é possivel representar N como

N = {(2', z(z), pi(x)},

onde p;(z) = g;i (x).

Verificaremos entao que iy = 0 se, e somente se, ao longo de N,
oL oL
2o n(3E)-o
0z Z op;
onde ¢ : N — M é a inclusao de N em M e D; = % + in% +2 Zmiz]’£ ¢é a derivada total.
J

Esta EDP, de segunda ordem, é conhecida como equagao de Fuler-Lagrange da Lagrangiana L.
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Por fim, calcularemos a restri¢ao *1, omitindo o pull-back por simplicidade.

L, L, A
a Di dZ + a Di dp]> /\ dw(l)
z apj

| oL, . .
L.dx — d(L,,dz"") = L.dx — ((fhz;.d:cf +3

OL,, . . N 0L, N 0L, ,
— _ P (@) _ ZZPi (1) — ZZPi g (4)
= L.dx 5 dx? A dx P dz N\ dz o, dp; N\ dx

L, L, . L, .
= L,dx — 0 Pdx — OLy, Zprdx® A da® — OLy, Zigtdat A dz®
ox’ 0z Jp;
L, L, L,
= L,dxr — 0 Pidx — 0 Py pida — 0 P igidT
ox’ 0z Op;
0 0 0
= L,dr — | =— + 2 wigi— | (Ly,)d
v (0:L'1+Z 02+Z 8pj>( p)d
oL oL
=—dr—D; | — | dux.
92" <8pi> *
Concluimos entao que oL oL
1 =0 — =) D;){— ) =0.

2.4  Geometria de multicontato

No inicio deste capitulo vimos que toda variedade de contato localmente pode ser
identificada com J'(R",R). De fato, podemos pensar que a prépria definicao de variedade
de contato tenha sido modelada sobre o exemplo de J!'(R" R) e seu ideal de Cartan. Aqui
trataremos de uma noc¢ao que generaliza aquela de variedade de contato que, de forma anéloga,

pode ser motivada por J!(R", R*) equipado com seu ideal de Cartan, gerado por
I = (¢ =d —pgdxi).

Neste caso, M = J'(R",R*) é uma variedade de dimensdo n + s + ns equipada com [ =
(¢!, ..., ¢°) de posto s e tal que

d¢) = —m) Aw'  (mod T)
onde w' = da' e n/ = dp! sdo 1-formas tais que

J = (", ..., 0%, W, ...,w")

é integravel e m} sdo nao nulas sobre as variedades integrais de J. Se pode ver que, mesmo
atuando com transformacoes de contato e mudando as ¢, ..., ¢°, J continua bem definida e

também as propriedades de w’ e ©/ permanecem. Isto motiva a seguinte definicao.
(A

Definigao 2.9. Uma variedade de multicontato é uma variedade n+ s+ns-dimensional M,

com dois sistemas Pfaffianos I = (¢',...,¢°) e J = (¢!, ..., 0%, wt, ...,w"), onde J € integrdvel e
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existem coreferenciais locais (¢, w', ©®) de M tais que

d¢® = -1 Aw'  (mod I) (2.9)

J

e m; sao nao nulas sobre as variedades integrais de J.

E possivel demonstrar a unicidade do sistema Pfaffiano J em relacio ao sistema Pfaffiano I,
quando s > 2. Além disso, quando s > 3, ndo é necessario assumir a condicao de integrabilidade
de J, j& que essa propriedade é implicada pela equacao (2.9). Em discussoes relacionadas a
variedades de multi-contato, podemos, portanto, referir-nos unicamente a (M, I'), levando em

conta as ressalvas previamente mencionadas.

Exemplo 2.10. Seja X uma variedade n + s-dimensional e 7 : G,(TX) — X o fibrado
Grassmanniano dos subespagos n-dimensionais dos espagos tangentes de X, i.e., sem € Gp,(TX)

entio m = (p, E) onde p € X e E é um subespago n-dimensional de T,,X .

Definimos em G, (TX) dois sistemas Pfaffianos I C J C T*(G,(TX)) de posto s e n+ s,

respectivamente. O sistema Pfaffiano J é dado por
J=7m"(T"X).

J € integravel e suas subvariedades integrais mazimais sao as fibras de 7 : Gp(TX) — X. Jd
o sistema Pfaffiano I é dado em cada ponto (p, E) € G,(TX) por

I(va) = Tr*(EJ_)?

onde E+ C T5X € o anulador s-dimensional do subespagco E de T, X. I € um sistema nao

integrdvel e pode-se demonstrar que existem coordenadas locais (x*, 2%, p%) em G,(TX) tais que
J = (dz',dz*),
I = (dz* — p¢dx").

Desta forma, € facilmente verificivel que (G,(TX),I,J) satisfaz a equagio (2.9), com correfe-

rencial local (dz® — pdxt, dx®, dp®), configurando assim uma variedade de multicontato.

Temos agora a intencao de trabalhar com funcionais Lagrangianos associados a Lagrangi-

anas da forma (em coordenadas locais) L(a*, 2%, p$)dz.
Como qualquer n-forma congruente a esta, médulo I, gera o mesmo funcional Lagrangiano,

isso sugere a seguinte definicao.

Definicao 2.11. Seja (M, I, J) uma variedade de multicontato. Uma Lagrangiana em M é
uma n-forma diferencidvel L € A™(J) C A™(M).
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Definimos, assim como no caso escalar, o seguinte funcional no conjunto das subvariedades

de Legendre orientaveis e compactas N C M,

L(N) = /NZL

Notamos neste caso também que Lagrangianas distintas podem definir um mesmo funcional,

por exemplo, se L; e Ly sao duas Lagrangianas tais que L; — Ly € Z, entao
El - £2.

Note entao que, como mencionado anteriormente, de acordo com a definicdo que adotamos
de Lagrangiana, qualquer Lagrangiana ¢ congruente, em coordenadas locais, a L(z*, 2%, p?)dx
modulo I e, portanto, possuem os mesmos funcionais Lagrangianos associados. Isso sugere

trabalharmos com classes de Lagrangianas [L] € A™(J/1).

Nosso objetivo é associar para qualquer classe [L] € A™(J/I), uma Lagrangiana L €
A"(J), ndo necessariamente unicamente determinada, tal que o SDE de Euler-Lagrange seja

univocamente determinado por I = dL (veja a Defini¢do 2.13 e a discussdo subsequente).

Definigao 2.12. Um levantamente admissivel para [L] € A"(J/I), é uma Lagrangiana
L € A*(J), representando a classe [L] e satisfazendo dL =0 (mod I).

Como mencionado anteriormente, todo representante de [L] € A"(J/I) é congruente,
em coordenadas locais, a alguma n-forma L(z', 2%, p¢)dz médulo I. Entdo consideremos o

representante L tal que, localmente, L = L(z%, 2%, p&)dz + ¢* A %dx(i). Notemos que

dL = dL A de+de* A fkde® — ¢ N d(5%) A dal?

= ¢ A 2Ldx + %dpf‘ Adx — %dpﬁ‘ Adxt A dz® — ¢ A d(%é) A dx® (2.10)

= ¢ A (PLdx — d(gp%) A dzD).

Este calculo mostra que toda classe [L] € A"(J/I) possui um levantamento admissivel.
Observamos que, em geral, a derivada dL deste levantamento admissivel nao é tnica. No caso
escalar, temos o Teorema 2.6, que garante que existe e é unico o levantamento admissivel (a

forma de Poincaré-Cartan). Decorre do célculo acima, que podemos expressar
Il = dL = ¢“ A 9y,

com Y, € A" (M).

2.5 SDE de Euler-Lagrange para variedade de multicontato

Com o intuito de obter também neste caso mais geral o SDE de Euler-Lagrange para

variedade de multicontato, consideraremos novamente uma variacao suave de subvariedades de
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Legendre orientaveis compactas N;, com bordo fixo
G:N x|[0,1] — M,

de uma variedade de Legendre g : N — M, tal que Go(N) = g(N). Assim como no caso
escalar, queremos encontrar condicoes para que uma subvariedade de Legendre g : N — M
seja ponto critico do funcional £ para toda variagao G com bordo fixo. Nesse contexto, isso
quer dizer que 4|,_o([y G;L) = 0 para toda variacdo G, com bordo fixo, tal que G|;—o = g.

De modo inteiramente analogo ao caso escalar, temos que

d
rn L= / o - )
dt|,_, /Nt Z Nﬂ g
onde 3, = (G;‘(% 1 ¢%))i=0. Também neste caso, pela arbitrariedade da variagao, concluimos
d
que — L = 0 se, e somente se, g*1, = 0, para cada o = 1, ..., s.
dt|,_o

Introduzimos entao a seguinte definicao.

Definicao 2.13. O SDFE de Euler-Lagrange da Lagrangiana L, é o ideal diferencial em M

gerado algebricamente por ¢%, do® e ,, i.e.

&= <¢o¢’ d¢aa ¢a>alg7

onde Li € qualquer levantamento admissivel e dL = ¢™ N\ 1,

O SDE de Euler-Lagrange, a principio, pode nao ser unicamente determinado por [L].

No entanto, isso nao ocorre, como ficara evidente na discussao abaixo.

Com efeito, comegamos observando que dois levantamentos admissiveis Ly, Ly € [L] sdo
congruentes médulo A%(I). De fato, se s = 1, entao A*(I) = 0, e pelo Teorema 2.6 existe
um tnico levantamento admissivel. Se s > 2, a condi¢do L; — Ly = 0 (mod I) nos permite

expressar Ly — Ly = ¢® A 7, . Além disso, o fato de dL; — dLy =0 (mod [), juntamente com

as equacoes d¢p® = —* Aw' (mod ), nos possibilita calcular
0 =dL; —dL,
=d (qb“ A Ya)
= do* N\ Yo

=71 AW Ay, (mod I).

Isso implica que v, = 0 (mod I), em virtude de ¢, w’ e 7@ serem formas linearmente indepen-
dentes. Portanto, Ly — Ly = ¢® Ay, =0 (mod A*(1)).

Podemos entao, expressar

Ly — Ly = $6% A ¢° A vag,
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onde Vo8 = —Y3a, logo

¢* N (WL —2) =d(L; —Ly), (com dL; = ¢* A1)})
= 1do™ A ¢° A vap — 20° N dPP A vap + 20% AP A dyag,
= —¢* ANdd® Nyap + 2% N O° A dyag

—¢* N dp® N vap  (mod A%(T)),

o que implica que (YL — ¥2) 4+ dp? Ayas =0 (mod I) e, portanto, (¢} —1)2) € T, para cada

a=1,..,s

Assim, podemos concluir que o SDE de Euler-Lagrange para uma Lagrangiana [L] é

independente do levantamento admissivel escolhido.

Analogamente ao caso das variedades de contato, iremos agora obter uma expressao
local para as equagoes de Euler-Lagrange. Considere M = J*(R™ R®), com coordenadas locais
(27, 2%, p%), ideal de multicontato gerado por I = (¢ = dz® — p@dz’), e uma Lagrangiana L
em M, dada localmente por L = L(z7, 2% p®)dxt A ... N dx™ =: Ldz.

Seja L = L(a', 2%, p&)dx + ¢~ A gpﬁ dz™ um levantamento admissivel para L. Por (2.10)

L L
dL = ¢ A a—daz—d 0 Adz® ).
0z (9pl

temos que
Logo,

Agora, considere N uma subvariedade de Legendre transversal de (M, I) representada local-

mente por

N ={(a",2*(z), pf'(x)},

onde p$(x) = %(m).

Verificaremos que *9* =0 Va =1,..., s se, e somente se, ao longo de N,

oL oL
_\" D, _
0z ’ <8p- ) 0

1

ondei: N — M éainclusiode N em M e D; = 8301 + 2 a0 aza + Z 25 Ija—a ¢ a derivada total.

Este sistema, de segunda ordem, é conhecido como sistema de equa(;oes de Euler-Lagrange da

Lagrangiana L.
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Por fim, calcularemos a restri¢ao *y®, omitindo o pull-back por simplicidade.

5 0L OLye . 0L OL e i
gidr—d<m)> A dz® ZZ(MH—<8WJMJ+ e+ @g)Adﬂ)

Py 0z ape

— gZLada; — %L;fdxj A dz) + %Ljdza A dz® + %La dp§ A dz®

— gzl;d;p aame dr + %[;f z;‘}“kdxk A dz® + 3612;? o xldaz A dz®
gfd %4d +iiazdx+i%yﬂwm

- Pt (gt ) (el

oL oL
— D;
=50 dr — ( o0 ) dz.

Concluimos entao que
oL oL
Y =0 VYa=1,..8 << — — Di<>:O. 2.11
=0 Ya =L e =Y D5 (211)
Exemplo 2.14. A sine-Gordon é a equacao de Euler-Lagrange para o funcional

1
= //(iuxut — cosu)dxdt.

De fato, observando que L = %uxut — cosu, a equagdo (2.11) se reduz a

o] _
35 D <8u > Dt(dut) = 0.

) 1 1
sinu — §uxt — §um =0,

Logo,

1.€.,

Uy = SIN U.

Exemplo 2.15. O péndulo simples ideal consiste de uma massa pequena (sem atrito com ar)
preso a um fio de massa desprezivel e comprimento [, formando um angulo 6 com a vertical
e uma altura h com relagao ao ponto onde o fio estd firo. A Lagrangiana neste sistema € a

diferenca entre a energia cinética e a energia potencial, i.e.,

L= %ijgh

Em coordenadas polares, notando que h = lcos6 e que a velocidade tangencial em funcao do

tempo é dada por v(t) = lcos@(t), temos que

2,
L= mTQZ—f-mglCOSQ,
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do

dt’

Portanto, a equagdio (2.11) se transforma em

onde ' =

oL ony

00 dt\o9')
i.e.,

d*0
—mgl sin 6§ — le@ =0,

ou seja,

d?0 g .

@ + 7 sinf = 0.

Esta equagdo, que governa o movimento do péndulo, é chamada de equacao do péndulo

ou equagdo de Mathieu.

Exemplo 2.16. No Capitulo 4, trabalharemos com a Lagrangiana energia dada em (3) e com
as variedades (RM, g) e (Q,h) tais que g = dx' - da® e h = W' ") ((dy")? + (dy®)?) onde p
¢ uma fungao real e - denota o produto simétrico entre formas diferenciais. Neste contexto,

encontraremos as equacgoes de Euler-Lagrange.

Notemos que os simbolos de Christoffel em @) sao dados por

dp
E%z - £§1 = £1

dp
11 — 37y1 - _£§2> E%z - £§1 = £2 - :

22 — (Tyg = —in-

Em R, os simbolos de Christoffel sdo dados por T? =0, 4,5 = 1,2. Logo, os laplacianos
Ay = g (s — ThEL) de p(x',2%) = (y'(x',2%),y%(x",2%)) em P sio dados por
4 ale y2 _ a2y2

dxlox?’ orlox?

Ayl

Portanto, o sistema (4) se reduz a

p dp
e = Wi — vind) — o5 (WivE +uivd),
dy oy
5 (2.12)
p p
Yty = —@(y%y% + y3y3) + @(y%yé — YiY3),
a2g0k: E agpk

onde yfj = 1,7, k=1,2.

o0xt0xI cY = Ort’
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Capitulo 3

SDE para aplicacoes harmonicas

O sistema de equacdes de Euler-Lagrange para aplicagdes harmonicas ¢ : P — @)
define uma subvariedade de J?(P, Q). A restri¢do do ideal de contato sobre J%(P, Q) a essa
subvariedade fornece um SDE cujas variedades integrais com condi¢ao de independéncia
dx' A da® # 0, sao prolongamentos de aplicacoes harmonicas. Entretanto, a descricao explicita
(4), das equagoes de Euler-Lagrange para estas aplicagoes, depende da escolha de coordenadas
locais. Em [12], foi proposto um SDE em J(P,Q), em termos do qual é possivel estudar as
aplicagoes harmonicas entre variedades Riemannianas de um ponto de vista global usando o
formalismo de Poincaré-Cartan. Esta abordagem, posteriormente, foi oportunamente adaptada
ao caso de variedades pseudo-Riemannianas em [36]. O nosso objetivo aqui serd aquele de

apresentar a abordagem adotada em [36].

Neste capitulo, consideraremos duas variedades pseudo-Riemannianas (P, g) e (Q, h) com

assinaturas (ny,n2) e (s1, $2), respectivamente, onde ny +ny =n e s; + so = s.

3.1 Preliminares

1

Comegamos observando que em J*(P, Q) todo ponto é uma classe de equivaléncia [¢] »

que pode ser identificada com a tripla (p, p(p), ¥« ,) ou mais simplesmente com o préprio push-
forward ¢, : T,P — T,(,@. Portanto o fibrado J'(P,Q) — P x @ pode ser identificado
com o fibrado Hom(TP,TQ) — P x @, de formal tal que [gp]}j corresponde ao elemento
LM}, = ¢, p de Hom(T,P, T, @), também denotado mais simplesmente com L.

Usando coordenadas locais {z'} em P e {y*} em @Q, denotaremos com {x’ y* y<}
as coordenadas canénicas em J'(P,Q). Lembramos em particular que z*([¢]}) = '(p),
y*(lely) = y* () e y([¢l,) = ¢ (x(p)), onde denotamos com ¢*(x) as componentes da
representacao coordenada de ¢.

Usando estas coordenadas, temos que i (Orila(p) = Pup(Ouilz(r) = U5 ([0]5) Oye lu(or)) s

ie., L(04i) = Y Oyo.

(2
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Desta forma, introduzindo a notacao
M := Hom(TP,TQ),

é facil verificar que a distribuigao de Cartan em J' (P, Q) pode ser identificada com a distribuigao

dos vetores que anulam a forma (a valores vetoriais) ¢ definida por

A(X) = (78)e(X) = L((mp")+(X)),
onde X € Ty, yM e
Wé/[ZM — Q,
oM — P,

sao as projegoes candnicas de M em () e P, respectivamente.

Em coordenadas locais (z*,y%, y%) em M, podemos expressar o da seguinte maneira
¢ = (dy* — yda") @ Oye.
Usaremos também as seguintes notagoes para os fibrados dos referenciais

F(P) = Frso(P), F(Q)=Fro(Q).

Portanto F(P) denotard o conjunto dos pares (z,u), em que z € P e u é um referencial
ortonormal orientado em x e F((Q) denotard o conjunto dos pares (y,v), em que y € Q e
v € um referencial ortonormal em y. Formalmente trataremos um referencial u como um
isomorfismo u : R® — T, P, que transforma a base candnica de R” numa base ortonormal
orientada positivamente de T, P, relativamente ao produto escalar g, definido por g em T, P
e a orientacao positiva de P. De forma andloga, v serd um isomorfismo v : R®* — T}, que

transforma a base canonica de R® numa base ortonormal de 7,@Q).

Sabemos que F(P) é o SO(ny, ny)-fibrado principal dos referenciais ortonormais positivos
de P. Analogamente, F(Q) é o O(sy, s3)-fibrado principal dos referenciais ortonormais de Q.
A partir destes dois fibrados podemos considerar também
F(P)x F(Q) — PxQ
((@,u), (y,v)) — (z,y)
que, com a agao a direita natural de G = SO(ny,n3) X O(s1, s2), definida por
F(P)x F(Q)x G — F(P)xF(Q)
(z,u,y,v),(a,b)) +— (z,u-a,y,v-b),
possui estrutura de G-fibrado principal.

Por outro lado, G também pode agir a esquerda sobre o espacgo vetorial das matrizes
Mixn(R)
G X Mgy (R) — Mgy (R)
((aab)7p) — b'p'a_l
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onde n = n; + ny, s = s1 + S9. Portanto, definindo
F = F(P) x F(Q) X Mycn(R) (3.1)
e considerando a acao a direita

FxG — F
((:B,u,y,v,p),(a,b)) — (x,u-a,y,v-b,b‘l-p-a),

podemos introduzir o fibrado vetorial
F/G = F(P)x F(Q) xg Myxn(R) — P x Q

associado ao fibrado principal F(P) x F(Q) — P x @, relativamente a acdo considerada de
G em Mgy, (R).

Este fibrado associado pode ser identificado com Hom(T P, T'Q)), por meio do isomorfismo

F/G — Hom(TP,TQ)

[$7u7y7v7p] }—> (x7y’v.p.uil)'

Note que, a definigdo desta aplicagdo independe do representante escolhido para [z, u,y, v, p]

em F/G:
(x,u-a,y,v'b,b_l-p-a)l—>(x,y,(v-b)-(b_l-p~a)-(u~a)_1):(x,y,va'u_l).

Em virtude deste isomorfismo, daqui por diante, usaremos M para denotar nao somente
JYP,Q), ou Hom(TP,TQ), mas também F/G.

Além disto, usaremos as seguintes submersoes

™ F — M,
ij(P) F — F(P),
THo F — F(Q).

Sejam entao:

» 6 a forma canonica de F(P) a valores em R",
o w a forma de conexdo de F(P) a valores em s0(nq,ns),

o Q a 2-forma de curvatura de @ a valores em so(ny, n2).
Analogamente, sejam:

« 0 a forma canénica de F(Q) a valores em R®,

« w a forma de conexdo de F(Q) a valores em o(sq, S2),
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o ) a forma de curvatura de @ a valores em 0(s1, $3).

Realizando o pull-back destas formas por meio das submersoes 7r§( p) € W;(Q), obtemos

0 = (k) 0.

*

w = (ﬂ]{(P)) w,
Q = (7fp *Q,
(i) ¢ o)
b = (o) b
w =(tfq) @
_(-F \°¢C
Por outro lado, pelo Teorema 1.12, seguem as equacoes de estrutura
a6 — i N,
dii = —@f Nk +
N » (3.3)
g =-wzgNb,
iy = -@3 N+,

co1m

0="0c, =B, Q=0F, §=0", o=u3E, Q=QE]

~i

J
onde {e;}, {ea}, {E/} e {EP} sao as bases canonicas de R”, R®, 50(ny,ny) e 0(s1, 55), respecti-
vamente.

Logo, realizando o pull-back da primeira e segunda equagoes pela projecao 7r]]§( p) € da

terceira e quarta pela projecao W/f_(Q), obtemos as equagoes de estrutura

dor = —wé AR
dw§ = —w!i A wf + Qé,
(3.4)
an - _gg /\ Qﬁ7
dwy = —wS Awj+ Q5,

onde

0=0¢, w=wkE, Q=QF, 0=0%, w=wiE! Q=093

Em F podemos completar a um correferencial o sistema {6", wé, 0%, w3}, adicionando as

formas dpg', onde {p$'} sdo as coordenadas candnicas em My, (R), ou melhor ainda, as formas

7 = dp? + wip! — piuwl, (3.5)
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que descrevem a derivada covariante de uma se¢ao de Hom(TP,TQ) — P x Q.

Em particular, com o intuito de facilitar os calculos, podemos expressar as formas (3.5)
da seguinte maneira
T =dp+wp — pw.
Deste modo, completaremos as equagoes de estrutura (3.4) para F com
dr = dwp —w Adp—dp Aw — pdw
(—wAw+Q)p—wA (T —wp+pw) — (7T —wp+ pw) Aw — p(—w Aw + Q)

—WAWP+W—wWATH+WAWP —WAPw —T AW+ wWpAw —pwAw+ pwAw— p§2
= Q—pQ—wAT—TAw,
ie.,
dr QBpZ — 15 o) — gg/\wf—wj‘/\wg. (3.6)

Provamos portanto a seguinte proposicao.

Proposigao 3.1. A variedade F definida em (3.1) admite o correferencial {6, w 0%, wh, T,
em que HZ,wj,Qa,gB sao as formas (3.2), enquanto m* sdo as formas (3.5), com equagoes de
estrutura (3.4) e (3.6).

3.2 Pullback do sistema de multicontato para F

A seguir, realizaremos o pullback do sistema de multicontato I = (dy® — y®dx') de M

para F.

Seja ¢ = (7;)*($). Em virtude da definigao de ¢, para todo X € T(y.y.0pF obtemos

que
o(X) = o((nf;)-X)
= (7)«(m]) X — L((7p) o (7)) X).
Logo, uma vez que 7rQ ol = 7TQ, Mont, =nb e nl (v, u,y,v,p) = (z,y,vpu?), segue-se
que

(X)) = (7))X —vpu ((7F).X)
= v (1) X — puT' ((75). X)).

1

Entao, identificando T,,) com R® através do isomorfismo v, podemos considerar ¢ como uma

forma a valores em R*®
(X)) =v (7)) X — pu((7}). X).

Assim, de (1.3), temos que

ie.,
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Portanto, o sistema de multicontato em F é dado por
I=(¢° = 6" — p26"). (3.7)
Além disto, utilizando as equagoes (3.4), obtemos as equagdes de estrutura para [
dp = df —dp N0 — pdd
—wA)—(m—wp+pw) N0+ pwAb
= —TmTANO—wAo,

ie.,

do® = -7 N0 — w§ A ¢ (3.8)

3.3 Pullback da Lagrangiana para F

Nesta segao, realizando pullback, transformaremos a Lagrangiana energia e(y)v, dada

em (1), de P para M, e em seguida para F.
Com este intuito, consideramos primeiro uma aplicacao A : M — R tal que
< x Ny
A= (7)) e(p)

onde N, = {(z,0(x),0,) | ¢ : U C P — Q}, m)® = 7M 0 é a restricio de 7 a N, e
i: N, — M a inclusao de N, em M. Sendo assim, a Lagrangiana energia em M serd dada

por

. N«

"L = () (e(@)v),
i.e., com o abuso de notagao (7¥)*v = v,

L=\
Finalmente, obteremos a Lagrangiana em F
L = (m3,)"(L).

Para definir A, primeiro introduzimos uma 2-forma em M. Seja h a 2-forma em M dada por
onde X,Y € T(,, 1yM. Temos entao que, para X,Y € T, u(),0.)No

A

(*h)(X,Y) = h(i.X,iY)

h( ($7¢(x)7@*)((7fp) X)), (W(x),%)(( P )xixY))
— h(L Ney X)L Ney y

h( . (W*)((Wu) ), (m,m),@*)((”lf) )
= "7 ) X, u ()Y

(i
= ' h((m)?). X, (m°).Y)
= (m°) ¢ (X, Y),
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e assim

i*h =

(7)) " h.

Note que, ao definir § = (7¥)*ge A = %trg(?z) obtemos

A = %t?"(i*

_ 1

A

g (i*h)
N * *
(wgf)*g)((WU“’) ©*h)

N * *
= ot7 (o)) (T 7))

= (myr

ie.,

A=

) (3trgle*h)),

() (e ().

Agora, realizaremos o pullback da Lagrangiana L = Av para F. Com este intuito,

calcularemos (73,)*\ e (73,)*(7¥)*v = (7f)*v. Primeiramente, note que

* 1 *7
(1) = 5”(@)*@((71@) h).

Para X, Y € T(yuyvp)F

() WX, Y) = h((wfy) X, (nf;).Y)
h

F
ﬂ—jw (‘T:Uyy,

()X, L]

v,p)

= h(UPU‘l((Wﬁ‘f)*X),vpu_l((ﬂf‘f)*Y))-

Em decorréncia de § = (WJFE(P))*é cl=u'lo

(71'1];-(]3))* conclui-se que # = u~! o (71’1];—) . Deste

fato e da linearidade das aplicacoes v e p, segue que

(nfr)"h(X,Y)

h
h
h
h
h
=h

onde (hap) é a matriz de h com respeito a

(w3 h =

(

(

(vp(ei), vp(e;))0"(X)
(v(pPea), v(p) 6,3))91(X)0j
( (

v(ea), v(es))pip; 0"

vpf(X), vpf(Y'))
vp(0'(X)e:), vp(67 (Y)e;)

(

(

(

(
aaPIP; 0 (X0 (Y),

base {v(eq)}az1,. s. Portanto, concluimos que

hoé,gpZ pﬁ 0 - 9]
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onde - denota o produto simétrico entre formas diferenciais. Observa-se também que, da

definicao de 6 e da linearidade da aplicagao u

(i) 9(X,Y) = (mf,)"(mp) (X, Y)

(
= g(u(0"(X)e;), u(0?(Y)e;))
= g(u(e:), u(e;))0"(X)¢" (Y)

onde (g;;) é a matriz de g com respeito a base {u(e;)}i=1,. . Portanto,

(m7,)°G = §i;0" - 0.
Finalmente, em virtude da definicao de tr,
(TN = §trer o (707 h)
= ltr(gijgi.gj)(ilagp?pfei - 67)
= 3G7p? P hag,
onde g¥ é a inversa de §.

Calcularemos agora o pullback da forma de volume v para F. Dados Xi,..., X, €
T(a:’u7y7/v7p)f

(m5) (X1, ..., Xn)

v((nF)u X1, ooy (TF) X0)
v(u(0(X1), - u(0(X,))

v(u(0™ (X1)es,), .., u(0™ (Xn)ei, )
= v(ueq ), ..., ule;, )07 (X1)..00m (X,,).

Como {u(ey),...,u(e,)} é base ortonormal orientada e v é a forma de volume induzida por g,

segue que v(u(ey),...,u(e,)) = 1. Assim, considerando que v é uma forma alternada e usando

a definicao de produto exterior de formas diferenciais, temos que
(Th)'v=0"A...NO"
Finalmente, definindo © = ' A ... A 0" e A = LG 9" pi'p; ha[g, a Lagrangiana em F ¢é dada por

L= )\6. (3.9)

Provamos portanto a seguinte
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Proposicao 3.2. O pullback da Lagrangiana energia e(f)v de P para F é dado por
L =)0,

comO=0"A..ANO" ¢ )= %gijp?péjizag.

3.4 SDE de Euler-Lagrange para aplicacoes harmonicas

Procederemos de modo andlogo ao realizado na Secao 2.5 para obter o SDE de Euler-

Lagrange para aplicagoes harmonicas. Conforme observado na Secao 2.4, a Lagrangiana

é um levantamento admissivel para [L], onde On =2 20=(=1)"10"N..A OiN...NO" e 7,

¢ o campo dual a 6" com respeito as formas 6!, ..., 0". Entdo, localmente

o I
L = %g“pf‘pfhag@—i-qﬁo‘/\ ap aG)()
8
_ szl ha6@+¢a 5 ( ijz haﬁ)@(z (3.10)

= 5@“1??29]- hoas® + §ijpfhaﬁ¢°‘ INCIOE

Com o intuito de calcular dL, calcularemos agora d© e d©;. De fato,

Utilizando as equagoes de estrutura (3.4), temos que

de = —w; A 67 A @(i)
—wj A (0;:0)

Como w = w/E] é uma forma a valores em s0(n;,n2), a matriz (w}) possui trago nulo, logo

o = 0. (3.11)
Analogamente, definindo Oy = (©;)(j), obtém-se

dOu) = db’ A (O))y)
=d®’ A @(ij)-
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Pelas equagoes de estrutura (3.4)
d@(i) = —wi AGF A @(z‘j)-

Observa-se agora que 0% A ©;j) = 65O ;) — 07O;). Com efeito, da equagao 6 A Oy = 6;,0,
tem-se que
0% A ®(ij) =0k A (Zj J ®(i))
= (Zj a Qk) VAN ®(i) — Zj J (9k A @(i))
= 9703) — 6;0),
Disto, segue que
d@(i) == —wk (5k@ 55@(]'))
= —0kw] A O + SFwl A O (3.12)
= wi A @(j)'
Logo, utilizando as equagoes (3.11) e (3.12)
dL = d(357pephas® + §7p] hasd® A O

= §§”dp?pj hag A O + 35" p¢ dp] hag N O + g”dpfhag A% N Oy + g”p] hasd™ A On)

~§70 hag N 9 N O

= 15UdpepThas A O + 1g7p dpehiga A © + §Tdp hag A 6% A Ouy + §Ip  hag A de® A O

—§7p] hapt™ AWl A O
Tendo em vista que ¥ e ﬁag sao simétricos, temos que

dL = §9pedp’has A © + G9dp] has A 6 A Oy + §9p] has A d* A O
—g”p]h 5O A\ w) A O )
Das expressoes (3.5) e das equagdes de estrutura (3.8), obtém-se
dL = §7pp (] — wlp] + piwk)hap A O + (w1 — wlp) + plwk)hag A 9™ A O
+79p has N (=T A0 — W A7) A Oy — 5P hapd™ Al A Oy

Usando que §iwh = w*, Baggg temos

Warys
dL = g¥ptm Bhag AO — gip? PiWasy N O + p§ pkh(wuﬁl‘C ANO + §”ha57r A @™ N O
— ) Wary A S A Oy + PRhasw™ A ¢ A Oy — G} hasmd A OF A Opy — Gplws, A @Y A B
—g”pj ha5q50‘ A WE N Ok
= — G piplwa, A O + pip Eaﬁw“f A O+ §hasm! A AOpy — GIplwa, A ¢% A O
+Pphasw™ A ¢ A Ouy — GIpTwa, A ¢ A Opy + Pl hasw’® A ¢* A Oy

Finalmente, da antissimetria de g”wf =w e ha,ggg = Wary decorre

AL = —¢ A (G hapm) A Oj)). (3.13)



3.4. SDE de FEuler-Lagrange para aplicagdes harmonicas 7

Portanto, levando em consideracao (3.8) e (3.13), deduzimos que o SDE no qual as variedades

integrais sao os pontos criticos do funcional [, L é dado por

E= (0,7 NO', G hasm] A OG))alg. (3.14)

Assim, provamos a seguinte

Proposicao 3.3. O SDFE de FEuler-Lagrange para aplicagoes harmonicas é dado por

&= <¢a, ﬂ-? A 9i7§ijhoéﬁﬂ-iﬂ A ®(j)>alg- (315)
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Capitulo 4

Integrabilidade das aplicacoes harmonicas

de tipo onda

Neste capitulo, restringiremos o nosso estudo as aplica¢gdes harmonicas ¢ : P — @),
em que (P, g) é o espago de Minkowski bidimensional e (@), h) uma variedade Riemanniana
bidimensional. Essas aplica¢oes sao conhecidas como aplicagbes harmonicas bidimensionais de

tipo onda ("wave maps'), ou ainda o-modelos.

Primeiramente, calcularemos o SDE de Euler-Lagrange £ que descreve aplicagdes de tipo
onda. Logo apés, considerando que £ é invariante sob a acao do grupo das transformagoes
conformes que preservam a orientacio do espaco de Minkowski, calcularemos a reducio € de €
por este grupo. Em seguida, encontraremos condi¢oes para a integrabilidade segundo Darboux
de £ em termos de propriedades de £. Isso implicard em condicdes para a integrabilidade

segundo Darboux de £ em termos da curvatura de Gauss k de Q.

Finalmente, estudaremos a integrabilidade segundo Darboux do SDE prolongado £1). De
forma semelhante ao procedimento realizado com o SDE &, calcularemos o sistema reduzido de
EM pelas transformacoes conformes que preservam a orientacdo. Em seguida, encontraremos

condicdes para integrabilidade segundo Darboux de €M) em termos de propriedades de £,

4.1 SDE de Euler-Lagrange £

Denotamos com (x!,2?) as coordenadas globais de tipo luz em P = RY! nas quais a

métrica g se escreve na forma

g =dx' - da?,

e com {y',3?} coordenadas locais isotérmicas em @, nas quais a métrica h possui a expressio

(conforme)

b= 0 (') + (dy)),
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com p = p(y',y?). Note que o uso de coordenadas isotérmicas (ou conformes) nio é restritivo,

pois localmente sempre existem tais coordenadas (veja [38, 39] e [14]).

O motivo pelo qual consideraremos coordenadas de tipo luz em P é que nestas coordenadas
as isometrias lineares se tornam mais simples quando comparadas com aquelas da métrica em
sua forma canonica. De fato, no caso em que g = dz' - dz?, o grupo das isometrias lineares que

preservam a orientagao é o seguinte subgrupo de SLy(R)

>={(o 2

J4 no caso de coordenadas {#',7?} da forma canonica § = (dz')? — (dz*)?, o grupo das
isometrias lineares que preservam a orientagao é

{ cosha sinha }
aceR5.
sinha cosha

Além disto, com as escolhas feitas para as expressoes coordenadas de g e h, as equacoes

a€ ]R{\{O}}.

de Euler-Lagrange para uma aplicagao ¢ : P — () sdo, exatamente aquelas descritas no
Exemplo 2.16

dp dp
o= —5 ik —vid) — 25 i3 + viv?),
dy dy
) ) (4.1)
p p
Yis = o (y1y5 + yau3) + 0y (y1ys — vivs),

0%F L 0o
rioms C Y T g IR =12

Note porém que g = dx' - dx?, logo o correferencial {dz!, dz?} ndo é ortonormal, contraria-
b b )

onde yfj =

mente ao que assumimos no Capitulo 3, onde determinamos em geral o SDE de Euler-Lagrange

para aplicacoes harmonicas.

Portanto, ao trabalhar com um correferencial nao ortonormal em P, serd necessario

realizar calculos especificos para determinar a forma do SDE de Euler-Lagrange no caso atual.

Contudo, apesar de termos que fazer um calculo "ad hoc'de &, neste caso especifico
haverd importantes simplificacdes que vém do fato de que P = RY! possui um referencial
globalmente definido, e portanto, uma se¢ao global s : R — F(RY)| por meio da qual
podemos identificar RV com s(RY?!). Isso nos permite restringir as formas definidas no Capitulo
3 em F(RM) & R, sem a necessidade de introduzir o fibrado F(R"!) nos cdlculos deste
capitulo. Notemos também que, neste caso, em que dim () = 2, podemos parametrizar os
referenciais ortonormais em um ponto de () com apenas um parametro, um angulo de rotacao

.

A seguir, restringiremos portanto os calculos realizados no Capitulo 3, com o intuito de

obter o SDE de Euler-Lagrange para o caso particular em que estamos interessados.
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Comegamos observando que, com base nas consideracoes feitas acima, a variedade F em

(3.1) assume a seguinte forma
F =R x F(Q) x May2(R),

com coordenadas locais {z!, 22 y', y* v, pi, p?, p3, p3}. Além disto, as formas candnicas {0},

{6'} e de conexdo wi, w sdo

0t = dz',
0* = da?,
wy = 0,
1 Py %) ot i P 9%) o2 (42)
0" = cos(v)(e”Y ¥ )dy') + sin(v)(e”V ¥ dy?),
62 = —sin(v)(e’@ ) dy') + cos(v)(e?W V) dy?),
wh = ;—y’;dyl — (%'ﬁdf + dv,
com equacoes de estrutura
ot = 0,
do* = 0,
dwy = 0,
' = —wing?
> = whne
dwy = k0" NG?,
onde k é a curvatura de Gauss de Q).
Portanto, o sistema de multicontato (3.7)
I={¢",9%),
onde
¢t =0" —pio' —pyo?,
¢ =6 —pif" — p3f?,
possui as seguintes equacoes de estrutura
dpt = —wiN? —mi NG — 7l A2,
¢ =2 ¢ ™ T (43)

dp? =wi Ao' — 7 ANOY — 72 A 62,
onde, por (3.5)
™ = dpi + piws,
T = dpi — piws,

T3 = dpl + paws,

3.2 1,1
Ty = dp; — pows.

Desta forma, fica determinado o correferencial

{917027617QQ7Q%7ﬂ-%?ﬂ-%?ﬂ-%?ﬂ-g}‘ (4'4)
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Por outro lado, a Lagrangiana (3.9) neste caso, se reduz a seguinte
L = (pips +pin3)0" A 67, (4.5)
logo, (3.10) fornece
L = (pipy + pip3)0" A 0% — pi1o" A0+ pydt A G° — pid? A O" +phe® A 6.
Por conseguinte,
dL = ¢ A (7] N0 — 3 AO?) + ¢ A (73 AOF — 75 A G?), (4.6)

e levando em consideragao (4.3) e (4.6) deduz-se que o SDE de Euler-Lagrange, neste caso,

assume a forma seguinte
E = (¢1,(b2,7r% /\91,7@ /\92,7Tf/\¢91,7r§/\92)alg, (4.7)

com condicao de independéncia 6! A 6% # 0.

Em particular £ possui uma distribui¢ao caracteristica de Cauchy 1-dimensional gerada

pelo campo vetorial 9, dual da 1-forma wi, em relagdo ao correferencial (4.4), i.e., Oy €0

campo unico e completamente determinado pelas condigoes
8% J gé =1,

Oy 00 =0, 20" =0, Jm =0.
“2 Yo “a J

Usando as representacoes coordenadas (4.2) é imediato verificar que 6% = 0,. Com isto se
segue também que, usando a Defini¢ao 1.36, £ é decomponivel do tipo [3,3] com sistemas

singulares associados

‘A/: <¢17¢277T%77T§792>7 ‘V/: <¢17¢277r%77r%791>'

4.2 Quociente de £ por G = C’onf+(R1’1)

Inicialmente, notemos que a Lagrangiana em (4.5) é invariante com respeito ao grupo

das transformagoes conformes do espago de Minkowski
Conf(R*) = {¢ : RM — RV difeomorfismo | ¢*g = e*'g, pu€ C(R")}.
De fato, se por efeito de uma transformacao conforme 1*(g) = e*g, entao
U (6) = 6

portanto, analisando 9*(¢"), se deduz facilmente que

¢*(L) = L.



4.2. Quociente de £ por G = ConfT(RY1) 83

Prolongaremos agora a agao de Conf(R"!) a F de tal forma que o prolongamento preserve o
ideal de contato I. Assim, uma vez que a acao preserva I e a Lagrangiana, também preservara
o SDE &£. Em seguida, consideraremos o grupo das transformacoes conformes que preservam a

orientacao e procederemos com o calculo do SDE reduzido.

Proposicao 4.1. O grupo das transformagoes conformes Conf(RY) é o produto semi-direto
entre Zs € o grupo G := Con fT(RYY) das transformagoes conformes que preservam a orientagao,
ou seja,

Conf(R™) = Zy x Conft(R").

Demonstragio. Todo difeomorfismo (2!, 2%) — (z!,7?), com 7* = Fi(x', 2%) é conforme se, e
somente se,

dz! - dz? = e**dxt - da?,
i.e.,

1 2 1 2 1 2 1 2 2
FLF2 = FLaF2 =0, FLF2, 4 FLF2, =

Portanto, sao possiveis somente os dois casos:

(i) F''= FY(zt), F? = F*(2?);

(i) F'=F'(z2), F?=F%a").

Destes, o primeiro preserva a orientacao, descrevendo assim o grupo Conf™ (RM), enquanto o
segundo inverte a orientacao e resulta ser a composigao de um elemento de Con f*(RM) com

a permutagao h(z', z?) = (2%, z'), que inverte a orientacio.

Logo, todo elemento de Conf(RM') pode ser escrito de forma tinica como produto de
um elemento do subgrupo normal Zs = {1, h} com um elemento do subgrupo Conf*(R"!).

Assim, valem as condig¢oes
Conf(R") = Zy - Conf™(R™), ZynConft(R") =1,
que caracterizam o produto semidireto
Conf(RY) = Zy x ConfT(RM).

]

Por outro lado, a acdo de G em RY! se estende naturalmente & F de tal maneira que I
seja preservado:
o P P
F(z')" F'(2') G'(2?) G'(2?)

(x17$27yav7p%7p%7p57p3) — <F(m1),G(m2),y,v,

Segue uma descricao infinitesimal desta acao:
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Proposicao 4.2. A dlgebra dos geradores infinitesimais da acao de G em F admite a seginte

representacao
= <8331, amz,pla 1 —i—pl@ 2,p28 1 +p23 > (4.8)

Demonstracio. Um campo Z = f0,1 + 0,2 em P é um gerador infinitesimal de transformacoes

conformes se, e somente se,

Ly(dx' - dz?) = Adx' - da?,
para alguma funcao A > 0. Logo, em virtude de

Ly(dzt - dx?) = Lyzdz' - da? + dx' - Lyda?
=df - dz* + dx' - dg,

segue que f = f(z!) e g = g(2?), conforme esperado. Considerando entdo uma extensao de Z
a F
Z =7+ alé?p% + agﬁpf + agap% + a48p§,

a condigdo de invaridncia Lz C I do sistema de multicontato I = (¢, ¢?), leva as seguintes

condicoes
70t = —(ay —p%%)dml — (a3 — %a ydz? € I,
L;¢* = —(as —p%%)dml — (a4 — %g—g)dx cl,
pelas quais deduzimos que
5 Of 101 Of 505 09 1.4 99 5. o
Z = [0 + 90p2 — 5 3p10p1 — 5 7P10PL — 5 5Pa0py — 5 5P20p). (4.9)

Logo, a algebra dos geradores infinitesimais da agdo de G em F é dada por

= <8x1,8x2,p%8 1 +p18 Q,p%a 1 —|—p28 > (4.10)

Notemos que a érbita de um ponto (g, yo, vo,p) € F é dada por

Olawoov0.p) = (T Y0, v0, )| & € RV, pr = APy, pi = ApY, py = ubs, ps = (1P},

onde A, u # 0. A seguir, restringiremos a acao de G a um subconjunto U C F com o intuito de
preservar a dimensdo das drbitas e tornar a agao regular, visto que ao considerarmos pi = p? = 0

ou p; = p3 = 0 obtemos 6rbitas de dimensoes diferentes.
Proposicao 4.3. O grupo G age regularmente em
U=R" x F(Q) x (R*\{0}) x (R*\{0}),

e o quociente de U por G é dado por

U = F(Q) x RP' x RP".
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Demonstracio. Primeiramente, note que RP' pode ser identificado com | = m, 7. Seja q :
U — F(Q) x RP' x RP' a aplicacio dada por

2
( v, 80 = arctg( ) to = arctg(i)), se pi,ps # 0,
15 1 1
(y,v So = /2, to—arctg(%)> se p; = 0,py # 0,
q(z,y,v,p) = 2
(y = cw“ctg(%) to = 7?/2>, se p1 # 0,p3 =0,
Py
(y,v,sozw/Q,t():Wﬂ), sepl =0,pi =0.
, . 2 p2
Observa-se que a pré-imagem de um ponto (y, v, 89 = arctg(—%) to = arctg(%)) € F(Q) x
Py Py
RP! x RP! coincide com a érbita O(a,yv,p)- Portanto,
U= F(Q) x RP! x RP".
Em virtude de ¢ ser uma submersao, concluimos que G age regularmente em U. O

Para calcular o SDE reduzido, encontraremos um correferencial que satisfaca a Proposicao

1.35. Primeiramente, notemos que o médulo das 1-formas diferenciais semibésicas é dado por

FJ_ = <5_7 %7@%7 517 77:1>7

onde .
0= p}pﬁpzpépf 0 - p1p2 —pépf 0",
i T pépf 6" — p1p3 pépf &,
& = pldpi —pidp} — ((p3)* + (13)*)ws,
M= pydp3 — p3dp; — ((p2)* + (P3)*)ws.

Completaremos estas formas diferenciais a um correferencial adaptado a I't, dual aos campos

vetoriais em I', como segue

_ 2 1, g1
pr = p1p2—p§p§9 Plpz—l’%i’fe +6,
By = L 0% + 62,
2 Pips— pép% Plpz—Pipf (4.11)
G = Grrgee (Pidpi + pidp}),
&1 = gy (Padph + p3dpd).

Ao considerarmos este novo referencial, devemos realizar a restricdo de U a um subconjunto
aberto, de modo que plp3 — pip? # 0, i.e., det(p) # 0. Com um abuso de notagdo, chamaremos
este conjunto ainda de U. Em U, isso é o mesmo que sy # to. Neste correferencial, o SDE (4.7)
é dado por

€ = (Bu, Bay G AF L AT,CLAG,E1A G alg, (4.12)

com condi¢ao de independéncia ¢ A 7 # 0.
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Proposicéao 4.4. Seja € o SDE dado acima e q : U — U a aplicacdo quociente. Entdo € é

um sistema hiperbolico de classe s = 0.

Demonstracao. As formas semibéasicas sobre £ sao

Ay = ENAYTY) = {0},
= ENNTY) = (AT

l"f‘rzz

L AG).

Note que & satisfaz as hipdteses da Proposiciao 1.35, logo € é gerado algebricamente por 1 e

2-formas. Para uma secio genérica s : U — U

E = (s*(Fy A7), 5%(€, A 6))a
<5*(7Zl 7—)*5~<€1* :O-)> lg* ) (413>
= (7(m) N 87(7),8"(&1) A 57(0))ag-
Este sistema ¢é hiperbélico, conforme a Definicao 1.36. ]

421 SDE reduzido £ em coordenadas

Nesta secao, introduziremos um correferencial que serd utilizado de agora em diante,
calcularemos suas equagoes de estrutura e expressaremos o SDE reduzido £ em coordenadas.

Seja s : U — U uma secdo dada por
s(y, v, S0, to) = (0,0, y,v,cos(sg),sin(sg), cos(ty), sin(ty)). (4.14)

Esta secio induz coordenadas G-adaptadas v : Rb x F(Q) x R? x RP' x RP* — U em U
dadas por

’Y('Ia Y,V,40,70, S0, tO) = (l’, Y, Uap% =e? COS(SO)7P% = e Sin(SO)apé =" COS(tO)apg =" Sin(tO))v
ou seja, coordenadas para as quais a aplicagdo quociente é expressa por
Q(ZL', Y, U, 40,70, S0, tO) = (yv v, So, tO)

Nessas coordenadas, o campo Z em (4.9) é dado por

af dg
P10~ a0 (4.15)

e a algebra dos geradores infinitesimais (4.10) corresponde a

Z = f@wl + gaxz —

I' = (0,1, 0.2, 0y, Ory)-

Realizando o pullback de I't pela se¢do s na equacgio (4.14), obtemos que

_ xx sm(to 1 cos(to) n2
o = 50 = sm 3) 0 sm(6 0
o * __ sin so cos(so 2
T =857 = sin(8§ Q sin(§ 9
N : (4.16)
*
& = 576 = dso— an

o= s = dty— w),
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onde 0 =ty — so. Logo, da equagao (4.13), obtemos o SDE reduzido

8 = <ﬁ1 A T, 51 A J)algv

com condi¢ao de independéncia o A 7 # 0.

Realizando o pullback das formas em (4.16) pela aplicagdo quociente q : U — U,

obtemos as formas G-basicas em U (vide [3]), que, por abuso de notagao, escrevemos

* o sin t COS
g =490 = sm((;)) 9 sm ) 9
_ * _ sin so 1 cos so
7: = dq 7: ~ sin(d) 9 sin(¢) 9 (417)
& = ¢& = dsp—wy,

o= ¢'m = dip—wj.

Logo, as formas para completar o correferencial dual a T" em (4.11) sdo dadas por

in(t 1 to) p2
B = giéi) 0"+ eiiﬁj 8"+,
_ 7§1n 50) 81 Sos 50) 92 + 92
?2 qu sin(d) = 0 sin(d) (418)
1 = 0
&1 == dT‘o.

Sendo assim, no seguinte correferencial em U

{617/6270-77—7@%7517&17517771}7 (419)

o sistema de multicontato é dado por I = (31, f2) e o SDE de Euler-Lagrange é expresso por

&= <51>52,541/\77771/\7751/\0751/\U>a1g; (4.20)

com condi¢ao de independéncia o A 7 # 0.

Derivando as equagoes (4.17) e (4.18), obtemos as equagdes de estrutura para o correfe-
rencial (4.19)

€90 sin(

dﬁl — 40 sm( )771 /\ T — 20 51 /\ ag + COb 51 /\ T

dﬁgz TOsm 51/\0' 06&1/\7'— cos(9) 771/\7',

€70 sin(0)

do = ij 51/\0—|—Sin(5)771/\7,

dr= —gsbine—28m AT,

dwl = k@m@»OAﬂ (4.21)
¢ = 0,

da, = 0,

dé& = —ksin(d)o AT,

dm = —ksin(d)o A T.
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Finalmente, utilizando as equagoes (4.2) e (4.16), obtemos o SDE reduzido em coordenadas

locais

£ = <<dt0 - gzd + 88 ——dy ) (sin(sg)dy' — cos(sg)dy?),

(dso - aade + aapl dy ) (—sin(to)dy' + Cos(tg)dy2)>
alg
com condicao de independéncia dy* A dy?.

Este SDE descreve o seguinte sistema de equagoes diferenciais
COS(SO) <8y2 — ay1> — sm(so) <a 1 + — 8y = 0,

dp  0sg dp  0sg
COS(t0> <ay2 — ay1> — (to) (8 1 -+ 83/2> =0.

Proposiciao 4.5. O SDE reduzido £ em coordenadas locais é dado por

- dp dp .
E= <<dt0 — Wd + o 1dy ) (sin(sg)dy' — cos(s)dy?),

0 9) .
<d$0 — 8—p2d + a'oldy ) (—sin(to)dy' + Cos(tg)dy2)>

alg

com condigdo de independéncia dy* N dy?.

4.3 Integrabilidade segundo Darboux de £

Nesta secao, caracterizaremos a integrabilidade segundo Darboux de £ em termos de
propriedades de £. Isso implicard em condicoes para a integrabilidade segundo Darboux de &

em termos da curvatura de Gauss k de Q).
Notemos inicialmente que no correferencial (4.19) o SDE
E = (b1, P2, a1 AT, AT, Ao E A T)alg
possui sistemas singulares
V= (b1, Ba 7, G0, 11), V= (Br,Ba,0,(1, &)
Por sua vez, o sistema reduzido

5 = <7~]1 A T, él A U>algv

é decomponivel do tipo [2,2] com sistemas singulares

Teorema 4.6. £ ¢ integravel sequndo Darboux se, e somente se, () # {0}.
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Demonstragdo. Suponha que £ é integravel segundo Darboux. Pela Defini¢ao 1.39 e em virtude
de Char(€) = (9,1)
Ve LV = C(E)
= A(B1, B2, 0,7, C1, G, €1, 7).

Por outro lado, das equagoes de estrutura (4.21), o primeiro sistema derivado de V 6 dado por

(4.22)

A

VW = (a1, 71, B2 — e707).
Decorre entao que

‘A/(l) D ‘v/ = Al(ﬁla 627 o,T, é:lv &17 517 ﬁl)
Portanto, em razao de V) c VD e da equacao (4.22), segue que

o) _ i, (1.23)

Observa-se também que o sistema V satisfaz a hipétese da Proposicao 1.34, logo, o sistema

reduzido V' /G é Pfaffiano. Como as 1-formas semi-bésicas em V sdo dadas por
VATt = (r,7),

conclui-se que W= V/Q, 0 que por sua vez, implica que W) = V(OO)/Q. Por meio da equacao
(4.23), temos
wo =yvW/g
=V /G
= (),

Por outro lado, a partir das equagoes de estrutura (4.21), conclui-se que W = (m1). Portanto
W) ¢ nao trivial.
Suponha agora que W) & ndo trivial. Pelas equagoes de estrutura (4.21)

din A1y = ksin(0) AT A o,

o que implica k£ = 0. Portanto, 7; é uma forma fechada. Notemos também que o pullback

q*(m) € V é uma forma fechada e, portanto, pertence a V(=) Sendo assim,
VeV = A1, Bo, 0,7, G, i, &, ).
Realizando o pullback desta equacgao pela aplicagao
(', 2%, y,v, om0, S0, t0) = (2%, 21, y, v, 70, qos to, S0),

obtemos
V + ‘\7(00) = Al(ﬁla ﬁ27 g,T, 517 &17 51’ ﬁl)

Portanto £ satisfaz o item 1 de 1.39. Para provar o item 2 desta defini¢ao, note que

v = (61 —e %0, d7"075~1>-
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Assim, como V() c V1 ¢ V(=) c V1) segue que
Ve qye) =,

Concluindo assim que £ ¢é integravel segundo Darboux. m

Como corolario imediato deste teorema segue o principal resultado deste capitulo, o qual
afirma que o SDE &€ que descreve wave-maps ¢ : P — @), é integravel segundo Darboux se, e

somente se, a variedade () possui curvatura nula.

Teorema 4.7. O SDE & ¢ integravel segundo Darbouz se, e somente se, k = 0.

4.4 SDE prolongado &M

A partir desta secdo comecaremos a investigar a integrabilidade segundo Darboux do

SDE prolongado £M). Calcularemos portanto agora o SDE prolongado M.

A fim de calcular o sistema prolongado de
E = (B1,Bo, a1 AT, AT, (L A0, &1 A ) alg,
utilizaremos o correferencial da equagao (4.19)
{B1, B2, 0,7, w3, 1y 6, &1, 7

e seu referencial dual

{a:vla 8x27 X7 Y7 agév 8qou a?"oa a807 ato}'
Teorema 4.8. A variedade prolongada e o SDE prolongado sao dados por
U(l) =U x R47 g(l) = <517627 Claahgl’nl)difa

respectivamente, onde
(= dgo— qo,

ap = drg— T,
& = dsg— wi— 810,
m= dto — g% — tlT.

Além disso, EN) é decomponivel do tipo [3,3].

Demonstracio. Os 2-planos integrais de £, com condigao de independéncia o A 7 # 0, e sem

campos caracteristicos de Cauchy, sao dados por

Vigirsit) = (X + @10qo + 51050, Y + r10r¢ + 1101) (4.24)
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onde q,1r1, 1,11 € R. Portanto,
UM =U xR

Com o intuito de calcular o SDE prolongado £, calcularemos as 1-formas que anulam os
planos integrais dados por (4.24), e realizaremos o pullback destas formas pela aplicacao

7: UMD — U. Sendo assim,

5(1) = <7T*VL>dz'f - <51>627C1704175177]1>dz‘f-

Logo, as equacoes de estrutura para £ sao dadas por

dﬁl = oA (e%ogl equO;n 51) B er sm( )7]17
APy = 0N gogmmé T TA (Toal + rf)ossl(n() )"71)

d¢y = oA (C + L2 5)51) +7 A Glmm

Sll’l

— 71 COS (425)
doy = o A sin1(n(15)€1 + 7T A (042 1sm( ()5)771)
déy = o NE+TA Gimh,
dm = UAﬁthT/\ﬂzy
onde
CQ - th
Qg = d?”l,
& = ds; — ksin(d)7T + slsfrfs(‘s &,
Ny = dty + ksin(d)o — tlsfr‘l)(sé(;s)
Sendo assim, £1) é decomponivel do tipo [3,3] com sistemas singulares associados
‘71 = (b1, B2, T, C1y 01, 61,1, iz, M2), (4.26)
‘/1: <51762707C170517£17n17<27£2>'
m

E importante observar que £V, apesar de estar escrito numa forma diferente, é equivalente
ao SDE de Cartan na subvariedade definida pelo sistema (2.12) Y C J?(R?* R?).

45 Quociente de EW) por G = Conf*(R)

Com o intuito de calcular o SDE reduzido €M), realizaremos o prolongamento da agao de

G para UM, Para tal, consideremos o seguinte prolongamento do gerador infinitesimal dado
m (4.15)

= fOu + g0z — ['0yy — ' Opy + @10y, + 20y, + a30s, + 40y, . (4.27)
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E f4cil ver que este campo ¢ uma simetria infinitesimal de £® se for da forma
ZW = [Ou1 + gs2 — 04y — g'Ory + "€ ®0y, + gD,
Logo, a algebra dos geradores infinitesimais da acao prolongada resulta ser
T'Y = (01,042, 04y, Orgs Oy Or, )

Teorema 4.9. O quociente de UV pela agio prolongada e o SDE reduzido sio dados por

U =U xR ED = (&, 1) ais,

respectivamente. Além disso,

EW = (&1,m1,0 Aoy T Aadaig

é um sistema hiperbolico de classe s = 2, com sistemas singulares
Wi = (r,&,m,m2), Wi=(0,&,m,&).
Demonstracio. Primeiramente note que I'™ pode ser pensada como a distribuicdo vertical da
aplicacdo quociente ¢ : U x R* — U x R2. Sendo assim, é fécil ver que
q(z,y,v, o, 70, S0, to, q1, 71, 51, t1) = (Y, v, S0, to, 51, 1),

o que demonstra

UM =U x R
Observe agora que o seguinte correferencial para U™

{5175270, T,Q%, C17041,§1,7717 C27052>§2,772};

satisfaz as hipéteses da Proposicdo 1.34, o que implica que o SDE reduzido €D é Pfaffiano.

Logo, realizando o pullback das 1-formas semibésicas em W)
W @W)E = (&, m),
por meio da se¢ao
s(y, v, so, to, $1,t1) = (0,0,9,v,0,0, sg, to, 0,0, s1, 1),

obtemos o sistema reduzido
EDW = (&, m)aiy.

Este sistema é hiperbdlico de classe s = 2, conforme a Definicao 1.36. Com efeito, das equagoes

de estrutura (4.25), observamos que

5(1) = <£1,T]1,U /\5277- /\772>alg

com sistemas singulares

Wl = <T,51,7717772>7 Wl = <‘7>517771,52>-
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4.6 Integrabilidade segundo Darboux de g

A seguir enunciaremos o teorema que relaciona a integrabilidade segundo Darboux do

sistema prolongado com uma condigao a respeito do sistema reduzido.

Teorema 4.10. O SDE EW ¢ integrdvel sequndo Darboux se, e somente se, Wl(oo) # {0}.

Demonstragio. Suponha que £1) é integravel segundo Darboux. Pela Definicao 1.39, temos

que
‘71(00) + ‘Vfl = Al(ﬂla 627 o,T, Cla aq, 517 M, CZ: a27€2a 7]2)7 (428)

logo, tendo em vista que

dk = k’lQl + kQQ2 - kJU + kTT7

onde
ky = —(kqcos(so) + kasin(sg)),
kr = —(kycos(ty) + kasin(ty)),

obtemos as seguintes equacoes de estrutura

dGy = 0,
doas = 0,
déo = o N(—k&) + 71N (—kcos(9)&1) — (sin(0)k, — ksy cos(d))o AT,
dne = o A (—kcos(0)n) + 7 A (—kn) — (sin(d)k, + kty cos(d))o A T.

(4.29)

Sendo assim, é facil ver que o sistema singular dado em (4.26), possui sistemas derivados

‘/\/1(1) = <5176277—7 0417771;0427772>7
v = (707 — By, an + 1T, + 1T, Q2 + tlsfr?(sg)nﬁ
= (02, dry, dtg — w3, dry, dt; + ksin(d)o).

Logo, em razdo das 1-formas dry, dry, 6% serem fechadas, e por meio da equacao (4.28), temos
que

dro, dr1, 0%,y € V.

Assim, existem funcoes suaves a1, as : UV — R, com ay # 0, tais que
{dro, dri, ar(dty — wb) + as(dty + ksin(6)o), 62} C V™. (4.30)

Observe agora que o sistema Pfaffiano V; satisfaz as hipéteses da Proposicao 1.34, e portanto,

o sistema reduzido V4 /G é Pfaffiano. Como as 1-formas semi-bésicas em V1 sdo dadas por
‘A/l N (I‘(l)>l = <7-7 fla M, 772)7

conclui-se que Wy = V4 /G, o que por sua vez, resulta em Wl(oo) = Vl(oo) /G.
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Logo, em decorréncia de
a1(dto — wd) + as(dty + ksin()o) € V) n (TM)L,
segue que
s*(ay(dty — wy) + as(dt; + ksin(d)o)) = (ay 0 5)(dty — w3) + (ag 0 5)(dt; + ksin(d)o) € Wl(oo).

Suponha agora que Wl(oo) é nao trivial. Utilizando as equagoes de estrutura (4.21), (4.25) e

(4.29), calculamos os sistemas derivados

7-(1
1( ) = <7—7 m, 772>7
W1(2) = (m+tr,m+ tlsicr?(sg(f) m) (4.31)

= (dty — wj,dt; + ksin(d)o).

Isso implica que existem funcoes suaves a,a : UM — R, tais que, ay(dty — wh) + as(dt, +

ksin(d)o) é uma forma fechada, e portanto, pertence a W) = f/l(“’)/g.
Temos entao que
q* (a1 (dty — wh) + as(dty + ksin(6)o)) = (ay o q)(dty — wy) + (az o q)(dt, + ksin(8)o)
é uma forma fechada, e portanto, pertence a ‘71(00). Isso demonstra a equagao (4.28).
Por outro lado, realizando o pullback desta equagao pela aplicagao
@D(ﬂflv 1'27 Y,V,q0, 70, S0, tO) = (xza xla Y,vV,7T0,q0, tO; 50)7

obtém-se
‘71(00) +7 = A (B, B2, 0,7, C1y an, &1,y Coy i, E2,12). (4.32)

Constatando que
(V) = VP = (0", dgo, dso — wh, gy, dsy — ksin(d)7),
e tendo em vista que V° ¢ V/® e V*) ¢ V), obtém-se
e 1) _ g,

concluindo assim que £1) é integravel segundo Darboux. O

Enunciaremos agora o principal resultado desta secao, que caracteriza a integrabilidade
segundo Darboux de £M. No capitulo seguinte, fazendo uso deste teorema, buscaremos a

forma mais geral da aplicacdo p = p(y',3?) pela qual £V é integrvel segundo Darboux.

Note antes que assumindo k # 0, a equacao (4.31) implica que

Wi = (x = —k-(dto — wh) + k(dty + ksin(0)o)).
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Teorema 4.11. Suponha que k # 0. £V ¢ integrdvel sequndo Darbouz se, e somente se,

dx N x =0.

Demonstragio. Supondo que £ é integravel segundo Darboux, o Teorema 4.10 garante que

W ¢ nao trivial, ou seja, W® = W, Isso implica que dy A x = 0.

Por outro lado, se dy A x = 0 entdo W = W™, logo, pelo Teorema 4.10, £V ¢

integravel segundo Darboux. O]

Concluimos, entao, que a condigdo dy A x = 0 caracteriza a integrabilidade segundo
Darboux de £, Desta forma, no capitulo seguinte, buscaremos a forma mais geral da aplicacao
p = p(y',y?) pela qual dy A x = 0, e assim, classificaremos as métricas pelas quais £1) é

integravel segundo Darboux.
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Capitulo d

Classificacao das métricas

Com base nos resultados do ultimo capitulo podemos agora apresentar a classificacao,
obtida por Ream em [36], das métricas h = % ((dy')?+ (dy?*)?) para as quais as correspondentes
aplicagoes harmonicas sao descritas por um SDE £ integravel segundo Darboux com até 1-
prolongamento. Ao resultado original de Ream serd acrescentado um caso extra, inicialmente

nao identificado por Ream mas sucessivamente descrito por J. N. Clelland e P. J. Vassiliou em
[17].

5.1 Classificacao a menos de isometrias

Com o intuito de classificar as métricas para as quais o sistema £ é integravel segundo

Darboux, notemos inicialmente que
dk = k0" + k2Q27

isso implica que
0 =dki A0+ ki AdO" + dka A O* + kadb®
= (dky + kaw}) A 0" + (dky — kywl) A 67,
logo, pelo Lema de Cartan 1.17
dk, + kQ@% = ko' + k12Q27
dky — lﬁ&% = k10" + k22Q27

com ko = ko1. As funcgoes k, ky, ko, k11, k12 € kos podem ser descritas localmente por

=—e % Pytyt + pyzyz), k1= e‘pky1, ko = e_pkyz,

A seguinte proposicao se revelara util daqui por diante.
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Proposicao 5.1. Em termos das fungoes dadas em (5.1), a condi¢io dx A x =0 é expressa

como

0=dxAx =ke*{—[k(ki — ko) — ki + k3] cos®(to) — 2(kkia — k1ko) cos(to) sin(to)
—(kkog — k3 + ) Ydy' A dy? A dto + eP{[pyr (K + kkin — kT) + py2(kki2 — kiks)] cos(to)
+1py (kkia — krka) + py2 (kB + kkao — k3)] sin(to) }dy' A dy* A dty
+eP[(K® + kkiy — k?) cos(to) + (kkia — kiks) cos(to)]dy' A dtg A dt,
e?[(kkia — kiks) cos(to) + (k* + kkag — k3) sin(to)]dy? A dtg A di;.
(5.2)

Podemos portanto, distinguir dois casos principais: k constante e k£ nao constante. Note
que, o caso k constante se reduz ao caso k = 0. De fato, se k é constante, usando a equacao

(5.2) obtemos que dx A x = 0 se, e somente se, k = 0.

5.11 Caso k=0

Analisaremos primeiramente quando k£ = 0. Neste caso, ¢ facil ver que Wl(z) = Wloo).
Logo, pelo Teorema 4.10, £M) & integravel segundo Darboux e pela (5.1) a métrica h tem a

forma
h= e ((dy' ) + (dy)?)
com p = p(y',y?) fungdo harmonica. Neste caso, sendo k& = 0, é bem conhecido que h é
localmente isométrica a métrica Kuclidiana.
Provamos assim o seguinte

Teorema 5.2. Quando k =0, (Q,h) é localmente isométrica ao plano FEuclidiano e o sistema

(2.12) € localmente equivalente ao sistema

(5.3)

5.1.2 Caso k n3o constante

Utilizando a equagao (5.2), podemos demonstrar a seguinte proposigao para o caso k nao

constante.

Proposicao 5.3. Suponha que k ¢ ndo constante. Entdo dx N x = 0 equivale as sequintes
condicoes
kkyy — ki +k* =0,
kkio — kiks = 0, (5.4)
kkgo — k3 + k3 = 0.
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De agora em diante, iremos supor k£ nao constante. Neste caso, também é conveniente
descrever explicitamente somente os representantes de classes de equivaléncia de métricas que
correspondem a sistemas integraveis segundo Darboux. Para isto, usaremos o método descrito

por Bianchi, no Capitulo VII do Volume I de seu tratado [7].

De acordo com Bianchi, no caso de métricas
h=e*((dy')* + (dy*)®), h=e>((dy")* + (dg?)?),
com curvaturas de Gauss ndo constantes

k= —672p(py1y1 + pyzyz), /; = —efzp(ﬁzygl + ﬁg2g2),

o problema de equivaléncia pode ser resolvido considerando, além de k e k, também os
invariantes diferenciais de ordem superior que Bianchi descreve aplicando a k e k, certos

operadores invariantes V, Ay, Ay e V, Ay, Ay, respectivamente.
No nosso caso, V, A1, Ay, podem ser descritos como segue
V(U, V) = 6_29(8111 U8y1V + GyzUasz),
Al(U) - V(U, U)a
Mo(U) = e (U + 93U,
para toda funcdo U = U(y",y?), V = V(y*,4?). Andlogas formulas valem para V, Ay, A,.

De acordo com a analise feita por Bianchi, se h e h sao equivalentes, entao, além da

igualdade

k(' y') = k(7' 7%, (5.5)
assegurada pelo Teorema egregium de Gauss, qualquer outro invariante diferencial de ordem
superior de h, deve ser igual ao correspondente invariante diferencial de h. Assim, considerando
em primeiro lugar

Ak = ALk, (5.6)
esta relacdo, juntamente com k = k, leva a analisar 3 casos.
Caso 1. (5.5) e (5.6) sdo contraditorios.

Neste caso, h e h sdo nio equivalentes.

Caso 2. (5.5) e (5.6) sdo compativeis e distintos.

Neste caso, pode-se provar que as métricas sao equivalentes se, e somente se,

V(k, Ark) = V(k, Ark),
V(Alk, Alk) = ?(All_f) A112)7

o que pode ser verificado por meio de calculos algébricos.
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Caso 3. (5.5) e (5.6) s@o um consequéncia do outro.

Neste caso, existe uma funcao f tal que

Ak = f(k),
Ak f(,) 5.7)
Alk = f(k)a
e considerando
Aok = Ask, (5.8)

no lugar de (5.6), podemos continuar analisando, de maneira andloga a anterior, o sistema de

condicoes (5.5)-(5.8). Novamente, teremos que analisar 3 casos.

Subcaso 3.1. (5.5)-(5.8) sao contraditérios

Neste caso, h e h sao nao equivalentes.

Subcaso 3.2. (5.5)-(5.8) sao compativeis e distintas.

Neste caso, pode-se provar que h e h sdo equivalentes se, e somente se,
V(k, Aok) = V(k, Agk),
V(Agk, Aok) = V(Agk, k),

o que pode ser verificado com um calculo algébrico.

Subcaso 3.3. (5.5)-(5.8) sao um consequéncia do outro.

Neste caso, existe outra fungao ¢ tal que
Ak = o(R).

Portanto, teremos que, para h e h, valem (5.7) e (5.9). Neste caso, Bianchi prova que as curvas

de niveis das fungoes k(y',4?) e ¥(y*, y?), com ¢ definida por
W _ Ok —fsar

oyt 0y?
O _ Ok _jear
oy? oyl ’

definem um sistema de coordenadas ortogonais para h, em que

k2 Q2 Hdk o2k . 2
h= dy? = _fdkdk> d 2).
R ((e B A

Analogamente para h, logo h e h sdo equivalentes. De fato, se h e h tém a mesma forma nas

coordenadas ortogonais {k, v} e {k, 1}, logo k = k e ¥ = 1) estabelece uma isometria entre h
e h.

Além disto, usando as coordenadas {w = [ (ei J ?dk>dkz, z =1} e introduzindo p(w) =

2 [ Lak
] .
%ln <e 7 ), h pode ser escrita na forma

h = %) (dw? + dz?),
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que é também equivalente a métrica de uma superficie de rotacgao.

Lembre-se que, a métrica de uma superficie de rotacao em R?, obtida rotacionando uma

curva (a(u),0,b(u)) de um angulo v em torno do terceiro eixo, tem a forma

()2 + ()?)du? + adv? = > (dw? + dz2?),

w(u) = / ((a")? + (V)%du

e considerando a inversa u = u(w), a fungao p = p(w) é tal que

onde

z =,

p = In(a(u(w))).
Anélogo discurso vale para h.

Agora, no caso das métricas h = e**((dy')? + (dy?)?), temos que

Ak = e 2((0k)? + (D,2k)?)) = k3 + k3

(5.10)
A2k = €—2p<a§1k + 852]{) = k11 + koo
Em particular, para as métricas desta forma que satisfazem (5.4), vale
2(k? + k2 — k3
(LK) = 2k, dky -+ 2gdley — 201 F = ) ik
logo
d C2(Ak— kP
e
e assim
Ak = —2k*(k — ¢), (5.11)
onde ¢ € R. Além disto,
Aok = ki1 + koo,
e usando as equagoes (5.1),(5.4) e (5.10) obtemos que
Aok = 2k(c — 2K). (5.12)

Portanto, estamos no Subcaso 3.3 com
F(k) = =22 (k — o),
o(k) = 2k(c — 2k).
Logo, as métricas correspondentes sdo todas isométricas a uma métrica da forma

b= 00 (dy")? + (dy?)?).

Segue-se que as solugdes de (5.4) da forma p = p(y') descrevem todas as possiveis classes

de equivaléncia de métricas correspondentes a sistemas integraveis segundo Darboux.



102 Capitulo 5. Classificagdo das métricas

Um célculo direto prova agora que quando p = p(y'), o sistema (5.4) se reduz a equagao
/I 11\ 2 AVIR/
P = (p")" =2(p")p" = 0.
Logo, integrando esta equagao obtemos as duas familias de solugoes

1
py') = —5(ay' +a), @ #0,6€R, (5.13)

1
pa(yt) = ) In(aze™? +as), ai #0,a3 #0,a3 € R, (5.14)
chegando assim ao principal teorema deste trabalho.
Teorema 5.4. Suponha que k é ndo constante. Entio EV) ¢ integrdvel sequndo Darbouz se, e
somente se, a métrica h € isométrica a uma das sequintes

_a
C 14ew

1
hy = —(dw® + dz?), hy

5o (dw* +d2*), a€R\ {0},

e o sistema correspondente (2.12) de h € equivalente, a menos de transformagoes de ponto, ao

correspondente sistema de hy e hsy

1
W12 = %(ww& - 2’122),
1
Z12 = %(W1Z2 + we21),
¢ 1
w2 = m(mwz — 212),
1
219 = m(mm + w221)7
respectivamente.

Demonstragio. No caso em que p = p(y') é da forma (5.13), temos que o fator conforme é

dado por
1
e = —,
amy- + az
e portanto, a métrica h tem a seguinte forma
1
h = —5——((dy")* + (dy*)?),
| a1y1+a2((y) (dy*)”)
com curvatura de Gauss )
[ —
2(CL1’UJ + CLQ)

Logo, introduzindo novas coordenadas (w, z) tais que

1 I az
Yy = S5w——
2 aq
ay
2 _
Yy =%

2
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hy pode ser escrita na forma

hl 2w (dw + dZ )

1
Logo, considerando que para h; temos p; = —3 In(2w), segue-se que o correspondente sistema

de Euler-Lagrange (2.12), para as aplicagdes harmonicas
(xl? :CQ) — (w(:cl, xz)a Z('xla .1'2)),

se escreve na forma

1

W12 = 7(701?112 - 2122)7
2w

zZ19 = 71 (U)122 —+ w221).
2w

No caso em que p = p(y') é da forma (5.14), o fator conforme é dado por
1
=
aze™Y + ag
e portanto, a métrica h tem a forma
1
h=————((dy")" + (dy*)"),

1
aoe™Y" + as

com curvatura de Gauss )
atasaze™

- .
2(azemy’ + ag)
Logo, se a3 = 0, entao k = 0. Neste caso, as métricas correspondem ao sistema previamente
) 3 ) )

descrito (5.3).

k:

Podemos entao assumir também ag # 0, e introduzindo novas coordenadas (w, z) tais que

ym 2 ()

6 2
=
a métrica h pode ser escrita na forma
h dw? + dz?
27 + ee“’( )
onde a = (a%%g) ee=sgn(g2).
Logo, considerando que para ho temos ps = —% In(1 £ €¥), segue que o correspondente

sistema de Euler-Lagrange (2.12), para as aplicagbes harmonicas
(ZL’l, 372) — (lU(ZL‘l, $2), Z(xla $2))7

se escreve na forma

1

Wi = m(wﬂ@ - 2’12’2),
1

212 = m(ﬂn@ + w221)7
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Observa-se que a métrica

Ry (dw® + dz?),

- 1+ eew

do Teorema 5.4, difere daquela descrita por Ream em [36], pois as equagoes de Euler-Lagrange
independem da constante a € R\ {0}, e portanto, Ream se reduziu ao caso a = 1, considerando

uma transformacgao conforme.
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