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Resumo

Seja K um corpo de caracteristica zero e sly a algebra de Lie das matrizes de
ordem 2 com traco zero sobre K. A menos de isomorfismo, a algebra sl, pode ser munida
de trés G-graduacgoes nao triviais: G = Zo, Zy X Zsy e 7Z. Nesta dissertacao ¢ dada uma
descricao completa dos cocaracteres graduados de sls para as trés graduagoes acima.
Também é dada uma descricao das identidades graduadas de sl para essas graduacoes.
Exibimos ainda bases para essas identidades.

Palavras Chaves: Identidades graduadas, cocaracteres, algebra de Lie, dlgebra

graduada.



Abstract

Let K be a field of characteristic zero and let sl be the Lie algebra of traceless
matrices of order 2 over K. Up to isomorphism the algebra sl; can be endowed with
three non-trivial G-gradings: G = Zg,Zs X Zs and Z. In this work is given a complete
description of graded cocharacters of sl for above three gradings. Also a description of
the graded identities of sly is given for these gradings. We still exhibit bases for these
identities

Keywords: Graded identities, cocharacters, Lie algebra, graded algebra.
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Introducao

Uma identidade polinomial, ou simplesmente identidade, de uma algebra associa-
tiva A é um polindmio em variaveis nao comutativas que se anula para qualquer conjunto
de elementos de A. Uma algebra que possui, pelo menos, uma identidade nao trivial é
chamada PI-algebra. As algebras comutativas sao sempre Pl-algebras, ja que satisfazem
a identidade f(x,y) = xy — yx. Mas sdo elas as unicas algebras associativas dessa classe?
A resposta é nao. Além das algebras comutativas, varias algebras associativas, como a
algebra das matrizes e a algebra de Grassmann, também satisfazem a alguma identidade
nao trivial.

O conjunto das identidades satisfeitas por uma algebra é um ideal invariante por
endomorfismos da &lgebra livre chamado T-ideal. Embora a descricao desse ideal seja,
em geral, muito dificil, ele pode nos d& boas informacoes sobre a algebra em questao.

O estudo das identidades polinomiais nao se restringe as algebras associativas.
As algebras de Lie e de Jordan muito usadas em outras adreas da Matemaética e na Fisica
sao exemplos de algebras nao associativas definidas por identidades polinomiais. Reti-
rando a hipotese de associatividade, muitas propriedades das Pl-algebras deixam de ser
véalidas. Por isso tornam-se relevantes perguntas como: “Quais propriedades de uma PI-
algebra dependem da associatividade?” Podemos afirmar, por exemplo, que a sequéncia
de codimensoes de uma &algebra associativa é exponencialmente limitada, porém isso nao
é, em geral, verdade quando retiramos a hipotese de associatividade. Outro exemplo é a
chamada “Propriedade de Specth.” Sabemos que toda &lgebra associativa sobre um corpo
de caracteristica zero satisfaz esta propriedade, isto é, todas as subvariedades de uma
variedade de algebras associativas podem ser definidas por um sistema finito de identida-
des polinomiais. No entanto, nada pode ser afirmado em geral, quando se trata de uma
variedade de &lgebras nao associativas.

Entre as algebras nao associativas destaca-se a algebra de Lie sly(K), isto &, o
espaco vetorial das matrizes de ordem 2 com coeficientes em um corpo K cujo traco é zero,
munido do produto de Lie [z,y] = 2y — yx. Razmyslov em 1973, em seu artigo [?], usou a
descricao das identidades satisfeitas por essa élgebra para obter uma base das identidades
satisfeitas por Ms(K), quando char(K) = 0, ou seja, um conjunto de geradores para o
T-ideal das identidades desta algebra.

Para facilitar o estudo de uma &lgebra (associativa ou nao) podemos “quebra-
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la” em subespacos munidos de “pesos” que se comportam bem em relagao ao produto e,
quando unidos novamente, voltam a formar o espaco original. Esse processo chama-se
graduagao.

Apos trabalhos de Kemer,|?| e [?], em 1987 e 1991, respectivamente, o estudo das
identidades polinomiais graduadas tornou-se objeto de pesquisa de bastante interesse.

A algebra L = sl3(K) admite, a menos de isomorfismo, quatro graduacoes:

—

. G ={0}: (graduagao trivial);
2G:ZQL0:KheL1:K€@Kf,
3. G= ZQ X ZQI L(QQ) = 0, L(O,l) = Kh, L(l,O) = K(€+ f) e L(l,l) = K(e - f),

4. G=17: L,1:K€,L0:Kh,L1:Kf eLz:()sezgé{—l,O,l},

()G )

A base das identidades graduadas para as graduacoes 2, 3 e 4 acima, quando K é

onde

infinito e char(K) # 2, foram descritas por |?] em 2008 e por |?] em 2010, usando métodos
mais elementares.

Neste trabalho, para G = Z, Zy X 79 € Z, é dada uma descricao dos cocaracteres
graduados da algebra de Lie sls usando teoria de representacoes do grupo simétrico, em
especial diagramas de Young. Também é dada uma descricao das identidades graduadas
de sly para essas graduacoes, quando a caracteristica do corpo é zero. Exibimos ainda
explicitamente as bases destas identidades.

Para isso, dividimos a dissertacao em quatro capitulos. No primeiro damos al-
gumas definicoes fundamentais ao entendimento dos capitulos posteriores. No capitulo
dois apresentamos uma introducao a teoria de representagoes. No terceiro capitulo des-
crevemos 0s cocaracteres graduados utilizando a teoria apresentada no capitulo anterior.
Para finalizar, no quarto capitulo exibimos uma base para as identidades graduadas de

sly considerando as graduagoes acima citadas.



Capitulo 1

Algebras, Modulos sobre algebras e
PI-Algebras

Neste capitulo, apresentamos as defini¢des bésicas e os principais resultados sobre
a estrutura das PIl-algebras. Ao longo do texto, K sempre representard um corpo de

caracteristica zero.

1.1 Algebras, algebras livres e algebras G-graduadas

Definigao 1.1.1. Seja K um corpo. Uma K-dlgebra A é um espaco vetorial sobre K

munido de uma operacao bindria x chamada produto que obedece as sequintes propriedades:
Al) ax(b+c)=axb+axc;

A2) (b+c)xa=bxa+cx*a;

A3) a(axb) =ax*(ab) = (aa) x b;

para todo a,b,c € A ea € K. A dimensao de uma dlgebra ¢ a sua dimensdo como

espaco vetorial.

Para a facilidade da escrita, omitiremos o sinal *, representando o produto pela
concatenacao dos fatores, ou seja, em vez de a * b, escreveremos simplesmente ab.

Uma algebra A é:

Associativa, se a(bc) = (ab)c, para todo a,b,c € A;

Comutativa, se ab = ba para todo a,b € A;

Com unidade, se existe 1 € A tal que la = al = a para todo a € A;

De Lie, se a? = 0, para todo a € A e (ab)c+ (bc)a + (ca)b = 0 para todo a,b, c € A.
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Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.1.2. O conjunto dos numeros complexos C, munido do produto usual é uma

dlgebra associativa, comutativa, bidimensional sobre R e com unidade.

Exemplo 1.1.3. O conjunto M, (K) das matrizes de ordem nxn,n > 2, com coeficientes

em K, é uma dlgebra n®-dimensional associativa, com unidade, mas nao comutativa.
Exemplo 1.1.4. O espaco vetorial R® munido do produto vetorial é uma dlgebra de Lie.

Exemplo 1.1.5. Seja V' um espago vetorial sobre K e defina em V o produto viv; =
Uy T Vj . . . . ~ .,
L. Munido desse produto V' € uma dlgebra comutativa, mas nao associativa.

Exemplo 1.1.6. Sejam G um grupo e K um corpo. O espaco vetorial KG de todas as
somas formais da forma ). a;g; com a; # 0 apenas para uma quantidade finita de indices,

munido da multiplicacao

(Z aigi)(z a;g;) = Z (Z a;a;9x),

i J i J

em que g = gig; € uma dlgebra associativa denominada Algebra do Grupo G. Os
elementos de G formam uma base para KG. A dlgebra KG é comutativa se, e somente

se, G € abeliano. A dlgebra KG € uma dlgebra com unidade.

Exemplo 1.1.7. O espago vetorial K[x] dos polindmios na varidvel x com coeficientes
em K, munido do produto usual de polindmios, é um dlgebra associativa, comutativa e
com unidade. De maneira geral, considerando o conjunto X = {xy,xs,...,x,} podemos

definir a dlgebra comutativa dos polindmios em n varidveis e denotamos por K|z, ..., x,)].

Definicao 1.1.8. Um subespaco S de A € chamado subdlgebra se € fechado pela multipli-
cacao. Se além disso, AS C S, S € chamado tdeal a esquerda de A. Analogamente, se
SACS, S € um tdeal a diretta de A. Se S € ideal a direita e & esquerda dizemos que

S € um wdeal bilateral ou simplesmente 1deal de A.

Definicao 1.1.9. Sejam A uma dlgebra e I um ideal de A. Consideremos o espag¢o
vetorial quociente A/I. Para cada a € A, vamos denotar o elemento a+ I de A/I por a.

Temos que as operagoes de soma e produto por escalar em A/l sao definidas por

a+b=a+b e Xa=Xa
para a,b € A, A € K. Consideremos o produto

AJIx AJT —s  AJI
(a,b) — a-b=ab.



O espago vetorial A/I munido deste produto € uma dlgebra chamada dlgebra quociente
de A por L

Definicao 1.1.10. Sejam ¢ : Ay — Ay um homomorfismo de espacos vetoriais, sendo
Ay, Ay dlgebras. Dizemos que ¢ é homomorfismo de dlgebras se ¢(ab) = ¢(a)p(b) para
quaisquer a,b € A.

Definimos automorfismo, endomorfismo e isomorfismo de algebras de forma ana-

loga aquela vista em teoria de grupos e anéis.

Definicao 1.1.11. Seja G um grupo. Uma dlgebra A € dita ser G-graduada se eriste
uma familia de subespacos {Ay : g € G} de A tal que

A=A,

geG
em que AygAy C Ay para todo g, h € G.

Lembramos que para definir dlgebra graduada nao precisamos que o grupo seja

abeliano, mas essa condigao é importante quando trabalhamos com algebra de Lie.
Exemplo 1.1.12. Vejamos alguns exemplos:

e Sejam A uma dlgebra, G um grupo e eq o elemento neutro do grupos G. Considere
A, =AA,=0,Yg € G—{eg}. Toda dlgebra A possui esta G-graduagdo, chamada

graduacgao trivial.

e Uma subdlgebra B de uma dlgebra G-graduada A é dita homogénea se € gerada por

elementos homogéneos. Temos que

B=EP(BNA), e(BNA)BNA)C(BNAg), g.hed.
geG

Portanto B € uma dlgebra G-graduada com a graduacao induzida de A.

o Considere uma dlgebra G-graduada e I um ideal de A. Observe que a dlgebra T serd
G-graduada quando I for um ideal homogéneo, isto €, uma subdlgebra homogénea de

A que é também um ideal.
Vamos a um exemplo mais explicito.

Exemplo 1.1.13. Seja L = sly a dlgebra de Lie das matrizes de ordem dois com traco

0, munida do produto |x,y] = xy — yx e G = Zs. Temos que

L=1Ly® L,



em que Ly € o subespaco gerado pela malriz h = ey, — ey e Ly € o subespaco gerado
pelas matrizes e = e12 e f = eg1, em que e;; denota a matriz unitdria com 1 na entrada
(i,7) e zero nas demais entradas. Observe que [Lo, Lo] = 0,[Lo, L1] = Ly e [Ly, L1] = Lo.
Representaremos a dlgebra slo munida da Zs-graduacao por 51222.

Esta dlgebra possui ainda outras duas graduagoes nao triviais das quais falaremos

mais tarde. Sempre que necessdrio denotaremos slS para evidenciar a graduacdo utilizada.

Definicao 1.1.14. Seja A uma dlgebra G-graduada. O suporte de A com respeito a

G-graduacao € o sequinte subconjunto de G:

Supp(A) = {g € G|4, # 0},

Definicao 1.1.15. Sejam A e B duas dlgebras G-graduadas e ¢ : A — B um homomor-
fismo. Dizemos que ¢ é um homomorfismo graduado se $(A,) C B,,Vg € G.

Se A & uma algebra e (A)yeq € (Ay)gyec sdo duas G-graduagoes em A, dizemos
que estas graduacgoes sdo isomorfas se existe um automorfismo ¢ de A tal que p(A,) =
Ag/,Vg €G.

Definicao 1.1.16. Dizemos que A é uma dlgebra gerada por um subconjunto S =
{si}ier € A se todo elemento a € A pode ser escrito como uma combinagao linear sobre

K de produtos da forma s;,...s;,, onde s;; € S.

Agora vamos construir o objeto com o qual trabalharemos: os polinémios.

Seja X = {x4}aer um conjunto arbitrario, adicionamos a este conjunto mais
dois simbolos de parénteses “(“ e “)” e obtemos o conjunto X* = X U {(,)}. Definimos
indutivamente o conjunto V[X] das sequéncias finitas de X* que chamaremos palavras
ndo associativas de elementos do conjunto X. Todos os elementos de X pertencem V[X].
Se r1,x9 € X e u,v € V[X]|,u,v ¢ X, entao as sequéncias x1a2, x1(u), (v)xe e (u)(v)
também pertencem a V[X]. Nenhuma outra sequéncia pertence a V[X]. O namero de
elementos do conjunto X que aparecem em uma sequéncia v € chamado comprimento da

palavra ndo associativa v, e sera denotado por deg(v).

Proposicao 1.1.17. Seja v uma palavra nao associativa de elementos de algum conjunto.
Entao

(i) o nimero de simbolos “(“ € igual ao nimero de simbolos “)”;

(ii) em qualquer subsequéncia inicial de v o nimero de simbolos “(“ ndo é menor que o

nimero de simbolos )”.

Demonstracao. Veja |?|, pag. 2, Proposicao 1. ]



Definimos no conjunto V[ X] uma operacao binaria denotada por -, de acordo com

as regras a seguir. Sejam 1,72 € X e u,v € V[X],u,v ¢ X. Definimos

Proposicao 1.1.18. Toda palavra nao associativa v com deg(v) > 2 tem uma Unica

representacao como produto de duas palavras nao associativas de comprimento menor.
Demonstragao. Veja |?|, pag. 4, Teorema 2. O

Consideramos agora o espago vetorial K{X} tendo como base o conjunto V' [X],

estendemos a multiplicacdo em V'[X]| para elementos de K{X} através da regra
O i) - O Bvy) = O aililui - vy)),
i J 1]

onde oy, 5; € K e u;,v; € V[X]. Com essa multiplicacado K{X} é uma algebra chamada
algebra livre com conjunto de geradores X.

Toda algebra livre satisfaz propriedade universal a seguir.

Definicao 1.1.19. Seja 5 uma classe de dlgebras a qual pertence A gerada como dlgebra
por X. Dizemos que A € livre na classe [ livremente gerado por X se, para qualquer

dlgebra B € B e qualquer f : X — B existir um homomorfismo ¢ : A — B que estende f.

A &lgebra K{X} é livre na classe das &lgebras (nao associativas) livremente
gerada X.

Os elementos da algebra K{X} sdo chamados polinémios nao associativos.
Um elemento da forma av,«a € K,v € V[X], é chamado mondémio nao associativo. O
comprimento de v é chamado grau do mondémio. O maior grau dos monoémios cuja
soma constitui um polindémio é chamado grau do polinémio.

Seja G um grupo e seja X,, g € G uma colecao de conjuntos infinitos disjuntos
e enumeraveis. A algebra livre K{X}, onde X = |,

natural. Definimos o grau da varidvel x € X como sendo g, se x € X ;. E o grau do

Xy, possui uma G-graduacao

monoémio a(u)(v), «a € K,u,v € V[X], como sendo |ullv], em que |u| é o grau do
monoémio u. Assim,

K{X} =P K{x},

geG



em que K{X}, é o subespago de K{X} gerado pelos monomios de grau g, ¢ uma G-
graduagao para K{X}. Com essa graduagdo K{X} é chamada algebra livre G-graduada.

Um polindémio f(xy,...,z,) € K{X} ¢ dito homogéneo se o grau total de cada
um de seus monomios é constante. O polinomio f(z1, ..., z,) é multihomogéneo de mul-
tigrau (k1, ..., k,) se em todos os monémios que constituem f, e para todo j € {1,...,n}, a
variavel z; tem grau k;. Um polindmio multihomogéneo de multigrau (1, ..., 1) é chamado

multilinear.

Defini¢ao 1.1.20. Um polinémio f(xy,...,x,) € K{X} € dito uma identidade polino-
maal de uma K-dlgebra A se f(ay,...,a,) = 0 para quaisquer ay, ..., a, € A. Dizemos que
A € uma dlgebra com identidade polinomial ou uma PI-dlgebra se satisfaz uma identidade

polinomial nao trivial.

Definigao 1.1.21. Dizemos que Ay e Ay sao dlgebras Pl-equivalentes se T(A;) = T'(As),

onde T(A) € o conjunto de todas as identidades polinomiais de A.
Se f € K{X} é uma identidade de A, denotamos f = 0.

Defini¢do 1.1.22. Seja A uma dlgebra G-graduada. Um polinémio f(zi',...,x9) €
K{X} € uma identidade polinomial graduada de A se, para todo elemento homo-

géneo a; € Ay, com i € {1,...,n} tem-se que

flay,...,a,) = 0.
Nesse caso dizemos que A € uma Pl-dlgebra G-graduada.
Em particular, se a graduacdo € trivial a definicao coincide com a Definicdo ?7.

Dada uma algebra G-graduada A, definimos
Te(A)={ge K{X}:9g=0em A}

como sendo o conjunto de todas as identidades polinomiais G-graduadas de A.
No restante do texto falaremos simplesmente identidade, querendo dizer identi-

dade polinomial G-graduada.

Exemplo 1.1.23. Toda dlgebra comutativa, nao necessariamente associativa, € uma P1I-

dlgebra jd que satisfaz a identidade f(x1,x2) = |21, T3] = 179 — o1y,
Exemplo 1.1.24. A dlgebra My(K) satisfaz as identidades g(xy,x9,x3) = (v122)T3 —
I1(CL’2I3) e f(I1,$2>CU3) = [[9617I2]27133]-

Defini¢ao 1.1.25. Um ideal I de K{X} é chamado T-Ideal se ¢(I) C I para todos
endomorfismos de K{X}. Neste caso dizemos que I é invariante por endomorfismos de

K{X}. Se I ¢ invariante por endomorfismos graduados, dizemos que I é um Tg-ideal.
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O conjunto T'(A) das identidades de uma élgebra é um T-ideal. O conjunto das

identidades graduadas de A, denotado por T¢(A), é um Tg-ideal.

Definic¢ao 1.1.26. Dado um conjunto nio vazio S C K{X}, a classe de todas as dlgebras
G-graduadas A tais que g = 0 para todo g € S € chamada variedade V =V (S) determi-
nada por S. O conjunto das identidades satisfeitas por todas as dlgebras de uma variedade
V' é um Tg-ideal de K{X} e é denotado por Tg(V). Se V' € uma variedade e A é uma
dlgebra G-graduada tal que Tg(A) = Ta(V), dizemos que V' € a variedade gerada por
A. Denotamos por var®(A) o conjunto de todas as variedades que satisfazem as mesma

identidades graduadas da dlgebra A.

Definicao 1.1.27. Uma dlgebra Fy B na variedade B é chamada dlgebra relativamente

livre de B gerada por'Y, se B ¢ uma dlgebra livre na classe B.

Teorema 1.1.28. Seja X um conjunto enumerdvel infinito, K{X} uma dlgebra livre,

livremente gerada por X, V' uma variedade e T(V) C K{X}. Entao [;‘E‘)/()} ¢ uma dlgebra

relativamente livre sobre o conjunto X = {z +T(V)|z € X}. Além disso, quaisquer duas

dlgebras relativamente livres com respeito a 'V de mesmo posto sao isomorfas.

Demonstragao. Veja |?| pag. 4, Teorema 1.2.4. O
Dado um conjunto S C K{X}, o Tg-ideal gerado por S, denotado por <S>TG,

é a intersegao de todos os Tg-ideais de K{X} que contém S. Se S C Tg(A) é tal que

Te(A) = (S)"¢, dizemos que S é uma base das identidades polinomiais graduadas
de A.

Denotamos por K (X) a algebra relativamente livre gerada por
X =A{z}:i>0,9g€G}

das variedades das algebras associativas G-graduadas e por L(X) a algebra relativamente

livre da variedades das algebras de Lie G-graduadas. Se Y = {ng. 17 >0,9 € G}, entao

K{X}
<(ZL‘1ZE2)I'3 — ZL‘l(I‘QlL‘g) “ Y € Xg,‘v’g € G)TG

K({X)=

K{Y'}
(W2, (y1v2)ys + (yays)yr + (ysyr)ys - y; € Y9, Vg € GY'©

Embora todos os resultados enunciados abaixo valham em qualquer algebra rela-

L(X) =

tivamente livre, em particular para K{X}, por conveniéncia trabalharemos com a algebra
L(X).

Defini¢ao 1.1.29. Um polinomio g(xf*,...,x9) € L(X) € dito uma identidade polino-

mial graduada de uma dlgebra de Lie G-graduada L =@, ., L, se g(l,...,1,) =0 para

geG
quaisquer l; € L, .
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Teorema 1.1.30. Seja K um corpo infinito. Se f é uma identidade para uma K-dlgebra

A, entao cada componente multihomogénea de f € ainda uma identidade de A.

Demonstracao. Seja f um polindémio em n variaveis, para cada x;, 1 <t <n, f pode ser

f = Zfl?
=0

em que f; € a soma de todos os monomios de grau ¢ em x; e m é o grau de f em xy.

escrito como

Considere «ay, ..., a,, elementos distintos de K. Como f é invariante por endo-

morfismo, f(z1, ..., 2y, ...,x,) = 0 para cada j = 1,...,m. Assim,

flxy, ., ogxy, c xy) = Zaffi(xl, ey Zn) = 0. (1.1)
i=0

Escrevendo a matriz de Vandermond dos coeficientes de f

1 1 ... 1
Qg o1 ... Oy
N =
m m m
oy O . Oy

Seja f; = fi(ay,...,an), para ay,...,a, € A, por (??), temos que A(fi, ..., fn) = 0.
Como det(A) = H a; — a;p é nao nulo, segue que fi,..., f,, = 0 sao identi-

0<i<j<m

dades em A. O]

Observagao 1. Seja A uma dlgebra gerada como espaco vetorial por um conjunto 5. Se

um polinémio multilinear f se anula sobre B, entdao f € uma identidade de A.

Demonstragao. Seja a; = Y g, Uy ..., Gy = Y, i, u; elementos de A, sendo os us elemen-

tos de 5. Entao, como f é linear em cada uma das varidveis

f(a1, ...,an) = Zali---amnf(uiu "‘7uirL) = 0.

]

Dessa observagao, concluimos que para mostrar que um polinémio multilinear
é identidade para determinada algebra é suficiente mostrar que ele se anula numa base

dessa algebra.

Definigao 1.1.31. Sejam f,g € L(X) dois polinémios. Dizemos que f e g sio equiva-
lentes se eles geram o mesmo Tg-ideal. Dizemos que f € uma consequéncia de g (ou f

seque de g) se f € (g)'9, em que (g)

T representa o Tg-ideal gerado por g.
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Teorema 1.1.32. Se a dlgebra A satisfaz uma identidade de grau k entdo ela satisfaz

uma identidade multilinear de grau < k.

Demonstracao. Seja f(xq,...,z,) € L(X) uma identidade da algebra A. Se cada variavel
x; aparece com grau menor ou igual a 1, em cada mondémio de f, entao substituindo
algumas das varidveis por zero obtemos o resultado. Entao podemos assumir que existe
uma variavel, digamos x1, tal que gr,, (f) > 1.

Considere o polinémio

h(y1, Y2, T2y ooy ) = f(y1 + Y2, Toy ooy @) — (Y2, Ty ooy ) — fy1, 2y ooy ).

O polinémio h é uma identidade para A. Suponha por absurdo, que h = 0 e substitua

Y1 = Y2 = x1 em h, temos que
h(z1, 21, Ty ..oy Tp) = f(x1 + 21, T2y ooy x0) — 2f (21, 29, ..., ) = 0.
Decompondo f como na demonstragao do Teorema 77, isto é, fazendo

f=lh+h++ ]

temos que
~fo+ (2=t + (2" =2 =0

uma contradicao, pois d > 1. Logo h # 0.
Como gr,,h = d —1 < gr,, (f) por indu¢do obtemos um polinémio multilinear

que é uma identidade para A. O

A construcao feita nesse teorema é chamada processo de multilinearizacao e
serd muito utilizada ao longo deste trabalho. Para deixar mais claro o processo vamos a

um exemplo.

Exemplo 1.1.33. Considere polinomio f(x1,xs) = zex?xe € K (X). Linearizando em

relacao a varidvel xq, temos

hl(yla Y2, $2) = x2(yl + 92)2$2 - xzy%@ - $2y§$2
= $2?J%$2 + ToY1YoTo + T2Y2Y1 X2
—|—x2y§932 — 1'259%@ — IQ?J§$2

= ToY1Y2X2 + ToY2Y1X2.
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Agora linearizando hy em relagcao a varidvel xo temos,

ha(y1, Yo, 21, 22) = (21 + z2)v1y2(21 + 22) — ha(y1, Y2, 21)
+(21 + 22)y2u1 (21 + 22) — ha (Y1, Y2, 22)
ho(y1, Y2, 21, 22) = 2181222 + 2oyt 21 + 2o1Y221 + 21Y2Y1 %o

Se quisermos voltar ao polinémio original podemos fazer y; = ys = 11 € 21 =

29 = To. Fsse processo de identificacdo de varidveis serd utilizado no capitulo 3.

O proximo teorema nos garante que em caracteristica zero podemos nos preocupar

apenas com as identidades multilineares.

Teorema 1.1.34. Se charK = 0, toda identidade polinomial nao nula € equivalente a um

conjunto finito de identidades polinomiais multilineares.

Demonstragao. Pelo Teorema 77?7 é suficiente mostrar para f = f(zy, ..., 2,) multihomo-
genea. Vamos aplicar o processo de multilinearizagdo em f. Se gr(f) = d > 1, podemos

escrever
d

f(yl + Y2, X2, 7xn) - Zgi(yhy%x?? "‘7'1;71)7
1=0

com gry, (g;) =1 e gry,(¢9;) = d —i. Como a caracteristica do corpo é zero, (‘j) #0e fé
consequéncia de algum g;,i =1,..,d — 1.

Aplicando inducao acabamos a prova. O

Definic¢ao 1.1.35. Seja g = g(21,...,x,) € L(X) um polindémio multilinear. Dizemos que
g € alternado nas varidveis x;,x; se o polindomio se anula quando substituimos x; no

lugar de x;. Se g € alternado em x; e x; entao

9Ty e Ty oo Ty oy ) = —G( X1, ooy Ty ey Ty ooy Ty).

Além disso, escrevendo qualquer permutacao de S,, como um produto de transposicoes, se

9(x1, ..., Ty, ooy Tpy) € allernado nas varidveis 4, ..., xy, entao

9(To(1)s - To(k), T, s Tn) = (—1)7g(T1, . Tk, Thgrs oo, Tn),
com o € S, e (—=1)7 € o sinal da permuta¢io o. Se g € alternado em todas as suas
varidveis, dizemos simplesmente que g € alternado.

1.2 Identidades estaveis e elementos genéricos

Nesta secao vamos falar sobre os elementos genéricos de uma algebra. Esses ele-

mentos sao importantissimos nos estudo das identidades polinomiais pois para provar que
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determinado polindmio se anula em uma algebra, é suficiente mostrar que tal polinomio
se anula para os elementos genéricos dessa dlgebra. Para falarmos de elementos genéricos

vamos definir produto tensorial de algebras.

Definicao 1.2.1. Sejam V,W espacos vetoriais sobre K. Consideremos o K espaco
vetorial K(V xW) com base V xW, e o subespaco U de K(V xW) gerado pelos elementos
dos tlipos

(v1 + v2,w) = (v, w) — (v2, w);
(v, w1 + wa) — (v, w1) — (v, w);
(Ao, w) = Av, w);

(v, Aw) = Av, w);

com v,v1,vy € V.w,wy,we € W e € K. Definimos o produto tensorial de Ve W
denotado por V @k W como sendo o espaco vetorial quociente K(V x W)/U. Como

sempre trabalharemos sobre o corpo K, omitiremos o indice.

Teorema 1.2.2. (Propriedade Universal do Produto Tensorial) Sejam V,W e U espa¢os
vetoriais sobre K e f : V. x W — U uma aplicacao bilinear. Entao existe uma tunica
transformagao linear Ty : V@ W — U tal que Tf(v @ w) = f(v,w) para quaisquer
veV,weW.

Definicao 1.2.3. Sejam A e B dlgebras sobre K e considere o produto bilinear definido
por
x: (A®B)x (A®B) — A® B
(a1 ®b1), (a2 @ by)) —— ((a1 ®b1) * (a2 @ by)) = aras ® byby
Seque da Propriedade Universal de Produto Tensorial que esse produto é bem definido. O
espaco vetorial A ® B, munido desse produto, possui estrutura de dlgebra e é chamado

produto tensorial das dlgebras A e B.

Agora, podemos construir a algebra dos elementos genéricos.
Se A é uma algebra sobre um corpo K, ao estender os escalares, obtemos uma
nova algebra sobre K cujas identidades sao satisfeitas por A. Se o corpo K for finito, a

algebra maior tem, em geral, um 7T-ideal diferente.

Definicao 1.2.4. Seja f uma identidade da K-dlgebra A. Dizemos que f é uma tden-
tidade estdvel para A se para toda K-dlgebra comutativa C, f € ainda uma identidade
para A® C.

Lema 1.2.5. Se K é um corpo infinito e A uma K-dlgebra, entdo toda identidade de A

€ estdvel.
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Demonstra¢ao. Sejam f(xy,...,z,) € L(X) uma identidade para A, C' uma é&lgebra co-
mutativa sobre K e A = A® C. Podemos assumir f multihomogénea de multigrau
(m1,...,my). Para ay,...,a, € A, vamos mostrar que f(ay,...,a,) = 0.

Suponha que a; = a1 ® ¢4, ..., 4y, = A, X ¢, €ntao
— — m
f(ay,...,an) = flay,...,an) @ "™ =0

jad que C' é comutativa. Disso segue o resultado.

Agora seja a; = b1 & d1 + bg & dg,dg = a9 ® Co, ---,dn = a, X C,. Entao

f(dl, ...,dn) = f(bl ® d17a2 ® Co, ..., Qp ® Cn) + f(bQ ® dQ,(ZQ ® Coy ...y Qp ® Cn)

m;—1
— Z fl(bl X dl, b2 X dg, (05} (029 Coy vy Uy X Cn)
i=1
e pela demonstracao do Teorema 77,
m;—1
flrr+ v, 20, w0) — f(a1, 20, s ) — f(Y1, 22y oy Tp) = Z filx1, y1, 22, .0y T),
i=1

em que f; com gr,, (f;) =i é uma consequéncia de f. Pela parte 1, segue o resultado.

Generalizando o argumento para o caso

a; = Zali ® Clyy ey Oy, = Zam ® Cp, € /_l,ai], €A, €C,

escrevemos f(ay, ..., a,) como soma de expressoes da forma g = g(a;, ®c¢j,, ..., a;, ®¢j, ) em

que g(z1, ..., zx) € uma consequéncia de f. Novamente pela parte 1, segue o resultado. [

Sejam A uma algebra de dimensao finita m sobre K e {uy, ..., u,, } uma base de A.
Considere fj(-i),i > 1,1 < j < m indeterminadas comutativas e seja K[fj(i)],i >1,1<5<
m o anel de polinémios sobre K nessas indeterminadas. Construimos B = A ® K[fj(i)], a
algebra produto tensorial de A e K[fj(.i)].

Definicdo 1.2.6. Os elementos & = Y u; ®£j(i),i = 1,2, ... sao chamados elementos
genéricos. A subdlgebra A de B gerada por £1,€2%, ... sobre K é chamada dlgebra dos

elementos genéricos.

Teorema 1.2.7. Se K ¢ infinito, a dlgebra A ¢ uma dalgebra relativamente livre de posto

enumerdvel da variedade var(A) das dlgebras que satisfazem as mesmas identidades de

-~ L(X
A. Em outras palavras, A = T((A)) onde X € um conjunto enumerdvel infinito.
Demonstragio. Seja X = {x1,2,...} enumeravel e infinito e seja ¢ : L(X) — A o

homomorfismo induzido pela fungao z; — £%,i = 1,2,... Vamos mostrar que ker(y) =
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T(A). Pelo lema anterior, T(A ® K[ﬁj(-i)]) = T(A) e assim T(A) C Ker(y). Suponha
agora que g = g(z1,...,2,) € ker(i), isto é, g(&*,....€") = 0 em A e sejam ay, ..., a,
elementos arbitrarios de A. Escreva cada a; como combinacao dos elementos da base
{ur, ..., um} de A, ou seja, a; = 37, /\y)uj, com /\(f), A e K. Como K[gj(-i)] ¢ uma
algebra comutativa livre de posto enumerével, qualquer funcao & — )\§-i) se estende a um
homomorfismo K [fj(.i)] — K. Entao pela propriedade universal de produto tensorial, a
funcao

se estende a um homomorfismo ¢ : A ® K[fj(-i)] — A de modo que ¢(§](.“) =a;, 1 <i<n.

Entao,

0=p(g(&",....&") = g(d(&), ... o(€™)) = glar, ..., an).

Como ay, ..., a, sdo elementos arbitrario de A, g(z1, ...,z,) = 0 é uma identidade
de A e ker(y) =T(A). O

Seja A = M (K) a algebra das matrizes k x k sobre K. Neste caso, escolhendo

: s . o t
as matrizes unitarias e;; como base para A temos a algebra dos polinomios K {f’i(j)} nas

variaveis £),1 > 1,1 < i,j < k. Entao My(K)®x K[€0] = My(K[€]) e ¢t = S ¢Wey; ¢
a matriz com entradas fi(;). Os elementos &' sao chamados matrizes genéricas k x k sobre
K e a algebra K{¢' &%, ...}, gerada por esses elementos, ¢ chamada a algebra das matrizes

genéricas de ordem k sobre K.

Corolario 1.2.8. A dlgebra K{&, &2, ...} sobre o corpo infinito K € a dlgebra relativa-

mente livre de posto enumerdvel da variedade gerada por M(K).

Definigao 1.2.9. Seja A uma dlgebra. Dizemos que A é uma dlgebra simples se A nao

possui tdeais bilaterais nao triviais.

O teorema abaixo nos fornece uma relacao entre K-algebras simples de dimensao

finita e algebras de matrizes, que serd importante no proximo capitulo.

Teorema 1.2.10. Se K é um corpo algebricamente fechado ¢ A é uma K-dlgebra simples
de dimensao finita, entio existe n € N tal que A ~ M, (K).



Capitulo 2
Teoria de Representacoes

Neste capitulo falaremos sobre as representagoes de grupos simétricos e sua rela-
¢ao com as identidades polinomiais de uma algebra. Para isso dividimos o capitulo em trés
secoes: na primeira daremos as definicoes basicas de representacoes de grupos e alguns
resultados importantes, sem demonstra-los; na segunda falaremos sobre as representacoes
do grupo simétrico; na tltima segao, apresentaremos alguns resultados das relagoes entre
representacoes do grupo simétrico e as identidades polinomiais. Os resultados da tltima
secao serao essenciais para o proximo capitulo.

As duas primeiras se¢des serao baseadas em [?], enquanto a tltima serd baseada

em |?].

2.1 Representacoes lineares de grupos

Definigao 2.1.1. Sejam K um corpo, V um K-espago vetorial, GL(V') o grupo das trans-
formacoes lineares inversiveis de V.em V e G um grupo qualquer. Definimos uma repre-
sentac¢ao linear de G em V como sendo um homomorfismo de grupos ¢ : G — GI(V)
definida por ¢(g) = ¢4. Sendo ¢ uma representacao linear, definimos o grau desta repre-

sentacao como sendo a dimensao de V.
Definigao 2.1.2. Dizemos que uma representacao ¢ fiel se é injetora.

No caso em que V tem dimensao finita n, podemos enxergar uma representacao
linear de G em V como sendo um homomorfismo ¢ : G — Gl,(K) uma vez que o0s
grupos GIl(V) e Gl,(K) sao isomorfos. Quando quisermos deixar explicito o corpo em
que estamos trabalhando diremos K-representacao linear ou representacao linear sobre
K. A menos de mencao contraria, sempre consideraremos o corpo K, GG sempre denotara
um grupo e V um K-espacgo vetorial. Também falaremos apenas representacao querendo

dizer representagao linear de G sobre V.

Definicao 2.1.3. Seja ¢ uma representacao linear. Dizemos que um subespaco W de

V € ¢-itnvariante se ¢ (W) C W, para todo g € G. Se eziste algum subespago W ¢-
17
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invariante de V tal que {Oy} # W # V dizemos que ¢ € uma representacio redutivel,
caso contrdrio dizemos que ¢ € uma representacao trredutivel. A restricao de ¢ a W,

bglw, € chamada subrepresentacao.

Exemplo 2.1.4. Sejam n € Nyn > 2 e V um K-espago vetorial de dimensao n. Fizada
uma base 5 = {vy,...,v,} de V, consideremos, para cada o € S,, uma transformacao
linear T, : V. — V definida por T,(v;) = vs(;). A representacao linear, ¥ : S, — GI(V)
definida por (o) = T, € redutivel. O subespaco W = (v1 +va+ -+ +vy,) de V € -

invariante. A representacao V| € irredutivel.

Definicao 2.1.5. Sejam G um grupo, V e W espacos vetoriais e ¢ e ¢ representacoes de
V e W respectivamente. Dizemos que ¢ e 1) sao representacoes equivalentes se existe

uma transformagao linear T': V. — W bijetora tal que Y, T = T¢,, Vg € G.

Definicao 2.1.6. Sejam G um grupo e ¢ uma representacao linear. Dizemos que ¢ €
completamente redutivel (ou semissimples) se existem Wi, Wy, ..., W, subespagos

¢-invariantes de V' tais que:
(i) V=Wi& - &W,;
(ii) As restrigoes de ¢ aos W/s sdo todas irredutiveis.

Definicao 2.1.7. A soma direta de duas representacoes p; e ps de um grupo G sobre os

espagos vetoriais Vi e Vo € uma representacio p1 @ ps com a a¢ao p(x,y) = p1(x) ® pa(y).

Consideremos um grupo G e duas representacoes lineares ¢ e 1 sobre V e W,
respectivamente. Dado g € G, consideremos a aplicacao F, : V x W — V ® W definida
por Fy(v,w) = ¢4(v) ® ¥(w). Como esta aplicagdo é bilinear, existe uma transformacao
linear p, : VOW — VW tal que p,(v®@w) = ¢(v) @Y(w), p, € GI(V @ W). Podemos
definir p, : G — GUV @ W), g — p,. Essa aplicagdo é uma representacdo linear de G
em V ® W e é chamada produto tensorial de ¢ e ¥ e denotada por ¢ ® .

Existe uma estreita relagao entre as representacoes lineares (sobre um corpo K)
de um grupo e os KG-modulos.

Para estudar essas relacoes, vamos da algumas definicoes sobre modulos.

Definicao 2.1.8. Seja A uma dlgebra. Dizemos que um grupo abeliano M é um A-
mddulo a esquerda (ou mddulo & esquerda sobre A), daqui por diante simplesmente

denominado modulo, se estd munido de uma aplicagao

AxM — M
(a,m) —— a-m

que satisfaz
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1. (a1 + a) -m = (ay - m) + (ay - m);
2. a-(my+mg)=(a-mq)+ (a-my);
3. (Aa)-m=a-(Am)=Na-m);
4. ay-(ag-m)=(ay-a)m;
5. 14-m=m;
Para qQUAISqUEr a,ay,as € A,m,my,mo € M e X € K.

Definicao 2.1.9. Sejam M, N A-mdodulos. Uma aplicacao ¢ : M — N € um homomor-
fismo de A-mddulos se for linear em A, isto é, se ¢(am + n) = ap(m) + ¢(n). Se ¢ for

uma bijecao entao é chamado de isomorfismo.

Definicao 2.1.10. Sejam A uma dlgebra e M um A-mddulo. Dizemos que um subespago
vetorial N de M ¢ um submddulo de M se a-n € M,Ya € A;n € N. Um submddulo
N € minimal se nao existe submodulo Ny de M tal que 0 # N1 C N e irredutivel (ou

simples) se seus unicos submddulos sao {0} e M.

O proximo resultado é de facil verificacao e nos fornece uma relacao entre moédulos

e representacoes.
Proposicao 2.1.11. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita.

1. Se ¢ € uma representacao de G sobre V , entao V é um KG-mddulo com respeito

(Z /\gg)v = Z Ag¢g(v)'

geG geG

ao produto

Se W ¢ um subespaco ¢-invariante de V entao W é um submdodulo do KG-mddulo

V.

2. Se V' for um KG-mddulo a esquerda, entao a aplicag¢ao

p: G — GIV)
g — Ty: V=V
v o gU

¢ uma representacao de G sobre V.

Por abuso de notacao, falaremos simplesmente G-moédulo querendo dizer KG-

modulo.

Proposicao 2.1.12. Sejam ¢ e 1 duas representagoes lineares de G. Entao vale:
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(a) ¢ e sdo equivalentes se, e somente se, os respectivos KG-mddulos, V e W, sdo

1somorfos.
(b) ¢ é irredutivel se, e somente se, o respectivo KG-mddulo V' € irredutivel.

Defini¢ao 2.1.13. (Representacio do produto direto) Sejam K um corpo, G um grupo
expresso como produto direto G = H X F, 1 e ¢ representacoes de H e F', respectivamente.
Podemos construir uma K -representacao de G usando o produto tensorial. Suponha que
Y e ¢ induzem um KH-mddulo M e um KF-mddulo N, respectivamente, considere o
produto tensorial

T=M®gN

e faca T um KG-mddulo a esquerda definindo

(a,0)(z @ y) = (az) @ (by),

a € M,x € Hb e Ney € F. Entao T dd origem a uma representacao p = Y#o,
chamada produto de Kronecker de 1 e ¢. O grau de p é o produto dos graus de ¢ e

.

Teorema 2.1.14. Se K é um corpo algebricamente fechado cuja caracteristica nao divide
a ordem de um grupo finito G, entdo o numero de K -representacoes lineares irredutiveis

de G € finito, a menos de equivaléncia, e € igual ao nimero de classes de conjugacao de

G.
Teorema 2.1.15. Sejam K um corpo algebricamente fechado e G = H X F

1. Se ¢ e ¥ sao representacoes irredutiveis de H e F, entao p € uma representacao

wredutivel de G,

2. Assuma que G € finito e K um corpo cuja caracteristica nao divida a ordem de G. Se
{1, .., ¥n} e {P1,..., 05} sdo o conjunto de todas as K-representagoes irredutiveis
de H e I, duas a duas nao equivalentes, entao py; = V;#¢;,1 <1 < h,1 < j <
f formam o conjunto de todas as K-representacoes irredutiveis duas a duas nao

equivalentes.
Demonstragao. Veja [?] pag.236. O

Teorema 2.1.16. (Maschke) Seja G um grupo finito cuja ordem ndo é divisivel pela
caracteristica do corpo K. Se ¢ : G — GI(V') é uma representa¢io linear de grau finito
e W é um subspago ¢-invariante de V', entao existe um subespaco ¢-invariante Wy de V

tal que V=W & Wy. Consequentemente, ¢ é completamente redutivel.

Se a caracteristica do corpo é zero sempre vale o teorema de Maschke.
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Proposicao 2.1.17. Sejam A uma dlgebra e M e N A-mddulos isomorfos. Se M =
Mi®..®M, e N=N @..DN,, onde M; e N; sao submddulos minimais de M e N
respectivamente, entao n = m e M; ~ N; para todo i = 1,....,n, reordenando o0s N;S se

necessario.

Proposicao 2.1.18. Considere KG como um KG-mddulo. Se K é um corpo algebrica-

mente fechado, todo KG-mddulo irredutivel € isomorfo a um ideal minimal de KG.

Demonstra¢ao. Sejam V um G-modulo irredutivel e um elemento 0 # v € V. Defina

. KG — Vv
dYoagg = Y aggu.

Temos que ® é um homomorfismo de KG-moédulos. Pelo Teorema de Maschke, KG =
ker® @ W, onde W é um KG-modulo e KG é completamente redutivel. Obtemos Im® =

K
C(;I):W:Im(@):V,eWé

um ideal minimal de K'G isomorfo a V. O]

V', pois V & irredutivel. Pelo Teorema do Isomorfismo

Para cada j = 1,...,m, consideremos o ideal bilateral J; = I[;KG. Entao J; é

exatamente a soma de todos os ideais minimais & esquerda de K'G isomorfos & I;.
Proposicao 2.1.19. KG=J, & ... & J,,.

Supondo que K ¢é algebricamente fechado, temos J; ~ My, (K), em que d; é o
grau da representacao irredutivel associada ao moédulo I;. Pelo Teorema 77, segue entao

o proximo resultado.

Proposicao 2.1.20. Se K ¢ um corpo algebricamente fechado cuja caracteristica nao

divide a ordem de um grupo finito G entao
KG ~ Mdl(K> EB Md2(K) DD Mdm<K)

onde dy, ...,d,, sao os graus das K-representacoes irredutiveis de G.

Definigao 2.1.21. Sejam V um espago vetorial de dimensao finitan e ¢ : G — GI(V)

uma representacao linear. Definimos o caracter de ¢ como sendo a aplica¢io

X¢CG—> K

g > Xolg) = tr(¢)

Dizemos que x4 ¢ um caracter irredutivel de G se a representacao ¢ & irredutivel.
Sendo ¢ : G — GIU(V) e ¥ : G — GI(W) representagoes equivalentes, temos que existe
uma transformagio linear bijetora T : V. — W tal que ¢, = T¢, T, para todo g € G.
Logo
Xu(9) = tr(yy) = tr(T¢gT_1) = tr(¢g) = Xx4(9)
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e portanto Xy = X¢-
Seja G = H x F e p = 1#¢ uma K-representacao de GG, entao o caracter de p é
dado por

Xp(hs f) = xu(h) ® Xo(f)-
Teorema 2.1.22. Todo caracter de um grupo G € uma soma de caracteres irredutiveis.

Sendo G um grupo finito, temos que o ntimero de K-caracteres irredutiveis de G
é finito. Sendo x1, Xo, ..., Xm €SSes caracteres, segue do resultado anterior que dado xy um

K-caracter de GG, existem inteiros nao negativos ni, ns, ..., n,, tais que

X =n1X1 +NeXe + o + N Xm

em que pelo menos um dos n}s deve ser estritamente positivo.

Teorema 2.1.23. Se K € um corpo de caracteristica 0, entdo duas K-representagoes que

tém o mesmo caracter sao equivalentes.

2.2 Representacoes do grupo simétrico

Nesta secao falaremos sobre as representacoes lineares tomando G = S,,, 0 grupo
das permutagoes de n. Para isso precisaremos introduzir a Teoria de Young sobre as
representacoes desse grupo.

Comecaremos com as definicoes de particao, diagrama e tabela de Young. Em
seguida construiremos os S,-médulos irredutiveis e obteremos as principais propriedades
destas representacoes.

No que segue, I,, denotara o conjunto {1,2,...,n}.

Definicao 2.2.1. Seja n € N. Definimos uma parti¢cao de n como sendo uma sequéncia
A = (n1,ng, ...,n,) de inteiros positivos tais que ny > ng > ... > n, >0 enj+ng+...4n, =

n. O comprimento de A\ € o numero r e é denotado por [(\).

Se A é uma particao de n entdo denotaremos por A - n e p(n) denotard o nimero
de partigoes de n que coincide com o nimero de classes de conjugacao de S,,.

No restante desta secao, A sempre denotard uma particao de n.

Defini¢ao 2.2.2. Sejam A uma particio de n e l(\) seu comprimento. Definimos o

diagrama de Young D(\) da particio X\ como sendo o conjunto
DM\ ={(i,j) e NxN| 1<i<I(A),1<j<n;}.

O diagrama de Young possui exatamente n elementos que costumam ser repre-

sentados por quadrados (denominados células ou boxes) dispostos em /() linhas com n;
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colunas em cada linha. Da esquerda para a direita, as primeiras células de cada linha

aparecem na mesma coluna. O ntumero total de colunas é igual a n;.

Exemplo 2.2.3. Tomando A = (4,3,2,1) F 10, representamos o diagrama de A por

D) = {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2), (4, 1)}

oUu por

D)) =L
onde o X estd marcado na célula (3,2), ou seja, na terceira linha e sequnda coluna.

Definicao 2.2.4. Dado \ b n, definimos a particao conjugada de \ como sendo X'+ n
tal que D(N') = D(A)! = {(j,7) e Nx NJ1 <7 <I(N),1 <j < n;}. Observe que ny serd o

nidmero de linhas de N e l(\) o nimero de colunas.

Exemplo 2.2.5. Sendo A = (4,2,2,2) temos que N = (4,4,1,1) e

D(\) = e D)=

Por esse exemplo, podemos ver que a particao conjugada corresponde a particao
cujo diagrama de Young é uma reflexao do diagrama de Young de A\ em relacao a diagonal
principal. Observe ainda que o diagrama da parti¢ao conjugada consiste apenas em trocar

linhas por colunas no diagrama original.
Exemplo 2.2.6. Observe que se A = (4,3,2,1) pelo Exemplo 7?7 entdo A = X

Definicao 2.2.7. Sejam n € N e A = (ny,...,n,) = n. Uma tabela de Young é uma
fungao bigetora T : D(X) — I, que consiste no preenchimento das células de D(X) com os
numeros de 1 até n sem repeti-los. Dizemos que uma tabela de Young € standard se as
células de D(\) sao preenchidas de forma que os nimeros nas linhas cresgam da esquerda

para a direita e 0s niumeros nas colunas crescam de cima para baizo.

Exemplo 2.2.8. Se A = (3,2,2) b 7 e T} e Ty sao duas tabelas de Young de \ da sequinte

forma:

7] 7]

1
2
3

[N NN

114
213
516

Tl — [ T2 =

Temos que Ty € uma tabela standard mas Ty nao, pois a sequnda coluna nao estd na ordem

crescente.
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Quando trabalharmos com mais de uma particao, a fim de evitar possiveis con-
fusoes, uma tabela de uma particao A serd denotada por T). Sendo A uma particao de
n existem exatamente n! tabelas de Young do diagrama D(\). O conjunto de todas as

tabelas de A sera denotado por Tab,.

Definicao 2.2.9. Sejam A+ n,T € Taby e o € S,,. Definimos a tabela T € Taby pela
composi¢io o o T : D(X) — I,,.

Observe que o1 =T se, e somente se, 0 = Id. Observe também que dadas duas

tabelas T} e Ty do mesmo diagrama D(\), existe a € S, tal que o7} = Ts.

Exemplo 2.2.10. Considere as duas tabelas do exemplo anterior

11417 1141 7]
215 213
T, =310 e T,=1910
Observe que Ty = 0Ty, sendo o = (35).
114]3] 2141 1]
Exemplo 2.2.11. Considere o = (123) e T} = 219] . Entio oT, =1319] .

Sejam n € N, A - n e T uma tabela de Young do diagrama D(\). Para k €
{1,2,...,1(\)}, definimos a k-ésima linha de T" como sendo o conjunto Ly = {T'(k,j) : 1 <
Jj < ng}. Para k € {1,2,...,n1} definimos a k-ésima coluna de T' como sendo o conjunto
Cr ={T(1,k): 1 <i<rmn >k}

Considerando a tabela T do exemplo anterior temos

Ly = {T(1,1),7(1,2),T(1,3)} = {1,4,3}, L, = {T(2,1), T(2,2)} = {2,5}

C,={T(1,1),T(2, 1)} ={1,2},Cy = {T(1,2),T(2,2)} ={4,5} e C3 = {T(1,3)} = {3}.

Definicao 2.2.12. Dada uma tabela de Young T definimos o grupo das permutacgoes

nas linhas de T’ como sendo
Ry ={0 €S, :0(L;) = L;, para toda linha L; de T}
e o grupo das permutacoes nas colunas de T como sendo
Cr={oc€S,:0(C;) = C;, para toda coluna C; de T'}.

Observe que se 0 € Ry entao o1 e T tem as mesmas linhas. Da mesma forma

se 7 € Cp entao 71 e T tem as mesmas colunas. Por esse motivo Ry e Cr sao chamados
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de estabilizador de linha e estabilizador de coluna, respectivamente. Além disso, se o €
Rr N Crp, entao o1 e T tem as mesmas linhas e as mesmas colunas. Segue que T =T e

portanto o = 1.

114]3]
2[5
6]

Exemplo 2.2.13. Sejam A = (3,2,1)F6 e T = temos que

Ry ={1,(13), (14), (34), (134), (143), (25), (13)(25), (14)(25), (34)(25), (134)(25), (143)(25)}
€ o estabilizador de linha e

Cr ={1,(12),(16), (26), (126), (162), (45), (12)(45), (16)(45), (26)(45), (126)(45), (162)(45)}.

€ o estabilizador coluna.

Definicao 2.2.14. Para uma tabela de Young T, definimos os sequintes elementos de
KS,:

Pr = Z o, Qr= Z (=1)"rier = PrQr = Z (=)o

o€ERT TeCr T7€Cr,0€ERT

onde (—1)" denota o sinal da permutacao 7. O elemento er € chamado simetrizador de

Young.

Exemplo 2.2.15.

1]2
T =314

Ry ={1,(12),(34),(12)(34)}; Cr =1{1,(13),(24), (13)(24)};

Pr=1+(12) +(34) + (12)(34); Qr =1—(13) —(24) + (13)(24);

er = 14 (12) + (34) + (12)(34) — (13) — (24) + (13)(24) — (132) — (143) — (1432) — (124) —
(234) — (1234) + (14)(23) + (1324) + (1423).

Teorema 2.2.16. O elemento ep é semi-idempotente, isto €, existe um elemento p € K,

nao nulo, tal que €% = Ber.

Definicao 2.2.17. Sejam A\ n e T € Taby. Definimos os submddulos de K S,
MT = KSneT = {aeT|a S KSn}

Proposigao 2.2.18. Se ¢2 = Ber para § € K, nao nulo, entio

n!

Proposicao 2.2.19. Sejam A\ = n e 11,17y, € Taby. Entao Mrp, = My, como KS,-

submodulos.

Proposicao 2.2.20. My é um S,,-mddulo irredutivel.
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Proposicio 2.2.21. KS, = @,,, Ma,(K) enl = >, d3, em que d\ é o grau da

representacao associtada a particao \

Proposicao 2.2.22. Sejam K wum corpo de caracteristica zero e n > 1. Entao eriste

uma correspondéncia um a um entre os Sy-caracteres irredutiveis e particoes de n. Seja
{xa|A\ F n}. Entao
KS, = &I, = &M,y (K),

em que Iy = exKS, e ex =) s Xa(0)0 € a menos de um escalar, a unidade de Iy.

Proposicao 2.2.23. Se T3, ...,Ty, sao todas as tabelas standard de N\ = n entao I, o

rdeal bilateral minimal correspondente a particao X\, pode ser decomposto como

dx
I =& My,
=1

Agora queremos explicitar uma base para os M5s. A partir de agora Std, deno-

tard o conjunto de todas as tabelas standard de uma particao A.
Teorema 2.2.24. Y, (#5Std))* = n!*
Teorema 2.2.25. Se A\Fn e T € Taby entao dimMr = d\ = #S5td,.

Demonstragio. Seja Iy = MrKS,, temos que diml, = d3i. Pela proposigao ?? temos
que para todo T" € Stdy, My = My, existe o € S, tal que My = Mpo~! C I,. Assim,
@T,esm My C I, portanto

dim®r € Std)\MT/ < diml), = dzmMT(#Std,\) < d?\ = #Std)\ < d,.

Mas (> #Stdy)* =n! = > d3, logo #Std, = d,. O

Corolario 2.2.26. A decomposicao explicita de K.S, em soma direta de ideais minimais
a esquerda € dada por KS, = @, (Dresa, Mr)-

Definicao 2.2.27. Sejam N\ = n,T € Stdy. Definimos ¥ = {0 € S,|cT € Std,}.
Observamos que Yp # (0 pois 1 € Xp.

Teorema 2.2.28. Sejam A+ n, T € Stdy. O conjunto By = {oer|oc € L1} € uma base

para My como espaco vetorial sobre K.
Demonstracao. Veja |?|, pag.34. ]

Defini¢ao 2.2.29. Para qualquer célula (i,5) € D(N) definimos o gancho com extre-

midade em (i,j) como sendo o conjunto

{(1,5);7 <k < XNFU{(,5)i < U< N}
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Em outras palavras, o gancho com extremidade em (i, j) € o conjunto de células da linha i
que estao a direita de (i,7), incluindo (i, j), unido ao conjunto de células da coluna j que
estao abaizo de (i,j). Definimos o comprimento do gancho por hjj = \i+ X, —j—i+1

e o produto dos ganchos de D(A) por h(A) = [T« 1<5<n, Pij-

Lema 2.2.30. Seja A = n. Para todo T € Taby temos €2 = frer, com Br = h()\) =

n!
dimMT :

Teorema 2.2.31. Seja A - n. Entao

n!
#Stdy = m
Exemplo 2.2.32. A = (3,2) -5\ =(2,2,1)
|
D)) = , D)=L

Vamos calcular o comprimento dos ganchos de .

hiy=3+2—-1—-141=4, hy=242-2—-14+1=2, hp=3+2—-1-2+1=23,
his3=3+1—-1-3+1=1, hp=2+2-2-24+1=1,

h(\) =4.2.3.1.1 = 4! = 24.

#Stdy = 3 = 5.
11218 1]2l4][1]2]5][1]38[4][1]3]5]
Stdy = 419] 3151 [314] [219] [214

Na proxima secao vamos relacionar a teoria desta se¢cao com o préximo capitulo.

2.3 S,-representacoes sobre polindmios multilineares

Lema 2.3.1. Seja M um S,,-mddulo irredutivel com caracter x(M) = xx, A = n. Entdo
M pode ser gerado como S, -submaddulo por um elemento da forma erf, para algum f € M

e alguma tabela de Young Ty da forma \. Além disso, para qualquer tabela de Young Ty
da forma X existe f' € M lal que M = K Syer; f'.

Demonstragdo. Lembre-se que K.S,, = @ 1,,, onde I, é um ideal bilateral de KS,,. Temos
que

KS, = @ M.

pn,TeStd,,

Como M = K S, M, existem p = n,T € Stdy e f € M tais que 0 # KSyer, f € M. Pela
irredutibilidade de M temos que KSpep, f = M. Também como x(M) = x, obtemos
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A = p. Finalmente, se T} é outra tabela da mesma forma, entdo pela Proposicao 77,

er, = aeT;U*1 e g=oer:f', com f' = o lf. O

Pela definicao de Ry para qualquer o € Ry,temos que oer, f = ep, f, isto ¢, eq, &
estavel sobre as Rp-representacoes. O numero de elementos Rp-estaveis esta intimamente
ligado ao ntimero de S,,-submodulos irredutiveis tendo caracter x.

Agora seja A uma PI-algebra e T(A) seu T-ideal de identidades. Sabemos que
em caracteristica zero T'(A) é determinado pelos seus polindmios multilineares.

Seja P, o espaco vetorial dos polinémios multilineares em xq,...,z, na algebra
livre L(X).

A S,-acdo a esquerda sobre um polinémio f(xy,...,z,) € P,, para 0 € S, é
definida por o f (21, ..., n) = f(To(1), .-, To(n)), que é a permutagao das variaveis de acordo
com g.

Vamos estudar P, N T(A). Como T-ideais sdo invariantes por permutacao de
variaveis de mesmo grau, obtemos que P, NT(A) é um S,-submodulo a esquerda de P,.
Assim, P,(A) = anp—;:(A) tem estrutura de modulo & esquerda induzida. Se L(X) é a
algebra de Lie livre de posto enumerével sobre X = {1, xs,...} entdo P,(A) é o espago
dos polinémios multilineares nas variaveis xy,xs,..., 2, na algebra relativamente livre

LX)

T(A)

Definigao 2.3.2. Paran > 1, o S,,-caracter de P,(A) é chamado n-ésimo cocaracter de
A (ou do T-ideal T(A)) e € denotado por x(A). Podemos decompor o n-ésimo cocaracter

em

Xn(A) = Z TMAXA

onde xx € o caracter do S,-modulo irredutivel correspondente a A e my > 0 € a multipli-

cidade correspondente.

A definicdo anterior podem também ser escrita em termos de algebras munidas
de graduagoes nao triviais. I este o caso que nos interessard nos proximos capitulos.
Para cada n,n,...,ns > 0 tal que n = ny + ... + ng defina P, ,. como o espaco

dos polinémios multilineares de grau n nas variaveis
g1 g1 g g
XY ooy Ty ooy B 5 ooy Ty

J1,---,9s € G. O espaco P,, . ,. ¢ naturalmente equipado com uma estrutura S,, X --- X

s

Sp.-moédulo quando munido da acao

(015 o) f (@] oy sy @1 s @00) = F(&T 1) Toy () -+ Ton(1) 2 o))

9 g .
para todo (o1, ...,0,) € Sp, X - x Sy, e fal, . xf 2l a%) € Py .
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Seja T (L) o ideal das identidades de uma algebra de Lie graduada L munida de

uma G-graduagao. Denotamos por P, . ,.(L%) o espago dos polinémios multilineares em
L(X)
Te(L)

dependendo de n varidveis, em que A F n.

Como os Tg-ideais sao invariantes pela permutacao de varidveis de mesmo G-

grau, P,, . NTg(L) é um S, X --- X S, -submodulo de P, ., para toda algebra de

-----

Lie graduada L. Além disso,

Pnl,...,nS
Pnl,...,ns N TG(L) '

Pnh---,ns (L) =

também tem uma estrutura de S,, x --- x S, ,-moédulo a esquerda.

Teorema 2.3.3. Seja A uma PI-dlgebra com n-ésimo cocaracter x,(A) dado na Defini¢cao
??. Para a particao p &= n, a multiplicidade m,, € igual a zero se, e somente se, para

qualquer polinomio g = g(x1, .., x,) € Py, a dlgebra satisfaz a identidade er,g = 0.

Demonstra¢do. Considere as decomposicoes KS, = @,.,, P, = Q& J,Q = P, N
T(A) e J = P,(A). Fixe algum p F n, entdo m, = 0 em (2.2) se, e somente se, [,J = 0.
Em contrapartida, a igualdade I,,J = 0 é equivalente a inclusao [,FP, € Q. Como I, ¢ a
soma de todos os ideais & esquerda My, e esta inclusao ocorre se, e somente se, er, f € )

para qualquer f € P,, isto é, er, f = 0 é uma identidade de A. O]
Existe também uma versao do teorema anterior no caso graduado.

Teorema 2.3.4. Se A é uma PI-dlgebra G-graduada com o (nq, ...,ng)-cocaracter deno-

tado por Xn, .. n,(A) dado por

Xniyms (A) = Z M)XA1) @« © Xags)-
(ME(n1,...,ns)

em que Xa1) ® - ® Xae) € 0 Spy X -+ X Sy -caracter associado a particao (A) =

(A1), ..., A(s)) com A(1) = nq, ..., A(s) F ns e mpy € a multiplicidade correspondente. A

multiplicidade m(y) € 1gual a zero se, e somente se, para toda s-upla de tabelas Ty, ..., Txs)
Js

da forma A(1), ..., A(s), respectivamente, e para todo f(z{', ..., x%, .. 2l .. 29 ) € Py . n,

a dlgebra A satisfaz a identidade ey f =0, em que ey = exq) - €x(s)-
Abaixo apresentamos trés lemas fundamentais ao proximo capitulo.

Lema 2.3.5. Seja X = Y U Z um conjunto enumerdvel infinito particionado em dois
conjuntos enumerdveis e infinitos disjuntos Y e Z e seja [ = f(y,21,22) € L(X), com
y € Y, z; € Z, um polinémio multihomogéneo em que o grau relativo a y é k, o grau
relativo a z1 € g+ 1 e o grau relativo a 2o € q. Se f nao é uma identidade de sl%"’ (Veja
o exemplo 7?) e f € alternado em q pares distintos (z1, z2), entdo a linearizacao de f gera

(modT7y,(sly)) um Sy X S,_p-mddulo irredutivel cujo Sy X S, _x-caracter correspondente é

X(k) @ X(g+r,q)-
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A demonstracdo deste lema pode ser encontrada em [?| pag 34.

Exemplo 2.3.6. O polinémio

9($,y17y2) = [%yhyhyz,yz] - [%yzayl,yz,yl] - [37,y17y2,3/1792] + [x7y2,3/2,y17y1]
= [ﬁaghglvg%:&ﬂ

Y

em que as barras e os tils sobre as varidveis significam que uma alterndncia € feita com res-

peito as mesmas, € alternado em dois pares distintos (y1,yz2). Definindo f(x1,y1, Yo, Y3, Ya) =

[-rla Y1,Ys3, Ya, 92}7

Thy =

112
To,2) =914

obtemos que er,.er a menos da renomeacdo das varidveis, € a linearizacao de g.
T2/ )

Lema 2.3.7. Sejam X = XqoU X19U X1 UX11 conjunto enumerdvel infinito particionado
em quatro conjuntos disjuntos infinitos e g = g(x,y, z) € L(X), comx € X9,y € Xo1,2 €
X11 um polinémio multihomogéneo em que gr.(g) = p, 9r+(9) = ¢, gr,(f) =r. Se g ndao é
uma identidade de sl5>*™ entdo a linearizagio de g gera (modTy,xz,(sls)) um S,x Syx S,-

mddulo irredutivel cujo S, X S, X Sy-caracter correspondente € X(p) @ X(q) @ X(r)-

Demonstra¢ao. Suponha, sem perda de generalidade, que existem um monémio g(z,y, z)

e uma permutacao o € S,,n = p+ q + r agindo a direita de g tal que

g(‘ruyaz):<l’x‘yyzz)0—

P—VEZES §_yezes TVEZES

Recordamos que S, age a direita de um moénomio trocando a posicao de suas variaveis.
Defina f = f(x1,..c;Tp, Y1y ooy Ygs 215 s 2r) € Ppyr da seguinte forma: em g, troque as
variaveis x das posicoes 1, ..., p, respectivamente, por xy, ..., x,, as varidveis y das posigoes
1,...,q, respectivamente, por yi, ..., y, € as variaveis z das posigoes 1, ..., r, respectivamente,

por 21, ..., 2.. Agora defina

Ty ~OI] 7, ~[Od] 7, -

entao €1, €T ) €T J é a linearizacao de f em que €T, €T, © €T, sao os idempotentes

)
essenciais de K5, K5, e KS,, respectivamente. Portanto, f gera um S, x .S, x.S,-modulo
irredutivel.

Para generalizar esse argumento para um ¢ arbitrario, podemos escrever g =
o191 + -+ + a,g., com «; € K e g; como antes, e repetir o argumento para cada g;,

acrescentando ou ajustando a posi¢ao dos parénteses quando necessario. O
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Lema 2.3.8. Seja X; = {2}, 2%, ...,2% ..}, i € Z, uma familia infinita e enumerdvel de
conjuntos infinitos enumerdveis disjuntos e seja g = f(x,y,z) € L(X), comxz € X_1,y €
Xo, z € X1, um polinémio multihomogéneo em que gry(g) = p, gry(9) = q,9r.(g) = 1. Se
g ndo é uma identidade de sl%, enldo a linearizacdo de g gera (modTy(sly)) um S,X Syx S,-

mddulo irredutivel cujo S, X S, X Sy-caracter correspondente € X () & X(q) @ X(r)-

Demonstracao. A demonstracao deste Lema é analogo ao caso anterior. O



Capitulo 3
Cocaracteres Graduados de sl

Uma das maneiras de entender a estrutura de uma algebra é descrevendo o con-
junto das identidades polinomiais da mesma. Como nao é uma tarefa simples descrever
todas as identidades polinomiais de uma algebra A, torna-se tutil entender o espaco dos
polindémios multilineares com um grau fixo médulo aqueles que sao identidades de A. No
caso da algebra sl, podemos fazer as duas coisas. E isso que faremos nos proximos dois
capitulos.

Neste capitulo aplicaremos a teoria de representacoes do grupo simétrico, vista
no capitulo anterior, para estudar o espago dos polinémios multilineares com um grau fixo
modulo aqueles que sao identidades graduadas de sl. Os resultados aqui apresentados
sao baseados no artigo [?].

Seja R um anel comutativo com unidade. A algebra de Lie sly(R) consiste do
conjunto de todas as matrizes 2 x 2 de traco zero com entradas em R, munido do produto

[z,y] = zy — yx, onde xy e yx representa o produto usual de matrizes. Os elementos,

01 1 0 0 0
€ = ) h = ) f =
0 0 0 -1 10
formam uma base para sl como um R-modulo. Da definicao do produto obtemos que:

[h,¢] = 2e. [e, f] = h, [h, f] = —2f. (3.1)

Usaremos diversas vezes essas igualdades durante o texto.

Se K & um corpo de caracteristica diferente de 2, entdo sly(K), denotada sim-
plesmente por sls, ¢ uma algebra simples, ou seja, nao possui ideais nao triviais.

Aqueles que tiverem curiosidade, podemos dar uma segunda definicio da algebra
sly usando grupos de Lie.

Recordamos que um grupo de Lie é uma variedade diferenciavel G com estrutura

32
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de grupo de tal modo que a aplicacao:
(1,y) EGxG—=ay ted

é diferenciavel e que um campo X de vetores tangente a um grupo de Lie G é uma aplicagao
que a cada ponto p € G corresponde um vetor X, de 7T,,GG, onde X, denota o valor do

campo X no ponto p € G. O campo X é isomorfo ao espaco tangente de G.

SLo(K) = {h: (Z Z) . ad — be = 1}

o grupo de Lie das matrizes de ordem 2, e determinante igual a 1. Definimos sly(K) como

Seja

o espaco tangente a variedade de Lie SLs.

Mais informacdes sobre a relacdo entre Grupo de Lie e Algebra de Lie podem ser
encontradas em [?].

Esta definicao foge ao objetivo da dissertacao e esta posta aqui apenas como uma
resposta a pergunta frequente sobre a relagao entre grupo de Lie e algebra de Lie. Foge
também ao objetivo a utilizacado do espaco tangente na obtencao de informacoes sobre o
grupo de Lie. Portanto, voltemos ao assunto.

Lembramos que uma algebra de Lie é graduada se pode ser escrita como soma
direta de subespacos indexados por elementos de um grupo abeliano que tem um bom
comportamento sobre o produto.

Seja G um grupo qualquer e denote L = sls. A menos de isomorfismo, existem 4

graduacoes para L:
1. G = 0: a graduagao trivial;

2. G:ZQZ
LOZKh7 leKeEBKf,

3.G:Z2@Zgl
Low=0, Lig=Kh, Loyy=K(e+f), Li1=K(e—f),

4. G =7z
L_1:K€, LOZKh7 leKf, LZ:O,lg{—l,O,l}

Neste capitulo, para facilitar a escrita, abriremos mao dos colchetes e representa-
remos o produto [a, b, ..., b] simplesmente por a-b". Note que esse produto nao é associativo
——

n—vezes

e portanto nao ¢ igual a zero.
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3.1 Cocaracteres Zo-graduados de sl

Sejam X = YUZ um conjunto enumeravel infinito particionado em dois conjuntos

enumeraveis e infinitos disjuntos Y e Z, [ = T,(sly) o ideal das identidades Zj-graduadas de
L(X)

sly, =7 a dlgebra relativamente livre na variedade gerada por sl munida da Zy-graduagao
e Prnn(sl2?) = J’“’_—%,Vn > 1,k > 0 o espaco dos polindmios multilineares em @

dependendo de n varidveis tais que as primeiras k variaveis, denominadas variveis pares,
pertencem a Y e as n — k variaveis restantes, denominadas variaveis impares, pertencem

a Z. Defina a acao a esquerda de Sy x S,_; em Py, por

(leTQ)f(yla vy Yky 215 ey Z’n—k‘) = f(y7'1(1)7 cey y‘r1(k’)7 ZTQ(].)’ ceey ZTQ(TL-]C))

em que 73 € S, e o € S,,_i. Essa agdo define uma estrutura Sy x S, _g-moédulo em Py ,,_j.

Uma vez que I ¢ invariante pela permutacao das varidveis de mesmo grau, Pk,n_k(sl?) tem

uma estrutura induzida de Sy x S,,_i-modulo cujo caracter correspondente serd denotado
z

por Xgn—k(var®(sly)).

Para descrever Xj.,_r(var?2(sly)) precisamos de alguns resultados e definigdes.

Proposicao 3.1.1. Seja (A, ) um par de particoes em que A\ =k e u = n — k. Se o
diagrama correspondente a A tem mais de uma linha ou o diagrama correspondente a p

tem mais de duas linhas entao my , = 0.

Demonstracao. Suponha que o comprimento da primeira coluna do diagrama correspon-
dente a A ¢ maior que um. Considere f = eper,g 0 gerador do moédulo irredutivel
correspondente ao par de partigoes (A, p).

Lembre-se que Ry, NCrp, = 1 e todo elemento de S, pode ser, unicamente, escrito
como um produto r.c em que v € Ry, e ¢ € Cp,. Em outras palavras, ao aplicarmos o
er, a g nenhum de seus mondmios ird se anular. O mesmo acontece com os elementos de
Sn—k. Entao f é uma combinacao linear de termos que contém pelo menos duas varidveis
antissimétricas pertencente a Y e trés varidveis antissimétricas pertencentes a Z.

E suficiente mostrar que em L = sl qualquer polinémio que é antissimétrico em
pelo menos duas variaveis da componente par ou é antissimétrico em pelo menos trés
variaveis da componente impar é identicamente nula. Mas a dimensao do componente
par é igual a 1 e a dimensao da componente impar € igual a dois. Segue o resultado.

Se o diagrama correspondente a p tem mais de duas linhas podemos provar de

forma analoga. [l

Com esse resultado facilitaremos nossas contas, ja que agora s6 precisamos mos-
trar os resultados para os casos em que polindomios dependem de trés variaveis, uma das
quais pertence a Y e as demais pertencem a Z. Dado um polinémio f gerador do mo-

dulo irredutivel correspondente ao par de partigoes (A, i), podemos obter um polindémio h
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equivalente a f dependendo apenas de trés variaveis. O processo ja descrito no Exemplo
7?7 consiste em identificar as varidveis correspondentes a uma mesma linha em cada um
dos diagramas. Pela proposi¢ao anterior, como o primeiro diagrama tem uma linha e o
segundo duas, h depende de trés varidveis, uma de Y e duas de Z. O proximo resultado
também facilitard nossas contas, no sentido de que com ele poderemos provar os resul-
tados seguintes para a algebra livre associativa e os mesmos continuarao valido para a

algebra livre de Lie.

Lema 3.1.2. Seja g = g(x1, %2, x3) polindmio multihomogéneo na dlgebra de Lie livre
graduada L(X) e denote por g = g(A, B, C) sua avaliagao, nas matrizes A, B,C' € My(R),
em que R € um anel comutativo. Entao existe um conjunto de polindomios f; na dlgebra

associativa livre graduada K (X), tais que
§=>_ (A B,C)

onde cada f; € um mondmio associativo de mesmo multigrau de g.

Demonstragao. O resultado segue do fato que se Ay, A, ..., A, € My(R), para k > 2

(A A =) Aoy, ooy Ary.s

TGSTL
a, € {—1,0,1}, onde no maximo 2"~ dos o/ s sdo diferentes de zero. ]

Exemplo 3.1.3. Seja g = [x1, 29, 23] € L(X). Definindo

f1($1,£ﬂ2,$3) = $1$29€3,f2(9€1,x27$3) = —IT3T17T2, f3($17$2,903) = —T2X1T3 € f4($17$27$3) =

T3ToX1 Lemos que ,
§=1A,B,C1=>_ fi(A,B,C).
i=1
O proximo lema e seu corolario serao utilizados na demonstracao do principal
resultado desta secao.
Lema 3.1.4. Seja f(x1, 29, x3) € K (X) um polinomio multihomogéneo de grau d; em x;

ed; =o0;(mod 2), 0;, =0,1 ei=1,2,3. Entdo,

f(hye+ fie—f)=eh (e+ f)?(e — ), e € K.

Demonstracao. Escrevendo o polindbmio em soma de monémios temos:

k

f($1, T, $3) = Z fz‘($1, T, 5133)-

=1
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Em seguida, substituindo xy, x9, x3 por h,e+ f, e — f, respectivamente, em cada monomio
e usando que na algebra associativa vale que h(e+ f) = —(e+ f)h, h(e— f) = —(e— f)h e
(e+f)e—f)=—(e—f)(e+ f) podemos agrupar todos os h's na frente, seguido de todos
os (e + f)'s e obteremos um mondmio do tipo fi(h,e+ f,e — f) = eh¥ (e + f)% (e — f)%.

Agora, observe o seguinte:

Id, sed; =0(mod?2)

hd1= ;
h, sed, =1(mod?2)
(e 1 ) Id, se dy = 0(mod 2)
e = ;
e+ f, sedy=1(mod?2)
+1d, se d3 = 0(mod 2)
(e = ) =

t(e+ f), seds=1(mod?2) .

Dessa forma, obtemos

filhye+ fie— f) =eh™ (e + )7 (e — [)7®

e entao

k k
f(.’lfl, Xa, .CL’3) = Z fi(ﬂfl, Xa, 1’3) = Z Eihgl (6 + f)g2 (6 — f)gg = Ehgl (6 + f>02<€ — f)US

k
em que € =y . €. O

Corolario 3.1.5. Seja g(x1, xe, x3) € L(X) polinémio multihomogéneo de grau d; em x;

na dlgebra de Lie livre e d; = o;(mod 2 ), 0, =0,1 ei =1,2,3. Entao,

g(hye+ foe—f)=¢eh(e+ f)(e — f),e € K.

Demonstragao. Pelo Lema ?7? podemos escrever g(h,e+ f,e — f) como soma de f;(h,e+
f,e—f)'s em que cada f;(x1, 2, x3) € um mondémio associativo de mesmo multigrau que

g e aplicar o Lema 77. O

Antes de provar o principal teorema desta secao apresentamos mais dois resulta-

dos que facilitarao nossas contas, seguidos de algumas definicoes.

Lema 3.1.6. Sejam g(xy,x9,x3) € L(X),C,0,n,( matrizes genéricas. Entao

Cy(6,1,¢)C™" = g(C6C™,CnC~,CCCTH).
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Demonstracdo. Seja f um polinomio associativo. Denote por f(d,7n,()¢ = Cf(d,n,()C 1.
Escrevendo f como soma de mondémios obtemos,
koo k
£6.7,0)¢ = O_(F1(6.7,0) =D _(f1(6.7,0)°).

=1 =1

Observe que entre quaisquer dois fatores do produto de matrizes sempre podemos

introduzir o produto C~1C = Id. Assim, por exemplo
(6n)¢ = ConC~ = CsCCnC~t = 69,°.

Agindo dessa forma em cada monoémios f* obtemos

k
F6,m.09 = (f1(6,1,Q)) = f(CsCH,CnC =", C¢C™.

=1

Usando o Lema 77 é possivel provar que este resultado continua valido na algebra
de Lie livre. O

Definigcao 3.1.7. Seja A uma dlgebra de Lie sobre um corpo K. Uma derivag¢ao D :

A — A € uma funcao linear tal que a regra de Leibniz € satisfeita, isto €,
D([a,b]) = [D(a),b] + [a, D(b)],Va,b € A.

A seguir damos duas definicbes que serao usadas no proximo resultado.

Definicao 3.1.8. Seja a € A. Chamamos operador adjunto de c a fun¢ao ad, : A — A
definida por ad.(b) = [c,b],Ve, b € A.

A fungao ad, é uma derivagdo. Se V' & um espaco vetorial entdo (V,ad.) é uma

representagao.

Defini¢ao 3.1.9. Seja gl(A) o conjunto de todos endomorfismo de A. Definimos o ho-
momorfismo adjunto de A como ad : A — gl(A) dado por ad(a) = ad,,Va € A.

Para a demonstracao do proximo resultado consideremos as seguintes notacoes:
go(21,22) = 21+ 22,21, %2 € 7,

Z; = ad(z),

d(Zla 2’2) = ZZZZ = L1 Lylly — Lol Loy — Ly Loy Ziy + Lo Zin Z0 2,
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em outras palavras a barra e o til sobre as variaveis significa que uma alternancia é

efetuada sobre elas. Defina indutivamente para todo [ > 1

9i(21, 22) = go(21, 22) - [d(21, 22)]l-

Recordamos que a - b = [a,b] e que a-b" = [a, D, ..., b].
——

r—vezes

Observacao 2. Valem as sequintes igualdades:

1. h-e-é-f - f=—
),  ser=2s+1;
2. h-(e+ f)
ser =2s.
; 2e+ f), ser=2s+1;

—2th, ser = 2s.

4ogile+ £ ) =gole+ f.f)-ldle+ f, )l =h-[dle, f)]' = (=8)h.

Vamos ao principal resultado desta secao, no qual descreveremos a estrutura
de S x S,,_p-mddulo de Pkm_k(slgz). Descreveremos a multiplicidade de cada modulo
irredutivel, mostrando que tal multiplicidade s6 podera ser zero ou um, sendo um apenas

quando respeitar determinadas condicoes.

Teorema 3.1.10. Para cada n > 1,k > 0, Pk’n,k(sl?) decompoe-se na soma de Sj X
Sn—r-mddulos irredutiveis correspondente as particoes Ak e ubn—k onde A = (k), p =
(g +r,q) tais que my, < 1. Além disso, my, = 1 se, e somente se, k,r,q satisfazem as

sequintes condigoes:
1. k#n;
2. r#mn;
3. r=1(mod 2) ouk+q=1 (mod 2).

Demonstragdao. Sejam T, T, tabelas correspondentes as particoes A = (k), p = (¢ +
r,q) € h(yi, ..., Yk, 21, -y Zn—x) um polinémio multilinear gerador do modulo irredutivel
correspondente a T\ ® T),. Identificando o conjunto de varidveis de h que aparece em
cada uma das linhas das tabelas obtemos um polindémio equivalente a h, denotado por
f(y, 21, 22), em trés variaveis em que y € Y e 21,20 € Z.

Considere a algebra das matrizes 2 x 2, My(F), sobre o fecho algébrico F do

corpo das funcoes racionais nas variaveis comutativas 6;;, 15, Gij, 4, = 1,2. O polindémio
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f(y, z1,22) = 0 é uma identidade em sly se, e somente se, f(d,n,() = 0 para quaisquer

matrizes genéricas

5= o1 0 n= 0 72 ¢ = 0 G2
0 —6u)’ 1 0 )’ Cr 0 )

Denotando por A° = CAC~! onde C = cj1e11 + C22€29, €11, Coo € F temos:

o cit 0N(1 0\fen O _ et 0 \fen O (10
0 cp)\0 —1)10 e 0 —cpu)\0 cpn) (0 —1
nC: 01_11 0 0 M2 C11 0 _ 0 01_117712 C11 0 _ 0 2—?7712
0 cp)\na O 0 cn o 21 0 0 ¢ 21 0
(o= (0111 0 ) ( 0 Clz) (011 0 ):( 0 0111C12) (011 0 ):( 0 zf—an)
0 ¢)\C1 O 0 c2 Cs (ot 0 ca Ca

Tomando c¢q1, e tais que &L = , /™2 ¢ definindo o« = Iy = 22p, v =
’ c22 n21 ’ c11 ?

%Clg + %Cﬂ ey = %Cw — %Czl segue que «, 3,71,7 sao algebricamente
independentes. Temos

09 =ah, 1°9=p+f) el =mlet+f)+r(e-f).

Para quaisquer dois pares de tabelas T3, 7T}, e T, Tu correspondentes ao mesmo par
de particoes (A, 1), fr, 1, (y, 21, 22) e fT}’TL(y, 21, 22) sao linearmente dependentes modulo

o ideal das identidades Z,-graduadas de sly. De fato,

(GTA,foTA,TM (67 n, C) - GTA,TMffoM (57 n, C))C =
e, 7, 1.1, (0,19, CF) = ery [ 7, (69,119, C9) =
Ef,\,fufT,\,Tu (aha 5(6 + .f)a ’7(6 - f)) - ET,\,TuffA,fu (aha 5(6 + .f)v ’7(6 - f)) =

eTA7T#eTA7TMak6q+r7qhal(e+f)az(e_f)crs _GTA,T#ETA’fuakﬁquT,YQhUl(e—i—f)Uz(e— £)oe =0.

em que 01 = k(mod 2), 09 = ¢+ r(mod 2) e o3 = g(mod 2), 01, 09,03 € {0,1}. Portanto
EfA,fufTAaTu((s’n’ () — GT)\,Tuf’f)\,'fM<57n7<> = 0, para quaisquer matrizes genéricas 9,1, (.
Logo Py i(s15?) decompde-se na soma nio isomorfa de Sy x S,_z-modulos irredutiveis,
dai my, < 1L

Pela anticomutatividade, os polinomios correspondentes a T\ ® ) ou 0 ® T), com
A = (n) ou u = (n), respectivamente, sao nulos em qualquer algebra de Lie. Consequen-

temente, my, = 0se k =n our =n.
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Sejam k,q = 1(mod 2) e r = 0(mod 2). Considere o polinémio fr, 7, (y, 21, 22)
correspondente ao par de parti¢des A = (k), u = (¢ +1,q) com 2g +r + k = n. Os graus
relativos a ¥y, 21, € 25 sao respectivamente k,q 4 r,q. Pelo Lema 77 e pelo Coroléario 77

obtemos

F(6,7,Q)¢ = Cf(6,n,Q)C™" = flah, Ble+ f), (e~ f)) =
BTy If(he+ foe— f) = ea" BTy h(e + f)(e — f) = eld

para quaisquer matrizes genéricas. Observe que f ¢ um polindmio multihomogéneo e
portanto f(0,0,0) = 0. Logo, temos que € = 0. Pelo Lema ??, m, , =0

Analogamente chegamos & mesma conclusao para k, ¢,r = 0(mod 2).

Agora vamos encontrar um polinémio nao nulo gerador do médulo irredutivel
correspondente ao par de partigoes (A, ) quando k # n, r # n e r = 1(mod 2) ou
k + g = 1(mod 2). Para isso, basta encontrar um polinomio f(y, z1, z2) multihomogéneo
cujo grau em y é k, em z; é ¢+ 1r e em 2y é ¢, alternado em ¢ pares distintos que nao
seja uma identidade Zs-graduada para sl,. Esses polindmios sao chamados vetores de
peso maximo'. A multilinearizagao completa de f(y, 21, 22) serd um gerador do modulo
irredutivel associado a (A, u).

Procedendo como no Lema 7?7 obtemos os seguintes vetores de peso méaximo:
1. k=0

(a) q=2l+1, r qualquer
Jogr(ys 21, 22) = gi(21, 22) - 21
(b)y ¢ =2l,r =25+ 1,1 #0,

foqr (Y, 21, 22) = qi—1(21, 22) - 2] - 21 - Za;
2. k>0, r=2s+1:
(a) q:21_17
fqu(y, 21, 22) = gi(21, 22) - 21 - yk;
(b) =21,
fqu(y, z1,%2) = ¥y - [d(2, 22)]l 2 YT
3. r=2s:
(a) q=21+1, k par,
Jear (Y, 21, 22) = y - [d(21, )2y s 2
(b) q=21, k impar,
k

Jrar (Y, 21, 22) = gi121, )2yt s 2T

! Mais sobre vetores de peso maximo pode ser encontrada em 7]
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(¢) q=0, k impar,

fror(y,21) =y -z -yt Z{_l-

Para mostrar que esses polindbmios nao sao identidades basta encontrarmos ele-
mentos de sly para os quais eles nao se anulam. Para isso basta usar a Observacao 77 que
pode ser facilmente demonstrada usando (?7?):

Nos polindémios acima, substituindo y = h,z; = e+ f e 2o = f e utilizando as

igualdades da Observacao 7?7 obtemos:
1. k=0

(a) q=2141 e r=2s fog(h,e+ f,f) =ale+ [, f) - (e+ f)" = (=8)'h-(e+ f)" =
(=8)"4%h;

(b) para q=21+1 e r=2s+1
quT‘(h7 €+f7 f) = gl(€+f7 f)(e_‘_f)r = (_8)lh(€+f)T — (_8)1482<6_f) 7£ O:
(c) q=21, r=2s+1

foar(hoe+ [, f)=giale+ f.f)-(e+ f) - (e+ f)- =
gale+ ff)-(e+ ) -(e+ )f —gale+f.f)-(e+ f)-fle+f)=
(=8)"4%2((e—f) - (e+ [)f —(e=[f)-f-(e+[)#0;

2. k>0, r=2s+1

(a) q=21+1, k par

fegr(hoe+ [ f)=ale+ f.f)-(e+ ) -hF =h-[dle+ f, /)] (e+ f) -h" =
(—8)'4°2(e — f) - h* = (—8)'4°2(=2)* (e — f) #£ 0

(b) q=21+1, k impar

frar(Bye+ £ f)=agile+ £, f)-(e+ ) B =h-[dle+ f, )] (e+ f)"-hF =
(—8)'4°2(=2) (e + f) # 0;

(¢) q=21, k par

frar(hoe + £, f) = h-[de + f, /)] - (e + )" - B = (=8)'4°2(e — f) - * ' =
(=8)'4°2(=2)" e+ f) #0

OO
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(d) q=21, k impar

fegr(hye+ f, f) =h-[d(e+ f, Alile + )T - mE = (=8)4%2(e — f) - hF! =
(=8)'4°2(=2)" (e — f) #0;

3. r=2s

(a) gq=21+1, k par,

fogr(hoetf, f) = held(e+f, )] (ef)-D" - F(e+ /)" = (8)'h-(eF f)-hF " f-(e+ f)"

= (-8)(~2)2"h - (e + ) (~8) (~2)24°h £ 0;

(b) q=21, k impar,

Srar(hoe+ [, ) = gia (et £, f)- (e f)-hE f-(e+ )" = (—=8)" " (e-+f)-h" f-(e+f)

(=8)' 1 (-2)2 - (e + /) = (=8)\ 1 (<2)25 14k £ O

(¢) q=0, k impar
froor(he+fof)=h-(e+ f) - (et frt=2(e—f) - W1 (e+ )
— —2k459h = 2k-14%), £ 0,

[]

Nas proximas segoes agiremos de forma analoga para descrever a estrutura dos
cocaracteres graduados do espaco dos polindmios multilineares nas demais graduacoes nao
triviais de sly,. Lembramos que os resultados demonstrados antes do teorema principal

continuam validos nas proximas segoes.

3.2 Cocaracteres Zs X Zo-graduados de sis

Nesta secao descreveremos os cocaracteres graduados de sly na Zs X Zo-graduacao
utilizando as representacoes de produtos cartesianos de grupos simétricos. Para isso,
procederemos de forma analoga & secao anterior.

Sejam X = XpoUX;0UXpUX7; um conjunto enumeravel infinito particionado em

quatro conjuntos disjuntos infinitos, T7,xz, (sl2) o ideal das identidades Zs x Zo-graduadas
L(X)

o @ 4lgebra relativamente livre na variedade var?2*%2(sly) gerada
2 X £ (sl

da &lgebra slis, i3
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por sl munida da Zy x Zy-graduacio. Como Supp(slz>**) = {(1,0),(0,1),(1,1)}, va-

mos apenas trabalhar com as variaveis destas componentes. Considere Pp7q7r(sl§2xz2) =

s L(X)
7o, ol dependendo de

Pp7Q7T mTZQXZZ(SZQ)
n variaveis Ti,...,Tp, Y1, .., Yq, 21, --2r COM T; € Xq0,Y; € Xo1,2 € Xppep+q+r =

o espaco dos polinémios multilineares em

n,p,q,7 2 0.
Defina em P, ,, a acao do grupo S, x .S, x .S, tal que S, age nas variaveis z1, ..., T,

Sy age nas variaveis y1, ..., y, e S, age nas varidveis 2, ..., 2, da seguinte forma:

(71, T2, T3) F (@15 ooy Ty Y15 ooes Yps 215 o0y Z0) = [ (B (1) ooy Tri () Yra (1) -5 Yra(p) s Zra(1) s -+o» Zra(r))

com T €5y, T2 €S5S,eT13ES,.

Como a maioria dos resultados ja foi provado na secao anterior, aqui provaremos
apenas o resultado principal, no qual mostraremos que a multiplicidade dos moédulos
irredutiveis ¢ < 1 e descrevemos as condicoes em que as multiplicidades desses modulos

sao diferentes de zero. Antes fazemos uma observacao.
Observacao 3. : As sequintes igualdades sao verdadeiras:

25F1p seq=2s+1,

L(e=f)-(e+f)'=
25t (e — f), seq=2s,

2mH12(e + f,  ser =2m+1,

—25t1h, ser = 2m,

2. h-(e—f) =

em que a-b" = la,b,--- b

r—UVEeZES

Vamos ao principal teorema desta sec¢ao.

Teorema 3.2.1. Para cada p,q,7 > 0,n=p+qg+r>1, Pq7r7t(sl§2xz2) decompoe-se em
Sp X Sy x Sp-modulos irredutiveis correspondente a trés partigoes A\ = p, = q,v =1 com
My < 1. Além disso, my ., = 1 se, e somente se, p, q e r satisfazem as sequintes

condicoes:

L.p#n, r#n, t#n;
2. p—q=1(mod 2) ou g —r = 1(mod 2).
Em outros casos, my ., = 0.

Demonstracao. A dimensao de cada uma das componentes nao nulas da graduacao ¢ igual

a 1, por isso ¢é suficiente analisar polinomios nas trés varidveis z,y, 2z onde x € X9,y €
X01 €z c X11~
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Considere trés tabelas Ty, 7}, T, correspondentes as particoes (p), (¢), (r) e o po-
linémio multilinear h,,, que gera o moédulo irredutivel correspondente a estas trés par-
ticoes. Identificando as varidveis da mesma linha como na demostracao do Lema 77
obtemos um polinémio g, ,,(x,y, z) de grau homogéneo p em z, grau ¢ em y e grau r em
z.

O polinémio g, (7, y, 2) € uma identidade em sl; se, e somente se, g, ,,(9,7,() =

0, para quaisquer matrizes genéricas da forma:

(a0 (0 B (0 v
=) G (G

com coeficientes algebricamente independentes.

Pelo Corolario ?? obtemos

91, 1,1,(0,1,C) = gry 1,1, (@b, Ble + ), (e = f)) = er, 1, 1,07 899" h7 (e + [)7 (e — [)™.

(3.2)
em que o1,09,03 € {0,1} e 07 = p(mod 2), o2 = g(mod 2) e o3 = r(mod 2). Para duas
triplas de tabelas (7),7,,7,) e (T,\,TM,TV) correspondentes a tripla de partigdes A, u, v
em que A Fp,ut q,vFErtemos que

er, 7,7, (91 1.1.) — en 1 (97, 7, 7,) = 9(2, Y, 2)

¢ identidade em sl. Portanto, gr, 1,1, € 97, 7, 7, sa0 linearmente dependentes modulo
as identidades de sly. Logo my ., < 1.

Provemos que se uma das condi¢oes na formulacao do teorema nao é satisfeita
entao my,, = 0.

Os casos p = n,q = n, our = n decorre de que as partigoes de (n) no caso da
algebra de Lie corresponde ao modulo nulo.

Considere agora p, ¢, r tais que p — ¢ = 0 (mod 2) e ¢ — r = 0 (mod 2), ou seja,
p, ¢, com a mesma paridade. Tome o polinémio g, ,,(x,y, ), correspondente as particoes

T). uponna T pares. ntao pelo orolario 7? temos:
(p), (@), (r). Suponha p,q,r p Entdo pelo Corolario ?7?

gp,q,r(h>6+ fre—f)= €h0(6+ f)o(e — f)o =eld

Consequentemente ¢ = 0 e a multiplicidade do modulo correspondente é igual a zero. Da
mesma forma se p, ¢, r sao impares encontramos novamente a multiplicidade igual a zero.

Agora vamos encontrar um polinémio nao nulo gerador do médulo irredutivel
correspondente para cada trio de partigoes (A, i, v) que satisfazem as condigoes do enun-

ciado.

1. p=0:



(a) Se ¢ for impar, como ¢ # n temos r > 0. Neste caso, defina

Gogr(T,y,2) = 2 -yl 2" 7Y

(b) ¢ par, ¢ > 0, consequentemente r # 0. Tome,
Goqr =Y+ 2" yq—l'

2. p> 0 par:
(a) ¢ impar e r qualquer

gp,q,r(xu y,z) =x-y?- P L. Y

(b) Se ¢ par e r impar

-1, ,4.
Y

Opagr(T,y,2) =2 - 2" 2P
3. p impar:
(a) Se ¢ =0 como p # n entao r > 0. Considere

gp#]ﬂ"(‘r7 y’ Z) =z Ip : ZT_l;
(b) r > 0 par, r qualquer

gpvq,r(ffa?/, z)=y-aP-y?- xp—l;

(c) r impar e t par

gp7q’r(l"y7 Z) =T ZT . yq . ‘/an—l'
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Para provar que estes polindmios nao sao identidades vamos substituir as varia-

veis x,y, z pelos elementos da base h,e + f,e — f, respectivamente. Pela Observacao 77

obtemos que se p = 0, q=2s+1, r>0,

gp,q,r(hae‘i‘fae_f):(6_f)'(€+f)q'(€_f)r_1:

452h(e — f) 1 =

Considerando p=0, q=2s, r=2m+1, obtemos:

(=2)m2-(e+ f), ser=2m+ 1;
(—2)"™2h, se r =2m.

Ipar(hyetfre=f) = (et f)-(e=f) (et [) " = —4"(e=f)-(e+ )T =4" (e~ f) #0.
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Suponha agora p = 21 # 0, q=2s+1, nesse caso, temos:

Gpar(hye+ fre— f)=h(e+ )R e+ f) =
4mTs9(e — f), se r =2m + 1;

le—f)-m (et f) =
452P=19h = 452Ph, se r = 2m

Por tltimo, temos o caso p = 2l # 0, q=2s, r=2m-+1. Segue que
Gnar (bt fro—F) = he(e= F) -7 (e f)0 = £2(e 4 f)- B (e 4 )1 = 2275 h

Assim, em todos os casos obtemos g, 4, (h, e+ f,e— f) # 0 e portanto g, (2, y, 2)

nao é identidade para L e o resultado esta provado. O

3.3 Cocaracteres Z-graduados de sl

...}, i € Z, uma familia infinita e enumerédvel de con-

Seja X; = {z}, 2%, ...,z

juntos infinitos enumeréveis disjuntos, seja X = J
L(X)

Tz(3l2)7

var®(sly). Como Supp(slf) = {—1,0,1}, vamos trabalhar apenas com variaveis des-

ez Xi € a algebra relativamente li-

vre

onde Ty(sly) é o Ty-ideal das identidades Z-graduadas de sly, na variedade

sas componentes homogéneas. Para todo p,q,7 > 0,n = p+ g+ r > 1, denote por

P

slZ) = P4" o espaco dos polinémios multilineares na élgebra
pvQﬂ“( 2) Pp7q,7- m TZ(SZQ) p g p g

variaveis 1, ..., 1, € X_1,Y1, ..., Yq € Xo, 21, .-, 2r € X1.

O grupo S, x S, X S, define naturalmente uma agao no espago B,,.(sl5) da

seguinte forma:

(7—17 T2, 7—3)g(xlv cey Tpy Y1y oy Ygy 215 400y zr) = g<x71(1)7 cey Ty (p)s Yo (1) 5 -+ s Y1a(q) » Fr3(1)5 -+ ZT3(T'))

com 7y € 5,, T2 € 54,73 €5,
Para encontrar a decomposi¢io do médulo P,,,(slF) em modulos irredutiveis

precisamos do seguinte resultado:

Lema 3.3.1. Seja g(x1, 22, x3) € L(X) um polinémio de grau homogéneo d; em x;. Entdo:

(
0, se |dy —ds| > 1;
€1€, se dl — d3 = 1,
g(h,e, f) =
€2 f, se d3—dy =1
| €3€11 + €402, se  dy = ds;

em que e;; € a matriz com 1 na entrada (i, j) e zero nas demais.
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Demonstracao. Pelo Lema 77 é suficiente mostrar o caso associativo. Seja f(z1, xq,x3) €
K (X)) um polindbmio de mesmo multigrau de g. Escrevemos nosso polinémio em soma de

mondmios e obtemos
k

g1, 2, 73) = Z fi(z1, 2, 23).

i=1
Como he = —eh, hf = — fh podemos agrupar todos h's na frente. Substituindo
x1,To, X3 por e, h, f, respectivamente, em cada f; obtemos:
fi(e, h, f) = Q4 h..h W;

<~
da

onde o; € K e w; ¢ um monodmio contendo somente €'s e f's. Como h? = Id entdo h® é
igual a Id ou a h dependendo da paridade de dy. Note que (Id)e = he e (Id)f = —hf = f.

Disso, h®w; = +w;. Portanto,

k k
fleh, f) = Zfz e, h, f) = Z@ithWi = Zﬂzwz
i=1 i=1

com f3; = a;h%.

Considere todos os casos mencionados na formulagao do lema. Se |d; — d3|>1,
entao w; atende a uma das duas identidades consecutivas e = 0 ou f? = 0 o que implica
em f;(e, h, f) =0, para qualquer i € {1, ..., k}. Portanto, f(e, h, f) = 0.

Considere o seguinte caso. Se d; — d3 = 1, entdo o numero de €’s é maior que o

namero de f’s. D4 pra notar que f;(e, h, f) # 0 se, somente se, w; tem a seguinte forma:

w; =ef...efe.

Em qualquer outro caso, fi(e,h,f) = 0, ja que em w; aparecerd pelo menos dois €’s

consecutivos. Obviamente que
w; = ef...efe =eqq...e11e = e.

Denotemos por I o conjunto de indices. Para os quais f;(e, h, f) # 0, obtemos

(e;h f) =D filesh fy =) B = Pief.efe= Bie=cie,

iel icl icl i€l

em que €; ¢ a soma dos f(/s.
Suponha agora que d3 — d; = 1. De forma anéloga ao caso anterior obtemos que

file,hy f) # 0 quando w; tem a seguinte forma:

= fe...fef.
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Caso contrario aparece pelo menos dois f consecutivas em w; e entdo fi(e, h, f) = 0.
Ja que

= fe..fef = exn...ennf = f,

temos

k
flesh )= file,h, )= Bw; =Y Bife..fef => Bif =esf.
el el el el
Seja d; = ds. Das identidades e* = 0 e f? = 0 obtemos que fi(e, h, f) # 0 se, e somente

se, w; tem uma das seguintes formas:

w; =ef...ef ouw; = fe...fe.

Denotemos por I; o conjunto desses indices para os quais w; assume a 1* forma acima e

por I o conjunto de de indices para os quais w; assume a 2*forma. Assim:

k
f<e,h,f>=z fileh, f) = Zﬂzwz—z&ef ef)+ ) Bife..fe=
i€l i€ls
= Z Biei1...e11) + Z Bieaa...e22 = Z e + Z Bieaa = €3€11 + €4€22.
i€l i€lq i€l i€ls

Vamos ao resultado principal.

Teorema 3.3.2. Para cada p,q,v > O,n=p+q+r>1, P,,.(sl%) decompie-se na
soma de S, x Sy x S,.-mddulos irredutiveis correspondente as particoes \&Fp,putq,vir
tais que my,, < 1. Além disso, my,, = 1 se, e somente se, satisfazem as seguintes

condicoes:

Lp#n,q#nr#n;
2. p—r| <1

Demonstracao. Como a dimensao de cada componente é igual a 1 é suficiente considerar
apenas os polinomios de trés variaveis x,y,z onde x € X_1,y € Xo,2 € X;. Sejam
T\,T,,T, trés tabelas correspondente as trés particoes (p), (q), (), e fr, 1,1, (7,y, 2) um
polinémio correspondente ao moédulo irredutivel associado a T\ ® T, ® T,.

O polinémio g(z,y,z) é uma identidade em sly se e somente se f(d,n,() = 0,

para quaisquer matrizes d,7, , da seguinte forma:

(0 =5) <€
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com coeficientes algebricamente independentes.

Pelo lema anterior temos:
gTA,Tu,Ty (57 , C) = gT)\7Tu,Ty (a€7 ﬁh7 fo) = apﬁqur€T>\,T#,Tyw7 (33)

0, se |p—r|>1,

€e, se p—r=1,
em que w = <

ef, se r—p=1,

esh, se p=h.
\

Para qualquer duas tripla de tabelas (T),7),,7,) e (T, T#, T,) correspondente as

mesmas trés particoes (A.u, V) temos que

e, 7, 7, S0 1 (T, Y, 2) = eny o, f7 7, 7, (2,9, 2) = [y, 2)

¢ uma identidade em sl,. Consequentemente my ,, < 1.

Vamos provar que my ,, = 0, se pelo menos uma das condi¢oes do teorema nao
é satisfeita. Se p = n segue facilmente da lei anticomutativa e do fato que a dimensao da
componente L_; é igual a 1. Os casos ¢ = n e r = n sao semelhantes. Se [p —r| > 1,
consideramos o polinémio g, ,,(x,y, z) correspondente as partigdes (p), (¢), (r). De (?7?)
segue que g, ,-(z,y, z) = 0. Consequentemente a multiplicidade ¢é igual a zero.

Agora vamos encontrar um polinémio nao nulo gerador do médulo irredutivel
correspondente a tripla de parti¢oes (A, p,v) quando p # n,q # n,r #ne |p—r| < 1.
Para isso, basta encontrar um polindmio f(z,y, z) multihomogéneo cujo grau em x é p,

emy ¢ geem z¢ér, que nao seja uma identidade Z-graduada para sis.

1. p—r=1. Temos

gp,q,r(%% Z) =x- (xz)’” -yl

2. p_T’ZO Comoq%OParap:q%07 tome
gp,qn“(ma Y, Z) =x- (acz)p*1 -yl

3. r—p=1. Temos

gp,qﬂ“(',ljvya Z) =z (xz)p -y
Substituindo os elementos da base e, h, f encontramos que se p —r =1,
g}%q,r(e, h, f) =e€- (ef>1" Chl = —9Te . 4 = 9794 — T, £0;

sep—71 =0
gp,q,v-(e, h, f) =e- (ef)P . he. f — 2P+q6 . f — 2p+qh 7& 0;
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eser—p=1

Gpar(€ b, f) = f - (ef)P - = —20f AT =2020f = 2PT9f 0.

Em todos os casos temos que g, .. (e, h, f) # 0, e portanto g, ,,(z,y, 2) ndo ¢ uma iden-
tidade na algebra relativamente livre da variedade varZ(sly). Desta forma provamos o
resultado. O]

Assim, descrevemos os cocaracteres graduados para a algebra sl,. Esta descricao,
no entanto, nao esgota as perguntas sobre os ideais das identidades graduadas desta
algebra. Resta-nos ainda responder um dos principais problemas quando se trata de
descrever as identidades graduadas de uma algebra que é a determinacao de uma base

para ideal de suas identidades graduadas. E isso que faremos no proximo capitulo.



Capitulo 4

Identidades Graduadas de sio

No capitulo anterior descrevemos os cocaracteres graduados de sly para os grupos
o, Ty X 7y € Z.. O objetivo deste capitulo é apresentar uma base finita para as identi-
dades graduadas de sl também considerando os grupos acima, uma vez que a menos
de isomorfismo graduado todas as graduacoes se resumem a estas. Os resultados aqui
apresentado baseiam-se no artigo |?].

Neste capitulo voltaremos a usar os colchetes para denotar o produto de Lie.
Lembramos que K é um corpo de caracteristica zero e que, salvo mencao contraria, o col-
chete serd normado & esquerda. Ressaltamos ainda que, embora adotemos a caracteristica
do corpo como zero a maioria dos resultados deste capitulo é valida no caso em que K é
infinito e char K # 2.

4.1 Identidades Zs-graduadas de sl

Assim como no capitulo anterior, considere X = Y U Z conjunto enumeravel
infinito particionado em dois conjuntos disjuntos enumeréveis e infinitos. Denominaremos
pares as variaveis pertencentes a Y e impares as variaveis pertencentes a 7.

E possivel mostrar que o polinémio

Fyr,y2) = [y1, 2] (4.1)

é uma identidade graduada de sls, ja que f(ah, Bh) = af[h,h] = 0,Va,p € K.

Sejam [ = Ty,(sly) o ideal das identidades Zjy-graduadas de sly e J o ideal das
identidades graduadas de sl gerado pelo polinomio (?7).

Seja M € @ um polindmio homogéneo na Zy-graduacao e denote por d(M) o
grau homogeéneo de M na Zs—graduacdo. Dizemos que d(M) = 1 se a paridade do grau
de cada monomio de M nas varidveis Z ¢ impar e que d(M) = 0, caso contrario. Para
ficar claro, vamos a alguns exemplos.

Exemplo 4.1.1. Sejam M, = [?J:Z,Z]aM2 = [?Ja 21722]7M3 = [ya Z]? My = [%217227752]-
51
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Entao d(My) = d(Ms) = 0 pois o grau total desses mondmios nas varidveis impares € 2.
Ja d(Ms) = d(My) = 1 pois o grau total desses mondmios nas varidveis da componente

Z sGo congruentes a 1(mod 2).

Definigao 4.1.2. Seja f(z4,,...,x:,) € @ A n-upla S = (ma,...,my) tal que m; €
{h,e, f} € o grau de m;, para todo i € {1,..,n}, € igual ao grau de x;, é chamada uma
substituicao elementar para f e fg € sly denota o resultado da substitui¢ao de (x;,, ..., z;,)

por (mq, ...,my,).

Seja M € L(X) um monoémio multilinear tal que M ¢ I. A menos do sinal,

assumimos que a primeira variavel de M seja impar. Entao M é da forma:

M = [Zla Y1y -y Yay 22, 23, ya+17 vy Yby R4y 5y oo vy 22k 22k+17 Yeyoony Z/d] (42)

onde o chapéu sobre a variavel significa que ela pode ou nao aparecer, e a variavel zo5 1
aparecerd ou nao dependendo de d(M) ser 0 ou 1. Observe que se a primeira variavel
de M for par entdao a segunda serd impar e poderemos usar a anticomutatividade para
reorganizar M.

Denotemos por v; o conjunto {zj_1,22;},1 < j < k, e por n; o namero de
varidveis pares que aparecem entre zp;_j e z2;. Se o grau de d(M) = 1, entdo zop 1
aparece e ngy indica o niimero de variaveis pares que aparecem a direita de zox11. Seja
M um mondmio de mesmo multigrau de M denote por § e 3 as varidveis de M e defina
v; e n; analogamente.

Observe agora o seguinte: como [21, 20] € Y, e [y1, 21] = —[21,y1] € Z, se tivermos
o produto de uma quantidade par de variaveis da componente 7, intercalados ou nao por
variaveis da componente Y, o resultado pertencerd a Y. Assim, se d(M) = 0, a tltima
varidvel de M nao pode ser de grau zero pois nesse caso M € J.

Temos o seguinte resultado:

Lema 4.1.3. Se M é como em (?7) e S é uma substituicio elementar para M, entdo

Mg # 0 se, e somente se, (v;)s = {e, [}, nao necessariamente nesta ordem.

Demonstra¢ao. Suponha M = [z1, 1, ..., Yu, 22]. Temos que

~ A~

Mg = [mq, h,...,h,mg] = £2%mq,my| = £2°h # 0
se, e somente se, m; # my, com my,ms € {e, f}. O resultado segue por indugao. a
Lema 4.1.4. Os sequintes polindomios sao identidades graduadas em J
1. [21,y, 22] = [22,9, 21;

2. [?/1727?/2] - [y%zayl];
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3. (21, Y1, Y2, Yss 22] — (21, Y2, Y1, U3, 22];
[2’1792,%,93,22] - [217y17y3ay2722];
[Zhyl,ys,ymzﬂ - [21,y27y37y1722]§

4. 120, Y1, oo Uns 22) — (1) Hzo, Y1, ooy Uny 21], V0 € N;
9. |21, 22, 23,1, yo] — |21, 1, Y2, 22, 23]
6. [T1, ey Tay Yy Yoy s Td) — [T1y ooy Tay Yoo Yoy ooy Tall;
7 [y 2 Y20 0 Ul = [, 21, y2, o i) Y o Y] VE 2 2
8. y1, 21, 22, 23, 2] — [y1, 23, 24, 21, 22];
9. (21, 22, 23, 41, 2] — [23, 24, 21, Y1, 22];
10. [y1, 21, 22, 23, Y2] — [Y2, 21, 22, 23, Y1 3
11. (21,41, 22, 23, Y2] — [21, Y2, 22, 23, Y1 ]
Demonstracao. Para mostrar esses resultados usaremos essencialmente a identidade de
Jacobi e o principio de indugao.

1. [2171% 22] = _[9722721] - [z2a217y] - [227y721]

Usando novamente a identidade de Jacobi podemos obter ainda que

[ya 292, Zl] = [yv 21, 22]-

2. [?/1727?;2] = _[Zay27yl] - [3/273/172] = [927272/1]-

3. Vamos mostrar apenas a ultima igualdade, as outras sao facilmente obtidas pela
identidade de Jacobi. Temos que:
(20, Y1, Y2, U35 22] = — (Y1, Y2, 21, U3, 22] — [Y2, 21, Y1, Y3, 22) = [21, Y2, Y1, U3, 22)
= —[y1. ys, [21, 92l 22] — [ys, [21, Y2, Y1, 22] = [21, y2, Y3, Y1, 22).

4. A igualdade é valida para n=2 por (1).
Agora suponha que a afirmacao é valida para n e vamos mostrar que ela é valida
para n + 1. Temos que:
[217 Y1y -5 Yn, 22, yn-i-l] =0
_[’Z27 Yn+1, [217 Yty -y yn]] - [yﬂJrlJ [217 Y1y ey yn]7 ’ZQ] =0

[Zlayla vy Yny Yn1, 22] = [Zla Y1y -3 Yn, [227 yn-i-lH-

De onde, aplicando a hipotese de inducao obtemos,

[217 Y15 -+ Yns Yn+1, ZQ] = (_1)n71[2,2’ Yn+1,Y1y -y Un, Zl]' (43)
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Associando como conveniente e aplicando 3 tantas vezes quantas forem necessarias

para reorganizar as variaveis pares do segundo membro de (?7?) obtemos o resultado.

5. Usando a identidade de Jacobi e o item 2 temos:

[[21, 22]; 23, Y1, y2] - = (Y1, 23, [21, 22), val — [y, Y1, 23, [21, 22]]
= —[21, 22, [y1, 23], 2]
= —[y2. [y1, 23], [21, 22]]
= [y1, 23, Y2, [21, 22]]
= —[23, 91, Y2, [21, 22]]
= [21, 22, [23, Y1, 92]]
= —[22, [23, 1, ¥2), 21] — [23, Y1, 42, 21, 22]

= [Zgjyb?b,zmzﬂ - [23791,92721722]-

Como por (4) [ZBay17y27 22] = —[2’27%79272’3] obtemos:
L [21a22,23>y1792] = —[22a917y2723721] - [237y17y2a217z2]
b [227237217?/1&2] = _[Z3ay17y27217’22] - [21>y1;y2722723]
g [23,21a22>y17?/2] = _[Z17y17y27227z3] - [227341792,23721]

Somando as trés identidades:

[2’1, 22, 23»yl7y2] + [22723,21,y1,y2] + [23, 217227y17y2] =

—2£[21,y1,y2,227 z3] + [22, Y1, Y2, 23, 21) + [23, Y1, Y2, 21, 22]2 (4.4)
5

Observe que o primeiro membro é a identidade de Jacobi, entao:

—25=0=5=0

Considere agora a identidade:

(21, 22, 23, Y1, Y2) — [21, Y1, Y2, 22, 23] = —([21, Y1, Y2, 22, 23]+

(29, Y1, Yo, 23, 21 + [23, Y1, Y2, 21, 22]) = =5 =0
6. Segue imediatamente da identidade de Jacobi.

[.1'1, cs Lay Yby Ye, "'axd] = _[ybvycv [:Ch "'axa]a ...,l’d]
—[Yes [T, ooy Taly Yoy ooy Ta] =

= [mb wy Lay Yes Yo, "'7xd]'
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7. Primeiro vamos mostrar que a igualdade é valida para t=2

[91721,927243»---,%]: _[Z17y2ayl>y37-"7yn]
_[y27y1a217y37"'7yn]
= [yla [2173/2]7937 7yn]

Agora vamos usar inducao para mostrar que a afirmacao é valida para qualquer ¢.

Suponha que a igualdade é valida para t. Temos que:

[yla 215 Y25 oy Yi—15 Yt Y415 -+ yn] = [yla [Zlv Y2, "'7yt—1]7 Yty Yt+1, 7yn]
_[Zlay27 vy Yt—15 Yt Y1, Y41, 7yn]_ [ytayh [Zl7y2> "'7yt71]7yt+17 7yn] =
[yl; [’Zlay27 "'7yt717yt]7yt+17 7yn]

E a igualdade ¢ valida para todo t > 2.
8. Observe que por (1) deste lema [y, 21, 22] = [y, 22, 21], entao:
[y7 21, %2, 23, 24] = [[3/7 21, 22]7 24,5 23] = _[Z27 24,5 [Z/; Zl]v 23] - [247 [317 21]7 22, 23]
= L% 21, [227 24]7 23] + [ya 21y 245 22, 23]

= —[22, 24, 23, [y, 21]] - [237 [97 21]7 [Z2= 24]]

+y, 21, 24, 22, 23]

= [yv 21, [Z27 24, 23]] + [yv 21, R4,y 22, ZS] - _[217 Y, [Z27 24, Z3H + [y» 21, R4, 22, 23]
= _[Z27 24, %3,Y, Zl] + [y> 215 R4, 22, 23] - [y7 R4, 21, 23, ZZ] - [Z2a 24, 23,Y, zl]-
Portanto,

[y, 21, 22, 23, 24] = [y, 24, 21, 23, 22] — [22, 24, 23, ¥, 21] =
— [[215 23] [y, 24l 22] — [23, [y, 24, 21, 20] — [22, 24, 23,9, 21] =
[y, 24, [21, 23], 22] + [y, 24, 23, 21, 22] — [20, 24, 23, Y, 21] =
— [ea,y, [21, 23], 2] + [y, 24, 23, 21, 22) — [22, 24, 23,9, 21] =

[Zlv 23, Z4ay722] + [.%2’47 23, 21722] - [227 24, 237.%21]-

Analogamente, temos:

[yv 22, 21723724] = [227237 24’%751] + [977547 Z3, 22)21] - [21, 24, 23,%22]-
Mas,

[y7 22,21, %3, Z4] - [yv 21, %2, 23, 24]-

Somando os dois membros, obtemos:
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2[y7Zl7Z27Z3aZ4} = [217237Z47y7 22]4‘[?% Z4a2372’1722]—[22,247237% Zl}+[227z3724ay7zl]+
[yv Z4a23722721]_[21734723;% 22] = [217Z37Z47y7z2]+[y7Z37Z47ZlaZZ]_[227Z4a237y721]+
[227Z3az4ayvzl]+[y7z3az47Z2721]_[217z4723vy7 ZQ} = [21723724797 32]_[2272473379721]+

[Z2> 23,24, Y, Zl] + 2[% 23y R4, 22, Zl] - [Zla 24423, Y, 22]-

Assim,

2<[y7 21y 22, Z:372’/4] - [ya 23y R4, 22, Zl]) = _[Z?n 21,24, Y, ZZ]
+ [24, 22, 23, Y, 21] — 23, 20, 24, Y, 21] + [24, 21, 23, Y, 22] =
[247237 Zluysz] - {237 245 %22,Y, Zl] + [247237 2271/721]

- [2372:47 217%22] = [Z27 [23724]7% Zl] + [Zla [23724]7%22] = 0.

9. Usando o item anterior e a identidade de Jacobi

[2172'27237?/1,24] = —[y1,21,22,23,24] = —[91,2’3724721,22]

= [21,y1723,z4,z2] = —[24,z1,y1,23,22] = [23,24,217%,22]-
Esta provado o resultado.

10. Como [[91, 21,2’2], 23:?/2] = —[23,927 [?Jl, 21, 22]] = [y2, Z3, [91, 21,2’2]]7 temos que

+[y2, 22, 23, Y1, 1]

Y1, 23, 21, 22, 2] Y2, 21, Y1, 22, 23]

[91,2’1722,23792] = [y2,2’3,?/1,21722]
[92, Z23,Y1, 21, 22]
= [y27z17227237y1]

[ ]

+ (Y2, 23, Y1, 21, 22)  H[Y2, 21, Y1, 22, 23] (Y2, 22, Y1, 23, 21).

Mas a tltima igualdade é zero devido a (?7).
11, (21,91, 22, 23, Y2) = —[y1, 21, 22, 23, Y2 = — (W2, 21, 22, 23, 1] = [21, Y2, 22, 23, Y1)
]

Lema 4.1.5. Suponha que M e M sdo dois mondmios de mesmo multigrau e do tipo
(2?). Se M +AM € I, X # 0, entdo:

1. eziste uma permutacio o € Sy tal que U = v; e se d(M) = d(M) = 1 entéo

Yok+1 = Yok+1-
2. n; —06(i,1) = n; — 6(a(i), 1) (mod 2) onde 6(i,1) é o delta de Kronecker.
Demonstracao. Vamos provar a primeira parte do lema por absurdo.

1. Suponha que nao exista tal permutacao. Entao existe jo tal que yj,—1 € U, e

Y2, € Up, @ 7 b e assim existe uma substituicao S tal que ya;,—1 € Y2, sa0 substituidos
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pelo mesmo elemento, suponhamos e e 0;, = {e, f}, i =1,....k. Pelo Lema 77,
Mg =0e Mg # 0, absurdo pois A # 0

2. Pelo item 4 de ?7

t_l[z% Yty -+ Yt Zl] S J

(*)[217 Yty - Yt 22] - (_1>
Fixe i € {1,...,k} e considere uma substitui¢io elementar S; tal que os z;; ;s sdo
substituidos por e e 0s zy;s sdo substituidos por f,Vj € {1,...,k}. A substituicio
elementar S, é obtida de S; por substituicdo das varidveis z9; 1 e 29; por f e e

respectivamente mantendo as demais como em S;. Pela Lema ?7 temos Mg, # 0.

Observe que se i # 1 obteremos que [z1, 41, ..., 22;_2] € um monodémio par. Por (x):
(20, Y15 oo Ynar s 22i2)5 22015 Yrg 1415 +os Yrimmg 1 225 -]
= —[22i-1, [21, Y15 s Unio1s 22i—2)s Ynimy 415 o> Yng—mi_ 1> 2205 -]
= (=)™ 294, [21, Y1y -os Yny_1s 22i—2]s Yns_1 41y s Yni—ms_y» 2215 -] -
Daf Mg, = (—1)" G Mg £ 0 e Mg, = (—1)5=5@@D Mg £ 0. Ja que M+ MM €
I a mudanca de sinal que ocorre de Mg, para Mg, é a mesma que ocorre de Msl
para Ms,. Segue que n; — (i, 1) = n; — 6(a(i), 1)(mod 2), 1 < i < k.

Se d(M) = d(M) = 1, juntando as congruéncias dos monoémios acima obtemos
Zle n; = Zle n;(mod 2). Como os dois mondémios tem o mesmo multigrau temos

que Zf;l n; = Zf;l n;(mod 2) e entao nyy1 = fgy1(mod 2).
[
Lema 4.1.6. Se M + \M € I onde M e M sao do tipo (2?), entido M + \M € .J.

Demonstracao. A demonstracao desse fato consiste apenas da reorganizacao do mondmio
M utilizando o Lema ??. Observe que pelo lema anterior, para que M + AM € I
precisamos encontrar uma « tal que 0; = V().

Usando os itens 7, 8, 9 do Lema ??, podemos rearranjar M para obtermos a = id.
Usando os itens 5 e 7 do mesmo lema podemos manter a primeira varidvel fixa e pelo
lema anterior obtemos n; = n;. Usando 6 e 10 podemos reorganizar as variaveis pares
conforme conveniente. Por 4 e pelo lema anterior podemos reorganizar as variaveis impares
multiplicando por (-1), se necessario. Assim, obtemos M +AM = (1+ )M (mod J), com
A = F1. Portanto M + AM € J. O

Lema 4.1.7. Se M + \M € I, onde M = [x1,...,x,] e M = [#1, ..., %] tem o mesmo
multigrau entio M + \M € J.

Demonstragao. Se [z1,...,x,] € I tome o maior m tal que [z1,...,x,] ¢ I. Entao,
[T1, ooy Tiny Tin1] € 1. Se d(zo) = d([x1, ..., Tp)) entdo [z, Tpme1] € I € [x1,...,2,] se-
gue desse polinomio. Mas [zg, zp,11] € [ implica que d(zg) = d(zy,4+1) = 0 e entdo

[0, Tmi1] € J.
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Se M, M ¢ I, entdo M e M séo do tipo (7?) e podemos aplicar o lema anterior

para reordenar as suas variaveis. O

Seja 2 = K [A U B] o anel de polinomios nas variaveis comutativas A = {ay, as, ..., }
e B={b1,02,b 03,...}. Denote por G a subalgebra gerada por M ()~ gerada pelas matri-

zes A; = a;h e B; = (ble +b?f) munida da Zy-graduagao natural. Entdo o homomorfismo
¢:L(Z)—G

tal que ¢(y;) = A; e ¢(z;) = B; induz um isomorfismo da élgebra @ na algebra G.

Lema 4.1.8. Se M, e My sao dois monomios, tais que d(My) = d(Ms) e a primeira linha
da matriz ¢(My — AMs) se anula entdo My — M, € J.

Demonstragao. Se d(M;) = d(Msy) = 0 entdo ¢(M; — AMsy) = (M) — Ap(Mz) = 0 ja
que ¢(My), p(Ms) sdo matrizes diagonais de trago zero.

Seja agora que d(M;) = d(Ms) = 1. Suponha que a segunda linha de o(M;—AM>)
seja nao nula. Entao ¢(M; — AMs) ¢ I e (My)s — A(Ms)s é um multiplo ndo nulo da
matriz f para qualquer substituicao S, nao necessariamente elementar. Mas p : slo — sl
definida por p(m) = m’ ¢ um automorfismo de sly tal que p((f)) = p({e)). Se 0 #
(My)sr — AM(My)s = p((M1)s — AM(M3)s) € (e), onde S = {p(my,...,m)} 0 que contradiz
a hipotese de que a primeira linha de ¢p(M; —AMs) é igual a zero. Assim, ¢(M;—AMy) =0
e My — MM, € I. Segue do lema anterior que M; — AMs € J. O

Temos que [B;, B;] = (bjb7 — b7bj)h e [Ay, Bj] = 2(a;bje — a;b7f). Assim, ob-
temos que [By, Ay, ..., Ay, Bo] = (—2)"ay...a,[By, Bs]. Daqui temos que qualquer mono-
mio pode ser escrito dependendo exclusivamente de matrizes da forma B;. Além disso,
a entrada nao nula na primeira linha de [B;, B;] é igual ao determinante da matriz
M;; = bjey; + blejs + b?eQQ + b}egl. Consequentemente, a entrada nao nula da primeira
linha de [By, Bo, ..., Bop_1, Bo| € igual a 28~ vezes o produto de determinantes de matri-
zes do tipo Mg, M3y, ..., M(ai—1)2r)- Observe que se tivermos uma quantidade ¢ impar de
matrizes da forma B; a entrada nao nula da primeira linha de By, ..., B;] sera o produto
de 2b] pela primeira linha da matriz [By, ..., B;_1], ou seja, os colchetes de tamanho fmpar
sao linearmente dependentes dos colchetes de tamanho par. Lembramos que o produto de
uma quantidade par de matrizes da forma B; serd uma matriz diagonal em que o elemento
nao nulo da segunda linha difere do elemento nao nulo da primeira linha apenas pelo sinal.

O proximo lema é na verdade uma generalizagao do Lema ??7. O que queremos
L(X)
T
um desses monomios, a menos de uma reorganizacao das variaveis, deve ser multiplo dos

dizer é que se uma combinagao linear de monomios (um polinémio) é nulo em , entao

demais modulo J. Em outras palavras, essa combinacao ¢ linearmente dependente modulo
J.
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Lema 4.1.9. Sejam My, ..., My mondémios multilineares tais que Zle NM; € 1. Entao

existe j € {2,...,k} tal que a primeira linha de ¢(M, — i‘—iMJ) se anula.

Demonstracdo. E suficiente provar que os polinémios que sdo produtos de determinantes
da forma M;; sao linearmente independentes em 2. Denote o conjunto desses polinomios
de D. Como a caracteristica do corpo é zero, é suficiente mostrar para os subconjuntos
por D consistindo de polinémios multihomogéneos de mesmo multigrau. Vamos fazer
inducao sobre o niimero n de variaveis aparecendo em cada polinémio.

Se n < 2 a afirmagao é verdadeira. Suponha que a afirmacao vale para um
numero < n de variaveis. Seja > ¢;P; = 0,¢; # 0,Vi, P, € D, todos de mesmo multigrau

L'l = 1,2. Entao considere a

7

com n varidveis aparecendo. Substitua b por b} + Y7, b

combinacao > P, . p., em que Py, ;¢ a soma de polindmios obtidos substituindo hs

k

vezes b por by em alguma detMy,, a # 2, em seguida substituindo hs vezes b' por b} em

alguma det M, a # 3, e assim sucessivamente. Se det M, divide cada P; entao temos que

> cilb;
detMlg B
Agora considere a combinagao > ¢;P; = 0,¢; # 0 tal que pelo menos um dos

= 0 e podemos aplicar a hipotese de inducao.

P; nao ¢ divisivel por detM;s. Denote por P, o maior polinémio P, 5, na ordem

k
lexicografica da sequéncia (hs, ..., h;). Entao P,, é a soma de polindémios obtidos pela
substitui¢do de b} por b, em todos os polindmios do tipo det My, que divide P;, em que P
nao é miltiplo de detMis. Assim, P,, = 0 e o nimero de variaveis de P,, é menor que n,

uma contradicao. O

Lema 4.1.10. Sejam J e I Ty-ideais, tais que J C 1. Se C' = {M;},.; € uma base de

@7 entao C' é uma base em @
Demonstracao. Seja C' uma base de @ Assuma que f € I e tome o menor k tal que

f =y Zle NM; € I,M; € C)Vi € {1,...,k}. Segue que ¢(f) = 0. Se k # 0 temos
A1 # 0 pela minimalidade de k. Pelo Lema ?7, existe j € {2,...,k} tal que a primeira
linha de ¢(M; — ;—iM]) € J. Pelo Lema ?? segue que M; — :\\—iMj € J. Isso contradiz a
minimalidade de k, entao k = 0. Assim, f =; Zle AiM; e C é uma base de @ O]

Teorema 4.1.11. Seja charK = 0, entdo a identidade graduada [yy,ys] € uma base para

as identidades Zo-graduadas de sly, isto €, Ty, (sly) = ([y1,y2]) .

Demonstracao. Suponha I ¢ J, isto é, existe f € I,f ¢ J. Como J C I podemos
(X)

escrever [ =; Zle a;M; com o # 0 para algum j e {M;},.; uma base de LT

espaco vetorial. Por outro lado, como f € I temos que f =; Zle ANiM; =7 0. Pelo Lema
L(X) L(X)

=S eem =5, 0

que é uma contradi¢ao. Entao I C J e portanto [ = J. O

como

77,0 =0,Vi € {1,....,k}. Mas, f deve ser escrito da mesma forma em
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4.2 Identidades Z, x Zo-graduadas de sl

Sejam P = {p1,p2,...},Q = {q1,q2, ...}, R ={r1,m2,...} e T = {t1,%s,...} quatro
conjuntos disjuntos enumeraveis e X = PUQ U RUT. A éalgebra de Lie L(X) tem

uma Zs X Zs-graduacao natural se definimos d(p;) = (0,0), d(¢;) = (1,0), d(r;) = (0,1) e
d(t;) = (1,1).

Denotaremos por I o ideal das identidades graduadas de sly nesta graduacao e
por J o ideal graduado em L(X), gerado pelo polinomio z, d(z) = (0, 0).

A Z,-graduagao é uma graduagao quociente desta graduacao ja que (sly)) =
(812)0,0) + (8l2)1,0) € (sl2)ay = (sl2)0,1) + (sl2)(1,1), assim, cada identidade graduada da
secao anterior gera um conjunto de identidades nesta graduacao.

Denotaremos por y; as variaveis de grau (0,0) ou (1,0) e por z; as variaveis de
grau (0,1) ou (1,1). Se um monoémio M ¢ I entdo, a menos de um sinal ele pode ser

escrito da forma

M = [21, 015 s Uar 225 235 Yat1s s Uby 24y 255 vy 22ks 29415 Yoy -+ Yd) - (4.5)

Como [h,e + f] = 2(e — f),[h,e — f] = 2(e + f) e [e+ f,e — f] = 2h, para qualquer
1 < j <k, d(z;) = d(zj-1) se, e somente se, n; for impar, em que n; é o nimero de
varidveis para que aparecem entre zs;_q € 2a;.

Para demonstrar o proximo resultado desta secao, iremos associar a cada variavel
z; um sinal, s(z;) =1, se d(z;) = (0,1) e s(z) = —1, se d(z) = (1,1).

Sejam A = {aq,...,an,...} e B={by,...,b,,...} dois conjuntos disjuntos de varié-
veis comutativas. Sejam G a algebra gerada pelas matrizes A; = a;h, B;-“ =bile+ f)e
B; =bj(e— f), e seja Q = K[AU BJ. Esta algebra tem uma Z, x Zy-graduagio natural
e 0 homomorfismo ¢ : L(X) — G definido por ¢(p;) = 0, é(q;) = Ai, é(r;) = B e
¢(t;) = B; induz um isomorfismo graduado entre @ e G, onde I = ker(¢).

Agora se M é como em (??) com grau total de M igual a n, no qual aparecem m

variaveis de grau (1,0) e tal que yar41 nao aparece, entao:

$(M) = (=2)" [ [(s(220)ar...ambs...bax )1 (4.6)

=2
Se M é como em 77 com grau total de M igual a n, no qual aparecem m varidveis
?

de grau (1,0) e tal que yap 41 aparece, entao:

k

(M) = (_2)n_1 H(S(ZQZ')CLI---ambl---b2k)¢(y2k+1) (4.7)

=2
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Lema 4.2.1. Os monoémios

["'7 Y1, 21, Y2, -5 Ya, 225 235 Ya+1, -+ Yby 24, ]

["'ay17237ya+1ﬂ cey Yby 245 21, Y25 -5 Yay 22, ]

sao congruentes modulo J.
Demonstracao. Observe que antes do y; pode ter:
1. Um colchete que estd na componente 1: neste caso se anula;

2. Um colchete que estd na componente 0: neste caso basta renomear a variavel 1,

para .

Portanto é suficiente mostrar o resultado para monomios da forma

[yb 215Y25 -3 Yas 225 235 Ya+15 -5 Ybs 24, ]

Aplicando os itens (7) e (8) do Lema ?? e obtemos:

[y17z17y27 s Yay 225 23y Ya+1y -5 Yby 24, ] = _[y1a217y27 s Yay 22, [Z37ya+17 ---,yb],Zzl, ]
= [yh [Zl,Z/Q, "'7ya]7227 [237ya+17 -"7yb]7z47 ] = [yla [Z3aya+17 "'73/17]7247 [Zl7y27 -"7ya]7 y %2, ]
= [ylaz?nyaJrl? ooy Yoy 24, [2173127 "'7ya]7 ) 225 ] = Hy17237?/a+17 ---a?/b724]7217y27 s Yay s 22, ]

= [yla 23y Ya+1s -5 Yby 245 21, Y25 -5 Ya,y 5 22, ]

]

Defini¢ao 4.2.2. Seja o € S, onde n € o grau total de um monomio M = |xy, ..., ;).

Denotaremos por My o monémio M = [Ta(1), ..., Ta(n))
Lema 4.2.3. Seja M = [x1,...,x,]. Se d(x;) = d(z;) e a = (ij), entdo M =; M,

Demonstracao. Segue do Lema 7?7 e das identidades da secao anterior que é suficiente
considerar os casos M = [21,Y2, ooy, Yn—1, 2n)s @ = (In) e M = [ 21,29, ..],a = (12).
Esses casos seguem diretamente de [z, zo] = 0 se d(z;) = d(x2) e dos itens 4 e 6 do Lema
?? que nos permitem trocar duas variaveis de mesmo grau. Como essas identidades estao

em J, segue o resultado. O]

Lema 4.2.4. Os mondémios

["'7 22j—1, Y1, "'ayn7Z2j722j+1’ynJ‘+17 "'aynj+nj+1’ 2542y +ee
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S(ZQj-i-?)["'? 225—15 Y25 -5 Ynjs 2255 22415 Y15 Ynj+15 o5 Ynjt+n 1y #2j+25 ]

sao congruentes modulo J.

Demonstracao. Usando as identidades do Lema 7?7 é suficiente provar que

[---»Z2j—lay’22j722j+1a22j+27 } = [---,Z2j—1722j,22j+17y, 22§42 ]

Usando o Lema ?? podemos trocar as variaveis {ys;_1,y2;} pelas varidveis {yaj11, y2j+2}-
Temos dois casos possiveis:
Caso I Se as varidveis 2z2j_1 € 22;41 tém o mesmo grau, aplicamos os Lemas 77 e 77 e

temos:

[---7223;1,3/722]', 225415 225425 L) = [---722j+1a3/722j+2, 22j—15 %23, L) =

[--~7 22j—15 %25, 22541, Y5 22542, ]

Caso II: Se as variaveis z9;_1 € 2941 tém grau diferente, pelo Lema 7?7 segue que:

[---,szﬂ,y, R2j+2y Z2j—15 225, ] = ["-7Z2j+27y7 R2j+1y 22j—15 225, ]

pelo item (4) de 7?7 e pelo Lema ?7,

["'722j+2ay722j+17 22j—15 %25, ] = _[a 22415 Yy 25425 Z2j—15 2255 -] =

- [, R22j—15 2255 22j+15 Y, 2242, ]

e o resultado esta provado. O

Lema 4.2.5. Sejam M um monémio do tipo (7?), tal que zopy1 nao aparece e M um
monomio de mesmo multigrau de M. Se a primeira linha de ¢(M — AM) é zero entio

M — MM € J.

Demonstragio. Seja M um monémio do mesmo multigrau de M, entdo a quantidade
de variaveis de grau (1,0), em cada mondmio, é o mesmo. Pelos itens 6 e 10 do Lema
7?7, podemos coloca-las na ordem certa. Se d(Z3;_1) = d(Z2;) pelo Lema 77, podemos
reorganiza-las conforme o conveniente; se d(Z;_1) # d(Z2;), observamos que [z1,y, 22| =
[22,Y, 21] = [21, 22, Y] € em qualquer dos casos, podemos assumir {Zs;_1, Z2;} = {221, 225}
e temos M =; AM. Mas a primeira linha de ¢(M — AM) é nula, portanto [A| = 1 e
M =;+M. O

Teorema 4.2.6. Se o corpo K tem caracteristica zero entdo Ty,xz,(sla) = J, isto é,

Ty, 2, (sly) = (x)%2°%2 em que x ¢ uma varidvel de grau (0,0).
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Demonstracao. Seja f € I polinomio multihomogéneo de grau total n e considere o menor

k tal que podemos escrever
k
f=s Z NM; e,
i=1

M; € C, C = {[zaq), - Tam))|a € Sp, (1) = 1}. Se d(f) = (0,1) ou d(f) = (1,1)
segue de (?7) que as ultimas variavéis dos M/s sdo todas de mesmo tipo. Usando o Lema,
7?7, podemos assumir que a ultima variavel em cada M; é a mesma, digamos zory1. Se

escrevermos M; = [N;, zo11], temos que

k
[Z Ni, zop1]) € 1
i=1

e por ?? podemos concluir que Y. | N; € I. Assim é suficiente mostrar o caso d(f) =
(1,0)

Neste caso, ¢(f) = 0 e o primeiro elemento nao nulo da primeira linha em cada
»(M;) € um monodmio em Q. Supondo k # 0, concluimos que A\; # 0 devido a minimalidade
de k. Entao pelo Lema 77, existe j tal que a primeira linha de ¢(M; — \; /A1 M;) é nula,
segue que My — \;j/A\;M; € J, uma contradicao. ]

4.3 Identidades Z-graduadas de sl

Seja L(X), X = Ujez X", a 4lgebra de Lie livre munida da Z-graduacio descrita
na secao 3 do capitulo anterior. Assim como no capitulo 3 trabalharemos apenas como o
supp(X) = {—1,0,1}. Denotaremos por x, com ou sem indice, uma variavel de X, por y
uma varidvel de X° e por z uma varidvel de X' U X'. A Z-graduacdo ¢ uma graduacao
quociente da Zs-graduacao uma vez que (sla)o = (Sl2)o, (sl2)1 = (sla)—1 + (sl2)1.

Sejam A = {aq,...,an,...}, B ={b1,....b,,...} e C ={c1,...,cp, ...} trés conjuntos
infinitos, enumeraveis e disjuntos de varidveis comutativas e G a subélgebra de Lie de
M (Q) gerada pelas matrizes A; = a;h, B; = bie e C; = ¢;f, em que Q@ = K[AUBUC|. A
algebra G tem uma Z-graduagao natural se definimos d(4;) = 0,d(B;) =1 e d(C;) = —1.
O homomorfismo ¢ : L(X) — G determinado por ¢(z?) = A;, ¢(x}) = By, ¢(z;') =
C; e ¢(x]) = 0, se |j| > 2, induz um isomorfismo graduado entre as algebras @ e G,
com [ = Ty(sly) o nicleo de ¢.

Denotaremos por J o ideal das identidades geradas por [z, zo],d(z1) = d(z3) =
0,1,—1ex =0,|d(z)] > 2. Como nas sec¢oes anteriores deste capitulo, se um mondémio

M nao pertence a [ = Ty(sly) entao ele é, a menos do sinal, do seguinte tipo:

M = [Zl,yl, ey Yas 225, 23, Yby ooy 22k 22k—15 Ye, --~7yd] (48)
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em que o chapéu sobre a variavel significa que ela pode nao aparecer, zo,_1 aparece
dependendo do grau do monoémio ser 0 ou £1. Definimos v; e n; analogamente. Se
M ¢ I entao d(ys;—1) = —d(y2;)-

Das igualdades

[AZ, BJ} = QGZBJ, [AZ, Cj] = ZCLZC']7 [BZ, C]] = bZC]h
segue que
onde M é como em (??), d(M)=0¢e
k
AM) = d(z1)(=2d(z20))™ [ [ (=d(z2j-1)) (2d(=))" .
1=2

Se d(M) = +£1 entao
¢<M) = —2d(22k+1))\(M>a1...anb1...b2k¢22k+1 (410)

Lema 4.3.1. Seja M = [x1,...,2,). Se d(x;) =d(z;) e a = (i,7) entdo M =; M,
Demonstracao. A demonstracdo é analoga & demonstracao do Lema 77 O

Lema 4.3.2. Os monoémios

["'7 225—15 Y1y -+y Yny 225, 22541, ynj+17 ceey ynj+nj+17 225425 e

d(ij—l)d(y2j+1)[”'7 225—1, Y25 -y y'rlja 2245 225415 Y1, yTLj-‘rlv sy ynj+nj+17 G425 +ee
sao congruentes modulo J.

Demonstracao. Usando as identidades do Lema 77 é suficiente provar que

[..., 22j—1,Y, 225, 22541, 22542, ] = [, 22j—15 2255 2241, Y5 2242, } Usando o Lema 77 pPoO-
demos trocar as variaveis {ys;_1,%s;} pelas variaveis {yaji1,%25+2}. Temos dois casos
possiveis:

Caso I Se as varidveis z2j_1 € 22j41 tém o mesmo grau, aplicamos os Lemas 77 e 77 e

temos:
[---7221'71,3/722]', 225415 225425 L) = [-'-722j+lay722j+2a 2251, %25, L) =
[--~7 22j—15 2255 2241, Y5 22542, ]
Caso II: Se as variaveis z9;_1 € 22541 tém graus diferentes, neste caso d(z9;_1)d(29;41) = —1

e pelo Lema 77 segue que:
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[~-~,Z2j+1ay722j+2722j—1,sz7 } = [~-~7Z2j+273/, 225415 Z2j—15 2255 -+-|-

Pelo item 4 do Lema ?7 e pelo Lema 77,

[-w 225425 Yy 225415 £25—15 225, ] = —[~-~7 225415 Yy 225425 £2j—15 2255 ]

—[..., 22j—15 2255 2241, Y5 2242, ]

e o resultado esta provado. O

Lema 4.3.3. Se M ¢é um monémio de grau 0 como em (??), com m varidveis de grau 0

aparecendo nele, entao M € congruente modulo J a

S(M)[21, 22, 23, s Z2k—35 Z2k—2, Z2k—1, Y1, ---s Y 22k]

k

s(M) = H(_d(y%—l)m)(_d<y2k—1)m>‘

i=2
Demonstracao. Para demonstrar, basta aplicar varias vezes o lema anterior, colocando as

varidveis de grau 0 onde quisermos, observando apenas o sinal das variaveis z. O

Lema 4.3.4. Se M e M sio monomios de mesmo multigrau, d(M) = d(M) = 0, e a
primeira linha de ¢(M — M) é zero, entdo M — \M € J.

Demonstracao. Seja m o nimero total de variaveis de grau 0 nos monémios. Pelo lema
anterior, podemos reordenar as variaveis de grau 0 em M para obter M =; s(M)N, em
que

N = [217 SRT) 21,:&17 "‘agma 22k]a

pelo Lema ??, podemos assumir que {221, Z2;} = {#2j-1,29;},J = 1,2, ..., k. Também
podemos assumir, modulo J, que Zyj_1 = 22j_1 € Zo; = 29;. Se 2z = 2o, neste caso,
d(z1)d(Z) = —1 e entdo

N = —[2172’2, P Z2j—17y1a ...,ym,Zgj]

e portanto

N = d(zl)d(gl)[zla Ry eeny Z2j717 Y155 Ym, 22]'}

temos

M = S(M)d(zl)d(il)[zl, 2y ey 2215 YLy «-s Yy 225 -

Como a primeira linha de ¢(M — A(M)) é nula, segue de 7?7 que |A\| = 1 e
s(M) = s(M)d(z)d(z), e podemos concluir que M e M sdo congruentes ao mesmo

mondmio e portanto M = M. O
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Teorema 4.3.5. Se o corpo K tem caracteristica zero entao Ty (sly) = J, isto €, Ty(sly) =

<[l’1, xQ]’ w>TZ

em que x1, Ty tem grau 0 e w tem grau i € Z — {—1,0,1}.

Demonstracao. Seja f € I um polind6mio multihomogéneo e considere o menor k tal que

podemos escrever
k
f=Y ANM;el,
i=1

M; € C,C = {[za@), -, Tam)| € Sn,a(1) = 1}. Se d(f) = %1 segue de ?? que a ultima
variavel de cada M; tém todas os mesmos grau e podemos assumir, pelo Lema 77, que

modulo J, a dltima varidvel é a mesma, digamos 2951 1. Escrevendo
M; = [Ni, zop41]

segue que

k
[Z NilNi, 2] € 1
i=1

e por 77 podemos concluir que Zle AilNV; € 1. Assim basta considerar o caso d(f) =0 e

proceder como no Teorema ?77. n
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