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Resumo

Seja K um corpo de característica zero e sl2 a álgebra de Lie das matrizes de

ordem 2 com traço zero sobre K. A menos de isomor�smo, a álgebra sl2 pode ser munida

de três G-graduações não triviais: G = Z2,Z2 × Z2 e Z. Nesta dissertação é dada uma

descrição completa dos cocaracteres graduados de sl2 para as três graduações acima.

Também é dada uma descrição das identidades graduadas de sl2 para essas graduações.

Exibimos ainda bases para essas identidades.

Palavras Chaves: Identidades graduadas, cocaracteres, álgebra de Lie, álgebra

graduada.



Abstract

Let K be a �eld of characteristic zero and let sl2 be the Lie algebra of traceless

matrices of order 2 over K. Up to isomorphism the algebra sl2 can be endowed with

three non-trivial G-gradings: G = Z2,Z2 × Z2 and Z. In this work is given a complete

description of graded cocharacters of sl2 for above three gradings. Also a description of

the graded identities of sl2 is given for these gradings. We still exhibit bases for these

identities

Keywords: Graded identities, cocharacters, Lie algebra, graded algebra.
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Introdução

Uma identidade polinomial, ou simplesmente identidade, de uma álgebra associa-

tiva A é um polinômio em variáveis não comutativas que se anula para qualquer conjunto

de elementos de A. Uma álgebra que possui, pelo menos, uma identidade não trivial é

chamada PI-álgebra. As álgebras comutativas são sempre PI-álgebras, já que satisfazem

a identidade f(x, y) = xy− yx. Mas são elas as únicas álgebras associativas dessa classe?

A resposta é não. Além das álgebras comutativas, várias álgebras associativas, como a

álgebra das matrizes e a álgebra de Grassmann, também satisfazem a alguma identidade

não trivial.

O conjunto das identidades satisfeitas por uma álgebra é um ideal invariante por

endomor�smos da álgebra livre chamado T-ideal. Embora a descrição desse ideal seja,

em geral, muito difícil, ele pode nos dá boas informações sobre a álgebra em questão.

O estudo das identidades polinomiais não se restringe às álgebras associativas.

As álgebras de Lie e de Jordan muito usadas em outras áreas da Matemática e na Física

são exemplos de álgebras não associativas de�nidas por identidades polinomiais. Reti-

rando a hipótese de associatividade, muitas propriedades das PI-álgebras deixam de ser

válidas. Por isso tornam-se relevantes perguntas como: �Quais propriedades de uma PI-

álgebra dependem da associatividade?� Podemos a�rmar, por exemplo, que a sequência

de codimensões de uma álgebra associativa é exponencialmente limitada, porém isso não

é, em geral, verdade quando retiramos a hipótese de associatividade. Outro exemplo é a

chamada �Propriedade de Specth.� Sabemos que toda álgebra associativa sobre um corpo

de característica zero satisfaz esta propriedade, isto é, todas as subvariedades de uma

variedade de álgebras associativas podem ser de�nidas por um sistema �nito de identida-

des polinomiais. No entanto, nada pode ser a�rmado em geral, quando se trata de uma

variedade de álgebras não associativas.

Entre as álgebras não associativas destaca-se a álgebra de Lie sl2(K), isto é, o

espaço vetorial das matrizes de ordem 2 com coe�cientes em um corpo K cujo traço é zero,

munido do produto de Lie [x, y] = xy− yx. Razmyslov em 1973, em seu artigo [?], usou a

descrição das identidades satisfeitas por essa álgebra para obter uma base das identidades

satisfeitas por M2(K), quando char(K) = 0, ou seja, um conjunto de geradores para o

T -ideal das identidades desta álgebra.

Para facilitar o estudo de uma álgebra (associativa ou não) podemos �quebrá-
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la� em subespaços munidos de �pesos� que se comportam bem em relação ao produto e,

quando unidos novamente, voltam a formar o espaço original. Esse processo chama-se

graduação.

Após trabalhos de Kemer,[?] e [?], em 1987 e 1991, respectivamente, o estudo das

identidades polinomiais graduadas tornou-se objeto de pesquisa de bastante interesse.

A álgebra L = sl2(K) admite, a menos de isomor�smo, quatro graduações:

1. G = {0}: (graduação trivial);

2. G = Z2 : L0 = Kh e L1 = Ke⊕Kf ;

3. G = Z2 × Z2 : L(0,0) = 0 , L(0,1) = Kh , L(1,0) = K(e+ f) e L(1,1) = K(e− f) ;

4. G = Z : L−1 = Ke , L0 = Kh , L1 = Kf e Li = 0 se i /∈ {−1, 0, 1};

onde

e =

(
0 1

0 0

)
, h =

(
1 0

0 −1

)
e f =

(
0 0

1 0

)
.

A base das identidades graduadas para as graduações 2, 3 e 4 acima, quando K é

in�nito e char(K) 6= 2, foram descritas por [?] em 2008 e por [?] em 2010, usando métodos

mais elementares.

Neste trabalho, para G = Z2, Z2×Z2 e Z, é dada uma descrição dos cocaracteres

graduados da álgebra de Lie sl2 usando teoria de representações do grupo simétrico, em

especial diagramas de Young. Também é dada uma descrição das identidades graduadas

de sl2 para essas graduações, quando a característica do corpo é zero. Exibimos ainda

explicitamente as bases destas identidades.

Para isso, dividimos a dissertação em quatro capítulos. No primeiro damos al-

gumas de�nições fundamentais ao entendimento dos capítulos posteriores. No capítulo

dois apresentamos uma introdução a teoria de representações. No terceiro capítulo des-

crevemos os cocaracteres graduados utilizando a teoria apresentada no capítulo anterior.

Para �nalizar, no quarto capítulo exibimos uma base para as identidades graduadas de

sl2 considerando as graduações acima citadas.



Capítulo 1

Álgebras, Módulos sobre álgebras e

PI-Álgebras

Neste capítulo, apresentamos as de�nições básicas e os principais resultados sobre

a estrutura das PI-álgebras. Ao longo do texto, K sempre representará um corpo de

característica zero.

1.1 Álgebras, álgebras livres e álgebras G-graduadas

De�nição 1.1.1. Seja K um corpo. Uma K-álgebra A é um espaço vetorial sobre K

munido de uma operação binária ∗ chamada produto que obedece as seguintes propriedades:

A1) a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c;

A2) (b+ c) ∗ a = b ∗ a+ c ∗ a;

A3) α(a ∗ b) = a ∗ (αb) = (αa) ∗ b;

para todo a, b, c ∈ A e α ∈ K. A dimensão de uma álgebra é a sua dimensão como

espaço vetorial.

Para a facilidade da escrita, omitiremos o sinal ∗, representando o produto pela

concatenação dos fatores, ou seja, em vez de a ∗ b, escreveremos simplesmente ab.

Uma álgebra A é:

• Associativa, se a(bc) = (ab)c, para todo a, b, c ∈ A;

• Comutativa, se ab = ba para todo a, b ∈ A;

• Com unidade, se existe 1 ∈ A tal que 1a = a1 = a para todo a ∈ A;

• De Lie, se a2 = 0, para todo a ∈ A e (ab)c+ (bc)a+ (ca)b = 0 para todo a, b, c ∈ A.

4
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Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.1.2. O conjunto dos números complexos C, munido do produto usual é uma

álgebra associativa, comutativa, bidimensional sobre R e com unidade.

Exemplo 1.1.3. O conjunto Mn(K) das matrizes de ordem n×n, n ≥ 2, com coe�cientes

em K, é uma álgebra n2-dimensional associativa, com unidade, mas não comutativa.

Exemplo 1.1.4. O espaço vetorial R3 munido do produto vetorial é uma álgebra de Lie.

Exemplo 1.1.5. Seja V um espaço vetorial sobre K e de�na em V o produto vivj =
vi + vj

2
. Munido desse produto V é uma álgebra comutativa, mas não associativa.

Exemplo 1.1.6. Sejam G um grupo e K um corpo. O espaço vetorial KG de todas as

somas formais da forma
∑

i aigi com ai 6= 0 apenas para uma quantidade �nita de índices,

munido da multiplicação

(
∑
i

aigi)(
∑
j

ajgj) =
∑
i

(
∑
j

aiajgk),

em que gk = gigj é uma álgebra associativa denominada Álgebra do Grupo G. Os

elementos de G formam uma base para KG. A álgebra KG é comutativa se, e somente

se, G é abeliano. A álgebra KG é uma álgebra com unidade.

Exemplo 1.1.7. O espaço vetorial K[x] dos polinômios na variável x com coe�cientes

em K, munido do produto usual de polinômios, é um álgebra associativa, comutativa e

com unidade. De maneira geral, considerando o conjunto X = {x1, x2, ..., xn} podemos

de�nir a álgebra comutativa dos polinômios em n variáveis e denotamos por K[x1, ..., xn].

De�nição 1.1.8. Um subespaço S de A é chamado subálgebra se é fechado pela multipli-

cação. Se além disso, AS ⊆ S, S é chamado ideal à esquerda de A. Analogamente, se

SA ⊆ S, S é um ideal à direita de A. Se S é ideal à direita e à esquerda dizemos que

S é um ideal bilateral ou simplesmente ideal de A.

De�nição 1.1.9. Sejam A uma álgebra e I um ideal de A. Consideremos o espaço

vetorial quociente A/I. Para cada a ∈ A, vamos denotar o elemento a+ I de A/I por ā.

Temos que as operações de soma e produto por escalar em A/I são de�nidas por

ā+ b̄ = a+ b e λā = λa

para a, b ∈ A, λ ∈ K. Consideremos o produto

· : A/I × A/I −→ A/I

(ā, b̄) 7−→ ā · b̄ = ab.
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O espaço vetorial A/I munido deste produto é uma álgebra chamada álgebra quociente

de A por I.

De�nição 1.1.10. Sejam φ : A1 → A2 um homomor�smo de espaços vetoriais, sendo

A1, A2 álgebras. Dizemos que φ é homomor�smo de álgebras se φ(ab) = φ(a)φ(b) para

quaisquer a, b ∈ A.

De�nimos automor�smo, endomor�smo e isomor�smo de álgebras de forma aná-

loga àquela vista em teoria de grupos e anéis.

De�nição 1.1.11. Seja G um grupo. Uma álgebra A é dita ser G-graduada se existe

uma família de subespaços {Ag : g ∈ G} de A tal que

A =
⊕
g∈G

Ag

em que AgAh ⊆ Agh para todo g, h ∈ G.

Lembramos que para de�nir álgebra graduada não precisamos que o grupo seja

abeliano, mas essa condição é importante quando trabalhamos com álgebra de Lie.

Exemplo 1.1.12. Vejamos alguns exemplos:

• Sejam A uma álgebra, G um grupo e eG o elemento neutro do grupos G. Considere

AeG = A,Ag = 0,∀g ∈ G−{eG}. Toda álgebra A possui esta G-graduação, chamada

graduação trivial.

• Uma subálgebra B de uma álgebra G-graduada A é dita homogênea se é gerada por

elementos homogêneos. Temos que

B =
⊕
g∈G

(B ∩ Ag), e (B ∩ Ag)(B ∩ Ah) ⊆ (B ∩ Agh), g, h ∈ G.

Portanto B é uma álgebra G-graduada com a graduação induzida de A.

• Considere uma álgebra G-graduada e I um ideal de A. Observe que a álgebra
A

I
será

G-graduada quando I for um ideal homogêneo, isto é, uma subálgebra homogênea de

A que é também um ideal.

Vamos a um exemplo mais explícito.

Exemplo 1.1.13. Seja L = sl2 a álgebra de Lie das matrizes de ordem dois com traço

0, munida do produto [x, y] = xy − yx e G = Z2. Temos que

L = L0 ⊕ L1,
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em que L0 é o subespaço gerado pela matriz h = e11 − e22 e L1 é o subespaço gerado

pelas matrizes e = e12 e f = e21, em que eij denota a matriz unitária com 1 na entrada

(i, j) e zero nas demais entradas. Observe que [L0, L0] = 0, [L0, L1] = L1 e [L1, L1] = L0.

Representaremos a álgebra sl2 munida da Z2-graduação por slZ2
2 .

Esta álgebra possui ainda outras duas graduações não triviais das quais falaremos

mais tarde. Sempre que necessário denotaremos slG2 para evidenciar a graduação utilizada.

De�nição 1.1.14. Seja A uma álgebra G-graduada. O suporte de A com respeito a

G-graduação é o seguinte subconjunto de G:

Supp(A) = {g ∈ G|Ag 6= 0}.

De�nição 1.1.15. Sejam A e B duas álgebras G-graduadas e φ : A→ B um homomor-

�smo. Dizemos que φ é um homomor�smo graduado se φ(Ag) ⊆ Bg,∀g ∈ G.

Se A é uma álgebra e (Ag)g∈G e (Ag′)g′∈G são duas G-graduações em A, dizemos

que estas graduações são isomorfas se existe um automor�smo ϕ de A tal que ϕ(Ag) =

Ag′ ,∀g ∈ G.

De�nição 1.1.16. Dizemos que A é uma álgebra gerada por um subconjunto S =

{si}i∈I ⊆ A se todo elemento a ∈ A pode ser escrito como uma combinação linear sobre

K de produtos da forma si1 ...sit, onde sij ∈ S.

Agora vamos construir o objeto com o qual trabalharemos: os polinômios.

Seja X = {xα}α∈I um conjunto arbitrário, adicionamos a este conjunto mais

dois símbolos de parênteses �(� e �)� e obtemos o conjunto X∗ = X ∪ {(, )}. De�nimos

indutivamente o conjunto V [X] das sequências �nitas de X∗ que chamaremos palavras

não associativas de elementos do conjunto X. Todos os elementos de X pertencem V [X].

Se x1, x2 ∈ X e u, v ∈ V [X], u, v /∈ X, então as sequências x1x2, x1(u), (v)x2 e (u)(v)

também pertencem a V [X]. Nenhuma outra sequência pertence a V [X]. O número de

elementos do conjunto X que aparecem em uma sequência v é chamado comprimento da

palavra não associativa v, e será denotado por deg(v).

Proposição 1.1.17. Seja v uma palavra não associativa de elementos de algum conjunto.

Então

(i) o número de símbolos �(� é igual ao número de símbolos �)�;

(ii) em qualquer subsequência inicial de v o número de símbolos �(� não é menor que o

número de símbolos �)�.

Demonstração. Veja [?], pág. 2, Proposição 1.
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De�nimos no conjunto V [X] uma operação binária denotada por ·, de acordo com
as regras a seguir. Sejam x1, x2 ∈ X e u, v ∈ V [X], u, v /∈ X. De�nimos

x1 · x2 = x1x2;

x1 · u = x1(u);

v · x2 = (v)x2;

v · u = (v)(u).

Proposição 1.1.18. Toda palavra não associativa v com deg(v) ≥ 2 tem uma única

representação como produto de duas palavras não associativas de comprimento menor.

Demonstração. Veja [?], pág. 4, Teorema 2.

Consideramos agora o espaço vetorial K{X} tendo como base o conjunto V [X],

estendemos a multiplicação em V [X] para elementos de K{X} através da regra

(
∑
i

αiui) · (
∑
j

βjvj) = (
∑
i,j

αiβj(ui · vj)),

onde αi, βj ∈ K e ui, vj ∈ V [X]. Com essa multiplicação K{X} é uma álgebra chamada

álgebra livre com conjunto de geradores X.

Toda álgebra livre satisfaz propriedade universal a seguir.

De�nição 1.1.19. Seja β uma classe de álgebras a qual pertence A gerada como álgebra

por X. Dizemos que A é livre na classe β livremente gerado por X se, para qualquer

álgebra B ∈ β e qualquer f : X → B existir um homomor�smo φ : A→ B que estende f .

A álgebra K{X} é livre na classe das álgebras (não associativas) livremente

gerada X.

Os elementos da álgebra K{X} são chamados polinômios não associativos.

Um elemento da forma αv, α ∈ K, v ∈ V [X], é chamado monômio não associativo. O

comprimento de v é chamado grau do monômio. O maior grau dos monômios cuja

soma constitui um polinômio é chamado grau do polinômio.

Seja G um grupo e seja Xg, g ∈ G uma coleção de conjuntos in�nitos disjuntos

e enumeráveis. A álgebra livre K{X}, onde X =
⋃
g∈GXg, possui uma G-graduação

natural. De�nimos o grau da variável x ∈ X como sendo g, se x ∈ Xg. E o grau do

monômio α(u)(v), α ∈ K, u, v ∈ V [X], como sendo |u||v|, em que |u| é o grau do

monômio u. Assim,

K{X} =
⊕
g∈G

K{X}g
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em que K{X}g é o subespaço de K{X} gerado pelos monômios de grau g, é uma G-

graduação para K{X}. Com essa graduação K{X} é chamada álgebra livre G-graduada.

Um polinômio f(x1, ..., xn) ∈ K{X} é dito homogêneo se o grau total de cada

um de seus monômios é constante. O polinômio f(x1, ..., xn) émultihomogêneo de mul-

tigrau (k1, ..., kn) se em todos os monômios que constituem f , e para todo j ∈ {1, ..., n}, a
variável xj tem grau kj. Um polinômio multihomogêneo de multigrau (1, ..., 1) é chamado

multilinear.

De�nição 1.1.20. Um polinômio f(x1, ..., xn) ∈ K{X} é dito uma identidade polino-

mial de uma K-álgebra A se f(a1, ..., an) = 0 para quaisquer a1, ..., an ∈ A. Dizemos que

A é uma álgebra com identidade polinomial ou uma PI-álgebra se satisfaz uma identidade

polinomial não trivial.

De�nição 1.1.21. Dizemos que A1 e A2 são álgebras PI-equivalentes se T (A1) = T (A2),

onde T (A) é o conjunto de todas as identidades polinomiais de A.

Se f ∈ K{X} é uma identidade de A, denotamos f ≡ 0.

De�nição 1.1.22. Seja A uma álgebra G-graduada. Um polinômio f(xg11 , ..., x
gn
n ) ∈

K{X} é uma identidade polinomial graduada de A se, para todo elemento homo-

gêneo ai ∈ Agi, com i ∈ {1, ..., n} tem-se que

f(a1, ..., an) = 0.

Nesse caso dizemos que A é uma PI-álgebra G-graduada.

Em particular, se a graduação é trivial a de�nição coincide com a De�nição ??.

Dada uma álgebra G-graduada A, de�nimos

TG(A) = {g ∈ K{X} : g ≡ 0 em A}

como sendo o conjunto de todas as identidades polinomiais G-graduadas de A.

No restante do texto falaremos simplesmente identidade, querendo dizer identi-

dade polinomial G-graduada.

Exemplo 1.1.23. Toda álgebra comutativa, não necessariamente associativa, é uma PI-

álgebra já que satisfaz a identidade f(x1, x2) = [x1, x2] = x1x2 − x2x1.

Exemplo 1.1.24. A álgebra M2(K) satisfaz as identidades g(x1, x2, x3) = (x1x2)x3 −
x1(x2x3) e f(x1, x2, x3) = [[x1, x2]

2, x3].

De�nição 1.1.25. Um ideal I de K{X} é chamado T-Ideal se φ(I) ⊆ I para todos

endomor�smos de K{X}. Neste caso dizemos que I é invariante por endomor�smos de

K{X}. Se I é invariante por endomor�smos graduados, dizemos que I é um TG-ideal.
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O conjunto T (A) das identidades de uma álgebra é um T -ideal. O conjunto das

identidades graduadas de A, denotado por TG(A), é um TG-ideal.

De�nição 1.1.26. Dado um conjunto não vazio S ⊆ K{X}, a classe de todas as álgebras

G-graduadas A tais que g ≡ 0 para todo g ∈ S é chamada variedade V = V (S) determi-

nada por S. O conjunto das identidades satisfeitas por todas as álgebras de uma variedade

V é um TG-ideal de K{X} e é denotado por TG(V ). Se V é uma variedade e A é uma

álgebra G-graduada tal que TG(A) = TG(V ), dizemos que V é a variedade gerada por

A. Denotamos por varG(A) o conjunto de todas as variedades que satisfazem as mesma

identidades graduadas da álgebra A.

De�nição 1.1.27. Uma álgebra FY B na variedade B é chamada álgebra relativamente

livre de B gerada por Y , se B é uma álgebra livre na classe B.

Teorema 1.1.28. Seja X um conjunto enumerável in�nito, K{X} uma álgebra livre,

livremente gerada por X, V uma variedade e T (V ) ⊆ K{X}. Então K{X}
T (V )

é uma álgebra

relativamente livre sobre o conjunto X̄ = {x+ T (V )|x ∈ X}. Além disso, quaisquer duas

álgebras relativamente livres com respeito a V de mesmo posto são isomorfas.

Demonstração. Veja [?] pág. 4, Teorema 1.2.4.

Dado um conjunto S ⊆ K{X}, o TG-ideal gerado por S, denotado por 〈S〉TG ,
é a interseção de todos os TG-ideais de K{X} que contém S. Se S ⊆ TG(A) é tal que

TG(A) = 〈S〉TG , dizemos que S é uma base das identidades polinomiais graduadas

de A.

Denotamos por K 〈X〉 a álgebra relativamente livre gerada por

X = {xgi : i ≥ 0, g ∈ G}

das variedades das álgebras associativas G-graduadas e por L(X) a álgebra relativamente

livre da variedades das álgebras de Lie G-graduadas. Se Y = {ygj : j ≥ 0, g ∈ G}, então

K 〈X〉 ∼=
K{X}

〈(x1x2)x3 − x1(x2x3) : yj ∈ Xg,∀g ∈ G〉TG

e

L(X) ∼=
K{Y }

〈y21, (y1y2)y3 + (y2y3)y1 + (y3y1)y2 : yj ∈ Y g,∀g ∈ G〉TG
.

Embora todos os resultados enunciados abaixo valham em qualquer álgebra rela-

tivamente livre, em particular para K{X}, por conveniência trabalharemos com a álgebra

L(X).

De�nição 1.1.29. Um polinômio g(xg11 , ..., x
gn
n ) ∈ L(X) é dito uma identidade polino-

mial graduada de uma álgebra de Lie G-graduada L =
⊕

g∈G Lg se g(l1, ..., ln) = 0 para

quaisquer li ∈ Lgi.



11

Teorema 1.1.30. Seja K um corpo in�nito. Se f é uma identidade para uma K-álgebra

A, então cada componente multihomogênea de f é ainda uma identidade de A.

Demonstração. Seja f um polinômio em n variáveis, para cada xt, 1 ≤ t ≤ n, f pode ser

escrito como

f =
m∑
i=0

fi,

em que fi é a soma de todos os monômios de grau i em xt e m é o grau de f em xt.

Considere α0, . . . , αm elementos distintos de K. Como f é invariante por endo-

mor�smo, f(x1, ..., αjxt, ..., xn) ≡ 0 para cada j = 1, ...,m. Assim,

f(x1, ..., αjxt, ..., xn) =
m∑
i=0

αjifi(x1, ..., xn) ≡ 0. (1.1)

Escrevendo a matriz de Vandermond dos coe�cientes de f

4 =


1 1 ... 1

α0 α1 ... αm

... ... ... ...

αm0 αm1 ... αmm

 .

Seja f̄i = fi(a1, ..., an), para a1, ..., an ∈ A, por (??), temos que 4(f̄i, ..., f̄n) = 0.

Como det(4) =
∏

0≤i≤j≤m

αj − α1 é não nulo, segue que f1, ..., fm = 0 são identi-

dades em A.

Observação 1. Seja A uma álgebra gerada como espaço vetorial por um conjunto β. Se

um polinômio multilinear f se anula sobre β, então f é uma identidade de A.

Demonstração. Seja a1 =
∑
α1iui, ..., an =

∑
αniui elementos de A, sendo os u′is elemen-

tos de β. Então, como f é linear em cada uma das variáveis

f(a1, ..., an) =
∑

α1i ...αninf(ui1 , ..., uin) = 0.

Dessa observação, concluímos que para mostrar que um polinômio multilinear

é identidade para determinada álgebra é su�ciente mostrar que ele se anula numa base

dessa álgebra.

De�nição 1.1.31. Sejam f, g ∈ L(X) dois polinômios. Dizemos que f e g são equiva-

lentes se eles geram o mesmo TG-ideal. Dizemos que f é uma consequência de g (ou f

segue de g) se f ∈ 〈g〉TG, em que 〈g〉TG representa o TG-ideal gerado por g.
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Teorema 1.1.32. Se a álgebra A satisfaz uma identidade de grau k então ela satisfaz

uma identidade multilinear de grau ≤ k.

Demonstração. Seja f(x1, ..., xn) ∈ L(X) uma identidade da álgebra A. Se cada variável

xi aparece com grau menor ou igual a 1, em cada monômio de f , então substituindo

algumas das variáveis por zero obtemos o resultado. Então podemos assumir que existe

uma variável, digamos x1, tal que grx1(f) > 1.

Considere o polinômio

h(y1, y2, x2, ..., xn) = f(y1 + y2, x2, ..., xn)− f(y2, x2, ..., xn)− f(y1, x2, ..., xn).

O polinômio h é uma identidade para A. Suponha por absurdo, que h ≡ 0 e substitua

y1 = y2 = x1 em h, temos que

h(x1, x1, x2, ..., xn) = f(x1 + x1, x2, ..., xn)− 2f(x1, x2, ..., xn) = 0.

Decompondo f como na demonstração do Teorema ??, isto é, fazendo

f = f0 + f1 + · · ·+ fr,

temos que

−f0 + (22 − 2)f2 + · · ·+ (2d − 2)f2 = 0

uma contradição, pois d > 1. Logo h 6≡ 0.

Como gry1h = d − 1 < grx1(f) por indução obtemos um polinômio multilinear

que é uma identidade para A.

A construção feita nesse teorema é chamada processo de multilinearização e

será muito utilizada ao longo deste trabalho. Para deixar mais claro o processo vamos a

um exemplo.

Exemplo 1.1.33. Considere polinômio f(x1, x2) = x2x
2
1x2 ∈ K 〈X〉 . Linearizando em

relação à variável x1, temos

h1(y1, y2, x2) = x2(y1 + y2)
2x2 − x2y21x2 − x2y22x2

= x2y
2
1x2 + x2y1y2x2 + x2y2y1x2

+x2y
2
2x2 − x2y21x2 − x2y22x2

= x2y1y2x2 + x2y2y1x2.
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Agora linearizando h1 em relação a variável x2 temos,

h2(y1, y2, z1, z2) = (z1 + z2)y1y2(z1 + z2)− h1(y1, y2, z1)

+(z1 + z2)y2y1(z1 + z2)− h1(y1, y2, z2)

h2(y1, y2, z1, z2) = z1y1y2z2 + z2y2y1z1 + z2y1y2z1 + z1y2y1z2.

Se quisermos voltar ao polinômio original podemos fazer y1 = y2 = x1 e z1 =

z2 = x2. Esse processo de identi�cação de variáveis será utilizado no capítulo 3.

O próximo teorema nos garante que em característica zero podemos nos preocupar

apenas com as identidades multilineares.

Teorema 1.1.34. Se charK = 0, toda identidade polinomial não nula é equivalente a um

conjunto �nito de identidades polinomiais multilineares.

Demonstração. Pelo Teorema ?? é su�ciente mostrar para f = f(x1, ..., xn) multihomô-

genea. Vamos aplicar o processo de multilinearização em f . Se gr(f) = d > 1, podemos

escrever

f(y1 + y2, x2, ..., xn) =
d∑
i=0

gi(y1, y2, x2, ..., xn),

com gry1(gi) = i e gry2(gi) = d− i. Como a característica do corpo é zero,
(
d
i

)
6= 0 e f é

consequência de algum gi, i = 1, .., d− 1.

Aplicando indução acabamos a prova.

De�nição 1.1.35. Seja g = g(x1, ..., xn) ∈ L(X) um polinômio multilinear. Dizemos que

g é alternado nas variáveis xi, xj se o polinômio se anula quando substituímos xi no

lugar de xj. Se g é alternado em xi e xj então

g(x1, ..., xi, ..., xj, ..., xn) = −g(x1, ..., xj, ..., xi, ..., xn).

Além disso, escrevendo qualquer permutação de Sn como um produto de transposições, se

g(x1, ...xk, xk+1, ..., xn) é alternado nas variáveis x1, ..., xk, então

g(xσ(1), ...xσ(k), xk+1, ..., xn) = (−1)σg(x1, ...xk, xk+1, ..., xn),

com σ ∈ Sk e (−1)σ é o sinal da permutação σ. Se g é alternado em todas as suas

variáveis, dizemos simplesmente que g é alternado.

1.2 Identidades estáveis e elementos genéricos

Nesta seção vamos falar sobre os elementos genéricos de uma álgebra. Esses ele-

mentos são importantíssimos nos estudo das identidades polinomiais pois para provar que
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determinado polinômio se anula em uma álgebra, é su�ciente mostrar que tal polinômio

se anula para os elementos genéricos dessa álgebra. Para falarmos de elementos genéricos

vamos de�nir produto tensorial de álgebras.

De�nição 1.2.1. Sejam V,W espaços vetoriais sobre K. Consideremos o K espaço

vetorial K(V ×W ) com base V ×W , e o subespaço U de K(V ×W ) gerado pelos elementos

dos tipos

(v1 + v2, w)− (v1, w)− (v2, w);

(v, w1 + w2)− (v, w1)− (v, w2);

(λv, w)− λ(v, w);

(v, λw)− λ(v, w);

com v, v1, v2 ∈ V,w,w1, w2 ∈ W e λ ∈ K. De�nimos o produto tensorial de V e W

denotado por V ⊗K W como sendo o espaço vetorial quociente K(V × W )/U . Como

sempre trabalharemos sobre o corpo K, omitiremos o índice.

Teorema 1.2.2. (Propriedade Universal do Produto Tensorial) Sejam V,W e U espaços

vetoriais sobre K e f : V × W → U uma aplicação bilinear. Então existe uma única

transformação linear Tf : V ⊗ W → U tal que Tf (v ⊗ w) = f(v, w) para quaisquer

v ∈ V,w ∈ W .

De�nição 1.2.3. Sejam A e B álgebras sobre K e considere o produto bilinear de�nido

por
∗ : (A⊗B)× (A⊗B) −→ A⊗B

((a1 ⊗ b1), (a2 ⊗ b2)) 7−→ ((a1 ⊗ b1) ∗ (a2 ⊗ b2)) = a1a2 ⊗ b1b2

Segue da Propriedade Universal de Produto Tensorial que esse produto é bem de�nido. O

espaço vetorial A ⊗ B, munido desse produto, possui estrutura de álgebra e é chamado

produto tensorial das álgebras A e B.

Agora, podemos construir a álgebra dos elementos genéricos.

Se A é uma álgebra sobre um corpo K, ao estender os escalares, obtemos uma

nova álgebra sobre K cujas identidades são satisfeitas por A. Se o corpo K for �nito, a

álgebra maior tem, em geral, um T -ideal diferente.

De�nição 1.2.4. Seja f uma identidade da K-álgebra A. Dizemos que f é uma iden-

tidade estável para A se para toda K-álgebra comutativa C, f é ainda uma identidade

para A⊗ C.

Lema 1.2.5. Se K é um corpo in�nito e A uma K-álgebra, então toda identidade de A

é estável.
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Demonstração. Sejam f(x1, ..., xn) ∈ L(X) uma identidade para A,C uma álgebra co-

mutativa sobre K e Ā = A ⊗ C. Podemos assumir f multihomogênea de multigrau

(m1, ...,mn). Para ā1, ..., ān ∈ Ā, vamos mostrar que f(ā1, ..., ān) = 0.

Suponha que ā1 = a1 ⊗ c1, ..., ān = an ⊗ cn então

f(ā1, ..., ān) = f(a1, ..., an)⊗ cm1
1 ...cmnn = 0

já que C é comutativa. Disso segue o resultado.

Agora seja ā1 = b1 ⊗ d1 + b2 ⊗ d2, ā2 = a2 ⊗ c2, ..., ān = an ⊗ cn. Então

f(ā1, ..., ān) = f(b1 ⊗ d1, a2 ⊗ c2, ..., an ⊗ cn) + f(b2 ⊗ d2, a2 ⊗ c2, ..., an ⊗ cn)

−
mi−1∑
i=1

fi(b1 ⊗ d1, b2 ⊗ d2, a2 ⊗ c2, ..., an ⊗ cn)

e pela demonstração do Teorema ??,

f(x1 + y1, x2, ..., xn)− f(x1, x2, ..., xn)− f(y1, x2, ..., xn) =

mi−1∑
i=1

fi(x1, y1, x2, ..., xn),

em que fi com grx1(fi) = i é uma consequência de f . Pela parte 1, segue o resultado.

Generalizando o argumento para o caso

ā1 =
∑

a1i ⊗ c1i , ..., ān =
∑

ani ⊗ cni ∈ Ā, aij ∈ A, cij ∈ C,

escrevemos f(ā1, ..., ān) como soma de expressões da forma ḡ = g(aii⊗cji , ..., aik⊗cjk) em
que g(x1, ..., xk) é uma consequência de f . Novamente pela parte 1, segue o resultado.

Sejam A uma álgebra de dimensão �nita m sobre K e {u1, ..., um} uma base de A.

Considere ξ(i)j , i ≥ 1, 1 ≤ j ≤ m indeterminadas comutativas e seja K[ξ
(i)
j ], i ≥ 1, 1 ≤ j ≤

m o anel de polinômios sobre K nessas indeterminadas. Construímos B = A⊗K[ξ
(i)
j ], a

álgebra produto tensorial de A e K[ξ
(i)
j ].

De�nição 1.2.6. Os elementos ξi =
∑
uj ⊗ ξj(i), i = 1, 2, ... são chamados elementos

genéricos. A subálgebra Ã de B gerada por ξ1, ξ2, ... sobre K é chamada álgebra dos

elementos genéricos.

Teorema 1.2.7. Se K é in�nito, a álgebra Ã é uma álgebra relativamente livre de posto

enumerável da variedade var(A) das álgebras que satisfazem as mesmas identidades de

A. Em outras palavras, Ã ∼=
L(X)

T (A)
onde X é um conjunto enumerável in�nito.

Demonstração. Seja X = {x1, x2, ...} enumerável e in�nito e seja ψ : L(X) → Ã o

homomor�smo induzido pela função xi → ξi, i = 1, 2, ... Vamos mostrar que ker(ψ) =
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T (A). Pelo lema anterior, T (A ⊗ K[ξ
(i)
j ]) = T (A) e assim T (A) ⊆ Ker(ψ). Suponha

agora que g = g(x1, ..., xn) ∈ ker(ψ), isto é, g(ξ1, ..., ξn) = 0 em Ã e sejam a1, ..., an

elementos arbitrários de A. Escreva cada ai como combinação dos elementos da base

{u1, ..., um} de A, ou seja, ai =
∑m

j=1 λ
(i)
j uj, com λ

(i)
1 , ..., λ

(i)
m ∈ K. Como K[ξ

(i)
j ] é uma

álgebra comutativa livre de posto enumerável, qualquer função ξi → λ
(i)
j se estende a um

homomor�smo K[ξ
(i)
j ] → K. Então pela propriedade universal de produto tensorial, a

função

a→ a, ξ
(i)
j → λ

(i)
j , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

se estende a um homomor�smo φ : A⊗K[ξ
(i)
j ]→ A de modo que φ(ξ

(i)
j ) = ai, 1 ≤ i ≤ n.

Então,

0 = φ(g(ξ1, ..., ξn)) = g(φ(ξ1), ..., φ(ξn)) = g(a1, ..., an).

Como a1, ..., an são elementos arbitrário de A, g(x1, ..., xn) = 0 é uma identidade

de A e ker(ψ) = T (A).

Seja A = Mk(K) a álgebra das matrizes k × k sobre K. Neste caso, escolhendo

as matrizes unitárias eij como base para A temos a álgebra dos polinômios K{ξ(t)ij } nas
variáveis ξ(t)ij , t ≥ 1, 1 ≤ i, j ≤ k. EntãoMk(K)⊗KK[ξ

(t)
ij ] ∼= Mk(K[ξ

(t)
ij ]) e ξt =

∑
ξ
(t)
ij eij é

a matriz com entradas ξ(t)ij . Os elementos ξt são chamados matrizes genéricas k× k sobre

K e a álgebra K{ξ1, ξ2, ...}, gerada por esses elementos, é chamada a álgebra das matrizes

genéricas de ordem k sobre K.

Corolário 1.2.8. A álgebra K{ξ1, ξ2, ...} sobre o corpo in�nito K é a álgebra relativa-

mente livre de posto enumerável da variedade gerada por Mk(K).

De�nição 1.2.9. Seja A uma álgebra. Dizemos que A é uma álgebra simples se A não

possui ideais bilaterais não triviais.

O teorema abaixo nos fornece uma relação entre K-álgebras simples de dimensão

�nita e álgebras de matrizes, que será importante no próximo capítulo.

Teorema 1.2.10. Se K é um corpo algebricamente fechado e A é uma K-álgebra simples

de dimensão �nita, então existe n ∈ N tal que A 'Mn(K).



Capítulo 2

Teoria de Representações

Neste capítulo falaremos sobre as representações de grupos simétricos e sua rela-

ção com as identidades polinomiais de uma álgebra. Para isso dividimos o capítulo em três

seções: na primeira daremos as de�nições básicas de representações de grupos e alguns

resultados importantes, sem demonstrá-los; na segunda falaremos sobre as representações

do grupo simétrico; na última seção, apresentaremos alguns resultados das relações entre

representações do grupo simétrico e as identidades polinomiais. Os resultados da última

seção serão essenciais para o próximo capítulo.

As duas primeiras seções serão baseadas em [?], enquanto a última será baseada

em [?].

2.1 Representações lineares de grupos

De�nição 2.1.1. Sejam K um corpo, V um K-espaço vetorial, Gl(V ) o grupo das trans-

formações lineares inversíveis de V em V e G um grupo qualquer. De�nimos uma repre-

sentação linear de G em V como sendo um homomor�smo de grupos φ : G −→ Gl(V )

de�nida por φ(g) = φg. Sendo φ uma representação linear, de�nimos o grau desta repre-

sentação como sendo a dimensão de V .

De�nição 2.1.2. Dizemos que uma representação é �el se é injetora.

No caso em que V tem dimensão �nita n, podemos enxergar uma representação

linear de G em V como sendo um homomor�smo φ : G −→ Gln(K) uma vez que os

grupos Gl(V ) e Gln(K) são isomorfos. Quando quisermos deixar explícito o corpo em

que estamos trabalhando diremos K-representação linear ou representação linear sobre

K. A menos de menção contrária, sempre consideraremos o corpo K, G sempre denotará

um grupo e V um K-espaço vetorial. Também falaremos apenas representação querendo

dizer representação linear de G sobre V.

De�nição 2.1.3. Seja φ uma representação linear. Dizemos que um subespaço W de

V é φ-invariante se φg(W ) ⊆ W, para todo g ∈ G. Se existe algum subespaço W φ-
17
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invariante de V tal que {0V } 6= W 6= V dizemos que φ é uma representação redutível,

caso contrário dizemos que φ é uma representação irredutível. A restrição de φ a W ,

φg|W , é chamada subrepresentação.

Exemplo 2.1.4. Sejam n ∈ N, n ≥ 2 e V um K-espaço vetorial de dimensão n. Fixada

uma base β = {v1, ..., vn} de V , consideremos, para cada σ ∈ Sn, uma transformação

linear Tσ : V −→ V de�nida por Tσ(vi) = vσ(i). A representação linear, ψ : Sn −→ Gl(V )

de�nida por ψ(σ) = Tσ é redutível. O subespaço W = 〈v1 + v2 + · · ·+ vn〉 de V é ψ-

invariante. A representação ψ|W é irredutível.

De�nição 2.1.5. Sejam G um grupo, V e W espaços vetoriais e φ e ψ representações de

V e W respectivamente. Dizemos que φ e ψ são representações equivalentes se existe

uma transformação linear T : V −→ W bijetora tal que ψgT = Tφg,∀g ∈ G.

De�nição 2.1.6. Sejam G um grupo e φ uma representação linear. Dizemos que φ é

completamente redutível (ou semissimples) se existem W1,W2, ...,Wn subespaços

φ-invariantes de V tais que:

(i) V = W1 ⊕ · · · ⊕Wn;

(ii) As restrições de φ aos W ′
is são todas irredutíveis.

De�nição 2.1.7. A soma direta de duas representações ρ1 e ρ2 de um grupo G sobre os

espaços vetoriais V1 e V2 é uma representação ρ1⊕ ρ2 com a ação ρ(x, y) = ρ1(x)⊕ ρ2(y).

Consideremos um grupo G e duas representações lineares φ e ψ sobre V e W ,

respectivamente. Dado g ∈ G, consideremos a aplicação Fg : V ×W −→ V ⊗W de�nida

por Fg(v, w) = φg(v) ⊗ ψ(w). Como esta aplicação é bilinear, existe uma transformação

linear ρg : V ⊗W −→ V ⊗W tal que ρg(v⊗w) = φ(v)⊗ψ(w), ρg ∈ Gl(V ⊗W ). Podemos

de�nir ρg : G −→ Gl(V ⊗W ), g 7→ ρg. Essa aplicação é uma representação linear de G

em V ⊗W e é chamada produto tensorial de φ e ψ e denotada por φ⊗ ψ.
Existe uma estreita relação entre as representações lineares (sobre um corpo K)

de um grupo e os KG-módulos.

Para estudar essas relações, vamos dá algumas de�nições sobre módulos.

De�nição 2.1.8. Seja A uma álgebra. Dizemos que um grupo abeliano M é um A-

módulo à esquerda (ou módulo à esquerda sobre A), daqui por diante simplesmente

denominado módulo, se está munido de uma aplicação

· : A×M −→ M

(a,m) 7−→ a ·m

que satisfaz
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1. (a1 + a2) ·m = (a1 ·m) + (a2 ·m);

2. a · (m1 +m2) = (a ·m1) + (a ·m2);

3. (λa) ·m = a · (λm) = λ(a ·m);

4. a1 · (a2 ·m) = (a1 · a2)m;

5. 1A ·m = m;

para quaisquer a, a1, a2 ∈ A,m,m1,m2 ∈M e λ ∈ K.

De�nição 2.1.9. Sejam M,N A-módulos. Uma aplicação φ : M → N é um homomor-

�smo de A-módulos se for linear em A, isto é, se φ(am + n) = aφ(m) + φ(n). Se φ for

uma bijeção então é chamado de isomor�smo.

De�nição 2.1.10. Sejam A uma álgebra e M um A-módulo. Dizemos que um subespaço

vetorial N de M é um submódulo de M se a · n ∈ M,∀a ∈ A, n ∈ N . Um submódulo

N é minimal se não existe submódulo N1 de M tal que 0 6= N1 ⊂ N e irredutível (ou

simples) se seus únicos submódulos são {0} e M .

O próximo resultado é de fácil veri�cação e nos fornece uma relação entre módulos

e representações.

Proposição 2.1.11. Seja V um espaço vetorial de dimensão �nita.

1. Se φ é uma representação de G sobre V , então V é um KG-módulo com respeito

ao produto

(
∑
g∈G

λgg)v =
∑
g∈G

λgφg(v).

Se W é um subespaço φ-invariante de V então W é um submódulo do KG-módulo

V .

2. Se V for um KG-módulo à esquerda, então a aplicação

ρ : G → Gl(V )

g 7−→ Tg : V → V

v 7→ gv

é uma representação de G sobre V .

Por abuso de notação, falaremos simplesmente G-módulo querendo dizer KG-

módulo.

Proposição 2.1.12. Sejam φ e ψ duas representações lineares de G. Então vale:
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(a) φ e ψ são equivalentes se, e somente se, os respectivos KG-módulos, V e W , são

isomorfos.

(b) φ é irredutível se, e somente se, o respectivo KG-módulo V é irredutível.

De�nição 2.1.13. (Representação do produto direto) Sejam K um corpo, G um grupo

expresso como produto direto G = H×F , ψ e φ representações de H e F , respectivamente.

Podemos construir uma K-representação de G usando o produto tensorial. Suponha que

ψ e φ induzem um KH-módulo M e um KF -módulo N , respectivamente, considere o

produto tensorial

T = M ⊗K N

e faça T um KG-módulo à esquerda de�nindo

(a, b)(x⊗ y) = (ax)⊗ (by),

a ∈ M,x ∈ H, b ∈ N e y ∈ F . Então T dá origem a uma representação ρ = ψ#φ,

chamada produto de Kronecker de ψ e φ. O grau de ρ é o produto dos graus de φ e

ψ.

Teorema 2.1.14. Se K é um corpo algebricamente fechado cuja característica não divide

a ordem de um grupo �nito G, então o número de K-representações lineares irredutíveis

de G é �nito, a menos de equivalência, e é igual ao número de classes de conjugação de

G.

Teorema 2.1.15. Sejam K um corpo algebricamente fechado e G = H × F

1. Se φ e ψ são representações irredutíveis de H e F , então ρ é uma representação

irredutível de G;

2. Assuma que G é �nito e K um corpo cuja característica não divida a ordem de G. Se

{ψ1, ..., ψh} e {φ1, ..., φf} são o conjunto de todas as K-representações irredutíveis

de H e F , duas a duas não equivalentes, então ρij = ψi#φj, 1 ≤ i ≤ h, 1 ≤ j ≤
f formam o conjunto de todas as K-representações irredutíveis duas a duas não

equivalentes.

Demonstração. Veja [?] pág.236.

Teorema 2.1.16. (Maschke) Seja G um grupo �nito cuja ordem não é divisível pela

característica do corpo K. Se φ : G −→ Gl(V ) é uma representação linear de grau �nito

e W é um subspaço φ-invariante de V , então existe um subespaço φ-invariante W1 de V

tal que V = W ⊕W1. Consequentemente, φ é completamente redutível.

Se a característica do corpo é zero sempre vale o teorema de Maschke.
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Proposição 2.1.17. Sejam A uma álgebra e M e N A-módulos isomorfos. Se M =

M1 ⊕ ... ⊕Mn e N = N1 ⊕ ... ⊕ Nm onde Mi e Nj são submódulos minimais de M e N

respectivamente, então n = m e Mi ' Nj para todo i = 1, ..., n, reordenando os N ′js se

necessário.

Proposição 2.1.18. Considere KG como um KG-módulo. Se K é um corpo algebrica-

mente fechado, todo KG-módulo irredutível é isomorfo a um ideal minimal de KG.

Demonstração. Sejam V um G-módulo irredutível e um elemento 0 6= v ∈ V . De�na

Φ : KG → V∑
αgg 7→

∑
αggv.

Temos que Φ é um homomor�smo de KG-módulos. Pelo Teorema de Maschke, KG =

kerΦ⊕W , ondeW é um KG-módulo e KG é completamente redutível. Obtemos ImΦ =

V , pois V é irredutível. Pelo Teorema do Isomor�smo
KG

kerΦ
' W ' Im(Φ) = V , e W é

um ideal minimal de KG isomorfo a V .

Para cada j = 1, ...,m, consideremos o ideal bilateral Jj = IjKG. Então Jj é

exatamente a soma de todos os ideais minimais à esquerda de KG isomorfos à Ij.

Proposição 2.1.19. KG = J1 ⊕ ...⊕ Jm.

Supondo que K é algebricamente fechado, temos Jj ' Mdj(K), em que dj é o

grau da representação irredutível associada ao módulo Ij. Pelo Teorema ??, segue então

o próximo resultado.

Proposição 2.1.20. Se K é um corpo algebricamente fechado cuja característica não

divide a ordem de um grupo �nito G então

KG 'Md1(K)⊕Md2(K)⊕ · · · ⊕Mdm(K)

onde d1, ..., dm são os graus das K-representações irredutíveis de G.

De�nição 2.1.21. Sejam V um espaço vetorial de dimensão �nita n e φ : G → Gl(V )

uma representação linear. De�nimos o caracter de φ como sendo a aplicação

χφ : G −→ K

g 7−→ χφ(g) = tr(φg)
.

Dizemos que χφ é um caracter irredutível de G se a representação φ é irredutível.

Sendo φ : G → Gl(V ) e ψ : G → Gl(W ) representações equivalentes, temos que existe

uma transformação linear bijetora T : V → W tal que ψg = TφgT
−1, para todo g ∈ G.

Logo

χψ(g) = tr(ψg) = tr(TφgT
−1) = tr(φg) = χφ(g)
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e portanto χψ = χφ.

Seja G = H × F e ρ = ψ#φ uma K-representação de G, então o caracter de ρ é

dado por

χρ(h, f) = χψ(h)⊗ χφ(f).

Teorema 2.1.22. Todo caracter de um grupo G é uma soma de caracteres irredutíveis.

Sendo G um grupo �nito, temos que o número de K-caracteres irredutíveis de G

é �nito. Sendo χ1, χ2, ..., χm esses caracteres, segue do resultado anterior que dado χ um

K-caracter de G, existem inteiros não negativos n1, n2, ..., nm tais que

χ = n1χ1 + n2χ2 + ...+ nmχm

em que pelo menos um dos n′is deve ser estritamente positivo.

Teorema 2.1.23. Se K é um corpo de característica 0, então duas K-representações que

têm o mesmo caracter são equivalentes.

2.2 Representações do grupo simétrico

Nesta seção falaremos sobre as representações lineares tomando G = Sn, o grupo

das permutações de n. Para isso precisaremos introduzir a Teoria de Young sobre as

representações desse grupo.

Começaremos com as de�nições de partição, diagrama e tabela de Young. Em

seguida construiremos os Sn-módulos irredutíveis e obteremos as principais propriedades

destas representações.

No que segue, In denotará o conjunto {1, 2, ..., n}.

De�nição 2.2.1. Seja n ∈ N. De�nimos uma partição de n como sendo uma sequência

λ = (n1, n2, ..., nr) de inteiros positivos tais que n1 ≥ n2 ≥ ... ≥ nr > 0 e n1+n2+...+nr =

n. O comprimento de λ é o número r e é denotado por l(λ).

Se λ é uma particão de n então denotaremos por λ ` n e p(n) denotará o número

de partições de n que coincide com o número de classes de conjugação de Sn.

No restante desta seção, λ sempre denotará uma partição de n.

De�nição 2.2.2. Sejam λ uma partição de n e l(λ) seu comprimento. De�nimos o

diagrama de Young D(λ) da partição λ como sendo o conjunto

D(λ) = {(i, j) ∈ N× N| 1 ≤ i ≤ l(λ), 1 ≤ j ≤ ni}.

O diagrama de Young possui exatamente n elementos que costumam ser repre-

sentados por quadrados (denominados células ou boxes) dispostos em l(λ) linhas com nj
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colunas em cada linha. Da esquerda para a direita, as primeiras células de cada linha

aparecem na mesma coluna. O número total de colunas é igual à n1.

Exemplo 2.2.3. Tomando λ = (4, 3, 2, 1) ` 10, representamos o diagrama de λ por

D(λ) = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (4, 1)}

ou por

D(λ) =

×

onde o × está marcado na célula (3, 2), ou seja, na terceira linha e segunda coluna.

De�nição 2.2.4. Dado λ ` n, de�nimos a partição conjugada de λ como sendo λ′ ` n
tal que D(λ′) = D(λ)t = {(j, i) ∈ N× N|1 ≤ i ≤ l(λ), 1 ≤ j ≤ ni}. Observe que n1 será o

número de linhas de λ′ e l(λ) o número de colunas.

Exemplo 2.2.5. Sendo λ = (4, 2, 2, 2) temos que λ′ = (4, 4, 1, 1) e

D(λ) = e D(λ′) =

Por esse exemplo, podemos ver que a partição conjugada corresponde à partição

cujo diagrama de Young é uma re�exão do diagrama de Young de λ em relação à diagonal

principal. Observe ainda que o diagrama da partição conjugada consiste apenas em trocar

linhas por colunas no diagrama original.

Exemplo 2.2.6. Observe que se λ = (4, 3, 2, 1) pelo Exemplo ?? então λ = λ′

De�nição 2.2.7. Sejam n ∈ N e λ = (n1, ..., nr) ` n. Uma tabela de Young é uma

função bijetora T : D(λ)→ In que consiste no preenchimento das células de D(λ) com os

números de 1 até n sem repeti-los. Dizemos que uma tabela de Young é standard se as

células de D(λ) são preenchidas de forma que os números nas linhas cresçam da esquerda

para a direita e os números nas colunas cresçam de cima para baixo.

Exemplo 2.2.8. Se λ = (3, 2, 2) ` 7 e T1 e T2 são duas tabelas de Young de λ da seguinte

forma:

T1 =

1 4 7
2 5
3 6 e T2 =

1 4 7
2 3
5 6

Temos que T1 é uma tabela standard mas T2 não, pois a segunda coluna não está na ordem

crescente.
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Quando trabalharmos com mais de uma partição, a �m de evitar possíveis con-

fusões, uma tabela de uma partição λ será denotada por Tλ. Sendo λ uma partição de

n existem exatamente n! tabelas de Young do diagrama D(λ). O conjunto de todas as

tabelas de λ será denotado por Tabλ.

De�nição 2.2.9. Sejam λ ` n, T ∈ Tabλ e σ ∈ Sn. De�nimos a tabela σT ∈ Tabλ pela

composição σ ◦ T : D(λ)→ In.

Observe que σT = T se, e somente se, σ = Id. Observe também que dadas duas

tabelas T1 e T2 do mesmo diagrama D(λ), existe α ∈ Sn tal que αT1 = T2.

Exemplo 2.2.10. Considere as duas tabelas do exemplo anterior

T1 =

1 4 7
2 5
3 6 e T2 =

1 4 7
2 3
5 6 .

Observe que T2 = σT1, sendo σ = (35).

Exemplo 2.2.11. Considere σ = (123) e T1 =

1 4 3
2 5 . Então σT1 =

2 4 1
3 5 .

Sejam n ∈ N, λ ` n e T uma tabela de Young do diagrama D(λ). Para k ∈
{1, 2, ..., l(λ)}, de�nimos a k-ésima linha de T como sendo o conjunto Lk = {T (k, j) : 1 ≤
j ≤ nk}. Para k ∈ {1, 2, ..., n1} de�nimos a k-ésima coluna de T como sendo o conjunto

Ck = {T (i, k) : 1 ≤ i ≤ r, ni ≥ k}.
Considerando a tabela T1 do exemplo anterior temos

L1 = {T (1, 1), T (1, 2), T (1, 3)} = {1, 4, 3}, L2 = {T (2, 1), T (2, 2)} = {2, 5}

e

C1 = {T (1, 1), T (2, 1)} = {1, 2}, C2 = {T (1, 2), T (2, 2)} = {4, 5} e C3 = {T (1, 3)} = {3}.

De�nição 2.2.12. Dada uma tabela de Young T de�nimos o grupo das permutações

nas linhas de T como sendo

RT = {σ ∈ Sn : σ(Li) = Li, para toda linha Li de T}

e o grupo das permutações nas colunas de T como sendo

CT = {σ ∈ Sn : σ(Ci) = Ci, para toda coluna Ci de T}.

Observe que se σ ∈ RT então σT e T tem as mesmas linhas. Da mesma forma

se τ ∈ CT então τT e T tem as mesmas colunas. Por esse motivo RT e CT são chamados
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de estabilizador de linha e estabilizador de coluna, respectivamente. Além disso, se σ ∈
RT ∩CT , então σT e T tem as mesmas linhas e as mesmas colunas. Segue que σT = T e

portanto σ = 1.

Exemplo 2.2.13. Sejam λ = (3, 2, 1) ` 6 e T =

1 4 3

2 5

6 temos que

RT = {1, (13), (14), (34), (134), (143), (25), (13)(25), (14)(25), (34)(25), (134)(25), (143)(25)}
é o estabilizador de linha e

CT = {1, (12), (16), (26), (126), (162), (45), (12)(45), (16)(45), (26)(45), (126)(45), (162)(45)}.
é o estabilizador coluna.

De�nição 2.2.14. Para uma tabela de Young T , de�nimos os seguintes elementos de

KSn:

PT =
∑
σ∈RT

σ; QT =
∑
τ∈CT

(−1)ττ ; eT = PTQT =
∑

τ∈CT ,σ∈RT

(−1)τστ

onde (−1)τ denota o sinal da permutação τ . O elemento eT é chamado simetrizador de

Young.

Exemplo 2.2.15.

T =

1 2
3 4

RT = {1, (12), (34), (12)(34)}; CT = {1, (13), (24), (13)(24)};
PT = 1 + (12) + (34) + (12)(34); QT = 1− (13)− (24) + (13)(24);

eT = 1 + (12) + (34) + (12)(34)− (13)− (24) + (13)(24)− (132)− (143)− (1432)− (124)−
(234)− (1234) + (14)(23) + (1324) + (1423).

Teorema 2.2.16. O elemento eT é semi-idempotente, isto é, existe um elemento β ∈ K,

não nulo, tal que e2T = βeT .

De�nição 2.2.17. Sejam λ ` n e T ∈ Tabλ. De�nimos os submódulos de KSn

MT = KSneT = {aeT |a ∈ KSn}.

Proposição 2.2.18. Se e2T = βeT para β ∈ K, não nulo, então

dimMT =
n!

β
.

Proposição 2.2.19. Sejam λ ` n e T1, T2 ∈ Tabλ. Então MT1
∼= MT2 como KSn-

submódulos.

Proposição 2.2.20. MT é um Sn-módulo irredutível.
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Proposição 2.2.21. KSn ∼=
⊕

λ`nMdλ(K) e n! =
∑

λ`n d
2
λ, em que dλ é o grau da

representação associada a partição λ

Proposição 2.2.22. Sejam K um corpo de característica zero e n ≥ 1. Então existe

uma correspondência um a um entre os Sn-caracteres irredutíveis e partições de n. Seja

{χλ|λ ` n}. Então
KSn = ⊕Iλ ∼= ⊕Mdλ(K),

em que Iλ = eλKSn e eλ =
∑

σ∈Sn χλ(σ)σ é, a menos de um escalar, a unidade de Iλ.

Proposição 2.2.23. Se T1, ..., Tdλ são todas as tabelas standard de λ ` n então Iλ, o

ideal bilateral minimal correspondente a partição λ, pode ser decomposto como

Iλ =

dλ⊕
i=1

MTi .

Agora queremos explicitar uma base para os M ′
T s. A partir de agora Stdλ deno-

tará o conjunto de todas as tabelas standard de uma partição λ.

Teorema 2.2.24.
∑

λ`n(#Stdλ)
2 = n!2.

Teorema 2.2.25. Se λ ` n e T ∈ Tabλ então dimMT = dλ = #Stdλ.

Demonstração. Seja Iλ = MTKSn, temos que dimIλ = d2λ. Pela proposição ?? temos

que para todo T ′ ∈ Stdλ,MT ′
∼= MT , existe σ ∈ Sn tal que MT ′ = MTσ

−1 ⊆ Iλ. Assim,⊕
T ′∈StdλMT ′ ⊆ Iλ, portanto

dim⊕T ′ ∈ StdλMT ′ ≤ dimIλ ⇒ dimMT (#Stdλ) ≤ d2λ ⇒ #Stdλ ≤ dλ.

Mas (
∑

#Stdλ)
2 = n! =

∑
d2λ, logo #Stdλ = dλ.

Corolário 2.2.26. A decomposição explícita de KSn em soma direta de ideais minimais

à esquerda é dada por KSn =
⊕

λ`n(
⊕

T∈StdλMT ).

De�nição 2.2.27. Sejam λ ` n, T ∈ Stdλ. De�nimos ΣT = {σ ∈ Sn|σT ∈ Stdλ}.
Observamos que ΣT 6= ∅ pois 1 ∈ ΣT .

Teorema 2.2.28. Sejam λ ` n, T ∈ Stdλ. O conjunto BT = {σeT |σ ∈ ΣT} é uma base

para MT como espaço vetorial sobre K.

Demonstração. Veja [?], pág.34.

De�nição 2.2.29. Para qualquer célula (i, j) ∈ D(λ) de�nimos o gancho com extre-

midade em (i, j) como sendo o conjunto

{(i, j); j ≤ k ≤ λi} ∪ {(i, j); i ≤ l ≤ λ′j}.
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Em outras palavras, o gancho com extremidade em (i, j) é o conjunto de células da linha i

que estão à direita de (i, j), incluindo (i, j), unido ao conjunto de células da coluna j que

estão abaixo de (i, j). De�nimos o comprimento do gancho por hij = λi+λ′j−j− i+1

e o produto dos ganchos de D(λ) por h(λ) =
∏

1≤i≤l(λ),1≤j≤λ1 hij.

Lema 2.2.30. Seja λ ` n. Para todo T ∈ Tabλ temos e2T = βT eT , com βT = h(λ) =
n!

dimMT
.

Teorema 2.2.31. Seja λ ` n. Então

#Stdλ =
n!

h(λ)
.

Exemplo 2.2.32. λ = (3, 2) ` 5, λ′ = (2, 2, 1)

D(λ) = , D(λ′) = .

Vamos calcular o comprimento dos ganchos de λ.

h11 = 3 + 2− 1− 1 + 1 = 4, h21 = 2 + 2− 2− 1 + 1 = 2, h12 = 3 + 2− 1− 2 + 1 = 3,

h13 = 3 + 1− 1− 3 + 1 = 1, h22 = 2 + 2− 2− 2 + 1 = 1,

h(λ) = 4.2.3.1.1 = 4! = 24.

#Stdλ = 5!
4!

= 5.

Stdλ =


1 2 3
4 5 ,

1 2 4
3 5 ,

1 2 5
3 4 ,

1 3 4
2 5 ,

1 3 5
2 4

 .

Na próxima seção vamos relacionar a teoria desta seção com o próximo capítulo.

2.3 Sn-representações sobre polinômios multilineares

Lema 2.3.1. Seja M um Sn-módulo irredutível com caracter χ(M) = χλ, λ ` n. Então

M pode ser gerado como Sn-submódulo por um elemento da forma eTf , para algum f ∈M
e alguma tabela de Young Tλ da forma λ. Além disso, para qualquer tabela de Young T ∗λ
da forma λ existe f ′ ∈M tal que M = KSneT ∗λf

′.

Demonstração. Lembre-se que KSn =
⊕

Iµ, onde Iµ é um ideal bilateral de KSn. Temos

que

KSn =
⊕

µ`n,T∈Stdµ

MT .

Como M = KSnM , existem µ ` n, T ∈ Stdλ e f ∈ M tais que 0 6= KSneTµf ⊆ M . Pela

irredutibilidade de M temos que KSneTµf = M . Também como χ(M) = χλ obtemos



28

λ = µ. Finalmente, se T ∗λ é outra tabela da mesma forma, então pela Proposição ??,

eTλ = σeT ∗λσ
−1 e g = σeT ∗λf

′, com f ′ = σ−1f.

Pela de�nição de RT para qualquer σ ∈ RT ,temos que σeTλf = eTλf , isto é, eTλ é

estável sobre as RT -representações. O número de elementos RT -estáveis está intimamente

ligado ao número de Sn-submódulos irredutíveis tendo caracter χλ.

Agora seja A uma PI-álgebra e T (A) seu T -ideal de identidades. Sabemos que

em característica zero T (A) é determinado pelos seus polinômios multilineares.

Seja Pn o espaço vetorial dos polinômios multilineares em x1, ..., xn na álgebra

livre L(X).

A Sn-ação à esquerda sobre um polinômio f(x1, ..., xn) ∈ Pn, para σ ∈ Sn é

de�nida por σf(x1, ..., xn) = f(xσ(1), ..., xσ(n)), que é a permutação das variáveis de acordo

com σ.

Vamos estudar Pn ∩ T (A). Como T -ideais são invariantes por permutação de

variáveis de mesmo grau, obtemos que Pn ∩ T (A) é um Sn-submódulo à esquerda de Pn.

Assim, Pn(A) = Pn
Pn∩T (A) tem estrutura de módulo à esquerda induzida. Se L(X) é a

álgebra de Lie livre de posto enumerável sobre X = {x1, x2, . . .} então Pn(A) é o espaço

dos polinômios multilineares nas variáveis x1, x2, . . . , xn na álgebra relativamente livre
L(X)
T (A)

.

De�nição 2.3.2. Para n ≥ 1, o Sn-caracter de Pn(A) é chamado n-ésimo cocaracter de

A (ou do T -ideal T (A)) e é denotado por χ(A). Podemos decompor o n-ésimo cocaracter

em

χn(A) =
∑
λ`n

mλχλ

onde χλ é o caracter do Sn-módulo irredutível correspondente a λ e mλ ≥ 0 é a multipli-

cidade correspondente.

A de�nição anterior podem também ser escrita em termos de álgebras munidas

de graduações não triviais. É este o caso que nos interessará nos próximos capítulos.

Para cada n, n1, ..., ns ≥ 0 tal que n = n1 + ...+ ns de�na Pn1,...,ns como o espaço

dos polinômios multilineares de grau n nas variáveis

xg11 , ..., x
g1
n1
, ..., xgs1 , ..., x

gs
ns ,

g1, ..., gs ∈ G. O espaço Pn1,...,ns é naturalmente equipado com uma estrutura Sn1 × · · · ×
Sns-módulo quando munido da ação

(σ1, ..., σs)f(xg11 , ..., x
g1
n1
, ..., xgs1 , ..., x

gs
ns) = f(xg1σ1(1), ..., x

g1
σ1(n1)

, ..., xgsσs(1), ..., x
gs
σs(ns)

)

para todo (σ1, ..., σs) ∈ Sn1 × · · · × Sns e f(xg11 , ..., x
g1
n1
, ..., xgs1 , ..., x

gs
ns) ∈ Pn1,...,ns .
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Seja TG(L) o ideal das identidades de uma álgebra de Lie graduada L munida de

uma G-graduação. Denotamos por Pn1,...,ns(L
G) o espaço dos polinômios multilineares em

L(X)

TG(L)
dependendo de n variáveis, em que λ ` n.

Como os TG-ideais são invariantes pela permutação de variáveis de mesmo G-

grau, Pn1,...,ns ∩ TG(L) é um Sn1 × · · · × Sns-submódulo de Pn1,...,ns , para toda álgebra de

Lie graduada L. Além disso,

Pn1,...,ns(L) =
Pn1,...,ns

Pn1,...,ns ∩ TG(L)
.

também tem uma estrutura de Sn1 × · · · × Sns-módulo à esquerda.

Teorema 2.3.3. Seja A uma PI-álgebra com n-ésimo cocaracter χn(A) dado na De�nição

??. Para a partição µ ` n, a multiplicidade mµ é igual a zero se, e somente se, para

qualquer polinômio g = g(x1, .., xn) ∈ Pn, a álgebra satisfaz a identidade eTµg ≡ 0.

Demonstração. Considere as decomposições KSn =
⊕

λ`n Iλ, Pn = Q ⊕ J,Q = Pn ∩
T (A) e J ∼= Pn(A). Fixe algum µ ` n, então mµ = 0 em (2.2) se, e somente se, IµJ = 0.

Em contrapartida, a igualdade IµJ = 0 é equivalente a inclusão IµPn ⊆ Q. Como Iµ é a

soma de todos os ideais à esquerda MTµ e esta inclusão ocorre se, e somente se, eTµf ∈ Q
para qualquer f ∈ Pn, isto é, eTµf ≡ 0 é uma identidade de A.

Existe também uma versão do teorema anterior no caso graduado.

Teorema 2.3.4. Se A é uma PI-álgebra G-graduada com o (n1, ..., ns)-cocaracter deno-

tado por χn1,...,ns(A) dado por

χn1,...,ns(A) =
∑

(λ)`(n1,...,ns)

m(λ)χλ(1) ⊗ · · · ⊗ χλ(s).

em que χλ(1) ⊗ · · · ⊗ χλ(s) é o Sn1 × · · · × Sns-caracter associado a partição (λ) =

(λ(1), ..., λ(s)) com λ(1) ` n1, ..., λ(s) ` ns e m(λ) é a multiplicidade correspondente. A

multiplicidadem(λ) é igual a zero se, e somente se, para toda s-upla de tabelas Tλ(1), ..., Tλ(s)
da forma λ(1), ..., λ(s), respectivamente, e para todo f(xg11 , ..., x

g1
n1
, ..., xgs1 , ..., x

gs
ns) ∈ Pn1,...,ns

a álgebra A satisfaz a identidade e(λ)f ≡ 0, em que e(λ) = eλ(1) · · · eλ(s).

Abaixo apresentamos três lemas fundamentais ao próximo capítulo.

Lema 2.3.5. Seja X = Y ∪ Z um conjunto enumerável in�nito particionado em dois

conjuntos enumeráveis e in�nitos disjuntos Y e Z e seja f = f(y, z1, z2) ∈ L(X), com

y ∈ Y, zi ∈ Z, um polinômio multihomogêneo em que o grau relativo a y é k, o grau

relativo a z1 é q + r e o grau relativo a z2 é q. Se f não é uma identidade de slZ2
2 (Veja

o exemplo ??) e f é alternado em q pares distintos (z1, z2), então a linearização de f gera

(modTZ2(sl2)) um Sk × Sn−k-módulo irredutível cujo Sk × Sn−k-caracter correspondente é

χ(k) ⊗ χ(q+r,q).
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A demonstração deste lema pode ser encontrada em [?] pág 34.

Exemplo 2.3.6. O polinômio

g(x, y1, y2) = [x, y1, y1, y2, y2]− [x, y2, y1, y2, y1]− [x, y1, y2, y1, y2] + [x, y2, y2, y1, y1]

= [x, ȳ1, ỹ1, ȳ2, ỹ2]
,

em que as barras e os tils sobre as variáveis signi�cam que uma alternância é feita com res-

peito as mesmas, é alternado em dois pares distintos (y1, y2). De�nindo f(x1, y1, y2, y3, y4) =

[x1, y1, y3, y4, y2],

T(1) = 1

e

T(2,2) =

1 2
3 4

obtemos que eT(1)eT(2,2)f , a menos da renomeação das variáveis, é a linearização de g.

Lema 2.3.7. Sejam X = X00∪X10∪X01∪X11 conjunto enumerável in�nito particionado

em quatro conjuntos disjuntos in�nitos e g = g(x, y, z) ∈ L(X), com x ∈ X10, y ∈ X01, z ∈
X11 um polinômio multihomogêneo em que grz(g) = p, grx(g) = q, gry(f) = r. Se g não é

uma identidade de slZ2×Z2
2 então a linearização de g gera (modTZ2×Z2(sl2)) um Sp×Sq×Sr-

módulo irredutível cujo Sp × Sq × Sr-caracter correspondente é χ(p) ⊗ χ(q) ⊗ χ(r).

Demonstração. Suponha, sem perda de generalidade, que existem um monômio g(x, y, z)

e uma permutação σ ∈ Sn, n = p+ q + r agindo à direita de g tal que

g(x, y, z) = (x · · ·x︸ ︷︷ ︸
p−vezes

y · · · y︸ ︷︷ ︸
q−vezes

z · · · z︸ ︷︷ ︸
r−vezes

)σ.

Recordamos que Sn age à direita de um mônomio trocando a posição de suas variáveis.

De�na f = f(x1, ..., xp, y1, ..., yq, z1, ..., zr) ∈ Pp,q,r da seguinte forma: em g, troque as

variáveis x das posições 1, ..., p, respectivamente, por x1, ..., xp, as variáveis y das posições

1, ..., q, respectivamente, por y1, ..., yq e as variáveis z das posições 1, ..., r, respectivamente,

por z1, ..., zr. Agora de�na

T(p) = 1 ... p , T(q) = 1 ... q , T(r) = 1 ... r

então eT(p)eT(q)eT(r)g é a linearização de f em que eT(p) , eT(q) e eT(r) são os idempotentes

essenciais de KSp, KSq e KSr, respectivamente. Portanto, f gera um Sp×Sq×Sr-módulo

irredutível.

Para generalizar esse argumento para um g arbitrário, podemos escrever g =

α1g1 + · · · + αrgr, com αi ∈ K e gi como antes, e repetir o argumento para cada gi,

acrescentando ou ajustando a posição dos parênteses quando necessário.
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Lema 2.3.8. Seja Xi = {xi1, xi2, ..., xin, ...}, i ∈ Z, uma família in�nita e enumerável de

conjuntos in�nitos enumeráveis disjuntos e seja g = f(x, y, z) ∈ L(X), com x ∈ X−1, y ∈
X0, z ∈ X1, um polinômio multihomogêneo em que grx(g) = p, gry(g) = q, grz(g) = r. Se

g não é uma identidade de slZ2 , então a linearização de g gera (modTZ(sl2)) um Sp×Sq×Sr-
módulo irredutível cujo Sp × Sq × Sr-caracter correspondente é χ(p) ⊗ χ(q) ⊗ χ(r).

Demonstração. A demonstração deste Lema é análogo ao caso anterior.



Capítulo 3

Cocaracteres Graduados de sl2

Uma das maneiras de entender a estrutura de uma álgebra é descrevendo o con-

junto das identidades polinomiais da mesma. Como não é uma tarefa simples descrever

todas as identidades polinomiais de uma álgebra A, torna-se útil entender o espaço dos

polinômios multilineares com um grau �xo módulo aqueles que são identidades de A. No

caso da álgebra sl2 podemos fazer as duas coisas. É isso que faremos nos próximos dois

capítulos.

Neste capítulo aplicaremos a teoria de representações do grupo simétrico, vista

no capítulo anterior, para estudar o espaço dos polinômios multilineares com um grau �xo

módulo aqueles que são identidades graduadas de sl2. Os resultados aqui apresentados

são baseados no artigo [?].

Seja R um anel comutativo com unidade. A álgebra de Lie sl2(R) consiste do

conjunto de todas as matrizes 2×2 de traço zero com entradas em R, munido do produto

[x, y] = xy − yx, onde xy e yx representa o produto usual de matrizes. Os elementos,

e =

(
0 1

0 0

)
, h =

(
1 0

0 −1

)
, f =

(
0 0

1 0

)

formam uma base para sl2 como um R-módulo. Da de�nição do produto obtemos que:

[h, e] = 2e, [e, f ] = h, [h, f ] = −2f. (3.1)

Usaremos diversas vezes essas igualdades durante o texto.

Se K é um corpo de característica diferente de 2, então sl2(K), denotada sim-

plesmente por sl2, é uma álgebra simples, ou seja, não possui ideais não triviais.

Àqueles que tiverem curiosidade, podemos dar uma segunda de�nição da álgebra

sl2 usando grupos de Lie.

Recordamos que um grupo de Lie é uma variedade diferenciável G com estrutura

32
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de grupo de tal modo que a aplicação:

(x, y) ∈ G×G→ xy−1 ∈ G

é diferenciável e que um campo X de vetores tangente a um grupo de Lie G é uma aplicação

que a cada ponto p ∈ G corresponde um vetor Xp de TpG, onde Xp denota o valor do

campo X no ponto p ∈ G. O campo X é isomorfo ao espaço tangente de G.

Seja

SL2(K) =

{
h =

(
a b

c d

)
: ad− bc = 1

}
o grupo de Lie das matrizes de ordem 2, e determinante igual a 1. De�nimos sl2(K) como

o espaço tangente à variedade de Lie SL2.

Mais informações sobre a relação entre Grupo de Lie e Álgebra de Lie podem ser

encontradas em [?].

Esta de�nição foge ao objetivo da dissertação e está posta aqui apenas como uma

resposta a pergunta frequente sobre a relação entre grupo de Lie e álgebra de Lie. Foge

também ao objetivo a utilização do espaço tangente na obtenção de informações sobre o

grupo de Lie. Portanto, voltemos ao assunto.

Lembramos que uma álgebra de Lie é graduada se pode ser escrita como soma

direta de subespaços indexados por elementos de um grupo abeliano que tem um bom

comportamento sobre o produto.

Seja G um grupo qualquer e denote L = sl2. A menos de isomor�smo, existem 4

graduações para L:

1. G = 0: a graduação trivial;

2. G = Z2:

L0 = Kh, L1 = Ke⊕Kf ;

3. G = Z2 ⊕ Z2:

L00 = 0, L10 = Kh, L01 = K(e+ f), L11 = K(e− f);

4. G = Z:
L−1 = Ke, L0 = Kh, L1 = Kf, Li = 0, i /∈ {−1, 0, 1}.

Neste capítulo, para facilitar a escrita, abriremos mão dos colchetes e representa-

remos o produto [a, b, ..., b︸ ︷︷ ︸
n−vezes

] simplesmente por a·bn. Note que esse produto não é associativo

e portanto não é igual a zero.
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3.1 Cocaracteres Z2-graduados de sl2

SejamX = Y ∪Z um conjunto enumerável in�nito particionado em dois conjuntos

enumeráveis e in�nitos disjuntos Y e Z, I = T2(sl2) o ideal das identidades Z2-graduadas de

sl2,
L(X)
I

a álgebra relativamente livre na variedade gerada por sl2 munida da Z2-graduação

e Pk,n−k(sl
Z2
2 ) =

Pk,n−k
Pk,n−k

⋂
I
,∀n ≥ 1, k > 0 o espaço dos polinômios multilineares em L(X)

I

dependendo de n variáveis tais que as primeiras k variáveis, denominadas variáveis pares,

pertencem a Y e as n− k variáveis restantes, denominadas variáveis ímpares, pertencem

a Z. De�na a ação a esquerda de Sk × Sn−k em Pk,n−k por

(τ1, τ2)f(y1, ..., yk, z1, ..., zn−k) = f(yτ1(1), ..., yτ1(k), zτ2(1), ..., zτ2(n−k))

em que τ1 ∈ Sk e τ2 ∈ Sn−k. Essa ação de�ne uma estrutura Sk×Sn−k-módulo em Pk,n−k.

Uma vez que I é invariante pela permutação das variáveis de mesmo grau, Pk,n−k(sl
Z2
2 ) tem

uma estrutura induzida de Sk×Sn−k-módulo cujo caracter correspondente será denotado

por χk,n−k(varZ2(sl2)).

Para descrever χk,n−k(varZ2(sl2)) precisamos de alguns resultados e de�nições.

Proposição 3.1.1. Seja (λ, µ) um par de partições em que λ ` k e µ ` n − k. Se o

diagrama correspondente a λ tem mais de uma linha ou o diagrama correspondente a µ

tem mais de duas linhas então mλ,µ = 0.

Demonstração. Suponha que o comprimento da primeira coluna do diagrama correspon-

dente a λ é maior que um. Considere f = eTλeTµg o gerador do módulo irredutível

correspondente ao par de partições (λ, µ).

Lembre-se que RTλ ∩CTλ = 1 e todo elemento de Sk pode ser, unicamente, escrito

como um produto r.c em que r ∈ RTλ e c ∈ CTλ . Em outras palavras, ao aplicarmos o

eTλ a g nenhum de seus monômios irá se anular. O mesmo acontece com os elementos de

Sn−k. Então f é uma combinação linear de termos que contém pelo menos duas variáveis

antissimétricas pertencente a Y e três variáveis antissimétricas pertencentes a Z.

É su�ciente mostrar que em L = sl2 qualquer polinômio que é antissimétrico em

pelo menos duas variáveis da componente par ou é antissimétrico em pelo menos três

variáveis da componente ímpar é identicamente nula. Mas a dimensão do componente

par é igual a 1 e a dimensão da componente ímpar é igual a dois. Segue o resultado.

Se o diagrama correspondente a µ tem mais de duas linhas podemos provar de

forma análoga.

Com esse resultado facilitaremos nossas contas, já que agora só precisamos mos-

trar os resultados para os casos em que polinômios dependem de três variáveis, uma das

quais pertence a Y e as demais pertencem a Z. Dado um polinômio f gerador do mó-

dulo irredutível correspondente ao par de partições (λ, µ), podemos obter um polinômio h
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equivalente a f dependendo apenas de três variáveis. O processo já descrito no Exemplo

?? consiste em identi�car as variáveis correspondentes a uma mesma linha em cada um

dos diagramas. Pela proposição anterior, como o primeiro diagrama tem uma linha e o

segundo duas, h depende de três variáveis, uma de Y e duas de Z. O próximo resultado

também facilitará nossas contas, no sentido de que com ele poderemos provar os resul-

tados seguintes para a álgebra livre associativa e os mesmos continuarão válido para a

álgebra livre de Lie.

Lema 3.1.2. Seja g = g(x1, x2, x3) polinômio multihomogêneo na álgebra de Lie livre

graduada L(X) e denote por ĝ = g(A,B,C) sua avaliação, nas matrizes A,B,C ∈M2(R),

em que R é um anel comutativo. Então existe um conjunto de polinômios fi na álgebra

associativa livre graduada K 〈X〉, tais que

ĝ =
r∑
i

fi(A,B,C)

onde cada fi é um monômio associativo de mesmo multigrau de g.

Demonstração. O resultado segue do fato que se A1, A2, ..., An ∈Mk(R), para k ≥ 2

[A1, ..., An] =
∑
τ∈Sn

ατAσ(1), ..., Aτ(n),

ατ ∈ {−1, 0, 1}, onde no máximo 2n−1 dos α′τs são diferentes de zero.

Exemplo 3.1.3. Seja g = [x1, x2, x3] ∈ L(X). De�nindo

f1(x1, x2, x3) = x1x2x3, f2(x1, x2, x3) = −x3x1x2, f3(x1, x2, x3) = −x2x1x3 e f4(x1, x2, x3) =

x3x2x1 temos que

ĝ = [A,B,C] =
4∑
i=1

fi(A,B,C).

O próximo lema e seu corolário serão utilizados na demonstração do principal

resultado desta seção.

Lema 3.1.4. Seja f(x1, x2, x3) ∈ K 〈X〉 um polinômio multihomogêneo de grau di em xi

e di ≡ σi(mod 2), σi = 0, 1 e i = 1, 2, 3. Então,

f(h, e+ f, e− f) = εhσ1(e+ f)σ2(e− f)σ3 , ε ∈ K.

Demonstração. Escrevendo o polinômio em soma de monômios temos:

f(x1, x2, x3) =
k∑
i=1

fi(x1, x2, x3).



36

Em seguida, substituindo x1, x2, x3 por h, e+f, e−f , respectivamente, em cada monômio

e usando que na álgebra associativa vale que h(e+f) = −(e+f)h, h(e−f) = −(e−f)h e

(e+f)(e−f) = −(e−f)(e+f) podemos agrupar todos os h′s na frente, seguido de todos

os (e+ f)′s e obteremos um monômio do tipo fi(h, e+ f, e− f) = εih
d1(e+ f)d2(e− f)d3 .

Agora, observe o seguinte:

hd1=


Id, se d1 ≡ 0(mod 2 )

h, se d1 ≡ 1(mod 2 )
;

(e+ f)d2 =

Id, se d2 ≡ 0(mod 2 )

e+ f, se d2 ≡ 1(mod 2 )
;

(e− f)d3 =

±Id, se d3 ≡ 0(mod 2 )

±(e+ f), se d3 ≡ 1(mod 2 )
.

Dessa forma, obtemos

fi(h, e+ f, e− f) = εih
σ1(e+ f)σ2(e− f)σ3

e então

f(x1, x2, x3) =
k∑
i=1

fi(x1, x2, x3) =
k∑
i=1

εih
σ1(e+ f)σ2(e− f)σ3 = εhσ1(e+ f)σ2(e− f)σ3

em que ε =
∑k

i=1 εi.

Corolário 3.1.5. Seja g(x1, x2, x3) ∈ L(X) polinômio multihomogêneo de grau di em xi

na álgebra de Lie livre e di ≡ σi(mod 2 ), σi = 0, 1 e i = 1, 2, 3. Então,

g(h, e+ f, e− f) = εhσ1(e+ f)σ2(e− f)σ3 , ε ∈ K.

Demonstração. Pelo Lema ?? podemos escrever g(h, e+ f, e− f) como soma de fi(h, e+

f, e− f)′s em que cada fi(x1, x2, x3) é um monômio associativo de mesmo multigrau que

g e aplicar o Lema ??.

Antes de provar o principal teorema desta seção apresentamos mais dois resulta-

dos que facilitarão nossas contas, seguidos de algumas de�nições.

Lema 3.1.6. Sejam g(x1, x2, x3) ∈ L(X), C, δ, η, ζ matrizes genéricas. Então

Cg(δ, η, ζ)C−1 = g(CδC−1, CηC−1, CζC−1).
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Demonstração. Seja f um polinômio associativo. Denote por f(δ, η, ζ)C = Cf(δ, η, ζ)C−1.

Escrevendo f como soma de monômios obtemos,

f(δ, η, ζ)C = (
k∑
i=1

(f i(δ, η, ζ)))C =
k∑
i=1

(f i(δ, η, ζ)C).

Observe que entre quaisquer dois fatores do produto de matrizes sempre podemos

introduzir o produto C−1C = Id. Assim, por exemplo

(δη)C = CδηC−1 = CδC−1CηC−1 = δCηC .

Agindo dessa forma em cada monômios f i obtemos

f(δ, η, ζ)C =
k∑
i=1

(f i(δ, η, ζ)C) = f(CδC−1, CηC−1, CζC−1).

Usando o Lema ?? é possível provar que este resultado continua válido na álgebra

de Lie livre.

De�nição 3.1.7. Seja A uma álgebra de Lie sobre um corpo K. Uma derivação D :

A→ A é uma função linear tal que a regra de Leibniz é satisfeita, isto é,

D([a, b]) = [D(a), b] + [a,D(b)],∀a, b ∈ A.

A seguir damos duas de�nições que serão usadas no próximo resultado.

De�nição 3.1.8. Seja a ∈ A. Chamamos operador adjunto de c a função adc : A→ A

de�nida por adc(b) = [c, b], ∀c, b ∈ A.

A função adc é uma derivação. Se V é um espaço vetorial então (V, adc) é uma

representação.

De�nição 3.1.9. Seja gl(A) o conjunto de todos endomor�smo de A. De�nimos o ho-

momor�smo adjunto de A como ad : A→ gl(A) dado por ad(a) = ada,∀a ∈ A.

Para a demonstração do próximo resultado consideremos as seguintes notações:

g0(z1, z2) = z1 · z2, z1, z2 ∈ Z,

Zi = ad(zi),

d(z1, z2) = Z1Z̃1Z̃2Z2 = Z1Z1Z2Z2 − Z2Z1Z2Z1 − Z1Z2Z1Z2 + Z2Z2Z1Z1,
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em outras palavras a barra e o til sobre as variáveis signi�ca que uma alternância é

efetuada sobre elas. De�na indutivamente para todo l ≥ 1

gl(z1, z2) = g0(z1, z2) · [d(z1, z2)]
l.

Recordamos que a · b = [a, b] e que a · br = [a, b, ..., b︸ ︷︷ ︸
r−vezes

].

Observação 2. Valem as seguintes igualdades:

1. h · ē · ẽ · f̃ · f̄ = −8h

2. h · (e+ f)r =

4s2(e− f), se r = 2s+ 1;

4sh, se r = 2s.

3. h · (e− f)t =

2t(e+ f), se r = 2s+ 1;

−2th, se r = 2s.

4. gl(e+ f, f) = g0(e+ f, f) · [d(e+ f, f)]l = h · [d(e, f)]l = (−8)lh.

Vamos ao principal resultado desta seção, no qual descreveremos a estrutura

de Sk × Sn−k-módulo de Pk,n−k(sl
Z2
2 ). Descreveremos a multiplicidade de cada módulo

irredutível, mostrando que tal multiplicidade só poderá ser zero ou um, sendo um apenas

quando respeitar determinadas condições.

Teorema 3.1.10. Para cada n ≥ 1, k ≥ 0, Pk,n−k(sl
Z2
2 ) decompõe-se na soma de Sk ×

Sn−k-módulos irredutíveis correspondente as partições λ ` k e µ ` n−k onde λ = (k), µ =

(q + r, q) tais que mλ,µ ≤ 1. Além disso, mλ,µ = 1 se, e somente se, k, r, q satisfazem as

seguintes condições:

1. k 6= n;

2. r 6= n;

3. r ≡ 1(mod 2) ou k + q ≡ 1 (mod 2).

Demonstração. Sejam Tλ, Tµ tabelas correspondentes as partições λ = (k), µ = (q +

r, q) e h(y1, ..., yk, z1, ..., zn−k) um polinômio multilinear gerador do módulo irredutível

correspondente a Tλ ⊗ Tµ. Identi�cando o conjunto de variáveis de h que aparece em

cada uma das linhas das tabelas obtemos um polinômio equivalente a h, denotado por

f(y, z1, z2), em três variáveis em que y ∈ Y e z1, z2 ∈ Z.
Considere a álgebra das matrizes 2 × 2, M2(F), sobre o fecho algébrico F do

corpo das funções racionais nas variáveis comutativas δij, ηij, ζij, i, j = 1, 2. O polinômio
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f(y, z1, z2) = 0 é uma identidade em sl2 se, e somente se, f(δ, η, ζ) = 0 para quaisquer

matrizes genéricas

δ =

(
δ11 0

0 −δ11

)
, η =

(
0 η12

η21 0

)
, ζ =

(
0 ζ12

ζ21 0

)
.

Denotando por Ac = CAC−1 onde C = c11e11 + c22e22, c11, c22 ∈ F temos:

hC=

c−111 0

0 c−122


1 0

0 −1


c11 0

0 c22

=

c−111 0

0 −c−122


c11 0

0 c22

=

1 0

0 −1

=h,

ηC=

c−111 0

0 c−122


 0 η12

η21 0


c11 0

0 c11

=

 0 c−111 η12

c−122 η21 0


c11 0

0 c22

=

 0 c22
c11
η12

c11
c22
η21 0

,

ζC=

c−111 0

0 c−122


 0 ζ12

ζ21 0


c11 0

0 c22

=

 0 c−111 ζ12

c−122 ζ21


c11 0

0 c22

=

 0 c22
c11
ζ12

c11
c22
ζ21

.
Tomando c11, c22 tais que c11

c22
=
√

η12
η21

e de�nindo α = δ11, β = c22
c11
η12, γ1 =√

η21
η12
ζ12 +

√
η12
η21
ζ21 e γ =

√
η21
η12
ζ12 −

√
η12
η21
ζ21 segue que α, β, γ1, γ são algebricamente

independentes. Temos

δC = αh, ηC = β(e+ f) e ζC = γ1(e+ f) + γ(e− f).

Para quaisquer dois pares de tabelas Tλ, Tµ e T̃λ, T̃µ correspondentes ao mesmo par

de partições (λ, µ), fTλ,Tµ(y, z1, z2) e fT̃λ,T̃µ(y, z1, z2) são linearmente dependentes módulo

o ideal das identidades Z2-graduadas de sl2. De fato,

(εT̃λ,T̃µfTλ,Tµ(δ, η, ζ)− εTλ,TµfT̃λ,T̃µ(δ, η, ζ))C =

εT̃λ,T̃µfTλ,Tµ(δC , ηC , ζC)− εTλ,TµfT̃λ,T̃µ(δC , ηC , ζC) =

εT̃λ,T̃µfTλ,Tµ(αh, β(e+ f), γ(e− f))− εTλ,TµfT̃λ,T̃µ(αh, β(e+ f), γ(e− f)) =

εT̃λ,T̃µεTλ,Tµα
kβq+rγqhσ1(e+f)σ2(e−f)σ3−εTλ,TµεT̃λ,T̃µα

kβq+rγqhσ1(e+f)σ2(e−f)σ3 = 0.

em que σ1 ≡ k(mod 2), σ2 ≡ q + r(mod 2) e σ3 ≡ q(mod 2), σ1, σ2, σ3 ∈ {0, 1}. Portanto
εT̃λ,T̃µfTλ,Tµ(δ, η, ζ) − εTλ,TµfT̃λ,T̃µ(δ, η, ζ) = 0, para quaisquer matrizes genéricas δ, η, ζ.

Logo Pk,n−k(sl
Z2
2 ) decompõe-se na soma não isomorfa de Sk × Sn−k-módulos irredutíveis,

daí mλ,µ ≤ 1.

Pela anticomutatividade, os polinômios correspondentes a Tλ ⊗ ∅ ou ∅ ⊗ Tµ com

λ = (n) ou µ = (n), respectivamente, são nulos em qualquer álgebra de Lie. Consequen-

temente, mλ,µ = 0 se k = n ou r = n.
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Sejam k, q ≡ 1(mod 2) e r ≡ 0(mod 2). Considere o polinômio fTλ,Tµ(y, z1, z2)

correspondente ao par de partições λ = (k), µ = (q + r, q) com 2q + r + k = n. Os graus

relativos a y, z1, e z2 são respectivamente k, q + r, q. Pelo Lema ?? e pelo Corolário ??

obtemos

f(δ, η, ζ)C = Cf(δ, η, ζ)C−1 = f(αh, β(e+ f), γ(e− f)) =

αkβq+rγqf(h, e+ f, e− f) = εαkβq+rγqh(e+ f)(e− f) = εId

para quaisquer matrizes genéricas. Observe que f é um polinômio multihomogêneo e

portanto f(0, 0, 0) = 0. Logo, temos que ε = 0. Pelo Lema ??, mλ,µ = 0

Analogamente chegamos à mesma conclusão para k, q, r ≡ 0(mod 2).

Agora vamos encontrar um polinômio não nulo gerador do módulo irredutível

correspondente ao par de partições (λ, µ) quando k 6= n, r 6= n e r ≡ 1(mod 2) ou

k + q ≡ 1(mod 2). Para isso, basta encontrar um polinômio f(y, z1, z2) multihomogêneo

cujo grau em y é k, em z1 é q + r e em z2 é q, alternado em q pares distintos que não

seja uma identidade Z2-graduada para sl2. Esses polinômios são chamados vetores de

peso máximo1. A multilinearização completa de f(y, z1, z2) será um gerador do módulo

irredutível associado a (λ, µ).

Procedendo como no Lema ?? obtemos os seguintes vetores de peso máximo:

1. k = 0

(a) q=2l+1, r qualquer

f0qr(y, z1, z2) = gl(z1, z2) · zr1;

(b) q = 2l, r = 2s+ 1, l 6= 0,

f0qr(y, z1, z2) = gl−1(z1, z2) · zr1 · z̄1 · z̄2;

2. k>0, r=2s+1:

(a) q=2l-1,

fkqr(y, z1, z2) = gl(z1, z2) · zr1 · yk;

(b) q=2l,

fkqr(y, z1, z2) = y · [d(z1, z2)]
l · zr1 · yk−1;

3. r=2s:

(a) q=2l+1, k par,

fkqr(y, z1, z2) = y · [d(z1, z2)]
l · z̄r1 · yk−1z̄2 · zr1;

(b) q=2l, k ímpar,

fkqr(y, z1, z2) = gl−1z1, z2)]
l · z̄r1 · yk · z̄2 · zr1;

1Mais sobre vetores de peso máximo pode ser encontrada em [?]
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(c) q=0, k ímpar,

fk0r(y, z1) = y · z1 · yk−1 · zr−11 .

Para mostrar que esses polinômios não são identidades basta encontrarmos ele-

mentos de sl2 para os quais eles não se anulam. Para isso basta usar a Observação ?? que

pode ser facilmente demonstrada usando (??):

Nos polinômios acima, substituindo y = h, z1 = e + f e z2 = f e utilizando as

igualdades da Observação ?? obtemos:

1. k = 0

(a) q=2l+1 e r=2s f0qr(h, e + f, f) = gl(e + f, f) · (e + f)r = (−8)lh · (e + f)r =

(−8)l4sh;

(b) para q=2l+1 e r=2s+1

f0qr(h, e+f, f) = gl(e+f, f)·(e+f)r = (−8)lh·(e+f)r == (−8)l4s2(e−f) 6= 0;

(c) q=2l, r=2s+1

f0qr(h, e+ f, f) = gl−1(e+ f, f) · (e+ f)r · (e+ f) · f =

gl−1(e+ f, f) · (e+ f)r · (e+ f)f − gl−1(e+ f, f) · (e+ f)r · f(e+ f) =

(−8)l−14s2((e− f) · (e+ f)f − (e− f) · f · (e+ f) 6= 0;

2. k>0, r=2s+1

(a) q=2l+1, k par

fkqr(h, e+ f, f) = gl(e+ f, f) · (e+ f)r · hk = h · [d(e+ f, f)]l · (e+ f)r · hk =

(−8)l4s2(e− f) · hk = (−8)l4s2(−2)k(e− f) 6= 0

(b) q=2l+1, k ímpar

fkqr(h, e+ f, f) = gl(e+ f, f) · (e+ f)r · hk = h · [d(e+ f, f)]l · (e+ f)r · hk =

(−8)l4s2(−2)k(e+ f) 6= 0;

(c) q=2l, k par

fkqr(h, e+ f, f) = h · [d(e+ f, f)]l · (e+ f)r · hk−1 = (−8)l4s2(e− f) · hk−1 =

(−8)l4s2(−2)k−1(e+ f) 6= 0
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(d) q=2l, k ímpar

fkqr(h, e+ f, f) = h · [d(e+ f, f)]l(e+ f)r · hk−1 = (−8)l4s2(e− f) · hk−1 =

(−8)l4s2(−2)k−1(e− f) 6= 0;

3. r=2s

(a) q=2l+1, k par,

fkqr(h, e+f, f) = h·[d(e+f, f)]l·(ef)·hk−1·f̄ ·(e+f)r = (8)lh·(e∓f)·hk−1·f̄ ·(e+f)r

= (−8)l(−2)2k+1h · (e+ f)r(−8)l(−2)224sh 6= 0;

(b) q=2l, k ímpar,

fkqr(h, e+f, f) = gl−1(e+f, f)·(e·+̄f)·hkf̄ ·(e+f)r = (−8)l−1(e·+̄f)·hkf̄ ·(e+f)r =

(−8)l−1(−2)2k+1h · (e+ f) = (−8)l−1(−2)2k+14sh 6= 0;

(c) q=0, k ímpar

fk0r(h, e+ f, f) = h · (e+ f) · hk−1 · (e+ f)r−1 = 2(e− f) · hk−1 · (e+ f)r−1

= −2k4s2h = 2k−14sh 6= 0.

Nas próximas seções agiremos de forma análoga para descrever a estrutura dos

cocaracteres graduados do espaço dos polinômios multilineares nas demais graduações não

triviais de sl2. Lembramos que os resultados demonstrados antes do teorema principal

continuam válidos nas próximas seções.

3.2 Cocaracteres Z2 × Z2-graduados de sl2

Nesta seção descreveremos os cocaracteres graduados de sl2 na Z2×Z2-graduação

utilizando as representações de produtos cartesianos de grupos simétricos. Para isso,

procederemos de forma análoga à seção anterior.

SejamX = X00∪X10∪X01∪X11 um conjunto enumerável in�nito particionado em

quatro conjuntos disjuntos in�nitos, TZ2×Z2(sl2) o ideal das identidades Z2×Z2-graduadas

da álgebra sl2,
L(X)

TZ2×Z2(sl2)
, a álgebra relativamente livre na variedade varZ2×Z2(sl2) gerada
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por sl2 munida da Z2 × Z2-graduação. Como Supp(slZ2×Z2
2 ) = {(1, 0), (0, 1), (1, 1)}, va-

mos apenas trabalhar com as variáveis destas componentes. Considere Pp,q,r(sl
Z2×Z2
2 ) =

Pp,q,r
Pp,q,r ∩ TZ2×Z2(sl2)

o espaço dos polinômios multilineares em L(X)
TZ2×Z2 (sl2)

dependendo de

n variáveis x1, ..., xp, y1, ..., yq, z1, ...zr com xi ∈ X10, yi ∈ X01, zi ∈ X11 e p + q + r =

n, p, q, r ≥ 0.

De�na em Pp,q,r a ação do grupo Sp×Sq×Sr tal que Sp age nas variáveis x1, ..., xp,
Sq age nas variáveis y1, ..., yq e Sr age nas variáveis z1, ..., zr da seguinte forma:

(τ1, τ2, τ3)f(x1, ..., xp, y1, ..., yp, z1, ..., zr) = f(xτ1(1), ..., xτ1(p), yτ2(1), ..., yτ2(p), zτ3(1), ..., zτ3(r))

com τ1 ∈ Sp, τ2 ∈ Sq e τ3 ∈ Sr.
Como a maioria dos resultados já foi provado na seção anterior, aqui provaremos

apenas o resultado principal, no qual mostraremos que a multiplicidade dos módulos

irredutíveis é ≤ 1 e descrevemos as condições em que as multiplicidades desses módulos

são diferentes de zero. Antes fazemos uma observação.

Observação 3. : As seguintes igualdades são verdadeiras:

1. (e− f) · (e+ f)q =

2s+1h se q = 2s+ 1,

2s+1(e− f), se q = 2s,

2. h · (e− f)r =

2m+12(e+ f, se r = 2m+ 1,

−2s+1h, se r = 2m,

em que a · br = [a, b, · · · , b︸ ︷︷ ︸
r−vezes

].

Vamos ao principal teorema desta seção.

Teorema 3.2.1. Para cada p, q, r ≥ 0, n = p + q + r ≥ 1, Pq,r,t(sl
Z2×Z2
2 ) decompõe-se em

Sp × Sq × Sr-módulos irredutíveis correspondente a três partições λ ` p, µ ` q, ν ` r com

mλ,µ,ν ≤ 1. Além disso, mλ,µ,ν = 1 se, e somente se, p, q e r satisfazem as seguintes

condições:

1. p 6= n, r 6= n, t 6= n;

2. p− q ≡ 1(mod 2) ou q − r ≡ 1(mod 2).

Em outros casos, mλ,µ,ν = 0.

Demonstração. A dimensão de cada uma das componentes não nulas da graduação é igual

a 1, por isso é su�ciente analisar polinômios nas três variáveis x, y, z onde x ∈ X10, y ∈
X01 e z ∈ X11.
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Considere três tabelas Tλ, Tµ, Tν correspondentes as partições (p), (q), (r) e o po-

linômio multilinear hp,q,r que gera o módulo irredutível correspondente a estas três par-

tições. Identi�cando as variáveis da mesma linha como na demostração do Lema ??

obtemos um polinômio gp,q,r(x, y, z) de grau homogêneo p em x, grau q em y e grau r em

z.

O polinômio gp,q,r(x, y, z) é uma identidade em sl2 se, e somente se, gp,q,r(δ, η, ζ) =

0, para quaisquer matrizes genéricas da forma:

δ =

(
α 0

0 −α

)
, η =

(
0 β

β 0

)
, ζ =

(
0 γ

−γ 0

)
,

com coe�cientes algebricamente independentes.

Pelo Corolário ?? obtemos

gTλ,Tµ,Tν (δ, η, ζ) = gTλ,Tµ,Tν (αh, β(e+ f), γ(e− f)) = εTλ,Tµ,Tνα
pβqγrhσ1(e+ f)σ2(e− f)σ3 .

(3.2)

em que σ1, σ2, σ3 ∈ {0, 1} e σ1 ≡ p(mod 2), σ2 ≡ q(mod 2) e σ3 ≡ r(mod 2). Para duas

triplas de tabelas (Tλ, Tµ, Tν) e (T̃λ, T̃µ, T̃ν) correspondentes a tripla de partições λ, µ, ν

em que λ ` p, µ ` q, ν ` r temos que

εT̃λ,T̃µ,T̃ν (gTλ,Tµ,Tν )− εTλ,Tµ,Tν (gT̃λ,T̃µ,T̃ν ) = g(x, y, z)

é identidade em sl2. Portanto, gTλ,Tµ,Tν e gT̃λ,T̃µ,T̃ν são linearmente dependentes módulo

as identidades de sl2. Logo mλ,µ,ν ≤ 1.

Provemos que se uma das condições na formulação do teorema não é satisfeita

então mλ,µ,ν = 0.

Os casos p = n, q = n, ou r = n decorre de que as partições de (n) no caso da

álgebra de Lie corresponde ao módulo nulo.

Considere agora p, q, r tais que p − q ≡ 0 (mod 2) e q − r ≡ 0 (mod 2), ou seja,

p, q, r com a mesma paridade. Tome o polinômio gp,q,r(x, y, z), correspondente as partições

(p), (q), (r). Suponha p, q, r pares. Então pelo Corolário ?? temos:

gp,q,r(h, e+ f, e− f) = εh0(e+ f)0(e− f)0 = εId

Consequentemente ε = 0 e a multiplicidade do módulo correspondente é igual a zero. Da

mesma forma se p, q, r são ímpares encontramos novamente a multiplicidade igual a zero.

Agora vamos encontrar um polinômio não nulo gerador do módulo irredutível

correspondente para cada trio de partições (λ, µ, ν) que satisfazem as condições do enun-

ciado.

1. p = 0 :
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(a) Se q for ímpar, como q 6= n temos r > 0. Neste caso, de�na

g0,q,r(x, y, z) = z · yq · zr−1;

(b) q par, q > 0, consequentemente r 6= 0. Tome,

g0,q,r = y · zr · yq−1.

2. p > 0 par:

(a) q ímpar e r qualquer

gp,q,r(x, y, z) = x · yq · xp−1 · yr;

(b) Se q par e r ímpar

gp,q,r(x, y, z) = x · zr · xp−1 · yq;

3. p ímpar:

(a) Se q = 0 como p 6= n então r > 0. Considere

gp,q,r(x, y, z) = z · xp · zr−1;

(b) r > 0 par, r qualquer

gp,q,r(x, y, z) = y · xp · yq · xp−1;

(c) r ímpar e t par

gp,q,r(x, y, z) = x · zr · yq · xp−1.

Para provar que estes polinômios não são identidades vamos substituir as variá-

veis x, y, z pelos elementos da base h, e + f, e − f , respectivamente. Pela Observação ??

obtemos que se p = 0, q=2s+1, r>0,

gp,q,r(h, e+ f, e− f) = (e− f) · (e+ f)q · (e− f)r−1 =

4s2h(e− f)r−1 =

(−2)m2 · (e+ f), se r = 2m+ 1;

(−2)m2h, se r = 2m.

Considerando p=0, q=2s, r=2m+1, obtemos:

gp,q,r(h, e+f, e−f) = (e+f)·(e−f)r ·(e+f)r−1 = −4m(e−f)·(e+f)q−1 = 4s ·(e−f) 6= 0.
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Suponha agora p = 2l 6= 0, q=2s+1, nesse caso, temos:

gp,q,r(h, e+ f, e− f) = h(e+ f)qhp−1(e+ f)r =

4s(e− f) · hp−1 · (e+ f)r =

4m+s2(e− f), se r = 2m+ 1;

4s2p−12h = 4s2ph, se r = 2m
.

Por último, temos o caso p = 2l 6= 0, q=2s, r=2m+1. Segue que

gp,q,r(h, e+ f, e− f) = h · (e− f)r ·hp−1 · (e+ f)q = ±2r(e+ f) ·hp−1 · (e+ f)q = ±2r+s+1h.

Assim, em todos os casos obtemos gp,q,r(h, e+f, e−f) 6= 0 e portanto gp,q,r(x, y, z)

não é identidade para L e o resultado está provado.

3.3 Cocaracteres Z-graduados de sl2
Seja Xi = {xi1, xi2, ..., xin, ...}, i ∈ Z, uma família in�nita e enumerável de con-

juntos in�nitos enumeráveis disjuntos, seja X =
⋃
i∈ZXi e a álgebra relativamente li-

vre
L(X)

TZ(sl2)
, onde TZ(sl2) é o TZ-ideal das identidades Z-graduadas de sl2, na variedade

varZ(sl2). Como Supp(slZ2 ) = {−1, 0, 1}, vamos trabalhar apenas com variáveis des-

sas componentes homogêneas. Para todo p, q, r ≥ 0, n = p + q + r ≥ 1, denote por

Pp,q,r(sl
Z
2 ) =

Pp,q,r
Pp,q,r ∩ TZ(sl2)

o espaço dos polinômios multilineares na álgebra
L(X)

TZ(sl2)
nas

variáveis x1, ..., xp ∈ X−1, y1, ..., yq ∈ X0, z1, ..., zr ∈ X1.

O grupo Sp × Sq × Sr de�ne naturalmente uma ação no espaço Pp,q,r(sl
Z
2 ) da

seguinte forma:

(τ1, τ2, τ3)g(x1, ..., xp, y1, ..., yq, z1, ..., zr) = g(xτ1(1), ..., xτ1(p), yτ2(1), ..., yτ2(q), zτ3(1), ..., zτ3(r))

com τ1 ∈ Sp, τ2 ∈ Sq, τ3 ∈ Sr.
Para encontrar a decomposição do módulo Pp,q,r(sl

Z
2 ) em módulos irredutíveis

precisamos do seguinte resultado:

Lema 3.3.1. Seja g(x1, x2, x3) ∈ L(X) um polinômio de grau homogêneo di em xi. Então:

g(h, e, f) =



0, se |d1 − d3| > 1;

ε1e, se d1 − d3 = 1;

ε2f, se d3 − d1 = 1;

ε3e11 + ε4e22, se d1 = d3;

em que eij é a matriz com 1 na entrada (i, j) e zero nas demais.
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Demonstração. Pelo Lema ?? é su�ciente mostrar o caso associativo. Seja f(x1, x2, x3) ∈
K 〈X〉 um polinômio de mesmo multigrau de g. Escrevemos nosso polinômio em soma de

monômios e obtemos

g(x1, x2, x3) =
k∑
i=1

fi(x1, x2, x3).

Como he = −eh, hf = −fh podemos agrupar todos h′s na frente. Substituindo

x1, x2, x3 por e, h, f , respectivamente, em cada fi obtemos:

fi(e, h, f) = αi h...h︸︷︷︸
d2

ωi

onde αi ∈ K e ωi é um monômio contendo somente e′s e f ′s. Como h2 = Id então hd2 é

igual a Id ou a h dependendo da paridade de d2. Note que (Id)e = he e (Id)f = −hf = f .

Disso, hd2ωi = ±ωi. Portanto,

f(e, h, f) =
k∑
i=1

fi(e, h, f) =
k∑
i=1

αih
d2ωi =

k∑
i=1

βiωi.

com βi = αih
d2 .

Considere todos os casos mencionados na formulação do lema. Se |d1 − d3|>1,
então ωi atende a uma das duas identidades consecutivas e2 = 0 ou f 2 = 0 o que implica

em fi(e, h, f) = 0, para qualquer i ∈ {1, ..., k}. Portanto, f(e, h, f) = 0.

Considere o seguinte caso. Se d1 − d3 = 1, então o número de e′s é maior que o

número de f ′s. Dá pra notar que fi(e, h, f) 6= 0 se, somente se, ωi tem a seguinte forma:

ωi = ef...efe.

Em qualquer outro caso, fi(e, h, f) = 0, já que em ωi aparecerá pelo menos dois e′s

consecutivos. Obviamente que

ωi = ef...efe = e11...e11e = e.

Denotemos por I o conjunto de índices. Para os quais fi(e, h, f) 6= 0, obtemos

f(e, h, f) =
∑
i∈I

fi(e, h, f) =
∑
i∈I

βiωi =
∑
i∈I

βief...efe =
∑
i∈I

βie = ε1e,

em que ε1 é a soma dos β′is.

Suponha agora que d3 − d1 = 1. De forma análoga ao caso anterior obtemos que

fi(e, h, f) 6= 0 quando ωi tem a seguinte forma:

ωi = fe...fef.
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Caso contrário aparece pelo menos dois f consecutivas em ωi e então fi(e, h, f) = 0.

Já que

ωi = fe...fef = e22...e22f = f,

temos

f(e, h, f) =
∑
i∈I

fi(e, h, f) =
∑
i∈I

βiωi =
∑
i∈I

βife...fef =
k∑
i∈I

βif = ε2f.

Seja d1 = d3. Das identidades e2 = 0 e f 2 = 0 obtemos que fi(e, h, f) 6= 0 se, e somente

se, ωi tem uma das seguintes formas:

ωi = ef...ef ou ωi = fe...fe.

Denotemos por I1 o conjunto desses índices para os quais ωi assume a 1a forma acima e

por I2 o conjunto de de índices para os quais ωi assume a 2aforma. Assim:

f(e, h, f) =
k∑
i=1

fi(e, h, f) =
k∑
i=1

βiωi =
∑
i∈I1

(βief...ef) +
∑
i∈I2

βife...fe =

=
∑
i∈I1

(βie11...e11) +
∑
i∈I2

βie22...e22 =
∑
i∈I1

e11 +
∑
i∈I2

βie22 = ε3e11 + ε4e22.

Vamos ao resultado principal.

Teorema 3.3.2. Para cada p, q, r ≥ 0, n = p + q + r ≥ 1, Pp,q,r(sl
Z
2 ) decompõe-se na

soma de Sp × Sq × Sr-módulos irredutíveis correspondente as partições λ ` p, µ ` q, ν ` r
tais que mλ,µ,ν ≤ 1. Além disso, mλ,µ,ν = 1 se, e somente se, satisfazem as seguintes

condições:

1. p 6= n, q 6= n, r 6= n;

2. |p− r| ≤ 1.

Demonstração. Como a dimensão de cada componente é igual a 1 é su�ciente considerar

apenas os polinômios de três variáveis x, y, z onde x ∈ X−1, y ∈ X0, z ∈ X1. Sejam

Tλ, Tµ, Tν três tabelas correspondente as três partições (p), (q), (r), e fTλ,Tµ,Tν (x, y, z) um

polinômio correspondente ao módulo irredutível associado a Tλ ⊗ Tµ ⊗ Tν .
O polinômio g(x, y, z) é uma identidade em sl2 se e somente se f(δ, η, ζ) = 0,

para quaisquer matrizes δ, η, ζ, da seguinte forma:

δ =

(
0 α

0 0

)
η =

(
β 0

0 −β

)
ζ =

(
0 0

γ 0

)
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com coe�cientes algebricamente independentes.

Pelo lema anterior temos:

gTλ,Tµ,Tν (δ, η, ζ) = gTλ,Tµ,Tν (αe, βh, γf) = αpβqγrεTλ,Tµ,Tνω, (3.3)

em que ω =



0, se |p− r| > 1,

ε1e, se p− r = 1,

ε2f, se r − p = 1,

ε3h, se p = h.

.

Para qualquer duas tripla de tabelas (Tλ, Tµ, Tν) e (T̃λ, T̃µ, T̃ν) correspondente as

mesmas três partições (λ.µ, ν) temos que

εT̃λ,T̃µ,T̃νfTλ,Tµ,Tν (x, y, z)− εTλ,Tµ,TνfT̃λ,T̃µ,T̃ν (x, y, z) = f(x, y, z)

é uma identidade em sl2. Consequentemente mλ,µ,ν ≤ 1.

Vamos provar que mλ,µ,ν = 0, se pelo menos uma das condições do teorema não

é satisfeita. Se p = n segue facilmente da lei anticomutativa e do fato que a dimensão da

componente L−1 é igual a 1. Os casos q = n e r = n são semelhantes. Se |p − r| > 1,

consideramos o polinômio gp,q,r(x, y, z) correspondente às partições (p), (q), (r). De (??)

segue que gp,q,r(x, y, z) ≡ 0. Consequentemente a multiplicidade é igual a zero.

Agora vamos encontrar um polinômio não nulo gerador do módulo irredutível

correspondente a tripla de partições (λ, µ, ν) quando p 6= n, q 6= n, r 6= n e |p − r| ≤ 1.

Para isso, basta encontrar um polinômio f(x, y, z) multihomogêneo cujo grau em x é p,

em y é q e em z é r, que não seja uma identidade Z-graduada para sl2.

1. p− r = 1. Temos

gp,q,r(x, y, z) = x · (xz)r · yq;

2. p− r = 0. Como q 6= 0 para p = q 6= 0, tome

gp,q,r(x, y, z) = x · (xz)p−1 · yqz;

3. r − p = 1. Temos

gp,q,r(x, y, z) = z · (xz)p · yq.

Substituindo os elementos da base e, h, f encontramos que se p− r = 1,

gp,q,r(e, h, f) = e · (ef)r · hq = −2re · hq = 2r2qe = 2r+qe 6= 0;

se p− r = 0

gp,q,r(e, h, f) = e · (ef)p · hq · f = 2p+qe · f = 2p+qh 6= 0;
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e se r − p = 1

gp,q,r(e, h, f) = f · (ef)p · hq = −2pf · hq = 2p2qf = 2p+qf 6= 0.

Em todos os casos temos que gp,q,r(e, h, f) 6= 0, e portanto gp,q,r(x, y, z) não é uma iden-

tidade na álgebra relativamente livre da variedade varZ(sl2). Desta forma provamos o

resultado.

Assim, descrevemos os cocaracteres graduados para a álgebra sl2. Esta descrição,

no entanto, não esgota as perguntas sobre os ideais das identidades graduadas desta

álgebra. Resta-nos ainda responder um dos principais problemas quando se trata de

descrever as identidades graduadas de uma álgebra que é a determinação de uma base

para ideal de suas identidades graduadas. É isso que faremos no próximo capítulo.



Capítulo 4

Identidades Graduadas de sl2

No capítulo anterior descrevemos os cocaracteres graduados de sl2 para os grupos

Z2,Z2 × Z2 e Z. O objetivo deste capítulo é apresentar uma base �nita para as identi-

dades graduadas de sl2 também considerando os grupos acima, uma vez que a menos

de isomor�smo graduado todas as graduações se resumem a estas. Os resultados aqui

apresentado baseiam-se no artigo [?].

Neste capítulo voltaremos a usar os colchetes para denotar o produto de Lie.

Lembramos que K é um corpo de característica zero e que, salvo menção contrária, o col-

chete será normado à esquerda. Ressaltamos ainda que, embora adotemos a característica

do corpo como zero a maioria dos resultados deste capítulo é válida no caso em que K é

in�nito e charK 6= 2.

4.1 Identidades Z2-graduadas de sl2

Assim como no capítulo anterior, considere X = Y ∪ Z conjunto enumerável

in�nito particionado em dois conjuntos disjuntos enumeráveis e in�nitos. Denominaremos

pares as variáveis pertencentes a Y e ímpares as variáveis pertencentes a Z.

É possível mostrar que o polinômio

f(y1, y2) = [y1, y2] (4.1)

é uma identidade graduada de sl2, já que f(αh, βh) = αβ[h, h] = 0,∀α, β ∈ K.

Sejam I = TZ2(sl2) o ideal das identidades Z2-graduadas de sl2 e J o ideal das

identidades graduadas de sl2 gerado pelo polinômio (??).

Seja M ∈ L(X)
I

um polinômio homogêneo na Z2-graduação e denote por d(M) o

grau homogêneo de M na Z2−graduação. Dizemos que d(M) = 1 se a paridade do grau

de cada monômio de M nas variáveis Z é ímpar e que d(M) = 0, caso contrário. Para

�car claro, vamos a alguns exemplos.

Exemplo 4.1.1. Sejam M1 = [y, z, z],M2 = [y, z1, z2],M3 = [y, z], M4 = [y, z1, z2, z2].
51
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Então d(M1) = d(M2) = 0 pois o grau total desses monômios nas variáveis ímpares é 2.

Já d(M3) = d(M4) = 1 pois o grau total desses monômios nas variáveis da componente

Z são congruentes a 1(mod 2).

De�nição 4.1.2. Seja f(xi1 , ..., xin) ∈ L(X)
I

. A n-upla S = (m1, ...,mn) tal que mi ∈
{h, e, f} e o grau de mi, para todo i ∈ {1, .., n}, é igual ao grau de xi, é chamada uma

substituição elementar para f e fS ∈ sl2 denota o resultado da substituição de (xi1 , ..., xin)

por (m1, ...,mn).

Seja M ∈ L(X) um monômio multilinear tal que M /∈ I. A menos do sinal,

assumimos que a primeira variável de M seja ímpar. Então M é da forma:

M = [z1, ŷ1, ..., ŷa, z2, z3, ŷa+1, ..., ŷb, z4, z5, ..., z2k, ẑ2k+1, ŷc, ..., ŷd] (4.2)

onde o chapéu sobre a variável signi�ca que ela pode ou não aparecer, e a variável z2k+1

aparecerá ou não dependendo de d(M) ser 0 ou 1. Observe que se a primeira variável

de M for par então a segunda será ímpar e poderemos usar a anticomutatividade para

reorganizar M.

Denotemos por vj o conjunto {z2j−1, z2j}, 1 ≤ j ≤ k, e por nj o número de

variáveis pares que aparecem entre z2j−1 e z2j. Se o grau de d(M) = 1, então z2k+1

aparece e nk+1 indica o número de variáveis pares que aparecem à direita de z2k+1. Seja

M̃ um monômio de mesmo multigrau de M denote por ỹ e z̃ as variáveis de M̃ e de�na

ṽi e ñi analogamente.

Observe agora o seguinte: como [z1, z2] ∈ Y, e [y1, z1] = −[z1, y1] ∈ Z, se tivermos

o produto de uma quantidade par de variáveis da componente Z, intercalados ou não por

variáveis da componente Y , o resultado pertencerá a Y . Assim, se d(M) = 0, a última

variável de M não pode ser de grau zero pois nesse caso M ∈ J .
Temos o seguinte resultado:

Lema 4.1.3. Se M é como em (??) e S é uma substituição elementar para M , então

MS 6= 0 se, e somente se, (vi)S = {e, f}, não necessariamente nesta ordem.

Demonstração. Suponha M = [z1, ŷ1, ..., ŷa, z2]. Temos que

MS = [m1, ĥ, ..., ĥ,m2] = ±2a[m1,m2] = ±2ah 6= 0

se, e somente se, m1 6= m2, com m1,m2 ∈ {e, f}. O resultado segue por indução.

Lema 4.1.4. Os seguintes polinômios são identidades graduadas em J

1. [z1, y, z2]− [z2, y, z1];

2. [y1, z, y2]− [y2, z, y1];
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3. [z1, y1, y2, y3, z2]− [z1, y2, y1, y3, z2];

[z1, y2, y1, y3, z2]− [z1, y1, y3, y2, z2];

[z1, y1, y3, y2, z2]− [z1, y2, y3, y1, z2];

4. [z1, y1, ..., yn, z2]− (−1)n−1[z2, y1, ..., yn, z1],∀n ∈ N;

5. [z1, z2, z3, y1, y2]− [z1, y1, y2, z2, z3];

6. [x1, ...., xa, yb, yc, ..., xd]− [x1, ...., xa, yc, yb, ..., xd];

7. [y1, z1, y2, ..., yn]− [y1, [z1, y2, ..., yt], yt+1, ..., yn],∀t ≥ 2;

8. [y1, z1, z2, z3, z4]− [y1, z3, z4, z1, z2];

9. [z1, z2, z3, y1, z4]− [z3, z4, z1, y1, z2];

10. [y1, z1, z2, z3, y2]− [y2, z1, z2, z3, y1];

11. [z1, y1, z2, z3, y2]− [z1, y2, z2, z3, y1].

Demonstração. Para mostrar esses resultados usaremos essencialmente a identidade de

Jacobi e o princípio de indução.

1. [z1, y, z2] = −[y, z2, z1]− [z2, z1, y] = [z2, y, z1]

Usando novamente a identidade de Jacobi podemos obter ainda que

[y, z2, z1] = [y, z1, z2].

2. [y1, z, y2] = −[z, y2, y1]− [y2, y1, z] = [y2, z, y1].

3. Vamos mostrar apenas a última igualdade, as outras são facilmente obtidas pela

identidade de Jacobi. Temos que:

[z1, y1, y2, y3, z2] = −[y1, y2, z1, y3, z2]− [y2, z1, y1, y3, z2] = [z1, y2, y1, y3, z2]

= −[y1, y3, [z1, y2], z2]− [y3, [z1, y2], y1, z2] = [z1, y2, y3, y1, z2].

4. A igualdade é válida para n=2 por (1).

Agora suponha que a a�rmação é válida para n e vamos mostrar que ela é válida

para n+ 1. Temos que:

[z1, y1, ..., yn, z2, yn+1] = 0

−[z2, yn+1, [z1, y1, ..., yn]]− [yn+1, [z1, y1, ..., yn], z2] = 0

[z1, y1, ..., yn, yn+1, z2] = [z1, y1, ..., yn, [z2, yn+1]].

De onde, aplicando a hipótese de indução obtemos,

[z1, y1, ..., yn, yn+1, z2] = (−1)n−1[z2, yn+1, y1, ..., yn, z1]. (4.3)
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Associando como conveniente e aplicando 3 tantas vezes quantas forem necessárias

para reorganizar as variáveis pares do segundo membro de (??) obtemos o resultado.

5. Usando a identidade de Jacobi e o item 2 temos:

[[z1, z2], z3, y1, y2] = [y1, z3, [z1, z2], y2]− [y2, y1, z3, [z1, z2]]

= −[z1, z2, [y1, z3], y2]

= −[y2, [y1, z3], [z1, z2]]

= [y1, z3, y2, [z1, z2]]

= −[z3, y1, y2, [z1, z2]]

= [z1, z2, [z3, y1, y2]]

= −[z2, [z3, y1, y2], z1]− [z3, y1, y2, z1, z2]

= [z3, y1, y2, z2, z1]− [z3, y1, y2, z1, z2].

Como por (4) [z3, y1, y2, z2] = −[z2, y1, y2, z3] obtemos:

• [z1, z2, z3, y1, y2] = −[z2, y1, y2, z3, z1]− [z3, y1, y2, z1, z2]

• [z2, z3, z1, y1, y2] = −[z3, y1, y2, z1, z2]− [z1, y1, y2, z2, z3]

• [z3, z1, z2, y1, y2] = −[z1, y1, y2, z2, z3]− [z2, y1, y2, z3, z1]

Somando as três identidades:

[z1, z2, z3, y1, y2] + [z2, z3, z1, y1, y2] + [z3, z1, z2, y1, y2] =

−2 ([z1, y1, y2, z2, z3] + [z2, y1, y2, z3, z1] + [z3, y1, y2, z1, z2])︸ ︷︷ ︸
S

(4.4)

Observe que o primeiro membro é a identidade de Jacobi, então:

−2S = 0⇒ S = 0

Considere agora a identidade:

[z1, z2, z3, y1, y2]− [z1, y1, y2, z2, z3] = −([z1, y1, y2, z2, z3]+

[z2, y1, y2, z3, z1] + [z3, y1, y2, z1, z2]) = −S = 0

6. Segue imediatamente da identidade de Jacobi.

[x1, ..., xa, yb, yc, ..., xd] = −[yb, yc, [x1, ..., xa], ..., xd]

−[yc, [x1, ..., xa], yb, ..., xd] =

= [x1, ..., xa, yc, yb, ..., xd].
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7. Primeiro vamos mostrar que a igualdade é válida para t=2

[y1, z1, y2, y3, ..., yn] = −[z1, y2, y1, y3, ..., yn]

−[y2, y1, z1, y3, ..., yn]

= [y1, [z1, y2], y3, ..., yn].

Agora vamos usar indução para mostrar que a a�rmação é válida para qualquer t.

Suponha que a igualdade é válida para t. Temos que:

[y1, z1, y2, ..., yt−1, yt, yt+1, ..., yn] = [y1, [z1, y2, ..., yt−1], yt, yt+1, ..., yn] =

−[z1, y2, ..., yt−1, yt, y1, yt+1, ..., yn]− [yt, y1, [z1, y2, ..., yt−1], yt+1, ..., yn] =

[y1, [z1, y2, ..., yt−1, yt], yt+1, ..., yn].

E a igualdade é válida para todo t ≥ 2.

8. Observe que por (1) deste lema [y, z1, z2] = [y, z2, z1], então:

[y, z1, z2, z3, z4] = [[y, z1, z2], z4, z3] = −[z2, z4, [y, z1], z3]− [z4, [y, z1], z2, z3]

= [y, z1, [z2, z4], z3] + [y, z1, z4, z2, z3]

= −[z2, z4, z3, [y, z1]]− [z3, [y, z1], [z2, z4]]

+[y, z1, z4, z2, z3]

= [y, z1, [z2, z4, z3]] + [y, z1, z4, z2, z3] = −[z1, y, [z2, z4, z3]] + [y, z1, z4, z2, z3]

= −[z2, z4, z3, y, z1] + [y, z1, z4, z2, z3] = [y, z4, z1, z3, z2]− [z2, z4, z3, y, z1].

Portanto,

[y, z1, z2, z3, z4] = [y, z4, z1, z3, z2]− [z2, z4, z3, y, z1] =

− [[z1, z3], [y, z4], z2]− [z3, [y, z4], z1, z2]− [z2, z4, z3, y, z1] =

[y, z4, [z1, z3], z2] + [y, z4, z3, z1, z2]− [z2, z4, z3, y, z1] =

− [z4, y, [z1, z3], z2] + [y, z4, z3, z1, z2]− [z2, z4, z3, y, z1] =

[z1, z3, z4, y, z2] + [y, z4, z3, z1, z2]− [z2, z4, z3, y, z1].

Analogamente, temos:

[y, z2, z1, z3, z4] = [z2, z3, z4, y, z1] + [y, z4, z3, z2, z1]− [z1, z4, z3, y, z2].

Mas,

[y, z2, z1, z3, z4] = [y, z1, z2, z3, z4].

Somando os dois membros, obtemos:
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2[y, z1, z2, z3, z4] = [z1, z3, z4, y, z2]+[y, z4, z3, z1, z2]−[z2, z4, z3, y, z1]+[z2, z3, z4, y, z1]+

[y, z4, z3, z2, z1]−[z1, z4, z3, y, z2] = [z1, z3, z4, y, z2]+[y, z3, z4, z1, z2]−[z2, z4, z3, y, z1]+

[z2, z3, z4, y, z1]+[y, z3, z4, z2, z1]−[z1, z4, z3, y, z2] = [z1, z3, z4, y, z2]−[z2, z4, z3, y, z1]+

[z2, z3, z4, y, z1] + 2[y, z3, z4, z2, z1]− [z1, z4, z3, y, z2].

Assim,

2([y, z1, z2, z3, z4]− [y, z3, z4, z2, z1]) = −[z3, z1, z4, y, z2]

+ [z4, z2, z3, y, z1]− [z3, z2, z4, y, z1] + [z4, z1, z3, y, z2] =

[z4, z3, z1, y, z2]− [z3, z4, z2, y, z1] + [z4, z3, z2, y, z1]

− [z3, z4, z1, y, z2] = [z2, [z3, z4], y, z1] + [z1, [z3, z4], y, z2] = 0.

9. Usando o item anterior e a identidade de Jacobi

[z1, z2, z3, y1, z4] = −[y1, z1, z2, z3, z4] = −[y1, z3, z4, z1, z2]

= [z1, y1, z3, z4, z2] = −[z4, z1, y1, z3, z2] = [z3, z4, z1, y1, z2].

Está provado o resultado.

10. Como [[y1, z1, z2], z3, y2] = −[z3, y2, [y1, z1, z2]] = [y2, z3, [y1, z1, z2]], temos que

[y1, z1, z2, z3, y2] = [y2, z3, y1, z1, z2] +[y2, z2, z3, y1, z1]

= [y2, z3, y1, z1, z2] +[y1, z3, z1, z2, y2] +[y2, z1, y1, z2, z3]

= [y2, z1, z2, z3, y1]

+ [y2, z3, y1, z1, z2] +[y2, z1, y1, z2, z3] +[y2, z2, y1, z3, z1].

Mas a última igualdade é zero devido a (??).

11. [z1, y1, z2, z3, y2] = −[y1, z1, z2, z3, y2] = −[y2, z1, z2, z3, y1] = [z1, y2, z2, z3, y1].

Lema 4.1.5. Suponha que M e M̃ são dois monômios de mesmo multigrau e do tipo

(??). Se M + λM̃ ∈ I, λ 6= 0, então:

1. existe uma permutação α ∈ Sk tal que ṽα(j) = vj e se d(M) = d(M̃) = 1 então

y2k+1 = ỹ2k+1.

2. ni − δ(i, 1) ≡ ni − δ(α(i), 1)(mod 2) onde δ(i, 1) é o delta de Kronecker.

Demonstração. Vamos provar a primeira parte do lema por absurdo.

1. Suponha que não exista tal permutação. Então existe j0 tal que y2j0−1 ∈ ṽa e

y2j0 ∈ ṽb, a 6= b e assim existe uma substituição S tal que y2j0−1 e y2j0 são substituídos
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pelo mesmo elemento, suponhamos e e ṽiS = {e, f}, i = 1, ..., k. Pelo Lema ??,

MS = 0 e M̃S 6= 0, absurdo pois λ 6= 0

2. Pelo item 4 de ??

(∗)[z1, y1, ..., yt, z2]− (−1)t−1[z2, y1, ..., yt, z1] ∈ J

Fixe i ∈ {1, ..., k} e considere uma substituição elementar S1 tal que os z′2j−1s são

substituídos por e e os z′2js são substituídos por f, ∀j ∈ {1, ..., k}. A substituicão

elementar S2 é obtida de S1 por substituição das variáveis z2i−1 e z2i por f e e

respectivamente mantendo as demais como em S1. Pela Lema ?? temos MS1 6= 0.

Observe que se i 6= 1 obteremos que [z1, y1, ..., z2i−2] é um monômio par. Por (∗):
[z1, y1, ..., yni−1

, z2i−2], z2i−1, yni−1+1, ..., yni−ni−1
, z2i, ...]

= −[z2i−1, [z1, y1, ..., yni−1
, z2i−2], yni−1+1, ..., yni−ni−1

, z2i, ...]

= (−1)ni [z2i, [z1, y1, ..., yni−1
, z2i−2], yni−1+1, ..., yni−ni−1

, z2i−1, ...].

DaíMS1 = (−1)ni−δ(i,1)MS2 6= 0 e M̃S1 = (−1)ñi−δ(α(i),1)MS2 6= 0. Já queM +λM̃ ∈
I a mudança de sinal que ocorre de MS1 para MS2 é a mesma que ocorre de M̃S1

para M̃S2 . Segue que ni − δ(i, 1) ≡ ni − δ(α(i), 1)(mod 2), 1 ≤ i ≤ k.

Se d(M) = d(M̃) = 1, juntando as congruências dos monômios acima obtemos∑k
i=1 ñi =

∑k
i=1 ni(mod 2). Como os dois monômios tem o mesmo multigrau temos

que
∑k+1

i=1 ñi =
∑k+1

i=1 ni(mod 2) e então nk+1 ≡ ñk+1(mod 2).

Lema 4.1.6. Se M + λM̃ ∈ I onde M e M̃ são do tipo (??), então M + λM̃ ∈ J.

Demonstração. A demonstração desse fato consiste apenas da reorganização do monômio

M̃ utilizando o Lema ??. Observe que pelo lema anterior, para que M + λM̃ ∈ I

precisamos encontrar uma α tal que ṽi = vα(i).

Usando os itens 7, 8, 9 do Lema ??, podemos rearranjar M̃ para obtermos α = id.

Usando os itens 5 e 7 do mesmo lema podemos manter a primeira variável �xa e pelo

lema anterior obtemos ni = ñi. Usando 6 e 10 podemos reorganizar as variáveis pares

conforme conveniente. Por 4 e pelo lema anterior podemos reorganizar as variáveis ímpares

multiplicando por (-1), se necessário. Assim, obtemosM +λM̃ ≡ (1±λ)M (mod J), com

λ = ∓1. Portanto M + λM̃ ∈ J.

Lema 4.1.7. Se M + λM̃ ∈ I, onde M = [x1, ..., xn] e M̃ = [x̃1, ..., x̃m] tem o mesmo

multigrau então M + λM̃ ∈ J.

Demonstração. Se [x1, ..., xn] ∈ I tome o maior m tal que [x1, ..., xm] /∈ I. Então,

[x1, ..., xm, xm+1] ∈ I. Se d(x0) = d([x1, ..., xm]) então [x0, xm+1] ∈ I e [x1, ..., xn] se-

gue desse polinômio. Mas [x0, xm+1] ∈ I implica que d(x0) = d(xm+1) = 0 e então

[x0, xm+1] ∈ J .
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Se M, M̃ /∈ I, então M e M̃ são do tipo (??) e podemos aplicar o lema anterior

para reordenar as suas variáveis.

Seja Ω = K [A ∪B] o anel de polinômios nas variáveis comutativasA = {a1, a2, ..., }
e B = {b11, b21, b12, b22, ...}. Denote por G a subálgebra gerada porM(Ω)− gerada pelas matri-

zes Ai = aih e Bi = (b1i e+ b2i f) munida da Z2-graduação natural. Então o homomor�smo

φ : L(Z)→ G

tal que φ(yi) = Ai e φ(zi) = Bi induz um isomor�smo da álgebra L(Z)
I

na álgebra G.

Lema 4.1.8. Se M1 e M2 são dois monômios, tais que d(M1) = d(M2) e a primeira linha

da matriz φ(M1 − λM2) se anula então M1 − λM2 ∈ J.

Demonstração. Se d(M1) = d(M2) = 0 então φ(M1 − λM2) = φ(M1) − λφ(M2) = 0 já

que φ(M1), φ(M2) são matrizes diagonais de traço zero.

Seja agora que d(M1) = d(M2) = 1. Suponha que a segunda linha de ϕ(M1−λM2)

seja não nula. Então φ(M1 − λM2) /∈ I e (M1)S − λ(M2)S é um múltiplo não nulo da

matriz f para qualquer substituição S, não necessariamente elementar. Mas ρ : sl2 → sl2

de�nida por ρ(m) = mT é um automor�smo de sl2 tal que ρ(〈f〉) = ρ(〈e〉). Se 0 6=
(M1)S′ − λ(M1)S′ = ρ((M1)S − λ(M2)S) ∈ 〈e〉, onde S ′ = {ρ(m1, ...,mk)} o que contradiz

a hipótese de que a primeira linha de φ(M1−λM2) é igual a zero. Assim, φ(M1−λM2) = 0

e M1 − λM2 ∈ I. Segue do lema anterior que M1 − λM2 ∈ J.

Temos que [Bi, Bj] = (b1i b
2
j − b2i b

1
j)h e [Ai, Bj] = 2(aib

1
je − aib

2
jf). Assim, ob-

temos que [B1, A1, ..., An, B2] = (−2)na1...an[B1, B2]. Daqui temos que qualquer monô-

mio pode ser escrito dependendo exclusivamente de matrizes da forma Bi. Além disso,

a entrada não nula na primeira linha de [Bi, Bj] é igual ao determinante da matriz

Mi,j = b1i e11 + b2i e12 + b2je22 + b1je21. Consequentemente, a entrada não nula da primeira

linha de [B1, B2, ..., B2k−1, B2k] é igual a 2k−1 vezes o produto de determinantes de matri-

zes do tipo M12,M34, ...,M(2k−1)(2k). Observe que se tivermos uma quantidade t ímpar de

matrizes da forma Bi a entrada não nula da primeira linha de [B1, ..., Bt] será o produto

de 2b1t pela primeira linha da matriz [B1, ..., Bt−1], ou seja, os colchetes de tamanho ímpar

são linearmente dependentes dos colchetes de tamanho par. Lembramos que o produto de

uma quantidade par de matrizes da forma Bi será uma matriz diagonal em que o elemento

não nulo da segunda linha difere do elemento não nulo da primeira linha apenas pelo sinal.

O próximo lema é na verdade uma generalização do Lema ??. O que queremos

dizer é que se uma combinação linear de monômios (um polinômio) é nulo em L(X)
I

, então

um desses monômios, a menos de uma reorganização das variáveis, deve ser múltiplo dos

demais módulo J . Em outras palavras, essa combinação é linearmente dependente módulo

J .
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Lema 4.1.9. Sejam M1, ...,Mk monômios multilineares tais que
∑k

i=1 λiMi ∈ I. Então

existe j ∈ {2, ..., k} tal que a primeira linha de φ(M1 − λj
λ1
Mj) se anula.

Demonstração. É su�ciente provar que os polinômios que são produtos de determinantes

da forma Mij são linearmente independentes em Ω. Denote o conjunto desses polinômios

de D. Como a característica do corpo é zero, é su�ciente mostrar para os subconjuntos

por D consistindo de polinômios multihomogêneos de mesmo multigrau. Vamos fazer

indução sobre o número n de variáveis aparecendo em cada polinômio.

Se n ≤ 2 a a�rmação é verdadeira. Suponha que a a�rmação vale para um

número < n de variáveis. Seja
∑
ciPi = 0, ci 6= 0,∀i, Pi ∈ D, todos de mesmo multigrau

com n variáveis aparecendo. Substitua bl1 por bl1 +
∑k

i=2 b
l
i, l = 1, 2. Então considere a

combinação
∑
Ph2,...,hk , em que Ph2,...,hk é a soma de polinômios obtidos substituindo h2

vezes bl1 por b
l
2 em alguma detM1a, a 6= 2, em seguida substituindo h3 vezes bl1 por b

l
3 em

alguma detM1a, a 6= 3, e assim sucessivamente. Se detM12 divide cada Pi então temos que∑
ciPi

detM12

= 0 e podemos aplicar a hipótese de indução.

Agora considere a combinação
∑
ciP̃i = 0, ci 6= 0 tal que pelo menos um dos

P̃i não é divisível por detM12. Denote por Pm o maior polinômio Ph2,...,hk na ordem

lexicográ�ca da sequência (h2, ..., hk). Então Pm é a soma de polinômios obtidos pela

substituição de bl1 por b
l
2 em todos os polinômios do tipo detM1a que divide Pi, em que Pi

não é múltiplo de detM12. Assim, Pm = 0 e o número de variáveis de Pm é menor que n,

uma contradição.

Lema 4.1.10. Sejam J e I T2-ideais, tais que J ⊆ I. Se C = {Mi}i∈Ĩ é uma base de
L(X)
J

, então C é uma base em L(X)
I

.

Demonstração. Seja C uma base de L(X)
J

. Assuma que f ∈ I e tome o menor k tal que

f ≡J
∑k

i=1 λiMi ∈ I,Mi ∈ C, ∀i ∈ {1, ..., k}. Segue que φ(f) = 0. Se k 6= 0 temos

λ1 6= 0 pela minimalidade de k. Pelo Lema ??, existe j ∈ {2, ..., k} tal que a primeira

linha de φ(M1 − λj
λ1
Mj) ∈ J . Pelo Lema ?? segue que M1 − λj

λ1
Mj ∈ J . Isso contradiz a

minimalidade de k, então k = 0. Assim, f ≡I
∑k

i=1 λiMi e C é uma base de L(X)
I

Teorema 4.1.11. Seja charK = 0, então a identidade graduada [y1, y2] é uma base para

as identidades Z2-graduadas de sl2, isto é, TZ2(sl2) = 〈[y1, y2]〉TZ2 .

Demonstração. Suponha I 6⊂ J , isto é, existe f ∈ I, f 6∈ J . Como J ⊆ I podemos

escrever f ≡J
∑k

i=1 αiMi com αj 6= 0 para algum j e {Mi}i∈Ĩ uma base de L(X)
J

como

espaço vetorial. Por outro lado, como f ∈ I temos que f ≡I
∑k

i=1 λiMi ≡I 0. Pelo Lema

??, λi = 0,∀i ∈ {1, ..., k}. Mas, f deve ser escrito da mesma forma em L(X)
I

e em L(X)
J

, o

que é uma contradição. Então I ⊆ J e portanto I = J .
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4.2 Identidades Z2 × Z2-graduadas de sl2

Sejam P = {p1, p2, ...}, Q = {q1, q2, ...}, R = {r1, r2, ...} e T = {t1, t2, ...} quatro
conjuntos disjuntos enumeráveis e X = P ∪ Q ∪ R ∪ T . A álgebra de Lie L(X) tem

uma Z2 × Z2-graduação natural se de�nimos d(pi) = (0, 0), d(qi) = (1, 0), d(ri) = (0, 1) e

d(ti) = (1, 1).

Denotaremos por I o ideal das identidades graduadas de sl2 nesta graduação e

por J o ideal graduado em L(X), gerado pelo polinômio x, d(x) = (0, 0).

A Z2-graduação é uma graduação quociente desta graduação já que (sl2)(0) =

(sl2)(0,0) + (sl2)(1,0) e (sl2)(1) = (sl2)(0,1) + (sl2)(1,1), assim, cada identidade graduada da

seção anterior gera um conjunto de identidades nesta graduação.

Denotaremos por yi as variáveis de grau (0,0) ou (1,0) e por zi as variáveis de

grau (0,1) ou (1,1). Se um monômio M /∈ I então, a menos de um sinal ele pode ser

escrito da forma

M = [z1, ŷ1, ..., ŷa, z2, z3, ŷa+1, ..., ŷb, z4, z5, ..., z2k, ẑ2k+1, ŷc, ..., ŷd]. (4.5)

Como [h, e + f ] = 2(e − f), [h, e − f ] = 2(e + f) e [e + f, e − f ] = 2h, para qualquer

1 ≤ j ≤ k, d(z2j) = d(z2j−1) se, e somente se, nj for ímpar, em que nj é o número de

variáveis para que aparecem entre z2j−1 e z2j.

Para demonstrar o próximo resultado desta seção, iremos associar a cada variável

zi um sinal, s(zi) = 1, se d(zi) = (0, 1) e s(zi) = −1, se d(zi) = (1, 1).

Sejam A = {a1, ..., an, ...} e B = {b1, ..., bn, ...} dois conjuntos disjuntos de variá-
veis comutativas. Sejam G a álgebra gerada pelas matrizes Ai = aih, B

+
j = bj(e + f) e

B−j = bj(e− f), e seja Ω = K[A ∪ B]. Esta álgebra tem uma Z2 × Z2-graduação natural

e o homomor�smo φ : L(X) → G de�nido por φ(pi) = 0, φ(qi) = Ai, φ(ri) = B+
i e

φ(ti) = B−i induz um isomor�smo graduado entre L(X)
I

e G, onde I = ker(φ).

Agora se M é como em (??) com grau total de M igual a n, no qual aparecem m

variáveis de grau (1,0) e tal que y2k+1 não aparece, então:

φ(M) = (−2)n−1
k∏
i=2

(s(z2i)a1...amb1...b2k)h (4.6)

Se M é como em ?? com grau total de M igual a n, no qual aparecem m variáveis

de grau (1,0) e tal que y2k+1 aparece, então:

φ(M) = (−2)n−1
k∏
i=2

(s(z2i)a1...amb1...b2k)φ(y2k+1) (4.7)
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Lema 4.2.1. Os monômios

[..., y1, z1, y2, ..., ya, z2, z3, ya+1, ..., yb, z4, ...]

e

[..., y1, z3, ya+1, ..., yb, z4, z1, y2, ..., ya, z2, ...]

são congruentes módulo J .

Demonstração. Observe que antes do y1 pode ter:

1. Um colchete que está na componente 1: neste caso se anula;

2. Um colchete que está na componente 0: neste caso basta renomear a variável y1
para ỹ1.

Portanto é su�ciente mostrar o resultado para monômios da forma

[y1, z1, y2, ..., ya, z2, z3, ya+1, ..., yb, z4, ...].

Aplicando os itens (7) e (8) do Lema ?? e obtemos:

[y1, z1, y2, ..., ya, z2, z3, ya+1, ..., yb, z4, ...] = −[y1, z1, y2, ..., ya, z2, [z3, ya+1, ..., yb], z4, ...]

= [y1, [z1, y2, ..., ya], z2, [z3, ya+1, ..., yb], z4, ...] = [y1, [z3, ya+1, ..., yb], z4, [z1, y2, ..., ya], , z2, ...]

= [y1, z3, ya+1, ..., yb, z4, [z1, y2, ..., ya], , z2, ...] = [[y1, z3, ya+1, ..., yb, z4], z1, y2, ..., ya, , z2, ...]

= [y1, z3, ya+1, ..., yb, z4, z1, y2, ..., ya, , z2, ...]

De�nição 4.2.2. Seja α ∈ Sn, onde n é o grau total de um monômio M = [x1, ..., xn].

Denotaremos por Mα o monômio M = [xα(1), ..., xα(n)]

Lema 4.2.3. Seja M = [x1, ..., xn]. Se d(xi) = d(xj) e α = (ij), então M ≡J Mα

Demonstração. Segue do Lema ?? e das identidades da seção anterior que é su�ciente

considerar os casos M = [z1, y2, ...., yn−1, zn], α = (1n) e M = [..., x1, x2, ...], α = (12).

Esses casos seguem diretamente de [x1, x2] = 0 se d(x1) = d(x2) e dos itens 4 e 6 do Lema

?? que nos permitem trocar duas variáveis de mesmo grau. Como essas identidades estão

em J , segue o resultado.

Lema 4.2.4. Os monômios

[..., z2j−1, y1, ..., yn, z2j, z2j+1, ynj+1, ..., ynj+nj+1
, z2j+2, ...]
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e

s(z2j+2)[..., z2j−1, y2, ..., ynj , z2j, z2j+1, y1, ynj+1, ..., ynj+nj+1
, z2j+2, ...]

são congruentes módulo J.

Demonstração. Usando as identidades do Lema ?? é su�ciente provar que

[..., z2j−1, y, z2j, z2j+1, z2j+2, ...] ≡ [..., z2j−1, z2j, z2j+1, y, z2j+2, ...].

Usando o Lema ?? podemos trocar as variáveis {y2j−1, y2j} pelas variáveis {y2j+1, y2j+2}.
Temos dois casos possíveis:

Caso I: Se as variáveis z2j−1 e z2j+1 têm o mesmo grau, aplicamos os Lemas ?? e ?? e

temos:

[..., z2j−1, y, z2j, z2j+1, z2j+2, ...] ≡ [..., z2j+1, y, z2j+2, z2j−1, z2j, ...] ≡

[..., z2j−1, z2j, z2j+1, y, z2j+2, ...]

Caso II: Se as variáveis z2j−1 e z2j+1 têm grau diferente, pelo Lema ?? segue que:

[..., z2j+1, y, z2j+2, z2j−1, z2j, ...] ≡ [..., z2j+2, y, z2j+1, z2j−1, z2j, ...]

pelo item (4) de ?? e pelo Lema ??,

[..., z2j+2, y, z2j+1, z2j−1, z2j, ...] ≡ −[..., z2j+1, y, z2j+2, z2j−1, z2j, ...] ≡

− [..., z2j−1, z2j, z2j+1, y, z2j+2, ...]

e o resultado está provado.

Lema 4.2.5. Sejam M um monômio do tipo (??), tal que z2k+1 não aparece e M̃ um

monômio de mesmo multigrau de M . Se a primeira linha de φ(M − λM̃) é zero então

M − λM̃ ∈ J.

Demonstração. Seja M̃ um monômio do mesmo multigrau de M , então a quantidade

de variáveis de grau (1,0), em cada monômio, é o mesmo. Pelos itens 6 e 10 do Lema

??, podemos colocá-las na ordem certa. Se d(z̃2j−1) = d(z̃2j) pelo Lema ??, podemos

reorganizá-las conforme o conveniente; se d(z̃2j−1) 6= d(z̃2j), observamos que [z1, y, z2] =

[z2, y, z1] = [z1, z2, y] e em qualquer dos casos, podemos assumir {z̃2j−1, z̃2j} = {z2j−1, z2j}
e temos M ≡J λM̃ . Mas a primeira linha de φ(M − λM̃) é nula, portanto |λ| = 1 e

M ≡J ±M̃ .

Teorema 4.2.6. Se o corpo K tem característica zero então TZ2×Z2(sl2) = J , isto é,

TZ2×Z2(sl2) = 〈x〉TZ2×Z2 em que x é uma variável de grau (0, 0).
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Demonstração. Seja f ∈ I polinômio multihomogêneo de grau total n e considere o menor

k tal que podemos escrever

f ≡J
k∑
i=1

λiMi ∈ I,

Mi ∈ C, C = {[xα(1), ..., xα(n)]|α ∈ Sn, α(1) = 1}. Se d(f) = (0, 1) ou d(f) = (1, 1)

segue de (??) que as últimas variavéis dos M ′
is são todas de mesmo tipo. Usando o Lema

??, podemos assumir que a última variável em cada Mi é a mesma, digamos z2k+1. Se

escrevermos Mi = [Ni, z2k+1], temos que

[
k∑
i=1

Ni, z2k+1] ∈ I

e por ?? podemos concluir que
∑k

i=1Ni ∈ I. Assim é su�ciente mostrar o caso d(f) =

(1, 0)

Neste caso, φ(f) = 0 e o primeiro elemento não nulo da primeira linha em cada

φ(Mi) é um monômio em Ω. Supondo k 6= 0, concluímos que λ1 6= 0 devido a minimalidade

de k. Então pelo Lema ??, existe j tal que a primeira linha de φ(M1 − λj/λ1Mj) é nula,

segue que M1 − λj/λ1Mj ∈ J , uma contradição.

4.3 Identidades Z-graduadas de sl2
Seja L(X), X = ∪i∈ZX i, a álgebra de Lie livre munida da Z-graduação descrita

na seção 3 do capítulo anterior. Assim como no capítulo 3 trabalharemos apenas como o

supp(X) = {−1, 0, 1}. Denotaremos por x, com ou sem índice, uma variável de X, por y

uma variável de X0 e por z uma variável de X−1 ∪X1. A Z-graduação é uma graduação

quociente da Z2-graduação uma vez que (sl2)0 = (sl2)0, (sl2)1 = (sl2)−1 + (sl2)1.

Sejam A = {a1, ..., an, ...}, B = {b1, ..., bn, ...} e C = {c1, ..., cn, ...} três conjuntos
in�nitos, enumeráveis e disjuntos de variáveis comutativas e G a subálgebra de Lie de

M(Ω) gerada pelas matrizes Ai = aih,Bi = bie e Ci = cif , em que Ω = K[A ∪B ∪C]. A

álgebra G tem uma Z-graduação natural se de�nimos d(Ai) = 0, d(Bi) = 1 e d(Ci) = −1.

O homomor�smo φ : L(X) → G determinado por φ(x0i ) = Ai, φ(x1i ) = Bi, φ(x−1i ) =

Ci e φ(xji ) = 0, se |j| ≥ 2, induz um isomor�smo graduado entre as álgebras L(X)
I

e G,

com I = TZ(sl2) o núcleo de φ.

Denotaremos por J o ideal das identidades geradas por [x1, x2], d(x1) = d(x2) =

0, 1,−1 e x = 0, |d(x)| ≥ 2. Como nas secções anteriores deste capítulo, se um monômio

M não pertence a I = TZ(sl2) então ele é, a menos do sinal, do seguinte tipo:

M = [z1, ŷ1, ..., ŷa, z2, z3, ŷb, ..., z2k, ˆz2k−1, ŷc, ..., ŷd] (4.8)
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em que o chapéu sobre a variável signi�ca que ela pode não aparecer, z2k−1 aparece

dependendo do grau do monômio ser 0 ou ±1. De�nimos vj e nj analogamente. Se

M /∈ I então d(y2j−1) = −d(y2j).

Das igualdades

[Ai, Bj] = 2aiBj; [Ai, Cj] = 2aiCj; [Bi, Cj] = bicjh

segue que

φ(M) = λ(M)a1...anb1...b2kh (4.9)

onde M é como em (??), d(M) = 0 e

λ(M) = d(z1)(−2d(z1))
n1

k∏
i=2

(−d(z2j−1))(−2d(zi))
ni+1.

Se d(M) = ±1 então

φ(M) = −2d(z2k+1)λ(M)a1...anb1...b2kφz2k+1 (4.10)

Lema 4.3.1. Seja M = [x1, ..., xn]. Se d(xi) = d(xj) e α = (i, j) então M ≡J Mα

Demonstração. A demonstração é análoga à demonstração do Lema ??

Lema 4.3.2. Os monômios

[..., z2j−1, y1, ..., yn, z2j, z2j+1, ynj+1, ..., ynj+nj+1
, z2j+2, ...]

e

d(y2j−1)d(y2j+1)[..., z2j−1, y2, ..., ynj , z2j, z2j+1, y1, ynj+1, ..., ynj+nj+1
, z2j+2, ...]

são congruentes módulo J.

Demonstração. Usando as identidades do Lema ?? é su�ciente provar que

[..., z2j−1, y, z2j, z2j+1, z2j+2, ...] ≡ [..., z2j−1, z2j, z2j+1, y, z2j+2, ...]. Usando o Lema ?? po-

demos trocar as variáveis {y2j−1, y2j} pelas variáveis {y2j+1, y2j+2}. Temos dois casos

possíveis:

Caso I: Se as variáveis z2j−1 e z2j+1 têm o mesmo grau, aplicamos os Lemas ?? e ?? e

temos:

[..., z2j−1, y, z2j, z2j+1, z2j+2, ...] ≡ [..., z2j+1, y, z2j+2, z2j−1, z2j, ...] ≡

[..., z2j−1, z2j, z2j+1, y, z2j+2, ...]

Caso II: Se as variáveis z2j−1 e z2j+1 têm graus diferentes, neste caso d(z2j−1)d(z2j+1) = −1

e pelo Lema ?? segue que:
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[..., z2j+1, y, z2j+2, z2j−1, z2j, ...] ≡ [..., z2j+2, y, z2j+1, z2j−1, z2j, ...].

Pelo item 4 do Lema ?? e pelo Lema ??,

[..., z2j+2, y, z2j+1, z2j−1, z2j, ...] ≡ −[..., z2j+1, y, z2j+2, z2j−1, z2j, ...]

≡ −[..., z2j−1, z2j, z2j+1, y, z2j+2, ...]

e o resultado está provado.

Lema 4.3.3. Se M é um monômio de grau 0 como em (??), com m variáveis de grau 0

aparecendo nele, então M é congruente módulo J a

s(M)[z1, z2, z3, ..., z2k−3, z2k−2, z2k−1, y1, ..., ym, z2k]

e

s(M) =
k∏
i=2

(−d(y2i−1)
ni)(−d(y2k−1)

m).

Demonstração. Para demonstrar, basta aplicar várias vezes o lema anterior, colocando as

variáveis de grau 0 onde quisermos, observando apenas o sinal das variáveis z.

Lema 4.3.4. Se M e M̃ são monômios de mesmo multigrau, d(M) = d(M̃) = 0, e a

primeira linha de φ(M − λM̃) é zero, então M − λM̃ ∈ J .

Demonstração. Seja m o número total de variáveis de grau 0 nos monômios. Pelo lema

anterior, podemos reordenar as variáveis de grau 0 em M̃ para obter M̃ ≡J s(M̃)N , em

que

N = [z̃1, ..., z̃1, ỹ1, ..., ỹm, z̃2k],

pelo Lema ??, podemos assumir que {z̃2j−1, z̃2j} = {z2j−1, z2j}, j = 1, 2, ..., k. Também

podemos assumir, módulo J , que z̃2j−1 = z2j−1 e z̃2j = z2j. Se z̃1 = z2, neste caso,

d(z1)d(z̃1) = −1 e então

N = −[z1, z2, ..., z2j−1, y1, ..., ym, z2j]

e portanto

N = d(z1)d(z̃1)[z1, z2, ..., z2j−1, y1, ..., ym, z2j]

temos

M̃ ≡ s(M̃)d(z1)d(z̃1)[z1, z2, ..., z2j−1, y1, ..., ym, z2j].

Como a primeira linha de φ(M − λ(M̃)) é nula, segue de ?? que |λ| = 1 e

s(M) = s(M̃)d(z1)d(z̃1), e podemos concluir que M e M̃ são congruentes ao mesmo

monômio e portanto M ≡ M̃ .



66

Teorema 4.3.5. Se o corpo K tem característica zero então TZ(sl2) = J , isto é, TZ(sl2) =

〈[x1, x2], w〉TZ em que x1, x2 tem grau 0 e w tem grau i ∈ Z− {−1, 0, 1}.

Demonstração. Seja f ∈ I um polinômio multihomogêneo e considere o menor k tal que

podemos escrever

f =
k∑
i=1

λiMi ∈ I,

Mi ∈ C,C = {[xα(1), ..., xα(n)]|α ∈ Sn, α(1) = 1}. Se d(f) = ±1 segue de ?? que a última

variável de cada Mi têm todas os mesmos grau e podemos assumir, pelo Lema ??, que

módulo J , a última variável é a mesma, digamos z2k+1. Escrevendo

Mi = [Ni, z2k+1]

segue que

[
k∑
i=1

λiNi, z2k+1] ∈ I

e por ?? podemos concluir que
∑k

i=1 λiNi ∈ I. Assim basta considerar o caso d(f) = 0 e

proceder como no Teorema ??.
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