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Resumo

Sejam n = 2 e B, o grupo de trancas de Artin, também conhecido como grupo de trancas do
disco. Denotemos por FB,, o grupo de trancas emolduradas. Nesta tese estudamos grupos de
trancas emolduradas e suas generalizacoes. Inicialmente, desenvolvemos uma analise estrutural
do grupo FB,, investigando diversas propriedades algébricas. Em particular, sio determinados o
seu centro, a sua série central inferior, o seu subgrupo comutador, bem como certos quocientes do
tipo Coxeter e subgrupos de congruéncia associados. Em seguida, estendemos o estudo ao contexto
de superficies, considerando os grupos de trancas emolduradas FB,,(M), em que M pode ser uma
superficie orientavel ou ndo, eventualmente com um namero finito de perfuracoes. Posteriormente,
introduzimos e analisamos duas generalizacdes do grupo de trancas emolduradas: o grupo de trancas
virtuais emolduradas FV B,, e o grupo de trancas singulares emolduradas FSG,,. Para ambos os
casos, apresentamos descricoes por geradores e relacoes e investigamos propriedades estruturais
analogas as do grupo FB,,. Por fim, construimos um invariante para nés singulares, baseado na
algebra de Temperley-Lieb virtual e no traco de Markov, estabelecendo assim uma conexao entre a

teoria algébrica das trancas e a teoria dos nés singulares.

Palavras-chave: Grupos de trancas; Grupos de trancas emolduradas; Grupos de trancas virtuais;

Grupos de trancas singulares; Invariantes de nos; Algebra de Temperley-Lieb; Traco de Markov.






Abstract

Let n = 2 and let B,, denote the Artin braid group, also known as the braid group of the disk.
We denote by FB,, the framed braid group. In this thesis, we study framed braid groups and
their generalizations. Initially, we develop a structural analysis of the group FB,, , investigating
several algebraic properties. In particular, we determine its center, lower central series, commutator
subgroup, as well as certain Coxeter-type quotients and associated congruence subgroups. Next, we
extend our study to the context of surfaces, considering the framed braid groups FB,,(M) , where
M may be an orientable or non-orientable surface, possibly with a finite number of punctures.
Subsequently, we introduce and analyze two generalizations of the framed braid group: the framed
virtual braid group FV B,, and the framed singular braid group FSG,,. For both cases, we present
descriptions by generators and relations, and investigate structural properties analogous to those
of FB,,. Finally, we construct an invariant for singular knots, based on the virtual Temperley-Lieb
algebra and the Markov trace, thus establishing a connection between the algebraic theory of braids

and the theory of singular knots.

Keywords: Braid groups; Framed braid groups; Virtual braid groups; Singular braid groups; Knot

invariants; Temperley-Lieb algebra; Markov trace.
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Introducao

Os grupos de trancas de Artin, também conhecidos como grupos de trancas do plano, sao
denotados por B;,. Eles foram introduzidos por Emil Artin em 1925, com uma abordagem mais
geométrica e intuitiva. Mais tarde, em 1947, Artin aprofundou seu estudo, analisando-os de maneira
mais rigorosa sob uma perspectiva algébrica, conforme documentado em (ARTIN, 1925), (ARTIN,
1947a) e (ARTIN, 1947b). Cada elemento de B, possui uma interpretacdo geométrica como um
trancado de n cordas com certas restricoes. A cada tranca com n cordas pode-se associar, de
forma natural, uma permutacao do grupo simétrico S,,. Isso define um homomorfismo sobrejetivo
o: B, — S;. O nlcleo desse homomorfismo é o grupo de trancas puras de Artin com n cordas,

denotado por P,,.

Os grupos de trancas e as trancas em si tornaram-se objeto de investigacdo intensa, culminando
no desenvolvimento de uma teoria complexa e ramificada. Um avanco significativo veio em 1983,
quando Vaughan Jones, trabalhando com algebras de operadores, identificou novas representacoes
dos grupos de trancas, veja (JONES, 1985) e (JONES, 1987). Foi a partir destas que ele conseguiu
estabelecer o que hoje é conhecido como polinémio de Jones, um importante invariante de nés e

enlagamentos.

Os teoremas de Alexander e Markov estabelecem a relacido entre trancas e nés (ou enlaca-
mentos). O Teorema de Alexander afirma que todo né orientado em R3 pode ser obtido como fecho
de uma tranca em algum B,,, como pode ser visto em (ALEXANDER, 1923). Ja o teorema de Markov,
cuja primeira demonstracio publicada aparece em (BIRMAN, 1974), é que se a € B, € B € B, tém
fechos isotépicos, entdao ha uma sequéncia finita de movimentos de Markov que leva a a . Esse
arcabouco permite a construcao de invariantes de nés via representacoes de B,,. Em particular, o
trabalho (JONES, 1987) mostra que, ao considerar uma representacdo de B, na algebra de Hecke e

aplicar um traco satisfazendo as condicoes de Markov, obtém-se o famoso polindmio de Jones.

Existem varias generalizacoes do grupo de trancas de Artin B,;, do ponto de vista geométrico
e do ponto de vista algébrico, por exemplo, grupos de trancas de superficie, grupos de trancas

emolduradas, grupos de trancas virtuais e os grupos de trancas singulares.

Os grupos de trancas de superficies B,,(M) representam uma generalizacdo dos grupos de tran-



2 Introducgédo

cas classicos de Artin, onde as n cordas se movem em uma superficie arbitraria M (em vez do plano
R? ou do disco D?). A teoria é rica e interliga a topologia, a algebra e a geometria. Topologicamente,
o grupo de trancas em n cordas na superficie M é o grupo fundamental do espaco de configuracao
ndo ordenado de n pontos distintos em M. O estudo dos grupos de trancas de superficies se de-
senvolveu notavelmente apds os trabalhos iniciais de Artin. Nos aspectos topoldgico e algébrico
pode-se destacar os trabalhos (FOX; NEUWIRTH, 1962), (FADELL; NEUWIRTH, 1962) e (FADELL; VAN
BUSKIRK, 1961), em que esses formalizaram a visdo dos grupos de trancas como grupos fundamentais
de espacos de configuracao, estabelecendo as bases da teoria em superficies como o plano e a esfera
S?. Um foco importante tem sido encontrar apresentacdes (geradores e relacdes) para B,,(M) para
diversas superficies, em (BELLINGERI, 2004) podem ser encontradas apresentacdes para grupos
de trancas em superficies fechadas, orientaveis (género g = 1) ou nao orientaveis (género g = 2), e
também apresentacdes para os grupos de trancas de superficies finitamente perfuradas orientaveis
e n3o orientaveis. Uma apresentacio para os grupos de trancas da esfera B,,(S?), do toro B, (T?),
do plano projetivo B,(RP?) e da garrafa de Klein B, (IK) pode ser encontrada nos trabalhos (FADELL;
VAN BUSKIRK, 1961), (BIRMAN, 1969), (VAN BUSKIRK, 1966) e (PEREIRO, 2015), respectivamente.

No cendrio virtual, o grupo de trancas virtuais desempenha, no contexto dos nds e enlacamen-
tos virtuais, o mesmo papel que o grupo de trancas de Artin exerce na teoria classica dos nés. O
conceito de né virtual, que introduz um tipo de cruzamento adicional nos diagramas, foi estabelecido
por Kauffman em (KAUFFMAN, 1999), artigo em que também se definiu o grupo de trancas virtuais
como uma ferramenta fundamental para o estudo de nés e enlacamentos virtuais. A importancia de
V B,, foi reforcada pela prova dos Teoremas de Alexander e Markov para trancas virtuais por Kamada
em (KAMADA, 2007). A partir da construcao da algebra de Temperley-Lieb virtual, introduzida por
Paris e Rabenda em (PARIS; RABENDA, 2021), foi possivel definir um traco de Markov compativel
com o grupo de trancas virtuais. Essa estrutura algébrica fornece, por meio desse traco, um novo
invariante para nos e enlacamentos virtuais, generalizando o papel desempenhado pela algebra de

Temperley-Lieb classica e pelo polinbmio de Jones na teoria usual dos nos.

Desde entdo, o grupo V B,, tem atraido intensa pesquisa, com diversos trabalhos abordando
sua estrutura e suas relacdes. No trabalho (BARDAKOV, 2004) é investigado a estrutura algébrica do
grupo de trancas virtuais V B,;,, mostrando que ele pode ser descrito como um produto semidireto
entre o grupo de trancas puras virtuais e o grupo simétrico, em que o grupo de trancas puras virtuais,
denotado por V P,, € o nlcleo do homomorfismo np: VB, — S;, definido por np(o;) =np(v;) =
(ii+1),i=1,...,n—1. No artigo (BARDAKOV; BELLINGERI, 2009), Bardakov e Bellingeri investigam as
propriedades algébricas e combinatérias do grupo de trancas virtuais V B,,, os autores determinam
a série central inferior do grupo VB, e dos nucleos de duas projecoes diferentes de VB,, em S,,,
fornecendo informacoes sobre a estrutura interna do grupo. Bellingeri e Paris em (BELLINGERI; PARIS,
2020) investigam os homomorfismos entre o grupo de trancas virtuais V B,, e o grupo simétrico S,,,,
eles determinam todos os homomorfismos possiveis de VB,, para S;;,, de S,, para VB,, ede VB,
para VB,,,onde n,meN, n=5, m=2e n=m. Em (DEKIMPE; GONCALVES; OCAMPO, 2025) 0s



autores investigam subgrupos caracteristicos e a propriedade R, dos grupos de trancas virtuais, eles
demonstram que o grupo de trancas puras virtuais V P,, € um subgrupo caracteristico de VB,, se, e
sO se, n =4, e o grupo KB;, € um subgrupo caracteristico do grupo VB;, se, e sé se, n =3, onde o
grupo KB, é o nucleo do homomorfismo ng: VB,, — S, definido por nx(o;) =1, ig(v;) = (i i+1),

i=1,...,n-1.

No contexto singular, a nocao de trancas singulares foi introduzida independentemente por
Baez em (BAEZ, 1992) e Birman em (BIRMAN, 1993). O conjunto de todas essas trancas possui uma
estrutura de monoide. Foi demonstrado em (FENN; KEYMAN; ROURKE, 1998) que o monoide de
Baez-Birman em n cordas esta incluso em um grupo, denotado por SG,,. O grupo SG,, é atualmente
conhecido como o grupo de trancas singulares em n cordas. O grupo SG,, contém o grupo classico de
trancas B,, como um subgrupo. A relacdo de SG,, com o universo dos nos é explorada em (GEMEIN,
1997), que estabelece um teorema de tipo Markov para nés e enlacamento singulares. No trabalho
(JUYUMAYA; LAMBROPOULOU, 2009) foi introduzido um invariante do tipo Jones para nos singulares,
usando um traco de Markov nas algebras de Yokonuma-Hecke Yy (1) e a teoria de trangas singulares.
O nucleo do homomorfismo n: SG,, — S,, definido por n(g;) =n(t;)) =G i+1),i=1,...,n—1,
chamado de grupo de trancas puras singulares, denotado por SP,,, é estudado em (BARDAKOV;
KOZLOVSKAYA, 2020) para n = 2,3, onde foram encontrados os geradores e relacdes definidoras,
bem como é provado que o grupo SP3; admite uma decomposicdo como produto semidireto. Ja em
(GONGOPADHYAY; KOZLOVSKAYA; MAMONOV, 2020) obtém-se uma apresentacdo para o grupo ST,
nucleo do homomorfismo 7: SG;,, — S, definidopor (o)) =( i+ en(r))=1,i=1,...,n—1,e
também é provado que ST3 = SP3 e que ST3 se decompde como um produto semidireto. Ainda sobre
a investigacao de subgrupos especificos, em (DEY; GONGOPADHYAY, 2022) estudou-se o subgrupo

comutador de SG, e mostrou-se que esse subgrupo é finitamente gerado e perfeito para n = 5.

O estudo das trancas emolduradas (framed braids) e do seu grupo associado, FB,,, estabelece
uma conex3o entre a Algebra e a Topologia. Este conceito, cuja relevancia topolégica é derivada do
trabalho (KIRBY, 1978) sobre a cirurgia de Dehn e a descricdo de 3-variedades através de enlaces
emoldurados, foi formalmente introduzido por Ko e Smolinsky no artigo (KO; SMOLINSKY, 1992), onde
se demonstra um teorema do tipo Markov que revela que duas trancas emolduradas representam
3-variedades homeomorfas se, e somente se, elas estao relacionadas por um conjunto finito de
movimentos. Um trabalho subsequente, (NATOV, 1997), aprofundou a compreensao das 3-variedades
através do grupo das trancas puras emolduradas. No ambito algébrico, a estrutura de FB,, gerou
a Algebra de Yokonuma-Hecke, que é definida a partir do quociente da algebra do grupo FB,,. A
importancia desta algebra se manifesta em (JUYUMAYA; LAMBROPOULOU, 2007), que define um
traco de Markov essencial, e em (CHMUTOV et al., 2016), onde este traco € aplicado, em conjunto
com a teoria de trancas emolduradas, classicas e singular, para a construcao de um invariante do tipo
Jones para nés emoldurados, classicos e singulares. No que tange aos grupos de trancas emolduradas
de superficies, em (BELLINGERI; GERVAIS, 2012) é introduzido o grupo de trancas puras emolduradas

em n cordas de uma superficie orientada, uma generalizacao topoldgica do grupo de trancas puras.



4 Introducgédo

Tratando-se dos grupos de trancas emolduradas, estes ocupam um papel importante nos
estudos de 3-variedades e a algebra dos grupos de trancas emolduradas. Tais grupos podem ser
vistos como extensdes dos grupos de trancas classicos de Artin, incorporando um parametro adicional
que registra a torcao individual de cada corda, chamado de moldura. Essa caracteristica confere aos
grupos de trancas emolduradas uma estrutura particularmente rica, permitindo a construcao de

novos invariantes de nés e enlaces, bem como a classificacao de 3-variedades.

Diante da relevancia dos grupos de trancas emolduradas, é natural considerar o estudo deta-
Ihado de suas propriedades algébricas, tais como a descricdo do centro, da série central inferior e do
subgrupo comutador. Além disso, a partir de sua construcao, surge de forma igualmente natural a
possibilidade de generalizar outras familias conhecidas de grupos de trancas, como os grupos de
trancas virtuais e os grupos de trancas singulares, para o contexto emoldurado. Nesta tese faremos
contribuicdes na compreensao de propriedades combinatérias e estruturais de grupos de trancas

generalizadas emolduradas, contribuindo assim na sua melhor compreensao.

A seguir, descrevemos em linhas gerais a divisdo deste trabalho. Destacamos que um resumo,
com os enunciuados de resultados que sao validos tanto para o grupo de trancas emolduradas
F B, quanto para suas generalizacdes FGB;;, encontra-se depois desta introducao. Esses resultados

estabelecem propriedades fundamentais comuns a essas estruturas.

O Capitulo 1 é dedicado as preliminares da tese, reunindo notacoes, definicoes e propriedades
gue serao utilizadas ao longo do texto. Nesse capitulo, também sdo apresentadas as descricoes e
apresentacoes dos principais grupos estudados neste trabalho, em particular, o grupo de trancas

classico B,, e o grupo de trancas emolduradas FB,,.

O Capitulo 2 da presente tese foi dedicado a aprofundar a estrutura algébrica e as propriedades
do grupo de trancas emolduradas FB;, e seus quocientes. Inicialmente, no Teorema 2.2 demons-
tramos que o grupo FP,, pode ser visto como um produto semidireto de um grupo Z & U,, pelo
grupo FP,,_1. Em seguida, dirigimos nossa atencdo aos elementos centrais e quocientes importantes,
no Teorema 2.5 calculamos o centro de FB;, e, no Teorema 2.8, estabelecemos que, para n = 3,
o grupo quociente de FB,, pelo seu centro é isomorfo ao produto semidireto do grupo Z? com o
grupo PSL,(Z). Complementarmente, no Teorema 2.9 descrevemos os possiveis homomorfismos
de FB,, em B,, para n = 6. Estudando a série central inferior, no Teorema 2.15 provamos a igualdade
I',(FB,) =T'3(FBy,) para n =3, e no Teorema 2.18 mostramos que o subgrupo comutador I's (FB;,)
tem um conjunto infinito de geradores e perfeito para n = 5. Analisamos também quocientes impor-
tantes. No contexto dos quocientes do tipo Coxeter, o Teorema 2.19 caracteriza o grupo quociente
FBn/<0’f) = FB,,(k) como isomorfo a Z" x B,,(k) quando k é par e a Z" & B,,(k) quando k é impar.
Finalmente, para os subgrupos de congruéncia emoldurados FB,,[m], no Teorema 2.23 estabelece-
mos uma estrutura algébrica do subgrupo FB;,[m], e no Teorema 2.27 estudamos os quocientes do

tipo Coxeter em FB,,[m].

No Capitulo 3 focamos na generalizacao dos resultados obtidos, com a definicao dos grupos



de trancas emolduradas de superficies FB,,(M). A parte central deste capitulo reside no calculo do
centro desses grupos. O centro foi calculado para diversas superficies de interesse topolégico: no
Teorema 3.4 para a esfera (M = $2); no Teorema 3.8 para o toro (M = T?); no Teorema 3.12 para
o plano projetivo (M = RP?); e no Teorema 3.16 para a garrafa de Klein (M = K). Em termos de
estrutura global, demonstramos que os grupos de trancas emolduradas de superficies pode ser
decomposto em um produto semidireto. Especificamente, o Teorema 3.18 prova que, se a superficie
M for orientavel, FB,,(M) é um produto semidireto do grupo de trancas de superficie B,,(M) pelo
grupo abeliano livre de posto n, Z". A mesma decomposicdo pode ser vista no Teorema 3.22 para o
caso M nao orientavel. Por fim, o Teorema 3.26 conclui o estudo ao calcular o centro do grupo de

trancas emolduradas em superficies grandes.

No Capitulo 4 introduzimos o grupo de trancas virtuais emolduradas FV B,,. Nos Teoremas 4.17
e 4.19, fornecemos apresentacdes explicitas para os subgrupos FV P,, (trancas puras virtuais emoldu-
radas) e FK B,,, respectivamente. Uma distincdo foi estabelecida no Teorema 4.21, onde provamos
que estes subgrupos, FV P, e FKB;,, nao sao isomorfos para n = 2. Em seguida, abordamos as
propriedades globais do grupo, o Teorema 4.23 apresenta o calculo do centro de FVB,,. O Teo-
rema 4.24 descreve os possiveis homomorfismos de FV B,, no grupo simétrico S, paran =5, e
o Teorema 4.25 caracteriza os homomorfismos de FV B,, no grupo de trancas virtuais VB,, para
n=5e n#6. Provamos no Teorema 4.29 que I'>»(FVB,) =T's(FV B;) para n = 4. No Teorema 4.32
mostramos que I'; (FV B;,) tem um conjunto infinito de geradores para n =5, e no Teorema 4.33
provamos que I'; (FV B,,) é perfeito para n = 5. Provamos no Teorema 4.38 que os subgrupos FV P,
e FKB;, sdo subgrupos caracteristicos de FV B,, para n = 3. Finalizando o capitulo, no Teorema 4.39

fornecemos uma representacao de Burau para o grupo V B,,.

No Capitulo 5 introduzimos o grupo de trancas singulares emolduradas FSG,, assim como
trazemos resultados sobre o grupo de trancas singulares que nao estao presentes na literatura. No
Teorema 5.13 fornecemos uma apresentacao explicita para o grupo das trancas puras singulares
emolduradas FSP,,. Em seguida, no Teorema 5.15 apresentamos decomposicoes para o grupo FST,,
n =2,3, e demonstramos que FSP, e FST, nao sao isomorfos, diferenciando suas estruturas. No
Teorema 5.18 mostramos que o grupo singular SG,, nao é residualmente nilpotente e que I',(SG,) =
I'3(SG;) para n = 3. O resultado da igualdade da série central inferior foi estendido ao grupo
emoldurado no Teorema 5.22, onde demonstramos que I'> (FSG;,) = T's(FSG,,) para n = 3. Provamos
no Teorema 5.25 que o subgrupo comutador I'; (FSG,;) tem um conjunto infinito de geradores para
n =5, e no Teorema 5.26 mostramos que esse subgrupo é perfeito para n = 5. Por fim, estabelecemos
no Teorema 5.33 um homomorfismo da algebra de grupo R[SG,] na Algebra de Temperley-Lieb
Virtual VTL,, e utilizamos esta conexao no Teorema 5.36 onde trazemos um invariante de nés

singulares.






Resumo dos resultados gerais

Os resultados apresentados aqui foram, em muitos casos, inicialmente obtidos em situacoes
particulares. No entanto, a analise dos argumentos envolvidos revela que tais conclusoes nao
dependem de maneira essencial das hipoteses especificas consideradas, admitindo formulacoes em
um contexto mais geral. Dessa forma, optamos por reunir e enunciar aqui um conjunto de resultados

de carater geral.

Os grupos de trancas emolduradas generalizados

Aqui consideramos GB;, sendo grupos de trancas generalizados, grupos que generalizam o

grupo classico de trancas de Artin.

Existe um homomorfismo sobrejetor que associa a cada tranca generalizada uma permutacao
correspondente:
o: GB, — S,. (1)

O conjunto
{aeGB, |o(a) =1}

€ um subgrupo de GB,,, chamado grupo de trancas puras generalizado, que denotamos por GP,,.

Exemplos de grupos de trancas generalizados incluem:

grupos de trancas em superficies,

grupos de trancas virtuais e seus quocientes soldados e irrestritos,

grupos de trancas multivirtuais,

grupo de trancas virtuais torcidas,

grupos de trancas singulares,

grupos de trancas virtuais singulares.
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Seja S;, o grupo simétrico que atua por permutacao em {1,..., n}. Seja

a projecao candnica que envia € GB,, para a permutacao o (f). Ha uma ac¢ao natural do grupo GB,,

sobre o conjunto {1,..., n} dada por
B(i)=0c(P)(i), parafBeGB,.

A acdo do grupo de trancas generalizado GB;, no conjunto {1,...,n} descrita acima sera util na

definicdo dos grupos de trancas emolduradas generalizados.

Definicao 0.1
Seja n = 1. Suponha que GB;, seja um grupo de trancas generalizado com uma apresentacao finita
dada por um conjunto de geradores . e um conjunto de relagdes . O grupo de trancas emolduradas

generalizado FGB,, é o grupo gerado por & U {ti,..., t;} com relacdes % e as relacoes adicionais
tity = Itj, paratodosjk=1,...,n, (2)
stjsT' = ty;, parase. (3)
E uma consequéncia imediata da definicdo que
FGB,,=7" x GBy,
onde a acdo de GB,, sobre Z" é dada pela permutacao dos indices:

,B(rl,rz,...,rn) = (Tﬁ(]),rﬁ(z),...,rﬁ(n)).

O homomorfismo de grupos o: GB;,, — S, pode ser estendido a um homomorfismo de grupos

enviando cada ¢; para aidentidade. Chamamos o nlcleo de & de grupo de trancas puras emolduradas

generalizado e o denotamos por FGP;,. Assim, obtemos a sequéncia exata curta

1— FGP, — FGB, — S, — 1. (4)

Segue das definicdes que o grupo de trancas puras emolduradas generalizado é o grupo
7" ® GP,, isto é,
FGP,=7"®GP,. (5)

Recordemos que FGB;, = Z" x GB;,. Também consideramos o homomorfismo
u: FGB, — GB,, (6)

definido por u(t- ) = ,onde t€ Z" e f € GB,,.



Proposicdo 0.2

Sejan=1. O grupo GB,, € um subgrupo de FGB;,.

Demonstracdo. O grupo de trancas emolduradas generalizado FGB,, possui uma apresentacdao com
geradores £ U {t,..., t;} e com relacoes Z e (2) e (3), onde GB,, = (& | Z) é um grupo de trancas

generalizado.

Considere o homomorfismo t: GB;,, — FGB,, tal que ((s) = s, para todo s € %/, e o homomor-
fismo u: FGB,, — GB,, dado em (6). A composicao p ot é o homomorfismo identidade, portanto ¢ é

injetivo e o resultado segue. [

Observacao 0.3
Seja G um grupo, e seja N <G um subgrupo normal. Se N e G/N sao livres de torcao, entao G

também é livre de torcao.

Proposiciao 0.4

Sejan=1. Se GB, é livre de torcdo, entdo FGB,, também ¢é livre de torcao.

Demonstracdo. Isso é uma consequéncia direta da decomposicao FGB,, = Z" x GB,, e Observa-

¢a0 0.3. ]

Centro e abelianizado

O resultado a seguir generaliza os resultados sobre o centro dos grupos de trancas puras
emolduradas, grupos de trancas emoldurados e o quociente dos grupos de trancas emolduradas

pelo seus centros.

Teorema 0.5
Seja n = 3. Suponha que Z(GB,,) = Z(GP;,).

1- Z(FGP,) =7"® Z(GPy).

2- Z(FGB,)=2[01® Z(GBy),onde 8 =t;---t, € Z".

FGB ~5n-1_ GB
3- TG " 7(FGB,) = 2" x G " 7(GB,)-

A prova do Teorema 0.5 pode ser vista de forma particular na Proposicao 2.4 para o item 1, no
Teorema 2.5 para o item 2 e no Teorema 2.8 para o item 3.

Sejam H e G grupos. Denotamos a abelianizacdo de G por (G)#?, isto é, (G)% = G/[G’ G’
onde [G,G] =T2(G) € o subgrupo comutador de G. Considere o produto semidireto H x, G, onde

¢: G — Aut(H) é uma acao de G sobre H. Seja [H, G] o grupo

[H,Gl={p(g)(Wh™'|geG, he H)y < H. (7)
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Lema 0.6
Sejam H e G grupos e H %, G um produto semidireto de grupos. Se H é abeliano, entao (H>4q,,G)ab =
H b

/[H, G] ® G2,

A descricao da abelianizacao de produtos semidiretos com nucleo abeliano fornece, neste

caso, uma decomposicao particularmente simples, como enunciado a seguir.
Teorema 0.7

Seja n = 2. Entdo (FGB,)*’ =Z & (GB,).

Uma prova particular do Teorema 0.7 pode ser vista na Proposicao 2.13.

Propriedades residuais e o problema da secao

Dizemos que G é residualmente &2 se, para todo elemento nao trivial g € G, existe um grupo

H com a propriedade 22 e um homomorfismo sobrejetivo ¢: G — H tal que ¢(g) # 1.
Teorema 0.8
Sejan = 2.
1. Suponha que GB;, seja residualmente finito. Entdo, FGB,, é residualmente finito e hopfiano.

2. Se GB,;, nao é residualmente nilpotente, entdo FGB,, também nao é residualmente nilpotente.
Para o caso em que FGB,, é o grupo de trancas emolduradas FB;,, a prova do Teorema 0.8
pode ser vista nos Teorema 2.10 e Proposicao 2.14.

O teorema a seguir estabelece uma equivaléncia precisa entre a existéncia de secdes para o
homomorfismo induzido (v, 7,,) e a existéncia de se¢des para o homomorfismo geométrico 7,

entre os grupos de trancas puras.

Teorema 0.9

Sejamn,m=1,esejay,,: Z"™ — 7" o homomorfismo definido por

Wm(zly---;Zmzn+1y---;zn+m) = (Zl)---rzn)-

Seja ,,: GPy+m — GP, o homomorfismo que, geometricamente, dado uma tranca generalizada

em n + m cordas, esquece suas Ultimas m cordas. Entdo a aplicacao
Wm Tm): FGPyyy — FGPy

admite uma secao se, e somente se, 7, GPy+m — GP, admite uma secao.

Para FGP,., sendo o grupo de trancas puras emolduradas FP,,, damos uma prova para o

Teorema 0.9 no Teorema 2.2.



1

Capitulo 1

Preliminares

Antes de abordar os resultados e as contribuicoes especificas desta tese, é necessario estabe-
lecer os conceitos basicos, as notacoes e os resultados preliminares que servirdo como alicerce para

o desenvolvimento subsequente.

Neste capitulo, serdo apresentados os fundamentos da teoria dos grupos de trancas, incluindo
definicoes essenciais, exemplos e propriedades relevantes que guiarao as discussoes futuras. O
objetivo é garantir clareza, bem como oferecer ao leitor uma base sélida para compreender os

tépicos mais avancados tratados nos capitulos posteriores.

11 Aspectos gerais da teoria de grupos

Consideramos S;, como sendo o grupo simétrico definido sobre um conjunto X de n simbolos.
Podemos, para esse grupo, dar uma apresentacao em termos de geradores e relacdes: sejam

$1,82,...,Su—1 geradores de S;, sujeitos as relacoes

s;o= 1, paratodo, i=1,...,n—1,
$iSj = SjSi, para |i—j|>1,
SiSi+1Si = Sj4+1SiSi+1 paratodo i=1,...,n-2.

Definicao 1.1

Seja G um grupo. Dados os elementos x e y em G, o comutador de x e y € o elemento
x,y1=x"'y lxyeG.
Definimos o subgrupo comutador de G, denotado por G’, como

G =([x,yl; x,y€G).

Estabelecemos, a seguir, um resultado classico sobre o subgrupo comutador.
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Proposicao 1.2

Seja G um grupo. Entdo, o subgrupo comutador G’, € normal em G.

Demonstragdo. Dados g€ G e a =[x, y1][x2, 2] -+« [xk, yk] € G/, temos que

gag™' = g(xi,yllx, yol - [xe, yi)g ™

= (glx, 118 N(glx2, y2187 1)+ (glxk, yilg™h)
= lgig ™ gyg lllgxeg " gy28 7" [gxg ™ g8 1€
Como os elementos g e a foram dados arbitrariamente, segue que G’ é normal em G. [

Proposicao 1.3

Seja G’ o subgrupo comutador de um grupo G. Ent3o o grupo quociente G/G’ é abeliano.

Demonstracdo. Dados os elementos x, y € G. Temos que
xG'yG = xyG' = yx[x,ylG' = yxG' = yG'xG/,

isto €, G/G' é abeliano. O
Definicao 1.4
Seja G um grupo. Considere I'; (G) = G e definimos

['n+1(G) = [['x(G),Gl,
para todo n = 1. Tais subgrupos formam uma série

G=T1G) =z (G=z-=2T,(G)=---,

de tal forma que I'; () /T;;1(G) < Z(G/T ;11(G)). Tal série é chamada de série central inferior de G.

A condicdo I';(G)/T41(G) = Z(G/T;41(G)) pode ser verificada através da definicdo, visto
que qualquer elemento de I';(G)/T';+1(G) é da forma gI';;1(G), onde g € T';(G). Para qualquer
h € G, considere o comutador [g,h]. Como g € I';(G), implica que [g,h] € T';+1(G). Portanto,
[gli+1(G), hT'i41(G)] = 1T';11(G) o que significa que gI';i+1(G) comuta com todos os elementos de
G/Ti+1(G).

Vale também observar que, pela definicido de série central inferior, G’ = I'»(G). Nesta tese

utilizaremos I', (G) para designar o subgrupo comutador de G ao invés de G'.

Dado um grupo G, o abelianizado de G é obtido pelo quociente do grupo G pelo seu subgrupo
comutador. Desta forma, podemos denotar o abelianizado do grupo G por uma das seguintes formas:
G, G/G' ou GIT,(G).

Considerando um grupo G, um automorfismo de G é um isomorfismo a: G — G. O conjunto
de todos os automorfismos de G sera denotado por Aut(G). Pode-se verificar que a composicao de
dois automorfismos de G também resulta em um automorfismo de G, o que implica que Aut(G)

forma um grupo sob a operacao de composicao.
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Definicao 1.5

Sejam G, H dois grupos. Para cada h € H temos o automorfismo interno
cn: H— H, c¢p(x)=hxh™t.

Dizemos que dois homomorfismos 1,1, : G — H sao conjugados, e denotamos por ¥; ~, W2, se

existir um elemento h € H tal que v, = ¢, oy;. Isso significa que

wo(g) =hy,(g)h™!, paratodo geG.

Arelacdo ~, é de equivaléncia.

1.2 Grupo simplético

Esta secdo baseia-se no estudo apresentado em (MURASUGI; KURPITA, 2012), cujo contetido

encontra-se detalhado no Apéndice Ill da referéncia citada.

Consideremos o conjunto de todas as matrizes 2n x 2n cujas entradas sao elementos do corpo
Zy,, onde p € um ndmero primo. Ademais, consideremos apenas as matrizes cujo determinante
seja igual a 1. Desta forma, o conjunto considerado torna-se um grupo sob a multiplicacdo usual de

matrizes e € geralmente chamado de grupo especial linear e denotado por SLy,(Z)).

Observacao 1.6

Por conveniéncia, em Z,, consideraremos o nimero p—1como —1 (umavez que p—1= -1 (mod p)).

Definicao 1.7
Uma matriz M, 2n x 2n, em SL;,(Z,), cuja transposta denotamos por MT, é chamada de matriz
simplética se MT JM = J, onde

0 I,
-1, ©

e I, é a matriz identidade nx usual, pois, pela Observacao 1.6, podemos substituir p — 1 por —1.

J=

Proposicao 1.8 ((MURASUGI; KURPITA, 2012), Appendix Ill, Proposition 1.1)
O conjunto de todas as matrizes simpléticas 2n x 2n forma um subgrupo de SL»,(Z,), chamado de

grupo simplético e denotado por Sp,(Zp).

A seguinte proposicdo é bem conhecida, veja por exemplo (DICKSON; EUGENE, 1901).

Proposicao 1.9

Para um primo p = 2, o centro de Sp2,(Zp) € {Irn,—I>,). Além disso, se n = 2 entao
Sp2n(Zp)1 Z(Sp2n(Zp)) € um grupo simples chamado grupo simplético projetivo e denotado por
Pspan(Zp).

Se p =3, aordem de Psp,,(Z,) € dada por

1
IPspaa(Zp)l=3p" (P*-DE*-D...(p*" - D).
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Exemplo 1.10

Para p=3en=2,aordemde Psps(Z3) é 25920.

Agora, vamos estudar Sp4(Z,). Definamos as matrizes A e B como

[0 10 0] 0 1/0 0]

1 01 0 0 0/0 1
A= e B=

0 -1] 0 1 0 0[1 0

0 0 |-1 0] | -1 0/0 1

Calculos simples mostram que A pertence a SL4(Z)), detB=-1e€ BTAB=].

Proposicao 1.1 ((MURASUGI; KURPITA, 2012), Appendix IIl, Proposition 1.3)

Seja W o conjunto de todas as matrizes, C, em SL4(Z),) tais que
cTac=a.

Entdo, W € um subgrupo de Sp4(Z},) e, além disso, o automorfismo interno ¢: SL4(Z,) — SL4(Z))
definido, para M em SL4(Z), por
oM) =B 'MB

induz um isomorfismo de W em Sp4(Z)).

Assumindo p = 3 e considerando [(MURASUGI; KURPITA, 2012), Appendix I, Example 1.2]],

vale a seguinte proposicao.

Proposicao 1.12 ((MURASUGI; KURPITA, 2012), Appendix I, Proposition 1.5)

O grupo W, e portanto Sp4(Z3), é gerado por Ti, T», T3 e T, e tem as seguintes quatro relagdes:
() T;Ti41T; = T;1 T; Tivq para i = 1,2,3.

(2) T;Tj=T;T; parai,j=1,2,3,4eli—jl = 2.

(3) TP = Iy parai=1,2,3,4.

(4) (I L T3TYY = L.

Além disso, pode-se mostrar que (T, T» T3 T4)° gera o centro de Sp4(Z3). Portanto, se N é o
fecho normal de (T; T» T3 Ty)°, entdo W/N é isomorfo ao grupo simplético projetivo Psp4(Z3) e tem

ordem 25920.

1.3 O grupo de trancas B,

Nesta secdo, trazemos a definicdo do grupo de trancas, destacando algumas de suas proprie-

dades. Daremos uma definicao algébrica do grupo de trancas B,, para qualquer inteiro positivo 7.
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A definicao serd em termos de uma apresentacao do grupo por geradores e relacoes como dada
(ARTIN, 1947a).

Definicao 1.13
Seja n = 1. O grupo de trancas B,, em n cordas pode ser apresentado (apresentacio de Artin) com

geradores 01,...,0,_1 € relacoes

oi0j = 0j0; para |i—j|>1, (1.1)

0i0;i410; = 0ij+10i0i+1 para i=1,...,n-2. (1.2)
Geometricamente os cruzamentos classicos podem ser vistos na Figura 1.

1 ] +1 N 1 1 i+ on
' / »

Figura 1 - Cruzamentos classicos o; e al.‘l.

/,,,r-

Existe um homomorfismo 7: B,, — S,, que envia ¢; para a transposicao (i i +1), com i =

1,2,...,n-1. Para € B, tem-se

2 ... n
T(p)=| . ) N E
Jj j@ ... jn)
em que j é a fun¢ao bijetora de permutacao e j(i) é a posicao final da corda que comecou na posicao
i. Dizemos que 7 (f) € a permutacdo associada a . Neste trabalho, convencionamos que o grupo

simétrico atua a direita, de modo que (o71)(i) = t(0(i)) para 0,7 € B,.

A partir do homomorfismo n: B,, — S,,, define-se o grupo de trancas puras como o nucleo
dessa projecao, o qual denotamos por Py, isto é, P,, = Ker (). Os geradores de Artin desse grupo
sdo as trangas A; j, com 1 < i < j < n, que podem ser representadas em termos dos geradores

01,02,...,0,_1 de B, por

_ _ 2 -1 -1 -1
Al’]—O']_IO']_z...O'H_la'iO'H_l...0']-_20']-_1,

que possuem representacao geométrica dada pelo desenho da Figura 2.

Em relacao a sua estrutura, o grupo de trancas puras pode ser decomposto como produto
semidireto iterado de grupos livres. Para tanto, define-se o homomorfismo do esquecimento que
possibilita ter essa decomposicdo. O homomorfismo do esquecimento f;,: P,, — P,,_; é definido

retirando-se a n-ésima corda de uma tranca pura. Esse homomorfismo de grupos satisfaz f,, ot =
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Figura 2 - Tranca pura A; j em P, [(KASSEL; TURAEV, 2008), Figure 1.10].

idp, ,,onde € ainclusdo i: P,,_; — P, que em linguagem geométrica, ¢ adiciona a uma tranca
geométrica pura b em n — 1 cordas uma corda vertical a sua direita completamente desvinculada de
b. Disso segue que f;, é sobrejetivo e que ( é injetiva (ver [(KASSEL; TURAEV, 2008), Subsection 1.3.2,
p. 19]).

Para n = 2, seja U, = Ker(f,,: P, — Pp—1). O homomorfismo f;, possui uma secao, P, é

isomorfo ao produto semidireto U,, x P,,_;. O grupo U, € livre em n—1 geradores {A; ,}i=1,..n-1-

Teorema 1.14 ((DEHORNOY et al., 2008), Proposition 2.3)

Para cada n = 2, o grupo de trancas puras P, € um produto semidireto de U,, e P;,_;.

O centro de um grupo G € o subgrupo de G consistindo de todo g € G tal que gx = xg para

cada x € G. O centro de um grupo G é denotado por Z(G).

Um dos resultados interessantes na teoria de trancas é sobre o centro do grupo B;,. No artigo
(CHOW, 1948) é provado que o centro de B,, é gerado pelo elemento A2 chamado de “full-twist",

onde
Ap=(0102--0p-1)(0102--0,-2)---(0102)01 € By,

em que a tranca A,, chamada de “half-twist"(ou elemento de Garside) pode ser obtida a partir da
tranca trivial 1,, por uma meia torcao obtida mantendo o topo da tranca fixo e virando a fileira das
extremidades inferiores em um angulo de 7. O seguinte resultado, originalmente demonstrado em
(CHOW, 1948), pode ser encontrado em forma detalhada em (KASSEL; TURAEV, 2008).

Teorema 1.15 ((KASSEL; TURAEV, 2008), Theorem 1.24)

Se n =3, entdo Z(B,) = Z(Py) é um grupo ciclico infinito gerado por Ai.

Além do centro, outro ponto relevante a ser explorado sdo os homomorfismos dos grupos de
trancas. No estudo dos homomorfismos entre grupos de trancas as contribuicdes vém dos trabalhos
de (LIN, 1982) e (CASTEL, 2016). O resultado a seguir compila as contribuicdes dos autores no estudo

desses homomorfismos.

Teorema 1.16 ((CASTEL, 2016); (LIN, 1982), Theorem 1.1.1)

Sejam m e n dois nUmeros inteiros taisque n=6e3<m=<n+1.
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i) Caso onde m < n: qualquer homomorfismo ¢ de B,, em B, é ciclico.
ii) Caso onde m = n: qualquer endomorfismo nao ciclico ¢ de B,, ¢ uma transvec¢ao de automorfismo
interno possivelmente pré-composta pela involucao Inv: existem y € B,,41, € = £1, e k € Z tais que

paratodo i = n—1, temos
plo) =yoly ' (aDF.

Tal homomorfismo ¢ é sempre injetivo e € um automorfismo se, e somente se, k = 0.

iii) Caso m = n+ 1: consideremos o grupo B,, como o subgrupo de B,,.; gerado pelos n— 1 primeiros
geradores de B,;. Entao, qualquer homomorfismo ¢ de B,, a B4+ € a restricao a B, de um
homomorfismo de B,,+1 em si, a menos de transvec¢ao. De acordo com o0 ii), se ¢ néo é ciclico, entdo

existem y € Bj,11, €=+ e k,l € Z tais que para todo i < n—1, temos
p(0) =yos (A2 y 1 (a2)?

Tal homomorfismo ¢ é sempre injetivo (mas nunca sobrejetivo).

1.3.1  Grupos quocientes do grupo de trancas

Uma forma interessante de estudar o grupo B,, € através de seus quocientes, que preservam
parte de sua estrutura, mas impéem novas relagées. Seja ((g)) o fecho normal de um elemento
g emum grupo G. A partir da Definicao 1.13, conclui-se que o quociente Bn/((a'ft)) é isomorfo ao
grupo simétrico S,,, definido no inicio da Secdo 1.1 (ver [[MURASUGI; KURPITA, 2012), Chapter 5,
Proposition 1.1]). Definimos entao B,,(2) = B,ﬂ((a?)). Note que B, (2) € um grupo finito, enquanto o
grupo de trancas B, € infinito e livre de torcao. Surge, portanto, um questionamento natural: os
grupos By, (k) = Bn/(<a§.‘>) sdo finitos para todo k = 3? Coxeter em (COXETER, 1959) respondeu a
essa questao utilizando métodos de geometria classica e revelando uma ligacao surpreendente entre
grupos de trancas e os soélidos platonicos (ver Figura 3). Ele demonstrou que B, (k) é finito se, e

somente se, (k—2)(n—2) < 4. Esse resultado é detalhado no Teorema 1.17.

Pode-se codificar numericamente os 5 poliedros regulares, digamos P, por meio de um par de
inteiros (n, p), onde n é o numero de arestas do poligono regular que é face de P, e p € o niUmero

de faces que se encontram em cada vértice de P. O par inteiro (n, p) € chamado de tipo de P.

A tabela a seguir fornece o tipo de cada um dos sélidos platénicos:

poliedro tipo
tetraedro 3,3)
hexaedro (cubo) | (4,3)
octaedro (3,4)
dodecaedro 5,3)

icosaedro (3,5)
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Tetrahedron Icosahedron Dodecahedron

Octahedron Cube

Figura 3 - Os cinco poliedros regulares [(DINIZ; OCAMPO; SANTOS JUNIOR, 2024), Figure 1].

Pelo disposto acima, apresentamos a seguir o teorema que caracteriza a finitude do grupo
quociente B, (k). O seguinte resultado, é originalmente demonstrado em (COXETER, 1959), mas
pode ser encontrado em forma detalhada em (MURASUGI; KURPITA, 2012).

Teorema 1.17 ((MURASUGI; KURPITA, 2012), Chapter 5, Theorem 2.1)

Suponha que p =3 e B, (p) seja o grupo quociente derivado dos grupos de n-trancas B;, pela adicao

p
1

Entdo, o grupo quociente B, (p) € um grupo finito se e somente se (n, p) corresponde ao tipo de um

de uma e somente uma relacao o

dos cinco sélidos platonicos (poliedros regulares).

Além disso, a ordem do grupo finito B, (p) é dada por

n-1
|Bn(p)| = (g) n!,

onde f é o numero de faces do solido platonico do tipo (n, p).

A tabela a seguir resume os casos em que o quociente B, (k) é finito, exibindo a ordem dos
quocientes e a respectiva descricao da estrutura, onde Qg denota o grupo dos quatérnios e Psp4(Zs3)

€ o grupo projetivo simplético de matrizes 4 x 4 com entradas em Z3.

Par (n,m) | Grupo quociente | Ordem Descricao da Estrutura
3,3) B3(3) 24 SLy(Z137)
(3,4) Bs(4) 96 SLy,(Z137) & (Z147)
(3,5) B3(5) 600 2157 ®SLy(Z157)
4,3) B4(3) 648 ((((ZI132)® (Z132)) X (Z132Z)) x Qg) X (Z]37)
(5,3) Bs5(3) 155520 Extensao de Z/6Z por PSp4(Z/37)

Tabela 1 - Quocientes finitos de B;, obtidos por Coxeter.

1.3.2 Subgrupos de congruéncia do grupo de trancas

A representacdo de Burau n3o reduzida b: B,, — GL,(Z[t*!]) é definida por:

1-¢t ¢

b(Ui)=Ii-1€B( )@In—i—b
1 0
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parai=1,...,n—1, onde I} representa a matriz identidade de dimensao k.

Ao especializar t = —1, obtemos uma representacao simplética (ver [[GAMBAUDO; GHYS,
2005), Proposition 2.1]):
Spn-1(Z) se n éimpar,
p: B, —
(Spn(2)), se n épar,
onde Sp,(Z) denota o grupo simplético sobre Z, e (Sp,,(Z)), € o subgrupo de Sp,(Z) que fixa um

vetor.

Reduzindo maédulo m, obtemos:

Spn-1ZImzZ) se n éimpar,
Pm: Bp—
(Spn(ZImz)), se n épar.
O ndcleo de p,, (m = 2) € chamado de subgrupo de congruéncia nivel m de B,,, denotado por

B, [m]. Para m =1, B,[1] é o “Torelli Braid group", usualmente denotado por BI,,.

Arnol’d provou que o subgrupo de congruéncia nivel 2 é o grupo de trancas puras P,, (ARNOL'D,
1968). Utilizando a teoria de Mapping class groups, somando o resultado de Arnol’d (ver (ARNOL'D,
1968)) com o de Artin (ver(ARTIN, 1947b)), temos o seguinte teorema, que pode ser encontrado em
(BRENDLE, 2018).

Teorema 1.18 ((BRENDLE, 2018), Theorem 4.1)

O grupo de congruéncia B, [2] € normalmente gerado por Dehn-twists e assim B, [2] = P,,.

Agora, seja G um grupo. Denota-se por G2 o subgrupo de G gerado pelos quadrados de
todos os elementos. Com essa notacao, podemos enunciar a seguinte caracterizacao do grupo de
congruéncia de trancas de nivel 4 dada por Brendle e Margalit em (BRENDLE; MARGALIT, 2018).

Teorema 1.19 ((BRENDLE; MARGALIT, 2018), Proposition 3.1)

Para n > 1, temos B, [4] = P2.

No que cerne aos geradores do grupo B, [m], também utilizando mapping class groups, Ba-
nerjee e Huxford em (BANERJEE; HUXFORD, 2024) provam para m =1 e n =5 que o subgrupo
de congruéncia do grupo de trancas B,, associado a representacio de Burau B,, — GL,(Z[t*!])
é gerado por m-ésimas poténcias de half-twists e pelo grupo de trancas de Torelli. Um half-twist
é qualquer elemento de B;, que seja conjugado a o;. Observe que os geradores de B,, sdo todos
half-twists. Define-se o subgrupo da m-ésima poténcia de half-twists B,;' como o fecho normal de

ol em By:

B :=(c™: 0 € B, halftwists).

Vale aqui uma observacao a respeito do termo “half-twist"que tem significados diferentes na teoria

de mapping class groups e na teoria de trancas.
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Teorema 1.20 ((BANERJEE; HUXFORD, 2024), Theorem A)
Suponham=1,n=2,e m<6sen=3,4. O subgrupo de congruéncia de nivel m B,,[m] é gerado

pelo grupo de trancas de Torelli BI,, e B))":

Bplm] = (BI,, By").

Brendle, Margalit e Putman provam que BI, é gerado pelos quadrados das Dehn-twists
em torno de curvas que circundam 3 ou 5 pontos (ver [(BRENDLE; MARGALIT; PUTMAN, 2015),
Theorem C]). Combinando seus resultados com o Teorema 1.20, obtém-se um conjunto gerador de
B, [m]. Em particular, Banerjee e Huxford afirmam que B, [m] para n =5 pode ser normalmente

gerado por trés elementos, como aponta o proximo resultado.

Corolario 1.21 ((BANERJEE; HUXFORD, 2024), Corollary B)
Suponha m =1e n= 2. O subgrupo de congruéncia de nivel m B,,[m] € normalmente gerado pelas
seguintes trancas:

e g  se n=2;
1

e 0"e(0102)°% se n=3,4em<6;

e 0 (0102)% e (01020304)'°, se n=5.

Bellingeri, Damiani, Ocampo e Stylianakis em (BELLINGERI et al., 2026) estudaram a relacdo
entre os subgrupos de congruéncia B,[m] e A, (c]") o fecho normal de 0" em B,, onde 0, € 0
gerador classico de Bj,. Os autores mostram sob quais condicdes .4}, (o]*) tem indice finito em B, [m]

e forneceram geradores explicitos para os quocientes finitos, como aponta o resultado a seguir.

Teorema 1.22 ((BELLINGERI et al., 2026), Theorem 2.1)

Sejam m, n = 3.

i) O subgrupo de trancas de Coxeter .4},(c{") tem indice finito no subgrupo de congruéncia B, [m]
se, e somente se, (m—2)(n—2) <4.

ii) Nos casos finitos (n, m) € {(3,3), (3,4), (4,3), (3,5), (5,3)}, 0s quocientes sdo os seguintes:

a) Para (n,m) = (3,3) e (4,3): By[ml/ N, (o") étrivial.

b) Para (n,m) = (3,4): Bs[4]/.4;5(07) = Z/2Z, gerado por [67,03].

c) Para (n,m) = (5,3): B5[3]/J$/5,(0?) = 7/3Z, gerado por (010203)4A0;2A—1, onde

A=o0}'03%0; 0, o305

d) Para (n,m)=(3,5): B3 [5]/%@(0?) =7/57, gerado por A_g.
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1.4 Grupos de trancas de superficies

O estudo dos grupos de trancas, iniciado com Emil Artin em 1925 (ARTIN, 1925) para descrever
trancas no plano, mostrou-se um conceito profundamente interessante. Uma generalizacao natural
desse conceito surge quando se substitui o plano euclidiano por uma superficie arbitraria. Nesta
secao, estabeleceremos as definicdes, bem como discutiremos apresentacoes conhecidas para
algumas superficies especificas. Para mais informacoes sobre os grupos de trancas de superficies
elencamos algumas referéncias: (BELLINGERI, 2004), (MURASUGI; KURPITA, 2012), (PEREIRO, 2015),
(LAMBROPOULOU, 2000), (HANSEN, 1989) e (DINIZ, 2020).

1.41 Os grupos de trancas da esfera B,(S?) e da esfera finitamente perfurada
Bn(MO,p+1)

Pode-se observar que os geradores de Artin o; de B, também geram B,,(S?) e ent3o, por

conveniéncia, usa-se os mesmos simbolos.

Sabe-se que, se uma tranca estiver restrita ao interior de um cubo, existem apenas dois tipos de
movimentos que podemos aplicar a ela. Porém, além dos movimentos convencionais, para trancas
entre duas esferas, também podemos puxar uma corda sobre a esfera interior, como pode ser visto

na sequéncia de diagramas na Figura 4.

Figura 4 - Movimento.

Este novo tipo de movimento d4 uma relacio no grupo de trancas B,,(S?). Essa nova relacdo

que aparece devido a esse movimento é

2
01" 0p20%5 10,101 =1. (1.3)

Portanto, uma apresentacdo do grupo de trancas B,,(S?) tem exatamente os mesmos geradores

e relacdes que a apresentacao de B,,, mas com pelo menos uma relacdo extra da forma em (1.3).
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Teorema 1.23 ((FADELL; VAN BUSKIRK, 1961), Section 4)

Uma apresentacio de B,,(S?) tem geradores o1, ...0,_1 sujeitos as relacdes

gi0j = 0j0; li—jl>1,
0i0i+10; = 0i+10i0i+1, l<sisn-2,
2 =1
Ul...a'n_za'n_la'n_z...a'l = .

Diante da apresentacdo para B,,(S?) dada no Teorema 1.23 tem-se

Bi(S*) = {1},
By(S?) = (o1105=1)=17,,
B3(S*) = (01,021010201=020102, 010501 =1) = Z3 X Z4.

Para n = 4, prova-se que que o grupo B,(S?) é infinito (ver [[MURASUGI; KURPITA, 2012), Chapter 11,

Proposition 2.5]).

Existem diferencas entre os grupos B, (S?) e B,. Provavelmente a distincio mais simples
que podemos fazer entre B,,(S?) e o grupo de trancas classico B,, é que o primeiro é finito para
n =1,2 e 3, enquanto o grupo de trancas classico é finito apenas para n = 1. Entretanto, uma
diferenca significativa entre os dois grupos de trancas é que B,, pode ser considerado como um
subgrupo de B,,.1 e B,(S?) ndo pode ser considerado como um subgrupo de B+ ($?), pois a relacdo

0102...0%_,...0201 = 1 em B,(S?) ndo precisa ser uma relagdo em B,.1(S?). Por exemplo, 0% = 1

n—1-
em B,(S?), mas o4 # 1 em B3(S?).

Um subgrupo importante do grupo de trancas da esfera B,,($?) é o grupo das trancas puras da
esfera, denotado por P,,(5%), que é definido como o nucleo do homomorfismo 7: B, (S%) — S, tal
quen(o;)=s;=({i+1),i=1,...,n—1. Por [([GONCALVES; GUASCHI, 2004), Theorem 4(i)], prova-se

o seguinte isomorfismo:
Pu(S%) = Pp_3(S*\{x1, X2, x3}) © Z5,

onde o fator Z, é gerado por Afl. Usando a apresentacio dada em [(GONCALVES; GUASCHI, 2005),
Proposition 7], P,,—3(S%\{x1, X2, X3}) admite um conjunto de geradores X = {Ajjld<j=n,1<i<j}

consistido de (n—3)(n +2)/2 elementos.

E conhecido que o centro do grupo das trancas da esfera B,,(S%) é um subgrupo ciclico de

ordem dois, gerado pelo quadrado do elemento de Garside A,,. Mais precisamente, temos
Z(Bn(S%) =A%) = Z,,
como aponta o préximo resultado.

Teorema 1.24 ((GILLETTE; VAN BUSKIRK, 1968))

Se n =2, entdo Z(B,(S?)) é o grupo ciclico de ordem 2 gerado pelo full twist A%.
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No que tange ao grupo de trancas em 7 cordas da esfera finitamente perfurada, em 1998 Sofia
Lambropoulou (LAMBROPOULOU, 2000) deu uma apresentacio para esse grupo, que denotaremos
por B, (Mo, p+1),onde My 41 = S%\{xg, X1, . .., Xp} € aesferafinitamente perfurada, n,pe Zen,p = 1.
Anos depois, em 2005, Goncalves e Guaschi (GONCALVES; GUASCHI, 2005) também d3o uma
apresentacao para o grupo By, (Mo,p+1). Por qguestoes técnicas, neste texto adotaremos apresentacao
atribuida por (LAMBROPOULOU, 2000).

Na apresentacdo dada por Sofia Lambropoulou (LAMBROPOULOU, 2000), além dos geradores
classicos de Artin 0 4 1,...0 p+n-1, 0 grupo B, (M, »+1) tem outro tipo de gerador denotado por A; ;,
l<i<j<p+n,onde
Apj=0j10)2 010707 0707,

Teorema 1.25 ((LAMBROPOULOU, 2000), Theorem 3)
Sejam n,p € Z, com n, p = 1. O grupo de trancas da esfera finitamente perfurada B, (My, ,+1) possui

a seguinte apresentacao:
Geradores: Op+1,0p+2,--,0p+n-1, Al,p+er2,p+l» . Ap,p+l-
Relacoes:
(a) As relacées de Artin
OkOk+10k = Ok410k0k+1, S€ p+l<k<p+n-2

oKo; = 00, se |k—i|>1.

(b) Paratodo k=p+2el<is<p, Ajp+10k=0kA; ps1.
(c) Aip+10p+14i p+10p+1 = O p+14i p+10p+14ip+1, S€ 1< I<p.

(d) Ai,p+1 (Up+1Ar,p+10']_9i1) = (O'p+1Ar,p+1U’_9i1) Ai,p+1» se lsr<is<p.

Sejam n,p € Z, com n, p = 1. Considere o conjunto S={p +1,..., p+ n}. Denotemos por S, o

grupo das permutacoes de S, cuja apresentacao é dada por

SiSi+18i = Si+18iSi+1 para p+l<i<p+n-2
Sn:<s,,+1,...,s,,+n_1 SjSr=srSj para |j-r|=2 > (1.4)

2_ .

si=1, pt+l=sisp+n-1

Seja
Y/ Bn(MO,p+1) - Sn; (1-5)

o homomorfismo definido nos geradores do grupo de trancas da esfera finitamente perfurada

By, (Mo, p+1) no grupo simétrico S, dado por

T(Op+i) =Spri=(p+i,p+i+1) e na(Akp+1) =1,
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paratodol<i<n-lel<k<p.

Como é sabido, o nlicleo do homomorfismo 7 é precisamente o grupo das trancas puras da

esfera finitamente perfurada, isto é,
Ker () = Py (Mo,p+1)-
Assim, obtemos a seguinte sequéncia exata curta:

1 — Pp(Mp pi1) — Bp(Mp,p+1) —— Sy — 1. (1.6)

De acordo com (LAMBROPOULOU, 2000), pode-se descrever uma apresentacao explicita para

o grupo de trancas puras da esfera finitamente perfurada.

Teorema 1.26 ((LAMBROPOULOU, 2000), Theorem 1)
Sejam n, p € Z, com n, p = 1. O grupo de trancas puras da esfera finitamente perfurada P, (My,p+1),

admite a seguinte apresentacao:

Geradores: A; j,coml<i<j<p+nep+1<j;

Relacoes: As relacoes de Artin para o grupo de trancas puras, isto é,

Ays, se I<j<r<s ou r<i<j<s,
. AjsArsA7L se i<r=j<s,
Al._,jAr)SAiyj :<
—14-1 .
Ai,sAj,sA,-,sAj,sAi’s, se r=i<j<s,
—14-1 -1 4-1 . .
Ai,SAj,sAl.,sAj,sA,,sAj,sAi,SAj'sAi,s, se I<r<j<s,

-1 .. "1 -1

o — e (T 2
onde A; j=0;-10j-2+0i+1050; 0 50 ;-

1.4.2 O grupo de trancas do toro B, (T?)

Para representar graficamente trancas sobre o toro T2, consideremos primeiramente o produto
T2 x [0,1], ou, de forma equivalente, pensemos em um toro menor TT(Z) situado no interior de um
toro maior '[F%. O espaco compreendido entre esses dois toros é denotado por R x S', onde R é um

anel (ou coroa circular). Em algumas situacdes, o toro interno T(Z) é denominado o nticleo de R x S'.

Figura 5 - Visualizacdo do toro [(MURASUGI; KURPITA, 2012), Figure 5.1].

Nesse contexto, as trancas podem ser vistas como fios contidos em R x S!, que conectam os

pontos A;, A,,..., A, localizados em T% aos pontos By, By, ..., B, pertencentes a T%.



1.4. Grupos de trancas de superficies 25

Ao trabalhar com o grupo de trancas da esfera B,,($?), utilizam-se os mesmos geradores do
grupo de Artin B;, acrescidos de certas relacoes adicionais. No entanto, no caso do grupo de trancas
do toro B,,(T?), surgem novos geradores além do conjunto classico oy, ...,0,_1. Denotaremos esses

dois novos conjuntos de geradores por 71y,...,T, € P1,...,0n-

RUITARS ‘___LT_L,

Figura 6 - Geradores no toro [(MURASUGI; KURPITA, 2012), Figure 5.2].

Teorema 1.27 ((BIRMAN, 1969))

Para o toro T?, o grupo de n-trancas B,,(T?) admite a seguinte apresentacdo completa:

Geradores: 01,02,...,0pn-1, P1L, P2 -+ P> T1,T2--,Tp-

Relacoes:
0i0i4+10;=0;410;0;41 Ppara i=12,...,n-2 (17)
oiogj=0jo; se |i—jl=z2 e 1=<i,jsn-1 (1.8)
[7;,7j1=[pi,pjl=1 para 1<i,j<n (1.9)
Pi+1=0ipPi0;, Tiy1= O'Z-_l‘[l'(fl-_l, para i=12,...,.n—1 (1.10)
o;'proi=p1, o;'tioi=T1), para i=23,...,n-1 (1.11)
[Aj,k:Ti]:[Aj,kypi]:l se 15i<j<k$n (1.12)
Ajj= pjrl._lp]_.lri, Bij= pl._lrjp,-r]_-l se l<i<j<n (1.13)
Ai,j = (‘L’i_l‘t';l)Bi,j(TjTi)y B,"j = (pi_lp]_.l)Ai,j(pjpi) se 1<i<j<n (1.14)
Ajj= (Bj-1,jBj-2,j.--Bis1,j)Bij(Bi ;Bily ;... Bil ) se l<i<j<n (1.15)
pi't1'p171=B1yBiy-1...Bi3Bio, (1.16)

-1

J
2

O'i0'i+1...0'j_1(7j.

ondeparal<i<j<n, Ajj=0 07k
1 -1
Oin1

2
O'j_g...Ui+1Ul.U oje€

-1
Bi,j —(7]. aj—l“'

Existe um homomorfismo natural 7: B,,(T?) — S, que associa a cada tranca 8 a uma permu-
tacdo. O nucleo de 7 é definido como o grupo de trancas puras do toro P, (T?). Uma apresentacdo

para o grupo P, (T?) pode ser vista em (PEREIRO, 2015).
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Apresentamos a seguir o resultado sobre o centro dos grupos de trancas do toro, tanto no caso

puro quanto no caso geral.

Teorema 1.28 ((BIRMAN, 1974), (PARIS; ROLFSEN, 1999))
Seja M = T? o toro. Entdo Z(B,(M)) = Z(P,(M)) é o grupo abeliano livre de posto 2 gerado por
(P1--pn) e (T1---Th).

1.4.3 O grupo de trancas do plano projetivo B,,(RP?)

Trazemos a seguir o grupo de trancas do plano projetivo B,(RP?), onde tomamos como
referéncia (MURASUGI; KURPITA, 2012).

Inicialmente, consideremos um ponto A; no disco superior de D? x [0,1] e um ponto P na
fronteira de D? x [0, 1] ao nivel D? x {t}. Unimos esses pontos por meio de um arco @;. Em seguida,
tomemos um segundo ponto P’ em D? x {¢} de modo que P e P’ sejam simétricos em relacdo ao
centro do disco D? x {}. Finalmente, ligamos um ponto By, situado no disco inferior de D? x [0, 1],

ao ponto P’ por um arco a} (ver Figura 7 (a)).

Figura 7 - Construcao dos geradores [(MURASUGI; KURPITA, 2012), Figure 4.1].

Ap6s realizarmos a identificacdo que define o plano projetivo RP?, os pontos P e P’ passam a
representar o mesmo ponto. Assim, apds essa identificacdo, o arco p; = a; U] se torna um caminho

simples que conecta A; a B; no espaco RP? x [0,1].

Esse método de construcao do gerador p; pode ser generalizado para obter outros geradores
do grupo de n-trancas sobre RP?. No total, existem n geradores dessa forma, denotados por

{01,p2,...,0n} (ver Figura 8).

Figura 8 - Geradores p; e ,ol.‘1 [(MURASUGI; KURPITA, 2012), Figure 4.1].
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Sabe-se que o grupo de trancas B,,(RP?) nio possui outros geradores além dos geradores
convencionais 01,073,...,0,-1 € dos n geradores adicionais p1, p2,..., P, definidos anteriormente.
Como é de se esperar, existem diversas relacoes entre esses geradores. As relacdes exatas, e portanto

uma apresentacio completa para o grupo B,,(RP?), sio estabelecidas no teorema a seguir.

Teorema 1.29 ((VAN BUSKIRK, 1966))
O grupo de trancas do plano projetivo, B, (RP?), tem a seguinte apresentacao:

Geradores: 01,02,...,0 -1, P1,02,--»Pn-

Relacoes:
0i0i410;=0;410i0i41 Ppara i=1,2,...,n—2, (1.17)
ogior=0r0; para |i—k|l=2 e i,k=12,...,n-1, (1.18)
oipj=pjo; se j#iLi+l e 1<i<n-1, 1<j<n, (1.19)
Pi=0ipi+10; se 1<i<n-1, (1.20)
P07 pinipi=05 se 1<isn-1, (1.21)
p% :0102--~an_20,2,_10n_2-~-0201. (1.22)

Teorema 1.30 ((MURASUGI, 1982), Section 6)

Se n =2, entdo Z(B,(RP?)) é o grupo ciclico de ordem 2 gerado pelo full twist A%.

1.4.4 O grupo de trancas da garrafa de Klein B,,(K)
Para a abordagem do grupo de trancas da garrafa de Klein B, (KK) nesta subsecao adotamos o
exposto em (PEREIRO, 2015).

Iremos visualizar a garrafa de Klein M = K sendo o quadarado identificado como na Figura 9.

\\

M=K

Figura 9 - Visualizacdo da garrafa de Klein [(PEREIRO, 2015), Figura 1.6].

Por meio da sequéncia exata curta de Fadell-Neuwirth, da inducdo e do calculo de apresenta-
coes de extensdes de grupos (ver [(JOHNSON, 1997), Chapter 10]), Carolina Pereiro em (PEREIRO,
2015) da uma apresentacao para o grupo de trancas pura da garrafa de Klein P, (). Os geradores do

grupo P, (IK) dados pela autora pode ser visto na Figura 10 a seguir

Aplicando o método de calculo para extensoes de grupo a sequéncia exata curta

1—Pyp(K) — By(K) — S, — 1,
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Figura 10 - Geradores de P, (KK) [(PEREIRO, 2015), Figura 1.7].

obtém-se uma apresentacao do grupo de trancas B;,(K) a partir da apresentacao do grupo P, (K).

O grupo B, (K) além dos geradores de Artin 01,...,0,_1, possui outros geradores, chamados
de geradores de superficie a,...,a, e b,..., b, que vém da apresentacao do grupo P, (K). A partir
de relagbes validas em B, (K) pode-se retirar todos a;, bj, j =2,...,n, do conjunto de geradores,

uma vez que

aj

bj

(@ 10D a0+ 0 j),

-1 -1 -1 -1
(Uj—l 0 )bl(o-l .. .O'j_l)_

O préximo resultdo traz uma apresentacao reduzida para o grupo B, (K).

Teorema 1.31 ((PEREIRO, 2015), Theorem 1.4.1)
Seja M a garrafa de Klein K. O n-ésimo grupo de trancas, B, (M), admite a seguinte apresentacao:
Geradores: a, beoq,...,0,4-1,

Relacoes:

oio0j = 0j0j se |i—jl>1, (1.23)

0i0i+10; = 0410041, (1.24)

ac; = oja, j=2, (1.25)

boj = ojb, j=z2, (1.26)

b loia = oia01b oy, (1.27)

a(craoy) = (01a01)a, (1.28)

boy'bo, = o7'boi'b, (1.29)
0102---0?1_1---0201 = ba'bla! (1.30)

Um fato interessante sobre o grupo B, (KK) é a descricdo do seu centro e foi dado em (PEREIRO,

2015), como vemos no resultado a seguir.

Proposicao 1.32 ((PEREIRO, 2015), Proposition 2.2.4)

Para todo n €N, o centro de B, (K) é igual a ((b,,--- b;)?) e é isomorfo a Z.
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1.4.5 Os grupos de trancas de superficies orientaveis e orientaveis finitamente

perfuradas

Nesta secdo serdao exibidas apresentacoes dos grupos de trancas associados a superficies
orientaveis e nao orientaveis. Consideraremos, em particular, os grupos de trancas sobre uma
superficie orientavel M, de género g > 1, denotados por B, (M), e sobre uma superficie orientavel
Mg , com g = 1e p =1 furos, denotados por B, (Mg, ,). As apresentacdes desses grupos seguem as

construcoes descritas por Paolo Bellingeri em (BELLINGERI, 2004).

A seguir, apresentamos um resultado que descreve explicitamente uma apresentacao do grupo

de trancas sobre uma superficie orientavel M, de género g > 1.

Teorema 1.33 ((BELLINGERI, 2004), Theorem 1.2)
Sejam g,n € Z, com g,n = 1. Entdo o grupo de n-trancas da superficie Mg, B,(Mg), admite a

apresentacao dada por:

Geradores: 01,03,...,0,-1,a1,02,...,4g,b1, b2, ..., bg.
Relacoes:

(A) As relacées de Artin

OkOk+10k = Of410k0k+1, S€ 1=<k=n-2,

Oi0; o0, se lk—i|l>1.
(B) As relacdes mistas

(R) aroi=0ia;,, (A=sr=<g i#l)
byoi=0ib,, (1=sr=<gi#l)

(R2) Ul_larcrl_lar = aral_laral_l, se l<sr=<g;
oy'b,ay b, = b0 bo7, se 1sr<g

(R3) oi'asorar =a,07'asor, (s<r);
Ul_lbsalbr = bral_lbsal, (s<r);
U[lasalbr = bral_lasal, (s<r);
O'Ilbsﬁl(lr = araflbsal, (s<nr);

(R4) oi'a,o7'b,=bro7ta,0', (<r=<g);

(TR) [a1, by '] [dg,bgl] =0102++05_,+++ 02071,

onde [a,b] :=a b~ lab.

A Figura 11 ilustra uma representacao geométrica dos geradores do grupo de trancas associado

a superficie orientavel Mg.
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Figura 11 - Geradores como trancas em superficies orientaveis [(BELLINGERI, 2004), Figure 1].

Prosseguindo, consideramos agora o caso das superficies orientaveis finitamente perfuradas.
Denotaremos por My, , a superficie orientavel de género g = 1 com p = 1 furos, e por B, (Mg ;) 0

correspondente grupo de trancas.

Teorema 1.34 ((BELLINGERI, 2004), Theorem 1.1)

Sejam g,n,p € Z, com g, n, p = 1. Entdo o grupo de n-trancas da superficie M ,,, B,,(Mg, ), admite
a apresentacao dada por:

Geradores: 01,02,...,an_1,a1,ag,...,ag,bl,bg,...,bg,zl,zz,...,zp_l.

Relagoes:

(A) As relacées de Artin

Ok0k+10k = O410k0ks1, S€ 1<k=n-2,

oro; = 0Oi0, se |k—i|>1.
(B) As relagées mistas

(R) aroi=0ia;,, (A=sr=<g i#l)

broi=0ib, (=sr=<gi#l);

(R2) Ul_laral_lar = aral_laral_l, se l<r<g;

o 'byo b, =boy b0y, se 1sr<g;

(R3) U[lasalar = aral_lasal, (s<r);
Uflbsalbr = braflbsal, (s<nr);
al_lasalbr = bral_lasal, (s<r);
al_lbsalar = aral_lbsal, (s<nr);

(R4) Uflaral_lbr = braflarafl, 1<r<g);

(R5) zjoi=0iz;, (i#n-1,j=1...,p-1);

(R6) Uflzialar = aral_lzial, (l<sr<g,i=1,....,p—-1, n>1);

Uflzialbr = bral_lzial, (I<sr=<g,i=1,...,p—-1,n>1);
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(R7) al_lzjalzl:zlal_lzjal, (Gj=1,....,p—1, j<D;

(R8) al_lzjal_lzjzzjaflzjal_l, (G=L...,p-1.

A Figura 12 apresenta uma representacao geométrica dos geradores do grupo de trancas

associado a superficie orientavel finitamente perfurada Mg .

Figura 12 - Geradores como trancas em superficies orientaveis finitamente perfuradas [(BELLINGERI,
2004), Figure 5].

1.4.6 Os grupos de trancas de superficies nao orientaveis e nao orientaveis finita-

mente perfuradas

Nesta parte, serdo introduzidas as defini¢des por apresentacado para os grupos de trancas
de superficies nao orientaveis. Estudaremos especificamente dois casos: o grupo B, (Ng) de uma
superficie fechada N, de género g = 2, e o0 grupo B, (Ng ,) de uma superficie com p = 1 perfuracdes.
As relacoes que definem esses grupos seguem a construcdo estabelecida por Paolo Bellingeri em

(BELLINGERI, 2004).

A seguir, apresentamos um resultado que fornece explicitamente uma apresentacao do grupo

de trancas sobre uma superficie ndo orientavel fechada N, de género g > 2.

Teorema 1.35 ((BELLINGERI, 2004), Theorem 5.3)
Sejam g,ne Z,comn=1e g =2. Entdo o grupo de n-trancas da superficie Ng, B, (Ng), admite a

apresentacao dada por:
Geradores: 01,07,...,0,-1, 41, a2, ..., dg.

Relacoes:
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(A) As relacées de Artin

0i0iy10; = 0i4+10i0i+1, Se 1<i<n-2,

oi0j = 0jo;, se |i—j|>1.

(B) As relacées mistas

(R1) aroi=0;a,, (<r=<g i#l);

(R2) oi'a,oi'a, =ar07'a,0y', (<r<g);

(R3) aflasalar = aral_lasal, (s<r);

(R4) zjo;=o0izj, (i#n-1,j=1,...,p-1);

(R5) a1-~ag20102-'-031_1"-0201-

A Figura 13 ilustra uma representacdo geométrica dos geradores do grupo de trancas associado

a superficie nao orientavel Ng.
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Figura 13 - Geradores como trancas em superficies ndo orientaveis [(BELLINGERI, 2004), Figure 9].

Passamos agora ao estudo das superficies ndo orientaveis finitamente perfuradas. Seja N, ;,

a superficie ndo orientavel de género g = 2 com p = 1 perfuracées, e seja By (Ng ») 0 seu grupo

de trancas. Este grupo estende a definicdo do grupo de trancas da superficie fechada B, (Ng),

introduzindo interacoes adicionais entre as trancas e os contornos criados pelas perfuracoes.

Teorema 1.36 ((BELLINGERI, 2004), Theorem 5.2)

Sejam g,n,p € Z, com g, n, p = 1. Entdo o grupo de n-trancas da superficie Ng ,,, B, (Ng, ), admite

a apresentacao dada por:

Geradores: 01,09,...,0,_1, a1, ay,.

Relagoes:

(A) As relacées de Artin

0i0i+10}

..,ag,Zl,Zg,...,Zp_l.

se 1<is<n-2,

0i+10i0+1,

ojoi, se |i—j|>1



1.5. O grupo de trancas emolduradas FB,, 33

(B) As relacées mistas

(R1) a,o;i=0;a,, (A<r<g i#l);

(R2) oi'a,oi'a,=ar07'a,07', (<r=<g);

(R3) aflasalar = araflasal, (s<r);

(R4) zjo;=o0izj, (i#n-1,j=1,...,p-1);

(R5) Ul_lzialar:aral_lzial, (l<sr=<g,i=1,...,p—-1,n>1);
(R6) aflzjalzl:zlal_lzjal, (G=1,...,p—1, j<);

(R7) oi'zjoy'zj=zjo1'zjo7', (j=1,...,p-1).

A Figura 14 apresenta uma representacao geométrica dos geradores do grupo de trancas

associado a superficie ndo orientavel finitamente perfurada N ;.
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Figura 14 - Geradores como trancas em superficies ndo orientaveis finitamente perfuradas [(BELLIN-
GERI, 2004), Figure 9].

1.5 O grupo de trancas emolduradas FB,,

Definiremos, a seguir, o grupo de trancas emolduradas como feito em (KO; SMOLINSKY, 1992).

Definicao 1.37
O grupo de trancas emolduradas FB;, é o grupo gerado por 01,...,0,_1, t,..., I, com relacoes (1.1),

(1.2) e relacoes adicionais

Ik tj, (1.31)

<t
~
ke
I

oitj = Ilg(j)0i- (1.32)

paraj, k=1,...,nei=1,...,n—1.



34 Capitulo 1. Preliminares

Enquanto no grupo de trancas B, cada tranca é composta apenas de cordas que cruzam entre
si, no grupo de trancas emolduradas FB;, existe uma informacao extra para cada corda: uma rotacao
especifica. Em termos geométricos, um elemento de FB;, pode ser interpretado como uma tranca
classica com n cordas, onde cada corda é associada a um nimero inteiro no topo, chamado de

moldura.

Seja S, o grupo simétrico agindo por permutacao em {1,...,n}. Seja n: B, — S, a projecao
candnica que envia o; para a transposicao (i i +1). O grupo B,, age em {1,...,n} através de 7,
o (i) = n(o)(i) para a o € B,. O grupo FB,, € um produto semidireto Z" x B,,, onde a acdo de B,
em Z" é dado por permutacao nos indices: o (ry,12,...,7,) = (Fe), T'o2), - - -» To(n))- Qualquer palavra
em FB,, por construcao, se divide na parte “emoldurada” e na parte da “tranca”, ou seja, pode ser

escrito na forma
trltrz"'frn'a Ondel-EZ a€eB
1 4 n ) i ’ n.

O produto e o inverso nesta notacdo sado dados como segue usando a acao de B, em Z":

r+s, ro+s, nts
(2 ) () 2 - By =1, Ve, T B

_ T, -1 =-r -1 —I, -1 _
g2ty =g O T T g

Para ilustracao do produto de trancas emolduradas, veja o exemplo a seguir.

Exemplo 1.38

Considere as trancas emolduradas ¢,' t, ;> - 010 e ;' 1,2, - 0105. Desta forma, temos o produto

Tl T2 T S] 482 .S 2 N+Soi091) [12FS01092) ,131S010503) 2
(5, 2t 0102) (4] 1,2 1 - 0005) = 1 P MR Y 01020105

1’1+ng(2) r2+802[1) 7’3+302(3)

— 2
= tl [2 tS *0102010,

r+83 Io+81 I3+
t 17953 t22 1 t33 2

2
1 *0102010,.

Geometricamente,

As trancas puras emolduradas sdo introduzidas por (NATOV, 1997) que discute como as trancas
puras emolduradas (uma variacdo das trancas puras com informacdes adicionais de emolduramento)
estdo ligadas a construcao e compreensao de 3-variedades, especialmente no contexto da classifica-

cao e manipulacao dessas estruturas em geometria e topologia.

O homomorfismo de grupo : B, — S;, pode ser estendido para um homomorfismo de grupo
7: FB, — S, enviando t; para a identidade. Chamamos o nucleo de 7 de grupo de trancas puras

emolduradas e denotamos por FP,,.
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rn T I3 51 S 53 rt+s3 nts; r3+8;
\

. —_ >

v —F T

Figura 15 - Produto de trancas emolduradas.

O grupo de trancas puras emolduradas FP;, é o grupo de trancas puras onde as permutacoes
de trancas sao acompanhadas por um indice inteiro para cada corda, que pode ser visto como uma

torcao na corda, ou seja, FP,, € uma extensao de P,, por Z".

Em estrutura, (NATOV, 1997) define que o grupo de trancas puras emolduradas é descrito como
FpP,, =7"e& P, onde cada elemento de FP,, € dado por tfl té“z . t’nc" -B, com k = (ky, ky, ..., k) € Z",

o vetor que representa a torcao em cada uma das cordas da tranca pura, e € P,,.

Na Definicao 1.37 é dada uma apresentacao em termos de geradores e relacoes para FB,,.
Porém, por comodidade, para a descricdo do subgrupo comutador de FB,, na Secao 2.6, adotaremos
a apresentacdo dada na Proposicdo 1 em (JUYUMAYA; LAMBROPOULOU, 2007), que sera descrita a

seguir.
Observe agora que, em FB,, os t; podem ser deduzidos de t, definido por exemplo:

o -1 -1
li:=0j_1--01h0] *-0;_,.

Entao temos o seguinte.

Proposicao 1.39 ((JUYUMAYA; LAMBROPOULOU, 2007), Proposition 1)

O grupo FB;, tem uma apresentacao reduzida com geradores t;,01,...,0,_1 € relacoes

oi0; = 00 para |i—j|>1,
0i0i+10; = 0+10i0;+1, para i=1,...,n—,
oty = hoj, para i>1,
-1 -1 _ -1 -1 .
oj---o1hoy -0, = 0; -0, hoy---0j, paratodo i,

tlaltlofl = U]flUl_lfl.






37

Capitulo 2

Contribuicoes para o grupo de trancas

emolduradas FB,,

Neste capitulo, apresentamos contribuicoes relevantes para o estudo da estrutura do grupo
de trancas emolduradas. Exploramos propriedades algébricas fundamentais, relacoes estruturais e
aspectos especificos desse grupo. As analises desenvolvidas se baseiam em abordagens classicas e

recentes, com o objetivo de fornecer novas compreensoées e consolidar resultados na literatura.

2.1 Homomorfismo do esquecimento

No estudo do grupo de trancas emolduradas também se pode falar sobre o homomorfismo
esquecimento para o grupo de trancas puras emolduradas, assim como é feito no caso dos grupos

de trancas puras de Artin.

Para n = 2, o homomorfismo do esquecimento no caso emoldurado ¢,,: FP, — FP,_; é
definido como a aplicacdo que envia uma tranca pura emoldurada em n cordas a uma tranca pura

emoldurada em n — 1 cordas obtida pela remocao da n-ésima corda juntamente com a sua moldura.

Assim como no caso classico, podemos decompor o grupo de trancas puras emolduradas FP,,
como um produto semidireto. Para observarmos essa decomposicao, trazemos a seguir um lema

gue nos ajudara nessa compreensao.

Lema 2.1
Sejam y;: A— C e y,: B— D homomorfismos de grupos. Seja o homomorfismoy: A® B —
C & D definido por w(a,b) = (w1(a),y2(b)). Entdo o nucleo de ¢ é dado por Ker(w) = Ker(y,) &
Ker ().

Demonstracdo. Note que

Ker(y) ={(a,b)e A® B | y(a,b) = (ec, ep)}.
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Porém, por definicao de v, temos v (a, b) = (y,(a),w2(b)). Assim, w(a,b) = (ec,ep) se, e sO se,

w1(a) = ec e Y (b) = ep, ou seja
Ker(w)={(a,b)e Ao B |yi(a)=ec e wa(b)=epl.

Por outro lado, Ker(y;) ={ae A | yi(a) = ec} e Ker(y,) = {be B | y,(b) = ep}. Pela definicao dos
nucleos de vy, e v, segue que Ker(y) = Ker(y) & Ker (). [

O préximo teorema estabelece uma decomposicao do grupo de trancas emolduradas como
um produto semidireto, elucidando a relacdo entre o homomorfismo do esquecimento e a estrutura
interna deste grupo.

Teorema 2.2

Sejan=2.0grupo FP, =7" & P, é visto como o produto semidireto
FP,=(Z®Uy,) x FP,_1,

onde U,, é o grupo livre com n — 1 geradores {A; »}i=12,..n-1-

Demonstracdo. Seja o homomorfismo (,,: Z"* — Z"~! definido por {,(ay,...,a,) = (a1, ..., an-1).

Note que

Ker({,) ={(a1,...,an) €Z" | {nlay,...,ay) =0€ 2" '} ={(0,0,...,0,a,) € Z" | an € Z} =2 Z.

Seja ainda o homomorfismo ¢,,: P,, — P,_; que envia cada tranca pura de n cordas para a
sua restricao as primeiras n — 1 cordas. Pelo Teorema 1.14 temos que o nucleo de ¢, é isomorfo ao

grupo livre U,,.
Definindo ¢ = ((,,,¢,): Z"® P,, — Z"" ' ® P,,_1, pelo Lema 2.1, o nGcleo de ¢ = ({, ;) é

dado por

Ker(p) =Ker((,) ®Ker(p,) =Za U,.

Como ({,, e ¢, sao sobrejetivos, entdao ¢ também é. Portanto, obtemos a seguinte sequéncia

exata curta

1—ZeU,—Z7"®P, 7" oP, ;| — 1.

Para provar que a sequéncia cinde, construiremos uma secdo s: 2" '@ P,_; — Z" & P,, tal
que (PO S= Idzn—lepn_l.
O homomorfismo ,,: Z" — 7" ! possui uma secio dada por sy (ay, ..., a,-1) = (ai,..., an-1,0),

pois (o si(ai,...,an-1) = Cplsi(ay,...,an-1)) = {ulas,...,ay-1,0) = (ay,...,an-1), ou seja,

(nosy =Ildzn-1. Por outro lado, o homomorfismo ¢,: P, — P,_; também possui uma secao,
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pois tomando a inclusao s,: P,,_; — P;, que adiciona a uma tranca geométrica pura bcomn—1

cordas uma corda vertical a sua direita, ndo entrelacada com b, temos ¢, 0s, =Idp,_,.

Assim, definimos uma secao s de ¢ da seguinte forma

s(a, p) = (s1(a), s2(B)) = (an, ..., an-1,0), 52(P)),

para (a,8) € Z" ' ® P,_;. Note que s € um homomorfismo, pois s; e s, s3o e, além disso, podemos
ver que ¢(s(a, B)) = ((n(s1(a), Pn(s2(P))) = (a, B), isto &, pos =Idzn-14p . Aexisténcia dessa secao

implica que a sequéncia exata curta cinde e que

FP,=(ZeU)x(Z" &P, 1)=(Za&U,) x FP,_,.

2.2 Ocentrode FB,,

Nesta secdo, exploramos o conceito de centro do grupo de trancas emolduradas, tomando
como ponto de partida o estudo do centro dos grupos classicos de trancas, B;,, e de trancas puras,
Pn-

Lema 2.3

Dada uma sequéncia exata curta
1—A—B-LCc—1,

entao p(Z(B)) c Z(C).

Demonstracdo. Seja h € p(Z(B)), entao existe g € Z(B) tal que p(g) = h. Queremos mostrar que
he Z(C), ou seja, hy = yh para todo y € C. Como p é epimorfismo, existe x € B tal que p(x) = y.

Assim,

hy=p(g@px)=p(gx)=p(xg) =px)p(g) =yh.

Portanto, concluimos que h e Z(C). ]

O resultado a seguir nos permite determinar o centro do grupo de trancas puras emolduradas

a partir do caso classico.

Proposicao 2.4
Se n =3, entdo Z(FP,) = Z" & (A2%), onde

Ap=(0102--0,1)(0102+--0-2) - (0102)01 € By,.
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Demonstracdgo. Do Teorema 1.15, tem-se que Z(P;,) = <A$1> e, além disso, FP,, = 7" & P,,, entao
Z(FPp) = Z(Z"®P,) = Z(Z") & Z(P,) = Z" & (A%).

O]

O proximo teorema fornece uma descricao precisa do centro do grupo de trancas emolduradas,
evidenciando suas caracteristicas distintivas e as relacbes com os elementos centrais do grupo

classico.
Teorema 2.5

Se n =3, entdo Z(FB,,) = Z[0] @(Afp =ZeZ,onde@ =1t t.

Demonstracdo. Considere a sequéncia exata curta
1 — FP, — FB, — S, — 1.

E bem conhecido que, para n = 3, temos Z(S,,) = {1}. Pelo Lema 2.3, segue que n(Z(FB,)) < Z(S,),
logo Z(FB;) c FP,, e, portanto, Z(FB,) c Z(FP,) =7" & (Afl).

Sejaze Z(FB,). Como Z(FB,)c Z(FP,)=7"& (A%l), temos
2= 52 (AR
Noteque t;,i=1,...,n,e o0y, parak=1,...,n—1, comutam com A%. De fato, temos
Nty = N5 1 (AT, = 1y () AT = 1A,
paratodoi=1,2,...,n,jaque A% € uma tranca pura e a permutacao associada é trivial. Além disso,
pelo Teorema 1.15 segue que
2 2
O']'An = Ant,
paratodo j=1,2,...,n—1. Portanto, A% € Z(FBy,).

Por outro lado, analisemos quais elementos de FB,, comutam com o elemento tfl té‘z R AL

Comoo;t; = tj+10;, temos que

XD e Xt =1 _ (Xi+1 (X
oi(6; )0 =5 L

e, para que a igualdade
Xitl ¢ Xi (X (Xt
ti ti+1 - ti ti+1

valha nos inteiros, é necessario que x; = x;,1. Como isso vale para todo i, concluimos que x; = x =

= Xp.

Portanto, Z(FB;,) é o grupo abeliano livre de posto 2 geradopor@ =1t;---t, e A%. ]
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Para n = 3 é possivel estabelecer uma relacdo entre o grupo modular PSL,(Z) e o grupo
de trancas emolduradas FB;,. Vale lembrar que o grupo modular PSL,(Z) é o grupo quociente
SL,(Z)/{—I,), onde SL,(Z) é o grupo das matrizes 2® 2 com entradas em Z e determinante 1,e I, é
a matriz unitaria. Para n = 3, o resultado a seguir garante que ocorre um isomorfismo entre o grupo

quociente B3/ Z(B3) e o grupo PSL,(Z).

Teorema 2.6 ((KASSEL; TURAEV, 2008), Appendix A)
Os grupos B3/ Z(B3) e PSL,(Z) sao isomorfos.

Considerando o exposto acima, o seguinte lema serd uma ferramenta que utilizaremos para de-
terminar o quociente FB,,/ Z(FB,,). Daremos uma prova do resultado a seguir, pois ndo encontramos

na literatura uma demonstracdo explicita do mesmo.

Lema 2.7

Sejam G e G, grupos, e sejam N7 < G; e N, <Gs. Se
G=G1 X Gy

e Z(G) = N; @ N,, entao

G .G G

Z(G) N N
onde a acido de G,/ N, sobre G;/N; é induzida a partir da acdo de G, sobre G; no produto semidireto
G=G; X Gy.

Demonstracdo. Sejam (g1, g2) € Ge (ny, np) € Z(G). Defina ¢: % — % X % por ¢((g1,82) Z(G)) =

2
(&1N1, 82Np).

Inicialmente, devemos mostrar que ¢ estda bem definida. De fato, sejam
(81,822(G),(8,8,)Z(G) € G/Z(G) tais que (g81,8)Z(G) = (g1,8)Z(G). Se
(81,82 Z(G) = (8], 8,) Z(G), entdo existe (n1,n2) € Z(G) = N; & N, tal que

(81,85 = (81,82) (M, m2) = (g19(g2) (n1), g212),

com ny € Ny, np € Np. Além disso, como (1, g2) € Ge (ny,1) € Z(G), temos (1, g2) (11, 1) = (n1,1)(1, g2),

o que implica (¢(g2)(m1), §2) = (m, §2), ou seja, p(g2)(n1) = ny. Assim, temos que

(81, 8)Z (@)

P((g19(g2)(n1), n282) Z(G))
= (819(82)(m) Ny, g21n2N)

= (&1n1N1, 82n2N>)

= (8§11, 8N2)

= ¢((81,822(G))

e ¢((g1,82)Z(G)) = (g1 N1, g82N>). Logo, temos que ¢ esta bem definida.
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Agora, iremos verificar que ¢ é um homomorfismo. Dados (g1, 82),(g],85) € G, temos

(81,82)(81,8) = (§19(82)(8)), 8285). Entdo
(g1, 82) (81, 8)Z(G)) = (§10(82)(81) N1, 8285 No).

Por outro lado, no produto semidireto (G;/Ny) % (G2/N>), com a acao induzida ¢: G2/ N, —
Aut(G;/Ny) definida por @(g2N>) (g1 N1) = ¢(g2)(g1) N1, temos

(g1N1, §2N») - (81 N1, 85 N2)
(819(g2N2) (g1 N1), 8285 N2)

(81,82 Z(G)) - (81, 8) Z(G))

(8190(g2)(g)) N1, 8285 N2).
Desta forma, ¢» € um homomorfismo.

Para a injetividade, suponha que ¢((g1, £2) Z(G)) = (N1, N»), ou seja, g1 € N e g» € N». Entao,
temos que (g1,82) € N1 & N, = Z(G). Logo, (g1,82)Z(G) = Z(G), isto é, o representante esta na

classe do neutro de G/ Z(G). Portanto, o nucleo de ¢ é trivial, implicando na injetividade de ¢.

Finalizando a nossa prova, vamos verificar que ¢ é sobrejetiva. Com efeito, para qualquer par
(glNl,ggNg) € (G1/Ny) X (G2l N), existe (gl,gg) € G tal que

$((81,82)Z(G)) = (81 N1, 8 No),

entdo ¢ é sobrejetiva e estamos finalizados. [

Finalmente, no resultado a seguir provamos que o quociente FB,,/ Z(FB;) é isomorfo ao
produto semidireto Z"*~! x (B,,/ Z(Bp,)).

Teorema 2.8

Seja FB;, o grupo das trancas emolduradas com 7 fios. Entdo
FB,/Z(FB,) = VAL (B! Z(By)).
Em particular, para n =3, temos

FB3/ Z(FB3) = 7% x PSLy(2).

Demonstracdo. Recordemos que Z" é gerado pelo conjunto {1, ..., t,}. Pelo Teorema 2.5, temos
Z(FBy) =Z10) @ (A%),

ondef=1f---t,.Como FB,,=7" x B,,com Z[0] <Z" e <A?1> < B, segue do Lema 2.7 que

FB, _ 7" B, . _ .. B,
= N-—= = VA X —
Z(FBy) Z10]  (A%) (A%

Para o caso particular n = 3, obtemos
FB B
= 72—
Z(FBs3) (A3)
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Pelo Teorema 2.6, temos que
B3/ Z(B3) = PSLy(2),

e, portanto,
FBs/Z(FB3) = 7?2 x PSLy(2).

2.3 Homomorfismos de FB,, em B,

A partir das apresentacdes de B,, e FB;, vemos que existe um homomorfismo i: B, — FBy,
talque i(o;) =04, i=1,...,n—1. Nesta secao, serdao explorados os homomorfismos do grupo de

trancas emolduradas FB;, no grupo de trancas B;,.

No préximo resultado, com auxilio do Teorema 1.16, definiremos e analisaremos os possi-
veis homomorfismos de FB,, em B,,. Lembramos que a definicio de homomorfismos conjugados

encontra-se na Secao 1.1.

Teorema 2.9
Sejam n=6e v: FB, — B, um homomorfismo. Entdo, a menos de conjugacao, existeme =+1e

k € Z tais que y(o;) :ai(Ai)k ey(tj)=1,parai=12,...,n-1ej=12,...,n.

Demonstracdo. Seja o homomorfismo:: B, — FBy talquet(o;) =0;,i=1,...,n—1. Suponha que

¢ =wol: B, — B, € um homomorfismo. Entao pelo Teorema 1.16 tem-se ¢(o;) = a?(A%)k para

e==*1e ke Z. Destaforma, y(o;) =w((o;) =¢@(0;),ouseja, y(o;) = aj(Ai)k. A partir da relacdo

n=oit0o;',i>1,tem-se
w(t) =yoiho; ) =S (A3 w(t)a ¢ (a2)F

O elemento A% é central em B, entdo w(t;) e ai‘e comutam com Afl e, por isso, y(t) = a‘;u/(tl)ai‘e.
Para e =1, segue que ¥(f) = a,‘w(tl)ai‘l, isto &, y(f;) esta no centralizador de (0>,...,0,-1) em
By, que € (Id) = {Id}, portanto, w(#;) = 1. Se w(#;) = 1, entdo y(¢;4+1) = 1 paratodo j=1,...,n. De

fato, para j =1, pelas relagdes definidoras de FB,,, tem-se

o1t = 1o

Aplicando o homomorfismo y e usando a propriedade multiplicativa, obtemos
vy (h) =y(L)y(or),

o que implica

Y(t) = 1//(01)1V(t1)1l/(01)_1-
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Como v (f1) =1, segue que (L) = 1.

Suponha, por hipétese de inducao, que w(¢;) =1 para algum 2 <[ < n. Entao

Y(t) =y ywo) " =yo)lyo) ™ =1.

Portanto, y(¢;) =1 paratodoi=1,...,n.

2.4 Residualmente finito e livre de torcao

Nesta secdo, abordaremos propriedades importantes do grupo de trancas emolduradas FB;,.
O primeiro resultado que sera demonstrado afirma que esse grupo é residualmente finito e Hopfiano.

A seguir, trazemos outro resultado que ratifica que FB, é livre de torcao.

Um grupo G é dito residualmente finito se para cada f € G — {1}, existe um homomorfismo
f para um grupo finito tal que f(B) # 1. Um grupo é Hopfiano se todos os seus endomorfismos

sobrejetivos sdo injetivos.

Teorema 2.10

O grupo FB;, de trancas emolduradas é residualmente finito e Hopfiano.

Demonstracdo. Por ((KASSEL; TURAEV, 2008), Corollary 1.21) tem-se que B, é residualmente finito e,
além disso, Z" também é residualmente finito. Um produto semidireto de dois grupos residualmente
finitos finitamente gerados é residualmente finito (MALCEV, 1940). Entdo, como FB,, = Z" x B,
segue que FB,, é residualmente finito.

Ademais, pelo Teorema 4.10 em (LYNDON, 1977), um grupo residualmente finito e finitamente gerado

€ Hopfiano. Assim, tem-se que FB;, € Hopfiano. ]

O teorema a seguir estabelece que o grupo FB,, é livre de torcao. Relembrando, um grupo G
é dito ser livre de torcao (ou sem elementos de torcdo) se nenhum elemento nao trivial de G tem
ordem finita. Em outras palavras, para todo g € G que nao seja o elemento trivial, a equagado g" =1

nao possui solucdo nao trivial.

Teorema 2.1

O grupo FB;, de trancas emolduradas ¢ livre de torcao.

Demonstracdo. Pela Proposicdo 1 em (KO; SMOLINSKY, 1992), o grupo FB,, age livremente em um
espaco localmente contratil de dimensao finita. Desta forma, pelo Teorema 16.1em (HU, 1959), segue

gue FB,, nao tem elemento de ordem finita além do trivial. O
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2.5 Série central inferior de FB,,

No trabalho (BARDAKOV; BELLINGERI, 2010) é estudado a série central inferior nos grupos de
Artin-Tits e nos grupos de trancas de superficies. Especificamente, na Proposicdo 3 em (BARDAKOV;
BELLINGERI, 2010), é provado que I';(B;,)/T»(B,,) £ Z e I'2(B,,) =I'5(B,,) para n = 3. Motivados pelo

trabalho supracitado, nesta secao fazemos um estudo da série central inferior do grupo FB,,.

Proposicao 2.12

Seja FB, o grupo de trancas emolduradas com n = 2. Entdo FB, é isomorfo a Z> x Z.

Demonstracdo. A partir da Definicio 1.37, temos que FBy = Z? x B,. Mas B, = (g1 | =) = Z. Portanto,
FB, =7’ % Z. O

No resultado a seguir, sera apresentado o abelianizado do grupo FB,,. Vale lembrar aqui que o

abelianizado de um grupo G é definido pelo grupo quociente G’ = G/T»(G).

Proposicio 2.13

Seja n = 2. Entdo o abelizanizado de FB,, é isomorfoaZ & Z.

Demonstracdo. Para determinarmos o abelianizado do grupo FB,,, analisemos as relacdes dadas
na Definicdo 1.37 no quociente FB,,/T'»(FB;). Analisando a relacdo 0;0;110; = 0;410;0;+1 €M
FB,/T>(FB,,),segue que o; = 0;+1. Alémdisso, darelacdo o;t; = t;110; em FB,,/T»(FB,,) obtemos

li = liy1.

Portanto, —22— = (g1, 11 | [0, 1] = 1) =Z & Z. O

* T2(FBy)

Seja G um grupo e &2 uma propriedade de grupos. Dizemos que o grupo é residualmente &2, se
para algum elemento nao trivial g € G existe um grupo H com a propriedade &2 e um homomorfismo
sobrejetor ¢: G— H onde ¢(g) # 1.

Proposicao 2.14

Seja n = 3. Entdo o grupo FB,, nao é residualmente nilpotente.

Demonstracdo. Observe que o grupo FB;, contém o grupo B;;, o qual ndo é residualmente nilpotente
para n = 3, conforme indicado em (GORIN; LIN, 1969), pois nesse caso tem-se I'>(B;;) = I'3(By), €
ainda I'y(By,) = [I'2(By),I'2(By)] para n = 5. Como todo subgrupo de um grupo residualmente
nilpotente também é residualmente nilpotente (ver (MAGNUS; KARRASS; SOLITAR, 1976), Section

2.5, p.116), conclui-se que o grupo FB,, nao pode ser residualmente nilpotente para n = 3. ]

A seguir, apresentamos uma relacdo entre os primeiros termos da série central inferior do

grupo FB,,.
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Teorema 2.15
Seja n =3. Entao I'»(FB,) =T'3(FB,,).

Demonstracgo. Basta considerarmos a seguinte sequéncia exata curta

I'2(FBy) FB, p FBy

—_— —>1

I'3(FBp) I'3(FBp) I'2(FBp)

Sabemos pela Proposicao 2.13 que

FB

n
——=(o,,h|lo,Hl=1)=Za 7.
T,(FB,) (o1, 4| [o1,H]=1)

Queremos mostrar que p € um isomorfismo. Como todos os o; € FB,/T'3(FB;,) se projetam para o
mesmo elemento de FB,,/T'»(FB,), paracadai=1,2,...,n—1, existe a; € I'»(FB,,)/T'3(FB,,) (onde
a; = 1) tal que o; = a;0,. Projetando a relacdo 0;0;410; =0;410;0;+1 em FB,,/T3(FB,), vemos
que a;01a;4101a;01 = a;+101a;01a;+101. Pela definicdo da série central inferior, os a; sdo centrais
em FB,,/T3(FB,), entao

aij01a;+1014;01 = a;j+1014;014;+101 < 0101014i0i+14; =01010104i+14;4j+1
< ajdi+1a; = Ai+14iai+1
< a;=ai+1,
ou seja, como a; = 1, obtemos o1 =---=0,_;. De forma analoga, os t; € FB,/I'3(FB;) se projetam
para o mesmo elemento de FB,/T'y(FB,) para cada, j = 1,...,n, entdo existe

b; € T2(FB,)/T3(FBy,) (onde by = 1) tal que ¢; = bjt;. Projetando a relacdo ot = tj110; em
FB,/T3(FBy), vemos que g jbjty = bj;1t10j. Como g t; = 10 se i > 1 (estamos considerando

n = 3) e todos os b; sdo centrais em FB,/T'3(FBy), segue que
Ujbjt1=bj+1t10'j = bjO'jlflzbj+1O'jt1 = ijbj+1,

ou seja, como b; =1, tem-se t; = --- = t,,. Portanto, o homomorfismo sobrejetor p é de fato um

isomorfismo e, assim, I'>(FB;,) =I's(FB,,). O

2.6 O subgrupo comutador de FB,,

O subgrupo comutador I';(B;,) de B,, é conhecido pelo trabalho de Gorin e Lin (GORIN; LIN,
1969) que obteve uma apresentacao finita para I'>(B;,). Nesse mesmo sentido, nesta secdo buscamos
determinar uma apresentacao para o subgrupo comutador I'; (FB;,) de FB,,. Para tanto, utilizaremos
o método de Reidemeister-Schreier, que consiste na determinacao da apresentacdo de subgrupos
a partir da apresentacio do grupo. O método supracitado pode ser encontrado em (MURASUGI;
KURPITA, 2012) no Apéndice 1, Secdo 6. Para a andlise do subgrupo comutador I', (FB,,), utilizaremos

o abelianizado de FB;, dado na Proposicao 2.13.
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Vimos na Proposicao 2.13 que o quociente FB,,/T'»(FB;,) é isomorfo a Z ® Z. Pode-se definir o

homomorfismo ¢ a partir da seguinte sequéncia exata curta:
1 — T2 (FB,) — FB, —Z7&7 — 1,

onde,parai=1,...,.n-1ej=1,...,n,¢(0;) =01 € @(fj) = f1. Aqui, 07 e 1 sdo os geradores das

duas copias de Z.

O lema a seguir nos diz quem sdo os geradores de I',(FBy,).

Lema 2.16

O subgrupo I'» (FB;,) tem o seguinte conjunto de geradores:

{@m i1y Am2, @j | MkeZ, 3<j<n-1}

Demonstracdo. Considere o conjunto de Schreier de representantes de classe para I'; (FB;) em
FBy:

A={oltF | mkez).

Seguindo o algoritmo Reidemeister-Schreier, o subgrupo comutador I'; (FB;,) é gerado pelas

palavras
Sra=AaAa) ' 1A€A, acloj,nlj=1,2,...,n—1}}.

Agora encontraremos os elementos S, ,. Para isso, tome A = o{" tf em A e considerando diferentes

a, obteremos os seguintes casos:

1. Se a=01, entao

m .k -k -1

-m
a.l )
que denotaremos por @, . 1-

2. Sea=0,5,como oyt = t1O,, entdao

1 1

_ m./k k-1 _-m_ __m -1_-m

Spo, =07 L0218 "0 07" =07 0207 01",
e denotaremos este elemento por a ;2.

3.Sea=0j,j>2,comoo;t;=nojeojoy =010 para j>2,entao

_ mk -k -1 _-m _ -1

e denotaremos este elemento por a ;.
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4. Se a = t;, obtemos

Sia=0lti (@ tF ) =1

Portanto, I',(FB,,) é gerado pelo conjunto a seguir

{amr1, ame, ajlmkeZ, 3<j<n-1}.

Agora, consideraremos as relacdes definidoras de FB,, reescreveremos as mesmas nos ge-
radores de I', (FB;,) e, conjugando pelos elementos A € A, obteremos as relacdes definidoras de
I'>(FBy).

Lema 2.17

O subgrupo I', (FB;;) tem o seguinte conjunto de relacbes: para m, ke Z

Am,o0,1 =1, (2.1)

-1 -1 .
A k1 Xj Ay @ =1, =3, (2.2)

-1 -1 .
amyza]am_'_l,za] :1, ]24, (2.3)

-1 _ -1 .. . .
aiaja; a; =1,i,j=3,li—j|>1, (2.4)

-1 -1 -1
A, k1 Xm+1, 28 m+2,k1 X 22X g1 k1 Xz = 1 (2.5)

-1 -1 -1
am'zagam+2'2a3 am+2,2a3 = 1, (2.6)

-1 -1,-1 .
Qi @ =1,i=3, (27)

-1 -1
A k1 Xy k111 ¥ 1 k41,1 Em-1k1 = 1, (2.8)
-1 -1 -1 -1
Am20m+1, k1% 1 k411 Bm2Em—12% m 2 k111 Em-2,k10m-1,2 = 1, (2.9)
i—1 i—1 ) i—1 ) i—1
[Tameiii-t [Tmsicy-tkrnio [T @om-ny-s et [T @om-nsi 11 =1, 123, (2.10)
1=0 1=0 1=0 I=
-1 -1

A, k+1,1% ;21 X, k+1,1% o = L (2.1)

Demonstracdo. Inicialmente, coletaremos as relacées S, , = 1. Consideramos todos os pares (A, a)
comAeA= {0’1”1‘{C | m,keZ},ae S=1{oj,t1 | j=1,2,...,n—1}. Precisamos encontrar os pares
(A, a) para os quais Aa e Aa sio iguais.

Note que o{" t{caj ey t{‘aj = 0’1"“ t{“ saoiguais se e somentese k =0e j = 1. Assim, obtemos

a seguinte relacao como uma das relacoes que definem I', (FB;,): Sa;”,al =1, ouseja, amo1 = 1.

Agora, calculamos os termos T(/lruxl‘l) para cada A € A e para cada uma das relacoes defini-
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doras r, =1 de FBy, como segue:

rn : 0i0jo; 10 =1, li—-jl>1

2 © 0i0i+10{0;. 10 0'l+1 1;

r3 aitlai_ltl_ =1, i>1;

Ty ai---altlal_l---ai—lai_l---Ul_ltl_lal---ai:1;
s t10'1t10'1_1t1_10'1t1_10’1_1:1.

Escolha qualquer elemento A = g1" t{“ € A. Deduzimos o seguinte:

_1 f— . - . _1
TAA™) = Sa;"t{c,ai S o kg .§71 ok g, S mtk,aj
-1 - -1 -1
T(ArA = S, .S -S .51 .S -S
(Ar2A™7) R N T o2tk o ok e Somtkoi,
T(/lrg/l_l) = S x-Sk k41
oy 00 ol ho;
. i—-1 i—-1 . i—1 )
T(Al’4/1 ) = H SU{"”t{C,Ui—l : H Sa(m+i—l)—ltk+1 o ’ l_[ SU (m-1)- ltkﬂ l_[ S (m Dk :U 1+1
1=0 1=0 1 1 O +1 1=0 1
-1 - -
T(ArsA = S .§71 -S .Sl .
( 5 ) U;"t{(“ mtk+2 o gi”tf“ ml’k,O'l

Portanto, obtemos o seguinte conjunto de relacoes definidoras para I';(FBy,):

Amo,1 =1, (2.12)

-1 -1 ..
U, ki Xk, j Xy i Bk j = L 11— J1> 1, (2.13)

-1 -1 -1

Cm,k,i Cm+1,k,i+1Cm+2,k,i ¥ 10 ki1 B a1 ki O kivl = I, (2.14)

_1 .
Am ki@ i1, =L 1>1, (2.15)

i-1

H Am+1k,i~1 H “(m+z D—1,k+1,1+1 H “(m D-1k+1,i— lH A(m-i)+Lk1+1 = 1, (2.16)
-1 -1 =1 ( )
Am,k+1,1% 12 1 Emk+1,10,, 11 = L. 217

Para (2.13) temos os seguintes 3 casos possiveis:
Caso1: i =1, j =3;daas relagdes: (2.2).
A -1_4
Am b1 XjA g o1& =L
Caso 2: i =2, j =4;daasrelagdes: (2.3).
-1 -1
Am2@jUpyn 205 = 1.
Caso 3: i,j=3,|i—j|>1;daasrelagdes: (2.4).

a,-ajai—la]_-l =1
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Para (2.14) temos os seguintes 3 casos

Caso 1: i =1; da asrelacoes: (2.5).
-1 -1 -1 4
Am, k1 Em+1,28m+2,k1 X 42 2% 501 k1 Fm2 = 1
Caso 2: i =2; da as relacdes: (2.6).
-1,-1 -1_
Am2030Am+2203 Ay pds = 1.
Caso 3: i = 3;da as relacoes: (2.7).
-1 11
aiainaia; o a;, =1

Para (2.15) temos os seguintes casos possiveis:

Caso 1: i =2; nao fornece nenhuma relagao nao trivial.
-1
A2 1.

m2 =

Caso 2: i = 3; ndo fornece nenhuma relacao nao trivial.

Para (2.16) temos os seguintes casos possiveis:

Caso 1: i =1; da as relacdes: (2.8).
-1 -1 —1
Am k1% k41,1 ¥ m-1,k+1,1¥m-1k1 = 1,
Caso 2: i =2; da as relacoes: (2.9).
-1 -1 -1 -1 -1
Am2&m+1,k1% 11 k41,1 ¥m2Em-12% -2 k+1,1¥m-2,k1Em-12 = L,

Case 3: i >3; da asrelacdes: (2.10).

i—-1 i—-1 i—-1 i—-1

-1 -1 _
ZH Om+lk,i-1" ZH A m+i-D)-1k+1,0+1" ll_[ Am-1)-1,k+1,i-1" lH A(m-i)+1k,1+1 = 1.
=0 =0 =0 =0

Na relacdo (2.17) ndo ha casos a considerar, pois i = 1 fixo. Portanto, a prova do lema esta

completa. ]

Nosso proximo objetivo serd provar que I's(FB,;,) possui duas propriedades notaveis para
n = 5: possui um conjunto infinito de geradores e é perfeito. Este resultado ndo apenas aprofunda a
compreensao das propriedades internas de FB,,, mas também revela a complexidade algébrica do
subgrupo comutador em naimeros de cordas superiores. Vale lembrar que um grupo G é perfeito se
G é igual ao seu subgrupo comutador, e um grupo G é quase-perfeito se seu subgrupo comutador é

perfeito. Desta forma, do resultado a seguir, concluimos que o grupo FB;, é quase-perfeito.
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Teorema 2.18
Seja I's(FB;,) o subgrupo comutador do grupo de trancas emolduradas FB,,.
(i) T'»(FBy,) possui um conjunto infinito de geradores para todo n = 5.

(ii) ', (FBy,) é perfeito para n = 5.

Demonstracdo. Para provar o item (i), aplicaremos diferentes transformacao de Tietze a apresenta-

coes de I'»(FBy,), para n =5, deduzidas dos Lemas 2.16 e 2.17.

De (2.2) obtemos

1 .
Amilkl =& Apk1®j, J=3.

Note que &, k1 = a]‘.maoykyla;”, j = 3. Naverdade, temos que

-m

J

-m

J

m _ m .k -k -1 _m_-m
a; "Qok1Q; =0; 0717011 "0y 0,0,
Como j = 3, temos que a]‘.m e a}" comutam com os outros elementos. Portanto,

-m

aj

m _ .
@0,k 1X; = Amk,1, ] = 3,

e podemos remover todos os elementos a,, .1 com m # 0 do conjunto de geradores.
De (2.3), como estamos supondo 7 = 5, obtemos

-1 .
am+1,2:aj amygaj, _]24.

Como feito acima, podemos verificar que a2 = a]‘.’”ao,za;”, j = 4. Podemos remover todos os

elementos a, 2 com m #0.

Assim, podemos gerar I'; (FB,,) para todo n = 5, com o seguinte conjunto infinito de geradores:

{@ok1, @op2, ajlkeZ,3<j<n-1}.

Para provar (ii), abelianizamos a apresentacio de I'>(FB,,) inserindo as relacées do tipo
x~1y~lxy =1 para todos os x, y no conjunto gerador, e obtemos uma apresentacio para o abeliani-
zado (I'»(FB,))*. Agora mostraremos que (I's(FB,,))* = (1).

Na apresentacao abelianizada, observamos o seguinte:

(1) De (2.2) obtemos @ ;+1,k1 = @m k1 Para todos os m, k € Z. Isso implica que @, k1 = Ao k1,
m,keZ.

(2) De (2.3) obtemos @ +1,2 = @2 paratodo m, k € Z. Isso implica que a,,, 2 = ag2, m, k € Z. Note

que aqui é necessario n = 5.

(3) De (2.5) usando as 2 observagdes acima deduzimos: a1 = @2 para todo k € Z.
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(4) De (2.6) estabelecemos: a3 = ag .
(5) De (2.7) obtemos: a; = a;;1 paratodosos3 <i<n-2.

(6) De todas as observacoes acima, temos

aAz=Qo2=a001=1 = aAmi1=am2=0a;=1, paratodos m,keZ.

Assim, concluimos que, na apresentacao para (I'» (FBn))“b, todos os geradores sao iguais a 1.
Ent3o, ([2(FB,,))* = (1). Assim, T'»(FB,,) é perfeito para n = 5. O

2.7 Quociente do tipo Coxeter do grupo de trancas emolduradas

Uma maneira classica de obter quocientes interessantes do grupo de trancas é considerar a
introducao de relacbes adicionais na sua apresentacao. Foi nesse sentido que Coxeter prop6s o
introducao da relacao a’f =1, k = 3, aapresentacao de B,,. Inspirados por essa abordagem, passamos
agora a examinar o caso emoldurado, no qual investigaremos como a imposicao da mesma relacao

Uf =1 se manifesta no contexto do grupo FB,,.

Ao introduzir a relacao alf =1 a apresentacao do grupo de trancas emolduradas FB;, encon-

tramos o resultado a seguir.

Teorema 2.19

Sejam n, k = 2. Entdo

Z"x B,(k) se k épar,
FB, (k) =

Z & B, (k) se k éimpar.

Demonstracdo. Seja n =2 e considere k = 2 par. Introduzindo a relagao a{“ =1 a apresentacao do
grupo FB,, dada na Definicao 1.37, como k é par, a permutacao associada a a’f é trivial, e portanto
nao surge nenhuma nova relacdo entre os geradores t;. Além disso, a acao de B,, sobre 7", dada
pela permutacao dos indices dos t;, induz uma acdo de B, (k) sobre Z™. Portanto, a estrutura de

FB,,(k) é ade um produto semidireto

FB,(k) = Z" x B (k).

Agora, seja k =2 impar. Como k é impar, a permutacao associada a a’f € a transposicao (1 2),

e entdo temos que em FB;, as relacoes a seguir sao validas

k

k -k -1

1

-1 k_— —-1y-1 .
0 W0 02000, ++-0;7) " =tiy1, 1=2,...,n—1
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No quociente FB; (k) essas relacoes implicam que t; = &, = --- = t,,. Denotemos esse elemento
comum por t. Como g; tal.‘l = t para todo i, segue que ¢ é central em FB;, (k). Logo, a apresentacao

sereduz a
.. k
(t,01,...,0p-110it =104, 0;0j =00, |li—jl>1,0i0i410;=0;+10i0;+1, 07 =1).

Portanto, FB, (k) = Z & B, (k). [

A partir da descricao estrutural de FB,,(k) obtida acima, podemos agora analisar situacoes
particulares que revelam conexodes interessantes com os quocientes de Coxeter. Em especial, o caso

k = 2 permite relacionar o quociente FB;, (k) com o grupo simétrico.

Corolario 2.20

Seja FB;, (k) o quociente do tipo Coxeter do grupo de trancas emolduradas FB;,.

1. Se k=2,entdo FB,(2) = 7" x S,,.
2. Nos casos (n, m) € {(3,3), (3,4),(3,5), 4, 3), (5,3)}, os quocientes sao os seguintes.
a) Para (n,m)=(3,3): FB3(3)=Z & SL,(Z/37).
b) Para (n,m) = (3,4): FB3(4) = 73 x (SLy(Z/3Z) x (Z/4Z)).
c) Para (n,m) =(3,5): FB3(5) = Z & (Z/5Z & SLy(Z/52)).
d) Para (n,m)=(4,3): FB3(5) = Z & ((((Z/32) ® (Z/32)) x (Z/37)) x Qg) X (Z/327))
e) Para (n,m) = (5,3): FB3(5) = Z & (extensdode Z/6Z por PSp4(Z3)).

onde Qg € o grupo dos quatérnios e PSp4(Z3) € o grupo projetivo simplético.

Demonstracdo. Inicialmente, vamos analisar o item 1. Para k = 2, pelo Teorema 2.19 segue que
FB;,(2)= 7" x B,(2). Por outro lado, B,,(2) = S,,, entdo FB,,(2) = 72" % S,,.

Para o item 2, pelo Teorema 2.19, para (n, m) = (3,4), temos FB3(4) = Z3 x B3(4) e pela Tabela 1
segue que FB3(4) = 73 x (SLy(Z137) x (Z147)). Para (n,m) € {(3,3),(3,5), (4,3), (5,3)}, segue do

Teorema 2.19 que FB,,(m) = Z & B,,(m) e pela Tabela 1 segue o desejado. ]

2.8 Subgrupo de congruéncia

Nesta secao nos dedicamos a introduzir o conceito de subgrupo de congruéncia no contexto do
grupo de trancas emolduradas. Nos debrucamos a entender a estrutura deste subgrupo e também

os quocientes do tipo Coxeter desses subgrupos.
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Seja y: FB,, — B, o epimorfismo definido por w(o;) =0;,i=1,...,n-1,ey(t) =1, j =

1,...,n. Acomposicao

Spn-1ZImz) se n éimpar,
Pmoy: FBy, —
(Spn(ZIm2)), se n épar,

define uma representacao de F B;, em um grupo simplético, onde p;,;, € uma representacao simplética

de B,,. A definicao de grupo simplético encontra-se na Secao 1.2.

Definicdo 2.21

Define-se o subgrupo de congruéncia de nivel m de FB,;,, denotado por
FBy[m] :=ker(ppyoy) c FBy,.

Explicitamente, FB,[m] ={B€ FB, | pm(w(B)) = I}.

Uma vez estabelecida a definicdo de FB,,[m] como subgrupo de congruéncia de nivel m, é
natural investigar como ele se relaciona com o subgrupo de congruéncia correspondente no grupo
de trancas classico B,,. Como v : FB,, — B,, € o homomorfismo que “esquece” o emolduramento,
a estrutura de FB,[m] pode ser descrita a partir da pré-imagem do subgrupo B, [m] por ¥, como

podemos ver no resultado a seguir.

Teorema 2.22
Seja FB,[m] o subgrupo de congruéncia de nivel m de FB,,. Entdao FB,,[m] = w‘l(Bn[m]), onde

v: FB, — By, € o epimorfismo definido por w(o;) =0, i=1,...,n-1,ey(t) =1,j=1,...,n
Demonstracdo. Seja yv: FB, — B, o epimorfismo definido por v (o;) = o; e w(t;) = 1. Note que

BeKer(pmoy) — (emop)(B)=1 <= pupyP))=1 <= y(P) eKer(om)
=  Bey 'Ker(pm).

Por definicao Ker(p,,) = B,[m], entdao FB,[m] = w‘l(Bn[m]). Observe que
Y Bulm) = {1 2 tira € Z" x By | Wt 52 - 15" @) = a € By [ml},

ou seja, a pré-imagem de B,[m] consiste nos elementos ;" £,%---t,"a tais que a € B,[m] e

11ty 1" € Z". Logo,
v Bulml) = {51 1,2 - ty"a € 2" X By, | a € B, [ml}.

]

Tendo estabelecido que FB,,[m] = 1//‘1(Bn[m]), desejamos buscar uma descricdo mais deta-

Ihada da estrutura de FB,,[m] em termos dos componentes de FB,,.
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Recordando que o grupo de trancas emolduradas FB;,, admite uma decomposicdo como
produto semidireto Z" x B,,, uma questao natural é pensar que o subgrupo de congruéncia FB,,[m]
também reflita essa estrutura, envolvendo o subgrupo B;;[m] do grupo de trancas classico e a parte

abeliana livre Z" correspondente a moldura.

O resultado a seguir fornece uma descricdo explicita de FB;,[m] em termos dessa decomposi-

cao, distinguindo os casos segundo a paridade de m e os valores especificos de n.

Teorema 2.23

Seja FB,,[m] o subgrupo de congruéncia de nivel m de FB,,.

. B Z"® B,m] se m épar,
i)Se n>=2,n#3,4, paratodo m =1, entdo FB,[m] =
7"\ By[m] se m éimpar.

. . 7"®B,[m] se m épar,
ii) Se n=3,4, m <6, entdo FB,,[m] = o
7" x By[lm] se m éimpar.

Demonstracdo. i) Seja 1, t,* -+ t,," @ € FB,[m]. Pelo Teorema 2.22, concluimos que a € B, [m].

Consideremos inicialmente o caso n = 2. Temos a € B,[m] e, pelo Corolario 1.21, segue que
a =o' Assim, FB,[m] é gerado por 11, 1, e o". O subgrupo de congruéncia B,[m] herda a acdo de
B, sobre Z2, pois B,[m)] é subgrupo de B,.

Se m € par, a permutacao associada a " € trivial. Portanto,
m -m m -m
(O8] tlU'l = tg;n(l) =hH e (o] t20'1 = tU{”(Z) = Iy.
Dessa forma,

FBy[m] = ([1,1,‘2,0"1” | o =21y, 0'{”[1 = tlai", O'{ntz = [20'1”) :ZZGBBz[m]. (2.18)

Se m € impar, a permutacdo associada a 07" € (1 2). Assim,
O'inﬁO'l_m = tgin(l) =1 e 0"lnt20'l_m = tg{n(z) =1.

Logo,

FBym]l={t, b,0]' | il = t1, 0] t1 = o', o't = ho!') = 7% x By[m). (2.19)
Portanto,

Z?® By[m], se m é par,
FBy[m] =

7% x By[m], se m éimpar.

Passemos agora ao caso n = 5. Pelo Corolario 1.21, B;;[m] é normalmente gerado por

m 6 10
oy, (0102)°, (01020304) .



56 Capitulo 2. Contribuig¢ées para o grupo de trancas emolduradas FB,

Como «a € B,[m], segue que FB,[m] é gerado pelo conjunto
{1, b2y, by, (01020304)"°, g(0102)°g7", gol'g™' | g€ Byl
As trancas (0102)% e (01020504)'° possuem permutacio associada trivial, de modo que
g(0102)°g 7 i = 1, 8(0102)%g7", (01020309 t; = t;(01020304)"°,

paratodoi=1,...,n.

Se m € par, a permutacao associada a o} € trivial, e portanto

gog 't;=t;go"g™!, paratodo i=1,...,5.
Se m € impar, a permutacdo associada a o{" € (1 2), e assim
gol'g in= lgamg1(1) gor'g ™.
Concluimos, portanto, que para n = 5,
Z"® B, [(m], se mépar,

FBy[m] =
Z" X B,[m], se m éimpar.

ii) Se n = 3, pelo Corolario 1.20, o subgrupo de congruéncia B3[m], m < 6, € normalmente

gerado por 0" e (0102)8. Dessa forma, como a € B3[m], temos que FBs3[m] é gerado pelo conjunto
{t1, 12, t3,(0102)°, go3 g™ | g€ Bs}.
Se n=4, m < 6, temos que FB4[m] é gerado pelo conjunto
{11, 12, 13, 14,8(0102)°g ', g07g ™" | g € By
De forma analoga ao feito no caso n =5, se n = 3,4, m < 6, temos

Z"® B,[m], se m é par,
FBp[m] =
7" X\ B,[m], se m éimpar.

]

Como consequéncia direta da caracterizacao estrutural apresentada no Teorema 2.23, é possivel
identificar casos particulares em que o subgrupo de congruéncia FB,,[m] coincide com grupos ja
conhecidos. O grupo P% é o subgrupo do grupo de trancas puras P, gerado pelos quadrados de
todos os elementos [ver (BRENDLE; MARGALIT, 2018), Proposition 3.1].

Corolario 2.24

Seja FB;[m] o subgrupo de congruéncia de nivel m de FB,,.
i)Sen=2, m=2,entdo FB,[2] = FP,,

i) Se n>2, m=4, entdo FB,[4] = 7" & P2.
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Demonstracdo. i) Pelo Teorema 2.23, para n > 2, m = 2, temos que FB,[2] = 7" & B,,[2]. Pelo

Teorema 1.18, B,[2] = P,,. Logo,
FB,21=7"eB,[21=7"® P, = FP,.

ii) Novamente pelo Teorema 2.23, para n = 2, m = 4, temos que FB,[4] = Z" & B,,[4]. Pelo Teo-
rema 1.19, B, [4] = P2. Logo,

FB,[4]=27"®B,[4]1=7"® P2,

O

No estudo de quocientes do tipo Coxeter, vemos que (BELLINGERI et al., 2026) estudaram
esses quocientes para o subgrupo de congruéncia do grupo de trancas B;,. No contexto emoldurado,
uma abordagem analoga pode ser realizada, embora os efeitos da torcao individual de cada corda

modifiquem a estrutura resultante.

A proposicao a seguir descreve explicitamente os quocientes correspondentes ao caso n = 2.

Proposicao 2.25

Sejam m =1 e FB,[m] o subgrupo de congruéncia de FB;,. Entdo

7%, se m é par,
FBy[ml/{{a]")) =
Z, seméimpar.

Demonstracdo. No quociente FBy[m]/{{o]")) temos c]" = 1. Entdo, analisemos esse quociente
para m par e m impar.

Para m par, considerando a apresentacdo de FB,[m] dada em (2.18), das relacoes o't =tol

eo't = o' em FBy[m]/{{c]")) obtemos as identidades ; = t; e 1, = f», respectivamente. Logo,
FBy[m) /o) =t 1z | itz = t21y) = Z°.
No caso m impar, pela apresentacdo de FB,[m] dada (2.19), as relacbes o' t; = t,o " e o't =
tgoi’l no quociente FBz[m]/((a’IW» se tornam, respectivamente, t; = 1, e £, = f1. Assim,
FBym]/ (o) =<t1 | =) =Z.
O
Antes de enunciar o resultado principal sobre os quocientes do tipo Coxeter associados aos

subgrupos de congruéncia no caso emoldurado, passaremos por um lema que sera util na analise

dos quocientes. O lema é um resultado ja conhecido na literatura, mas damos uma prova.

Lema 2.26
Sejam G; e G, grupos e sejam H; e H, subgrupos normais de G; e G», respectivamente. Entao
GioGy/Hy® Hy = (Gy/ Hy) @ (Ga/ Hy).
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Demonstracdo. Sejaaaplicacdo ¢: G1®G, — (Gy/ Hy)®(G2/ H») definida por ¢(g1, g82) = (g1 Hi, 82 Ho).

Note que ¢ € um homomorfismo. De fato, sejam (g1, £2), (k1, k2) € G, ® G2, entao

p((g1,82) - (k1,k2)) = p(g1ky, §2k2) = (g1k1 Hy, 2k Ho).

Por outro lado
p(81,82) - p(ky, ko) = (g1 Hy, 82 H>) - (k1 Hy, ko Hp) = (g1 Hy - k1 Hy, g2 Ha - ko Hp).

Como H; e H, sao subgrupos normais, entao (g, Hy) (k1 Hy) = g1 (H1 k) Hy = g1 (ki H)Hy = g1k1Hy e
(82 Ho) (ka2 Hy) = g2(Ho ko) Hy = go(ko Hp) Hy = g2ko Hy. Dessaforma, ¢(g1, 82)-¢(ki, ko) = (g1k1 Hy, g2k Ho).
Logo,p((g1,82) - (k1, k2)) = (g1, 82) -k, k2).

O nucleo de ¢ consiste em todos os elementos (g1, g82) € G1 & G tais que ¢((g1, g&2)) = (H1, H>),
ou seja, g1 H, = H) e goH, = H,. isso implica que g; € H; e g» € H,. Logo, o nucleo de ¢ é
Ker(<p) =H,® H,.

O homomorfismo ¢ é sobrejetor, pois para qualquer (g; Hy, g2 Hz) € (G1/ Hy) @ (G2/ Hy), existe
(81,82) € G1 ® G2 tal que @(g1, 82) = (g1 Hi, &2 Ha).

Pelo Teorema do Isomorfismo temos que G; & Go/ Hy @ Hy = (G1/ Hy) ® (Go/ Hp). O

Diante do exposto acima, podemos agora enunciar uma versdo do Teorema 1.22 adaptada
ao contexto dos subgrupos de congruéncia do grupo de trancas emolduradas FB;,[m]. O teorema
a seguir generaliza a perspectiva de (BELLINGERI et al., 2026) ao incorporar o componente de

emolduramento.

Teorema 2.27

Sejam n, m = 3. Nos casos (n, m) € {(3,3),(3,4), (4,3),(3,5), (5,3)}, 0s quocientes sdo os seguintes.
i) Para (n,m) = (3,3) e (4,3): FBn[m]/((U’ln>) =7,

ii) Para (n, m) = (3,4): FB3[41/{((c}) = 7% 8 Z,,

iii) Para (n,m) = (5,3): FB5[3]/((031*’>) =773,

iv) Para (n, m) = (3,5): FB3[5]/((0})) 2 Z & Zs.

Demonstracdo. i) Inicialmente, vamos considerar o caso (n, m) = (3,3). Pelo Corolario 1.20, temos
gue B3[3] é normamente gerado por a‘;’ e (0102)8. A partir do Teorema 2.23 temos que FBs[3] é
gerado pelo conjunto {f, &, I3, (0102)6,g0§’g‘1 | g € B3}, onde podemos notar que (010)® é um

elemento central em B, pois (0102)® = A3.

Vamos entender o quociente FB3[3] /((a?». Dentre as relacoes validas em FB3[3] temos
a? = lng'? e aga‘i’agltl = thgUi’O'z_l.

Essas relacbes no quociente FBg[3]/((O"i’>> se tornam f; = t, e t; = I3, respectivamente. Além

disso, em FBs[3]/((0})) temos (0102)® = 1, pois considerando as relages o;410;'0;4107" =
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-1 -1

. . 3_1 (52— -1
0i0;,,0i0;;, €0y =1(0]=07"), temos que

6
(0102) 010201020102010201020102
= 010201010201010201010201
— 2 2 2
= 010201020102010201
_ -1 -1 -1
= 010207 0207 0207 0201
_ -1 -1 -1
= 010109 010, 02071 0201
= a'”i’

= 1.

Desta forma, a partir das informacoes acima e analisando o conjunto gerador de FB3[3], temos que

FBs [3]/((0?)) é gerado pela classe do 1, ou seja,

FB3[31/ ({03 = Z.

Para o caso (4,3), pelo Teorema 2.23, o conjunto {f1, t, t3, t4,g(0102)6g_1,g0?g‘1 | g€ By} é

o gerador de FB4[3]. Em FB4[3] temos que as seguintes relacoes sao validas:

0? = tgai’, O'ZU?O'Z_IH = tgagaffaz_l e 03020‘1’0510511‘1 = t403020?0510§1.

Essas relacoes no quociente FBy [3]/((0315)) setornam 1 = &y, f; = t3 € 1 = Iy, respectivamente. Pelo
caso (3,3), no quociente By [3]/((0?)), temos (0102)® = 1. A partir dessas informacdes, FB, [3]/((0“;’»

é gerado pela classe do t; e, assim,

FB4[381/ ({03 = 7.

ii) Considerando (n, m) = (3,4), pelo Teorema 2.23, temos que FBs[4] = Z3 & B3[4]. Sabendo

que do Teorema 1.22 tem-se B3 [4]/((0‘{)) =75, pelo Lema 2.26 temos

FB3l4] L Z°@Bsl4] L Z°  Bsl4] _ g
oty e aty 1} oty

iii) Pelo Corolario 1.20, o subgrupo Bs[3] € normalmente gerado por o3, (0102)° e (01020304)™.

O elemento (01020304)'° € central, pois (01020304)'° = A2. Entdo o subgrupo FBs[3] é gerado

pelo conjunto {t1, t, t3, ta, 5, (01020304)'°, g(0102)°g 7!, go3g ™! | g € Bs}. As relacdes a seguir sdo
validas em FBs[3]:

3. _ 3
1. o7 = oy,

31, _ 3.1
2. 02070, 11 =1302070,",

3

-1 -1, _ 3,1
3. 0302070, 04 [1—f4030'20102

-1
0'3 ,

3, -1,.-1 -1, _ 3, -1,-1_-1
4. 040302070, 05 0, 11 = [5040302070, 05 0, .
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No quociente FBsg [3]/((0*;’», as relacoes acima setornam t; =, t1 =13, t; = t4 € t; = 15, respec-
tivamente. De forma analoga ao feito no item i), temos que (6,02)® =1 em FB;s [3]/((0?)), entao
também temos g(0'10'2)6g_1 =1 no quociente. Dessa forma, o quociente FBsg [3]/((0?)) é gerado
pela classe do f; e pela classe do A‘;. Por [(BANERJEE; HUXFORD, 2024), Introduction, p.3], Ag tem
ordem 3 em Bs[3]/({0})), entdo A7 também tem ordem 3 em FBs(3]/({(o})). Como #; comuta com

A2, temos que
FBs[3]1/ {03y = Z @ Z3.

iv) Pelo Corolario 1.20, sabemos que B3[5] é normalmente gerado por ai’ e (0102)8. Assim, o subgrupo
FBs[5] é gerado pelo conjunto {f1, , t3, (0102)6,g0i’g‘1 | g € B3}, onde podemos notar que (0102)8

é um elemento central em Bs, pois (0,02)° = Ag. Em FBs[5] as relacoes a seguir sao validas:

0? = th’? e aza?agltl = tgazaiagl.
Essas relacoes no quociente FB3 [5]/((0?)) se tornam t; = t» e f; = 13, respectivamente. Entao, o
quociente FB3 [5]/((0?)) é gerado pela classe do t; e pela classe do (0102)% = Ag. Pelo Teorema 1.22,
A3 tem ordem 5 em B3[5]/((0})), entdo Az também tem ordem 5 em FBs3[5]/((c’3)). Como t; comuta

com A3, temos que

FB3[5]/ ({0 = Z @ Zs.
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Capitulo 3

Os grupos de trancas emolduradas de

superficies

Neste capitulo, introduzimos e definimos os grupos de trancas emolduradas associados a
superficies. Esses grupos podem ser vistos como uma generalizacao dos grupos de trancas classicos

de superficies, incorporando informacoes adicionais sobre a moldura das cordas.

Uma definicdo importante desses grupos foi apresentada por Bellingeri e Gervais no trabalho
(BELLINGERI; GERVAIS, 2012), onde sao descritos a partir da teoria de espacos de configuracao de
superficies. No entanto, neste trabalho, adotaremos uma abordagem alternativa para definir os
grupos de trancas emolduradas de superficies. Em vez de utilizar diretamente a teoria de espacos de
configuracdo, construiremos esses grupos a partir de uma abordagem algébrica, que sera detalhada

ao longo do capitulo.

Para a construcao dos grupos de trancas emolduradas sobre uma superficie M, denotados por
FB, (M), parte-se do grupo de trancas classico B,,(M) e associa-se a cada corda um nimero inteiro
no topo, denominado de moldura. Este inteiro codifica o nimero de torcoes da corda em torno do

seu proéprio eixo.

3.1 Os grupos de trancas emolduradas da esfera FB,,(S?) e da esfera

finitamente perfurada FB,(My, ;1)

Nesta sec3o, introduzimos o grupo de trancas emolduradas da esfera FB,,($?%), uma extensio
do grupo de trancas da esfera B,,(S?) (ver (FADELL; VAN BUSKIRK, 1961)) que incorpora informacées
adicionais. Em seguida, definimos o grupo de trancas emolduradas da esfera finitamente perfurada
FB,,(My,p+1), 0onde Mo 41 = S%\{xg, X1,-.-, Xp}, n,p € Z, n,p = 1, que generaliza essa estrutura para
0 caso em que a esfera possui um nimero finito de perfuracoes, constituindo também uma extensao

do respectivo grupo de trancas da esfera finitamente perfurada B, (M ;1) (ver (LAMBROPOULOU,
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2000)).

Definicao 3.1

O grupo de trancas emolduradas da esfera FB,,(S?) é gerado por 01, ...,0 -1, t1,..., t, com relacdes:

gi0j = 0j0; |i—j|>1, (3-1)

0i0i410; = 0410041, l<sisn-2, (3.2)

01+ 0n 202 (Opg--0p = 1, (3.3)
telt; = Ity, (3.4)

tiv1, se k=i,
oitko;” = {t;, se k=i+], (3.5)

ty, caso contrario,

ondei,j=1,....n-1lek,l=1,...,n.

Uma tranca emoldurada na esfera pode ser vista como uma generalizacdo de uma tranca usual
em que cada corda, além de poder entrelacar-se com as demais, também possui uma orientacao
interna, onde a corda pode girar em torno de seu préprio eixo. Assim, o grupo resultante codifica
dois tipos de movimentos: os cruzamentos entre as cordas, descritos pelos geradores o ;, € a moldura

da j-ésima corda, descrita pelo gerador ;.

O grupo FB,(S?) é uma extensio do grupo B, (S?) pelo grupo abeliano livre de posto n, 7",
como produto semidireto, ou seja, FB,(S?) = Z" x B,(S?). De fato, considere o homomorfismo
n: FB,(S?) — B, (S?) definidopor n(o;) =0;,i=1,...,n—1,e n(tj) =1, j=1,...,n. Pelasrelacbes
da apresentacao, w é sobrejetivo e seu nlcleo é o subgrupo abeliano livre gerado por 14, ..., t;, isto

é, Ker(mr) = Z". Assim obtemos a sequéncia exata curta

1 — Z" — FB,(S%) - By(S$%) — 1. (3.6)
Ainclusdo s: B,,(S?) — FB,(S?) definida por s(o;) = 0; é uma secdo para a sequéncia exata curta
(3.6), pois mo s = Idg, (s2), O que mostra que a sequéncia (3.6) cinde. A acdo de B,(S?) em Z"
é descrita pela relacdo (3.5), onde vemos que a,-tiai‘l = tg;(i) = ti+1 © Ui[i+10'l-_l = lo,(i+1) = Li-
Portanto,
FB,(S?) = 7" x B,(S?).

Podemos definir o grupo de trancas puras emoldurada da esfera de maneira similar ao do
grupo de trancas puras da esfera P,,(S?). Estendemos o homomorfismo 7: B,,($?) — S,, definido
por n(o;) =s;,i=1,...,n—1, ao homomorfismo 7#: FB,(S?) — S,, definido por 7 (g;) = s;, i =
L,....,.n—-1,e7(t;) =1, j = 1,...,n. Definimos o grupo de trancas puras emolduradas da esfera
FP,(S?) como o nucleo de . Em estrutura, o grupo FP,,(S?) é visto como Z" & P,,(S?), pois por
[(GONCALVES; GUASCHI, 2004), Theorem 4(i)] e [(GONCALVES; GUASCHI, 2005), Proposition 7] o
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grupo P, (S?) é gerado por A% e o conjunto X = {A; j|[4<j<n,1<i< j}eA?, eoselementos do
conjunto X tém permutacao associada trivial e, entdo, agem em Z”" de forma trivial.
Ap6s descrevermos a estrutura do grupo das trancas puras emolduradas na esfera, voltamo-nos

a nossa atencdo agora para o estudo do abelianizado de FB,,(S?) e série central inferior.

Proposicao 3.2
1- Seja n = 2. Entdo FB,(S?) /T2 (FB,(S?) = Z & Zs(;_1).
2- Seja n = 3. Entdo I'2(FB,,(S?)) = ['3(FB,(5?)).

Demonstracdo. Para o item 1, a partir da relacio (3.2) em FB,,(S?)/T2(FB,(S?)), segue que 0; =
0i+1. Além disso, pela relacio (3.3) em FB,,(S?)/T2(FB,(S?)), obtemos:

0101---010%01---0101 =1 = g b=y,

Temos ainda pela relacdo (3.5) em FB,,(S?) /T2 (FB,(S?)), que t; = ti,,. Portanto,
FB,($?) 2(n—1)
———={(o,,h|O =1, [o,(]l=1)=EZ&Zyn-1).
T,(FB,(S) (o1, 11 | 07 o1, 1] =1) 2(n-1)
Para ver o item 2, consideremos a seguinte sequéncia exata curta:

T2 (FB,(S%) FB,(S? p  FB,(S?
[3(FB,(S?)  T3(FBn(S?)  T2(FB,(S?) '

Sabe-se pelo item 1 que

FB,(S?)

O ot oLt = 1) =76 Zopy.
I,(FB, (%) (o1, 1l lo,h]l=1) 2(n-1)

Nosso objetivo € mostrar que o homomorfismo p € um isomorfismo.

Como qualquer gerador o; em FB,(S?)/T'3(FB,(S?)) é projetado no mesmo elemento em
FB,(S?) /T2 (FB,,(S%), existe a; € ['»(FB,,(5%))/T3(FB,,(S%)) (com a; = 1) tal que o; = a;o,. Proje-

tando arelacdo 0;0;.10; =0;+10;0;+1 em FB,(S%)/T3(FB,(S?)), obtemos
aj01a;+1014;01 = a;+1014;014+101.

Pela definicio da série central inferior os elementos do niicleo de p sio centrais em FB,,(S?)/T'3(FB,($?)),

segue que
0101014;4;4i+1 =0101014d;4+14;4i+1

e, portanto, a; = a;+1. Como a; =1, deduzimos que o1 =--- = 0,,_1.

De modo analogo, cada gerador ¢ € FB,,(S%)/T3(FB,,(S%) se projeta na mesma classe de
FB,(S*)/T2(FBy,(S?), assim, existe bj € I'2(FB,(S?))/T'3(FB,(S%) (com by = 1) tal que ¢ = b;1;.
Projetando arelagio ojtj = tj110j em FB,(S?)/T3(FB,(S%), temos

O'jbjtl = bj+1t10j.
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Como oty = tjoj para j > 1 (supondo n = 3) e os elementos do nicleo de p sdo centrais, segue que
b] = bj+1.
Consequentemente, by =1 implica t; =--- = t,,.

Note que a classe de o; comuta com a classe de £; em FB,(S?)/T3(FB,(S%), poiso;t; = t,0;

para i > 1. Portanto, p é um isomorfismo. Logo, T'»(FB,,($%)) = T'3(FB,,($?)). O

Apos a anélise da série central inferior de FB,,(S?), voltamos agora nossa atencio para a

descricao de seu centro.
Proposicao 3.3
Seja n =3. Entdo Z(FP,(S%) =Z" & Z,, onde Z, é gerado A2,

Demonstragéo. Sabemos que FP,(S?) = Z" & P,(S?). Como Z(P,(S?)) = (A2), entdo

Z(FP, (S =Z(ZM & Z(P,(SM) =Z" & (A\2) = 7" & Z,.

Teorema 3.4
Seja n=3. Entdo Z(FB,(S?) =Z® Z,, onde Z é gerado por t; -+ t, € Z, é gerado A2,

Demonstracdo. Sabe-se pelo Teorema 1.24 que Z(B,,(S?)) = (A%). De forma analoga a prova do
Teorema 2.5, obtemos que Z(FB,(S?)) = Z & (A2). O elemento A2 tem ordem 2 em B,,(S?) (ver
(GILLETTE; VAN BUSKIRK, 1968)), entao

Z(FB,(S%) =7 Z,.

O

Definido o grupo de trancas emolduradas da esfera FB,,(S?), podemos também definir o grupo

de trancas emolduradas da esfera finitamente perfurada FB,, (Mo p+1), n,p€ Z, n,p = 1.

Definicao 3.5
O grupo de trancas emolduradas da esfera finitamente perfurada F B, (My,,+1) € 0 grupo gerado por
Op+1:0pt2s-- 3O pin-1, AL pt1, A2 pi1s -0 Ap pi1s Ept1s Epa2, .-, Epen COMas relacdes do Teorema 1.25

e relacoes adicionais

tity, = fxt; paratodo j,k=1,...,n,
Lit1, se j=i+l,
oitio;' = {g, se j=i,
Lj se j#I,i+],
A,-,p+1tin_,Ilg+1 = tj 1<isp p+l<sj<p+n.
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o707l e tem permutagdo

i C— oy i g2
O gerador Aj jeescritocomo A; j=0j-10j-2 0i+1050 220

associada trivial, por isso a acdo nos geradores da moldura é trivial, ou seja,

Ai,pﬂtkAi‘,]lHl:tk l<i<p, p+l<ks<p+n.

O grupo FBy(Mjy,p+1) € uma extensao do grupo B, (M ,+1) pelo grupo abeliano livre de posto

n, Z", como produto semidireto. De fato, considerando a sequéncia exata curta
1 — Z" — FBy(Mo p+1) — Bp(Mo,ps1) — 1, (37)

temos que ainclusao s: By, (My,p+1) — FBy (M, p+1) definida por s(o;) =0; e s(Aj;) = Aj; € uma

Secao para i, pois mo s = IdBn(MprH), ou seja, a sequéncia (3.7) cinde. Portanto,

FBn(MO,pH) =7"x Bn(MO,p+1)-

3.2 O grupo de trancas emolduradas do toro FB,,(T?)

Nesta secdo, introduziremos o grupo de trancas emolduradas do toro, denotado por FB,,(T?).

Este grupo é uma extensdo do grupo de trancas B, (T?).

Definicao 3.6
O grupo de trancas emolduradas do toro com n cordas, FB,(T?), é gerado por 61,02,...,0,-1,

01,02, Pns T1,T2,..., Ty € L1,..., Iy, SUjeitos as relagdes (1.7)-(1.16) e relagdes adicionais

Iet; = tty, (3.8)
lit1, k=i+1,
UitkU,-_l = 9t k=1, (3.9)

tx, k#i,i+1.

pltkpl_l i, (3.10)

Tltk‘[l_l =, (3.11)

ondek,[=1,...,nei=1,...,n—1.

Este grupo pode ser descrito como uma extensdo do grupo de trancas do toro B, (T?) por um

grupo abeliano livre de posto n, Z2™:
1— 7" — FB,(T?) — B,(T?) — 1,

isto é,

FB,(T?) = 7" x B,(T?),
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onde a acio de B,,(T?) sobre Z" é induzida pela acdo da tranca na moldura. Os geradores o; agem
trocando ¢; e t;41, enquanto os geradores p; e T} agem trivialmente nos geradores da moldura, pois,

como mencionado acima, a permutacdo associada a esses geradores (p; e 7¢) € a trivial.

O homomorfismo de grupos 7: B, (T?) — S,, pode ser estendido a um homomorfismo de
grupos 7: FB,(T?) — S,, enviando cada tj para a identidade. Chamamos o nucleo de 7 de grupo

de trancas puras emolduradas do toro e o denotamos por FP,,(T?).

O grupo de trancas puras emolduradas no toro FP,,(T?) é o grupo de trancas puras onde as
permutacoes das trancas sdo acompanhadas por um indice inteiro para cada corda, que pode ser

visto como uma “torcio"na corda. Isto é, FP,(T?) é uma extens3o de P,,(T?) por Z".

Estruturalmente, sabendo que a permutacdo associada as trancas em P, (T?) é a trivial, o
grupo de trancas puras emolduradas no toro é descrito como FP,,(T?) = Z" & P,(T?), onde cada
elemento de FP,,(T?) é dado por tfl té“z e t,’f" -B,com k = (ky, ko, ..., k) € Z" o vetor que representa

a moldura em cada corda da tranca pura, e § € P, (T?).

Uma vez estabelecida a estrutura do grupo de trancas puras emolduradas do toro, FP,,(T?),
podemos investigar suas propriedades internas, em particular, interessa-nos determinar o seu centro.

O resultado a seguir descreve precisamente o centro desse grupo.

Proposicao 3.7

Seja M = T?, o toro, entdo Z(FP,(M)) =Z" & {(p1---pn), T1--Tp)) =Z" @ Z & Z.

Demonstragdo. Sabemos que FP,(T?) = Z" & P,(T?). Por (PARIS; ROLFSEN, 1999) tem-se que
Z(Pn(TH) =((p1---pn), (T1-+-Tp)), logo

Z(FP,(T*) = Z(Z™ & Z(Pu(T?) =Z" & {(p1--pn), T1-Tp)) EZ" @ Z S Z.

]

A partir do centro de FP,(T?), passamos agora ao estudo do centro do grupo de trancas

emolduradas do toro FB,,(T?).

Teorema 3.8
Se n =3, entao
Z(FBu(TH)=Z[01@{(p1-+pn), (11 Tp)) = Z[01 8 Z & Z,

ondef=1-t,.

Demonstracdo. Considere a sequéncia exata curta

T

1 — FP,(T?) — FB,(T?) 5 S, — 1.

Sabe-se que para n = 3, temos Z(S,,) = {1}. Pelo Lema 2.3, segue que n(Z(FB,(T?))) c Z(S,), logo
Z(FBy,(T?) € FP,(T?) e assim Z(FB,(T?) € Z(FP,(T?) =Z" &{(p1-*- pn), (T1--Tn)).
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Seja z € Z(FB,(T2)). Como Z(FBy(T2)) € Z(EPy(T2)) = Z" & {(p1--- pn), (T1 -~ Tn)), €Ntd0
z= t"lxl t;g t;”(pl ...pn)yl(‘[l "'Tn)yz.

Note que pj, 7j e ok, para j=1,...,n, k=1,...,n—1, comutam com (p1---pp) € (71 Ty), POis
pelo Teorema 1.28 tem-se Z(B,,(T?)) = {(p1---pn), (T1---T1)). Além disso, pitj=tjp;eT;tj=1t;jT;

para todos i, j. Portanto, tanto (p; - p5) quanto (7, ---7,) comutam com tjparai,j=1,...,n.

Por outro lado, como p;tj = tjp; € T;t; = t;T; para todos i, j, segue que £;" £, - £," comuta

com ambos p; e T;, para todos i = 1,..., n. No entanto, sabemos que

X $ X1y L Xyl (X
oL )0 =5

€ para que a igualdade
Xi+l Xi ¢ Xi (Xi41
ti ti+1 - ti ti+1
se mantenha nos inteiros, é necessario que x; = x;.1. Como isso deve valer para todo i, concluimos

que X1 =Xo == Xp.

Portanto, Z(FB,,(T?)) é o grupo abeliano livre de posto 3 gerado por (t;--- ), (01-+-pn), €
(T Tn). O

Ap6s a determinacdo do centro de FB,,(T?), examinaremos o quociente desse grupo pelo seu

centro no préoximo resultado.

Teorema 3.9
Seja FB,,(T?) o grupo de trancas emolduradas no toro com 7 cordas. Entdo
FBy(T%) _ n1 BT
Z(FBy(T?%) Z(B,(T2)’
Demonstracdo. Lembre-se que Z" é gerado pelo conjunto {f1,..., t;}. Pelo Teorema 3.8, temos que
Z(FBu(T?) = ((t1-+- 1)) & {(p1-- pp), (T1 - Tp)),

onde a copia de Z é gerada pelo elemento ;- t;,.

Assim, como FB,(T?) = Z" x B,(T?), {(t1 -+ ,)) I Z" e {(p1 -+ pn), (T1-+-Tp)) < Bp(T?), pelo
Lema 2.7 temos:
FB,(T% _z" By(T?) — -1 B, (T?)
ZFB,(T)  Z " (pr-pn) Grtn)) " Z(Ba(T2)

3.3 O grupo de trancas emolduradas do plano projetivo FB,,(RP?)

Nesta secao, sera introduzido o grupo de trancas emolduradas do plano projetivo, denotado
por FB,,(RP?). Daremos uma apresentacdo para esse grupo descrevendo seus geradores e relacdes,

bem como investigamos questoes estruturais.
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Definicao 3.10
O grupo de trancas emolduradas do plano projetivo FB,,(RP?) é gerado por 01,...,0 -1, P1,--+»Pn»

f,..., t; com as seguintes relacoes:

oi0j = 0j0j, li—jl>1, (3.12)

0i0i+10; = 0i+10i0i+1, l<isn-2, (3.13)

OiPx = PkOi, k#£i,i+1, (3.14)

pi = OiPi+10i, l<i<n-1, (3.15)

pilptpinp: = 0%, 1sisn-1, (3.16)

P = 010203200 On_ 02071, (3.17)

tet; = fte (3.18)

tiv1, se k=i,

oitro;t = Lt se k=i+l, (3.19)
tj, caso contrario,

pitip;t = tj, (3.20)

ondei,j=1,...,.n-1lek,l=1,...,n.

Analisando a apresentacdo do grupo FB,,(RP?) na Definicdo 3.10, observamos que a apresen-
tacdo mostra que o grupo de trancas emolduradas do plano projetivo é uma extensao do grupo de
trancas do plano projetivo pelo grupo abeliano livre de posto n, Z". De fato, considerando o homo-
morfismo 7: FB,(RP?) — B, (RP?) definido por n(0;) =0, i=1,...,n=1,7(p;) = pj, j=1,...,n,
en(ty) =1, k=1,...,n, vemos que aimagem de 7 é o grupo B,,(RP?) e que Ker() = {t1,..., t,) =Z".

Assim existe uma sequéncia exata curta
1 — 7" — FB,(RP?) — B,(RP?) — 1.

O grupo FB,,(RP?) é uma extensdo de grupo B,,(RP?) pelo grupo Z" como produto semidireto, em
que o; age trocando as coordenadas i e i +1 e p; age trivialmente nos geradores da moldura z,

pois a permutacao associada ao gerador p; € a trivial, portanto, FBj, (RP?) = 7" x B, (RP?).

O proximo resultado trata da estrutura do abelianizado do grupo de trancas emolduradas do

plano projetivo FB,,(RP?).

Proposicao 3.1
Seja n = 2. Entdo (FB,(RP?)%’ = FB,(RP?)/T(FB,(RP?) = Z & Z, & Z,.

Demonstracdo. Analisando as relagdes do grupo FB,,(RP%) em (FB,(RP2))%? vemos que a partir
da relacdo (3.13), segue que o; = 0,41 €, darelacio (3.16), tem-se 012. =1. Darelacdo (3.15), temos

Qi = Pi+1, € a partir da relagdo (3.17), obtemos pf = 1. Darelacdo (3.19), segue que t; = t;;1.
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Portanto,

(FB,(RP)* = FB,([RP?)/T(FB,([RP?)

(o1,01,11 | [o1,p1] =lo1, il =[p1, il =05 = p5 = 1)
27,8 7>.

112

11

O

Apesar da complexidade imposta pelo plano projetivo por ser uma superficie ndo orientavel, a

seguir apresentamos o resultado em que calculamos o centro do grupo FB,,(RP?).

Teorema 3.12
Seja n=2. entdo Z(FB,(RP?) =2Z[0]) ® (Afl) =Z[0l®Zs,onde =1 1,.

Demonstracdo. Seja z € Z(FB,,(RP?)). Podemos escrever
z=1"121," P,
com B € B, (RP?) e a; € Z. Note que
atj=t -ty Bty =t 1" (B N
Assim, para que zt; = tjz, € necessario
,Btjﬁ_l =tj, paratodoj=1,...,n-1.

No entanto, a acdo de B, (RP?) sobre Z" é n3o trivial, pois os geradores o; permutam t; e ;,1.
Logo, para que as igualdades acima se verifiquem, 8 deve agir trivialmente sobre Z". Além disso,
deve-se ter fh = hf paratodo he B,(RP?), ou seja, Be Z(B,,(RP?)). Pelo Teorema 1.30, sabe-se
que Z(B,(RP?)) = (A%) = Z,. Como, pelo Teorema 2.5, temos que A% ¢; = t;A% paratodo j =1,...,n,

segue que = A,Zf, com k € Z. Note que se k é par, entao 8 é o elemento trivial.

Dessa forma, podemos escrever
_ a1 an A2k
z= 0 Ik

Note que zp; = p;jz, pois p Iy = fxpj paratodo j, k =1,..., n. Resta verificar sob quais condi¢des se

1

temo;zo;" = z. Como o; permuta ¢; e t;,1, deixando os demais fixos, segue que

4% Qiv1y —1 _ (Gi41 4
0i(l; )0 = 4 Ly

Para que /"'

Moo=, é necessario a; = aj1. Como isso vale para todo i = 1,...,n -1,

i+1
conclui-se

ar=ddy=---=dy=4a.
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Portanto, qualquer elemento do centro Z(FB,,(RP?)) tem a forma
z=(t- 1) AZK,

Consequentemente,
Z(FB,(RP%) = Z[0]) ® (A2) = Z[0] & Z,.

3.4 O grupo de trancas emolduradas da garrafa de Klein FB,,(K)

Nesta secao, definimos o grupo de trancas emolduradas da garrafa de Klein, denotado por
FB,(K). Sao conhecidas na literatura diversas apresentacoes do grupo de trancas da garrafa de Klein
e podem ser vistas em (BELLINGERI, 2004), (BIRMAN, 1969) e (GONZALEZ-MENESES, 2001). Para
definir o grupo de trancas emolduradas da garrafa de Klein iremos considerar a apresentacao do
grupo de trancas da garrafa de Klein dada em (PEREIRO, 2015). Apresentamos uma descricdo do

grupo FB,(K) por meio de seus geradores e relacoes, e discutimos aspectos estruturais relevantes.

Definicao 3.13
O grupo de trancas emolduradas da garrafa de Klein FB,,(K) é gerado por a, b, t1,...,t4, 01,...,05_1,

com as seguintes relagdes:

oi0j = 0j0j se |i—j|>1, (3.21)

0i0i+10; = 0i+10i0i+1, (3.22)

ac; = oja, j=2, (3.23)

boj = ojb, j=z2, (3.24)

b loia = oia01b oy, (3.25)

a(ociacy) = (oi1a01)a, (3.26)

boy'bo, = o7'boi'b, (3.27)
010204 _1---0201 = ba'bta’l, (3.28)
tet; = tt (3.29)

tiv1, se k=i,

Uz‘l‘kai_l = St, se k=i+l, (3.30)
tj, caso contrario,

atka_l = Iy, (3.31)

btkb_l = [ (3.32)

Analogamente ao caso da esfera, toro e do plano projetivo, existe um homomorfismo de
esquecimento da moldura
7: FBy(K) — B, (K),
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definido por n(0;) = 0, n(a) = a, n(b) = b e n(¢;) = 1. O nlcleo de 7 € o grupo abeliano livre Z",

gerado pelos 14, ..., t;, de modo que obtemos a sequéncia exata curta
1 — Z" — FB,(K) — Bn(K) — 1. (3.33)

A inclusao s: B, (K) — FB,(K) definida por s(o;) = g;, s(a) = a, s(b) = b € uma secao para a
sequéncia exata curta (3.33), pois m o s = Idp, ), 0 que mostra que a sequéncia (3.33) cinde. A acdo

de B,,(K) sobre Z" é a seguinte: os geradores o; trocam os geradores f; € fj;1:
Oili=1g;()0i=1i+10; € Ojilj+1=1lg;i+1)0i=1L;0},

enquanto os demais ¢; permanecem inalterados. Os geradores a e b tém permutacdo associada

trivial, entdo a acdo desses geradores sobre os geradores da moldura é trivial, ou seja,
aty =ty a = tra, e bty =ty = tb paratodo k=1,...,n.

Portanto,
FB,(K)=Z7" x B,,(K).

O proximo resultado tem como objetivo descrever a estrutura algébrica do abelianizado do

grupo de trancas emolduradas da garrafa de Klein, FB,, (K).

Proposicao 3.14
Seja n = 2. Entao
(FB,(K)® Z FB,(K)ITo(FB,(K) 2 Z & Z®Z,  Z5.

Demonstracdo. Analisaremos as relacdes dadas na Definicio 3.13 do grupo FB,(IK) em (FB,,(K))%P.
A partir da relacio (3.22) obtemos o; = 0,1 paratodo i = 1,...,n— 2, denotamos a classe desse
elemento por o;. Da relacao (3.25) segue que a% =1. Sabendo que a"f =1, temos da relacao (3.28)
que a® = 1. Da relac3o (3.24) segue que t; = t;,+1 paratodo i =1,...,n, e denotamos a classe desse

elemento por t;. Portanto,

(FB,(M)* = (a,b,t),01|a,bl=la,t;] =la,01] = [bt;] = b0l = [t;,01]=1,a* =c2 =1)

2870 7,®7>.

1k

A seguir, apresentamos um estudo da série central inferior.

Proposicao 3.15
Para n =3, T»(FB,(K)) = ['3(FB,(K)).

Demonstracgdo. Considere a sequencia exata curta

I'>(FB,(K)) FBy(K) p  FByp(K) .
I'3(FBp(K)) I'3(FBp(K)) I'2(FBp(K)) '
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Sabemos pela Proposicao 3.14 que
FBy(K)
[2(FBy(K))
Desejamos mostrar que p € um isomorfismo. Os o; € FB,(K)/I's(FB,(K)) se projetam para o mesmo
elementode FB,(K)/T'»(FB,(K)) paracadai=1,...,n—1, entdo existe ¢c; € I',(FB,,(K))/T'3(FB,(K))

(onde c¢; = 1) talqueo; = cjo;. Projetandoarelacdoo;0;410; = 0410041 €em FB,(K)/T3(FB,(K)),

S7e70790 7.

Vemos que ¢;01Cj+101Ci01 = Ci+101Ci01Ci+101. A partir da definicdo de série central inferior, os

elementos do nucleo de p sao centrais em FB,(K)/T's(FB,(K)), assim

Ci01Ci+101Ci01 =Ci+101Ci01Ci+101 < 010101CiCi+1C; =010101Ci+1CiCj+1
< CiCi+1Ci = Ci+1CiCj+1
< Ci =Ci+1»
isto é, como ¢; =1, obtemos 01 =--- = 0,1 = 0. Temos que o comuta com as classesde ae b

em FB,,(K)/T3(FB,(K)), pois 0 j comuta com a e b (relagdes (3.23) e (3.24)) em FB,(K) se j =2

(estamos usando n = 3).

De forma similar, os tj € FB,(K)/T3(FB,(K)) se projetam para o mesmo elemento em
FB,IT,(FB,(K)) para cada, j =1,...,n, entdo existe d; € I',(FB,(K))/T'3(FB,(K)) (onde d; = 1) tal
que fj = bj ;. Projetando a relagdo ot = tj110; em FB,(K)/I'3(FBy,(K)), vemos que o d;t; =
djs1hoj.Comoojt; =t0;sei>1 (estamos considerando n = 3) e todos os elementos do nucleo

de p sao centrais em FB,(K)/T'3(FB,(K)), segue que
(Tjdjt1=dj+1t10j = djO'jlflzdj+1O'jt1 = dedj+1,

ou seja, como d; =1, tem-se t; =--- =, = t. Temos que que a classe t comuta com a classe de a,
beo;em FB,(K)/T3(FB,(K)), pois atj = tjae bty = tyb paratodo j=1,...,n,e 0,11 = 10, para
todo i =2 em FB,,(T).

Usando as demais relacoes do grupo FB,,(KK) dadas pela Definicao 3.13, temos outras relacoes
em FB,(K)/T3(FB,(K)), como vemos a seguir.

Darelagdo b(o7'boy) = (07 bo ') b, obtemos 0% = 1. Apartirdarelacdo b 'o1a = 01a01b™ oy

segue que b~ 'a=ab '0?, e como ¢? = 1 temos que ab = ba. Da relacio

ba ‘b lal= 0102---0?1_1---0201

2

vemos que a2 = g?"~1 sendo 0 = 1 obtemos a? = 1.

Desta forma,

FBy(K)

T (FB.GK) (a,b,t,0 | [a,b] = [a,t] = [a,0] = [b,t] = [b,o] = [t,0] = 1,a* =0* = 1)

1

207 ®7y® 7>,

e, portanto, o homomorfismo sobrejetor p é de fato umisomorfismo, assim, I', (F B, (K)) = I's(F B, (K)).
O
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Encerramos esta secdo com o calculo do centro do grupo de trancas emolduradas da garrafa
de Klein FB,,(K).

Teorema 3.16
Seja n>2. Entdo Z(FB,(K)) = Z[0] ® ((by---b1)*) ZZ[0]®Z,onde O = 11 -+~ .

Demonstracdo. Seja z € Z(FB,(K)). Podemos escrevé-lo como
z=1"6"t,"p,
com feB,([K)ex;eZ parai=1,...,n. Note que
ztj=t" ety Bty =61 1 (B NP
Para que tenhamos a igualdade zt; = t;z, € necessario que

ﬁtjﬁ_1=tj, paratodo j=1,...,n,

Vamos verificar sob quais condicées 0;z = zo;. Sabemos que o; troca t; e t;;1 e deixa os

demais fixos. Assim, o (¢ t;*)o !t = £ 1"

i i+l i i+1°
X; = Xj41. Issovale paratodo i =1,...,n—-1,l0g0 x; = X, =+ = x,, = x. Temos ainda que af; = tja

mas para que seja igual a tfl' tffll, é necessario que

e btj=tjbparatodo j=1,...,n,

Portanto, z=(t1--- t;,)* (b, - - bl)Zk. Concluimos que

Z(FB,(K)) = Z[0] @ {(by---b))*) = Z[0] & Z.

3.5 Os grupos de trancas emolduradas de superficies orientaveis e

de superficies orientaveis finitamente perfuradas

Nesta secao, introduziremos os grupos de trancas emolduradas associados a superficies orien-
taveis. Seja Mg uma superficie orientavel fechada de género g > 2. O grupo de trancas emolduradas
em M, com n cordas, denotado por FB,(My), € definido como uma generalizacdo do grupo de

trancas de superficies orientaveis B, (My).

Mais geralmente, se considerarmos a superficie My ,,, obtida a partir de M, pela remogao
de p pontos distintos, teremos o grupo de trancas emolduradas em superficies orientaveis finita-
mente perfuradas, denotado por FB, (Mg, ). Este grupo também pode ser interpretado como uma

generalizacao do grupo de trancas de superficies orientaveis finitamente perfuradas B, (Mg ).

A partir dos geradores do grupo de trancas de superficies orientaveis, ilustrados na Figura 11,

podemos construir o grupo de trangas emolduradas adicionando um novo conjunto de geradores.
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Mais precisamente, acrescentamos n geradores, denotados por ¢, j =1,..., n, cada um responsavel

por gerar a moldura da j-ésima corda da tranca.

Desta forma, trazemos a seguir uma apresentacao para o grupo de trancas emolduradas de

superficies orientaveis.

Definicao 3.17
Sejam g,n€ Z,comn=1e g =2. O grupo de trancas emolduradas da superficie Mg, FB,(Mj),
€ o grupo gerado por 01,02,...,0,-1, 41, a,...,4g, b1,b2,...,bg, 11,13,..., I, com as relacbes do

Teorema 1.33 e relacdes adicionais

tity = Ixt; paratodo jk=1,...,n, (3.34)
li+1, se j=i+l,
oitio;! = se j=1i, (3.35)
tj, se j#AILI+],
at, = tra, l1<r<g, k=1,...,n, (3.36)
bty = tyby 1<r<g k=1,...,n. (3.37)

A partir da Definicdo 3.17, vemos que o grupo FB;, (M) é um produto semidireta do grupo

B, (Myg) pelo grupo abeliano livre de posto 2, Z", como pode ser ratificado no préximo resultado.

Teorema 3.18
Seja n = 2. Entdo FB,(Mg) = Z" x B,(My), g = 2.

Demonstracdo. Definamos : FBy,(Mg) — B, (M) definido por n(o;) = 0, n(a;) = ar, n(by) = by

en(t)) =1.

Pelas relacoes dadas no Definicao 3.17, & € bem definido e é sobrejetor, pois o;, a,, by geram
B, (Myg). Note ainda que Ker () = (f1,..., ;) = Z". Desta Forma, obtemos a seguinte sequéncia exta

curta
1— Z" — FB,(Mg) — B,(Mg) — 1. (3.38)

As relagdes (3.35) mostram que a conjugacao pelos geradores o; permuta os geradores ¢; trocando
t; com t;4 e fixando os demais, enquanto as relacoes (3.36) e (3.37) mostram que a, e b, atuam
trivialmente sobre os ¢;, pois a permutacao associada aos geradores a, e b, € a trivial. Portanto a
conjugacao em FB,(M,) define uma acdo do grupo B, (M) no grupo Z", onde cada o; atua pela
permutacdo das coordenadas i e i + 1, enquanto cada a,, b, age como a identidade em Z", pois a

permutacdo associada a esses geradores é trivial.
Para ver que a sequéncia em (3.38) cinde, note que a inclusdo s: B, (Mg) — FB,(Mj) definida
por s(g;) = 0y, s(ar) = ar, s(by) = by € uma secdo para a sequéncia (3.38), pois wo s = Idg, m,)-

Portanto, concluimos que FB;,(Mg) = Z" x B,,(Mg).
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]

Para o caso de superficies orientaveis finitamente perfuradas, temos a seguinte apresentacao.

Definicao 3.19
Sejam g,n,p € Z, com g, n, p = 1. O grupo de trancas emolduradas da superficie Mg ,,, FB,, (Mg ;), €
o grupo gerado por 01,02,...,0,-1, 41,2,...,4g, b1,b2,...,bg, 21,22,...,2p-1, 11, 12, ..., [y, COM aS

relacdes do Teorema 1.34 e relacoes adicionais

tity, = 1txt; paratodo j,k=1,...,n, (3.39)
tivl, se j=i+l1,
oitjio;' = g, se j=i, (3.40)
tj, se jAILI+],
artj = tjar 1=r<g, j=1,...,n, (3.41)
bytj = tib, 1=<r<g, j=1,...,n, (3.42)
zjtj = tjzj j=1,..,p-1,j=1,...,n. (3.43)

Assim como o grupo FB;(Mg), vemos que o grupo FB, (M ,) € um produto semidireto do

grupo B, (Mg ;) pelo grupo abeliano livre de posto n, Z", comprovado no resultado a seguir.

Teorema 3.20
Seja n = 2. Entao FBy (Mg p) = AL Bn(Mg ), & p=1.

Demonstracdo. A prova é similar a prova do Teorema 3.18. ]

3.6 Osgrupos de trancas emolduradas de superficies ndo orientaveis

e de superficies nao orientaveis finitamente perfuradas

Nesta secao, introduziremos os grupos de trancas emolduradas associados a superficies nao

orientaveis.

Seja Ny uma superficie ndo orientavel fechada de género g = 3. O grupo de trancas emoldura-
das em N com n cordas, denotado por FB,,(Ny), € definido como uma generalizagao do grupo de

trancas em superficies ndo orientaveis B, (Ng).

De modo mais geral, ao considerarmos a superficie Ng ,, g, p = 1, obtida a partir de Ng
pela remocao de p pontos distintos, teremos o grupo de trancas emolduradas em superficies
nao orientaveis finitamente perfuradas, denotado por FB;,(Ng, ;). Este grupo também pode ser
interpretado como uma generalizagao do grupo de trancas B, (N, ;) definido para superficies ndo

orientaveis com um numero finito perfuracoes.
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A partir dos geradores do grupo de trancas de superficies ndo orientaveis, ilustrados na Figura 13,
podemos construir o grupo de trancas emolduradas mediante a adicdo de um novo conjunto de
geradores. Especificamente, introduzimos n geradores adicionais, denotados por ¢;, j = 1,...,n,

sendo que cada um representa o gerador da moldura da j-ésima corda da tranca.

Definicao 3.21
Sejam g,n€ Z,comn=1e g =3. O grupo de trancas emolduradas da superficie Ng, FB,,(Ny), €
0 grupo gerado por 01,072,...,0,-1, 41, Q2,...,4g, I1, I2,..., I, cOM as relacées do Teorema 1.35 e

relacoes adicionais

Lity, = Ikt (3.44)
tivi, se j=I,
O'iliji_l = ti, se j=i+], (3.45)
tj, se j#Ii+1
aj tjal_l = tj, (3.46)

onde j,k=1,...,n,i=1,...,.n-1el=1,...,8.

A partir da Definicdo 3.21, vemos que o grupo FB,(Ng) € uma extensdo do grupo B, (Ng) pelo

grupo abeliano livre de posto n, Z", como sera evidenciado no resultado a seguir.

Teorema 3.22
Seja n = 2. Entdo FB,(Ng) = Z" x B, (Ng), g = 3.

Demonstracdo. Definamos o homomorfismo 7 : FB,,(Ng) — B, (Ng) por ni(o;) =0, i=1,...,n-1,
nlay)=ap, r=1,...,8,en(t)=1,j=1,...,n.

Pelas relacbes que definem FB;,(Ny) verifica-se que 7 esta bem definido e € sobrejetivo, pois
as imagens dos geradores o; e a, geram B, (Ng). Além disso, temos que Ker(r) = (f1,..., ;) = Z".

Assim obtemos a sequéncia exata curta
1 — 7" — FBy(Ng) = B,(Ng) — 1. (3.47)

A'inclusao s: B, (Ng) — FB,(N) define uma secao para a sequéncia (3.47), pois mo s = idBn(Ng), ou
seja, a sequéncia (3.47) cinde. A acdo por conjugacao de B, (NN,) em Z" é descrita pelas relacbes
(3.45) e (3.46), respectivamente, onde vemos que 0 1;0; "' = ;i) = tix1 € 011107 = lois1) = i,

ea tkar‘l = 14, (k) = L, POis permutacdo associada a cada gerador a, € a trivial. Portanto,
FB,(Ng) = Z" % By(Ny).

]

Para o caso de superficies ndo orientaveis finitamente perfuradas, temos a seguinte apresenta-
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Definicao 3.23
Sejam n,g,p€ Z,com n,g,p = 1. O grupo de trancas emolduradas da superficie Ng ,,, FB;,(Ng ),
€ gerado por 01,02,...,0,-1, a1,02,...,0g,21,22,...,Zp-1, 1, 2,..., Iy, COM as relacbes do Teo-

rema 1.36 e relacoes adicionais

titk = Iktj, (3.48)
Livl, se j=i+1,

oitjio;! = {1 se j=i, (3.49)
t, se j#ii+],

aitja;' = tj, (3.50)

iz =t (3.51)

paraj, k=1,...,n,i=1,...,n-1,l=1,...,g,r=1,...,p—1.

Assim como no caso do grupo FB;(Ng), vemos que o grupo FB;,(Ng,,) € um produto semidi-
reto do grupo B, (N, ) pelo grupo abeliano livre de posto n, Z", como pode ser visto no resultado

a seguir.

Teorema 3.24
Seja n = 2. Entao FBn(Ng,p) =7"x Bn(Ng,p), comg,p=1.

Demonstracdo. A prova é analoga a do Teorema 3.22. ]

3.7 O centro de superficies grandes

Uma questao classica na teoria dos grupos de trancas consiste em determinar a estrutura do
centro desses grupos. Em (CHOW, 1948) provou-se o grupo de trancas classico B,,, definido no plano,
tem centro ciclico infinito para n = 2. Alguns outros grupos de trancas de superficies também tém
centros nao triviais, como o da esfera (ver (GILLETTE; VAN BUSKIRK, 1968)) e plano projetivo (ver (VAN
BUSKIRK, 1966)). Uma superficie compacta M sera chamada grande se M # S?,RP?,D?,T?,S' x I,

faixa de Mobius, ou garrafa de Klein.
Proposicao 3.25 ((PARIS; ROLFSEN, 1999), Proposition 1.6)
Seja M uma superficie compacta grande. Entao, o centro Z(B,,(M)) é um grupo trivial.
A seguir, trazemos um resultado acerca do centro dos grupos de trancas emolduradas em

superficies grandes.

Teorema 3.26

Seja M uma superficie compacta grande. Se n =2, entdao Z(FB,(M)) =Z[0],onde 8 = t; -- - t,,.
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Demonstracdo. Seja FB,,(M) = Z" x B,,(M) o grupo de trancas emolduradas sobre uma superficie

compacta grande M.

Seja z € Z(FB,(M)). Podemos escrever
z=1"1"ty"- B,
com B € B,(M) e x; € Z. Note que
2t =152ty By = 582 1 (B BB
Para que zf; = t;z, devemos ter

ﬁtjﬁ_lztj j=1,...,l’l,

ou seja, f fixa todos os geradores r; por conjugacao. Sendo M uma superficie, os geradores de
superficies do grupo B,,(M) agem trivialmente sobre Z", veja Definicao 3.17 e Definicdo 3.21. Mas a
acao dos geradores de Artin g; sobre Z™ é nio trivial, pois trocam t; e t;,1. Além disso, devemos
ter Bh = hf para todo h € B, (M), ou seja, B € Z(B,,(M)). Pela Proposicao 3.25, Z (B, (M)) € trivial.
Portanto, f=1.

Pelo feito acima, entdo z = £;' £;2-- 1,".

Como supracitado, os geradores de superficies
comutam com os geradores ;. Ademais, vamos verificar sob quais condicéest temos a igual-

dade 0z = zo;. Sabemos que 0;t; = 1;410;, entdo o (¢; ;o = ¢ ¢;i . Porém, para que

i Vi+l i+1°
o t;*)o;t = 1'%}, devemos ter x; = x;41, € como vale para todo i, x; = Xz = -+ = X, = X.
Portanto, z = (t;--- t,)*, ou seja, Z(FB,(M)) ={(t;--- t,)) = Z. ]

De maneira geral, para os grupos de trancas emolduradas de superficies FB,, (M), é percebido

que

Z(FBp(M)) =((t1--- tn)) © Z(Bp(M)) = Z & Z(B,(M)).

Como proposta de estudos futuros acerca dos grupos de trancas emolduradas de superficies
FB,,(M), pretendemos fazer uma comparacao detalhada dos grupos definidos aqui e os grupos
definidos por (BELLINGERI; GERVAIS, 2012). Além disso, fazer uma descricdo do “splitting pro-
blem"(problema da cisdo) para os grupos de trancas puras emolduradas FP,,(M), para qualquer
superficie M, seguindo a resposta dada nos trabalhos (GONCALVES; GUASCHI, 2005), (GONCALVES;
GUASCHI, 2007) e (GONCALVES; GUASCHI et al., 2025) no caso classico. Temos ainda a perspectiva

de estudar a relacdo entre os grupos de trancas emolduradas FB,,(M) e os grupos cristalograficos.
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Capitulo 4

O grupo de trancas virtuais emolduradas FV B,

Neste capitulo, introduzimos o grupo de trancas virtuais emolduradas, uma nova construcao na
literatura matematica, que amplia e generaliza conceitos existentes na teoria de grupos de trancas.
Nosso objetivo é definir formalmente esse grupo, estabelecer seus geradores e relacoes, e investigar

sua estrutura algébrica em profundidade.

Nessa primeira secao, abordaremos o grupo de trancas virtuais, que constitui a base para o
estudo apresentado neste capitulo. A compreensao da estrutura e das propriedades desse grupo é
muito importante, uma vez que o grupo de trancas virtuais emolduradas pode ser visto como uma
generalizacido do grupo de trancas virtuais. Assim, essa primeira secdo tem como objetivo introduzir
os conceitos e resultados necessarios que servirao de suporte para a analise do grupo de trancas

virtuais emolduradas, apresentada na secao seguinte.

4.1 O grupo de trancas virtuais VB,

O grupo de trancas virtuais, denotado por V B,,, foi introduzido por (KAUFFMAN, 1999), como
uma generalizacao do grupo de trancas classico. A motivacao inicial para estudar trancas virtuais

veio do estudo de nés virtuais, que também foram propostos por Kauffman no mesmo periodo.

As trancas virtuais estdo associadas a diagramas que permitem cruzamentos classicos e virtuais,
ampliando as possibilidades e abrindo novas conexdoes com a topologia e a dlgebra. Para mais detalhes,
recomendamos (NANDA; SINGH, 2020) e (KAMADA, 2007). Tal grupo possui uma estrutura que
pode ser caracterizada por meio de geradores e relacoes. A seguir, apresentamos uma forma de
descrever essa estrutura para o grupo V B, e tal apresentacdo pode ser encontrada em (BARDAKOV;
BELLINGERI, 2009).

Definicao 4.1
Seja n = 2. O grupo de trancas virtuais em n cordas, denotado por VB,,, é o grupo gerado por o;
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(geradores classicos) e v; (geradores virtuais), parai=1,2,...,n— 1, com relacbes

oigj = 0jo;, li—jl>1 (4.1)
0i0i+10; = 0410041, i=1,...,n-2 (4.2)
v; o= 1, i=1,.,n-1 (4.3)

vivj = vjv;, li—jl>1 (4.4)
ViVis1Vi = Vi41ViVis1, 1=1,...,n=2 (4.5)
oivj = vjo;, li—-jl>1 (4.6)
ViViz10; = Oip1Vilis1, i=1,...,n—2. (47)

Geometricamente o cruzamento virtual entre as cordas i e i + 1 pode ser visto na Figura 16.

Figura 16 - Cruzamento virtual v;.

O grupo de trancas virtuais, introduzido por (KAUFFMAN, 1999), estende o grupo de trancas
classico ao incorporar cruzamentos virtuais. A partir dessa generalizacdo, em (BARDAKOV, 2004)
definiu-se um subgrupo analogo ao das trancas puras: o grupo das trancas puras virtuais. Esse
subgrupo é formado pelas trancas virtuais que possuem permutacao associada trivial. De acordo
com (BARDAKOV, 2004), a partir da apresentacdo de VB, pode-se definir um homomorfismo
sobrejetivo mp: VB, — S, talque mp(o;) =mp(v;) =s; = (i i+1), paratodo1 <i<n-—1. O nlcleo
Ker (7 p) desse homomorfismo é chamado de grupo das trancas puras virtuais e é denotado por VP,,.
O grupo VP,, € um subgrupo normal de VB,,. Além disso, como VP, NS, =ee VB, =VP,-S,,
entao VB, =VP, X S,.

Consideremos os seguintes elementos de V P,;:

Aijw1 = vio;', i=12,..,n-1,

Aiv,i = Vidiiq1V; =0i_lvi, i=12,....,n-1,
Aij = VjaVja-Vigdiis1 Vi1 Vj2Vjo1, 1<i<j-lsn-1,
Aji = VisVj—2- Vix1di+1,iVis1 - Vj—2Vj-1, 1<i<j-1=<n-1.

Teorema 4.2 ((BARDAKOV, 2004), Theorem 1)

O grupo V P,, admite uma apresentacao com os geradores do tipo {1y ;}, 1 < k # [ < n, e as seguintes
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relacoes:

AijAki = Arihij (4.8)
A idijrij = AijAi ki (4.9)

onde as letras distintas representam indices distintos.

Assim como o nucleo do homomorfismo 7 p foi definido e estudado em (BARDAKOV, 2004),
no trabalho (BARDAKOV; BELLINGERI, 2009) é introduzido e explorado o nucleo de outro homo-
morfismo do grupo de trancas virtuais V B;, no grupo simétrico S,,. Bardakov e Bellingeri definem o
homomorfismo mg: VB,, — S, dado por ng(o;) =1leng(v;))=s;=(ii+1),paratodol<i<n-1.
O nucleo de g é denotado por H,, em (BARDAKOV; BELLINGERI, 2009), mas usualmente é utilizada
a notacido KB,,. Também em (BARDAKOV; BELLINGERI, 2009) é dada uma apresentacio para o grupo

KB;,. O grupo KB, é gerado pelos elementos:

Xii+1 = O

Xi+l,i = ViOili,
Xi,j = Vj-1"""Vi410iVig1°" " Vj-1,
Xji = Vj-1'Vit1ViOiViVit1 " Vj-1,

paral<si<j-1=<n-1.

Proposicao 4.3 ((BARDAKOV; BELLINGERI, 2009), Proposition 17)

O grupo K B,, admite uma apresentacao com geradores {xj ;}, 1 < k # [ < n, e as seguintes relacoes:
XijXk,l = Xk1Xi,j
XikXk,jXik = Xk, jXi,kXk,j»

onde as letras distintas representam indices distintos.

A partir do grupo KB;, € dada uma outra decomposicao do grupo V B;,, como produto semidi-
reto, como afirma o resultado a seguir.
Coroléario 4.4 ((BARDAKOV; BELLINGERI, 2009), Corollary 18)
O grupo VB, éisomorfo a KB, X S;, onde S,, age por permutacao dos indices.

A seguir, apresentamos um resultado importante que evidencia uma distincao fundamental
entre os grupos VP, e KB;,.
Proposicao 4.5 ((BARDAKOV; BELLINGERI, 2009), Proposition 21)

Os grupos VP,, e KB,, nao sao isomorfos para n = 3.

A partir do grupo V B,,, podemos obter outros grupos realizando quocientes ou, equivalente-

mente, adicionando uma relacao a apresentacao de V B,,. Apresentaremos alguns desses grupos.
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O grupo de trancas soldadas (welded) WB,, é obtido adicionando a relacdo o;v; 1 v; =
Viy1Vi0is1, parai=1,2,...,n—2 ao grupo VB,. No Teorema 4.6, é dada uma apresentacao para o
W B,,. Em (DAMIANI, 2017), o grupo W B,, é denotado por LB,,.

Teorema 4.6
O grupo W B,, admite a seguinte apresentacao com geradores 01,02,...,0,-1, V1, V2,...,Vs_1, SUjei-

tos as relacoes

o;0;j = 0jo;, para |i—j[>1 (4.10)
0i0j410; = 0j410i0i4+1, Ppara i=1,2,...,n-2 (4.11)
vivj = vjv;, para |i—j[>1 (4.12)
ViVis1Vi = UViy1ViViy1, Para i=1,2,...,n-2 (4.13)
vi = 1, para i=12,...,n-1 (4.14)

oivj = vjo; para |i—j[>1 (4.15)
ViVit10; = Oj4+1ViVis1, Ppara i=1,2,...,n—2. (4.16)

O grupo W B,, admite outras definicbes equivalentes. Por exemplo, foi mostrado em (FENN; RI-
MANYI; ROURKE, 1997) que o grupo W B,, é isomorfo ao grupo de trancas de permutacio BP,,, o qual
€ um subgrupo do grupo de automorfismos de um grupo livre de posto n, Aut(F,,), e em (DAMIANI,

2017) o grupo W B,, é chamado de grupo de trancas de loop LB;,.

Podemos definir um homomorfismo 7p: WB,, — S,, dado por np(o;) =np(v;) = (i i +1).
O nucleo Ker(zp) é chamado de grupo de trancas soldadas puras e é denotado por WP,,. Uma
apresentacdo para WP,, é dada no Corolario 3.19 em (DAMIANI, 2017). O grupo W P,, é denotado
por PLB,, em (DAMIANI, 2017).

O grupo de trancas irrestrita (unrestricted) virtuais UV B,, pode ser visto como um quociente
do grupo V B,, pelo subgrupo normal gerado pelas relacées v;0;10; =0;110;Vit1 € Vi;10i0j41 =
oi0is1V; parai=1,...,n—2. Na Definicdo 2.3 de (BARDAKOV; BELLINGERI; DAMIANI, 2015) é
dada uma apresentacao para UV B,,. O nucleo do homomorfismo np: UVB,, — S,,, dado por
np(o;) =np(v;) = (i i+1) é chamado de grupo de trancas irrestrita puras virtuais e é denotado por
UV P,,. Uma apresentacdo de UV P,, é dada no Teorema 2.7 de (BARDAKOV; BELLINGERI; DAMIANI,
2015). Os grupos UV B,, e UV P,, sao estudados com mais detalhes em (MAKRI, 2022).

Para os grupos WB,, e UV B, nao podemos definir homomorfismos similares ao homomor-
fismo g : VB,, — S, ja que para uma funcao ser um homomorfismo ela deve respeitar as relacoes

do grupo do seu dominio.

E conhecido para n = 5 que V P,, e KB,, sdo subgrupos caracteristicos de V B,, [ver (BELLINGERI;
PARIS, 2020), Corollary 2.7]. Para menos cordas, (DEKIMPE; GONCALVES; OCAMPO, 2025) completam
o conhecimento acerca dos subgrupos puros que sdo caracteristicos em seus respectivos grupos de

trancas virtuais, como podemos ver no teorema a seguir. Vale lembrar que um subgrupo K de um
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grupo G é um subgrupo caracteristico se ¢ (K) = K para cada automorfismo ¢ de G.

Teorema 4.7 ((DEKIMPE; GONCALVES; OCAMPO, 2025), Theorem 2)

Sejan=2.

(a) O grupo de trancas puras virtuais V P,, é subgrupo caracteristico de VB,, se, e somentese, n=>4e
o grupo KB, € um subgrupo caracteristico do grupo de trancas virtuais VB,, se, e somente se, n = 3.
(b) O grupo de trancas puras soldadas W P,, é subgrupo caracteristico do grupo de trancas soldadas
WB,, se, e somente se, n=3

(c) O grupo de trancas puras virtuais irrestrito UV P,, é subgrupo caracteristico do grupo de trancas

virtuais irrestritos UV B,, se, e somente se, n =3

Para provar o resultado acima, uma das ferramentas utilizadas pelos autores é o resultado
gue enunciaremos a seguir, que também sera utilizado por nés numa versao do Teorema 4.7 para o
caso das trancas virtuais emolduradas, que serao definidas neste capitulo. Recordemos que dois
homomorfismos ¢,y : G — H sao ditos conjugados quando existe h € H tal que w(g) = ho(g)h™!

para todo g € G, e escrevemos ¢ ~. ¥, onde ~. € uma relacdo de equivaléncia.

Teorema 4.8 ((DEKIMPE; GONCALVES; OCAMPO, 2025), Theorem 1)

Sejam G e Q dois grupos. Seja Y o conjunto de todos os homomorfismos sobrejetivos de G para
Q, seja‘¥ =Y / ~, o conjunto de classes de equivaléncia de ) por ~. e seja A um conjunto de
representantes de €. Seja A € A tal que, para todo w € A tal que Ker(w) é isomorfo a Ker(A),

Ker(1) = Ker(w). Entao, Ker(1) € um subgrupo caracteristico de G.

No que tange aos homomorfismos do grupo de trancas virtuais V B;, no grupo simétrico S,,,
usando as apresentacoes de S, e VB,;, vemos que existe um homomorfismo ¢: S;, — VB, que
envia s; para v; paratodo 1 <i < n— 1. Baseados no artigo (BELLINGERI; PARIS, 2020), vamos definir

os automorfismos é41,¢,: VB, — V B,, por
Glo)=viow;  &w)=v;  &o)=0;" &)=
e o homomorfismo vg: Sg — Sg

ve(1) = (1), ve(s1) =(12)(34)(56),  ve(s2) = (23)(15)(46),
ve(s3) = (13)(24)(56),  ve(sa) = (12)(35)(46),  ve(ss5) = (23)(14)(56).

Definicao 4.9
Sejam G e H dois grupos e ¢ um homomorfismo de G em H. Dizemos que y é abeliano se sua

imagem é um subgrupo abeliano de H.

A proposicdo a seguir pode ser deduzido de (ARTIN, 1947a) e (LIN, 2004), e pode ser encontrada
em (BELLINGERI; PARIS, 2020).
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Proposicao 4.10 ((BELLINGERI; PARIS, 2020), Proposition 4.1)

Sejamn,meNtaisque n=5 m=2en=mesejag:S, — S; un homomorfismo. Entao, a
menos de conjugacao, temos uma das seguintes possibilidades:

1- ¢ é abeliano;

2-n=mep=Id;

F-n=m=6ep=vg.

A Proposicao 4.10 acima foi utilizada em (BELLINGERI; PARIS, 2020) para provar um teorema

acerca dos homomorfismos de VB, em S,, paran=5 m=2en=m.

Teorema 4.11 ((BELLINGERI; PARIS, 2020), Theorem 2.3)

Sejamn,meNtalquen=5 m=2en=mesejay: VB, — VB, um homomorfismo. Entao, a
menos de conjugacao, uma das seguintes possibilidades é valida:

1- ¥ é abeliano;

2-n=meye{long, Lonp};

3-n=m=6eyWeflovgomp, LOVgTp};

4-n=me '(//E {|dy51y€2»€1°€2} = <€1’€2>‘

Um aspecto importante dentro da teoria do grupo de trancas virtuais que pode ser destacado
¢é o estudo do centro desse grupo. Em (DIES; NICAS, 2014) estuda-se o centro do grupo de trancas

virtuais.

Teorema 4.12 ((DIES; NICAS, 2014), Theorem 11)

Para n =2, o centro de VB,, é trivial.

O resultado sobre a trivialidade do centro do grupo de trancas virtuais revela uma caracteristica
fundamental da estrutura algébrica desse grupo, destacando a auséncia de elementos centrais ndo
triviais que comutem com todos os demais. O mesmo ocorre ao grupo de trancas puras virtuais
como é visto em (DIES; NICAS, 2014).

Teorema 4.13 ((DIES; NICAS, 2014), Theorem 6)

Para n =2, o centro de V P,, é trivial.

4.2 Definicao do grupo de trancas virtuais emolduradas FV B,,

O grupo de trancas virtuais emolduradas sera definido de maneira analoga a abordagem
utilizada por (KO; SMOLINSKY, 1992) na definicdo do grupo de trancas emolduradas. Seguindo
essa linha, daremos uma apresentacao para o grupo de trancas virtuais emolduradas adaptando a
construcao de (KO; SMOLINSKY, 1992) para o contexto das trancas virtuais, de forma a garantir uma

generalizagcao consistente e bem fundamentada.
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Definicao 4.14
Seja n = 2. O grupo de trancas virtuais emolduradas FVB,, é o grupo gerado por ¢1,...,0,_1,

Uly..oy Un_1,11,..., Iy com relacoes (4.1)-(4.7) e relacdes adicionais

titj = tjt; paratodo i,j, (4.17)

Nkti = IyNio (4.18)

onde ni € {oy, vk}, parai,j=1,2,....,nek=1,2,...,n—1.

Seja o grupo simétrico S;, agindo sobre {1,2,...,n}. Seja a projecao n: VB,, — S,, definida por
n(o;)=n(v;) =s;,i=1,2,...,n—1. O grupo de trancas virtuais V B,, atua no conjunto {1,2,...,n} a
partir do homomorfismo 7, ou seja, n(i) = (1) (i), n € VBy,. Por convencao, (ny)(i) = y(n(i)). Assim,

definimos o grupo de trancas virtuais emolduradas como
FVB,=7"xVB,,
onde a acdo de VB, em Z" é dada pela permutacao dos indices

n(a) = (ayy,...,anm)) M€ VBy).

Na notacdo acima, a acdo de VB,, em Z" é dada pela formula multiplicativa

a a a
Ny = 0" " " (e VBy).

Qualquer palavra em FV B,, se divide, por construcao, na parte da moldura e na parte de tranca. Ou

seja, pode ser escrito na forma
112ty - B, onde a;€Z, PeVB,,.
A multiplicacdo e o inverso em FV B,, sdo definidos usando a acdo de VB,, em Z" como segue

b b a+b ap+b
(l-lal_..tzn_ﬁ)(tll_._tnn_,)/):: tll ﬁ(l)"'tn ﬁ(l’l)_

By

a -1 “Ag-1a) A1 “Ap-1(n) -1
(10 gty = 70 L g,

Note agora que em FV B,, os t;'s podem ser deduzidos de t;, definindo por exemplo:
li= 7]i—1"'771t1ﬂfl"'17;_11, (4.19)

onde,paracadai=1,...,n—-1,n;€{o;,v;}.
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Proposicao 4.15
Sejan = 2. Ogrupo FV B, temuma apresentacao reduzida com geradores t1,01,...,05-1, V1,.++, Vn—1,

e relacoes (4.1)-(4.7) e relacdes adicionais:

nnj = njt, j>1, (4.20)
nmnny' = mnny'h, (4.21)
nicemanyengt = npheny am e, (4.22)

onde,paracadai=1,...,n—1,n; €{o;,v;}.

Demonstracdo. Por FV B, ser um produto semidireto de VB,, e Z", temos uma apresentacao para
FVB,, comgeradores 01,...,0,-1, V1,...,Un_1, t,..., Iy € relacoes (4.1)-(4.7) para o; e v;, (4.17) para

[ e as seguintes relacées mistas
-1
n; tini =w;, tj),

onde n; € {0, v;}, e w(n;, t;) € uma palavra nos ¢;’s (ver [[JOHNSON, 1997), Corollary 1, Chap. 10]).
Mas é simples ver que essa Ultima familia de relacoes pode ser escrita como a familia de relacoes

constituida pelas relacoes (4.20), (4.22) e

Lit1 se j=1I,
nitin;' =11, se j=i+l, (4.23)
tj, se j#ILi+],

paral<sisn-1,1<j=<n.

A relagdo (4.19) define t; (i = 1) em termos de t; e ;. Assim, obtém-se que FV B,, pode ser
apresentado por t1, 01,...,0,-1, U1,..., Un—1 COM as relacoes (4.20), (4.21), (4.22) e com as relacoes

(4.23), e

Liti =1;t;. (4.24)
Para finalizar a demonstracio da proposicio, precisamos mostrar que as relacoes (4.24) e (4.23) sao
consequéncias das relacoes (4.20), (4.21) e (4.22).

Usando inducao, vemos que (4.24) € uma consequéncia das relacoes (4.20), (4.21) e (4.22).
Assim, se i = 1, € preciso provar que 1 j = fj1; paratodo j. para j =1 é trivial e para j = 2 segue da
relacdo (4.21), pois 1, tm;l = t,. Vamos supor que j = 2. Temos

hitj=tnj- tj—ln}ll =nj-1h tj—ln;ll =nj-1lj-1 tm}fl =1j-1 tj—m}ll h=tjh,
ou seja, i tj = tjf paratodo j.

Agora suponha que a afirmacao seja verdadeira para todo i. Devemos provar que para todo j:

ti+1tj = tjti+1. Usando o mesmo argumento acima, pode-se verificar facilmente que ele se mantém
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para j #i+2.Nocaso j=i+2, tem-se

tis1tics = (n,-tm;l)(nmmtmflnﬁl)
= it nianiting 0,
= Mty G N
= NN BN TG M
= i timitin; ' nin;?
= NNt ;!
= NN LNy NN
= Nianitinian; it
= mianitin; 0 hnitmg
= eanitin; i) mitin; )

= Iliy2li+1-

Finalmente, em (4.23) os casos j =i e j =i+ 1 seguem diretamente da definicdo de ¢;. Para

j < i segue da definicio de t; e da relagdo (4.20). Agora, para o caso j > i+ 1, temos

mitin;' = i mmeanitig nihngma
= njo1e i@ G N N
TRy TIRT Y170 vy PRt R

= tj.

O

Geometricamente, um elemento de FV B;, € uma tranca com cruzamentos classicos e virtuais
em n cordas, com cada corda decorada no topo por um inteiro, sua moldura. Um elemento de 7",
guando esse é visto como um subgrupo de FV B,,, é identificado com a tranca identidade em n
cordas, sendo cada corda decorada pelo inteiro correspondente do elemento. Por outro lado, uma
tranca em V B,,, quando esse é visto como um subgrupo de FV B,,, é entendida como uma tranca
emoldurada com todos os elementos da moldura iguais a zero. Geometricamente, a multiplicacao
no grupo FV B,, é a concatenacao usual em V B,, juntamente com a coleta da moldura de cada corda

para o topo da tranca final. Veja o Exemplo 4.16 para uma ilustracao.

Exemplo 4.16
Considere as trancas virtuais emolduradas ;" ,? t;° - v,0, e tlhl té’z t§3 -01V20. Tem-se o produto
a1+b ax+b as+b
(t{ll tzflz t;s . UIUZ)(tlbl [5)2 tgl?s CO1Vp0) = tll vyap(1) i v102(2) I v102@3) VL0 20| Voo

a1+boy ;1)) A2+ Doy w1 2) A3+ Doy, 3
1 tZ t3

(l1+bg2(2) a2+b02(1) dg+bgz(3)
1 t2 t3 V102010202

= 1 ))'1}10'20'11120'2

=t

a1+b3 ta2+b1 ta3+b2
2 3

= 4 “V1020102009.
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Geometricamente,

a, +bs; a,+ by az; + b,

by by b3
Figura 17 - Multiplicacao das trancas virtuais emolduradas.

Sendo um subgrupo importante, o grupo das trancas puras virtuais emolduradas, denotado
por FV P, é construido de maneira similar a definicdo do grupo das trancas puras emolduradas
apresentada por (NATOV, 1997).

O homomorfismo de grupo np: VB,, — S, talque np(o;) =np(v;) =s;, parai=1,...,n—1,
pode ser estendido para um homomorfismo de grupo wrp: FVB, — S, enviando ¢; para a identi-
dade. Chamamos o nucleo de mrp de grupo de trancas puras virtuais emolduradas e denotamos
por FV P,,.

O grupo das trancas puras virtuais emolduradas é uma extensao do grupo das trancas puras
virtuais V P,, pelo grupo abeliano livre Z". Nessa construcao, cada corda da tranca pura virtual é
associada a um elemento adicional em Z, que representa sua moldura. Essa definicdo permite captu-
rar tanto a estrutura combinatéria das trancas puras virtuais quanto a nova informacao introduzida
pelas molduras, proporcionando uma descricao algébrica completa do grupo. Como as trancas puras
virtuais tém permutacao associada trivial, entdo as mesmas comutam com os geradores da moldura.

Desta maneira, tem-se que o grupo de trancas puras virtuais emolduradas FV P,, é definido por
FVP,=7"&VP,,

onde Z'" representa o grupo abeliano livre associado as torcoes das cordas, e VP, é o grupo de
trancas puras virtuais em n cordas, que incorpora cruzamentos virtuais e segue as relacoées do grupo
de trancas puras virtuais.

Em se tratando das operacoes em FV P, para quaisquer dois elementos t{“ tzkz--- t',i” -Be

n

my
lt

6"ty 1" -y em FV Py, tem-se

kK kn n kitmpa) katmpa)  Kkntmpe
(tlltgz"'tn .ﬂ)([lmltzmz...t’T ) = 4 ﬁltz pe R pln - By

—_  +my kot+my kn+m
= 1 t, co gt By

pois como B € VP,, a sua permutacao associada é trivial. Isso mostra que a multiplicacao de
elementos de FV P,, corresponde a multiplicacdo em V P,, e a adicdo em Z", o que é caracteristico

em um produto direto.
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Teorema 4.17
O grupo FV P, admite uma apresentacao com geradores {Ar;}, 1<k #1l<mn, t;,,...,t,, € as

relacoes definidoras

AijAei = Akidij, (4.25)
Ak,idijAij = A jAjAk, i (4.26)
Lt = it (4.27)

Aiti = Lidg. (4.28)

Demonstracdo. A partir do Teorema 4.2 vemos que o grupo VP, tem uma apresentacdo com

geradores {1y}, 1 < k # I < n, sujeitos as relagoes

AijAki = Akidij,
A’k,llk,jﬂ’l,] = //‘“l,]A’k,]Ak,l'

Por outro lado, temos que 2" =1y, fo,..., [, | [£;, £j]=1 paratodo 1<i<j<n).

Como o grupo FV P,, é um produto direto dos grupos Z" e VP,,, a apresentacdo de FVP,, é
dada pelos geradores t, f,..., ty, {Ak1}, 1 < k #1 < n, com as relagbes de Z" e VP, e a familia de
relacoes de comutatividade entre os geradores de 72" e V P,, (ver [[JOHNSON, 1997), Proposition 4,
Chap. 4]). O

Anélogo ao feito com o homomorfismo 7 p, o homomorfismo de grupo ng: VB, — S, tal
que (o) =1leng(v;) =s;,i=1,...,n—1 pode ser estendido para um homomorfismo de grupo
nwrk: FVB, — Sy enviando t; para a identidade, j = 1,...,n. Denotamos o nucleo de mrg por
FKB,;,. O nucleo do homomorfismo mgg apresenta uma estrutura de produto semidireto como

aponta o proximo resultado.

Teorema 4.18

Seja n=2. O grupo FKB,, é isomorfo ao produto semidireto Z" x KB,,.

Demonstracdo. Seja npx: FVB, — S, o homomorfismo definido por npx(o;) =1,1<i<n-1,

mrx(w)) =si, 1<sisn-l,enpg(tj))=1,1<j<n.

Note que os elementos 13, ..., t; pertencem ao Ker(nrg). Temos aindaqueo;, 1<i<n-1,
também pertencem ao nlcleo de nrk €, além disso, os conjugados de g; pelos v;, 1<i<n-1,
que sao Xi,i+1 = O, Xj+1,i = ViOiVi, Xj,j = Vj-1*"Vi+10Vi41°*Vj-1, para 1<i< ] -1<n-1,
Xji=UVj-1°"Vi41Vi0;ViViy1-+-Vj_1,paral < i< j—1=<n-1, estdo no nicleo de g, onde esses
elementos geram KB,,. Logo, os subgrupos Z" = ({t1,..., t;) € KB,, estdo contidos em Ker(mgg),
entdo Z" - KB, < Ker(rgk). Agora, Seja g € Ker(m k). Como Ker(npg) c FVB, e FVB, 27" x VB,
podemos escrever g = tl‘“ -ta" B, B € VB,. Note que os elementos tj pertencem ao nucleo de

npk, 10go mpk(8) = ek (" -+~ ty" B) = mpk (B). Como g € Ker(mpk), segue que mpx(g) =1, isto &,
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nrx(B) = 1. Assim € Ker(mpklvp,) = KBy, ou seja, g € 2" - KBy,. Entao, Ker(nrx) € 2" - KB, e,

portanto, Ker(mgx) = 2" - KB,,.

Ademais, os subgrupos Z" e KB, tém intersecao trivial. Com efeito, os ¢; ndo aparecem
nas expressoes dos elementos de KB;,, os elementos KB;, sdo palavras apenas nos g; e v;, logo
Z"N KBy, = {1}.

Finalmente, os elementos de KB,, agem em Z" por permutacao dos indices. Sabendo que

Xii+1 =0; € Xj41,; = V;0;V;, utilizando as relagdes o;t; = t;110; e v;t; = t;1 1 v; Observe que

Xii+1ti =0t = 1;110; = tj+1Xi,i+1,

Xii+1li+1 =0iliy1 = 0O = i X} i+1,

Xii+1tj=0ilj=1jo;=tjX;+1,para j#i,i+1,

Xi+1,ili = ViOiVil; = Vi0lj1V; = Vi [;0;V; = L;11 V0 V; = lj4+1X]i+1,

Xi+1,iti+1 = ViOVili+1 = VjOiljV; = Vilj+10iV; = [jV;0; Vi = [ X{ j+1,

Xi+1,ilj = Vio;Vjlj = ljVi0;V; = [j X +1, Para J#ELI+1.

Para os elementos x;,j € x;;, fixando i e fazendo j =i +2,i+3,..., n, utilizando as relagdes do
grupo FV B, temos

Xijti = [rljXij,
Xijti = [liXij,
Xijty = IxX;j, para k#i,],

e 0 mesmo acontece com o elemento x;,;. Assim,
t; se k=],
XijteXp; = A t; se k=i,
tx se k#i,j.

Portanto, FKB,, = 7" x KB,,. O

Teorema 4.19

O grupo FKB,, admite uma apresentacao com geradores 1, l»,..., ty, {xk,l [1=sk#l< n} e as
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relagdes definidoras

XijXkl = XkiXi,j (4.29)
Xi kXK, jXik = Xk jXikXk,j» (4.30)
titj = tjt, (4.31)
L se k=j,
Xi,j th;} = tj se k=i, (4.32)

tx se k#i,j.

Demonstracdo. Pelo Teorema 4.18 segue que FKB,, = 7" x KB,,. Dessa forma, (ver [(JOHNSON,
1997), Corollary 1, Chap. 10]), o grupo FKB,, admite uma apresentacdo com geradores ti,..., I,

{xr1}, 1 = k # 1 < n, sujeitos as relacdes

Xi,j Xkl = Xk,1Xi,j
XikXk,jXik = Xk, jXikXk,j
Litj = L,
t; se k=j,
Xi,j thi_dl- = tj se k=i,
tr se k#1,],
como queriamos. O

Para analisar a estrutura dos grupos FV P,, e FKB,, e demonstrar que eles ndo sdo isomorfos
para n = 2, é necessario primeiramente estabelecer um resultado auxiliar que sera essencial na
demonstracdo. Considerando G grupo, vale lembrar que utilizamos a notacdo G*? para denotar o
abelianizado do grupo G.

Lema 4.20
(i) Se os grupos G e H sao isomorfos, entio G é isomorfo a H?,
(i) Sejam H e K grupos. Se G = H@® K, entio G* = H ¢ Kb,

Demonstracdo. i) Como os grupos G e H sdo isomorfos, entdo existe um isomorfismo ¢: G— H.
Assim, temos que ¢ leva comutadores de G em comutadores de H, pois tendo ¢(G) = H, obtemos
@[T2(G)) =T2(p(G)) =T2(H).

Defina ¢: G* = G/T2(G) — H/IT(H) = H tal que 9(gT2(G)) = p(g)T2(H).

Note que ¢ estda bem definido. Temos que garantir que se g1I2(G) = gI2(G),
entdo p(g1T2(G) = p(g2T'2(G)), ou seja, se g7 ' g2 € T2(G), entdo ¢(g1) 1 p(g2) € T2(H). Com efeito,

se g7 €T2(G), entdo ¢(g7 ' 82) = p(g1) (&) € T2(H), logo ¢(g1)T2(H) = ¢(g2)T2(H), ou seja,
P(g112(G)) = p(g2I'2(G)).
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Sejam g1, g2 € G. Usando que ¢ € um homomorfismo, temos

P(g112(G) - 2I2(G)) = @P(g182I'2(G) = p(g182)T2(H) = p(g1)p(g2)T2(H)
= @(g)2(H) - p(g)l2(H) =p(g1I2(G) - p(gI2(G)),

ou seja, ¢ € um homomorfismo.

Para a injetividade de ¢, devemos mostrar que Ker(p) € trivial. Temos que
Ker(p) = {gI'2(G) € G | @(gl2(G)) = T'x(H)}. Porém, @(gl>2(H)) = @(g)2(H) = I'2(H) se, e
somente se, ¢(g) € I'2(H). Como ¢ é um isomorfismo, g € <p‘1(1“2(H)) =TI'»(G). Dessa forma,

gl'2(G) =T'2(G) e, assim, Ker(p) = {I'2(G)}, ou seja, o nucleo é trivial.

Para a sobrejetividade, seja hI'»(H) € H*. Como ¢ é sobrejetiva, existe g € G tal que ¢(g) = h.
Entdo ¢(gl'2(G)) = p(g)T2(H) = hI'2(H). Logo, ¢ é sobrejetiva.

Portanto, ¢ € um isomorfismo.

ii) Seja G= Ho K. Sejam (hy, k1), (hy, ky) € H® K. Assim,

(hy, k) (o, ko) (hy, k1) 7 (o, ko) ™1 = (hy, k) (ho, Keo) (R kD (B Y )
(hihohi ;Y ko kT i) = [, ), (K, k)],

[(h1, k1), (B2, k)]

ou seja, I',(G) =T'»2(H) @ T'2(K). Logo, como o subgrupo comutador € um subgrupo normal, segue

que
GIT2(G)=HeK/Ty(H)eT'2(K) = (H/T2(H)) & (K/T,(K)),

isto é, G = H% ¢ K% como queriamos. O

Com base no Lema 4.20, vamos provar o resultado a seguir que estabelece que os grupos

FV P, e FKB; nao sao isomorfos para n = 2.

Teorema 4.21

Os grupos FV P, e FKB;, nao sao isomorfos para n = 2.

Demonstracao. Para mostrar que os grupos FV P, e FKB,, nao sao isomorfos para n = 2, basta

comparar seus abelianizados.

Inicialmente, vamos analisar o abelianizado do grupo FV P,, para n = 2. Sabe-se que FV P, =
Z ® VP, entdo pelo Lema 4.20, item (ii), (FVP,)% = (z™)* & (V P,)??. Temos (V P,)* = z"n-D
(ver [(BARDAKOV; BELLINGERI, 2009), Proposition 21]). Como (Z")% = 7", entio (FV P,)% = YA

Agora, iremos analisar o abelianizado do grupo FKB,,. Para n = 2, temos que FKB, tem
geradores 11, f, X1 2 € X2,1 € da relagdo x; 21 = 2 X),2 no quociente FKB,/T'2(FKB,) tem-se t) = 1,

e, assim, FKB,/T'x(FKBy) = Z & Z & Z. Para n = 3, considerando a apresentacao de FKB,, dada no



4.3. Ocentrode FVB,, 93

Teorema 4.3, no quociente FKBs/T'>2(FKBs), as relagbes que sdo do tipo x; x = x,; com indices

distintos e x; jx ; = xi,x;,j para todo indice, obtemos

X1,2 = X2,3 = X3,1
X1,3 = X3,2 = X2,1,
e das relagdes x1,211 X = fx € Xp 312X, 3 = I3 N0 quociente FK B3/T'»(FKB3), obtemos 1 = 1 = t3 e,

portanto. FKB3/T',(FKB3) éisomorfoaZe&Z&Z. Agora, para n = 4, no quociente FKB;,/T'»2(FKB,,),

dados dois elementos x; ; e xi ; temos os seguintes casos:

i) Se j =kei#l, apartir darelacdo x; jx;x;; = xj1x; jxj; deduz-se que x;; = x;; em
FKB,/T'2(FKB;).

ii) Se j# kei=1I, concluimos como acima que xi ; = x;,; em FKB,/T'2(FKB,).

iii) Se j=1ei=k, entdo existe 1 =m < ndistinto de j e Il tal que xx ; = Xj i = Xk = Xi,; €M
FKB,/T>(FKB,).

iv) Se i # k e j = [, procedemos como no caso anterior e obtemos que x;; = Xk,j em
FKB,;,/T5(FKBy,).

v) Se i, j, k, [ sao distintos, usando o elemento x;j  fica claro que x; j = xx,; em FKB,,/T'2(FKBy,).

vi) Finalmente, se i =1 e j =k, escolnemos 1 < m, p < n distintos de i e j e obtemos a seguinte

sequéncia de identidades:
Xi,j = Xjm = Xm,p = Xp,j = Xj,i

validaem FKB,,/T>(FKB;,).

Além disso, a partir da relacdo 4.32 no quociente FKB,,/T3(FKB,,) obtemos t; =, =--- = t,,. Logo,
paran=4, FKB,/I'2(FKB,) =7 &Z.

Portanto, como os abelianizados de FV P,, e FKB;, nao sao isomorfos para n = 3, segue pelo

Lema 4.20, item (i) que FV P, e FKB,, ndo sao isomorfos para n =3, como queriamos. O

4.3 Ocentrode FVB,

Nesta secao, exploraremos o centro do grupo de trancas virtuais emolduradas e do grupo
de trancas puras virtuais emolduradas. A analise sera conduzida com base nos resultados previa-
mente discutidos para o centro do grupo de trancas virtuais e do grupo de trancas puras virtuais,

estabelecendo conexoes e estendendo as conclusoes para os casos emoldurados.

Proposicao 4.22
Se n=2,entdo Z(FVP,) =7Z".
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Demonstracédo. Temos que FV P, =7" & V P, entdo
Z(FVP)=ZZ7"eVP,)=ZZ"eZ(VP,)=7"{1}=7".

]

O teorema a seguir caracteriza a estrutura do centro do grupo de trancas virtuais emolduradas,

estendendo o estudo do grupo de trancas virtuais.

Teorema 4.23
Se n=3,entdo Z(FVB,)=Z[0],onde 8 =1 t.

Demonstracdo. Considere a sequéncia exata curta
1 — FVP,— FVB, — §,, — 1.

Sabe-se que para n = 3, tem-se Z(S;,) = {1}. Pelo Lema 2.3 conclui-se que n(Z(FV B,;)) c Z(S,,),
entdo Z(FVB,) c FVP, e, assim, Z(FVB,) c Z(FVP,) = Z".

A seguir, analisaremos quais sdo os elementos de Z"* que comutam com os do grupo FV B,,.
A partir da demonstracao do Teorema 2.5, tem-se que f1 -+, € Z" comuta com f;,0; € FVBy,
parai=1,...,ne j=1,...,n—1,onde os t;'s sdo os geradores de Z". De forma analoga ao feito no
Teorema 2.5, podemos concluir que #1 % -+ £, € Z"™ comuta com vj para j=1,...,n—1. Desta forma,
hity---t, € Z(FVBy).

Afirmamos que Z(FVB;) = Z, onde Z é gerado pelo produto t;1,---t,. Com efeito, note
que Z c Z(FV By), pois t1 t»--- t, comuta com os geradores de FVB,,. Agora, seja o € Z(FV By,).
Como Z(FVB,) c Z", entdo a = t;' t,? - ,,". Devemos mostrar que ;" £, --- t," pertence a copia
de Z gerada por 111, £, €, para isso, precisamos que x; = x» = --- = X, € dai concluiremos que
a € Z e, consequentemente, Z(FV B,,) c Z. De forma analoga ao feito no Teorema 2.5, segue que

X1 =X =--- = X, € concluimos que £;" £, --- £;;" pertence a copia de Z gerada por t1t;--- L.

Portanto, Z(FVB,;) = Z[0]. ]

4.4 Homomorfismosde FVB,em S, e VB,

Dedicamo-nos nesta secao ao estudo dos homomorfismos entre o grupo de trancas virtuais
emolduradas e outros grupos de relevancia na teoria de trancas. Em particular, investigaremos os
homomorfismos do FV B;, no grupo simétrico e no grupo de trancas virtuais. Lembremos a existéncia
de um homomorfismo de inclusdo natural ¢: S,, — FV B,,, de forma que i(s;) = v;, 0 qual estabelece

uma importante relacao entre essas estruturas algébricas.

Nosso primeiro resultado estabelece, a menos de conjugacao, os homomorfismos entre FV B,

e S;,,. Recordemos que o homomorfismmo vg foi definido na Secao 4.1, pagina 73.
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Teorema 4.24

Sejamn=5ey: FVB, — S, um homomorfismo. Entdo, a menos conjugacao, uma das seguintes
possibilidades ocorre.

i) v € {mpp, Tk},

iln=6eye{veompp,veompk}.

Demonstracdo. i) Seja n=5. Suponha que yot: S, — S,. Pela Proposicdo 4.10, ¥ (v;) = w((s;)) =
si paratodo i =1,...,n—1. Darelagdo oy v; = v;o, [ =3, temos y(o1) =y (v;o1v; ") = sip(o1)s; ',
isto é, (o) esta no centralizador (s3,...,s,-1) em Sy, que éigual a (s;) = {1, s;}. Desta forma, temos
duas possibilidades para w(o1): w(o1) =1 ou y(o,) = 1.

Sew(o1)=1,darelacdo 0;0;4+10; =0;+10;0;+1, podemos concluir que y(o;) = 1.

Se w(o1) = s1, vamos mostrar por indugao que y(o;) = s;. Com efeito, para i = 1 o resultado é
valido. Suponhaque i =2 e y(0;_1) = s;j—1. Seja w(o,) = s;. Demonstraremos, por inducao sobre 7,
que w(o;) = s; paratodo i = 1. O caso i = 1 é imediato. Suponha agora que i =2 e que a hipotese
indutiva v (o;_;) = s;j_1 seja verdadeira. Da relacao v;_ v;0;-1 = 0;v;_1Vv;, Segue que

-1 -1
O;=0Vi1Vi0;i1 vi Vi

Aplicando o homomorfismo ¥ a ambos os lados e utilizando a hipétese indutiva, obtemos

w(o) =y )W) siow ) Ty wio) ™

Substituindo as imagens conhecidas de y(v;), a expressao anterior se reduz a conjugacéo de s;_;

por s;_1s;, isto é,

W(0i) = S$i—15iSi-15iSi—1 = Si—15i-15iSi-1S8i-1 = Si.

Por outro lado, da relacao v;t; = tyv; para i > 1, aplicando v, vemos que w(t;) comuta
com cada v (v;) = s;, ou seja, w(t;) pertence ao centralizador de (s,...,s,-1) em S,. Como esse

centralizador é trivial, concluimos que w(t;) = 1.

Se y(t)) =1, entdo w(t;) = 1. Para i = 2 darelacédo v, ) = f,v1, quando aplicada ¥, mostra

que v (t;) € um conjugado de w(t;) por y(v;). Como y(t;) = 1, obtemos () = 1.

De forma geral, suponhamos para algum k, com 2 < k < n—-1, que w(t;) = 1. A relacao
Uk tr = tr+1 Vg garante que v (fr+1) € conjugado de w(¢x) por w(vg). Mas, como () = 1, concluimos
que ¥ (tx+1) também é 1. Dessa maneira, por indugao, todos os 1 (¢;) sao iguais a 1, como queriamos
mostrar.

Portanto, concluimos que y(v;) = s;, w(fj)) =ley(o;)=s;ouy(o;)=1,paral<i<n-1le
l=j=n.
ii) Suponha n = 6. Pelo Teorema 4.10 segue que ¥ ot = vg. Entao vgl oot =Id. Pelo caso i), temos

-1 _ -1 _ _ _
Vg OY =TEp OU Vg oY =Tk €, portanto, ¢ = vgopp OU Y = Vg O K.

]
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Os homomorfismos do grupo de trancas virtuais emolduradas para o grupo de trancas virtuais
revelam compreensao sobre como os geradores e relacoes no primeiro grupo se traduzem no
segundo, preservando a estrutura algébrica. O resultado a seguir estabelece explicitamente a
existéncia, a construcao e as propriedades principais desses homomorfismos. Seja 0 homomorfismo

7: VB, — FVB,talquet(o;)=0;et(v;))=v;,i=1,...,n—1.

Teorema 4.25
Sejam n=5,n#6,e v: FVB, — VB, um homomorfismo. Entdo, a menos de conjugacao, temos

uma das seguintes possibilidades:

1L ylo)=yw)=v; e vy(t)=1,

2. yw)=v;, e ylo)=y(=1,

3. w(oi)=0;, yww)=v; e ywl(t)=1,

4. y(o)) =vioiv;, ww)=v; e yw(t)=1,

5. yo)=0;', ww)=v; e wt)=1,

6. wo)=vioy'v;, yw)=v; e wt)=1,
parai=12,...,.n-1ej=1,2,...,n.

Demonstracdo. Sejan =5, n+# 6. Noteque ¢ =yot: VB, — VB, € um homomorfismo. Portanto,

pelo Teorema 4.11 temos que @ € {tomp, tomg}tou @ € {ld, &1, &2, &1 0&0).

Inicialmente, vamos considerar ¢ € {tomp, tomg}. Para ¢ =1omp, temos
(o) =y((o;)=tomp(o;) =1(s;) = v; e () =y (vy) =tomp(v;) = 1(s;) = v;.
Darelacdo o;t; = to; para i > 1, temos que
y(t) =y e)ytwo) " = vt

ou seja, Y (t;) pertence ao centralizador de (v, vs,...,v,—-1) em VB, que é {ld}. Portanto, y(t;) = 1.
Da relagdo o111 = f,0, segue que y(#z) = 1. De forma indutiva, concluimos y(¢;) =1 para j =
1,2,...,n.

Agora, vamos considerar ¢ = 1o mg. Entao
y(oi)=y((o;) =tomk(o;)=1(1)=1 e v () =y (vy) =tomk(vy) =u(s;) = v;.

Darelacdo v;f; = fyv; para i > 1, assim como feito acima, temos que ¢(¢;) =1, j=1,2,...,n.

Portanto, w(o;) =y (v;) = v; eu/(tj) =louy(v))=viey(o;) = w(tj) =1,parai=1,2,...,n-1
ej=12,...,n.
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Consideremos agora ¢ € {Id, &1, &2, &1 0&,}. Como em (BELLINGERI; PARIS, 2020), considere
os homomorfismos &1,¢2: VB, — V B, como definidos na Secao 4.1, pagina 73. Entao temos as
seguintes possibilidades: y =yor=Id, y =yor =,y =ywor = o0uy =wor = 0&. Note
que para todas as possibilidades, temos ¢ (v;) = v;, i =1,...,n— 1. Em todas as possibilidades, da

relacdo v;t; = tyv; parai > 1, obtemos
v(t) =y)wt)y) ™ = viwt) vy,

isto &, w(t;) pertence ao centralizador de (vy, v3,...,v,-1) em VB, que é {ld}. Logo, w(f;) = 1. Da
relacdo v, 1) = vy, obtemos w(f,) = 1. Agora, supondo que ¥ (fx) =1 parak=2,...,n—1, vemos

pela relacdo vty = tr+1 Vx que W (tx+1) = 1.

Portanto, temos as seguintes possibilidades

voi)=0;, ww)=v; e w(t)=1,

(o) =viojv;, ww)=v; e y(t)=1,

yo)=07', yw)=v; e y)=1,

wo)=vioy'v, yw)=vi e y)=1,

parai=1,2,...,.n—-1lej=1,2,...,n. O]

4.5 Série central inferior de FVB,,

Uma analise detalhada da série central inferior no grupo de trancas virtuais é dada por (BAR-
DAKOV; BELLINGERI, 2009), que oferece novas perspectivas sobre a extensio das propriedades dos
grupos de trancas classicos para seus analogos virtuais, enriquecendo a compreensao. Recordemos

que a série central inferior de um grupo G é a sequéncia descendente de subgrupos dada por
@G =G e TI'in(G)=1MI(G),Gl para i=1,

onde [G,T';(G)] denota o subgrupo gerado por todos os comutadores [x, y] = x‘ly_lxy, com x €
(G eyed.

Nesta mesma direcdo, direcionamos nosso foco para o estudo da série central inferior do grupo

de trancas virtuais emolduradas.

Proposicao 4.26

Seja FV B,, o grupo de trancas virtuais emolduradas com n = 2. Entdo FV B, é isomorfo a Z? x (Z * Z5).

Demonstracdo. Pela Definicdo 4.14 temos que FV B, = Z? x V B,. Porém, por ((BARDAKOV; BELLIN-
GERI, 2009), Proposition 7) é visto que VB, = Z % Z». Portanto, FV By = 7Z? x (Z * Z5). l
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Apresentamos a seguir a determinacao do abelianizado do grupo de trancas virtuais emoldura-

das.

Proposicao 4.27
Seja n = 2. Entdo o abelianizado de FVB,, éisomorfoaZe Z & Z,.

Demonstracgo. Para encontrarmos o abelianizado de FV B,,, FVB,,/T'»(FV B,,), é suficiente inserir
arelacdo xy = yx para todos os x, y no conjunto gerador. Temos da relacdo (4.18) que ot = ;410

e vitj = ti;1v; se j =i, entdo t; = t;11. Para a relacdo (4.2), temos
0i0i+10{=0i+10i0ij+1 < 0i0i0j1+1=0j4+10i0j+1 < 0;=0j+1.
Para relacdo (4.5), temos

ViVit1Vi = Vi41ViViv1 < ViViViy1 = Viv1ViViy1 < Vi =Vi4l1.

Portanto, FF& ={(t1,01,v1 | [t1,01] =11, 1] = [0, 1] = V> = 1). Note que a classe de 1,
2(FVB,) 1
gera uma copia de Z, a classe de 0, gera uma copia de Z e a classe de v; gera uma cépia de Z5,
FVB, o
fazendo com que T,avEy Seia isomorfoaZeZaeZ,. ]

Abordamos agora a questao que o grupo de trancas virtuais emolduradas nao é residualmente

nilpotente.

Proposicao 4.28

Seja FVB,, com n = 3. Entao o grupo FV B,, nao é residualmente nilpotente.

Demonstracdo. Seja n = 3. Note que o grupo FVB,, contém VB, que é um grupo que nao é
residualmente nilpotente (veja (BARDAKOV; BELLINGERI, 2009), Proposition 7), e como todo subgrupo
de um grupo residualmente nilpotente é residualmente nilpotente, entdo o grupo FVB,, ndo é

residualmente nilpotente. ]

Teorema 4.29
Seja FVBy,, n=4. Entao I';(FVB,) =T'3(FVBy,).

Demonstracdo. Seja n = 4. Considere a seguinte sequéncia exata curta:

I'2(FVBy) FvB, p FVBy, ]
I's(FVBp) I's(FVBp) I'>(FV Bp) '

Pela Proposicao 4.27, temos que o abelianizado de FVB,, é isomorfoa Z & Z & Z, gerados

pelas classes de 11, 01 e v; respectivamente. Assim, temos que todos os #; se projetam em 1, 0; se

projetam em o e v; se projetam em vy por p em %, paraj=1,...,nei=1,...,n-1, entao

L2 (FVBy)

val existir a; € T3(FVB,)’

onde o; =a;o; com a; =1. Ao tomarmos arelacdo 0;0;110; = 0110011
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em FVB,, vemos que a;01a;+101G;01 = G;+1014;01a4;+101. Mas 0s a; sao centrais em %,
entao

aij01a;+1014;01 = A4;+1014;014i+101 < 0101014i0i+10; =01010104;+14;aj+1

< aidiy1a; = aj+1a;04;+1

< a;ajdi+1 = adi+14;4ij+1

< a; = daj+1,
ouseja,a; =ay=---=ay_1 = 1. Segue que, por g; = a;0;1 obtemoso; =0 paratodoi=1,...,n—1.
Assim, todos os o; representam a mesma classe em %.

De forma analoga, vai existir b; € %, onde v; = b;v; com by = 1. Ao tomarmos a relacdo
ViViz1V; = Viz1V;Vis1 €m FV B, vemos que b;v1b;11v1b;v1 = bjy1v1bjvibiy1v1. Porém, b; sao
centrais em %, logo

bivibisv1bjvy = bi1v1bivibi1n © V1v1V1bibiy1b; = viviv1biy1bibin
© bibis1bi =biy1b;ibi1
© bibibis1=biy1bibi
< bibi1,
istoé, by =by, =...= b,_1 = 1. Dessa forma, por v; = b; v; obtemos v; = v; paratodoi=1,...,n—1.
Dessa forma, todos os v; representam a mesma classe em %.

I (FVBy)
I'3(FVBy)’

relacdo (4.18) e que o;t; = tj;10; em FV B, obtemos o;c;t; = ci;1t10;. Como os ¢; sdo centrais

FVB,
I'3(FVBy)

Para o caso t;, existe c¢; € onde t; = cjt; comcy =1parai=1,...,n. A partir da

e que os 0; representam a mesma classe em e, além disso, o;t; = t1o; se i > 1 (estamos

considerando n = 4), entdo
giciti =¢i+1010; <  Cihoj=cCi+10h0; ©  Ci=Citl,

ouseja,ci=¢C =...=c¢,=1. Assim, por t; = ¢;; tem-se que t; = t; paratodo i =1,...,n. Logo,

FVB,

todos os t; representam a mesma classe em EEVED

Observe que as classes de o; e v; comutam com a classe de t; em pois a; t; = tia;,

n
I'3(FVBy)’
a; €{o;i,v;}, se i >1 (estamos considerando n = 4). Ademais, a classe de o; comuta com a classe

FVB . _ .. ~ , . .
Fg(F—Vg'n)’ pois o;vj = vjo; para |i — j| > 1. Entao, para n =4, p € um isomorfismo e,

consequentemente, I'>(FV B,,) =T'3(FV By,). L]

de v; em

4.6 O subgrupo comutador de FVB,,

Em (BARDAKOV; GONGOPADHYAY; NESHCHADIM, 2019) foi estudado o subgrupo comutador

do grupo de trancas virtuais. Neste contexto, apresentaremos nosso estudo sobre o subgrupo
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comutador do grupo de trancas virtuais emolduradas. Para o estudo do subgrupo comutador

I',(FV By,), utilizaremos a apresentacao de FV B,, dada na Proposicao 4.15.

Pela Proposicao 4.27, segue-se que o quociente FVB,,/T'2(FV B,;) é isomorfo a soma direta

Z&7Z&Z,. Pode-se definir o homomorfismo ¢ a partir da seguinte sequéncia exata curta:
1 —T,(FVB,) — FVB, > ZeZeZ, —1,

onde,parai=1,...,n—1, ¢(o;) é o gerador de Z, ¢(v;) é o gerador de Z, e ¢(t;) é o gerador de Z
respectivamente quando visualizado como FV B,,/T»(FV By,).

Lema 4.30

O subgrupo comutador I', (FV B;;) tem o seguinte conjunto de geradores:
{am,q,k,lr ,Bm,q,k,b am,q,z) ﬁm,q,z» ajy ﬁm,] | m)ke Z) qcec {Oy]-}) ] = 17--'rn_ 1}

Demonstracdo. Considere o conjunto de Schreier de representantes de classe para I'; (FV B,,) em
FVB,:

A:{a{”vf’t{C | mkeZ, qe{O,l}}.

Seguindo o algoritmo Reidemeister-Schreier, o subgrupo comutador I'; (FV B;,) é gerado pelas

palavras

{SM: Aa)Aa)L | AeA, acio; v, )| i= 1,2,...,n—1}}.

Agora encontraremos os elementos S . Para isso, tome A = ¢ v/ t¥ em A e considerando

diferentes a, obteremos os seguintes casos:

1. Se a=0, entao

_ m. 4,k .~k . —q9 _-1_-m
Sio, =07 vy tyorty v, "oy oy,

que denotaremos por &, g k,1-

2. Sea=0,,como oyt = tj07, entao

_ m.q. .k -k.—-9 -1 _-m_ _m.q -9 _-1_-m
Sho, =01 V] ({028 "V, 01017 =0, V02V, 01 07,

e denotaremos esse elemento por a4,

3. Sea=o0j, j>2,entao

m_ 4 .k -k ,—4q9_-1_-m -1

e denotaremos esse elemento por «;.
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4. Se a= 11, entao

q -1

_ _m_.q..k -k, - -1 _-m
San =07 UiVt Y oy 0y

e denotaremos por ¢ k,1-

5. Se a = vy, como vyt = [ V2, entao

qg -1 1

_ _m.q .,k -k.-q -1 _-m_ _m.(4q -4 -1 _-m
Shu, =01 V[ U2ty "V, 01 01 =07 U V2V, 'O 07",

e denotaremos esse elemento por f, 4,2

6. Sea=vj, j>2,entao

q -1

_ ~m, 9.k -k 49 _-1_-m_ _m -1 _-m
SAw; =01 Uy L Vjl "V "0y 0 =07 Vjvy 01,

e denotaremos esse elemento por S, ;.

7. Sea=t,temos S, , = Ui’lvft{“tl(a’lnvf]t{ctl)_l =1.

Consideraremos, agora, as relacoes definidoras de FV B,,, reescreveremos elas nos geradores

de I'>(FV B,,) e conjugando por elementos A € A, obtemos as relacoes definidoras de I',(FV By,).

Lema 4.31

O subgrupo I'y(FV B,,) tem o seguinte conjunto de relagdes: para m,k € Z, q € {0,1}

Am,0,01=1, (4.33)

,Bm,q,O,l =1, (4.34)

Brnain =1 (4.35)

Brg2=1, (4.36)

B ;=1 (4.37)

U, 10 U1,k @ =1 23, (4.38)
W20 1,020 =1, j24, (4.39)
wiaja;ta;l =1, 0,j=3, li-jl>1, (4.40)
ﬁm.q,k.lﬁm,]'ﬁ;;q+1,k,116;11,]' =1,j=3, (4.41)
ﬁvarzﬁmvler_nl,q+l,2ﬁ;11,j =1, j=z4 (4.42)

)

Bn,iBm, i iPr; =1, i,j 23, li—jl>1, (4.43
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U q k1 Pms 1, j g1 k1 Pnj =1 J 23, (4.44)
aiﬁm+l,q,k,lai_lﬁ;11,q,k,1 =1,i>3, (4.45)
am’qrzﬁm+1vja;ll,q+l,2ﬁ;11,j =1, j=4, (4.46)
AiPmin,g2; Brga=1i24, (4.47)
B, @ B =1, 0,j =3, li=jI>1, (4.48)
“m,q,k,lam+1,q,2(Xm+2,q,k,1a;}ﬂ’q_za:;llﬂ’q’k,la,_nlyq'z =1, (4.49)
U g, 2030 m+2,q205 Wi g, =1, (4.50)
Xidi+1Qi aH}la 1al+1 =1,i23, (4.51)
:Bm,q,k,l,Bm,q+1,2,3m,q+2,k,1,3;1,q+2’2/3,_n,q+1yky1ﬁ;lyq,z =1, (4.52)

(
ﬁm,q,zﬁm,3ﬁm,q+2,2ﬁ;11,3ﬁ;11,q+1,2,5_m1,3 =1, (4.53)
(

ﬁm,iﬁm,i+1ﬁm,iﬁ;11,i+116;_nl,i ;11,1'4.1 =1,i=3, (4.54)
-1 -1 -1
ﬁm,q,k,lﬁm,q+1,2am,q+2,k,1,6m+1 g+1, 2ﬁm+1 a.k, 1%m,g2 = 1, (4.55)
1
,Bm q,2ﬁm3am q+22,3m+1 3ﬁm+1q2a =1, (4.56)

Brn,iBm,is1 @Bt i1 Pyri@; =1, 023, (4.57)

-1
Am,q,k, 1@ mq,k+11am L k+1,1%m-1,qk1 =1, (4.58)
-1 -1 -1
Am, q,2“m+1qk1“m+1 q,k+11“m 3.2%m-1,42%m-2,4,k+1,1 ¥m-2,q.,k1%m-1,g2 = 1, (4.59)
i—1 i—1
H“m+lq,k1 lHa(m+l D-1,g,k+1, 1+1H“(m D-1,q,k+1,i- lH“(m D+Laki+1=1, 123, (4.60)

1=0
ﬁm,q,k,lﬁm,qyk+1,1ﬁm’q_lyk+1,lﬁm,q—1,k,1 =1, (4.61)

-1 -1 -1 -1
,Bm,q,Z,Bm,qH,k,lﬁm g+1,k+1, lﬁm q,Zﬂm,q—I,Zﬁm,q—z,kH,lﬁmvﬁl—zvkylﬁqu—l'z =1, (4.62)

i—1
H,qu+lkl lnﬁm(q+l - lk+1l+1Hle(q D=1k+1,i— ll_!)ﬁm,(q—i)+l,k,l+1=1, i=3, (4.63)

-1 -1
X, k+11% 1y g 42,1 g k+11% 1 0y = 1) (4.64)

-1 -1
ﬁm,q,kﬂ,lﬁm,q,k+2,1ﬂm,q,k+1,1ﬁm,qyk,1 =1. (4.65)

Demonstracdo. Inicialmente, coletaremos as relacées S, , = 1. Consideramos todos os pares (A, a)
comAe A= {01 v tk | mke”Z qef{0,1}}, ae S={o;,v;,t1 | i =1,2,...,n—1}. Precisamos

encontrar os pares (1, a) para os quais Aa e Aa sio livremente iguais.

Note que, 01 v, tkal e 01 v, tk 0{"“ qtk sao livres se e somentese g=k=0ei=1.
- r— +1 .
Agora, o™ vl tkv; e o™ vl tkv; = o vi™ £k sdo livres se e somente se k =0 e i = 1. Portanto,
1 U1 1 U1 1 U

obtemos as seguintes relacdes como algumas das relagdes definidoras para FVB,:

So{”,al =1, i.e. amo01=1

So,invf'vl = ]., i.e. ﬁm,qyo’l = ]..

Além disso, ,qukl a2 =P j=lparamkeZ qe{0,1}ej=3,..,n-1



4.6. O subgrupo comutador de FVB,,

103

Agora, calculamos os termos 7(Ar,

doras r;, =1 de FV By, como segue:

A~1) para cada A € A e para cada uma das relacées defini-

-1 -1 . .
r 0i0j0; 0; = li—jl>1,
-1.-1_ . .
o viv;ju; vj =1, li-jI>1,
r3 oivjo; v =1, li—-jI>1,
-1 _-1,_-1
Iy 0i0i+10i0; .0, 0, =1,
T ViVi+1Vi v_lv_l =1
5 iVi+1Vi l+1 it1 — L
I ViVi+10;V; ol v; g7l =1,
6 iYi+l i+1 i+1 ~
7 v? =1,
-1,-1 _ .
-1 1 _ . .
Ig vitiv; "t =1, 1>1;
-1 -1 _-1 -1,-1
o Oj-0100y 0,0, 0] ] 01°-0;=1,
-1 -1,-1 -1,-1
i Vi-V1Qvy -V U0y Ui =1,
-1,-1_ -1 _-1_
2 hoho, t; o1t 0, = 1,
-1,-1, -1, -1_
s Hhuith Uy tl 4] tl V" = 1.
Escolha qualquer elemento A = g1" V1 k e A. Deduzimos o seguinte:
-1y _ -1 -1
TAnA™) = 8‘71 vk o Sa.irwl vk o Ui"“ 946y Somigh o
—1 - -1
TARA™) = S mak, S, g+ k S 1
vi Toytvy ot Ui"l/iﬁ thv; o'y Ttkv;
-1 -1 -1
T(ArsA = S -S
(Ars ) o' vl tf.oi " Dol o v; Uinvfﬂtf, g; oft v1 Ttk,v;
-1 - -1 -1
T(ArgA = S n -S -S .§71 .
(Ary ) ol'vy l‘k,Uz' Ui"“ qfk,0i+1 UI'HZ ql‘k»Ui {’”2 qt{“,aiﬂ U;"“ qtk,al- U;"vlqt{c,aiﬂ’
-1 - -1 -1
T(ArsA = Somyak, S +1 -S 42 .87l
(ArsA ) Tt Sl v Sopv et U{”vf’+2t1.Vi+1 ok Tl v
-1 — -1 -1
T(ArgA = S -S 1 -S 2 S .
(Ars ) o v tf,v ol kv Pl ko oty ’”1;"“ visg oMl a{”vft{‘,am’
-1 —
r = .
T(Ar; A7) SU1 b7k p SU1 oIk,
_1 _ . —_
T(ArBA ) = Sal UM tk,ol- Sal V! [k+1 ’
-1, _ !
T(ﬂ?‘gﬂ ) = S(J’inl/lqt{c,l/i O' v tk+1 i’
. i—1 ) i—1 )
T(ArpA~ = S o S o S e S 1
( 10 ) H m+ vUz ! U U(1m+l 1) lvlqt{cﬂ,al“ ll:!) U(lm 1) lvft{cﬂﬂ H (m i+ 6] Ul+1,
) i-1 i-1 ) i-1 1
TAmA™) = S +1 1S 115, S )+l
ll:!) a{"vlq tf'vi_l E} U{nyiqﬂ . t{C+1vVl+l llj!) gy U1q b kﬂ l_[ g1 th l+1,
-1 _ — _
T(ArIZA ) - S tk+l S 1 Ul [k+2 S m qtk+l SO’I Ul tk
-1 _ — _
T(A’rISA ) - SU{”V?I{H—I 0" S 1 Ul thrz S m qtk+1 0" Sai"vf’tk
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Portanto, obtemos o seguinte conjunto de relacoes definidoras para I',(FV B,,):

am,0,0,1 =1,

IBm,q,O,l =1,

W ki Cm L.k} Es 1 g ki Fmgj = b 1= 71> 1,
ﬁm,q,k,iﬁm,q+l,k,j,6;11,q+1,k_i ;11,q,k,j =1, li—jl>1,
am,q,k.iﬁm+1,q,k,ja;ll,q.'.l,k,i ;11’6,)](’]' =1, li—jl>1,
“m,q,k,i“mﬂyq,kyiﬂ“m+2,qyk,i“;11+2,q,k,i+1“;ql+1,q,k,i“;11,q,k,i+1 =1,
,Bm,q.k,iﬁm,q+1,k,i+1ﬁm,q+2,k.iﬁ;11,q+2,k,i+1ﬁr_nl,qﬂ,k,i r_nl,q,k,i+1 =1,
ﬁmyq,kyiﬁm,qﬂ,k,iﬂ“m,q+2.k,iﬁ;11+1,q+1,k,i+1ﬁ;11+1,q,k,i“%{q,k,m =1,
ﬂm,q,k,iﬁ;quq,k,i =1,

-1 _ .
am’q)k,iam'q,k_‘_l'i—l, l>1,

_1 .
BmakiBmgieri =L 1>1,

i—1 i—1 i—1 i—1
-1 -1 _
[1 Xm+l,q,k,i-1 IH A (m+i-1)-1,q,k+1,1+1 IH A m-1)-1,q,k+1,i-1 zH A (m-i)+1,q,k1+1 = 1,
=0 =0 =0

1=0
i-1 i1 i1 i-1
H Bm,q+1k,i-1 H ﬂm.(q+i—1)—l,k+1,l+1 H ﬁm,(q—l)—l,kﬂ,i—l H Bm.qg-i+1k1+41 =1,
1=0 1=0 1=0 1=0
-1 -1
X, k+11% 1y g 42,1 X, g k+11% 1 0 = 1
-1 -1 _
ﬁm,q,k*'-].,lﬁmyq,k{-zylﬂm,q,k“‘l,lﬁm,qyk,l =1L

Para (4.68) temos os seguintes 3 casos possiveis:

Caso1: i =1, j =3; daas relagdes: (4.38).
Caso 2: i =2, j =4;daasrelagdes: (4.39).

Caso 3: i,j=3,|i— j|>1;daasrelagdes: (4.40).
Para (4.69) temos os seguintes 3 casos possiveis:

Caso 1: i =1; da as relacoes: (4.41).
Caso 2: i =2; da as relacoes: (4.42).

Caso 3: i = 3;daasrelacdes: (4.43).
Para (4.70) temos os seguintes 5 casos possiveis:

Caso1: i=1, j =3;daasrelacdes: (4.44).

Caso 2: j=1,i=3;daasrelacdes: (4.45).

(4.66)
(4.67)
(4.68)
(4.69)
(4.70)
(4.71)
(4.72)
(4.73)
(4.74)
(4.75)
(4.76)

(4.77)

(4.78)

(4.79)
(4.80)
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Caso 3: i =2, j =4; da as relagbes: (4.46).
Caso 4: j=2,i=>4;daasrelacdes: (4.47).

Caso5: i,j=3,|i—j|>1;daasrelagdes (4.48).
Para (4.71) temos os seguintes 3 casos possiveis:

Caso 1: i =1; da as relacoes: (4.49).
Caso 2: i =2; da as relacoes: (4.50).

Caso 3: i >3; da as relacdes: (4.51).
Para (4.72) temos os seguintes 3 casos possiveis:

Caso 1: i =1; da as relacoes: (4.52).
Caso 2: i =2; da asrelacoes: (4.53).

Caso 3: i >3;da as relacoes: (4.54).
Para (4.73) temos os seguintes 3 casos possiveis:

Caso 1: i =1; da as relacoes: (4.55).
Caso 2: i =2; da as relacoes: (4.56).

Caso 3: i >3; da as relacoes: (4.57).

As relacoes (4.74), (4.75) e (4.76) nao fornecem nenhuma relacio nio trivial.

Para (4.77) temos os seguintes 3 casos possiveis:

Caso 1: i =1; d4 as relacoes: (4.58).
Caso 2: i =2; da asrelacoes: (4.59).

Caso 3: i >3; da as relacdes: (4.60).

Para (4.78) temos os seguintes 3 casos possiveis:

Caso 1: i =1; da as relacoes: (4.61).
Caso 2: i =2;da as relacoes: (4.62).

Caso 3: i >3; da as relacoes: (4.63).
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Nas relacdes (4.79) e (4.80) ndo ha caso a considerar, pois i = 1 é fixo. Portanto, a prova do

lema esta completa. ]

Concluimos o estudo do subgrupo comutador do grupo de trancas virtuais emolduradas,
demonstrando que este subgrupo é possui um conjunto infinito de geradores e é perfeito para n = 5.

Com isso, estabelecemos que o grupo de trancas virtuais emolduradas é quase-perfeito para n = 5.

Teorema 4.32

O subgrupo I'; (FV B;;) possui um conjunto infinito de geradores para todo n = 5.

Demonstracdo. Para provar este teorema, aplicaremos diferentes transformacoes de Tietze a apre-

sentacdo para I',(FV B,,), para n = 5, deduzidas dos Lemas 4.30 e 4.31.

De (4.38) obtemos

1 .
Xmi1,qkl = A Cmg k1), j=3.

— -m m 3
Observe que @, g,k1 = a;"ag gk ] Entao podemos remover todos os elementos &, 4,k,1 do

conjunto gerador, exceto a,q k,1-

De (4.39) obtemos

— 1 .
Am+l,g2= X Amg2Qj, ] >4,

Observe que a;;, 4,2 = a]‘.’”ao,q,ga;.". Entdo podemos remover todos os elementos &, 4,2 do conjunto

gerador, exceto ayg 4,2. Observe que, aqui, precisamos de n = 5.
De (4.45) obtemos
-1 .
:Bm+1,q,k,1 =a; ﬁm,q,k,lai» i=3.

Observe que B, q.k1 = @; " Bo,gk1a]", i = 3. Entdo podemos remover todos os elementos (¢ k,1

do conjunto gerador, exceto Bo, 4 .x,1-

De (4.47) obtemos

,Bm+1,q,2 = a,-_lﬁm,q,zai, i=4.

Observe que B, 42 = ai‘mﬁo,q,galm, [ = 4. Entdo podemos remover todos os elementos f,, 4> do

conjunto gerador, exceto f 4,2. Observe que, aqui, precisamos de n = 5.

De (4.48) obtemos
ﬁm+1,j = ai_lﬁm,jai-

Note que B,q,2 = @; " Bo,ja}". Entdo podemos remover todos os elementos f,, ; do conjunto

gerador, exceto Ly, ;.
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Assim, podemos gerar I'; (FV B,,) para todo n = 5, com o seguinte conjunto infinito:

{aO,q,k,l! ﬁo,q,k,l! aO,q,Z; IBO,q,Z) aj’ ﬁo,j | ke Z! qe {0,1}, 3= ] =n- ]-}

Teorema 4.33
O subgrupo I'; (FV B;,) é perfeito para todo n = 5.

Demonstracdo. Para provar este teorema, abelianizamos a apresentacao de I's (FV B;,) inserindo as
relagdes do tipo xy = xy para todos os x, y no conjunto gerador, e obtemos uma apresentacao para

o abelianizado (I'2(FV B,,))??. Agora mostraremos que (I'> (FV B,))%? = (1). Observamos o seguinte.

De (4.45) obtemos B,41,4,k,1 = Bm,q,k,1, © que implica B, g k1 = Bo,gk,1- Entdo podemos

remover todos os elementos f,,, 4 x,1 do conjunto gerador, exceto B 4 k,1-

De (4.47) obtemos ;41,42 = Bm,q,2, 0 que implica B, 4.2 = Bo,q,2. Entdo podemos remover

todos os elementos f,,, 4> do conjunto gerador, exceto f 4. Note que, aqui, precisamos de n = 5.

De (4.48) obtemos B,,11,j = Bm,j,» 0 que implica B,,,; = Bo,j. Entdo podemos remover todos

os elementos S, ; do conjunto gerador, exceto Sy ;.

De (4.52) e das observacoes acima, obtemos o 4,k,1 = Bo,q,2- De (4.53) segue que By, 4,2 = Bo,3-

Além disso, de (4.54), Bos = Pos == Bon-1-

Das observacoes acima, obtemos

Bos = Bo,g2=PBogo1=1 = Bmagki=PLmag2=Pmi=1,

paratodom,ke”Z, ge{0,1},3<i<n-1.

Agora, de (4.38) obtemos @ ,11,4,k1 = @m,q,k,1, O que implica @, g k,1 = @o,g,k,1- De (4.44)
obtemos ay;, g11,k1 = Am,q k1, © que implica @p, g,k1 = Am,o,k,1- Podemos substituir @, 4,1 €m

todas as relagdes por ag g k,1 € remover a,;, 4,1 do conjunto de geradores, exceto ag ;1.

De (4.39) obtemos a;+1,4,2 = Qm,q,2, 0 que implica @, 4,2 = @p,4,2. Entdo podemos remover

todos os elementos a,,,4,» do conjunto gerador, exceto ay 4. Note que, aqui, precisamos de n = 5.

De (4.55) e das observacdes acima, obtemos g 4 k1 = @o,q,2- De (4.56) segue que ag g2 = @3.

Além disso, de (4.57), az=azg == a,_1.

Portanto,
as=0aog2=®0,001=1 = QAmgkl1=Amge2=0ai=1,

paratodom,ke”Z, ge{0,1},3<i<n-1. [
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4.7 Subgrupos caracteristicos de FV B,

Nesta secdo, investigamos propriedades de invaridncia dos subgrupos FV P,, e FKB;, dentro
do grupo de trancas virtuais emolduradas FV B,,. Para fim de recordacao, os grupos FVP, e FKB,,
foram definidos na Secao 4.2. Em particular, mostraremos que tais subgrupos sao caracteristicos
em FVB,, isto &, sdo preservados por todo automorfismo de FVB,,. Essa abordagem segue a
linha de raciocinio adotada por (DEKIMPE; GONCALVES; OCAMPO, 2025) ao demonstrar que VP,
é caracteristico de VB,, se, e so se, n = 4, e KB, é caracteristico de VB,, se, e somente se, n =3,

adaptando seus métodos ao contexto emoldurado.

Estudamos no Teorema 4.24 quem sao os homomorfismos do grupo FV B, no grupo S,, para

n =5. Completamos esse estudo dos homomorfismos nessa secao fazendo os casos n =3 e n =4.

Para n = 3, o grupo de trancas virtuais emolduradas com 3 cordas FV B3 tem geradores t1, o, t3,

01,02, U1, U2 Sujeitos as relacoes:

0102017 = 020102
M2V = UD2D102
V1UV2017 = 020102
vf =1
1/% =1
Litj = tjt para todo i,j
tiv1, se j=1I,
aitja;1 = t;, se j=i+],
tj, se j#I,i+],

onde a € {0}, V;};i=1,2. O grupo simétrico S3 tem a seguinte apresentacao:

2_ 2
S3=(81,82 | 15281 = 828182, §] =85 = 1).
Definimos, para 1 < i < 8, os seguintes homomorfismos v;: FV B3 — Ss:

(a) w1(v1) =51, Y1(v2) = s1, Y1(01) = S2, W1(02) = S2, Y1 (8) =y () =yi1(t3) = 1;

(b) ya(v1) = s1,W2(v2) = $2, W2(01) = 81, W2(02) = 82, W2(f1) = Ya(tz) = w2(f3) = 1. Nesse caso,
¥ é igual ao homomorfismo 7 gp;

(c) w3(v1) =51, w3(v2) = S2, W3(01) = S2, W3(02) = $18281, W3(t) = Ys(tr) = yws(f3) = 1;
(d) wa(v1) =51, Wa(v2) = S2, Yal(o1) = 185251, Wa(02) = 51, Wa(ty) = Ya(tr) =wa(tz) = 1;

(e) ys(v1) = s1, ¥s5(v2) = S2, W5(01) = 8152, W5(02) = 8182, ¥s5(t1) = W5(t2) = Ys(t3) = 1;
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(f) we(v1) =81, Ye(v2) = S2, Ye(01) = S281, Ye(02) = $281, Ye(th) = We(t2) = we(t3) = 1;

(8) w7(v1) =51, Y7(v2) = 52, W7(01) =1, ¥7(02) = 1, w7(f) = w7 (2) = w7(t3) = 1. Nesse caso, 7
€ igual ao homomorfismo 7 pk;

(h) wg(v1) = s1, ws(v2) = 81, Ys(o1) = s152, Ys(02) = 152, Ws(t1) = Ys(tx) =wg(ts) = 1.

Para entender melhor o grupo FV B3, podemos estudar seus homomorfismos com imagem em
Ss3. O resultado a seguir mostra que, a menos de conjugacao, existem apenas algumas possibilidades

para esse tipo de homomorfismo.

Teorema 4.34

Seja w: FV B3 — S3 um homomorfismo. Entdo, a menos de conjugac¢ao, uma das seguintes possibi-
lidades se verifica.

(a) v é abeliano;

b)wely;|1<i<8hL

Demonstracdo. Considere um homomorfismo ¥ : FV B; — S3 e a inclusao natural 1: S3 — FV Bs,
definida por ((s1) = v; e i(s2) = V2. A composicao v ot define entdo um endomorfismo do grupo Ss.
Pode-se verificar que, a menos de conjugacao, esse endomorfismo é a identidade, ou a imagem de
wolé (s1), ouainda aimagem é o subgrupo trivial {1}. Dizer que y o1 é abeliano equivale a afirmar

que essa composicao, a menos de equivaléncia, ndo € a identidade.

Inicialmente, vamos supor que ¥ ot nao é a identidade. Assim, a partir das relacoes vf =1,
vg =1e vivev; = VvV temos que Y (v1) = Y(v2) = wy € S3 com wf = 1. A partir da relacao
V11201 = 0201 V2 Segue que y (o) = ¥ (02) = wz € S3. Conhecidos w; e wo, a partir das relagoes
de FV Bs, podemos determinar v (t), w(t2) e w(t3). Além disso, se w; =1 ou w, =1, entdo v é

abeliano.

Entdo, suponhamos que w; = s1 € que wy é um elemento nao trivial em Ss3. Agora, analisemos

os possiveis valores de w, € Ss tal que ¥ € um homomorfismo.

e Se ¥ (1) = s1, Y(v2) = 51, w(oy) = 51 e Y(o2) = s1, entao pela relagao v t3 = t3v; temos
w(t3) = syw(t3)s;. Desta forma, y(#3) pertence ao centralizador de (s;) em S3 que é {1, 51}. Se
w(t3) =1, pelas relagdes vo 1) = t3v2 € V1) = thv1, obtemos () =y (t) = 1. Se w(f3) = s1,
novamente pelas relacoes vty = t3v2 € v1t; = vy, obtemos () = w(t;) = s;. Em ambos os

casos, temos que y é abeliano.

e Suponha que ¥ (vy) = s1, ¥ (v2) = 51, w(01) = S2, W(02) = s2. Note que, pelas relagdes v 3 =
[3v) e 0113 = 13071, temos que ¥ (13) = 51 (13)s1 € W (t3) = 2w (13) 2, entdo w(f3) = 1. Assim,
pelas relagbes vo 1) = t312 € V11 = vy segue que ¥(f) =y (f) = 1. Esse homomorfismo é

V1.
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o Sey(vy) =s1, Y(v2) =581, Y(oy) = $182, W(02) = 8152, entdo das relagdes v t3 = t3v, e 0113 =
1301, temos w(13) = s1y(f3)s1 e w(13) = S251W(13) $152, O que implica W(t3) = 2y (13) 2, 0U seja,
w(t3) = 1. Pelas relagoes vo 1y = t3v, € v 1) = trv; podemos concluir que w(t) = w(f) = 1.

Esse homomorfismo é vg.

e Suponha que w(v1) = s1, ¥(v2) = 1, Y(01) = $15281, Y(02) = s15251. A partir das relacdes
V13 =13V) € 0113 = 13071, segue que ¥ (13) = s1y¥(13)s1 € w(13) = $15281W (13) $15281, obtemos
W (t3) = Sow(t3)s2, ou seja, w(t3) = 1. Pelasrelagdes vo 1y = t3v, € v1 ) = f, v, podemos concluir

que Y (1) = y(t;) = 1. Entdo v é conjugado a ;.

o Sew(vy) =1, W(v2) =81, W(01) = S281, W(02) = $251, entdo a partir das relagdes v, 13 = ts3v; e
0113 = 1301, temos y(13) = 51y (13) 51 € W(t3) = s152Y (£3) 5251, 0 que implica w(t3) = 2w (£3) 2
= (t3) = 1. Pelas relagbes vyt = t312 € v1 1) = fpv; concluimos que v (f) = w(t;) = 1. Entao

¥ é conjugado a yg.

Para qualquer escolha de w, = w(o1) = w(o2) em S3, obtemos um homomorfismo abeliano ou um

homomorfismo que é conjugado a ¥ ou ysg.

Agora, suponha que vy o1 seja 0 homomorfismo identidade. Isso implica que
v =11 e y)="1,.

A partir da relagcdo mista v, v,01v,v; = 02, conclui-se que, ao conhecermos v (o), o valor
de w(02) esta totalmente determinado. Vamos entao analisar os possiveis valores que v (o) pode
assumir. Assim, podemos determinar y(t;), w(f2) e w(t3). Analisemos os possiveis valores para
y(oy).

e Suponhaque y(o;) =1, w(o2) = 1. Pelas relagbes o1t = o1 € 0212 = 1302, concluimos que
w(t = w(t) = w(ts). A partir da relagao v; t3 = t3v; obtemos w(f3) = s;y(£3)s;. Ademais,
pela relacao v, t3 = tr v, temos Y (13) = s, W () sz = sy w(t3)sy. Logo, w(t3) = 1 o que implica

v (t2) =yw(ty) = 1. Esse homomorfismo é v; = mpk.

e Suponha que ¥(o1) = s1. Entao w (o) = 5152515281 = $2. Pelas relagdes v1t) = Hhvy € vatr =
1312, obtemos () = syw(f)s) e w(t3) = s,y (f2)s;. Determinando v (f;) conseguiremos
determinar ¥ (t,) e w(f3). Analisaremos os possiveis valores de vy (f;).

(i)Sew(t) =1,entdo () =1ew(tz) =1.

(ii) Se w(ty) = s1, entdo (1) = sp e w(t3) = 251 52. Nesse caso, ndo teremos um homomorfismo,
pois W(113) = $281 € Y(L3t1) = $1 82, € temos que $2 87 # S152 em Ss.

(i) Se w(t1) = s2, entdo w(ty) = 515251 € w(t3) = s;. Novamente ndo teremos um homomor-

fismo, pois y(t; t3) # Y (t3t1).
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(iv) Se () = 5152, entdo W (L) = s281 € Y(13) = 5152. Nao teremos um homomorfismo, pois
v(v183) ZY(t301).

(v) Se w (1)) = sp81, entdo w(tp) = 5152 € Y(t3) = s281. Porém, w (v, t3) # w(t3v1) e, dessa forma,

nao temos um homomorfismo.

(vi) Se w(t)) = 515251, entdo w(t) = s, € w(t3) = s;. Novamente, w (v, 13) # @(f3v1) € segue

que nao temos um homomorfismo.

Assim, (o) = s1, ¥ (02) = S2, w(ty) =1, ¥ (L) = 1 ew(t3) = 1. Esse homomorfismo é vy = wpp.

e Seja (o) = $o, entao W(02) = 5152528281 = §18281. Pelas relacoes o113 = 1307 € V113 = 311
temos, respectivamente, W (f3) = sa @ (13)s2 € W (13) = sw(t3) s, ou seja, w(t3) = 1. Dessa forma,
utilizando as relagdes vyt = 3V, € 01 1) = 01 concluimos que y(f) =1 e w(t;) = 1. Esse

homomorfismo é ys.

e Seja (o) = $152, entao Y (o) = s15251 525281 = $12. Pelarelagdo o21) = t1o» obtemos (1)) =
S281¥ (1) s152. Por outro lado, pela relagao v, t) = t; v, temos (1) = s,y (#)s,. Entdo a partir
de y(n) = s2519(11) 8152 € w(f) = 2y (1) s2 vamos obter w (1) = sy (i) s1, ou seja, w(f) = 1.
Das relagdes vy 1) = thv) € V21 = f3V, segue que Y (1) =1 e w(f3) = 1. Esse homomorfismo é
Ys.

e Suponhaque ¥ (o) = 251, entdo Y (02) = 15252515251 = S281. Darelacao o, t3 = t301 obtemos
w(t3) = s15W(13)s281. Por outro lado, pela relagcdo v, 3 = 31, temos w(t3) = s;w(3)s;. A
partir de y(#3) = s15y/(13) 5251 € Y (#3) = s1y(£3) s obtemos y(13) = s,y (13) 2, ou seja, W (13) =
1. Das relagées vty = t3v2 € vyt = v Segue que Y (fx) =1 e w(t;) = 1. Esse homomorfismo
é We.

e Se w(o1) = $18291, entao W(02) = $15285281528281 = §1. A partir das relacoes o, = 1o, €
V2t = £ U» temos, respectivamente, y(#) = syw (1) s e w(f) = sow(t) sy, ou seja, w(t) = 1.
Novamente as relagbes v 1) = Hhv, e vaty = f3V, Segue que Y (f) =1 e w(t3) = 1. Esse

homomorfismo é 4.

A partir dos calculos acima, provamos que, salvo conjugacdo, ¥ é abeliano ou

ve{y;|1<i<8}. [

Para o caso com 4 cordas, ou seja, n = 4, o grupo FV B, tem como geradores 13, t2, {3, t3,

01,02,03, V1, V2, V3. Esses geradores estdo sujeitos as relacoes a seguir:
® 010201=020102, 020302=030203, 0103=030],
2
® V11V =Vl V2, VU3l =1U3l2V3, UViV3=1U3vy, vi=1, v5=1 wv5=1,

® V1V201=02V1V2, UVpV302=03V2V3, 0O1V3=1UV301, O3V]=7V]103,
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Li+1, se j: i’
. aitja,-_lz ti, se j=i+1,
t;, se AL+,

onde a € {0}, Vj}i=1,2,3. O grupo simétrico S4 tem a seguinte apresentacao:

2_2_ 2
Sy =(81,52,83 | $15281 = $25152, 28352 = $35253, $153 = §351, §] =S5 = $3 =1).

Sejan: S4 — S4 0 homomorfismo definido por n(s1) =n(s3) = 51 € N(s2) = .

Para entender quais sdao os possiveis homomorfismos de FV B4 em S4, vamos usar o resultado

a seguir que descreve os endomorfismos de Sj.

Lema 4.35 ((DEKIMPE; GONCALVES; OCAMPO, 2025), Lemma 17)
Seja ¢: S4 — S4 qualquer endomorfismo de S;. Entao, a menos de conjugacao, uma das seguintes

possibilidades ocorre:

(a) ¢ é abeliano,

(b) ¢ é o homomorfismo identidade,

(©) ¢=n.
Defina, para 1 < i <6, os seguintes homomorfismos §;: FVBy, — S4:

(a) 61(v1) = s1, 61(v2) = 2, 61(v3) = s1, 01(01) = $1, 61(02) = 2, 61(03) = 51, 61(11) =01(82) =
01(13) =61(13) = 1;

(b) 62(v1) = s1, 62(12) = $2, 62(V3) = 51, 62(01) = 51, 82(02) = S3, 02(03) = $35251 5253, 02(03) = s3,
02(11) =02(12) =62(13) =02(83) = 1;

(c) 85(v1) = s1, 03(v2) = 2, 03(V3) = $3, 03(01) = $1, 03(02) = Sz, 63(03) = s3, 03(11) = I3(12) =

03(t3) = O3(t3) = 1. Este 63 é igual ao homomorfismo 7 gp;

(d) 64(11) = 81, 04(v2) = S2, 04(V3) = 3, 64(01) = 81, 04(02) = $3528515283, 64(03) = 51, O4(ty) =
04(r) =04(13) =04(13) = 1;

(e) O5(v1) = s1, 05(v2) = 2, O5(v3) = 83, O05(01) =1, 05(02) =1, 65(03) =1, 85(f1) = 05(2) =
O5(13) = 05(t3) = 1. Este 65 é igual ao homomorfismo 7w pg;

(f) 06(v1) = s1, O6(v2) = $2, 06(V3) = 51, O6(01) = 1, Jg(02) = 1, Jgl03) = 1, de(t1) = O6(f2) =
06(13) =06(1s) = 1.

Usando o lema anterior, podemos agora descrever os homomorfismos de FV B, em S4. O

teorema a seguir mostra que ha apenas algumas possibilidades para essas aplicacoes.
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Teorema 4.36
Seja 6: FV By — S4 um homomorfismo. Entao, a menos de conjugacao, uma das seguintes possibi-

lidades ocorre:

(a) 6 é abeliano;

(b) 6€{d;|1<i=<6}

Demonstracdo. Seja 6: FVB4; — S4 um homomorfismo e seja t: S4 — V By a inclusdo natural
definida por 1(s1) = vy, 1(S2) = v e 1(s3) = v3. Entdo, a composicao d o1 € um endomorfismo de S,.
De acordo com o Lema 4.35, a menos de conjugacao, 6 ot € ou um homomorfismo abeliano, ou é 7,

ou é o homomorfismo identidade.

Afirmamos que quando d o é abeliano, entdo & é abeliano. A prova dada por (DEKIMPE;
GONCALVES; OCAMPO, 2025) no caso em que a composicdo € abeliana funciona para n = 4, provando

a afirmacao.
Suponha que § ot =1. Portanto 6(v;) = s1, 6(v2) = 52 € 6(v3) = $1.

A partir das relacdes mistas v1v201V201 = 01 € 1L, V302V3V2 = 02 observamos que 6(o>) e
0(03) sao completamente determinados por 6 (o1). Analisamos os possiveis valores de § (o). Da
relacdo o, v3 = v30; e do fato de que 6 (v3) = s1, segue que (o) pertence ao centralizador de (s;)

em Sy, ou seja, 6(01) € {1, 81, S3, $153}.

e Suponha que 6(01) =1, entdo 6(02) =1 e 6(o3) = 1. Das relacdes 01t = 101, 02t = 1302
e o313 = 1403, obtemos 6(t1) = () = 6(13) = 6(ty). A partir das relacdes vty = t4v; €
Uty = 14Uy Segue, respectivamente, que 6 (fy) = $10(f4)S1 € 6(fy) = $20(t4) Sp, € assim O (fy) = 1.
Logo, (1)) = 6(t) =6(13) =6 (ty) = 1. Esse homomorfismo é .

e Suponha que §(o1) = s1. Entdo, temos: §(02) = 5152515251 =52 € 0(03) = $251825182 = $1.
A partir das relacdes vy ty = t4v1 € V214 = t4 U2 SEgUE, respectivamente, que 6(f) = 510(t4)$1 €
0(ty) = $20(ty)S2, € assim &(t4) = 1. Dasrelacbes 011 = tho1, 021t = 1302 € 0313 = 1403, Segue
0(t1) =6(t) =6(t3) = (1) e, portanto, 6 (1) = 6(t2) = 6(t3) = 6(t4) = 1. Esse homomorfismo

€0;.

e Suponha que 6(o;) = s3. Nesse caso, entdo temos que 6(02) = §15253525] = $352515283 €
0(03) = $2518152835251 5152 = s3. Utilizando novamente as mesmas relacdes usadas no item

anterior, concluimos que 6(#) =6 (t2) = 6(t3) = 6(£4) = 1. Esse homomorfismo é §-.
e Por fim, se 6(01) = $1 83, nao obtemos um homomorfismo, pois a relacdo 010201 = 020102

nao é preservada.

Agora, suponha que 6 ot seja 0 homomorfismo identidade. Isso implica que 6 (v1) = 51, 6 (v2) =

S$2 € 5(1)3) = §3.
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Como antes, a partir das relacoes mistas v1v20112V] = 02 € VL, U302V3V = 03, SEgUe que
conhecendo 6 (01) conseguimos determinar completamente d(o,) e 6(03). Ademais, a relacao
o1v3 = v307 implica que 6 (01) € {1, 51, 3, $153}, que é o centralizador de {s3) em S4. Analisamos os

possiveis valores de 6 (01).

e Suponha que §(o1) =1, entdo 6(o,) =1 e 6(o3) = 1. Como nos itens acima, a partir das
relagdes vity = V1, Valy = L4V, 011 = (071, 026y = 130 € O3t3 = 403, obtemos 6(f;) =

0(t) =6(13) = 6(ts) = 1. Esse homomorfismo é 65 = Trk.

e Suponha que 6(01) = s1. Entdo: 6(02) = 5152815281 =82 € O(03) = 5253525352 = s3. Neste
caso, usando as mesmas relagoes utilizadas nos itens ateriores, temos 6 (1) = 6() =6(13) =

0(t4) = 1. Esse homomorfismo é 63 = mpp.

L] Suponha que 6(0’1) = §3. Entao: 5(0’2) = 85152838281 = 8382818283 € 5(0’3) = §283838281528358382 =
s1. De maneira analoga ao que foi feito nos itens anteriores, concluimos que 6 (t;) =6 (t) =

6(13) =6 (ty) = 1. Esse homomorfismo € 4.

e Por fim, se 6(01) = $1 53, Nao obtemos um homomorfismo, pois a relacdo 010201 = 020102

nao é preservada.

A partir dos calculos acima, provamos que, a menos de conjugacao, d € abelianoou d € {0; |
1<i=<6}. ]

Com base nos resultados anteriores sobre os homomorfismos definidos no Teorema 4.34 e no
Teorema 4.36, apresentamos a seguir um lema que compara as estruturas dos grupos envolvidos,

evidenciando que certos subgrupos associados ndo sao isomorfos entre si.

Lema 4.37
Sejan=3.
(a) Os grupos FV P,, e FKB,, ndo sdo isomorfos.

(b) Sejan=3 esejay e {y;|1<i<8} comono Teorema 4.34.

e O grupo FV P3 =Ker(y,) nao é isomorfo a Ker(y;) paral<i<8comi#2.

e O grupo FKB3 =Ker(y7) ndo é isomorfo aKer(y;) paral<i<8comi#7.

(c)Sejan=4esejade{d;|1=<i=<6}comono Teorema 4.36.

e Ogrupo FV P4 =Ker(d3) ndo é isomorfo aKer(d;) paral <i<6com i #3.

e O grupo FKB4 =Ker(d5) ndao é isomorfo aKer(d;) paral<i<6comi#5.
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Demonstracdo. (a) Segue do Teorema 4.21.
(b) Sejan=3 esejay e {y; | 1<i<8} como no Teorema 4.34. Utilizamos o Sistema GAP (The GAP
Group, 2022) para calcular o abelianizado dos grupos envolvidos. A seguir, evidenciamos os codigos

utilizados nos calculos para o caso n = 3:

f7:=FreeGroup ("x","y","a","b" , "s" , "t" "u");;
AssignGeneratorVariables(f7);;

#1 Assigned the global variables [ x, y, a, b, s, t, u ]
r:=ParseRelators ([x,y,a,b,s,t,u],"xyx=yxy,aba=bab,a”2=1,
br2=1,bayab=x, st=ts ,su=us,tu=ut, xs=tx , xt=sx, _xu=ux,

ys=sy ,yt=uy,yu=ty,as=ta,at=sa,au=ua,bs=sb,_bt=ub,bu=tb");;
g:=f7/r;

<fp group on the generators [ x, y, a, b, s, t, u ]>
p1:=GroupHomomorphismBylmages(g, SymmetricGroup(3),
[g.1,8.2,8.3,8.4,8.5,8.6,8.7], [(2,3),(2,3),(1,2),(1,2),0),0),0)]);
Abelianlinvariants (Kernel(p1));

[ x, y, a, b, s, t, u] —>

[ (2,3), (2,3), (1,2), (1,2), O, O, () 1]

[ o, 0, 0, 0, O, 3, 3, 3 ]
gap>p2:=GroupHomomorphismBylmages (g, SymmetricGroup(3),
[¢.1,8.2,8.3,8.4,8.5,8.6,g.7], [(1,2),(2,3),(1,2),(2,3),0),0),01);
Abelianlinvariants (Kernel(p2));

[ x, vy, a, b, s, t, ul] —>

[ (1,2), (2,3), (1,2), (2,3), (), (), () 1

[ o, 0, 0, 0, 0, 0, O, O, O ]
p3:=GroupHomomorphismBylmages(g, SymmetricGroup (3),
[¢g.1,8.2,8.3,8.4,8.5,8.6,8.7],
[(2,3),(1,2)*(2,3)*(1,2),(1,2),(2,3),0),0),0)1);
Abelianlinvariants (Kernel (p3));

[ x, v, a, b, s, t, u] —

[ (2,3), (1,3), (1,2), (2,3), (), (), () 1

[ o, 0, 0, 0, 0, O, O ]

p4:=GroupHomomorphismBylmages (g, SymmetricGroup(3),
[g.1,8.2,8.3,8.4,8.5,8.6,8.7],
[(1,2)*(2,3)*(1,2),(1,2),(1,2),(2,3),(),0),0)]1);
Abelianlinvariants (Kernel(p4));

[ x, y, a, b, s, t, u] —>

[ (1.,3), (1,2), (1,2), (2,3), O, O, () ]



116 Capitulo 4. O grupo de trancas virtuais emolduradas FV B,

[ o, 0, 0, 0, 0, O, O ]
p5:=GroupHomomorphismBylmages(g, SymmetricGroup (3),
[g.1,8.2,8.3,8.4,8.5,8.6,8.7],
[(1,2)*(2,3),(1,2)*(2,3),(1,2),(2,3),0),0,01);
Abelianlinvariants (Kernel(p5));

[ x, v, a, b, s, t, u] —

[ (1,3,2), (1,3,2), (1,2), (2,3), O, O, O 1]

[ o, 0, 0, 2, 2, 2, 2 ]

p6:=GroupHomomorphismBylmages (g, SymmetricGroup (3),
[¢g.1,8.2,8.3,8.4,8.5,8.6,8.7],
[(2,3)*(1,2),(2,3)*(1,2),(1,2),(2,3),0,0),01);
Abelianinvariants (Kernel(pé6));

[ x, v, a, b, s, t, u] —

[ (1,2,3), (1,2,3), (1,2), (2,3), O, O, O 1]

[ 0, 0, 0, 2, 2, 2, 2 ]

p7:=GroupHomomorphismBylmages(g, SymmetricGroup (3),
[g.1,8.2,8.3,8.4,8.5,8.6,8.7], [(),0),(1,2),(2,3),0),0),0)1);
Abelianinvariants (Kernel(p7));

[ x, vy, a, b, s, t, u] —>

[ O, O, (1,2), (2,3), O, O, (O 1]

[ o, 0o, 0]

p8:=GroupHomomorphismBylmages(g, SymmetricGroup (3),
[g.1,8.2,8.3,8.4,8.5,8.6,8.7],
[(1,2)*(2,3),(1,2)*(2,3),(1,2),(1,2),0),0,01);
Abelianlinvariants (Kernel (p8));

[ x, v, a, b, s, t, u] —

[ (1,3,2), (1,3,2), (1,2), (1,2), O, O, O 1]

[ o, 0, 0, 0, O, 3 ]

Obtemos

o (ker(y)*P = 7% (23)° (ker(i5)AP = 73 @ (Z,)*

o (ker(y,))"P = (FVP3)AP = 79 (ker(16)"° = 73 @ (Z,)*

o (ker(ys)"P =77 (ker(y7))AP = (FKB3)AP = 73

o (ker(yy)"° =77

(ker(yg)P = 75 @ Z5

A partir disso, pelo Lema 4.20, como (FVPg)Ab e (FKBg)Ab nao sao isomorfos a nenhum outro

abelianizado, concuimos que FV P3 =Ker(y,) nao é isomorfo aKer(y;) paral<i<8comi#2e
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que FKBs =Ker(y7) nao é isomorfo aKer(y;) paral<i<8comi#7.
(c)Sejan=4esejade{d;|1=<1i<6}comono Teorema 4.36. Utilizamos a mesma ideia do item

anterior. A seguir, evidenciamos os cédigos utilizados nos calculos para o caso n = 4:

f1o0:=FreeGroup ("x","y","z" ,"a" ,"b" ,"c","s" ,"t","u","v");;
AssignGeneratorVariables(f10);;

#1 Assigned the global variables [ x, y, z, a, b, ¢, s, t, u, v ]
r:=ParseRelators ([x,y,z,a,b,c,s,t,u,v],"Xyx=yxy,yzy=zyz ,h Xz=zX,
aba=bab,bcb=cbc,ac=ca,a”2=1,b*2=1,c*2=1,xc=cx,za=az,abx=yab,
bcy=zbc,st=ts ,su=us,sv=vs,tu=ut,tv=vt,uv=vu, xs=tx , xt=sx, xu=ux,
XV=VX,ys=sy,yt=uy,yu=ty,yv=vy,zs=sz,zt=tz,zu=vz,zv=uz,as=ta, at=sa,
au=ua,av=va, bs=sb, bt=ub, bu=tb,bv=vb,cs=sc,ct=tc,cu=vc,cv=uc");;
g:=f10/r;

p1:=GroupHomomorphismBylmages(g, SymmetricGroup(4),
([¢.1,8.2,8.3,8.4,8.5,8.6,8.7,8.8,8.9,8.10],
[(1,2),(2,3),(1,2),(1,2),(2,3),(1,2),0),0,0,01);
Abelianlinvariants (Kernel(p1));

[ x, vy, z, a, b, ¢, s, t, u, v ] —>

[ (1,2), (2,3), (1,2), (1,2), (2,3), (1,2), O, O, O, (O 1]

[ o, 0, 0, 0, 2, 2 ]

p2:=GroupHomomorphismBylmages(g, SymmetricGroup(4),
([¢.1,8.2,8.3,8.4,8.5,8.6,8.7,8.8,8.9,8.10],

[ (3,4),(3,4)*(2,3)*(1,2)*(2,3)*(3,4),(3,4), (1,2), (2,3), (1,2),
O, O, 0, O;

Abelianlinvariants (Kernel(p2));

[ x, vy, z, a, b, ¢, s, t, u, v ] —>

[ (3,4), (1,4), (3,4), (1,2), (2,3), (1,2), O, O, O, (O ]

[ 0, 0, O, 0, O, 0, O, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2 ]
p3:=GroupHomomorphismBylmages(g, SymmetricGroup(4),
([¢.1,8.2,8.3,8.4,8.5,8.6,8.7,8.8,8.9,8.10],

[ (1,2),(2,3),(3,4),(1,2), (2,3), (3,4), (), O, O, Ol);

Abelianlinvariants (Kernel(p3));

[ x, vy, z, a, b, ¢, s, t, u, v ] —>

[ (1,2), (2,3), (3,4), (1,2), (2,3), (3,4), (), ()
[ o, O, O, 0, 0, 0, 0, O, O, O, O, O, O, O, O, O |
p4:=GroupHomomorphismBylmages (g, SymmetricGroup (4)
[g.1,8.2,8.3,8.4,8.5,8.6,8.7,8.8,8.9,8.10],

[ (3.,4).(3,4)*(2,3)*(1,2)*(2,3)*(3,4),(1,2),(1,2), (2,3), (3,4),
O, O, 0, O5);

’
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Abelianlinvariants (Kernel(p4));

,a, b, c, s, t,u, v]-—
[ (3,4), (1,4), (1,2), (1,2), (2,3), (3,4),
O, 0O, 0, 01

[ o, 0, O, O, O, 0, O, 2, 2 ]

[ x, v, z

p5:=GroupHomomorphismBylmages (g, SymmetricGroup (4),
[g.1,g.2,2g.3,8.4,8.5,8.6,8.7,8.8,8.9,g.10],
[ O.0.,0.,00,2), (2,3), (3,4), O, O, O, O1);

Abelianlinvariants (Kernel(p5));

[ x, vy, z, a, b, ¢, s, t, u, v ] —>

[ O, 0O, 0O, (1,2), (2,3), (3,4), O, O, O, O ]
[ 0, 0]

p6:=GroupHomomorphismBylmages(g, SymmetricGroup (4),
[g.1,8.2,8.3,8.4,8.5,8.6,8.7,8.8,8.9,8.10],

[ O,0,0,00,2), (2,3), (1,2), O, O, O, O1);

Abelianlinvariants (Kernel (p6));
[ x, vy, z, a, b, ¢, s, t, u, v]—

a
[ O, 0, 0, (1,2), (2,3), (1,2), O, O, O, () 1]
2

[ o, o, 2, ]

A partir dos calculos usando GAP obtemos

o (ker(6 )" =7%e (Z,)? o (ker(6 )"’ =77 & (Z,)?
o (ker(6))"°=7" & (Z,)8 o (ker(65)"P = (FKBy)"" = 72
o (ker(63)"° = (FVP)AP =716 o (ker(8g)) P = 7% @ (Z,)?

A partir desses célculos, utilizando o Lema 4.20, concluimos que o grupo FV P, = ker(d3) nao
€ isomorfo a ker(6;) paral <i <6 com i # 3, etambém que o grupo FKB, = ker(d5) ndo é isomorfo
aker(6;) paral<i<6comi#b>5. ]

A seguir, apresentamos um resultado que mostra uma importante propriedade estrutural dos
grupos FV P, e FKB,, em relacdo ao grupo FVB,,.

Teorema 4.38
Os grupos FV P,, e FKB;, sao subgrupos caracteristicos do grupo de trancas virtuais emolduradas
FVB, sen=3.

Demonstracdo. Seja},, o conjunto de todos os homomorfismos sobrejetivos de FV B, em S,,, e seja
T, =Y/ ~co0conjunto das classes de equivalénciade }_,, por ~., em que arelacio de equivaléncia ~,

foi definida na Secao 1.1. Escolhemos o seguinte conjunto de representantes Ade T ,;: As={y; |1=<
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i <8} doTeorema 4.34, Ay, ={0; | 1 =i <6} do Teorema 4.36, A¢ = {TFrk, TFp, V6 © TFK, Ve © TEp} dO

Teorema 4.24,e A, = {mpk,Tpp} paran=5e n # 6 do Teorema 4.24.

Se n =6, dado um homomorfismo de grupos ¢: G — H e y € Aut(H), entdo Ker(¢p) =Ker(yo
@), entao Ker(vgompk) = Ker(mpk) € Ker(vgompp) = Ker(mpp). Desta forma, pelo Lema 4.37 e pelo

Teorema 4.8, obtemos que FV P,, e FK B,, sao subgrupos caracteristicosem FVB,,quandon=3. 0O

4.8 Uma representacao de Burau para VB,

Na presente secdo, apresentaremos a construcao de uma representacao de Burau para o grupo
de trancas virtuais. Seguiremos, em grande parte, a abordagem descrita em (VENKATARAMANA,
2014), Secbes 7.2 e 7.3, que trata da representacdo de Burau para o grupo de trancas classico. Nessa
construcdo, o grupo de trancas virtuais emolduradas surge naturalmente no desenvolvido. Na
literatura, podemos encontrar outras reprersentacdes de Burau para grupo de trancas virtuais, a
saber: (VERSHININ, 2001) e (PALMER; SOULIE, 2022).

Seja F,,.1 um grupo livre, livremente gerado por xi, X, ..., X;+1. Considere a representacdo do

grupo de trancas virtuais VB, 1 no grupo de automorfismos de F,,,; da seguinte forma:
¢:VByi1 — Aut(Fpi1)

Xi— Xi+1

o; — @(0;): < xi+1Hx;Jr11xixi+1

Xj—Xxj se J#LI+]1.

Xi— Xj+1

vi — @) [ xit1— X

Xj— Xj S€ j;'fi,i+1.
Tal representacao induz uma acao de VB;,;; sobre F;,;; como segue

W:VBpy1 x Fpe1r — Fpnl

Xit1 se j=1i,
@1,%) — 0ixj0; = x7 L ose j=itl,
Xj caso contrario.
Xi+1 se j=1I,
(vi,x) — vixju; =3 x se j=i+],
Xj caso contrario.

Aacaode VB, sobre F;, induzuma acao do grupo VB,,,; sobre o abelianizado F,fi’l =71

do grupo livre, cujas imagens dos geradores x; formam a base canénica de Z"**!. Das equacdes
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anteriores, conclui-se que cada elemento o; e v; atua permutando os vetores da base, enviando e;

em e;;+1, e;j+1 em e; e deixando todos os demais vetores fixos.

1!/ab: VBn+1><Zn+1 . Zn+1
Xit1 se j=i,
(O'i,x]') — O'ix]'O'l-_lz Xi se j:i+1,
Xj caso contrario.
Xi+1 se j=1i,
(vi,xj) — v,-xjvl._lz X; se j=i+1,

Xj caso contrario.

Escreva G = Z*! para a abelianizacdo do grupo livre F,,.1, liviemente gerado por x1, X2, ..., Xn+1,

onde G é escrito multiplicativamente. Temos que a aplicacio n: G — Z =~ g% dada por

my,my  Mpyl —(myi+ma+--+mp41)
Xy X Xnt1 —d e
O grupo S,.+1 (e, portanto, o grupo VB,,;;) atua em Z"*! por permutacdo na base e age
trivialmente em gZ. O homomorfismo 7 equivariante em relacio a essa a¢3o, ou seja, para qualquer
T € Sy+1 € qualquer g € G temos (7 - g) = 7-1n(g). Além disso, o grupo VB,,;; atuaem F,,; eo
homomorfismo F,,,; — Z"*! é equivariante em relacdo a essa acdo. Agora, temos uma sequéncia

exata curta
z
1_’Kn+1_’Fn+1_’q -1,

com nucleo K, estavel sob a acao do grupo VB,,41.

Como um subgrupo normal de F;,;1, o grupo K, € gerado pelos elementos
_ -1 | _ -1
Yi=Xy X2, Yo=Xy X3,..., Yn=X; Xnp+1.

De fato, a escolha dos geradores xi‘lxi+1 parai=1,...,n como uma base de K,,;; esta relacionada

com a condicao do ntcleo K, 1, que é que a soma dos expoentes de x1, xa,..., X,41 Seja zero. O grupo

Kp+1 consiste nos elementos de Fy,41 que satisfazem my+map+---+mp1 =0, onde x{" x, ™ - x) ' €

F,+1. Os elementos xi‘lx,-+1, para i =1,...,n, sdo candidatos naturais a geradores porque eles

pertencem ao nlcleo, pois a soma dos expoentes é zero. Além disso, eles sdo independentes, cada

Vi= xl.‘lx,-H representa uma relacao linear independente entre os geradores de F,, 1, ou seja, se
n+1

Yy yn" =1, a; € Z, entdo ay = ap = -+ = a, = 0. De fato, sejan: Fye1 — F4 = 7" tal que

n(y;j) =ej, j=1,...,n, onde os e; séo os vetores da base canénica de Z™1. Entao, aplicando n
n

em y;'y,% -~ yp" =1, obtemos ) a;(—e; +e;+1) =0¢€ 7™, Analisando coordenada a coordenada
i=1

dessa igualdade, vemos que a; = 0, na coordenada j para j =2,...,n,temos aj_; —a;j =0 e como

ay =0, segue que a; = 0 para todo j < n, e na n+ 1-ésima coordenada resta a, = 0. E temos ainda
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que os y;'s geram K11, pois qualquer elemento de K;,;; pode ser escrito como uma combinacao

|
de yi = X; Xi+1-

Conforme observado anteriormente, VB, atua sobre K;,;1. A seguir, calcularemos sua acao
na base y1,¥»,...,yn de K;,+1. O grupo VB,, é geradoporo; e v;,eaacdaodec;ev;,i=1,...,n—1,

em F,,,; foi descrita anteriormente. Portanto, temos

VK: VBpi1 xKnv1 — Ky

_1 ..
X; ) Xi+1 se j=i-1,
-1 -1 . .. . .
0 x X0 <xi+1xi+1xl'x“rl € J=1h
irAj i+1 i
;o -1 -1 .
X, X Xit1Xis2 se j=1i+1,
ijlxjH caso contrario.
-1 ..
X; 1 Xit1 se j=1i-1,
-1 .. ..
i X7} Xi se j=I,
(i, x; " Xj41) =
xi_lx,-+2 se j=i+],
X7 xja caso contrario.

J

Escrevendo x; ' xi4 = y;, temos

Yk: VBpi1 XK1 —  Kpa

Yi-1Yi se j=i-1,
XLy xia se j=i,

(i, yj)) — A :
X, 1 YiXis1Yi+1 se j=i+l,
Vi caso contrario.

Yi-1Yi se j=i-1,
yi! se j=1i,

ViVi+1 se j=i+],

(Wi, yj)) — Ao

Vi caso contrario.

Consideremos agora o subgrupo comutador I's(K,+1) de K,,.1. E um subgrupo normal de F,,.; e é

estavel pela acao do grupo VB,,,1 em K;,;1. Portanto, temos uma sequéncia exata curta de grupos

Kn+1 Fn+1 Z
]_ _— —_— —_— q —_— 1‘
I3 (Kp+1) ['2(Kp+1)

Como alei do grupoem % é escrita de forma aditiva, para cada x;, a acdo por conjugacao
n+
KrHl

em p é simplesmente multiplicacio pelo elemento g~ !. Dessa forma, reescrevemos g da
n
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seguinte forma

Wi VBun xKipy — Kif

YVi-1+Yi se j=i-l,
-qYi se j=I,
(Ui)yj) — 4 ) )
qyi~+ Vi1 se j=i+],

Vi caso contrario.

Yi-1+Yi se j=i-1,

Vi se j=i,
(Vi,y]') — 4
YitYVinl se ]:l+1,
Vi caso contrario.
Agora, escreva y; = qie,-. Obtemos
. ab ab
Yi: VBp1 x Ky — Ky
i-1,. ip. i—i—
q'ei_1+q'e; se j=i-1,
U e J=h
»Yj . .
g lei+q' e se j=i+1,
q’ej caso contrario.
i-1,. ip. i—i—
q ei—1t+qe; se j=1i-1,
l' . .
-q'e; se j=i
(wi,yj) — A q l . I=b
glei+q'tle; se j=i+l,
q’ej caso contrario.

Note que, para j =i — 1, temos as seguintes equacgoes

-1 i-1
q' esi-n=4q" (ei-1+qei) = es;(i-1) = ei-1t qe;,

g ey i-n=q""(ei-1 + qe;) = ey;(i-1) = ei-1+qe;.
Para j =i, temos
qieoi(i) :—qiﬂei = €s,;(i) = —4qéei,
qievi(i) = —qiei = €y;(i) = —€j.
Para j =i+1, temos

i+1 i+1
q " esi+n=q  (ejteir1) => €o;(i+1) = €i T ejt1,

i+1 i+1, —1 -1
q " eyirn=q (g "eiteis) = ey;(i+1) =g “eit+ejsl.
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Para j qualquer, diferente dos listados acima, temos

q’es; () =q’ej = €oi(j) = €js

q’evi(y = q’ej = ev;(j) = €j-
Portanto, na base {e;}, obtemos

wi: VBu x K%, — K

n+1

ei-1tqge; se j:i—l,

—qe; se j=I,
(0i,ej) — <

ej+ej se j=i+],

ej caso contrario.

ei—-1+qe; se j=i-1,

—e; se j=I,
(Vi,e]') — 4

q_lei+ei+1 se j=i+],

e;j caso contrario.

Agora, vamos determinar a representacio de VB,,.1 em GL,(/\), onde A =Z[g,q '] é o anel

de polindmios de Laurent.

Temos que K,ﬁ’l é um grupo abeliano livre de posto 7, entdo K%’ = 7". Assim, da acio de

n+l —
VB, em K%

i1 temos a seguinte representacao:

@:VByy1 — Aut(Z™)
o — @O))Xx)=0;-x

vi — Qo)) =v;-x

parai=1,...,n.

Considere Aut(Z™) = {a: Z" — Z" | @ € um isomorfismo} e GL,(Z) = {A€ M,,(Z) | Aé invertivel}.
Dessa forma, podemos indentificar Aut(Z") com GL,(Z). De fato, dado a € Aut(Z"), identificando
os geradores de Z" com a base candnica do R" temos que {ey, ..., e,} € um conjunto de geradores
de Z". Tome a matriz [a(e;) a(e2) --- al(en)], onde a(e;) é a i-ésima coluna da matriz. Como

a é um isomorfismo, [a(e;) a(ex) --- «ale,)] pertencea GL,(Z).

Faremos entao a seguinte identificacao:

0'1'—'U1: 0 1 y
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para2<i<n-1

I
1 0 O
oi—U;= qg -q 1 )
0O 0 O
In—i+1) |
In—Z‘
0'n|—>Un: 1 0 ’
q —q
_1 q_l
‘In—z
para2<i<n-1
Ii »
1 O 0
Ul'_"/l.: q —1 q_l ,
0 O 1
In—(i+1) |
In—2
l}nl—>Vn: ]_ —1 y
qg 0

onde os espacos vazios nas matrizes acima correspondem ao elemento zero.

Teorema 4.39
Seja n = 2. A seguinte atribuicao define uma representacao Bur: VB,.1 — GL,(/\), chamada
representacao de Burau do grupo de trancas virtuais VB, 41:

-1

o1— @'dn_g e v— @ldn_b
0 1

0 1 -1
o,—1d,»® e vy,—ld,oe®

qa —4q qg 0

1 0 0 1 0 0

gi—ld;_»® qg —q 1 old,_;.1 e vi—Id;s® qg -1 6]_'l ®ld,_;i_1,
0 0 1 0 O 1

parai=2,...,n—1.
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A demonstracao deste teorema decorre diretamente da construcao previamente apresentada.
Essa construcdo garante uma representacao de Burau no contexto do grupo de trancas virtuais e,

assim, o Teorema 4.39 formaliza essa representacao.

A partir do Teorema 4.39 é natural pensar que repesentacao obtém para g =—-1ou g = 1.
Como perspectiva futura, podemos comparar com o que foi feito em (BLOOMQUIST; GOLDBERG;
SCHERICH, 2025) a partir de uma representacdo de Burau do grupo de trancas virtuais e entao
analisar uma possivel definicdo para os subgrupos de congruéncia do grupo de trancas virtuais
emolduradas. Além disso, para estudos futuros, podemos estudar a relacdo entre o grupo de trancas

virtuais emolduradas FV B,, e os grupos cristalograficos.
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Capitulo 5

O grupo de trancas singulares SG,, e o grupo de

trancas singulares emolduradas FSG,,

Neste capitulo, introduzimos o grupo de trancas singulares emolduradas, uma extensao do
grupo de trancas singulares. Nosso objetivo é definir formalmente esse grupo, estabelecer seus

geradores e relagdes, e investigar sua estrutura algébrica.

Também neste capitulo, construiremos um invariante para nos singulares seguindo a construcao
de Jones. Para isso, utilizaremos um traco de Markov definido sobre a algebra de Temperley-Lieb

virtual.

5.1 O grupo de trancas singulares SG,, e nés singulares

Nesta primeira secao, analisaremos o grupo de trancas singulares, o qual serve de alicerce
para o desenvolvimento apresentado neste capitulo. A compreensao detalhada de sua estrutura
e propriedades é essencial, uma vez que o grupo de trancas singulares emolduradas pode ser
interpretado como uma generalizacdo desse grupo. Assim, esta secdo tem por finalidade introduzir
as definicoes, notacdes e resultados preliminares que dardo suporte a investigacao algébrica do

grupo de trancas singulares emolduradas, conduzida na secao subsequente.

A nocdo geométrica de trancas singulares foi introduzida independentemente por Baez em
(BAEZ, 1992) e Birman em (BIRMAN, 1993). Foi demonstrado que tais trancas formam um monoide.
E provado em (FENN; KEYMAN; ROURKE, 1998) que o monoide de Baez-Birman com 7 cordas esta
realizado no grupo SG,, que é agora conhecido como grupo de trancas singulares em n cordas. O
grupo SG,, tem uma apresentacao que possui o mesmo conjunto de geradores e relacdes definidoras
que a apresentacao do monoide para o monoide de Baez-Birman, com a Unica propriedade adicional
de que os elementos sao invertiveis em SG,,. Esse grupo, SG,, inclui o grupo de trancas classico B,

como um subgrupo.
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Definicao 5.1

O grupo de trancas singulares SG,, em n cordas é gerado por um conjunto de 2(n — 1) geradores

{o;,7;1i=1,2,...,n—1}, com relacoes

oiocj = 0jo;, |li—jl>1 (5.1)
0i0i410; = 0i410i0i+1, i=12,...,n-2 (5.2)
;T = 1T, li—jl>1 (5.3)

T,0; = 075 |li—-jl>1 (5.4)

1,0, = o015, i=12,...,n—1 (5.5)
Oi0is1Ti = Ti+10i0is1, i=12,...,n-2 (5.6)
0it10iTiy1 = Ti0i410}, i=1,2,...,n-2. (5.7)

Os geradoreso; e1;,i=1,...,n—1, podem ser vistos geometricamente na Figura 18.

1 t i+1 n 1 t 1+1 n
4
oF) Ti

Figura 18 - As trancas elementares g; e 7;.

Considerando o homomorfismo n: SG,, — S, talque n(o;)) =n(t) =s; = (F i+1), i =
1,...,n—1, em (DASBACH; GEMEIN, 1998) foi definido o grupo de trancas puras singulares SP,,
gue generaliza o grupo de trancas puras classico P,,, onde o grupo SP,, corresponde ao nucleo do
homomorfismo sobrejetivo 7. Paraocason(o;)) =s;=(i i+ en(r;)=1,i=1,2,...,.n—1,em
(GONGOPADHYAY; KOZLOVSKAYA; MAMONOV, 2020) é definido o grupo ST, como ntcleo desse
homomorfismo. Ainda de acordo com o artigo (GONGOPADHYAY; KOZLOVSKAYA; MAMONOV, 2020),
os autores obtém uma apresentacdo para STz e demonstram que ST3 é isomorfo ao grupo de trancas
puras singulares SP;.

No trabalho (DASBACH; GEMEIN, 1998) se encontra um conjunto de geradores e relacoes
definidoras para SP,,. Porém, em (BARDAKOV; KOZLOVSKAYA, 2025) os autores simplificam essa

apresentacao, que trazemos a seguir. Para descrevé-lo, define-se os seguintes elementos em SP,;:

aji+1 :0'?,

biiw1 =70}
Aij=0j10j-2...0i114;,i+107} ...a]‘._lzaj_._ll, i+l<j<n,
bij =0j-10j-2...0j1 bi.i+10'i_4}1"'0]_'_120]_'11’ i+l<j<n.
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Teorema 5.2 ((BARDAKOV; KOZLOVSKAYA, 2025), Theorem 3.1)
O grupo das trangas puras singulares SP, , com n = 2, € gerado pelos elementos a;;, b;j, onde

1<i< j<n,e édefinido pelas seguintes relacdes (com & = +1):

ajjbij=bjjaij, (5.8)

a;i axjas = (aijax;)  agjlaijag) ", (5.9)

A brjag, = (aijag) brjlaijar) ™, (5.10)

Ay, axjag,, = (axjamj)agj(axjam;)”, para m<j, (5.11)
ay,,brja,, = (@arjamj)bgjlagjamj)™¢, para m<j, (5.12)
a;, agja;,, = [a] am]]ak][a ija ]]_1, para i<k<m, (5.13)
a;, bkja. = [a;; am]]bk][a am]]_l, para i<k<m, (5.14)
almak] e =agj, para k<i<m<j ou m<k, (5.15)
‘mbkja;, =brj, para k<i<m<j ou m<k, (5.16)

b: bkjb._ =byj, para k<i<m<j ou m<k, (5.17)
b;,,brjbs,, —bkj, para k<i<m<j ou m<k, (5.18)
(alka]k)b ij = Qik@jk, para i<j<k, (5.19)
g(am]ak]amj)blm amjakjamj, para i<k<m, (5.20)

by (@i Dkjam )b, = ayibijamj, para i<k<m. (5.21)

Uma apresentacao para SP,, nos casos n =2 e n = 3 é fornecida em (BARDAKOV; KOZLOVSKAYA,

2020). O lema a seguir traz uma apresentacao para o caso n = 2.

Lema 5.3 ((BARDAKOV; KOZLOVSKAYA, 2020), Lemma 3.1)
1- SPy ={ai2, b12 | aiob12 = bipan) =7Ze 7,

2- SP, é normal em SG; e a acdo de SG, em SP, é definido pelas férmulas

01 _ o1 _

a,, = ay, blZ - blZ’
T1 _ T1 _

a,, = az, b12 = bia.

No caso n = 3, a partir da apresentacdo dada por (BARDAKOV; KOZLOVSKAYA, 2020), os autores
provam que SP3 se decompde como um produto semidireto. Em seguida, trazemos a apresentcao

dada paraocaso n=3.

Teorema 5.4 ((BARDAKOV; KOZLOVSKAYA, 2020), Theorem 3.9)

O grupo de trancas puras singulares SP3 é gerado pelos elementos

aiz, a3, azs, b1z, bis, bos,

e é definido pelas relacoes:

-1_ -1 -1_ ,-1,-1
® ajpa13a,, = a4,z A13A423, appaz3a,, = ayg a,5 az3a3azs,
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aizbi2 = bizarz,

aisbiz = bizas, ax3bz3 = byzaps

1 _ 1 -1
bi2(ayzaz3) by, = ar1zazs, arzbiza;, = a,; bizas,

1 1,1
ar2bozay, = a,s a5 bazaizays.

Como mencionado anteriormente, em (GONGOPADHYAY; KOZLOVSKAYA; MAMONOV, 2020)
foi definido o grupo ST} como o nucleo do homomorfismo n: SG,, — S, talque (o) =s; = i+1)

en(r;)=1,i=1,2,...,n— 1. Define-se os seguintes elementos geradores de STj3:
_ 2 _ 2 -1 _ 2 _ _ -1 _
a2 =07, A13=02070,", A12 =059, C12=T1, C13=02T10,", C23=T2.

Teorema 5.5 ((GONGOPADHYAY; KOZLOVSKAYA; MAMONOV, 2020), Theorem 3.8)

O grupo ST3 é gerado pelos elementos

apz, 413, azs, C12, €13, €23,

sujeito as relacdes definidoras:

appCiz = Ci2dai12,
a;sis = Ci3ai13,
a3C3 = (23423,
-1 _ -1
appa13a;, =  Apz A13423,
-1
Ci2a13d23C, = dA13423,
-1 _ -1
a;2Ci3d, = dy3C13423,
-1 _ -1
ap, apzdiz = 13023043,
-1 _ -1
ayp C23412 = A13C23043 .

No que tange ao estudo do centro do grupo de trancas singulares, o préoximo resultado descreve

o centro de SG,,.

Teorema 5.6 ((FENN; ROLFSEN; ZHU, 1996), Theorem 7.2)
O centro de SG,, é todo SG,, para n = 2. Mas no caso n =3 é o mesmo que o centro (ciclico infinito)

de B, = SG,, gerado por AZ.

Note que para n =2, o grupo SG» é abeliano. Em relacdo ao centro do grupo SP,,, provou-se
que, para n =3, Z(B,) = Z(SP,) = Z(SG,,) é um grupo ciclico infinito (ver (VERSHININ, 2010)).

A relacdo entre nés singulares e trancas singulares é exatamente a mesma do caso classico. E
um problema natural estudar suas propriedades algébricas e geométricas para construir invariantes

de enlacamentos singulares.
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No caso classico, a operacao de fechamento de uma tranca gera um n6 ou enlace. De forma
semelhante, o fechamento de uma tranca singular, que inclui cruzamentos singulares representados

pelos geradores 7, resulta em um né singular. Os nos singulares sao generalizacdes dos nos classicos.

O fecho de uma tranca singular segue o mesmo principio do fecho de uma tranca classica,
conectando as extremidades correspondentes das cordas através de arcos simples. Denotamos
o fecho de uma tranca singular w por @. Assim como no caso classico, nés singulares orientados
podem ser transformados em trancas singulares fechadas. Para uma demonstracao do teorema de

Alexander aplicado a nés singulares, consulte (BIRMAN, 1993).

Definicao 5.7
Um né singular com n componentes é a imagem de uma imersao suave de n cépias do circulo em S3,
que possui um numero finito de singularidades, chamadas cruzamentos singulares, que sao todos

pontos duplos ordinarios.

Um enlacamento singular pode ser descrito como uma generalizacdo de um enlacamento
classico, diferenciando-se por permitir um ntmero finito de autointersecoes transversais. Quando um
enlacamento singular possui apenas um componente, ele é chamado de né singular. A Figura 19 apre-
senta alguns exemplos ilustrativos de nés e enlacamentos singulares. Para simplificar, utilizaremos o

termo “nds” para nos referirmos tanto a “nés” quanto a “enlacamentos”.

Figura 19 - Exemplos de nds e enlacamentos singulares [(JUYUMAYA; LAMBROPOULOU, 2009), Figure
8].

Definicao 5.8
Dois nés singulares K;, K, sao isotdpicos, isto é, topologicamente equivalentes, se existir um auto-
morfismo préprio de S3 que preserve a orientacdo e leve um no outro, de modo que ele preserve

um pequeno disco rigido ao redor de cada cruzamento singular.

Um diagrama de né singular é uma projecao do noé singular para o plano tal que qualquer

cruzamento € um cruzamento classico ou um cruzamento singular. Dois diagramas de n6 singular
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orientados sdo equivalentes se e somente se um pode ser obtido do outro por uma sequéncia finita

de movimentos de Reidemeister singulares (ver (BATAINEH et al., 2018)).

Considere agora o limite indutivo U,,SG,,, construido a partir dos monomorfismos naturais
entre os monoides SG,;, — SG,,+1. De forma analoga ao teorema de Markov para trancas classicas,
Gemein demonstrou em (GEMEIN, 1997) o seguinte resultado, que também pode ser comparado

com a versdo baseada em L-movimentos apresentada em (LAMBROPOULOU, 2007).

Teorema 5.9 ((GEMEIN, 1997), Markov’s Theorem)

Duas trancas singulares em U, SG,, tém fechamentos isotépicos se e somente se diferem por relacoes
de trancas singulares e uma sequéncia de movimentos:

(i) Conjugacdoreal: 0,0 ~wo;, w,o0;€ SGy;

(ii) Comutacao singular: 7,0 ~wt;, ®,7; € SGy;

(iii) Estabilizacdo real: w ~ wo%, we SG,.

Os movimentos (i) e (iii) do Teorema 5.9 sdo os dois movimentos bem conhecidos do teorema

classico de Markov para trancas classicas. O movimento (ii) é ilustrado na Figura

il Rad
bl T

Figura 20 - Comutacao singular [(JUYUMAYA; LAMBROPOULOU, 2009), Figure 3].

5.2 Definicao do grupo de trancas singulares emolduradas FSG,

O grupo de trancas singulares emolduradas seréa introduzido de maneira analoga a abordagem
apresentada por (KO; SMOLINSKY, 1992) ao definir o grupo de trancas emolduradas. Assim como no
trabalho de (KO; SMOLINSKY, 1992), nossa construcao parte da generalizacdo do conceito classico
de trancas, incorporando a estrutura de emolduramento para capturar informacoes adicionais

associadas as componentes das trancas.

Esse paralelo permite explorar as técnicas e intuicdes desenvolvidas na definicao do grupo de
trancas emolduradas, adaptando-as ao contexto das trancas singulares. Dessa forma, garantimos
um tratamento que facilita tanto a compreensao do novo conceito quanto a comparacao com outras

estruturas relacionadas.
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Definicao 5.10
Seja n = 2. O grupo de trancas singulares emolduradas FSG,, é gerado por 1,...,05-1, T1,---»Tn—1,

f,...,t,; com relacoes (5.1)-(5.7) e relacoes adicionais

litj tjt; paratodo i, j, (5.22)

Nkt = Iy Mko (5.23)

onde ni € {oy,t¢}, parai,j=1,...,nek=12,...,.n—1.

Os geradores 13, ..., t; formam um grupo abeliano livre de posto n dado por

~ k1 k; k
(..., t)y =27", A A (I 1L TR B

Seja S, o grupo simétrico agindo sobre {1,2,...,n}. Seja n: SG,, — S,, 0 homomorfismo
sobrejetivo de grupos enviando o; e t; para a transposicao (i i + 1). O grupo de trancas SG,, atua
em {1,...,n} através do homomorfismo , isto &, n(i) = 7(n) (i), n € SG,,. Adotamos a convencao
de que o grupo simétrico atua pela direita, de modo que (ny)(i) = y(n(i)) paran,y € SG,. Entdo o
grupo de trancas singulares emolduradas FSG,, é isomorfo ao produto semidireto Z" x SG,,, onde
SG,, age em Z" por

n-(ky, ko, ..., kn) = (kyqy, ky2), - - knim),
ondene SGy,parai=1,...,n—-1.

Qualquer palavra em FSG,, se divide, por construcao, na parte da moldura e na parte de tranca.

Isto é, pode ser escrito na forma
t{“l tfz---tl,i’l-ﬁ, onde k;€Z, BeSG,.

A multiplicacao e o inverso em FSG,, sao definidos usando a acdo de SG, em Z" como segue

kn +lﬁ(n)

k k I 1 ki+1
(tll...tnn.ﬁ)(tll...tn’l.Y);:tll ﬁ(l)...tn .'3%
e
_ ka1, —ka-1 —kao1 _
AR =g O, PO T g

A seguir, apresentaremos uma proposicao que estabelece uma nova apresentacio para o grupo

de trancas singulares emolduradas, em que os geradores ¢;, i = 1,...,n, podem ser deduzidos de t;.

Proposicao 5.11
O grupo FSG, tem uma apresentacao reduzida com os geradores t1, 01,...,0,-1, T1,---,Tn-1, €

relacoes (5.1)-(5.7) e relacoes adicionais:

nmj = njh, j>1, (5.24)
nmnny' = mnni'n, (5.25)
ni...nltlnfl...nlfl = n;l...niltlnl...ni, (526)

onde,paracadai=1,2,...,.n—1,n;€{0;,7;}.
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Demonstracao. A demonstracao é analoga a prova dada na Proposicao 4.15. Porém, para mostrar
que a relacdo t;1; = r;1; € consequéncia das relacées da Proposicdo 5.11, considere n; = o4, pois

precisamos da relacao n;n;+11m; =Ni+1MiNi+1, que nao é valida em FSG, quando n; = 7;. ]

No contexto geométrico, um elemento de FSG,, pode ser descrito como uma tranca singular
composta por n cordas, onde ocorrem cruzamentos classicos e singulares, e cada corda é acompa-
nhada, no topo, por um niimero inteiro que representa sua moldura. Um elemento de Z", quando
Z" é visto como subgrupo de FSG,,, é identificado com a tranca identidade em n cordas, sendo
cada corda decorada pelo inteiro correspondente do elemento. Por outro lado, ao considerar SG;,,
como um subgrupo de FSG,, , suas trancas singulares sao vistas como trancas emolduradas em que
todas as molduras sao iguais a zero. A operacao de multiplicacdo em FSG,, combina a concatenacao
usual das trancas em SG,, com a soma das molduras das cordas, que sao transferidas para a tranca

resultante. Para uma visualizacdo mais clara, consulte o Exemplo 5.12.

Exemplo 5.12
Considere as trancas singulares emolduradas t k3 -T207 € tlll tzlz tgl3 -017T1T2. Tem-se o produto
ki1+1 ko+1 ks+1
(t k3 Tzal)(tll tlz tlg O1T1Ts) = t 1+l (D) t 2t 1501 (2) t 3+lry013) 'TZUZTITZ
157 1 2 3 1
_ tf1+lol(r2(1)) t2kZ+lUl(Tg(2)) [;€3+lal(rz(3)) 'TzU%Tsz
_ kl+lo’1(1) k2+la'1(3) k3+lo'1(2) 2
= tl lfz tg "T201T1T2
ki+lp ko+l3 ks+1 2
= tll 2t22 3t33 1-‘[20'1‘[1‘[2.
Geometricamente,
k1 ky ks z L L k1+12 ky+1ly ks+ 1y
'
“ (K
o

Figura 21 - Multiplicacao das trancas singulares emolduradas.

O grupo das trancas puras singulares emolduradas é definido de forma analoga a construcao

do grupo das trancas puras emolduradas apresentada em (NATOV, 1997).

O homomorfismo de grupo n: SG, — S, pode ser estendido para um homomorfismo de
grupo 7: FSG, — Sy enviando ¢; para a identidade. Chamamos o nlcleo de 7 de grupo das trancas

puras singulares emolduradas e denotamos por FSP,,.

Nesse contexto, FSP,, pode ser descrito como o produto direto entre o grupo das trancas
puras singulares SP,, e Z". Cada corda de uma tranca pura singular é associada a um elemento de Z,
que representa sua moldura ou torcdo. Assim, o grupo FSP,, combina a estrutura das trancas puras

singulares com as informagoes adicionais fornecidas pelas molduras.
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A permutacao associada a uma tranca pura singular é trivial, entao uma tranca pura singular

comuta com os geradores da moldura. Estruturalmente, FSP,, é definido como:
FSP,=7"® SP,,

onde Z" é o grupo abeliano livre que captura as molduras, e SP,, é o grupo das trancas puras

singulares em n cordas, incorporando cruzamentos classicos e singulares.

Para a operacao de multiplicacdo no grupo FSP,,, para dois elementos tfl tfz--- t',f" ‘B e
1"ty ;" -y em FSP,, a multiplicacdo é dada por
k1+mﬁ(1] k2+mﬁ(2) kn+mﬁ<n)
tl t2 v tn . ﬁY

ki+my ko+my kn+m
1 tz sty .137/.

k1 k k
(t11t22...[n".ﬁ)(tlml [2’"2...[”171”.7/)

=t

Essa definicao reflete a natureza de um produto direto, com a soma em Z" e a multiplicacdo

em SP,,.

Teorema 5.13
Seja n = 2. O grupo FSP, admite uma apresentacdo com geradores a;;, b;j, 1 <i < j < n,

1, b,..., ty, sujeitos as relacoes (5.8)-(5.21) e

krt; = tity, (5.27)
ajjty = taij, (5.28)
bijte = tebij, (5.29)

ondel<i<j<nek,l=1,2,...,n.

Demonstracdo. Pelo Teorema 5.2 temos que o grupo SP,, tem uma apresentacao com geradores
ajjeb;j,1<i<j<n,sujeitos as relacdes (5.8)-(5.21). Temos ainda que Z" = (11, bp, ..., ty | [1;, £j] =

1 paratodo 1<i<j<n).

Como o grupo FSP,, é um produto direto dos grupos 7" e SP,, a apresentacdo de FSP, é
dada pelos geradores 1, i», ..., Iy, a;j € b;j, 1 <i < j < n, com as relacbes de Z" e SP,, e a familia
de relacdes de comutatividade entre os geradores de Z" e SP,, (ver [(JOHNSON, 1997), Proposition
4, Chap. 4]). O

Como feito em (GONGOPADHYAY; KOZLOVSKAYA; MAMONOV, 2020), consideramos o homo-
morfismo

definidoporn(o;))=(ii+1)en(t;)=1,parai=1,...,n—1.

Estendemos esse homomorfismo para
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definido por
nlo)=>0i+1), 7n)=1 7a() =1,
parai=1,...,n-1lej=1,...,n-1.
Definimos, entao, o grupo FST,, como o nlcleo do homomorfismo 7.

Quanto ao grupo ST, definido na Secao 5.1, na literatura ndo consta uma apresentacao para
n = 2. Por isso nos dedicamos agora a dar uma apresentacao para ST utilizando o algoritmo de

Reidemeister-Schreier.

Seja SGy, ={(01,T1 | 0171 =T101) EZ @ Z. Considere
Az =1{1,01}

o conjunto Schreier de representantes de classe para ST, em SG,. Segundo o algoritmo, o grupo

ST, é gerado pelos elementos
Sra=Aa-Aa)™',  AeAs,  ae{oy,1i)

A seguir, trazemos os elementos S 4:

S0, = 01-@D '=01-07' =1,

Sir, = T1-@D ' =T1-1=T1=c1,
Sovor = 0%-(0_%)‘1:0%.1:0%:@2,
Soy1y = o171- @1t ! :Cfl‘[lcfl_l =T1.

Vemos que ST, é gerado por Sy, ¢, = a% e Sy,,r, = T1. Para finalizar, encontraremos as relacées

definidoras de ST>. Entdo tomemos a relacdo r = o 7107 17"

-1 -1
7(r) =816, Soy,11 Sl,al 'Sl,n =1,
o que implica Sy, 7, = S1,7,. Agora,

-1 -1 -1
7(017077) = S1,0,* So1,01 " S1,13 'Sal,al 'Sal,rl

) Sl_;}fl = 801,01 'Sl,n : S_l 'S_1 =1

01,01 01,71 ’
e isso implica que ajac12 = c12a12. Assim, STy = (a2, C12 | A12¢12 = Cr12a12) EZ & Z.

Lema 5.14
1- STy =(a1z,c12 | aroci2 = Croa12) =207,

2- ST, é normal em SG, e a acao por conjugacao de SG, em ST, é definida pelas férmulas
(o (o) T T
a, = ai, i, = C12, a, = az, i, = C12,

3- SP, éisomorfo a ST5.
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Demonstracdo. O item 1segue diretamente da construcao acima feita para determinar os geradores

e relacoes de ST>.

Para o item 2, como SG; é abeliano, temos que ST, é normal em SG,. Além disso, veja que

o1 _ -1 _ 2 -1 _ 2 _
012—0'10120'1 —0'10'10'1 —Ul—alg,

T1 _ -1 _ 2.-1
6l12 = Tlalg‘[l =T1077T;

_ 2 _
=05 =4ai2,

o1 _ -1 _ -1 _ —
Clp =01C120, =01T10, =T1=C12,

T1 _ -1 _ -1 _ —
612 = T1012T1 = T1T1T1 =T1 =1C12.

Oitem 3seguedoitem1edolemas.3, que afirmaque SPy = {ajy, b12 | a12b12 = b1oa) = Ze 7.
l

Voltando para o ambiente emoldurado, para os casos n =2 e n=3 o grupo FST, tem uma
estrutura de produto semidireto. Além disso, os grupos FSP, e FST, nao sao isomorfos, como pode

ser visto no préximo resultado.

Teorema 5.15

3- Os grupos FSP, e FST, nao sao isomorfos.

Demonstracdo. Para o item 1, seja o homomorfismo 7: FSG,, — S;, definido por 7 (o;) = s;, T(7;) =

1,i=1,...,n-1,e7(tj) =1, j=1,...,n. Como definido acima, Ker (7).

E conhecido que o ntcleo do homomorfismo 7: SG, — S,, definido por n(o;) = s;, n(7;) =1,
i=1,...,n—1, éogrupo ST, (ver (GONGOPADHYAY; KOZLOVSKAYA; MAMONOV, 2020)).

Queremos mostrar que FST, = Z" x ST,,. De fato, pela definicido de 7, observamos que os

subgrupos Z" e ST,, estao contidos em Ker (7). Assim, segue que Z" - ST,, < Ker (7).

Agora, seja g € Ker(7) c FSG,,. Podemos escrever

g: [fl...t;’zl”ﬁ’
com B € SGy,.
Como 7(¢j) =1 para todo j =1,...,n, temos
Q) =7t - 1" B) = H(P).

Sabendo que g € Ker(7), obtemos 7(g) = 1, e portanto 7 () = 1.

Como f € SG,, concluimos que § € Ker(7|sg,). Mas, como Ker(7|sg,) = Ker(r), segue que
peST,.
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Logo, Ker(w) € 72" - ST,,. Além disso, note que Z" N ST, = {1}.

Por outro lado, temos que Z" é subgrupo normal de FST,. Com efeito, sejam a € Z" e
h € FSTy,. Pela estrutura FST,, = 2" - ST,, podemos escrever h = ag,onde ac Z" e ge ST,. O
conjugado hah™! pode ser escrito como hah™! = a(gag™")a!, e chamemos b = gag~'. Como
STy € subgrupo de SG, entao ST, age sobre os geradores ¢; de Z" por gtjg_l = Ig(j)- Como a
€ um produto de poténcias de ¢;, o elemento b € um produto de poténcias dos geradores de Z"
e, portanto, b € Z". Desta forma, como Z" é abeliano, temos hah™! = aba™! = b. Como b e 7",

concluimos que o conjugado hah~! pertence a Z”". Assim, Z" é um subgrupo normal de FST,,.

Para mostrar o item 2, o grupo ST, é gerado por a;» e c12. A permutacdo associada ao gerador

ajo é trivial, entdo ajat; = tjais, i =1,2. Porém,
Ci2l1 =T111 = 271 = [2C12 e Celh=T1h=04T1 = (2.
Assim,
FSTy =11, tp, a1z, c12 | [11, L] = [ar2, hi] = [ay2, t2] = [a12, €121 = 1, 12t = f2C12). (5.30)

Do Lema 5.3 vemos que (SPg)“b = 72. Entao, como FSP, = 7% @ SP,, pelo Lema 4.20 segue que
(FSP,)? = 74, Pela apresentacdo de FST, dada em (5.30), a relacdo ci2f; = frc12 em (FST,) P
implica que t; = f,, logo (FST>)* = 73. Desta maneira, sabendo que (FSP,)%? e (FST,)?’ n3o sdo

isomorfos, pelo Lema 4.20 temos que FSP, e FST, nao sdo isomorfos. ]

5.3 Ocentrode FSG,,

Nesta secao, serad discutido o centro do grupo de trancas singulares emolduradas. Como é
conhecido (ver (VERSHININ, 2010)), os grupos de trancas puras P,,, trancas classicas B,,, trancas puras
singulares SP,, e trancas singulares SG,, compartilham o mesmo centro, que é dado pelo subgrupo

ciclico gerado pelo elemento A%, onde
Ap=(0102--0,-1)(0102+-0y-2) - (0102)01 € By,.

Dessa forma, podemos concluir que o centro do grupo de trancas puras singulares emolduradas
FSP,, coincide com o centro do grupo de trancas puras emolduradas FP,, e que o centro do grupo

de trancas singulares emolduradas FSG,, é igual ao centro do grupo de trancas emolduradas FB,,.

Proposicao 5.16
Se n >3, entdo Z(FSP,) = 7" & (A2).

Demonstracdo. Pelo Teorema 5.6, para n = 3, tem-se que Z(SG,,) = <Afl>. Provou-se em (VERSHININ,
2010), para n = 3, que Z(SP,) = Z(SG,,). Entdo, como FSP,, = 7" & SP,,, segue que Z(FSP,,) =
7" & (A2). O
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Teorema 5.17
Se n =3, entdo Z(FSG,) = Z[0] & (A%),onde O = 11 -+~ ,.

Demonstracdo. Pelo Teorema 5.6, para n = 3, tem-se que Z(SG,,) = (A%). Provou-se em (VERSHININ,
2010), para n =3, que Z(B,) = Z(SG,,). Entdo, Z(FSG,) =Z & (A%) segue do Teorema 2.5. O

5.4 Série central inferior de SG,, e FSG,,

Nesta secao, sera discutida, inicialmente, a série central inferior do grupo de trancas singulares
SG,,, tema sobre o qual, até ond sabemos, nao ha registros disponiveis na literatura até o momento,
embora em (DEY; GONGOPADHYAY, 2022) é provado que I'>(SG,,) é perfeito para n = 5. Em seguida,

sera realizada uma analise da série central inferior do grupo de trancas singulares emolduradas.

Teorema 5.18

Sejam n =2 e SG,, o grupo de trancas singulares em n cordas. As propriedades a seguir sao validas:
i) O grupo SG, é isomorfoaZ & Z.

ii) O abelianizado de SG,, é isomorfoa Z & Z para n = 2.

iii) Se n = 3, entdo o grupo SG,, ndo é residualmente nilpotente.

iv) Se n =3, entdao I'»(SG,) =T'3(SG,,).

Demonstracdo. i) A partir da Definicdo 5.1, temos que
SGy =(01,T1 | 0171 =T107).

Logo, podemos deduzir que o; gera uma copia de Z e 11 gera uma copia de Z. Portanto,
SG, =27 7.

ii) Para encontrarmos o abelianizado de SG;,, SG,/T'2(SG;,), basta considerarmos a apresentacao
de SG,, dada na Definicao 5.1 e inserir a relacdo xy = yx para todos os x, y no conjunto gerador. A

partir da relacio (5.2), obtém-se
0i0i+10i{=0i+10i0j+] < 0i0i0j+1=0i+10i0i+] < 0;i=0j+1.

Por outro lado, da relacao (5.6), tem-se

0i0i+1T; =Ti+10i0i+1 < Ti0j0ij+1=Ti+10i0j+1 < T;i=Tj+1-
Portanto, % =(01,71 | [01,71] =1). Observe que g; gera uma cédpia de Z e 7; gera uma cépia
n
de Z. Dessa forma, -SGn_ & isomorfoaZeZ.
FZ(SGn)

iii) Note que o grupo SG,, contém o grupo B, o qual ndo é residualmente nilpotente para n >
3, conforme indicado em (GORIN; LIN, 1969). Como todo subgrupo de um grupo residualmente
nilpotente também é residualmente nilpotente (ver (SILVA, 2023), Proposicao 1.47), conclui-se que o

grupo SG, nao pode ser residualmente nilpotente para n = 3.
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iv) Basta considerarmos a seguinte sequéncia exata curta
I'2(SGy) SG, p SGy )
FS(SGn) r3(SGn) FZ(SGn)

. . SGp
Pelo item ii), sabemos que EeT = (01,71 | [o1,T1]1 = 1).

Queremos mostrar que p é um isomorfismo. Temos pelas propriedades da série central inferior

que todos os elementos do nucleo de p sao centrais em FSS(SG(’; 5- Existe a; € % talque o; = a;o;
n n
comaj; =1.Pelarelacido 0;0;410;,=0;410;0i+1, temos
aij01a;+1014;01 = a;+1014;014;+101 < 0101014iAi+14; =01010104;+14;4j+1

< aiaj+10; = Aj+10;Aj+1

< a;ajdiv1 = Aj+10;A;+1

< a; =dj+1,
istoé, a1 =a,=---=a,_1=1.5eguedeo;=a;o,queo; =01, paratodoi=1,2,...,n—1. Assim
todos os g; representam a mesma classe em % denotemos tal classe por o.

n

Da mesma forma, exise b; € % onde 7; = b;T; com b; = 1. Considerando a relacao
n
0;0i41T; = Ti+10;0;+1 de SG, vemos que 0;0;41b;T1 = b;31T10i0;4+1, 0 que implica U%bﬂl =

SGp

e © pelarelacdo 7;0; = 0;7;, obtemos

bi+1110f. Porém, os b; sdo centrais em

2 2 2 2
01bit1 =bi11107 ©  biT1071=bi+1T10] < b; = by,

istoé, by=by=---=b,,_1 =1. Por 7; = b;T; obtemos que 7; =7, paratodo i =1,...,n— 1. Assim
todos os t; representam a mesma classe em risG("; 5 denotemos tal classe por t.
n

Note que a classe de o comuta com a classe de T em Fjgg 5 pois 0171 = 7107. Entao, para
n

n=3, p €um isomorfismo e I'y(SG,) =T'3(SGy). O

A seguir, exploramos algumas propriedades e caracteristicas estruturais.

Proposicao 5.19
O grupo FSG, é isomorfo a 72 x (Z & 7).

Demonstracdo. Note que a partir da Definicdo 5.10 temos que FSG, = Z? x SG,. Pelo Teorema 5.18,
SGy, =7 @ Z. Portanto, FSG,, = 7’2« (Zo2) O]

Proposicao 5.20

Seja n = 2. Entdo o abelianizado de FSG,, é isomorfoaZ & Z & Z.

Demonstracdo. Para encontrarmos o abelianizado de FSG,,, FSG,,/T2(FSG,), é suficiente conside-
rarmos a apresentacao de FSG,, dada na Definicao 5.10 e adicionarmos algumas relacdes comuta-
tivas. Da relacdo (5.23) segue que o t; = tj;10; € T;t; = tj;1T;, entdo t; = t;,1. A partir da relacdo

0i0i10;=0;410i0i41, tem-se

0i0i410;=0j4+10i0 4] < 0i0i0ij+1 =0i+10i0j+] < 0;=0j41.
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Darelacdo 0;0;17T; =7;+10;0;:1, tem-se

0i0j+1T; =Ti+100i+1 < Ti0i0j+1=Ti+10i0+1 < Ti=Ti+1-
Portanto, —odn _ = (¢ | [t 1=1[t, 711 =1 1=1)
' To(ESG,) — 101,71 1,01l =111, T11 = 101,711 = .

Note que #; gera uma cépia Z, o1 gera uma cédpia Z e 1, gera uma copia Z, fazendo com que

FSGy

T FsG,) Sela isomosrfoaZeZe”Z o

Proposicao 5.21

Se n = 3, entdo FSG,, ndo é residualmente nilpotente.

Demonstracdo. Observe que o grupo FSG,, contém o grupo SG,, que nao é residualmente nil-
potente, conforme indicado no Teorema 5.18. Como todo subgrupo de um grupo residualmente
nilpotente também é residualmente nilpotente, conclui-se que o grupo FSG,, ndo pode ser residual-

mente nilpotente. O

Teorema 5.22
Seja FSGy,, n=3. Entao I',(FSG,,) =I'3(FSGy,).

Demonstracdo. Considere a seguinte sequéncia exata curta:

[3(FSGu)  T3(FSGp)  T(FSGy)

Pela Proposicao 5.20, temos que o abelianizado de FSG,, é isomorfo a Z & Z & Z gerados por

n, o1 e v; respectivamente. Dessa forma, temos que todos os £; se projetam em 13, o; se projetam

em o e 7; se projetam em 1; por p em rz(F—scn;n)’ paraj=1,...,nei=1,...,n—1, entdo vai existir
a; € Egi—ggzg onde o;=a;o; com a; =1. Aotomarmos arelacdo 0;0;,10; =0;110;0;+1 em FSG,

VEMOS que a;01a;+1014;01 = A;+1014;014;+101. Mas 0s a; sao centrais em % entao
n

a;j01a;+1014;01 = a;j+1014;014;4+101 < 0101014i4i+10; =0101014;+14;4j+1
< aidi+10; = Ai+10;Aj+]
< ajdidi+1 = Ai+14diai+1
< a;=ai+1,
ouseja, a;=a=---=ay_1=1. Segue que, por o; = a;o; obtemoso; =01,parai=1,...,n—1.
Dessa forma, todos os g; representam a mesma classe em %

De forma anéloga, vai existir b; € % onde t; = b;T; com b; = 1. Tomando a relacao
n
0i0;1T; =Ti410i0;+1 de FSG, vemos que 0;0;+1b;T1 = bj;1T10;0;+1, 0 que implica afbirl =
bi+1rla§. Porém, os b; sao centrais em % e pelarelacao 7;0; = 0;7;, temos
n

2 2 2 2
o1bit1 =bisiT107  ©  biT107=biT107 < bi=Dbis,
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istoé, by =by=---=b,_1 =1. Segue que, por 7; = b;T; obtemos 7; =11, parai=1,...,n—1. Logo,
‘ FSG,
todos os 7; representam a mesma classe em IPTEIONE
. I‘Z(FSGn) _ _ . . ~
Para o caso t;, existe ¢; € Ta(FSG) ondet;=cjtycomc; =1parai=1,...,n. Apartirdarelacao
n
(5.23), temos o;t; = tj;10; em FSG,, e vemos que o;c;t; = ¢;+1t;0;. Como 0s ¢; sdo centrais em
% e, alémdisso, ot = tyo; se i > 1 (estamos considerando n = 3), entdo
n
giciti =¢Ci+1010; < CiOil1 =Ci+10if1 < ¢ = Ci4l
ouseja,c;=cy=---=c,=1. Assim, por t; = ¢;t; tem-se que t; = 1}, paratodo i =1,..., n. Assim,
, FSG,
todos os t; representam a mesma classe em VT NE

FSGy,
I'3(FSGr)’

a;€{oi,1;},sei>1(estamos considerando n = 3). Além disso, a classe de o; comuta com a classe de

FSGy
I'3(FSGp)’

Note que as classes de o; e 7; comutam com a classe de t; em pois a;t] = ha;,

T;em poiso17; =T101. Entdo, paran =3, p éumismorfismo e I'2(FSG,) =T'3(FSGy). [

5.5 Subgrupo comutador de FSG,,

O estudo do subgrupo comutador do grupo de trancas singulares I', (SG;,) foi realizado em
(DEY; GONGOPADHYAY, 2022), onde foi provado que I'>(SG,,) é perfeito para n = 5. Essa base de
conhecimento serve como ponto de partida para o estudo do subgrupo comutador no contexto mais
geral dos grupos de trancas singulares emolduradas. Para analisar o subgrupo comutador I',(FSG,),

utilizaremos a apresentacao de FSG,, dada na Proposicao 5.11.

Da Proposicao 5.20 tem-se que o quociente FSG,/T»(FSG,) é isomorfo a soma direta

Z & Z & Z. Pode-se definir o homomorfismo ¢ a partir da seguinte sequéncia exata curta:
1 — [2(FSG,) — FSGp, 70767 — 1,

onde,parai=1,...,n—1, ¢(0;) é o gerador de Z, ¢(t;) € o gerador de Z e ¢(t;) é o gerador de Z

respectivamente quando visto como FSG,,/T>(FSG,,).

Lema 5.23

O subgrupo I'; (FSGy,) possui o seguinte conjunto de geradores:

{“m,q,k,l; ﬁm,q,k,l, am,q,Z’ ,Bm,q,Z» ajv ﬁ]; Ym,q,r | m,q,kE Zr 3= ] =n- 1}

Demonstracgo. Como um conjunto de Schreier de representantes de classe de FSGy, por I'»(FSGy,),
tome as palavras
A= {0{"1?1‘{“ | m,q, ke Z}.
Seguindo o algoritmo Reidemeister-Schreier, o subgrupo comutador I', (FSG,,) é gerado pelas

palavras

{SM: Aa)Aa) L | AeA, aclo; 1,6 |i= 1,2,...,n—1}}.
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Agora encontraremos os elementos Sy ,. Para isso, tome A = o717 tF em A e considerando

diferentes a, obteremos os seguintes casos:

1. Se a =01, entao

q -1

—_ ym 4.k -k -9 _-1_-m
Sroy =01 T 01 T 00y,
que indicaremos por & g,k,1-

2. Sea=05,como oyt = 07, entdao

_ _m_dq.,k k.9 -1 _-m_ _m_¢4q -4 -1 _-m
Sho, =01 T L0281 T, '07 0] =07 T,02T, 0 07",
e denotaremos esse elemento por @, ¢,2.
3. Sea=o0j, j>2,entao
_ m_4q .k -k.—q9 -1 _-m _ -1
Sro; =01 T [ 0jt; T 0y 01 =0j0;,
e denotaremos esse elemento por «;;.
4. Se a=11, entao
_ m_4q.k -k_—q9 -1 _-m
Spm =01 T 0TIL T 0 0y
e denotaremos por B, ¢,k,1-
5. Se a=1y,COMO T2t = 11 T2, entao
_ ~m_q.k -k -9 _-1_-m_ _m_¢g -4 _-1_-m
Spt, =01 T T2ty "T, 0170, =0, 7T,TT, 0, 07,

e denotaremos esse elemento por f, 4,2.
6. Sea=1j, j>2,entdo

q -1

_ m_9q. .k -k =9 _-1_-m _
SAt; =01 T\ Tjl Ty 01 01 =TTy,
e denotaremos este elemento por ;.
7. Sea= 1, entao
k -1
San =oltltfnomrl ks~ =1.

]

Agora, vamos considerar as relacoes definidoras de FSG,,, reescrevé-las nos geradores de

I'>(FSGy), e conjugando por elementos A € A, obtemos as relacdes definidoras de I'; (FSG,,).
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Lema 5.24

O subgrupo I'; (FSG,,) possui o seguinte conjunto de relacoes: para m,q, ke Z

i—1

Am,q01 =1,

ﬁm q,0,1 = 1,

Xm,qk1%j m+1qk1 ] =1,7=23,
Am,q2@ja m+1q2a _1 jz4,
a;a;ja; la =1,i,j=3, [i—-jl>1,
am,q,k,lam+1,q,2am+2,q,k,la;1+2,q,2a;1+1 q.k, 1“;1 g2=1
Xm,q, 2030 m+2, q,zaglaerg q, 20531 =1,
A1 Q; aHlla laHl =1,i=3,
:Bm,q,k,lﬁj ;q,q+1,k,1:6]_‘ =1, j=3,
Bma2BiBmgs128; =1, j=4,
BiBiB; By =1, 0,23, li-jI>1,
ﬁm,qykylajﬁ%lﬂ,q,k,l“]_'l =1,j=z3,
ﬁiam q+1,k I,B'_lar_nlq k1~ 1, i=3,
Brma2@i B, g2%; t=1,j=4,
:Biam,q+1,2,3i_ ar_n,qyz =1, i =4,
piaifilail=1,i,j=3, li-jl>1,
ﬁm a.51%m,q+1,k, I,Bm+1 .k, 1am gkl = =1,

ﬁmrquam,ﬂl+1y2ﬂm+l,q,2am,q,2 = 1’
BiaiB;la;l =1, i=3,

-1 -1 -1 _
“m.q,k,l“m+l,qy2ﬁm+2.q,k,l“m+1,q+1,2am,q+1,k,1ﬁm,q,z =1,

-1 -1 -1 _
Am,q203Pm+2,q203 Xy gi12P3 =1,

-1 ,-1p-1 .
aiai+1ﬁia’i+1ai ,Bi+1 =1,i=3,
-1 -1 1

_1 _
“m.ql“mﬂyq,kylﬁm+2.q,2“m+1,q+1,k,1“m,q+l,2 mqg,k1 =

-1 “1p-1 _

A30m+1,G2P3% i1, g+12% Pmyg2 =1
-1, -1 p-1 .

ainaifiva; o, =1,0=3,

-1
Xm,q,k1% mq,k+11am Lgk+1,1%m-1,gk1 =1,
-1 -1 -1 1

Am, q,2am+1qk1“m+1 q,k+11“mq2“m 1,3,2%m-2,q,k+1,1¥m-2,q4,k,1¥m-1,,2

i—1

H“m+lq,k1 lHa(m+l D-1,g,k+1, l+1H“(m 1-1,g,k+1,i— lH“(m D+lgklv1 =1, 123,

=0

ﬁmvCIrkrlﬁm,q,k+l,lﬁm,q—l,k+1,lﬁmﬂ—1yk'1 =1,

-1 -1 -1 -1
ﬂmrq'zﬂmyﬁﬁ'1yk»115m,q+1,k+1,1ﬁm,q,Z:Bm,q—1,2ﬁm,q—2,k+1,1ﬁqu—z,krlﬁm'q—lvz: 1’

(5.31)
5.32)
5.33)
5.34)

—_ ™~ o~ o~

5.35)
(5.36)
(5.37)
5.38)

Py

5.39)

—

5.40)
(5.41)
5.42)
5.43)

5.44)
5.45)
5.46)

5.47)

—_ e~ o~

5.48)
5.49)

P

5.50)
(5.51)
(5.52)
(5.53)

—

5.54)
5.55)

— o~

5.56)

—

5.57)
(5.58)

(5.59)
(5.60)
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i—1
Hﬁmzﬁlkl—ll—[ﬁ m,(q+i-1)- zk+1z+1H:5 m,(g-1)—1,k+1,i— zHﬁm(q Drlkiv1 =1, 23, (5.61)
=0

W, k1,1 Eoy g 21 Eg k1,1 Cp g = 1, (5.62)

-1 -1
,Bm,q,k+l,1ﬂm,q,k+g,1ﬁm,q,k+l,l,Bm,q,k,l =1. (5.63)

Demonstracdo. Inicialmente, coletaremos as relacées S, , = 1. Consideramos todos os pares (A, a)
comAeA= {{ai”r?tf |m,q,k€Z},ac S=1{0j,7j,n | j=1,2,...,n—1}. Precisamos encontrar os

pares (A, a) para os quais Aa e Aa sao livremente iguais.

Observe que, o’ tkaj e O'in‘l'i]tkO'] = U{”“ qtk sao livremente iguais se e somente se
k=0e j=1. Assim, obtemos a seguinte relacio como uma das relacdes que definem I',(FSG,,):

SUi”T? o = =1, ou seja, @ 40,1 = 1. Analogamente, temos que S, 4,01 = 1.

Agora, calculamos os termos r(/er)L‘l) para cada A € A e para cada uma das relacoes defini-

doras r;, =1 de FSGy,, conforme segue:

rn aiajalTla]Tl:l, li—jl>1,
; -1 -1 1,
ro . O0ij0j10; Uz+1a O'H_l
rg TiTjTl-_ ‘L']_- =1, li—-jl>1,
ry : Ti0;T; 10 =1, li-jI>1,
Is T,-U,-Tl-_lal-_l =1,
. -1 -1
I'e : 0i0i+1Ti0; 0; THI I,
. -1_-1 _-1_
7 1 0i+10iTi+10; 0;1T; =1,
; -1,-1 _ .
rg oo, =1, i>1,
. 1.1 _ : .
rg ¢ TinT; o =1, i>1;
. -1 -1_-1 -1,-1 _
ro : Oj--010h0y -0, 0; -0y ] 01--0;=1,
) -1 -1_-1 -1,-1 _ .
i oc Tt TihTy T T Tl T T = 1
3 -1,-1 -1_-1_
3y : 0T tlTl_ltl_lTl tl_lTl_l =1.

Escolha qualquer elemento A = g1" qtk € A. Deduzimos o seguinte:

TAnA™ = S m ek g So.{n+1 91k g S_m+1 qtkygi.S;l}L[qt{C,Uj’

TArA"Y) = Salmr?t{c,al Sopt itk i Sapraetthg, Syt g Someig kg Symgt g,
TAA™) = SUTthk ,'Sainrii*'ltk S_ Mol gk g, S_l ik Ty

T(/lr4/1_l) = Samr?t{“,r, So{"r?“tf, S;{”“ qtk,rl-. ;111 Ttk

TABA™Y = S man_ =S mgelp S_m+1 791k S

. q.k
o'ttt Tol'ty 1,0 o] Ti o' 1,0
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TArgA™) = Sa{"rft{c,ai'sai"“ Uk i So,ll’l’lJrZth{c,Tl ;{I"Jrlrf“tf,om' ;;”rqﬂtk,a, c_r{l"rqtf,rl-ﬂ’
TArA™h = SU{”thlﬂm So.in+l qtkyo.i'SU;rHZ Ikt ;%Hl ok g, ;;Tiﬁltk’am 94k 7
AR = Soptiho, Sypgtipn o,
T(ArgA™) = Sa?«mk,ri 'S_rln S
., i1 i1 i-1
T(ArppAd™") = HS mel Ui—l.E)Saim”_”_lrft{‘”.om'E)Sogm_”_lrftf“,oi_z.E)Saim_ml Uk o1
. i1 i1 i-1
TAmA™h = HSUTT?H Jl__l-gsainriqﬂ b tkﬂm-l_HOSUl TR '}]()Sa;nraq Dol
T(ArpA™hH = So_in.[iit{ﬁl S_ F9k2 g So_in.[iit{ﬁl 8;17 oy’
TArsA™) = Sompaen -S;Tri,t{cﬂﬁ St 1, s;l ik,
Portanto, obtemos o seguinte conjunto de relacoes definidoras para I', (FSGy,):
Am,q,01 =1, (5.64)
ﬂm.q,o,l =1, (5.65)
W, ki Cm L.k j Es 1 g ki g = b 1E=71>1, (5.66)
Wi Ems 1, g,k Ems2, k1 Ay .k, i+1“;11+1 0.k, ia;zl,q,k,Hl =1, (5.67)
ﬁmq,klﬁmq+1k1ﬁmq+1k1 r_nlq,k] L li—jl>1, (5.68)
:Bm,q,k,iam,q+1,k,j,6;1+1,q,k,ia;l,q)k,j =1, li—jl>1, (5.69)
IBm,q,k,iam,q+1,k,iﬁ;11+1,q,k,ia;ll,q,k,,' =1, (5.70)
amﬂvk:iamﬂy%kviﬂIBWHZJJJCJar_n1+1,q+1,k,i+1a;nl,qﬂ,k,i ;nl,q,k,i+1 =1 (571)
W, ki1 X1, g,k i Bms 2,0 k141 @ 1 g1 ki Cmg et ki s 1 Brg i = b (572)
Wy ki g ks > 1 (573)
ﬂm,q,k,iﬁr_nl,q_kJrl,i» i>1, (5.74)
i—1 i—1
ﬂ)“mﬂq,kl ll_[a(m+l D-1,q,k+1, l+1H“(m - 1q,k+1,i—zE)“(m—i)%q,k,lﬂ:1’ (5.75)
i
Hﬁm q+1k,i- IH:B m,(qri-1)— lk+1l+1Hle(q - lk+lz—llj!)ﬁm,(q—i)+l,k,l+l:1’ (5.76)
am,q,k+1,106;11,,,,“2,1am,q,k+1,106;11_q,k_1 =1, (5.77)
ﬁm,q,k+1,1ﬁ;}yq,lﬁzylﬂm,q,k+1,1,6;11,qyk,1 =1 (5.78)

Para (5.66) temos os seguintes 3 casos possiveis:
Caso 1: i=1, j=3;da as relagdes: (5.33).
Caso 2: i =2, j =4; daasrelagdes: (5.34).

Caso 3: i,j=3,|i—j|>1;daasrelagdes: (5.35).



5.5. Subgrupo comutador de FSGy,

147

Para (5.67) temos os seguintes 3 casos possiveis:

Caso 1: i =1; da as relacoes: (5.36).
Caso 2: i =2; da as relacdes: (5.37).

Caso 3: i = 3; da as relacoes: (5.38).

Para (5.68) temos os seguintes 3 casos possiveis:

Caso 1: i =1; da as relacoes: (5.39).
Caso 2: i =2; da as relacoes: (5.40).

Caso 3: i,j =3, |i—j|>1;daasrelagdes: (5.41).

Para (5.69) temos os seguintes 5 casos possiveis:

Caso1: i =1, j =3;daas relagdes: (5.42).
Caso 2: j=1,i=3;daasrelacdes: (5.43).
Caso 3: i =2, j =4; da asrelagdes: (5.44).
Caso 4: j=2,i=>4;daasrelaces: (5.45).

Caso5: i,j=3,|i— j|>1;daasrelagbes: (5.46).

Para (5.70) temos os seguintes 3 casos possiveis:

Caso 1: i =1;da as relacdes: (5.47).
Caso 2: i =2;da as relacoes: (5.48).

Caso 3: i >3; da asrelacoes: (5.49).

Para (5.71) temos os seguintes 3 casos possiveis:

Caso 1: i =1; da as relacoes: (5.50).
Caso 2: i =2; da as relacoes: (5.51).

Caso 3: i =3; da as relacdes: (5.52).

Para (5.72) temos os seguintes 3 casos possiveis:

Caso 1: i =1; da as relacoes: (5.53).
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Caso 2: i =2;da as relacdes: (5.54).
Caso 3: i > 3;da as relacoes: (5.55).

As relacoes (5.73) e (5.74) ndo fornecem nenhuma relacdo nao trivial.

Para (5.75) temos os seguintes 3 casos possiveis:

Caso 1: i =1; da as relacdes: (5.56).
Caso 2: i =2;da as relacdes: (5.57).

Caso 3: i >3;da as relacdes: (5.58).
Para (5.76) temos os seguintes 3 casos possiveis:

Caso 1: i =1; da as relacoes: (5.59).
Caso 2: [ =2;da as relacoes: (5.60).

Caso 3: i > 3; da as relacoes: (5.61).

Nas relacoes (5.77) e (5.78) ndo ha nenhum caso a considerar, pois i = 1 é fixo. Portanto, a

prova do lema estd completa. ]

A seguir, mostraremos que o subgrupo comutador I'»(FSG,,) possui um conjunto infinito de

geradores e é perfeito para n = 5.

Teorema 5.25

O subgrupo I'; (FSGy,) possui um conjunto infinito de geradores para todo n = 5.

Demonstracdo. Para provar este teorema, aplicaremos diferentes transformacoes de Tietze a apre-
sentacdo de I',(FSGy,), para n = 5, deduzidas dos Lemas 5.23 e 5.24.

A partir de (5.39) obtemos

ﬁm,q+1,k,1 = ﬁ]_'lﬁm,q,k,lﬁj, Jj=3. (5.79)

Observe que B, q,k1 = ﬁ]_-qﬁm,o,k,lﬁ?, j=z3.

De (5.42) obtemos
ﬁm+1,q,k,1 = a]_'lﬁm,q,k,laj» j=3. (5.80)

Note que f,qk1 =a;" Bogk1a]’, j=3.

Usando (5.79) e (5.80), podemos expressar cada 8, 4,k,1 €m termos de B x1, @, B. Subs-
tituimos esses valores de 8, 4,k,1 €m todas as outras relagbes definidoras e removemos todos os

Bm,q,k,1, €xceto Bo o k1, do conjunto de geradores.
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A partir de (5.40) temos

Bmarr2= B Bma2Bjs j=4. (5.81)

Note que B, q,2 = ﬁ]_-qﬁm,o,zﬁ;], jz4

De (5.44) temos

ﬁm+1,q,2 = a]_'lﬁm,q,zaj» ] =4. (5.82)

— p—m m 3
Observe que B, 4,2 = a; ,Bo,q,zaj , j = 4.

Usando (5.81) e (5.82), podemos expressar cada 8, 4> €m termos de o2, aj, Bj. Observe
que aqui precisamos de n = 5. Substituimos esses valores de f,, 42 em todas as outras relacées

definidoras e removemos todos 0s £, 4,2, exceto fo,2, do conjunto de geradores.

A partir de (5.33) obtemos

Akl = ;" Ao, q 1], j =3 (5.83)

De (5.43) obtemos

Om,q,k1 = ﬁi—qam,o,k,lﬁ?y [=3. (5.84)

Usando (5.83) e (5.84), podemos expressar cada a4 ,1 €m termos de a1, @, B;. Subs-
tituimos esses valores de a,;, 4,1 €m todas as outras relacdes definidoras e removemos todos os

X, q,k,1, €XCELO @q o k,1, dO conjunto de geradores.

De (5.34) temos

Am,g2=a; " Qg0 jz4. (5.85)

A partir de (5.45) temos

Amq2=B; amopBl, iz4. (5.86)

Usando (5.85) e (5.86), podemos expressar cada a,, 4> em termos de a2, @, ;. Substitui-
mos esses valores de a, 4,» em todas as outras relacdes definidoras e removemos todos 0s @ 4,2,

exceto @2, do conjunto de geradores. Observe que aqui precisamos de n = 5.

Portanto, para n = 5, mostramos que I';(FSG;,) pode ser gerado pelo conjunto infinito de

geradores:

{@o,0,k,1 Boo,k1, X002 Pooz @), BjlkeZ,3<j<sn-1}.
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Teorema 5.26

O subgrupo I'; (FSGy,) é perfeito para todo n = 5.

Demonstracdo. Para provar este teorema, abelianizamos a apresentacao para I'>(FSGy,) (a apartir
dos Lemas 5.23 e 5.24) inserindo a relagdo xy = xy para todos x, y no conjunto gerador I';(FSG,,),
e obtemos uma apresentacao para (I'» (FSGn))“b. Mostraremos agora que (T2 (FSG,)) ™ = (1).

De (5.33) temos & p41,g,k,1 = @m,q,k,1, O que implica @, ¢,k,1 = @o,4,k,1 Para todos m, g,k € Z.
Substituimos a, ,k,1 POr @g,q,k,1 €M todas as relagdes e removemos todos 0s a,;, 4,k,1 do conjunto

de geradores exceto ag g,k,1-

De (5.34) temos @ ;11,4,2 = Am,q,2, © que implica &y, 42 = @p, 42 para todos m, q € Z. Desta
forma, podemos substituir a, 4,2 por ag,q,2 em todas as relacées, e removemos todos 0s a;;,4,2 do

conjunto de geradores exceto ay,4,2. Observe que aqui precisamos de n = 5.

A partir de (5.36) e das igualdades @, 4 k,1 = @0,4,k,1 € @m,q,2 = Q0,q,2, ObtEMOS @g 4 k1 = @0,4,2,
g,keZ. Além disso, de (5.38), az=as=---= a,_;.

Desta forma, segue que
a3 =0Qog2=®0,g01=1 = Amgk1=Umg2=ai=1,
paratodom,q,k€Z,3<i<n-1.

Agora, de (5.42), temos B+1,4,k1 = Bmgk,1, © que implica B k1 = Bo,gk,1 Para todos
m,q,ke”Z.

De (5.44) temos B11,4,2 = Bm,q,2, 0 que implica B, g2 = Po,q,2 Para todos m, q € Z. Observe
gue aqui precisamos de n = 5.

De (5.50) e das igualdades B, 4.x,1 = Bo,q,k,1 € Bm,g,2 = Bo,q,2, obtemos Bo 41 = Po,g2, 4,k €

De (5.51) segue Bo,q,2 = B3, g € Z. Além disso, de (5.52), B3 = P4 == Bp_1.
Assim, obtemos
B3 =Po,g2=Pogo1=1 = Bmagrk1=PBmqgz=P0i=1,
paratodos m,q,k€”Z,3<i<n-1.

Concluimos que, na apresentacio para (I'2(FSG,))??, todos os geradores sio iguais a 1. Ent3o,
(T2(FSG,)™ = (1). Assim, [',(FSG,,) é perfeito para n = 5. O

5.6 Um invariante de nds singulares

A construcao de Vaughan Jones, apresentada inicialmente no artigo “A polynomial invariant for

knots via von Neumann algebras"(veja (JONES, 1985)), revolucionou a teoria dos nés ao introduzir uma
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abordagem algébrica para a obtencao de invariantes polinomiais de nés. Baseada na correspondéncia
entre representacoes das algebras de Temperley-Lieb e o grupo de trancas, essa construcao permitiu
a definicdo do polindmio de Jones, um dos invariantes mais importantes na classificacdo de nos

classicos.

No contexto de nds singulares, Juyumaya e Lambropoulou propuseram um invariante seguindo
a construcido de Jones (veja (JUYUMAYA; LAMBROPOULOU, 2009)), utilizando um traco de Markov
na algebra de Yokonuma-Hecke. Essa algebra é definida a partir do grupo de trancas emolduradas. A
algebra de Yokonuma-Hecke estende a algebra de Hecke classica, permitindo uma formulacao mais
rica e flexivel para descrever invariantes de nos singulares. A introducado do traco de Markov nessa
estrutura fornece uma ferramenta para capturar propriedades topoldgicas e algébricas de nés com

singularidades, estendendo as ideias originais de Jones a um novo dominio.

5.6.1 A algebra Temperley-Lieb virtual VTL,, e o Traco de Markov

Nesta subsecao, sera explorada a algebra Temperley-Lieb virtual, juntamente com o traco de
Markov associado a essa estrutura algébrica. Como referéncia principal, utilizaremos o trabalho
(PARIS; RABENDA, 2021), que fornece uma base tedrica detalhada para o estudo dessas construcoes

e suas aplicacoes na teoria dos invariantes de nés virtuais.

Dois anéis estao envolvidos nesta subsecao. O primeiro é o anel Ry = Z[z] de polindbmios na
variavel z com coeficientes inteiros. O segundo € o anel R = Z[A*] dos polinémios de Laurent na
variavel A com coeficientes inteiros. Assumimos que Ry estd imerso em R através da identificacdo
z=—A*>-A"2

Seja n =1 um inteiro. Um flat virtual n-tangle é uma colecao de n pares disjuntos em {0, 1} x
{1,...,n}, isto é, uma particao de {0,1} x {1,...,n} em pares. Seja E = {ay,...,a,} um flat virtual
n-tangle. Entao representamos graficamente E no plano conectando as duas extremidades de cada

a; COm um arco.

Exemplo 5.27
Considere o flat virtual 3-tangle {a;, as, a3}, onde a; = {(0,1),(0,2)}, a2 = {(0,3),(1,2)} e a3 =
{(1,3),(1, D}

3 *3
2 2
1- *]

Figura 22 - Flat virtual 3-tangle [(PARIS; RABENDA, 2021), Figure 2.2].
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Denotamos por &;, o conjunto de flat virtual n-tangles, e por VTL, o Ry-médulo livre gerado
livremente por &,,. Definimos uma multiplicacdo em V TL,, da seguinte forma. Sejam E e E’ dois flat
virtual n-tangles. Ao concatenar os diagramas de E e E’' obtemos uma familia de curvas fechadas
e n-arcos. Esses n-arcos determinam uma particao de {0,1} x {1,..., n} em pares, ou seja, um flat
virtual n-tangle que denotamos por E = E'. Seja m o nimero de curvas fechadas obtidas. Entdo
definimos EE’ = z"*(E = E'). E facilmente verificado que V TL,, dotada desta multiplicacdo é uma

algebra (unitaria e associativa) que chamamos de algebra de Temperley-Lieb virtual.

Exemplo 5.28

No lado esquerdo da Figura 23 estdo ilustrados os diagramas de dois flat virtual 4-tangles, E e E',
e no lado direito um diagrama de E = E’. Neste exemplo, concatenando os diagramas de E e E’
obtemos apenas uma curva fechada, portanto m =1 e EE' = z(E = E'). A curva fechada n3o aparece
na figura E * E'.

— —
— R ] —
— - —
— - - e — -—
E E' E*E’

Figura 23 - Multiplicacdo em V TL,, [(PARIS; RABENDA, 2021), Figure 2.3].

Observacao 5.29

Uma torre de algebras é uma sequéncia {A,}9, de algebras tais que A; é uma subalgebra de
A,+1 para todo n = 1. E facilmente visto que a inclusio &, — &+ que envia cada E € &, para
Eu{{(0,n+1); (1, n+1)}} induz um homomorfismo injetivo VTL,, — VTL, 1, paratodo n = 1. Entdo,

temos uma torre de algebras {VT L} ;.

Proposicao 5.30 ((PARIS; RABENDA, 2021), Proposition 2.7)
Sejan =3 eseja VTL, aalgebra sobre R, definida pela apresentacao com geradores Ej,...,E,_1,

vy,..., Un_1 € relacoes
E?=zE;, v*=1, Ejv;=v;E;=E;, para 1<i<n-1,
E;Ej=E;E;, vivj=vjv;, viEj=E;jv; para li—jl>1,

EiEjEi:Ei, Vil)jl)i:l}jl/il}j, UinEi:Ejl)il)j, para |i—j|=1.

Os geradores E; e v; sao ilustrados na Figura 24.

Seja E um flat virtual n-tangle. Conectando com um arco o ponto (0, i) com o ponto (1, i) para

todo i € {1,..., n} em um diagrama de E obtemos uma familia de curvas fechadas que chamamos de
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SO C
E; ‘;4

Figura 24 - Geradores de V TL,, [(PARIS; RABENDA, 2021), Figure 2.4].

fechamento do diagrama de E. Denotamos por t,,(E) o nUmero de curvas fechadas nesta familia
e definimos T/, (E) = z'5) = (=A% — A=2)™»(E)_ Entao definimos T),: VTL,(R) — R estendendo

linearmente o homomorfismo T),: &, — R.

Exemplo 5.31
A Figura 25 ilustra o fechamento do flat virtual 3-tangle E da Figura 22. Nesse caso, temos ¢, (E) =1
e, portanto, T} (E) =z=—A?- A2

e

|

Figura 25 - Fechamento de um flat virtual 3-tangle [(PARIS; RABENDA, 2021), Figure 2.5].

Vemos na Figura 26 que as seguintes igualdades sao validas:

Tpi1(E) = 2Ty(E), Ty, (EEp) = Ty(E), Ty, (Evy) = Ty(E).

)

)
N

U

— p—

E

(

E E

)
X
)

(
-

|

Figura 26 - n + 1-fechamentos de E, EE,, e Ev,, [(PARIS; RABENDA, 2021), Figure 2.6].

Concluimos o estudo desta subsecdo com um teorema que serd uma ferramenta essencial na
cosntrucdo do invariante de nos sigulares, que sera abordado na préxima subsecdo. Uma ferramenta

importante na construcao de um invariante de nés é a funcao de Markov.
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Seja R um anel. Para n = 1, denotamos por R[V B,,] a R-algebra do grupo VB,,. Note que,
como VB, é um subgrupo de VB,,;1, temos que R[VB;] é uma subalgebra de R[VB,;1]. Uma
sequéncia {T,,: R[VBy] — R}}, de formas R-lineares é chamada de traco de Markov se satisfaz as

seguintes propriedades:

1. Ty(xy) = Ty(yx) paratodo n =1 e todos x,y € R[VB,].
2. Th(x)=Tye1(x0,) = Tn+1(x0;1) =T,4+1(x1,) paratodo n=1etodo x€ R[VB,].
3. Ty(x)= Tn+1(x0;1‘rnrn_10n) para todo n =2 e todo x € R[VB,,].

4. Ty(x) = Tps1 (XTpTp-10,' 100,17, 7,) paratodo n =2 e todo x € R[V B,].

Note que essa definicdo de “traco de Markov” nao é a que normalmente aparece na literatura
(veja (KAUFFMAN; LAMBROPOULOU, 2006), por exemplo), mas a mesma foi utilizada por (PARIS;

RABENDA, 2021) para provar o teorema a seguir.

Teorema 5.32 ((PARIS; RABENDA, 2021), Theorem 2.10)

A sequéncia {T),: VTL,(R) — RIS, € uma funcdo de Markov.

5.6.2 Construcao do invariante

Lembre-se que R = Z[A*] denota a algebra dos polindmios de Laurent na variavel A, e que

Ry = Z[z] é uma subalgebra de R através da identificacdo z = —A72 — A%

O teorema a seguir estabelece um homomorfismo entre a algebra de grupo do grupo de trancas
singulares SG,, e a dlgebra Temperley-Lieb virtual VT L,,(R). Este homomorfismo preserva a estrutura
algébrica, mapeando as operacoes do grupo SG,, para operacoes correspondentes em VTL,(R),
de modo a garantir que relacoes sejam respeitadas. Este resultado é essencial na compreensao
das conexoes entre estruturas combinatorias e topologicas associadas as trancas singulares e os

diagramas de Temperley-Lieb na configuracao virtual.

Teorema 5.33
Seja n = 1. Existe um homomorfismo p,: R[SG,] — V TL,(R) que envia g; para v; e T; para
—~A"%p;— A™*E; paratodoi€{l,...,n—1}.

Demonstracdo. Precisamos mostrar que p,, preserva as relacées do grupo SG,, dadas na Defini¢ao 5.1.
Com efeito, pela definicao de p, tem-se p,(0;0;+10;) = pu(0;i+10;0i+1), parai=1,...,.n-2, e
pn(0i0j) = pplojo;), para |i— j| > 1. Além disso, como E;v; = v;E; = E;, segue que p,(T;0;) =
pn(oit;), paratodoi=1,...,n— 1. Agora, observe que
pn(TiT) = (AP0 - AE)(-A2vj - AT E)) = A viv;+ A0 Ej+ ATCEv; + ABEE;
= A v+ A% Ei+ APEjvi+ AE;E;i = (-A%v; - ATE)) (=A% 0; - AT'E))

Pn(TiT;),
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para|i—j| > 1.

Veja que

pn(Tin) (—A_zv,- —A_4Ei)l)j = —A_Zl}i Vj— A_4El’ Vj= —A_Z Vjvi— A_4UjEi

vj(~A"*v; - ATE)

Pn(0;T;),

para|i—j|>1.

Para finalizar, vamos verificar que p,(0;0;+17;) = pn(7;+10;0i+1). De fato,

-2 -4 -2 -4
Pn(0i0i+1Ti) = ViVini(A “vi— A TE) =—-A T 0ivinvi— A T VivinE;
= AV vivis — A B viv;
= - Vit1ViVi+1 — i+1Vilis1
= (A2 - AT E ) v,
= ( Vi+1 i+ ViVit1

= pn(Tiv10i0i41),

parai=1,...,n-2.

Aigualdade p,(0+10iTi+1) = pn(t;0;i4+10;) segue de forma analoga ao feito acima. O

Observacao 5.34
A sequéncia de homomorfismos {pn : R[SG,] — VTLn(]R)}‘;O:1 é compativel com a torre de algebras
{VTL,(R)}},-

A seguir, definiremos o nosso invariante de nés singulares, construido a partir do homomor-
fismo entre a algebra de grupo do grupo de trancas singulares e a algebra Temperley-Lieb virtual
definido no Teorema 5.33. Este invariante sera obtido em combinacdao com o traco de Markov
definido na algebra VT L, (R) (veja o Teorema 5.32). Esta abordagem permite associar propriedades
algébricas a estruturas topolégicas de nds singulares, enriquecendo o estudo das seus invarian-
tes. Cabe aqui lembrar que o fecho de uma tranca singular é obtido conectando as extremidades

correspondentes das cordas da tranca por meio de arcos simples.

Definicao 5.35

Seja w € SG;,. Definimos o homomorfismo A: R[SG,] — R no fecho & de w como segue:
A@) := T} 0 pplw),

onde T),: VTL,(R) — R tal que T}, (E) = z'»® = (- A2 — A~2)(E)  sendo t,,(E) o nimero de curvas

fechadas em E, e p,, foi definido no Teorema 5.33.

Teorema 5.36

Seja n = 2. O homomorfismo A define um invariante de nés singulares.
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Demonstracdo. De acordo com o Teorema 5.9, basta provar que A preserva os movimentos (i), (ii)
e (iii). Pelo Teorema 5.32 temos que T}, (xy) = T),(yx), pois T, € um traco de Markov, e entdo A

respeita os movimentos (i) e (ii). Agora, seja w € SG,, e, entao, wo, € SG;4+1. Assim,

A@07) = T} q(Prs1 (@0 ) = Ty oy (Pr(@)vp) = T;, (0 n(W)).

Por outro lado,

e —

Aoy = T (0ne1@03 ) = Tl (00 (@) vy) = Th ().

O movimento (iii) do Teorema 5.9 esta agora verificado e a prova esta concluida. O

No préximo exemplo, aplicaremos o nosso invariante a alguns nés singulares, demonstrando

como a construcao teérica desenvolvida é utilizada na pratica para distinguir e analisar tais nés.

Exemplo 5.37
Neste exemplo calculamos os valores do invariante A em alguns nés basicos singulares. Os nos

singulares estao ilustrados na Figura 27.

T101 Tl

— = ~
10} 20y T3

Figura 27 - Nos singulares [(JUYUMAYA; LAMBROPOULOU, 2009), Figure 8].

ATGD) = Tyopa(1101) = L(—A0 — A EDny) = Ty (A1) + Ty (- AT Eyvy)
= —ATT)(1)- A™*Ty(Ey)
— _A—Z(_A—Z_AZ)Z_A—4(_A—2_A2)
= —A?A 4244 +A 0442
= —A%-_242_A%+A 044
= —A2-A?
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Ty0p2(13) = Ty (A v — A E) (- A™%v1 — A Ey))

AT?)
= TA™ 1+A 1 E +ACE v +ABED
= LA 1+24%E +2zA78E)
= AT, () +2A7CTy(E)) + A8 (=A% = AD T, (Ey)
= AN —ATP-AH?12AC(—ATP A+ ATB(—AT2 - A?)?
= At A 42+ A 24824+ A8 (AT 424+ 4Y
= —A%424tr1-248 24+ A 242484 471

= AtyAata 2

A@0Y) = Tyopa(110?) = Ty(~A20 - A ENvd) = Ty(-A20 — A7)
= —ATTy () - AT (EY)
= A —ATP-AH) AT AT AP
= At+1+4A%4+472
= A2+A%4+A541

AT20y) = Thopa(tioy) = TY(—A"2v — A E)2y) = TY(A™* + 24750, ) + A8 ED) )
= TyA ' +2AE + A8 (-A72 - A)E 1)
= AT, (1) +2A Ty (E) + A8 (— A% - A®) Ty (Ey)
= AN -A?-AH+2A8(-A2-AH + ATE(—AT2 - AY?
= —A%-A2 248 247+ A4 2+ AY
= —A%-A2 248 24+ A 24024842471
= —A2-_At A A2

A(‘L/'\?) = Tyopa(1}) = T((—A %0 — A E)®) = Ty (— A0} —3A7 803 —3A 00 B2 — AT12ED)
= AT} (1) -3A 8Ty (E) —3A 0 (—~A2 - AH Ty (E)) — A2 (A2 — A2 T} (Ey)
= A A2 AY) —3AB(—A 2 A2 —3A 10— A2 422 AT12(L 472 - 28
= A8+ A 4347194345349 UA 4244 -A12(-A0-3472-34%- 4%
= A8+ A 1434710434034 -64710-3464 47184347 114347104 476

= At +A A8 n08

Para 77, temos

A(TY) = Ty 0 p2(T1) Ty(~A"%v,— A Ey)

A2+ A%+ A%+
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Um fato interessante é que quando duas trancas sao equivalentes segundo uma sequéncia de
movimentos, seus fechos sao isotdpicos e, assim, seus respectivos polindbmios associados sao iguais.
Por exemplo, as trancas « = Tlaf, p=o1101€7= 0%11 sao equivalentes, pois em SG,, vale que
01T1 =T101, € entdo os fechos @, B e ¥ sao isotdpicos e, portanto, utilizando o invariante A vemos
que A@) = A(B) = A7)

Exemplo 5.38
A tranca cujo fecho é isotépico ao né representado na Figura 28 é representada algebricamente

101051.

por = 010, Note que em f s6 aparecem cruzamentos classicos. Faremos trocas de
cruzamentos classicos por cruzamentos singulares e aplicaremos o nosso invariante A. Para saber
a quantidade de trancas singulares que encontraremos a partir da troca de cruzamentos classicos
por singulares, utilizamos o conceito de combinacao. A férmula para calcular a combinacao de n

elementos tomados ka k € C, i = M_Lk'),k,

Figura 28 - N6 nimero 8.

Inicialmente, faremos a mudanca de um cruzamento classico em 8 por um cruzamento singular.
Para sabermos a quantidade possivel de trancas que conseguiremos, basta calcular a combinacao
C4,1, Pois queremos retirar um cruzamento dentre quatro cruzamentos, assim temos um total de

C4,1 =4 possibilidades de trancas singulares, que sao listadas a seguir:

_ -1 -1
1. p1=T110, 010, ,

N

_ -1 -1

. P2=0175," 0105,
_ 1. -1

3. f3=010, 110, ,
1

_ B
4. fy=010, 017, .

Pelos itens (i) e (ii) do Teorema 5.9 vemos que ,E = B; e B; = 23\4. Entdo, vamos calcular o invariante

em BI e 3; De forma analoga aos calculos feitos no Exemplo 5.37, obtemos
ABN=A-A*+A5-1 e APB)=A4-A"+A4A%+1,

ou seja, como os polinémios sao diferentes, podemos concluir que 3, e B2 nao sao isotépicos.
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Agora faremos a mudanca de dois cruzamentos classicos por dois cruzamentos sigulares.

Obtemos um total de Cy4 2 = 6 trangas singulares, como listadas abaixo:

| -1
1. =117, 010;",

2. fp=110,'110,",
3. Bs=T110, 017,
4. By=017,'110;",
5. fs =017, 0175,
6. Be=010,'117,",

Novamente pelos itens (i) e (ii) do Teorema 5.9 temos que ,B\l = ,B\G e B; = BZ. Desta forma, aplicando
o invariante em E B; B; e BE obtemos

A(By) = —2A2—2A"2 24742,

A(B)=—A2-2A"4-2476_-24"8_24710,

A(B3) = —A2% — A2,

A(Bs) = —A® —248 — 246 244 A2,

e concluimos que B, B2, B3 € B5 nao sao isotopicos.
Na sequéncia, passaremos para a mudanca de trés cruzamentos classicos por por trés cruza-
mentos singulares. Teremos um total de C, 3 = 4 trancas singulares, como vemos a seguir:
SR PR |
1. pr=117, T10,,
2. fo=117,'017, ",
_ 1. -1
3. B3=110, T1T, ,
_ -1, -1
4. Pa=017, T1T, .
Pelos itens (i) e (ii) do Teorema 5.9, observa-se que B; = B3 e B2 = B4. Dessa forma, podemos

concentrar nossos calculos do invariante em f; e .. Seguindo raciocinio semelhante ao apresentado

no Exemplo 5.37, obtemos
ABD=A2+4A2+4A7%+347%+47%43 e AB)=A%+24"+A2+2474+ 4042,
ou seja, B\l e //3; nao sao isotépicos.

Por fim, temos a tranga com quatro cruzamentos singulares f; = 1112‘11112‘1 e

A(By) = —4A*—6A2—7TA2—4A™* - A5 8.
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No Exemplo 5.38 usamos um né com uma componente e quatro cruzamentos classicos. No
exemplo a seguir iremos considerar um né com duas componentes, porém, com quatro cruzamentos

classicos.

Exemplo 5.39
A tranca que cujo fecho é representado na Figura 29, é representada algebricamente por 8 = 0‘1‘, ou

seja, uma tranca com quatro cruzamentos classicos iguais.

Figura 29 - Enlace de Salomao.

Assim como feito no Exemplo 5.38, faremos a mudanca de cruzamentos classicos por cruzamen-
tos singulares. Em SG,, arelacdo o171 = 7107 € valida. Entdo, fazendo as mudancas de cruzamentos

em f, as possiveis trancas singulares sao:

1. ,Bl = T]O'?,

2. Br=1i07,

3. fz=Tion,

4. ,64 = TLII.
Utilizando o nosso invariante A vamos determinar o polindbmio correspondente a cada fecho a seguir:
B1, B2, Bs € Pa.

Aplicando o invariante A em ,B\l ,fi; B; e BZ e procedendo como no Exemplo 5.37, obtemos

A(By) = —A% - A2,

ABr)=1-A*-3A8-4"12

A(B3)=—A2—2A 6 A8_44710_pp"12_3714

ABy) = A +17A 84334712+ 124716484720,
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Desta forma, como os polindmios sao diferentes, concluimos que 1, B2, B3 € B4 ndo sao isotdpicos.

Resumimos em forma de tabelas a classificacao feita acima.

Dois cruzamentos/ duas componentes

Representacao algébrica do enlace | Polindbmio

p1 =7101 A(By) = -A%— A2

@:Tf A=A+ A8+ A 1241
Trés cruzamentos/ uma componente

Representacao algébrica do né Polinbmio

/71:1/1\0% AB)=A2+A+A 041

B2 =120, AB) = —A2— A — A5 412

s =13 ABs)= A4+ A6+ A B4 4718

Quatro cruzamentos/ uma componente
Representacao algébrica do né Polinbmio
i =110,'010;" AB)=A2—A4+A 61
B2 =017, 0105 A(B2) = AB— A%+ A2 +1
B3 =117, 0105 A(B3) = —2A% 2472 —2A74 —2
Pi=110,'110,] ABy)=—A2-2A—2A6 24824710
Bs =110, 017, A(B) = —A2 — A2
Be =017, 017, A(Bg) = —A0 —2A% —2A% —2A% — A
Br =117, 11051 AB7) = A2 +4A2 +4A 4 +3A 0+ A 813
s =117, 017, A(Bg) = AB+2A% + A2 12474+ A6 42
Bo=117; 717" A(Bg) = —4A*—6A% —7TA2—4A* - A6_38

Quatro cruzamentos/ duas componentes

Representacao algébrica do enlace | Polinbmio

Br=110% A1) =-A? - A?

B2 =102 AB)=1-A*—3A78- 4712

Bs =130, A(Bg) =—A2—2A6_A8_44710_p4712_314
Ba=1t ABr) = A4 +17A8+334712 + 124716 + 8420
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