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Resumo

Estudos demostram que certos conjuntos de dados de sobrevivéncia nao sao adequa-
damente representados pelo modelo de riscos proporcionais de Cox (1972), evidenciando a ne-
cessidade de abordagens alternativas que acomodem a nao proporcionalidade dos riscos. Essa
limitagao tem motivado o desenvolvimento de modelos que ampliam as possibilidades analiticas
na analise de sobrevivéncia.

Nesse contexto, destaca-se a familia logistica generalizada dependente do tempo ( GTDL),
alternativa promissora ao modelo de Cox por permitir a modelagem de situagoes em que a su-
posicao de riscos proporcionais é violada. Contudo, uma limitacao relevante do modelo GTDL é
a sua incapacidade de acomodar a forma em banheira da funcao de risco, padrao frequentemente
observado em dados empiricos.

Diante disso, este trabalho propoe uma extensao do modelo GTDL, denominada familia
estendida logistica generalizada dependente do tempo (GTDEL), capaz de representar uma gama
mais ampla de comportamentos da fun¢ao de risco, incluindo a forma em banheira. Apresenta-
se a formulagdo matemadtica da nova distribuicao, suas principais propriedades tedricas e a
construcao do modelo de regressao associado.

Na literatura, o modelo GTDL é geralmente apresentado para o caso em que o pardmetro
« € positivo. Neste estudo, enfatiza-se a importancia de investigar o comportamento do modelo
na situagao em que « < 0, introduzindo assim as versoes denominadas modelos GTDL e GTDEL
defeituosos.

Os estimadores de maxima verossimilhanca sao obtidos e seu desempenho assintotico é
avaliado por meio de estudos de simulagao Monte Carlo, sob diferentes cendrios experimentais.
Por fim, aplica-se a proposta a quatro conjuntos de dados reais, com destaque para o conjunto
pbc, oriundo de um estudo clinico sobre pacientes com cirrose biliar primaria.

Palavras-chave: GTDL, GTDEL, Monte Carlo, pbc.



Abstract

Studies have shown that certain survival datasets are not adequately represented by
the proportional hazards model proposed by Cox (1972), highlighting the need for alternative
approaches that accommodate non-proportional hazards. This limitation has driven the deve-
lopment of models that expand the analytical possibilities in survival analysis. In this context,
the Generalized Time-Dependent Logistic (GTDL) family stands out as a promising alternative
to the Cox model, as it allows modeling scenarios in which the proportional hazards assumption
is violated. However, a relevant limitation of the GTDL family is its inability to accommodate
the bathtub-shaped hazard function, a pattern frequently observed in empirical data. To address
this issue, this work proposes an extension of the GTDL family, called the Extended Generalized
Time-Dependent Logistic (GTDEL) family, which is capable of representing a broader range of
hazard function shapes, including the bathtub form. The mathematical formulation of the new
distribution is presented, along with its main theoretical properties and the construction of the
associated regression model. In the literature, the GTDL model is usually considered in the case
where the parameter « is positive. In this study, we emphasize the importance of investigating
the model’s behavior when a < 0, thereby introducing the so-called defective versions of the
GTDL and GTDEL models. Maximum likelihood estimators are derived, and their asymptotic
performance is assessed through Monte Carlo simulation studies under different experimental
scenarios. Finally, the proposed methodology is applied to four real datasets, among which the
pbc dataset stands out, originating from a clinical study involving patients with primary biliary
cirrhosis.

Keywords: GTDL, GTDEL, Monte Carlo, pbc..
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Capitulo 1

Introducao

Ao trabalhar com modelos probabilisticos, é necessdrio que se internalize sua condicao
de aproximagao da realidade, ou seja, nao existem modelos probabilisticos exatos, pois sempre
havera algum grau de perda de informacao devido a presenga inerente de componentes aleatérios,
como erros de medi¢ao, flutuagoes naturais ou variabilidade intrinseca aos fendmenos estudados.
Essa condigao ¢ intrinseca a natureza dos modelos probabilisticos, que buscam capturar padroes
e tendéncias em meio a heterogeneidade dos dados.

Esse processo de compreensao e aprimoramento dos modelos probabilisticos esta pro-
fundamente enraizado na evolucao da teoria das probabilidades, que estabeleceu as bases para
os métodos estatisticos modernos. Ao fornecer uma estrutura matematica sélida, a teoria das
probabilidades permitiu modelar incertezas e variabilidades observadas em fenémenos naturais
e sociais, abrindo caminho para o desenvolvimento de técnicas cada vez mais sofisticadas.

Nas ultimas décadas, o avanco das teorias estatisticas e computacionais ampliou sig-
nificativamente as possibilidades de investigacao, permitindo a criacao de novos modelos que
aprimoram a capacidade de representar fenomenos complexos. Nesse contexto, as distribuigoes
de probabilidade desempenham um papel central, sendo uma das principais areas de estudo na
Estatistica. Contudo, os modelos existentes nem sempre se ajustam adequadamente aos conjun-
tos de dados analisados, o que incentiva o desenvolvimento de novas abordagens. Essas novas
formulagoes sao frequentemente empregadas para proporcionar um melhor ajuste aos dados,
especialmente em situagoes em que os modelos classicos falham em capturar a complexidade dos
fendomenos observados.

Um exemplo significativo desse avanco é a modelagem de dados clinicos e industriais,
que ¢ realizada em Andélise de Sobrevivéncia. Essa é uma area fundamental da estatistica que
tem como objetivo estudar o tempo até a ocorréncia de um determinado evento, como a morte
de um paciente, a falha de um componente mecanico ou a progressao de uma doenga. Modelos
estatisticos sao empregados para descrever a distribuicao desses tempos e identificar fatores que
influenciam a duragao até o evento.

A introducao do modelo de riscos proporcionais, de Cox (1972), empregado em Andlise
de Sobrevivéncia, revolucionou a maneira como estudamos fenémenos como o tempo de duracao
de componentes, a recorréncia de doencgas e o tempo até a falha de equipamentos. Esse modelo
pressupoe que a razao de riscos entre diferentes grupos se mantém constante ao longo do tempo,
0 que contribui para sua ampla adogao. No entanto, como destacado por Struthers e Kalbfleisch
(1986), quando essa suposicao é violada nos dados, as estimativas dos coeficientes podem se
tornar enviesadas. Por isso, é fundamental aplicar testes que verifiquem a validade da suposigao
de proporcionalidade antes de ajustar o modelo.

Para lidar com situagoes em que a suposicao de proporcionalidade dos riscos nao se sus-
tenta, foram desenvolvidos modelos alternativos, como o modelo estratificado de taxas de falha
proporcionais (Colosimo, 1997), os modelos de riscos multiplicativos dinamicos (Therneau e Grambsch,
2000), o modelo de riscos aditivos para dados agrupados (Aranda-Ordaz e J, 1983; Tibshirani,



1983), e o modelo parcialmente paramétrico (McKeague e Sasieni, 1994). Essas abordagens ofe-
recem maior flexibilidade para representar a dinamica dos dados quando a suposicao de riscos
proporcionais é violada.

Dentre essas alternativas, destaca-se o Modelo Logistico Generalizado Dependente do
Tempo (GTDL), proposto por Mackenzie (1996), que incorpora uma fungao de risco com de-
pendéncia explicita do tempo. Ao flexibilizar a estrutura da funcao de risco por meio de uma
parametrizagao que admite comportamentos crescentes ou decrescente ao longo do tempo, o
modelo GTDL revela-se uma alternativa robusta para a anélise de fenomenos com padroes de
risco dindmicos. Estudos como os de MacKenzie et al. (2003) e Blagojevic-Bucknall e MacKenzie
(2004) compararam o modelo GTDL com modelos de fragilidade gama, analisando seu desem-
penho em dados multivariados e evidenciando sua aplicabilidade em diferentes contextos.

Uma limitacao dos modelos existentes é a capacidade de acomodar a presenca de in-
dividuos que nunca experimentarao o evento de interesse, mesmo sob longos periodos de ob-
servagao. Esse fendomeno, conhecido como fracao de cura, é frequentemente observado em es-
tudos clinicos, nos quais uma parcela dos pacientes pode ser considerada curada, ou em enge-
nharia, para componentes imunes a falhas. Para lidar com essa caracteristica, uma classe de
modelos conhecida como modelos defeituosos, cuja formulagdo remonta ao trabalho pioneiro de
Berkson e Gage (1952) e foi formalmente desenvolvida por autores como Maller e Zhou (1996),
tem se mostrado promissora, pois permite incorporar a fragao de cura sem exigir pressuposicoes
estritas sobre a distribuicao dos tempos de sobrevivéncia.

Um exemplo clinico que ilustra a relevancia de modelos com fracao de cura é o estudo de
pacientes com cirrose hepatica, condicao que representa o estigio terminal de diversas doengas
hepaticas cronicas e constitui uma importante causa de mortalidade global. No Brasil, essas
enfermidades sao responsdveis por uma em cada 33 mortes, correspondendo a aproximadamente
3% de todos os 6bitos registrados (de Oliveira e de Fatima Leite, 2024). A avaliagao precisa
do progndstico desses pacientes é fundamental para subsidiar decisoes clinicas e a alocacao de
recursos, sendo tradicionalmente realizada por meio de escores como o MELD (Model for End-
Stage Liver Disease) e o Child-Pugh. No entanto, conforme demonstrado por Peng et al. (2016),
esses sistemas apresentam limitacoes em capturar a heterogeneidade da doenga, especialmente
na identificacao de subgrupos com sobrevida prolongada. Modelos de sobrevivéncia com fracao
de cura, ao incorporarem explicitamente a possibilidade de longos sobreviventes, oferecem uma
alternativa promissora para melhorar a precisao progndstica nesse contexto.

A necessidade de modelos mais precisos torna-se ainda mais premente diante do envelhe-
cimento populacional e do aumento da prevaléncia de doencas hepdticas cronicas. No contexto
do Sistema Unico de Satide (SUS), ferramentas progndsticas aprimoradas podem contribuir para
uma alocacao mais eficiente de recursos escassos, como vagas para transplante hepatico. Além
disso, a identificagao de fatores associados & sobrevida prolongada pode revelar mecanismos
protetores até entao desconhecidos, abrindo novas linhas de investigagao em hepatologia.

Neste trabalho, propoe-se uma nova distribuicao de probabilidade com quatro pardametros,
denominada Familia Estendida Logistica Generalizada Dependente do Tempo (GTDEL). O ob-
jetivo ¢ ampliar o modelo (GTDL), permitindo que se ajuste a uma gama mais diversificada de
padroes de dados observados em contextos reais e calcular a fracdo de cura correspondente uti-
lizando a ideia de modelo defeituoso. A extensao proposta busca superar limitacoes de modelos
anteriores, oferecendo uma estrutura mais robusta para capturar a complexidade de fené6menos
onde a variabilidade e a dindmica temporal desempenham papéis cruciais.

Sao apresentadas algumas propriedades matemaéticas do modelo, incluindo seus submo-
delos e o desenvolvimento do modelo de regressao correspondente. Adicionalmente, conduz-se
um estudo de simulagao via método de Monte Carlo, no qual diferentes cenérios sao avaliados a
fim de verificar o desempenho dos estimadores obtidos por méxima verossimilhanga.

Para demonstrar sua aplicabilidade pratica, o modelo GTDEL é ajustado a quatro con-
juntos de dados, sendo trés compostos por dados reais de sobrevivéncia com censura e um



referente a dados de confiabilidade sem censura, evidenciando seu potencial para contribuir em
analises aplicadas nas dreas da saide e da engenharia.

1.1 Objetivos da dissertagao

1.1.1 Objetivo Geral

Esta dissertacao tem como principal objetivo propor a ampliacao da familia Logistica De-
pendente do Tempo por meio da criacao de uma nova distribuicao de probabilidade com quatro
parametros, denominada modelo Logistico Generalizado Estendido Dependente do Tempo (GT-
DEL), que é uma generalizagao do modelo de riscos néo proporcional apresentado por Mackenzie
(1996). O modelo GTDEL incorpora um novo parametro, permitindo maior flexibilidade para
capturar a variabilidade dos dados e lidar com situacoes em que a suposicao de proporcionalidade
dos riscos nao é valida.

1.1.2 Objetivos Especificos
Para alcancar o objetivo geral, estabeleceram-se os seguintes objetivos especificos:

e Avaliar a adequagao do modelo GTDEL em diferentes cenarios de dados, comparando-o
com abordagens tradicionais.

e Desenvolver processos inferenciais para o modelo, incluindo estudos de simulagao via
Monte Carlo, com o objetivo de avaliar as propriedades assintdticas dos estimadores dos
parametros.

e Explorar algumas propriedades matematicas e estatisticas do modelo, destacando sua apli-
cabilidade em estudos de tempos de sobrevivéncia.

e Aplicar o modelo a quatro conjuntos de dados, sendo trés compostos por dados reais
de sobrevivéncia com censura e um por dados de confiabilidade sem censura, a fim de
demonstrar sua eficiéncia pratica em diferentes contextos.

O modelo proposto ¢ fundamentado na analise de quatro conjuntos de dados reais, em-
pregados em diferentes etapas do estudo. Os trés primeiros foram utilizados para avaliar a ade-
quacao da distribuicao proposta, enquanto o quarto foi aplicado no desenvolvimento e validacao
do modelo de regressao, permitindo uma andlise mais abrangente de suas aplicacoes praticas.

Os conjuntos de dados utilizados neste trabalho foram selecionados com o intuito de
avaliar a adequagao e a aplicabilidade do modelo proposto em diferentes contextos. O primeiro
conjunto refere-se a dados de resisténcia de fibras de vidro, coletados pelo National Physical
Laboratory, na Inglaterra, e utilizados para descrever tempos de falha de materiais, permitindo
analisar o desempenho do modelo em cendrios de confiabilidade. O segundo conjunto compreende
dados de maldria, disponibilizados por Colosimo e Giolo (2021), referentes a um estudo experi-
mental conduzido no Centro de Pesquisas René Rachou (Fiocruz, MG), com foco na avaliacao
da eficdcia de imunizagao contra a doenga.

O terceiro conjunto de dados corresponde as informacées clinicas de pacientes atendidos
na Creighton University School of Dentistry, entre agosto de 2007 e margo de 2013, reunidas
sob o nome Teeth. Esses dados, disponiveis no pacote MST da linguagem R, foram empregados
na modelagem de sobrevivéncia dentdria. Por fim, foram utilizados os dados de colangite biliar
primdria pbc, provenientes de um estudo realizado pela Mayo Clinic, nos Estados Unidos, entre
1974 e 1984. Esses dados estao disponiveis no pacote survival do R (R Core Team, 2024) e
foram fundamentais para a aplicacao e validacao do modelo de regressao proposto.



1.2 Organizacao da dissertacao

Esta dissertagao estd organizada em sete capitulos, estruturados de forma a proporcionar
uma compreensao progressiva dos conceitos e do modelo proposto. O Capitulo 2 apresenta
uma revisao abrangente sobre os principais conceitos da andlise de Sobrevivéncia. O Capitulo
3 introduz o modelo GTDL, discutindo suas propriedades tedricas e limitacoes. No Capitulo
4, propoe-se a distribuicado GTDEL, sendo apresentadas suas fungoes principais e uma andlise
detalhada de suas caracteristicas.

O Capitulo 5 ¢ dedicado a apresentacao de quatro aplicacoes praticas do modelo pro-
posto, com o objetivo de avaliar seu desempenho e sua flexibilidade frente a diferentes tipos
de dados. A primeira aplicagao, baseada em dados de resisténcia de fibras de vidro, envolve
observagoes sem censura, permitindo avaliar o ajuste da distribuicio GTDEL em um cenério
mais controlado. A segunda e a terceira aplicagoes utilizam dados censurados de maléria e de
sobrevivéncia dentéria (Teeth) que visam examinar a adequagao da distribui¢io GTDEL em con-
textos biomédicos com censura & direita. A quarta aplicagdo, com os dados de colangite biliar
primdria (PBC), inclui a modelagem com covaridveis, permitindo validar o modelo de regressao
GTDEL e explorar seu uso em situagoes reais permitindo avaliar o desempenho do modelo em
diferentes contextos. O Capitulo 6 introduz o modelo de regressao GTDEL, explorando sua
capacidade de incorporacao de covariaveis. Por fim, o Capitulo 7 apresenta as conclusoes do
trabalho, sintetizando os principais resultados, apontando limitagoes e sugerindo direcoes para
pesquisas futuras.

1.3 Suporte computacional

As andlises estatisticas foram conduzidas no ambiente R (versao 4.4.1) (R Core Team,
2024), uma linguagem de programagao especializada em computagao estatistica e geragao de
graficos, originalmente desenvolvida por Thaka e Gentleman (1996). Essa linguagem permite a
implementacao de técnicas estatisticas eficientes e precisas, consolidando-se como uma ferra-
menta de grande relevancia no campo computacional numérico. A plataforma esta disponivel
para download gratuito no endereco oficial: https://www.R-project.org/.

A elaboragao deste documento foi realizada na plataforma Overleaf, que utiliza como base
a distribuicao TeX Live 2024 para compilagao dos arquivos em KTEX. Durante o desenvolvimento
do trabalho, foram empregados diversos recursos computacionais, com destaque para a utilizacao
de pacotes especificos da linguagem R.

Para a obtengao dos estimadores de méxima verossimilhanca, utilizou-se o método de
Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS), implementado pela fungdo optim (-, method =
"BFGS") da linguagem R (R Core Team, 2024). O modelo proposto foi ajustado a conjuntos
de dados censurados, incluindo os dados de cirrose biliar priméria (pbc), disponiveis no pacote
survival, e os dados de sobrevivéncia dentéria ( Teeth), acessiveis no pacote MST.

Além disso, com o objetivo de comparacao, aplicou-se o modelo de regressao de Cox
por meio da fungdo coxph(-), também disponivel no pacote survival. A suposicido de riscos
proporcionais foi avaliada com o teste baseado nos residuos de Schoenfeld, implementado pela
funcao cox.zph().

Para a visualizacao grafica dos resultados, foram utilizadas as bibliotecas ggplot2 e
survminer, que possibilitam a construcao de graficos de alta qualidade e personalizaveis, in-
cluindo curvas de Kaplan-Meier e boxplots com facetas.



Capitulo 2

Analise de Sobrevivéncia

Neste capitulo, sao apresentados os aspectos principais relacionados & Anélise de Sobre-
vivéncia. Inicialmente, sao abordados alguns conceitos fundamentais, seguidos pela introdugao
do estimador de Kaplan-Meier, amplamente utilizado para estimar func¢ées de sobrevivéncia.
Em seguida, sao discutidos modelos probabilisticos comuns nessa area, bem como o método da
maxima verossimilhanca para a estimacao dos parametros desses modelos. O modelo de riscos
proporcionais de Cox, um dos mais empregados na literatura, é detalhado com suas proprieda-
des e limitacoes. Por fim, é tratada a fragdo de cura em modelos defeituosos, uma abordagem
relevante para estudos em que parte da populagao pode nao experimentar o evento de interesse.

2.1 Conceitos basicos

Nas tltimas décadas, a andlise de sobrevivéncia tem se destacado como uma area em
rapido crescimento dentro da estatistica, impulsionada pelo avanco dos recursos computacionais
e o aperfeicoamento de técnicas estatisticas. Amplamente utilizada em campos como medicina,
biologia, engenharia e demografia, essa abordagem foca no estudo do tempo até a ocorréncia de
um evento de interesse acontecer, como a morte de um paciente ou a falha de um componente.
Esse tempo é conhecido como tempo de falha ou tempo de sobrevivéncia, representado pela
variavel aleatéria T'.

Uma varidvel aleatéria é uma funcgao do espago amostral 2 no conjunto dos niimeros
reais, para a qual é possivel calcular a probabilidade de ocorréncia de seus valores. Em geral,
sao representadas por letras maitsculas do alfabeto e sua classificacao é feita de acordo com os
valores que assumem (Magalhaes, 2006). Nesta dissertagao, sao utilizadas varidveis aleatdrias
continuas, que sao definidas por apresentarem uma fungdo nao negativa f tal que para todo
r €eR:

Ft) = /_ OO Fu)du.

Uma caracteristica essencial dessa anélise é a censura, que ocorre quando o acompanha-
mento de uma observagao é interrompido antes do evento de interesse acontecer, como no caso
de um paciente que abandona o estudo ou de um componente removido antes de falhar.

A censura é um conceito fundamental na anélise de sobrevivéncia e é representada pela
variavel aleatoria C', que indica o tempo até a ocorréncia de censura. Junto com o tempo de
falha 1", a variavel C' compée a resposta observada no modelo. Em particular, o tempo observado
para cada individuo é dado pelo minimo entre o tempo de falha e o tempo de censura, ou seja,
t; = min{T;,C;},Vi=1,2,....,n.



Para uma amostra aleatéria de tamanho n, as observagoes sao representadas como
(ti,d;, X;), em que t; representa o tempo observado, que pode ser um tempo de falha ou de
censura; d; é o indicador de censura, que assume o valor 1 se t; é um tempo de falha (ou seja,
T; < C;) e 0 se t; é um tempo censurado (ou seja, T; > C;) e X; é o vetor de covaridveis, que
pode incluir informagoes como sexo, idade, tratamento recebido, entre outras.

As censuras podem acontecer por vérias razoes, como, por exemplo, o término do expe-
rimento, o paciente ter se mudado para outra localidade, o paciente abandonar o tratamento,
quebra do equipamento por motivo diferente do estudado, entre outros. Em estudos clinicos,
diferentes tipos de censura podem ser observados, cada um com caracteristicas especificas. A
censura do tipo I ocorre quando o estudo é finalizado apds um periodo previamente estabelecido,
e, ao término desse intervalo, alguns individuos ainda nao apresentaram o evento de interesse. J&
a censura do tipo II estd associada a estudos que se encerram assim que um nimero predefinido
de individuos experimenta o evento em questao, independentemente do tempo decorrido. Por
fim, a censura aleatdria refere-se a situagoes em que um individuo é retirado do estudo antes
da ocorréncia do evento de interesse, sem que haja um critério fixo ou tempo preestabelecido,
sendo, portanto, dependente de fatores diversos e nao controlados.

Além dessa classificacao associada ao planejamento do estudo, é possivel caracterizar a
censura segundo a forma como os dados censurados se manifestam. De acordo com Dey et al.
(2020), os mecanismos podem ser descritos como censura a direita, quando o evento nao ocorreu
até o final do estudo; censura a esquerda, quando o evento ocorreu antes do inicio do estudo; e
censura intervalar, que ocorre quando o evento de interesse nao pode ser observado diretamente,
mas se conhece o intervalo de tempo em que houve o desfecho.

O comportamento da varidvel aleatéria continua e nao negativa 1' > 0, que representa
o tempo de falha ou tempo de sobrevivéncia, pode ser representado por algumas fungoes mate-
maticamente equivalentes, como por exemplo a funcéo densidade de probabilidade (fdp), f(t);
a fungao de sobrevivéncia, S(t) e a fungao de risco, h(t).

A fdp é definida como sendo a probabilidade de um individuo falhar no intervalo de
tempo [t,t + At], por unidade de tempo e é dada por:

L P T <t+At)
Ft) = fim Af »

em que a fdp possui as seguintes propriedades fundamentais: (i) f(¢) > 0, V¢t € R, ou seja, a
fungao densidade de probabilidade é sempre nao negativa; e (i7) a integral da fdp sobre todo o
dominio real é igual a 1, isto é,

[e.e]
| rtwau=1.
— o0
assegurando que a funcao represente uma distribuicao de probabilidade valida.
A funcao de sobrevivéncia é uma das principais func¢oes probabilisticas usadas para des-

crever estudos sobre tempo de sobrevivéncia e representa a probabilidade do evento de interesse
nao ocorrer em pelo menos ¢ unidades de tempo. A func¢ao pode ser escrita como:

S(t) = P(T > ) = /:o Flu)du = 1— F(t),

em que a fungao de distribui¢ao acumulada (fda), F(t) é dada por:



Ft)=P(T<t)=1-P(T>t)=1—-S(t).

O conhecimento da fda permite obter qualquer informagao sobre a varidvel aleatéria T'.
Mesmo que a variavel s6 assuma valores num subconjunto dos reais, a fungao de distribuigao é
definida em toda reta e obedece as seguintes propriedades:

(i) tl}r_noo F(t)=0e tlg& F(t) =1,
(ii) F é continua a direita;
(iii) F ¢ nao decrescente.

As propriedades acima também poderiam ser usadas como defini¢ao da funcao de distri-
buigao. James (2004), afirma que em termos mais abstratos, poderfamos dizer que toda funcgao
de R em (0, 1), satisfazendo (i), (i7) e (iii), é fda de alguma varidvel aleatéria.

Por outro lado, a funcao de risco ou taxa de falha, é utilizada para descrever o compor-
tamento da varidvel tempo de sobrevivéncia e pode ser definida como o limite da probabilidade
de um individuo falhar no intervalo de tempo [t, t+ At], dado que o individuo tenha sobrevivido
até o instante t. Esta fungao, pode assumir formas constante, crescente, decrescente, unimodal
ou em forma de banheira.

Para uma variavel aleatéria continua T' com f(t) e F(T), a funcao de risco é dada por:

. P(T<t+ AT >t)  f(2)
h(t) = tim, At T1-F()

Na maioria dos casos, o tempo de sobrevivéncia estd associado a causas do cotidiano
que podem ser mais desafiadoras de representar matematicamente. Sendo assim, modelos pa-
ramétricos podem ser utilizados por sua comprovada adequacao a situagoes praticas para mode-
lar o tempo de sobrevivéncia até a ocorréncia do evento de interesse. Entre os modelos, podemos
citar o exponencial, o de Weibull, o gama e o gama generalizado.

A presenga de dados censurados impoe um grau de dificuldade maior aos modelos pa-
ramétricos. Alternativamente, métodos nao - paramétricos podem ser utilizados. Por exemplo,
o estimador nao- paramétrico de Kaplan Meier, para estimar a funcao de sobrevivéncia.

2.2 Estimador de Kaplan-Meier (KM)

Nesta Segao apresenta-se o estimador de Kaplan-Meier, que é uma técnica estatistica nao
paramétrica amplamente utilizada para estimar a funcao de sobrevivéncia em estudos de tempo
até o ocorréncia de um evento de interesse, especialmente na presenca de dados censurados.
Devido a sua flexibilidade, essa ferramenta é aplicada em &reas como medicina, engenharia,
ciéncias sociais e tem ganhando cada vez mais espaco em estudos de confiabilidade conforme
destacado por Colosimo e Giolo (2021).

Proposto por Kaplan-Meier (1958), o método também conhecido como estimador limite-
produto constitui uma adaptacao da funcao de sobrevivéncia empirica, incorporando observagoes
censuradas e permitindo, assim, estimativas mesmo com dados incompletos.

Na auséncia de censuras, a funcao de sobrevivéncia empirica é definida por:



g () = nimero de individuos que nao falharam até o tempo ¢
- Y

numero total de individuos no estudo

em que S (t) é uma fungao escada com degraus nos tempos observados de falha, de tamanho
1/n, sendo n o tamanho da amostra.

Quando os dados incluem censura, a abordagem de Kaplan-Meier é ajustada para levar
em consideragao os individuos que saem do estudo antes da ocorréncia do evento de interesse.
O célculo envolve o produto cumulativo das probabilidades de sobrevivéncia em cada tempo de
falha observado, desconsiderando as censuras em cada intervalo.

Neste contexto, a metodologia baseia-se na estimativa de ¢;, que representa a probabili-
dade de um individuo falhar no intervalo [t;_1,¢;), dado que ele sobreviveu até o tempo ¢;_1.

A expressao de ¢;, adaptada a definigao de S (t), é dada por:

numero de falhas em ¢;

qi =

ntimero de observagoes sob risco em t;_1’

parai=1,...,k.

A expressao geral do estimador de Kaplan-Meier para a funcao de sobrevivéncia é dada
por:

St =1] (1—3>7
t<t i
conforme descrito em Colosimo e Giolo (2021), em que t; representa os tempos observados de
falha, e; corresponde ao nimero de eventos (falhas) no tempo ¢;, e n; indica o nimero de
individuos em risco imediatamente antes do tempo t;.

Dessa forma, a técnica oferece uma abordagem nao paramétrica eficaz para estimar a
funcao de sobrevivéncia, especialmente em contextos onde os dados censurados estao presentes.
Contudo, em muitas situacgoes praticas, é desejavel complementar essa andlise com modelos
probabilisticos que permitam uma descricao mais detalhada dos mecanismos subjacentes aos
dados. Esses modelos oferecem maior flexibilidade para incorporar hipdteses especificas sobre a
distribui¢ao dos tempos de falha e avaliar o impacto de varidveis explicativas na sobrevivéncia.

2.3 Modelos paramétricos em Analise de Sobrevivéncia

Os modelos probabilisticos sao ferramentas fundamentais em analise de sobrevivéncia,
permitindo a modelagem matemaética do tempo até a ocorréncia de um evento de interesse, como
falha, morte ou recuperagao.

Embora exista uma variedade de modelos probabilisticos aplicaveis a andlise de sobre-
vivéncia, alguns se destacam por sua simplicidade e comprovada adequacao a diferentes contextos
praticos. Entre os mais utilizados, destacam-se o modelo exponencial, o de Weibull e gama.

Cada um desses modelos possui caracteristicas especificas que os tornam adequados para
diferentes tipos de dados e situagoes. Neste trabalho, exploraremos esses modelos, discutindo
suas propriedades, aplicacoes e como eles podem ser utilizados para extrair insights valiosos a
partir de dados de sobrevivéncia.

2.3.1 Distribuicao Exponencial

A varidvel aleatéria T segue a distribui¢ao exponencial de parametro « (o > 0) se tiver
fdp dada por:



f(t;a) =a texp{—ta'}, t>0

sendo representada por 7' ~ exp («).

O parametro « indica a taxa de ocorréncia por unidade de medida, que pode ser tempo,
distancia, volume, entre outras. Esta distribuigao destaca-se por sua simplicidade matematica
e pela sua disposi¢ao uniparamétrica, sendo frequentemente utilizada em situacoes onde a taxa
de falha é constante ao longo do tempo.

Um exemplo de aplicacao da distribuicao exponencial pode ser encontrado no trabalho
de Gove (2017), que realiza um estudo demogréfico aplicado a florestas com idades desiguais.
Nesse estudo, os autores utilizam a distribuicao exponencial para analisar a relacao tedrica entre
o recrutamento, a mortalidade e o crescimento do diametro das arvores em diferentes setores.
Essa aplicacao ilustra a versatilidade da distribuicao exponencial em contextos praticos, mesmo
em areas além da andlise de sobrevivéncia tradicional.

Outro exemplo recente é o estudo de Ali et al. (2020), que aplica a distribuicdo expo-
nencial na andlise de confiabilidade de sistemas de engenharia. Os autores utilizam o modelo
exponencial para modelar o tempo até falha de componentes eletronicos, destacando sua uti-
lidade em cendrios onde a taxa de falha é constante e nao depende da idade do componente.
Esse trabalho reforca a relevancia da distribuigao exponencial em aplicagoes praticas modernas,
especialmente em engenharia e tecnologia.

As funcoes de sobrevivéncia e de risco da distribui¢do exponencial sdo dadas por:

S(t;a) = exp{—ta"'} e

h(t;o) = a L.

A Figura 1 mostra algumas formas das funcoes densidade de probabilidade, de sobre-
vivéncia e de risco da distribuicao exponencial, sob diferentes valores do parametro «.
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Figura 1: Fungao densidade de probabilidade (painel esquerdo), de sobrevivéncia (painel cen-
tral) e de risco (painel direito) da distribuicao exponencial para diferentes valores de o = 1,0
(vermelho), o = 0,7 (azul) e @ = 0,5 (verde).



2.3.2 Distribuicao de Weibull

Proposta por Weibull (1951), a distribui¢ao Weibull é bastante utilizada em casos de
estudos biomédicos e industriais. Sua popularidade em aplicagGes praticas se deve ao fato de
que sua fdp apresenta uma grande variedade de formas.

Uma varidvel aleatoria T' possui distribuicao de Weibull com parametro a e § quando

sua fdp é dada por:
B
t
ft;a,8) = %tﬁlexp{— (—) } . t>0.
@ o

As funcées de sobrevivéncia e de risco da distribuicdo weibull sdo definidas por:

S(ta,8) = exp{— <§>B} ¢

h(t; o, B) = %tﬁ_l,

em que « > 0 é o pardmetro de escala e 8 > 0 é o pardmetro de forma. Um caso particular da
distribuicao Weibull ¢ a distribui¢ao exponencial quando o parametro 5 = 1.

A Figura 2 revela as possiveis formas das fungoes densidade de probabilidade, de sobre-
vivéncia e de risco da distribuicdo Weibull, com a = 250 e sob diferentes valores de §.
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Figura 2: Funcao densidade de probabilidade (painel esquerdo), de sobrevivéncia (painel direito)
e de risco (painel central) da distribuicao de Weibull para diferentes vetores de parametrosf =
3,0 (vermelho), 8 = 1,0 (verde) e § = 8,0 (azul).

2.3.3 Distribuicao Gama

A distribuicao gama foi formalizada como uma generalizacao de outras distribuigoes
importantes, como a exponencial e a qui-quadrado (Casella e Berger, 2024). Seu nome deriva da
funcao gama, um conceito fundamental na matematica, introduzido por Euler no século XVIII
(Boyer e Merzbach, 2011).

A fungao Gama age como uma extensao do conceito de fatorial, ela é definida da seguinte
forma:
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r(g) = /0 T exp(—a)da, > 0,

paran € N, I'(n) = (n — 1)L

Uma variavel aleatéria T' possui distribuicao Gama com parametro « e 8 quando sua
fdp é dada por:

f(t; a, ﬁ) = r(ﬁl)aﬁtﬁ_l exp {_é}v

em que o > 0 é o pardmetro de escala, § > 0 é o parametro de forma e representa-se T ~

Gama (a, ).

As funcgoes de sobrevivéncia e de risco da distribuicao gama sao definidas por:

I'(B)a?
h(t;a, B) = %.

A Figura 3 mostra algumas formas das fungoes densidade de probabilidade, de sobre-
vivéncia e de risco da distribuicao gama, com « = 1 e sob diferentes valores de (3.
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Figura 3: Fun¢ao densidade de probabilidade (painel esquerdo), de risco (painel central) e de
sobrevivéncia (painel direito) da distribuicao gama para diferentes valores de 5 = 1,0 (vermelho),

B =3 (verde) e f = 0,5 (azul).

A distribuicao Gama é amplamente utilizada na andlise de dados assimétricos. Embora
seu uso na modelagem de tempos de falha seja limitado, ela é bastante popular na andlise de
varidaveis meteorolégicas. Por exemplo, Longo et al. (2006) avaliaram as distribui¢oes Gama e
Log-Normal na estimativa de precipitacoes pluviais quinzenais no Estado do Parand, utilizando
dados didrios de precipitagdo provenientes de 22 estagoes de medigao. Os resultados indicaram
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que a distribuicao Gama apresentou melhor ajuste as condigoes pluviométricas da regiao. Ja
Shakil e Kibria (2009) empregaram a distribui¢do da combinacdo linear de varidveis Gama e
Rayleigh para modelar dados de precipitacao, demonstrando a qualidade do ajuste por meio do
teste qui-quadrado de aderéncia.
Alguns modelos probabilisticos importantes sdo casos particulares da distribui¢do gama.
A Tabela 2.1 apresenta os principais casos particulares da distribuicao gama.

Tabela 2.1: Casos particulares da distribui¢ao gama.

Distribuicao Parametros
Exponencial a=06=1, >0

n
Qui-quadrado a = 5 b= o M > ( inteiro
Erlang a=mn>0, >0, ninteiro

Uma das caracteristicas marcantes da distribuicao gama ¢é sua flexibilidade.

2.3.4 Distribuicao gama generalizada

Introduzida por Stacy (1962), a distribuigdo gama generalizada estende a Gama padrao
por meio de um terceiro parametro (7), permitindo maior flexibilidade, e tem sido aplicada em
diversos estudos. Por exemplo, Ramos (2014) utilizou a distribuicao Gama Generalizada para
analisar os dados de tempo de vida de 30 unidades provenientes de um experimento industrial,
comparando os resultados obtidos com aqueles gerados pelas distribuicoes Weibull, Gama e
Log-Normal. J4 Castro et al. (2016), empregaram a distribuigdo para descrever a distribuigao
diamétrica de povoamentos de eucalipto, evidenciando sua versatilidade em diferentes contextos
de modelagem.

Uma variavel aleatéria T possui distribuicao gama generalizada com parametro o > 0,
B >0eT >0, quando sua fdp é dada por:

s = g () s (2))

em que I'(f) é a funcao gama:

reg) = /000 wP L exp{—w}dw.

Nesta parametrizacao, temos que « é o parametro de escala, enquanto 5 e 7 sdo parametros
de forma.

As funcgoes de sobrevivéncia e de risco associadas a distribuicao gama generalizada sao

dadas por:
S(t;aaﬁ)T) =1 -N |:B~ <§) :| B

em que 71 (5, ) é a fungdo gama incompleta normalizada, definida por:

_1(B.2)
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Sendo (5, x) = fox wPl exp{—w}dw a fun¢io gama incompleta, que calcula a integral
acumulada da funcao densidade gama até o ponto z. A funcao de risco é definida por:

f(t) 77 exp {—(5)}

h(t;(Y,BvT) = S(t) - fooong/B_l eXp{—(g)T}dx.

Esta distribuicao, apresenta flexibilidade também ao caracterizar vdrios modelos conhe-
cidos ao restringir seus parametros.

A Tabela 2.2 apresenta os principais casos particulares da distribui¢ao gama generalizada.

Tabela 2.2: Casos particulares da distribuicao gama generalizada.

Distribuicao Parametros
Exponencial pf=7=1
Weibull =1
Gama T=1

A Figura 4 mostra algumas formas das fungoes densidade de probabilidade, de sobre-
vivéncia e de risco da distribuicdo gama generalizada, para o parametro o = 1 e sob diferentes
valores dos parametros ( e 7.
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Figura 4: Funcao densidade de probabilidade (painel esquerdo), de sobrevivéncia (painel direito)
e de risco (painel central) da distribui¢ao gama generalizada para diferentes valores de 8; = (8 =
1,0; 7 =1,0)" (vermelho), 8 = (8 = 3,0; 7 = 2,0) " (verde), 83 = (3 = 0,5; 7 = 1,0) " (azul) .

Os parametros de um modelo probabilistico sao as quantidades desconhecidas que se
deseja estimar com base em uma amostra. Para isso, diversos métodos podem ser utilizados,
sendo o método da méaxima verossimilhanca um dos mais aplicados na inferéncia estatistica.

Esse método busca determinar os valores dos parametros que maximizam a funcao de
verossimilhanca, a qual expressa a probabilidade de a amostra observada ter sido gerada pelos
valores escolhidos para os parametros do modelo.
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2.4 Meétodo da Maxima Verossimilhanca

Existem diversos métodos de estimacao conhecidos na literatura, sendo o método dos
minimos quadrados talvez o mais conhecido. No entanto, este método é inadequado para estudos
de tempo de vida, principalmente devido a sua incapacidade de lidar com dados censurados
durante o processo de estimacgao. Para esses casos, o método de maxima verossimilhanca surge
como uma alternativa apropriada. Ele nao apenas incorpora as censuras nos célculos, é simples
de compreender e possui propriedades assintdticas étimas, especialmente para grandes amostras.
Para dados sem censuras, conforme em Bolfarine e Sandoval (2001) a fungao de verossimilhanga
para uma amostra aleatéria de tamanho n é definida por:

n

£(6) = [ [1£(t::0)).

i=1

Seja T;, para i = 1,2,...,n, uma varidvel aleatéria que denota o tempo de falha. Assu-
mindo que 7T}s varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas, temos que L(6)
na presenca de dados censurados é dada por:

n

L(6) = [ [1f (ts; )1 (S (t:; 0))' %, (2.1)

i=1

em que d; é o indicador de censura, com d; = 0 se o tempo observado é censurado e d; = 1 caso

contrario. Como mostra a Equagao (2.1), f(t;; @) representa a funcéo densidade de probabilidade,

e S(t;;0), a fungao de sobrevivéncia. A funcao de verossimilhanca evidencia que cada observagao

contribui de forma distinta: para tempos censurados, a contribuicao é dada pela funcao de

sobrevivéncia; para tempos nao censurados, a contribuigao ocorre por meio da fungao densidade.
Outra forma de reescrever a fungao de verossimilhanca é:

L(6) = H [n(t:;0)]" S(t:; 6),

i=1

onde h(t;;0) é a fungao de risco, uma razao entre f(¢;;0) e S(;;0).
Para facilitar a andlise e o célculo, é comum trabalhar com o logaritmo da funcao de
verossimilhanga, que transforma o produto em uma soma, sendo dado por:

n

0(0) =) _[dilog f(t::0) + (1 — d;) log S(t;: 0)). (2:2)

i=1

Os Estimadores de Maxima Verossimilhanca (EMV) sdo valores dos parametros 6 que
maximizam a funcao de verossimilhanca, com base nos dados observados. Esses estimadores
sao obtidos derivando £(0) em relagao ao vetor de parametros desconhecidos 6 e resolvendo o
sistema de equagoes resultante. O método da maxima verossimilhanca ¢ amplamente utilizado
em estatistica devido as suas excelentes propriedades tedricas, especialmente quando o tamanho
da amostra n é grande.

As propriedades assintéticas dos estimadores de méaxima verossimilhanca sao essenciais
para inferéncia estatistica, permitindo construir intervalos de confianca, testar hipdteses e avaliar
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a precisao dos estimadores.

Essas propriedades baseiam-se no fato de que, sob certas condigoes de regularidade,
como a existéncia de derivadas e a nao singularidade da matriz de informagao de Fisher, ou seja,
det(1(0)) # 0, o estimador € tem distribui¢ao normal assintética multivariada, expressa por:

0~ N,y(0,171(9)),

em que N, denota a distribuigdo normal multivariada com p dimensoées (onde p é o nimero
de pardmetros em 0 ), 0 representa a média da distribuicio normal multivariada, e I-1(0) é
a inversa da matriz de informacao de Fisher. Essa matriz corresponde & matriz de variancias e

covariancias dos estimadores, sendo I(0) definida como:

020(0)
10)=—-F|———=
(6) [GBGOT] ’
9%0(0) . . - - . :
onde, 20907 é a matriz Hessiana da log-verossimilhanca em relacao aos parametros 6, ou seja,

a matriz composta pelas segundas derivadas parciais.

No entanto, o célculo da matriz de informacéo de Fisher I(0), nao é matematicamente
tratavel devido a presenca de censura nos dados. Nesse caso, pode-se utilizar, a matriz de in-
formagao observada, que é uma estimativa consistente de 1(8).

A matriz de informagao observada é uma estimativa da matriz de informagao de Fisher
1(0), que mede a quantidade de informacao que os dados fornecem sobre os pardmetros 6.
Enquanto a matriz de informacao de Fisher é baseada no valor esperado das segundas deriva-
das da log-verossimilhanga, a matriz de informagao observada ¢ calculada diretamente a partir
das segundas derivadas da log-verossimilhanca avaliadas no valor estimado dos parametros 6.
Matematicamente, a matriz de informacao observada ¢é definida como:

_6(9) R
0=0
em que 5(9) = é a matriz Hessiana da funcao de log-verossimilhanca £(8), e 6 ¢ o estimador de
méxima verossimilhanca dos parametros 6.

Adicionalmente, métodos numéricos, como Newton-Raphson e Escore de Fisher, sao uti-
lizados para encontrar estimadores de maxima verossimilhanga. Esses métodos estao detalhados
em trabalhos como o de Nocedal e Wright (2006), que sao referéncias na arca de otimizagao
numérica. A abordagem proposta por ele é especialmente relevante para resolver problemas de
otimizacao em funcoes complexas, como ocorre na estimativa de parametros em modelos de
sobrevivéncia com censura.

2.4.1 Critérios de selegao de modelos

Os critérios de selecao de modelos, sao particularmente tteis para identificar modelos que
oferecem um compromisso ideal entre qualidade de ajuste e simplicidade. O principio fundamen-
tal por trds desses critérios é a penalizacao de modelos excessivamente complexos, evitando o
sobreajuste, que ocorre quando o modelo captura rufdos ou variagoes especificas da amostra ao
invés de refletir padroes gerais dos dados. Essa penalizacao é baseada no niimero de parametros
do modelo e também no tamanho da amostra, incentivando a escolha de modelos mais parci-
moniosos em cenarios com maior quantidade de dados. Esses critérios, amplamente adotados
na literatura, fornecem uma abordagem sistemdtica para comparar modelos e sdo essenciais na
pratica estatistica, principalmente em contextos de grande complexidade, como dados censura-
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dos ou alta dimensionalidade.

A seguir, apresentamos dois dos critérios mais comuns, que foram utilizados neste tra-
balho:

1. Critério de Informacao de Akaike (AIC), (Akaike, 1974):

Este critério busca encontrar um equilibrio entre o ajuste do modelo e sua complexidade,
penalizando o aumento do nimero de parametros, que é definido como:

AIC = —20(0) + 2p.

2. Critério de Informacao Bayesiano (BIC):

Também chamado de critério de Schwarz, (Schwarz, 1978), sendo assim chamado por-
que Schwarz forneceu um argumento bayesiano para provéa-lo. Similar ao AIC, o BIC é
um critério de avaliagao de modelos definido em termos de probabilidade a posteriori e
também penaliza a complexidade do modelo, mas de forma mais severa, especialmente
para amostras maiores. Este critério é definido como:

BIC = —2((0) + plog(n),

em que £(0) é o logaritmo da funcao de verossimilhanga, p é o niimero de parametros do modelo
e n o tamanho da amostra em estudo.

Esses critérios sao ferramentas indispensdveis para a comparacao de modelos, com a
escolha geralmente recaindo sobre o modelo que apresenta os menores valores de AIC ou BIC. Isso
significa que o modelo ideal é aquele que equilibra um bom ajuste aos dados com a simplicidade
estrutural, evitando o sobreajuste. No presente trabalho, os critérios de selegdo desempenharam
um papel fundamental, permitindo a avaliacao rigorosa de diferentes especificagoes de modelos
com base em principios estatisticos sélidos e orientando a escolha do modelo mais adequado as
caracteristicas dos dados analisados.

No contexto da andlise de sobrevivéncia, a escolha de um modelo adequado torna-se
ainda mais relevante, dado que é necessario lidar com a complexidade introduzida por dados
censurados e explorar as relacoes entre covaridveis e tempos de sobrevivéncia.

Nesse cendrio, o modelo de riscos proporcionais de Cox emerge como uma solucao se-
miparamétrica amplamente utilizada. Ele combina simplicidade de interpretacao e eficiéncia
computacional, permitindo modelar dados censurados sem fazer suposicoes rigidas sobre a dis-
tribuicao dos tempos de sobrevivéncia. A estrutura do modelo de Cox, baseada na hipétese de
proporcionalidade dos riscos, facilita a andlise e a identificacao de padroes significativos nos da-
dos, a0 mesmo tempo em que aproveita as propriedades dos critérios de selecao para aprimorar
a especificacao do modelo.

2.5 Modelo de riscos proporcionais de Cox

Acompanhando a evolugao da ciéncia estatistica, a modelagem de dados clinicos passou
por um avanco com a introducao do modelo de regressao de Cox, proposto por Cox (1972). Esse
modelo também chamado de modelo de riscos proporcionais de Cox, é uma técnica estatistica
utilizada para a andlise de sobrevivéncia, onde o objetivo principal é entender como diferentes
varidveis independentes afetam o tempo até a ocorréncia de um evento, como a morte de pa-
cientes em um estudo clinico, falha de equipamentos em engenharia, ou qualquer evento cujo
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tempo de ocorréncia seja o foco de interesse. O modelo de Cox assume que a funcao de risco
h(t) é dada por:

h(t) = ho(t)g(X ' B).

em que hg(t) é a funcao de risco basal (nao especificada); X representa o vetor de covaridveis;
e B é o vetor de coeficientes a serem estimados.

Esse modelo semi-paramétrico, composto pelo produto de dois componentes, um nao-
paramétrico, ho(t) e um paramétrico g(X '3) que é uma funcdo positiva, que assume valor
1 quando o seu argumento é zero. O componente paramétrico é frequentemente utilizado na
seguinte forma multiplicativa:

9(X'B) =exp{X "B} =exp{AX1+...+ B X},

em que 3 ¢ o vetor de parametros associado as covariaveis. Sua popularidade decorre da inter-
pretacao direta dos coeficientes (.

Uma importante premissa do modelo de Cox é a proporcionalidade dos riscos, o que
significa que a razao de risco entre dois individuos i e j deve permanecer constante ao longo do
tempo, isto é, seja i e j dois individuos quaisquer, entao:

hi(t)  ho(t)exp{X;' B} -
hi(t) — ho(t)exp{X] B} exp {Xfﬁ X]ﬁ}.

A auséncia explicita da varidvel tempo na razdo implica que ela permanece constante
independentemente do instante considerado, caracterizando a propriedade de riscos proporcio-
nais. Este modelo assume que o vetor de covaridaveis tem um efeito multiplicativo na funcao de
risco. Isso implica que a estrutura do modelo impoe proporcionalidade entre as fungoes de risco
de diferentes niveis de covariaveis, nao permitindo que elas se cruzem ou dependam explicita-
mente do tempo. Quando essa suposicao é violada, o modelo de Cox pode produzir estimativas
enviesadas.

Dado que a suposicao de proporcionalidade dos riscos é fundamental para a validade
do modelo de Cox, torna-se essencial verificar se essa condigao é atendida antes de interpre-
tar os resultados da regressao. Caso contrdrio, as estimativas obtidas podem ser enviesadas,
comprometendo a inferéncia estatistica e a validade das conclusoes do estudo.

Diversos métodos tém sido desenvolvidos para avaliar a proporcionalidade dos riscos,
incluindo abordagens graficas e testes estatisticos baseados em residuos. Por exemplo, métodos
visuais, como o gréafico de Nelson-Aalen, permitem uma inspecao exploratéria do comportamento
das funcgoes de risco, enquanto abordagens analiticas, como o teste baseado nos residuos de
Schoenfeld, fornecem uma avaliagao estatistica mais formal dessa suposicao.

2.5.1 Verificacao de proporcionalidade

A suposicao de riscos proporcionais é um dos pilares fundamentais do modelo de Cox.
No entanto, em alguns cendarios, essa suposicao pode ser violada, comprometendo a validade das
inferéncias realizadas com base no modelo.

Para lidar com essa questao, diversos métodos foram propostos na literatura para verificar
a proporcionalidade dos riscos. Entre eles, destacam-se os métodos gréficos que fornecem uma
visualizagao intuitiva das possiveis violacoes e os métodos analiticos, como o teste baseado nos
residuos de Schoenfeld (1982). Neste trabalho, serao utilizados ambos os métodos para uma
avaliagao abrangente das possiveis violacoes.

O método griafico consiste em avaliar visualmente a proporcionalidade dos riscos com
base na estimativa da fungao de risco acumulado, H(t), ajustada para diferentes grupos de uma
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covariavel.

Para varidveis continuas, essa divisao é feita considerando a mediana como ponto de
separacao, classificando os individuos em dois grupos: aqueles com valores abaixo e aqueles com
valores acima da mediana.

A construgao do grafico segue os seguintes passos:

1. Divisao dos dados:

Os individuos sao agrupados em dois conjuntos com base na mediana da covariavel de
interesse, distinguindo aqueles com valores menores ou iguais a mediana daqueles com
valores superiores.

2. Estimativa de H(t):

A funcao de risco acumulado H (t) é estimada separadamente para cada grupo, utilizando o
estimador de Nelson-Aalen-Breslow (Colosimo e Giolo, 2021). Esse estimador é adequado
porque incorpora dados censurados e fornece uma estimativa nao paramétrica da funcao
de risco acumulado.

3. Construgao do grafico:

O gréfico é gerado ao se plotar o logaritmo da estimativa de H (t) em funcao do tempo ¢ ou
do logaritmo do tempo log(t). As curvas sao tracadas separadamente para os individuos
com valores acima e abaixo da mediana da covariavel analisada.

4. Interpretagao do gréfico:

A proporcionalidade dos riscos é avaliada pela comparacao das curvas. Se forem aproxi-
madamente paralelas, nao hé indicios de violacao da suposigao de riscos proporcionais. No
entanto, se houver divergéncia entre as curvas ao longo do tempo, isso sugere que os riscos
nao sao proporcionais para a covariavel em questao, indicando a necessidade de considerar
abordagens alternativas no modelo de andlise de sobrevivéncia.

Por outro lado, o teste de proporcionalidade dos riscos de Schoenfeld, implementado pela
fungao cox.zph(.) no software R, foi o método analitico utilizado para verificar a adequagao do
modelo de Cox aos dados. Esse teste avalia se os coeficientes de regressao permanecem constantes
ao longo do tempo, uma condicao fundamental para a validade do modelo de riscos proporcionais.

A andlise é baseada na correlacao entre os residuos de Schoenfeld e o tempo, sob a
hipétese nula de que nao hé relacao entre eles, ou seja, de que os coeficientes nao variam tem-
poralmente.

Para cada varidvel incluida no modelo, é calculada uma estatistica qui-quadrado que
avalia a relagao entre os residuos e o tempo. Se o p-valor associado for menor que 0,05 (p <
0,05), significa que os efeitos das covaridveis podem variar ao longo do tempo. Para lidar com
essa violagao, abordagens alternativas, como modelos com termos dependentes do tempo ou
estratificados, podem ser utilizadas.

Além da anélise individual de cada variavel, o teste também pode ser aplicado de forma
global, avaliando se o modelo completo - considerando todas as covaridveis simultaneamente -
apresenta indicios de violagao da proporcionalidade dos riscos. Caso o teste indique violacao
para uma ou mais covariaveis, pode ser necessario adotar estratégias alternativas, como a in-
clusao de termos dependentes do tempo ou o uso de modelos que relaxam a suposicao de riscos
proporcionais.

Diferentemente dos métodos gréaficos, que dependem da interpretacao visual das curvas,
o teste analitico fornece uma medida estatistica formal e objetiva, reduzindo a subjetividade
na avaliacao da proporcionalidade dos riscos. Dessa forma, sua aplicacao é fundamental para
garantir a validade das inferéncias feitas com base no modelo de Cox.
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Neste trabalho, os resultados desse teste foram empregados para assegurar que 0s mo-
delos ajustados fossem adequados aos bancos de dados analisados, permitindo estimativas mais
robustas e interpretacoes confiaveis sobre os fatores associados ao tempo de sobrevivéncia.

2.5.2 Meétodo da Maxima Verossimilhanga Parcial

O método da méaxima verossimilhanga parcial, proposto por Cox, é uma abordagem es-
tatistica usada para estimar os parametros do modelo de riscos proporcionais. A verossimilhanca
parcial é construida considerando apenas a ordem dos tempos de eventos, e nao os tempos exatos.

Suponha que nos tempos ti,...,t; existam k falhas diferentes numa amostra com n
individuos. A probabilidade de falha da i- ésima observacao no tempo t; é dada pela razao entre
o risco do individuo i e a soma dos riscos de todos os individuos em risco no tempo ¢;. A Funcgéo
de Verossimilhanga Parcial é o produto dessas probabilidades condicionais para todos os tempos
de evento observados. A funcao de verossimilhanca parcial é expressa por:

€q

k - . .

I _ exp{ X, B} _ exp{ X, B} ’ )3

? 1;[1 > exp{X/ B} 1;[1 > exp{X8} (2.3)
JER(t:) GER(t:)

em que k representa o numero de tempos de eventos distintos observados, t; denota o tempo
do i-ésimo evento, ¢ X; corresponde ao vetor de covaridveis do individuo que sofreu o evento
nesse tempo. O conjunto R(¢;) indica o risk set, ou seja, o conjunto de individuos que ainda
nao sofreram o evento e que também nao foram censurados até esse instante. Por fim, e; é
uma varidvel indicadora de falha que assume valor 1 se o evento ocorreu no tempo ¢; e 0 caso
contrario.

A Funcgao (2.3) é chamada de parcial porque elimina a dependéncia da fungao de risco
basal hg(t), focando apenas na estimagao dos coeficientes 3. As estimativas de 3 que maximizam
L(B) sao obtidas por meio da resolucao do sistema de equagoes definido por U(B) = 0, em que
U(B) é o vetor escore resultante do calculo da primeira derivada do logaritmo da funcao de
verossimilhanca, ¢(3) = log(L(3)).

O método consiste em maximizar a Fungao (2.3) para encontrar os valores de 3 que
melhor explicam os dados observados. Isso é feito resolvendo o sistema de equacoes definido pelo
vetor escore U(3) = 0, onde:

2 jen) X xp(X) )
X jeri) P(X)B) |

Uup) = Zei X —
i=1

sendo X; o vetor de covariaveis do individuo i.

A solugao desse sistema fornece as estimativas de 8. A Fungao (2.3) assume que os
tempos de sobrevivéncia sao continuos e, portanto, nao considera a possibilidade de empates
nos tempos observados. No entanto, em aplicacoes praticas, é comum que ocorram empates, isto
é, situacoes em que dois ou mais individuos apresentam o mesmo tempo de evento (falha ou
censura). A presenga de empates complica o célculo da verossimilhanga parcial, pois a ordem
exata em que os eventos ocorreram nao é conhecida.

Quando hé empates em k tempos distintos, a formulacao original da Funcao de Verossi-
milhanca Parcial precisa ser ajustada para incorporar essas observacoes simultaneas.

A Funcao (2.3), ajustada para lidar com empates nos tempos de falha, é expressa por:
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: exp(S] B)

L (B ) = H : ™My

=1 [Syene) exp(X] )]

em que S; representa a soma dos vetores de covaridveis associados as observacoes empatadas
no tempo t;, m; é o nimero de empates nesse instante, e R(¢;) corresponde ao conjunto de
individuos em risco no tempo t;, isto é, aqueles que ainda nao sofreram o evento de interesse
nem foram censurados antes desse tempo. Nesse caso, m; € usado para ajustar a contribuicao dos
empates no calculo da verossimilhanca. Como multiplos individuos sofrem o evento no mesmo
tempo, a contribuicao conjunta desses individuos é incorporada na fungao por meio de m; .

Essa formulacao ajustada leva em conta a contribuicao conjunta de todas as observagoes
empatadas em cada tempo t;, permitindo que a verossimilhanga parcial seja calculada de forma
apropriada mesmo na presenca de empates.

Em resumo, embora a funcao de verossimilhanca parcial seja uma ferramenta poderosa,
cla tem limitacoes em cendrios com empates ou quando uma fragao da populacao é imune ao
evento de interesse. Nesses casos, a aproximacéio original pode nédo ser adequada. Além disso, o
modelo de Cox nao é apropriado quando hd uma fragao de cura, pois ele pressupoe que todos
os individuos estao em risco até o final do estudo.

Para lidar com a presencga de uma fracao de cura, modelos defeituosos podem ser utiliza-
dos. Esses modelos permitem a inclusao de uma fragao de individuos que nunca experimentarao
o evento, tornando a modelagem mais realista em diversas dreas de aplicacao. A formulagao des-
ses modelos baseia-se no conceito de distribui¢ao de probabilidade defeituosa, que é fundamental
para lidar com a fracao de cura.

2.6 Modelo Defeituoso

Nesta Secao, é apresentado o conceito de distribuicao de probabilidade defeituosa, que é
utilizada para o célculo da fracao de curados da populagao. O método mais comumente utilizado
na literatura para modelagem de fracao de cura é o modelo de mistura padrao, inicialmente
proposto por Boag (1949) e Berkson e Gage (1952), descrito por:

S(t) =p+ (1 -p)So(t), (2.4)

onde Sy(t) ¢ uma func¢ao de sobrevivéncia prépria, isto ¢é,

Esta abordagem foi posteriormente expandida por Farewell (1982), demonstrando a im-
portancia de considerar subpopulagoes com diferentes perfis de risco. Esses modelos tém sido
aplicados com sucesso em oncologia (Rodrigues et al., 2009) e, em doengas cronicas.

Diferentemente desses modelos de mistura, as distribuicoes defeituosas oferecem uma al-
ternativa paramétrica direta para estimar a fracao de cura, sem exigir a especificagao explicita de
So(t). Essa abordagem revolucionou a andlise de sobrevivéncia ao capturar heterogeneidades po-
pulacionais por meio de propriedades intrinsecas da distribuicao, como discutido em Balka et al.
(2009).

Uma distribuicao é chamada de defeituosa se a integral de sua fungao de densidade
nao resultar em 1, mas em um valor p € (0,1), quando o dominio dos pardmetros é alterado
(Rocha et al., 2016), isto é:
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/oof(t)dt:p< 1.
0

Nesse contexto, p € interpretado como a fracao curada, ou seja, a proporcao de individuos
que nunca experimentarao o evento de interesse. Por outro lado, a fracao faltante, 1 — p, indica
a probabilidade de que o evento ocorra para os individuos suscetiveis ao longo do tempo.

A definicao de distribuicao de probabilidade defeituosa, viola o segundo requisito funda-
mental das fungoes densidade de probabilidade, que exige que a integral da fungao sobre todo
o dominio seja igual a 1. Essa violacao compromete o uso do termo funcdo de distribuicdo de
probabilidade, pois contradiz os fundamentos mateméticos que caracterizam tal conceito. Além
disso, a denominacao defeituosa pode gerar confusao, uma vez que sugere que a funcao ainda
pertence ao dominio das probabilidades.

A distribuicao de probabilidade defeituosa é um conceito abordado no contexto de anélise
de sobrevivéncia, onde parte da populagao sob estudo nunca experimenta o evento de interesse,
como uma falha, morte ou recaida de uma doenca. Esse grupo de individuos que “nao falha” é
conhecido como fragao de cura. Nesse contexto, o modelo assume que uma parcela da populacao
é ”curada”ou ”imune”ao evento de interesse, de forma que o evento nunca ocorrera para esses
individuos, independentemente do periodo de observagao.

Essas distribuicoes permitem captar a dualidade entre os individuos suscetiveis e curados,
sendo particularmente tteis para modelar a sobrevivéncia em longo prazo e estimar a fracao
curada de maneira implicita, sem a necessidade de um modelo de mistura explicito.

Um exemplo cldssico na literatura é o modelo GTDL, proposto por Mackenzie (1996),
que incorpora a fragao de cura que apresenta diferentes formatos para as fungoes de risco e de
sobrevivéncia. Quando usado como um modelo para fracao de cura, a proporcao da populacao
que é imune p, ¢ obtida calculando o limite da funcao de sobrevivéncia com os parametros
estimados.

lim S(t)=p>0,

t——+o0

em que p € (0,1) .

Entre as distribuicoes conhecidas na literatura que permitem a modelagem de fracao de
cura, estao a distribui¢do de Gompertz proposta por Gompertz (1825), e a distribuicao Gaussiana
inversa proposta por Whttmore (1979).

Diversos estudos destacam a aplicacao dessas distribui¢oes em diferentes contextos. Por
exemplo, Rocha et al. (2016) utilizaram a classe de distribuigoes de Marshall-Olkin para gene-
ralizar a distribuicdo de Gompertz, criando novas distribuicoes defeituosas. Essas distribuicoes
foram aplicadas a trés conjuntos de dados reais, demonstrando a eficacia do modelo em cenarios
variados e evidenciando sua flexibilidade. Além disso, Santos et al. (2017) propuseram uma abor-
dagem bayesiana para o modelo de Gompertz defeituoso, comparando-o com o modelo baseado
no método de méxima verossimilhanca. Por sua vez, Scudilio et al. (2019), desenvolveram um
modelo defeituoso baseado na distribuicao Gama, induzido por um termo de fragilidade, para
modelar a propor¢ao de curados em uma populagao. Neste estudo, as distribuigoes Gompertz e
Gaussiana inversa defeituosas foram empregadas como fungoes base para ilustrar a definigao de
um modelo defeituoso.

Uma das principais vantagens dos modelos defeituosos, é que a fragao de cura nao precisa
ser assumida previamente; ela emerge naturalmente quando os parametros assumem determina-
dos valores fora da faixa esperada. Além disso, a presenga e a significancia dessa fragdo podem
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ser avaliadas estatisticamente por meio dos parametros associados a estrutura defeituosa do
modelo.

2.6.1 A Distribuicao Gompertz defeituosa

Originalmente desenvolvida para modelar a mortalidade, a distribuicao de Gompertz
proposta por Gompertz (1825), encontra aplicagoes em diversas dreas, como atudria, biologia e
estudos demograficos. Além disso, é amplamente utilizada para modelar dados de sobrevivéncia
em diferentes contextos do conhecimento (Gieser et al., 1998).

Trata-se de uma distribuicao de probabilidade que descreve o risco de eventos que au-
mentam exponencialmente com o tempo, sendo particularmente til para representar padroes
de risco crescentes em populagoes ou sistemas dinamicos.

A fdp da distribuigao de Gompertz é expressa como:

f(t) = bexp (at) exp {—g (exp(at) — 1)} ,

paraa €R, b>0et > 0.

Nessa parametrizagao, a é o parametro de forma, enquanto b é o parametro de locacgao.
A distribuigao também pode admitir valores negativos para o pardmetro de forma, (a < 0).
Nesse caso, quando o parametro a assume valores negativos, a distribuicao de Gompertz se
torna impropria. Os parametros que, ao alterar seus dominios, geram distribui¢oes defeituosas
sao chamados de parametros defeituosos.

A funcao de sobrevivéncia, definida como,

S(t) = exp{ ® (explat) - 1>} ,

a

representa a probabilidade de um individuo sobreviver até o tempo ¢ ou além dele. No contexto
em que a < 0, a fungao de sobrevivéncia nao converge para zero quando t — 0o, mas sim para
um valor positivo. Esse valor corresponde a proporcao de individuos que nunca experimentam
o evento de interesse, ou seja, a fragao de curados na populacao.

A propor¢ao de curados p é obtida ao calcular o limite da fungao de sobrevivéncia S(t)
quando t — oo , dado por:

p = lim S(t)

t—+o00

t——+o0
— epd-2leo1)
= €exp a y 1)

A funcao de risco da Gompertz tem a forma:

= lim exp{—g(exp(at)—l)}

22



h(t) = aexp{bt}.

Aqui, a e b sao parametros que controlam o nivel e o crescimento exponencial do risco
ao longo do tempo, onde o risco aumenta exponencialmente a medida que o tempo cresce.

A Figura 5 apresenta o comportamento das fung¢ées densidade de probabilidade, de so-
brevivéncia e risco para a distribuicao de Gompertz no caso em que a < 0, considerando os
valores dos parametros (—1,1)(vermelho), (—2,1)(verde) e (—1,2)(azul).

[0}
s(t)
(

t t t

Figura 5: Fungao densidade de probabilidade (painel esquerdo), de sobrevivéncia (painel cen-
tral) e de risco (painel direito) da distribui¢ao Gompertz defeituosa para diferentes valores dos
parametros.

2.6.2 A Distribuicao Gaussiana Inversa defeituosa

A distribui¢ao Gaussiana inversa, estd intimamente ligada aos processos estocésticos e,
surge como o primeiro tempo de passagem de um processo de Wiener. Um processo de Wiener é
um exemplo de um processo estocdastico continuo, que modela o comportamento de uma particula
que se move de maneira aleatéria no tempo. Esse problema é central na teoria dos processos
estocdsticos, tendo grande relevancia em diversas dreas, como finangas, fisica e biologia. Além
disso, Balka et al. (2009), Lee e Whitmore (2006) observaram seu potencial como modelos para
a taxa de cura.

A distribuicao Gaussiana Inversa possui fdp dada por:

1

f(t): \/Wexp{_%bt(l_at)Q}a

paraa € R, b > 0et > 0. Para a < 0, temos um modelo defeituoso.

Uma funcao de sobrevivéncia definida como,

—1+at sa/ba [ —1—at
St =1—|® | ———) + %"
© { ( Vot ) Vot )17
onde ®(-) denota a func¢ao de distribuigao cumulativa de uma varidvel aleatéria normal padrao.

A fracao de cura é calculada como o limite da fungao de sobrevivéncia,
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p = lim S(¥)

t—+o00

() ()

= 1-¢2be(0,1).

A funcao de risco da distribui¢ao Gaussiana Inversa é dada por:

1 1 )
T CE )

A Figura 6 mostra algumas formas das fungoes densidade de probabilidade, de so-
brevivéncia e risco da distribuicao Gaussiana Inversa Defeituosa, considerando os valores dos
parametros (—1;1)(vermelho), (—2;2)(verde) e (—1;2) (azul) respectivamente.

3 0 5 7 H 3 7 5 000 025 5
t t t

Figura 6: Fungao densidade de probabilidade (painel esquerdo), de sobrevivéncia (painel central)
¢ de risco (painel direito) da distribui¢ao Gaussiana Inversa defeituosa para diferentes valores
dos parametros.

Este capitulo apresentou os fundamentos da Anélise de Sobrevivéncia e destacou a neces-
sidade de modelos mais flexiveis, para lidar com cenérios em que hé fracao de cura. Além disso,
discutimos a importéancia da verificagao da proporcionalidade dos riscos e os critérios estatisticos
para selecao do modelo mais adequado.
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Capitulo 3

Modelo Logistico Generalizado
Dependente do Tempo (GTDL)

Neste capitulo, apresenta-se o modelo GTDL, exploram-se suas principais funcoes, pro-
priedades e suas caracteristicas essenciais. Em particular, detalha-se o modelo GTDL defeituoso,
enfatizando sua aplicacao em cendrios de longa duracgao. Por fim, apresenta-se o modelo de re-
gressao GTDL, destacando sua formulacao e potencial para andlise de dados de sobrevivéncia.

3.1 O Modelo Probabilistico GTDL

Ao estudar tempos de sobrevivéncia de pacientes em um determinado experimento
clinico, a modelagem via fungao de risco destaca-se como abordagem fundamental. O modelo
de regressao de riscos proporcionais de Cox (1972), pioneiro na incorporacao de covaridveis na
andlise, é amplamente reconhecido por sua simplicidade e versatilidade, conforme destacado por
(Colosimo e Giolo, 2021). Entretanto, como discutido no Capitulo 2, o modelo de Cox assume
riscos proporcionais, o que pode representar uma limitagao em muitos contextos praticos, ja que,
em determinadas situagoes, a razao dos riscos pode variar ao longo do tempo, comprometendo
a adequacao do modelo.

O modelo GTDL (Generalized Time-Dependent Logistic), proposto por Mackenzie (1996),
supera essa limitagdo ao incorporar uma estrutura dependente do tempo por meio de uma
funcao logistica modificada, tornando-se um modelo de risco nao proporcionais que serve como
uma alternativa vidvel para andlises de dados de sobrevivéncia com padroes de risco dinamicos,
oferecendo uma alternativa robusta ao modelo de Cox.

Diversos estudos expandiram o modelo GTDL, por exemplo, Al-Tawarah e MacKenzie
(2003), aplicaram o modelo GTDL como um modelo de sobrevivéncia nao proporcional aos ris-
cos (non-PH) com funcao de risco logistico, para analisar dados de ensaios clinicos longitudinais
em que o tempo exato do evento de interesse era desconhecido devido a censura intervalar;
Blagojevic-Bucknall e MacKenzie (2004), compararam a performance do modelo GTDL com e
sem o termo de fragilidade para dados de sobrevivéncia multivariados; Milani (2011), estudou do
modelo de risco logistico generalizado dependente do tempo com fragilidade; Louzada-Neto et al.
(2010), a partir do enfoque Bayesiano apresentaram procedimentos inferenciais para o modelo
GTDL; Louzada-Neto et al. (2011) apresentaram um estudo para estimar o intervalo de con-
fianca para os parametros quando as amostras sao pequenas; Louzada et al. (2020) aplicaram o
modelo GTDL em vélvulas de seguranca do fundo de pogos de petréleo offshore. Mais recente-
mente, Oliveira et al. (2023) empregaram residuos como ferramenta de diagndstico para avaliar
a adequabilidade do modelo GTDL a dados reais de pacientes com cancer de pulmao em estagio
avancado.

A andlise de sobrevivéncia com dados que violam a suposicao de riscos proporcionais
também tem sido abordada por diversos autores. Clayton (1978) propos modelos multivariados
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para tabelas de vida, Kalbfleisch e Prentice (2011) desenvolveram o modelo de falha acelerada,
e Hougaard (1984) tratou de distribuigbes que descrevem a heterogeneidade.

Seja T" uma varidvel aleatéria continua e nao negativa, que representa o tempo até a
ocorréncia do evento de interesse. Suponha que T possui distribuicao GTDL, parametrizada por
P = Na,7)", com A >0, a >0 v & R. Essa distribuicao é caracterizada pelas funcdes
de distribuigdo acumulada, densidade de probabilidade, e fungao de sobrevivéncia. A funcao
de risco acumulada, por sua vez, é apresentada conforme MacKenzie e Peng (2014), e a fungao
de risco é definida a partir da razao entre a densidade e a fungao de sobrevivéncia, conforme
descrito a seguir:

1—|—exp(at—|-fy))—i’ )

F(t;lb)zl—( o ()

. _ exp (at + ) 1+ exp (at +7) -2
Je) = A(1+exp(at+7)>( 1+exp(y) ) ’ (32)

A
1+exp(at+7)\ ©
1+exp(y)

S(typ) = (

H(t;w)z/o h(s)d5:5log<1+1<i<zi§7+)v)> .

: _ exp (at +7)
h(tiy) = A(l—}—exp(ozt—l—’y))' (3.3)

A fungao de risco do modelo GTDL apresenta um comportamento monoténico que é
diretamente influenciado pelo valor do parametro «. Esse parametro controla a variagao do
risco ao longo do tempo, resultando em diferentes dinamicas de falha. Conforme discutido por
Mackenzie (1996), a fungao de risco exibe uma forte dependéncia temporal, resultando em curvas
com formato sigmoidal. Esse comportamento destaca a versatilidade do modelo para capturar
padroes de falha que nao seguem a suposicao tradicional de riscos proporcionais.

O comportamento monotonico pode ser caracterizado da seguinte maneira: (i) quando
a > 0, a fungao de risco é crescente, indicando que a taxa de falha aumenta ao longo do tempo.
Esse comportamento é tipico de processos onde o risco de falha se intensifica & medida que o
tempo avanca; (ii) no caso em que « = 0, a funcao de risco permanece constante ao longo do
tempo, caracterizando um modelo de riscos proporcionais com fungao de risco basal exponencial.
Nesse caso, a taxa de falha nao é afetada pelo tempo, refletindo um cendrio onde a probabilidade
de falha é independente da duracao da exposi¢ao ao risco.

A Figura 1 mostra algumas formas da fungao de risco do modelo GTDL para diferentes
valores do paramétricos, evidenciando tanto a dependéncia temporal quanto o comportamento
monotonico do modelo.
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Figura 1: Formas da fungao de risco da distribuicao GTDL para diferentes vetores de parametros:
Y1 =(A=10; a=0,1; v=20)" (vermelho), 1 = (A =1,0; o = 0,2; v = —1,0)T (verde),
P3=(A=10 a=00; v=04)" (azul) .

A Figura 2 mostra algumas formas das fungoes de sobrevivéncia e da fdp da distribuicao
GTDL.
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Figura 2: Graficos das fungdes de sobrevivéncia do modelo GTDL (4 esquerda) e da fdp (a
direita): ¥; = (A = 1,0; a = 0,25; v = 1,0) " (verde), ¥ = (A = 1,0; o = 0,75; v = —2,0)"
(vermelho), 93 = (A = 1,0; a = 0,5; v = —3,0)" (azul).

Ao analisar a Figura 2, observa-se que a funcao densidade de probabilidade exibe dife-
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rentes formas com padroes variados tanto em termos de assimetria quanto de curtose. A anélise
demonstra que os parametros A, « e v influenciam significativamente o formato da funcao den-
sidade e da fungao de sobrevivéncia. Particularmente, o parametro o mostra-se determinante
nesta modelagem: valores maiores de « estao associados a tempos de falha mais concentrados
em periodos iniciais, resultando em uma fdp com pico mais acentuado e uma fungao de sobre-
vivéncia com decaimento mais rdpido. Por outro lado, valores menores de « correspondem a
tempos de falha mais distribuidos ao longo do tempo, produzindo uma fungao densidade mais
achatada ¢ uma fungao de sobrevivéncia com declinio mais gradual.

O conceito de distribuicao de probabilidade defeituosa é essencial na modelagem de fragdo
de cura, permitindo capturar cenarios em que parte da populagdo nao estd sujeita ao evento de
interesse. Nesse contexto, o modelo GTDL defeituoso amplia sua aplicabilidade ao incorporar
a possibilidade de fragao de cura, tornando-se uma ferramenta robusta para analises onde a
proporcionalidade dos riscos nao se mantém e a presenca de individuos curados ou imunes é
relevante.

3.2 O Modelo GTDL defeituoso

O modelo GTDL defeituoso corresponde ao modelo GTDL somente para valores de o < 0.
Essa caracteristica é essencial na modelagem de fragao de cura, especialmente em situacoes nas
quais uma parte da populacdo nao experimenta o evento de interesse, como falha, morte ou
recorréncia de uma doenca. Nesses casos, a funcao de sobrevivéncia nao converge para zero
quando ¢t tende ao infinito, mas sim para um valor positivo p, que representa a fragao de cura.
Essa propriedade permite capturar a presenca de individuos imunes ou curados, que nunca
experimentarao o evento, diferenciando-se das distribui¢oes tradicionais, que assumem que todos
os individuos estao sujeitos ao evento.

Esse modelo oferece uma abordagem robusta para a andlise de sobrevivéncia com fracgao
de cura, sem a necessidade de modificar a funcao de sobrevivéncia, pois incorpora explicitamente
a existéncia de individuos curados, considerando-os imunes ao evento. Essa abordagem é vanta-
josa por nao requerer parametros adicionais, como ocorre em modelos tradicionais de fracao de
cura. Por exemplo, no trabalho de Cancho et al. (2011), uma abordagem Bayesiana é utilizada
para analisar dados de sobrevivéncia, o que envolve a especificacao de distribuicoes a priori para
os parametros do modelo. Embora essa metodologia seja poderosa, ela pode ser mais complexa
e computacionalmente intensiva em comparacao com o modelo proposto por Mackenzie (1996).

Recentemente, modelos de fragao de cura tém ganhado destaque na analise de sobre-
vivéncia, particularmente em cendrios onde a presenga de sobreviventes de longo prazo (in-
dividuos curados) e heterogeneidades populacionais é evidente. Um exemplo notével é o trabalho
de Ramires et al. (2020), que propds um modelo bimodal flexivel capaz de capturar diferentes
estruturas de regressao e incorporar explicitamente a fracao de cura. Esse modelo é particular-
mente Util em situacoes onde a populacao pode ser dividida em subgrupos com comportamentos
distintos, como pacientes que respondem a um tratamento versus aqueles que nao respondem.

Essa abordagem é especialmente relevante em estudos médicos e de confiabilidade, onde
a identificacao de subpopulagoes com diferentes riscos é crucial para a tomada de decisoes.

Para o < 0, o modelo GTDL defeituoso apresenta uma fracao de cura. Ou seja, quando
a < 0, tem-se:

lim S(t,¢) =p<1.

t—+4o00

A expressao da fracao de cura p é central nessa abordagem, como discutido em Ibrahim et al.
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(2013):

L L 1+ exp(at +7) X
p= til-ll?oo S(t dj) - tlg-noo < 1+ exp(f)/) )
= (1+exp(y)V* € (0,1). (3.4)

Segundo Mackenzie (1996), para dados censurados, esta é uma propriedade desejdvel,
pois, em muitos estudos, os tempos de falha mais longos tendem a ser censurados, e, portanto,
a fungao de sobrevivéncia nao decai até 0.

Para ilustrar o célculo da fracao de cura modelo GTDL defeituoso, considere os seguintes
valores dos parametros A = 0,15, a = —0,3, e~ = 3,00. Com esses valores, obtém-se uma
fracao de cura p = 0,22, o que indica que 22% da popula¢ao nao experimentard o evento de
interesse, mesmo apds longos periodos de tempo. Esse exemplo destaca o comportamento tipico
do modelo quando a < 0, refletindo a presenca de individuos curados.

A Figura 3 apresenta a funcao de sobrevivéncia associada a esse cenario, evidenciando
como ela se estabiliza em p = 0,22, o que representa a proporcao de individuos que nunca
falharao.
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Figura 3: Grafico da funcao de sobrevivéncia do modelo GTDL defeituoso com fragao de cura
p=0,22.

Para o < 0, como demonstrado em (3.4), pode-se deduzir que a fungao de distribuicao
acumulada do modelo GTDL defeituoso converge assintoticamente para

lim F(t) =1—(1+ exp(v))%.

t—o00
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Conforme detalhado no Capitulo 2, Secao 2.6, esta propriedade implica que o modelo
possui uma fragao de cura intrinseca p. A fdp correspondente é improépria, caracteristica funda-
mental dos modelos de fracao de cura. Segundo Mackenzie (1996), é possivel obter uma versao
propria da funcao densidade do modelo GTDL defeituoso por meio da normalizacao. Esse pro-
cesso ajusta a fdp de modo a garantir que a integral total seja igual a 1. E relevante ressaltar
que a normalizacao da fdp no modelo GTDL defeituoso sé se faz necessaria em contextos onde
a fragao de curados nao é de interesse. Quando o foco estd na modelagem de uma fracao de
curados, a densidade imprépria é perfeitamente valida, uma vez que p é determinada direta-
mente pelo limite da funcéo de sobrevivéncia quando t — oco. Isso resulta em uma fdp e a sua
respectiva fda definida como:

)\< exp (at + ) ><1+6Xp(at+7)>—2

1+ exp (at +7) 1+exp(y)
By
1—(1+exp(y))e

()

PN
1+exp(at+7)) g

1—
F*t;)=PT <t)=1-PT >t)=1-S(t,¢) = g (11trexp ((“/)))
- exp (y

i

Q>

onde ¥ = (\, v, 7)T é o vetor de parametros, sendo A > 0 um escalar, « < 0, v € R.

O comportamento monoténico da fungao de risco, ja discutido para o > 0, também se
verifica quando a < 0. Neste caso, a monotonicidade se expressa por um decréscimo da fungao,
indicando que a taxa de falha diminui ao longo do tempo. A Figura 4 mostra a monoticidade
da funcao de risco normalizado do modelo GTDL.

h(t)

0.9

0.8
]

Figura 4: Grafico normalizado da funcao de risco do modelo GTDL para diferentes vetores de
parametros: 81 = (A = 18,0; a = —0,8; v = —5,0) (verde), 83 = (A =3,0; a = —0,7; v = 3,0)"
(azul), 03 = (A =9,0; a = —0,7; v = —2,0)" (vermelho).
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A analise da Figura 4, com base nos valores dos parametros, revela diferentes compor-
tamentos para a funcdo de risco. As curvas apresentam um risco decrescente, indicando que o
risco de falha diminui ao longo do tempo. Enquanto algumas curvas exibem um decaimento mais
acentuado, com o risco diminuindo rapidamente, outras mostram um decaimento mais suave,
refletindo uma redugao gradual do risco ao longo do tempo.

Esses resultados ressaltam a flexibilidade do modelo GTDL em representar diferentes
dinamicas de risco e sobrevivéncia, o que é particularmente relevante em cendrios onde o risco
varia ao longo do tempo.

Segundo Mackenzie (1996), o modelo GTDL apresenta um comportamento préximo ao
modelo de Gompertz. Essa aproximacao entre os modelos pode ser demonstrada a partir da
andlise da funcao de risco do modelo GTDL, definida em (3.3). A aproximagao ocorre sob a
condicao de que

exp(at+7) < 1,
0 que permite considerar que o denominador pode ser aproximado por
1+explat+7v) ~ 1.

Substituindo essa aproximagao na fungao (3.3), tem-se

exp(at +
haton(t) ~ (y)

= Nexp(at +7)
= Nexp(7y) exp(at).

Por sua vez, a funcao de risco do modelo de Gompertz é dada por

hGompertz(t) = anp(bt)
Tgualando as duas expressoes, obtém-se que

Aexp(7y) exp(at) = aexp(bt)
= a = Aexp(7)

b=«

Dessa forma, o coeficiente temporal b do modelo de Gompertz corresponde diretamente
ao parametro « do modelo GTDL, enquanto o termo de escala a é dado por Aexp(y). Vale
destacar que Mackenzie (1996) nao assume v = 0. O termo exp(y) é absorvido no parametro a
do modelo Gompertz.

A Tabela 3.1 sintetiza as relagoes matematicas entre os modelos GTDL e Gompertz,

Tabela 3.1: Comparacao entre os modelos GTDL e Gompertz

Modelo Funcgao de Risco Condigao

GTDL Exato A _SP(e1+7) Geral
1+ exp (at +7)

GTDL Aprox. Mexp(at+7) exp(at +7v) < 1
Gompertz aexp(bt) a=XAexp(y), b=«
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Essa aproximacao permite que o modelo GTDL capture dinamicas de risco exponenciais
semelhantes as da Gompertz, mantendo sua flexibilidade para incorporar covaridveis e fracoes
de cura.

Por outro lado, o modelo de Gompertz apresenta limitagdes por assumir uma forma
fixa para a fungao de risco, caracterizada por um crescimento exponencial. Dessa forma, o
modelo GTDL se destaca por sua maior versatilidade na modelagem de dados de sobrevivéncia,

alinhando-se as discussoes da literatura sobre modelos de risco, conforme apresentado em
Kalbfleisch e Prentice (2011).

3.3 O Modelo de regressao GTDL

A incorporagao de covaridveis ao modelo GTDL é essencial para avaliar o impacto de
fatores especificos sobre a sobrevivéncia. O modelo de regressao GTDL permite quantificar a
influéncia dessas variaveis, proporcionando uma interpretacao mais detalhada das caracteristicas
que afetam a duracao do evento estudado. Segundo Mackenzie (1996), no modelo de regressao
GTDL, o parametro « da fdp (3.2), é substituido por X ' g3.

Seja T" uma varidvel aleatéria com distribuicdo GTDL, que representa o tempo até a
ocorréncia do evento de interesse. O modelo de regressao GTDL é caracterizado por apresentar
as fungoes densidade de probabilidade, de sobrevivéncia e de risco, respectivamente, como:

Ft:v) (/\ explat + X1 ) >>< (1+exp{at+XTﬁ}>_/\/a7

1+ exp{at+ XT3} 1 +exp{X T3}

. 1 +exp{at+ X 8} e
st = (M eamcer )
e
-
Bt ) exp{at + X ' B}

1+exp{at + XT3}

A funcao de risco acumulada, conforme MacKenzie e Peng (2014), é dada por:

N A 1 xT
- 5 ().

em que ¥ = (A a,8)" representa o vetor de parametros do modelo, A > 0, o escalar « €
R — {0} controla o efeito do tempo. O vetor B = (B, B2,...,Bp) contém os coeficientes que
medem a influéncia das p covaridveis no modelo, enquanto X ' = (21, zo, ... ,xp) é o vetor de
covarigveis como por exemplo, idade, tratamento, entre outras. A expressao X ' 3 corresponde
a uma combinagao linear das covaridveis, representando o efeito das varidveis explicativas no
modelo.

De acordo com Mackenzie (1996), o modelo de regressao GTDL nao pode ser considerado
como um modelo de riscos proporcionais ou como um modelo de vida acelerada. Essa distincao
fica evidente ao se analisar a razao de riscos entre duas observacoes quaisquer, i € j, ¢ # j , com
diferentes valores de covariaveis X; e X, parai,j=1,...,n.

A razao de riscos entre essas duas observagoes é expressa por:
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exp(at + X' B)
h(t|X;) _ 1+ explat + X,'8)  1+exp(at+ XjT,B)

h(t| X;) \ exp(at + X]T,B) "~ 1+exp(at + X' B)
1+ exp(at + X]T,@)

exp[(X; — X;)" B]-

A razao de riscos inclui um termo dependente do tempo, dado por:

1+ exp{at + XJ-T,B}
1 +exp{at + X' B}

Esse termo evidencia que a razao entre os riscos muda ao longo do tempo, o que demons-
tra que o efeito do tempo nao desaparece. Assim, os riscos nao sao proporcionais, uma vez que
a relagao entre os riscos nao permanece constante para diferentes tempos t. Essa caracteristica
é fundamental para diferenciar o modelo GTDL de outros modelos, como o de riscos proporci-
onais de Cox ou de vida acelerada, nos quais a razao de riscos é invariavel ao longo do tempo.
A escolha entre os modelos depende do comportamento dos dados e das questoes de pesquisa:
o modelo de regressao Cox é uma escolha robusta para cendrios com riscos proporcionais, en-
quanto o modelo de regressao GTDL é mais apropriado para dados com nao proporcionalidade
dos riscos ou presenga de fragoes de cura.

Para explorar as propriedades estatisticas do modelo de regressao GTDL e obter estima-
tivas para os parametros 1, é necessario maximizar a funcao de verossimilhanca.

Dados (t1,d1), (t2,d2), ..., (tn,dy,) pares de observagoes de tamanho n de uma varidvel
aleatéria T' > 0, caracterizada pelo modelo GTDL e d um indicador de censura. A funcdo de
verossimilhanca para 11,75, ...,T,, independentes e identicamente distribuidas, considerando

dados censurados é dada por:

o, explati+ X8} \" (1+expfat + X8}V
L) = Zl;ll (Al + exp{at; + X;ﬁ}) < 1+ exp{X,' B} ) .

O logaritmo da fun¢ao de verossimilhanca para o modelo de regressao GTDL é dado por:

L) = Zn:di [log()\) + (ot + X' B) — log (1 + exp{at; + X;,B})}
i=1

A n
- Z [log <1 + exp{at; + XZ-T,B}) — log (1 + exp{XiTﬁ})] :
i=1
Os estimadores de méaxima verossimilhanca 1,5 = (5\, Q, B) sao obtidos resolvendo o sis-
tema de equacoes diferenciais parciais:

9L(+p) 9L(<p) <)
B)) da 0B

Esse sistema de equagoes nao lineares em relagao aos parametros, nao possuem solugoes
fechadas explicitas. Portanto, métodos numéricos sao necessarios para encontrar as estimativas.
Entre os métodos mais utilizados estao o algoritmo de Newton-Raphson, o método de escore de
Fisher e o método Quasi-Newton. Neste trabalho utiliza-se o método Quasi-Newton implemen-
tado na funcao optim da linguagem de programagao R (R Core Team, 2024).

:O’ :O

=0,
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Capitulo 4

Modelo Logistico Generalizado

Estendido Dependente do Tempo
(GTDEL)

Neste capitulo, apresenta-se a distribuicao GTDEL, abordando sua formulagao ma-
tematica e propriedades, bem como suas principais funcoes. Em seguida, introduz-se a distri-
buicao GTDEL defeituosa, que incorpora a possibilidade de fragao de cura. Discute-se também
o método de estimagao dos parametros do modelo. Por fim, apresentam-se a funcao quantil e um
estudo de simulacao para avaliar o comportamento dos estimadores de maxima verossimilhanca.

4.1 Formulacao da distribuicao GTDEL

Na literatura especializada, diversas técnicas tém sido propostas para a construgao de
familias de distribuicoes generalizadas. Dentre essas, destaca-se a familia exponencializada-F
(Exp-F). Essa familia é definida ao elevar a funcao de distribuigao acumulada F'(¢;1)) a uma
poténcia > 0. Esse procedimento gera uma nova classe de distribui¢oes de probabilidade, cuja
fda é dada por

G(t:0) = (F(t:9)), (4.1)

em que 6 = (;0) representa o vetor de pardmetros da nova familia de distribuicoes;
¥ = (N, a,v)" é o vetor de parametros da distribuicao base; G(t; ) corresponde & funcao de
distribuicao acumulada do novo modelo; e § é o novo parametro introduzido.

Consequentemente, a fdp da nova distribuigao é obtida diferenciando com respeito a t a
Expressao (4.1):

g(t;0) = 5 f (t;4)F(t;4)° ",
em que, f(¢;1) é a fdp da distribui¢ao base.

A funcao de sobrevivéncia da nova distribuicao pode ser escrita da seguinte forma:
S(t:0) =1 F(t;9)’.
A fungao de risco correspondente é:
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5f(t;0)F(t;0)"
1— F(t;0)°

h(t;0) =

A vantagem dessa nova classe de distribuigoes é que a inclusao do pardmetro § amplia a
versatilidade do modelo para se ajustar aos dados observados de forma mais precisa, melhorando
o desempenho do modelo em termos de ajuste e precisao e a capacidade de incorporar um nimero
maior de submodelos da distribuicao que foi generalizada. Fssa abordagem tem sido explorada
em trabalhos como o de Pascoa (2012).

Em geral, as distribuicoes generalizadas sao mais flexiveis que a distribuigao de origem.
Além de englobarem a distribuicao base como caso particular, elas oferecem maior potencial
analitico para investigacao das propriedades de cauda, conforme discutido em Gomes (2024).

A familia em (4.1) vem sendo utilizada por muito autores para construir novas classes de
distribuicoes que sao extensoes dos modelos usuais. Dentro dessa classe de distribuigoes, cita-se
a Weibull Exponenciada, apresentada por Mudholkar et al. (1996), que é uma generalizagao da
distribuicao Weibull. Gupta e Kundu (2001), propuseram a distribuicdo Exponencial Genera-
lizada que é uma generalizacao da distribuicdo Exponencial. Carrasco et al. (2008), utilizaram
para estender a distribuigao Weibull. Shawky e Bakoban (2008), discutiram a distribui¢ao Gama
Exponenciada que é uma generalizagao da distribuigao gama. Cordeiro et al. (2011), propuse-
ram a distribuicao gama generalizada exponenciada com aplicacao aos dados de tempo de vida.
Afify e Abdellatif (2020), generalizaram a distribui¢cao Burr XII usando o método de exponen-
ciacao e aplicaram em dois conjuntos de dados reais de sobrevivéncia, entre outras.

A distribuicao GTDEL constitui uma generalizacao da distribuicao GTDL, permitindo
maior flexibilidade na modelagem da dependéncia temporal do risco. Esta extensao tedrica é
particularmente 1itil em estudos de sobrevivéncia onde a razao de risco nao se mantém constante
ao longo do tempo, permitindo um ajuste mais refinado as caracteristicas dos dados.

4.2 O Modelo Probabilistico GTDEL

Para um escalar § > 0, a fungdo de distribuigao acumulada de probabilidade do novo
modelo, chamado de Modelo Logistico Generalizado Estendido Dependente do Tempo (GTDEL)
é obtida pela substituicao da Equagao (3.1) na Equagao (4.1). Assim, a fda do novo modelo é
definido por

C:0) = [1_ <1+exp(ozt—|—fy)>—§r7

1+ exp ()

e sua fdp, funcao de sobrevivéncia e risco sao expressas, respectivamente, por:

0—1

0(:0) — M( exp (at + ) )(1+exp(at+y))‘3 [1_(1+exp(at+7)>‘3] (4.9)

1+ exp(at +7) 1+ exp () 1+ exp ()

1+exp(y)

5(t0) = 1- [1— <1+exp(at+v)>—ir’
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() () (o) )
[ (e ]

onde = (v;6)" é o vetor de parametros da nova distribuico.

Na Figura 1 sao exibidas algumas formas possiveis da fdp da distribuicao GTDEL para
diferentes valores paramétricos.
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Figura 1: Formas da fungao densidade de probabilidade da distribuicao GTDEL para diferentes
vetores de parametros: 81 = (A = 1,0; o = 0,8; v = 1,0; § = 5,0)" (vermelho), 8, = (\ =
1,0, a=02; y=1,0; 6 =2,0)" (verde), 03 = (A=1,0; a =0,7; v = —4,0; 6 =2,9) (azul) e
01=(\=1,0; =005 v=1,0; §=005)" (preto).

A andlise do gréafico apresentado na Figura 1, indica que a distribuicao GTDEL permite
diferentes comportamentos da fdp, dependendo dos valores dos parametros. Para examinar o
efeito desses parametros na forma da fdp, a Figura 1 exibe trés cendrios distintos: cauda leve
(preto), moderada (verde) e pesada (vermelho).

Observa-se que, para valores menores de « e 4, a fdp apresenta uma cauda mais leve,
indicando uma diminui¢ao mais rédpida da probabilidade de eventos em valores mais altos. A
medida que os valores de « e § aumentam, a distribui¢ao passa a apresentar caudas mais pesadas,
o que significa que a probabilidade de eventos em valores mais altos diminui de forma mais lenta.
Esse comportamento é uma caracteristica importante da distribuicao GTDEL, permitindo que
se ajuste a diferentes tipos de dados.
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Na Figura 2, sao apresentadas diferentes formas da funcao de risco para distintos valores
paramétricos da distribuicao GTDEL.
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Figura 2: Formas da funcao de risco da distribuicio GTDEL para diferentes vetores de
parametros: ; = (A = 1,0; o = 0,09; v = —9,0; § = 0,1)" (vermelho), 2 = (A = 0,2; o =
0,1; v=-2,0; § =2,9)T (verde) e 83 = (A =0,5; a =0,01; vy =—1,0; § = 1,5) (azul).

Observa-se, na Figura 2, a presenca de distintas formas da funcao de risco: uma curva
em formato aproximado de banheira (vermelho), o comportamento sigmoidal (verde) e crescente
(azul). A andlise dos graficos evidencia que a introduc¢ao do parametro de forma 0 trouxe um
aprimoramento significativo nas possiveis formas de risco da distribuicao.

A forma de banheira é amplamente utilizada em Anélise de Sobrevivéncia, pois descreve
trés estagios fundamentais do ciclo de vida de um sistema ou individuo:

1. Fase inicial: Alto risco de falha (mortalidade precoce),
2. Fase intermedidria: Risco relativamente constante e reduzido (fase de vida 1til),
3. Fase final: Risco crescente devido ao envelhecimento ou desgaste (mortalidade tardia).

Além disso, a distribuicao GTDEL é capaz de representar padroes de risco com com-
portamento sigmoidal. Essa caracteristica destaca-se pela capacidade do modelo em capturar
variacoes suaves e nao lineares ao longo do tempo, tornando-o adequado para diversas aplicacoes
em modelagem de sobrevivéncia, especialmente em cendrios onde o risco varia de forma gradual
e continua.

Com isso, a distribuicago GTDEL se apresenta como uma ferramenta robusta e versatil
para estudos de confiabilidade e sobrevivéncia, adaptando-se a diferentes cenérios e padroes de
risco. A possibilidade de incorporar miltiplas formas — como a banheira, a sigmoidal e crescente
— amplia seu potencial de aplicacdo na analise de dados complexos em diversas areas.
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A Figura 3 mostra um exemplo da funcao de distribuicao acumulada da distribuicao
GTDEL.
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Figura 3: Fungao de distribuicao acumulada da distribuigao GTDEL para os seguintes valores
paramétricos: 8; = (A =1,0; a« =3,9; v = —3,0; § =0,6)" .

A distribuicao GTDEL possui a propriedade de englobar submodelos conhecidos como
casos particulares quando se impoem restricoes especificas a seus parametros. Pode-se observar
que:

1. Se A = =1 o modelo GTDEL se reduz a familia logistica tempo-dependente (TDL) com
fdp dada por:

oo = (et (M)

2. Se 0 = 1 obtém-se o modelo inicial GTDL com fdp:

q(£:) A( exp (ot +7) >(1+6Xp(at+ry>)—2‘

1+ exp (at +7) 1+exp(y)

Apesar da variabilidade introduzida pelo parametro de forma d, a distribuicao GTDEL
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herda algumas limitagoes da distribuicao GTDL. Especificamente, quando o < 0, a fdp pode
tornar-se imprépria, o que compromete a interpretacao probabilistica do modelo em determina-
das situacoes.

Na préxima secao, serd discutido esse problema no contexto da distribuicao GTDEL
e a estratégia de normalizacao adotada para garantir que a funcao densidade seja prépria,
assegurando sua aplicabilidade em modelagem de sobrevivéncia.

4.3 A distribuicao GTDEL defeituosa

A distribuicao GTDEL defeituosa corresponde a distribuicao GTDEL apenas para va-
lores de « menores que zero, incorporando assim a possibilidade de uma fracao de cura. Isso
permite modelar cendrios em que uma proporcao da populacao estudada nao ird experimentar
o evento de interesse, mesmo apods longos periodos de acompanhamento. Essa caracteristica se
déd quando a funcao de sobrevivéncia nao atinge zero, mas se estabiliza em um valor p, que
representa a proporcao de individuos imunes ao evento, isto é,

lim S(t;0)=p>0, (4.3)

t——+o0

em que p € (0,1).

A Figura 4 ilustra a fda da distribuicao defeituosa GTDEL.
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Figura 4: Funcao de distribuigao acumulada da distribuigao defeituosa GTDEL para 61 = (A =
1,0, a=—05; y=1,0; 6 =04)" .
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Conforme se vé na Figura 4, o comportamento da funcao de distribuicao acumulada
destaca a presenca de individuos imunes ao evento, assumindo um valor assintoticamente igual
a p < 1. Esse comportamento é fundamental para modelar corretamente dados de sobrevivéncia
com cura, pois permite diferenciar os individuos suscetiveis dos verdadeiramente curados.

A distribuigao GTDEL para o < 0, é uma distribuicdo defeituosa, pois permite a incor-
poragao de uma fragao de cura p, que é calculada como,

p = , lim S(t6)

- 1 N )

— bm 1o l1- +exp(at+v)\ @
t—+o00 1—|—exp(f)/)

- A )
— lim 1- |1 ! (U texplat+7)
= 1+ exp () PR Ty

L i )
— 1-|1 ! " dim (14 exp (ot 4+4)) 2
- Tewwy) dmrerlre)y )

Como,

: E5Y
t_l}gloo(l +exp (at + 7)) =1,
entao,
A
p=1-[1—(1+exp()3) € (0,1) (4.4

E importante ressaltar que a condi¢ao o < 0 é necessaria para que o limite da fungao de
sobrevivéncia (4.3) convirja para a a propor¢ao de curados p e esteja no intervalo (0, 1).

Quando a > 0, nao existe fracao de cura, pois o limite da funcao de sobrevivéncia (4.3)
converge para 0. Essa condicao, invalida a interpretacao de p como uma proporgao de curados,
pois uma fracao de curados igual a zero implicaria que todos os individuos estao sujeitos ao
evento de interesse, o que contradiz a premissa bédsica de um modelo de fracao de cura.

Portanto, a distribuicao GTDEL defeituosa sé permite o calculo de p quando a < 0,
garantindo que a propor¢ao de curados esteja no intervalo (0, 1) e seja interpretavel no contexto
de modelos de sobrevivéncia com fracao de cura.

Para ilustrar a existéncia da fracao de cura, considere o caso particular em que A = 1,2,
a=-0,5 v=-1,5 e § = 0,5. Substituindo esses valores paramétricos em (4.4), temos
p = 0,38, indicando que 38% da populagao nao falhard, mesmo ao longo de periodos muito
longos. Na Figura 5 é apresentado o grafico da funcao de sobrevivéncia da distribuicio GTDEL
defeituosa, com essa fracao de cura.

Na Figura 6, sao apresentadas diferentes formas da fungao de sobrevivéncia do modelo
GTDEL defeituoso, considerando os parametros fixos A = 0,2, « = —1,5, v = —1 e distintos
valores de §. Observa-se que a fragao de cura p é diretamente influenciada pelo pardmetro 9: a
medida que § — 400, a fragao de cura se aproxima de 1, enquanto, quando § — 0, p tende a
0. Esse comportamento evidencia que valores mais elevados de § estao associados a uma maior
proporgao de individuos curados, ou seja, menos individuos experimentam o evento de interesse.
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Figura 5: Grafico da fungao de sobrevivéncia do modelo GTDEL defeituoso com fragao de cura
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Figura 6: Grafico da fungao de sobrevivéncia do modelo GTDEL defeituoso para diferentes
valores de 0 = 0,2 (preto), = 0,5 (vermelho), § = 1,2(verde) e § = 2,5 (azul).

A distribuicao GTDEL é uma generalizacao da distribuigao GTDL e, por isso, preserva
suas principais caracteristicas estruturais. Para a < 0 assim como na distribuicao GTDL, a
fda da GTDEL nao é completamente definida no intervalo (0,1), resultando em uma funcao
densidade de probabilidade imprépria. Para garantir que a fdp seja prépria, é necessario um

41



processo de normalizacao semelhante ao realizado no modelo GTDL (Mackenzie, 1996). Esse
ajuste é feito dividindo a funcao densidade original pelo limite da funcao de sobrevivéncia
quando t — oo, assegurando que a integral total da fdp seja igual a 1.

E importante destacar que a necessidade de normalizacao da fdp ocorre especificamente
quando se trabalha com «a < 0, pois, nessa condicao, a funcao densidade resultante torna-se
imprépria. A normalizagao é exigida apenas quando se deseja utilizar a distribuicdo como um
modelo de sobrevivéncia convencional, ou seja, em contextos nos quais todos os individuos even-
tualmente experimentam o evento de interesse. No entanto, quando o objetivo da modelagem é
considerar a existéncia de uma fracao de curados na populacao, a utilizagdo de uma densidade
imprépria é admissivel. Nesses casos, a fracao de curados, representada por p, é calculada di-
retamente como o limite da funcao de sobrevivéncia quando o tempo tende ao infinito, o que
dispensa a normalizacao da fdp.

A seguir, sao apresentadas as fungoes de distribuicao acumulada e densidade de proba-
bilidade do modelo GTDEL normalizado para a < 0.

0

2
1 1+exp(at+7)\ @
1+exp(y)

1—(1+exp(v))

G*(t,0) =

Q>

6—1

1+ exp (at + ) 1+ exp (v 1+ exp (7)

M( exp (at + ) )(1+exp(at+7 [ 1+exp(at+7)>_2]
g (t,0) = %

1 (1t ew0)

onde @ = (\,a,7,6)",A>0,a<0,ye€Red>0.

4.4 Estimacgao dos parametros

A metodologia utilizada para a estimagao dos parametros do modelo GTDEL é o método
de méxima verossimilhanca discutido na Secao 2.4. O método da maxima verossimilhanca, torna-
se adequado para a estimacao, pois em grandes amostras possui propriedades desejaveis além
dos demais métodos.

4.4.1 Estimacgao na auséncia de censura

Suponha t1, t9,..., t, uma amostra aleatéria de tamanho n do modelo GTDEL. O
logaritmo da funcao de verossimilhanca é dado por:
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(4.5)

Derivando a fungao de log-verossimilhanga ¢(0) com relacao aos parametros A, «, 7 e
0, obtém-se os elementos do vetor escore U(0). O vetor escore ¢ definido como o gradiente da
log-verossimilhanca em relacao aos parametros, isto é:

Uig) = 240) _ <ae(9) o0(8) 96(8) az(a)) |

00 ON 7 Oa Oy T 96
em que
o(O) n 1 n
PO T 2N ogt i )]+ Zlog (1
=1 L esll et + )]+ Llog (1 +exp (1)
<1+exp(ati+’y)>_il (1+exp(ati+’y)>
§—1) <
+( )Z 1 4 exp (v) 1+§Xp(7) (4.6)
o« 1 <1+exp(ati+’y)>_a
1 +exp(y)
A " tiexp (at; +7)
th log [1+4exp(7)] — <a+1>;1+exp(ati+fy)
<1+exp<ati+v>>—3
Aoy UTTren®) [110 (1+exp<ati+v>>_ ti exp (at; + 1)
(¢4 i=1 1_ <1+exp(atl+fy)>_a « 1—|—eXp(’}/) 1+exp(atl+ﬂ/)
1+exp(y)

)\ n
+§ Z log [1 + exp (at; +7)]
i=1

(4.7)
1+exp( at —I— )
oy i—1 2 L+ exp (ody +7) %
[1+exp(y)]” [1- ( 1+ exp () )
\ " exp (ati +7) nAexp (+7)
o (5 +1> ; [+exp(ati+7)  all+exp(+7)
(4.8)
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A
940) = z—i-ilog 1—<1+€Xp(ati+7)>a : (4.9)
0 o = 1+exp(y)

O estimador de maxima verossimilhanga (EMV), denotado por é\, é obtido igualando
as Equacgoes 4.6—4.9 a zero e resolvendo-as simultaneamente. E conveniente utilizar algoritmos
de otimizacao para equacoes nao lineares. Particularmente, neste trabalho é utilizado o método
Quasi-Newton desenvolvido por Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (método BFGS), que estéd
implementado na funcao optim(-, method = “BFGS”) do software (R Core Team, 2024).

Os erros-padrao e intervalos de confianca assintéticos, sao encontrados assumindo que a
distribuicao do estimador de maxima verossimilhanga é aproximadamente normal multivariado.
Quando n — oo, a distribuicao assintética do EMV é dada por:

Vi1 ‘:/12 ‘:/13 ‘:/14
Vor Vo Vaz Vo
1 Ve Vaa Vaz Vay ’
Vio Vae Vi Vi

)2 Q) >)
2 Q >

sendo que N(-,-) representa a distribui¢do normal multivariada, Vi; = Vij|g_g e

Vir. Vi Viz Vi A A A A\
Vor Vap Vaz Voo | _ | Az Az Az Ax
Va1 Vaa Va3 Vi Asr Az Azz Asa
‘741 ‘742 ‘743 ‘744 An A Agz Aw
. . o o . ~ 0%0(0)
é a matriz de varidncia e covariancia, cujos elementos sao dados por A,.; = M, para

r,s =1,2,3,4.

Intervalos de confianga bilaterais com 100(1 — @)% de confianca para A, «, v e d sao,
respectivamente, dados por:

A 240 \/ Vit @+ 24 V Van, & £ 259\ V33,0 = 242 \/ Via,

sendo que zy € o percentil superior de ordem o da distribui¢ao normal padrao.

4.4.2 Estimacao na presencga de censura

Considere uma amostra aleatéria (¢;,d;), onde ¢ = 1,...,n, com t; = min(T;,C;) e

& — 1, seT; < C; (observagao nao censurada),
' 0, seT; > C; (observagao censurada).

Onde, T; representa o tempo de falha e C; o tempo de censura, assumidos como indepen-
dentes. A fungao do logaritmo de verossimilhanca para o modelo GTDEL na presenca de dados
censurados é expressa por:
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Neste cendrio, a funcao de verossimilhanca incorpora tanto as observacoes completas
(nao censuradas) quanto as censuradas. Os estimadores de maxima verossimilhanga sao obtidos
maximizando a funcao ¢(0). Para isso, resolve-se o sistema de equagoes formado pelas derivadas
parciais de £(0) em relacao aos parametros 6 = (\, o, 7, 5)T, ou seja,

Olog (0
ooy = 21840)

4.5 Funcao quantil e geracao de amostra aleatéria da distri-
buicao GTDEL

O quantil de uma distribuigdo é um conceito fundamental na anélise de dados, utili-
zado para dividir e entender a distribuicdo de um conjunto de observagoes em partes iguais
ou percentis especificos. Em andlise de sobrevivéncia, os quantis sdo particularmente tteis para
identificar pontos criticos na distribuicao do tempo de sobrevivéncia, como a mediana, que divide
a populacao em duas partes iguais.

Para a > 0, o quantil de ordem p, denotado por ¢, da distribuicao GTDEL, ¢é definido
como a solucao real da equagao:

G (tp) =D
em que G(t)) representa a fungao de distribui¢do acumulada da distribuigao GTDEL. Dai,

Aq 0
1_(1+exp(atp+’y)>_a B
1+exp(y) b-
A solugao da equacao acima fornece o quantil ¢, da distribuicao GTDEL. Isolando t,,
obtém-se a seguinte expressao:

In[(1 —p5) (1 +exp(y) =1 =7

tp =
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Em particular, a mediana da distribuicao g 5 é calculada da seguinte forma:

Inf(1 - (0,5)") ¥ (1 +exp(1)) ~ 1 =7

Por outro lado, o quantil de ordem p, da distribuicao GTDEL para « < 0, na auséncia
de censura é dado por:

G* (tp) =D
onde G*(t,) representa a funcido de distribui¢do acumulada defeituosa normalizada da distri-
buicao GTDEL. Assim, temos:

A
- (1+exp(atp+’y))_a
1+ exp(v)

1—(1+exp(y))

ol
|
=

Isolando a variavel ¢, na equagao acima, obtém-se a seguinte expressao para o quantil:

A
@

S

~ In[{1—-[1—(1+exp(y))

= Ip

a

bR (U texp(y)) =1 -

Algoritmo para geragao de amostras aleatérias

Diversos métodos sao propostos na literatura para gerar dados aleatérios, incluindo
técnicas amplamente utilizadas, como o método de Aceitacao- Rejeicao, o algoritmo de Metropolis-
Hastings e o método de Box-Muller (Casella e Berger, 2024). Neste trabalho, optou-se pelo
método da Transformagao Inversa, descrito em Magalhaes (2006), para gerar amostras aleatérias
da distribuicao GTDEL.

O método da transformagao inversa é um método cléssico para gerar amostras de uma
distribuicao continua, a partir de sua fda. A ideia central consiste em explorar o fato de que, se
U ~ Uniform(0, 1), entdao a varidvel aleatéria X = F~1(U) segue a distribuigao com fda F(z).
Dessa forma, a geracao de observacoes passa pela obtencao de valores de U e pela aplicacao
da inversa da fda. Esse método é particularmente eficaz quando a fda e sua inversa podem
ser expressas de forma analitica, como no caso da distribuicao GTDEL. No entanto, para dis-
tribuicGes cuja inversa nao é obtida de maneira fechada, a aplicacao pratica pode ser inviavel,
sendo necessario recorrer a métodos alternativos.
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Para o > 0, o procedimento consiste em:
1. Gerar uma varidvel uniforme u ~ U (0, 1);

2. Aplicar a inversa da fda para obter a amostra: t = G~ (u).

A fda inversa do modelo GTDEL é obtida a partir da expressao:

o [ ()

entao,

In[(1 — u%)_%(l +exp(y)) — 1] — v

(4.10)

Por outro lado, no caso em que a < 0, a geracao dos dados pode ser realizada com ou

sem a consideracao explicita da censura, incorporando diretamente a presenca de individuos
curados.

Na auséncia de censura, as amostras foram geradas utilizando a fun¢ao de distribuicao
acumulada normalizada G*(t) para gerar amostras por meio do método da inversa, ou seja,

t=G""(p),

em que p ~ U(0,1) é uma varidvel aleatéria uniforme. Para esse caso, u é solugao da seguinte
equagao:

d

1+ exp (7)
1—(1+exp(y))

A
L (1+exp(at—l—’y)>_a

A
@

Isolando ¢, obtém-se:

,_ Inf{1—[1= (1 +exp(7))

Jus} 5 (1+exp(y) —1] =7 (4.11)

Por sua vez, a geracao de dados considerando explicitamente a presenca de uma fracao
de curados foi realizada com base na Equacao (4.4), que expressa a fragdo de cura do modelo
GTDEL.

A Figura 7 apresenta os resultados de uma simulagao da distribui¢ago GTDEL sem con-
siderar a presenca de censura, abrangendo duas situacoes distintas: a esquerda, com a > 0, e
a direita, com « < 0. Em ambos os casos, a funcao densidade de probabilidade da distribuicao
GTDELé sobreposta ao histograma das amostras simuladas, o que permite avaliar o ajuste do
modelo aos dados gerados.
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Figura 7: Gréficos da simulacao do modelo GTDEL: a esquerda, para o > 0 com parametros
A=10,a=0,09,v=-90ed=0,1; a direita, para o < 0 com A = 0,45, « = —0,1, v = =3,0
ed=15.

Observa-se na Figura 7 que, para a > 0, a funcao densidade do modelo GTDEL as-
sume uma forma assimétrica, com cauda mais longa a direita, refletindo maior concentracao
de eventos de falha no inicio do periodo observado. A curva ajustada segue bem o comporta-
mento do histograma, indicando que o modelo reproduz adequadamente a distribuicao dos dados
simulados.

No cenério com a < 0, a funcao densidade também se ajusta satisfatoriamente ao histo-
grama, respeitando as caracteristicas de assimetria e curtose presentes na amostra gerada. O bom
desempenho visual reforca a flexibilidade da distribuicao GTDEL em diferentes configuragoes
paramétricas.

4.6 Estudo de Simulagao

Nesta secao, apresenta-se um estudo de simulacao com o objetivo de conhecer o com-
portamento assintético dos estimadores de méxima verossimilhanga da distribuicao GTDEL.
Em cada amostra, os parametros do modelo foram estimados via maximizagao direta do loga-
ritmo da fungao de verossimilhanga, utilizando o algoritmo L-BFGS-B (optim) do software R
(R Core Team, 2024). O estudo visa avaliar a consisténcia e a precisao dos estimadores para
diferentes tamanhos amostrais, além de verificar o desempenho do modelo em cenarios contro-
lados.

O método de simulagao Monte Carlo, conforme descrito por Robert e Casella (2010),
é empregado para gerar amostras da distribuicio GTDEL. Essa abordagem é particularmente
util em situagoes onde as condicoes tedricas sao complexas, permitindo a andlise numérica do
comportamento dos estimadores em cendrios controlados.

A geracao dos dados foi realizada com base na Equacao (4.10) para o caso em que o > 0.
Para o < 0, o procedimento varia conforme a presenca ou auséncia de censura: na auséncia
de censura, utiliza-se a Equagao (4.11); jd na presenca de censura e fragao de cura, aplica-se a
estrutura definida pela Equacao (4.4).
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Foram considerados trés tamanhos amostrais: n = 500, 1000 e 2000. Para cada um deles,
foram realizadas R = 1000 réplicas de Monte Carlo, sob quatro diferentes cendrios.

Adotando-se o vetor de parametros @ = (A, a,y,0) ", sdo calculadas, para cada parametro
0; (j =1,2,3,4), as seguintes métricas:

1. Média das Estimativas:

2. Viés:

3. Raiz do Erro Quadrético Médio (REQM):

R
1 A
REQM(6)) = [ > (6 = 6)*,
mede a precisao dos estimadores.

4. Taxa de Cobertura (TC):

_ #{6; € 1061 - a])

TC(6) = ,

que representa a porcentagem de vezes que o intervalo de confianca de 95% , contém o valor
verdadeiro do parametro, onde IC[f;;1 — &] é o intervalo de confianca para #; com coeficiente
nominal 1 — a.

As Tabelas 4.1 e 4.2 apresentam os resultados do estudo de simulacao para os cenarios
1 e 2, nos quais @ > 0 e a < 0, respectivamente, desconsiderando a presenca de censura.
Para cada tamanho de amostra, sao reportadas as médias das estimativas obtidas por maxima
verossimilhanca, os respectivos viés, raizes do erro quadratico médio e taxas de cobertura.

Para complementar a andlise numérica dos estimadores obtidos por maxima verossimi-
lhanca, apresentados nas tabelas para os cendrios 1, 2, 3 e 4, utilizaram-se boxplots das estima-
tivas dos parametros do modelo GTDEL. Os boxplots sao representagoes grificas que sintetizam
a distribuicao de um conjunto de dados, destacando a mediana, os quartis, possiveis outliers e a
dispersao geral. No contexto desta simulagao, cada boxplot mostra a distribuicao das estimativas
obtidas em 1.000 réplicas para um dado parametro e tamanho amostral.

As linhas tracejadas vermelhas indicam os valores verdadeiros dos parametros, servindo
como referéncia visual para avaliacao do viés e da precisao das estimativas. Essa abordagem
grafica permite observar o comportamento dos estimadores em termos de concentracao, viés e
variacao, além de facilitar comparacoes entre diferentes tamanhos amostrais em cada cenédrio.
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Cenario 1 (o > 0):

Consideramos neste cendrio os seguintes valores verdadeiros para os pardmetros 6 =
(0,2;0,4; —3,0; 1,1).

A Tabela 4.1 apresenta os resultados para a > 0, em que os dados sao gerados sem a
presenca de censura.

Tabela 4.1: Média, viés, REQM e TC das estimativas dos parametros da distribuicgago GTDEL
para o cenario 1, com «a > 0.

Parametros

n Medida A @ 2% )
Média 0,206 0,391 —-2,915 1,203

Viés 0,006 —0,009 0,085 0,103

500 REQM 0,068 0,095 0,871 0,350
TC 95,3 94, 8 95,8 95,7

Média 0,199 0,397 —2,959 1,152

Viés —0,001 —0,003 0,041 0,052

1000 REQM 0,014 0,063 0,633 0,226
TC 94.9 95,2 94,5 95,6

Média 0,198 0,400 —2,995 1,120

Viés —0,002 0,000 0,005 0,020

2000 REQM 0,009 0,046 0,446 0,145
TC 95,0 94,9 94,9 94,6

Na Tabela 4.1 observa-se que a qualidade das estimativas melhora a medida que o tama-
nho amostral aumenta. As médias das estimativas se aproximam dos valores dos parametros, o
que evidencia a consisténcia dos estimadores.

Além disso, o viés e a raiz do erro quadratico médio diminuem com o aumento de n,
indicando maior precisao e acuracia. Essa tendéncia é particularmente notével a partir de n =
1000, quando os valores de viés tornam-se bastante reduzidos e as REQMs apresentam os menores
valores observados.

Em relacao a taxa de cobertura dos intervalos de confianga de 95%, os resultados sao
satisfatérios em todos os cendrios. Mesmo para tamanhos amostrais menores, os valores perma-
necem préximos ao nivel nominal de 95%.

Na Figura 8 s@o apresentados os resultados para os casos em que a > 0 (cendrio 1).
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Figura 8: Boxplots das estimativas dos parametros para diferentes tamanhos amostrais: (a)
n = 500, (b) n = 1000 e (c¢) n = 2000 para o cenério 1.
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Observa-se que, a medida que o tamanho amostral aumenta, os boxplots tornam-se mais
concentrados em torno dos valores verdadeiros, com menor dispersao e reduc¢ao no nimero de ou-
tliers. Esse comportamento confirma visualmente a consisténcia dos estimadores, ja evidenciada
pelos valores médios e pelas REQMs da Tabela 4.1.

Cenario 2 (o < 0):

Neste cendrio, considerou-se vetor de parametros @ = (0,45; —0,1; —3,0; 1,5). A Tabela
4.2 apresenta os resultados do estudo de simulacao para o cendrio em que « < 0.

Tabela 4.2: Média, viés, REQM e TC das estimativas dos parametros da distribuicaco GTDEL
para o cenario 2, o < 0.

Parametros

n Medida A e 5 0
Média 0,418 —0,100 —3,389 1,482

Viés —0,032 —0,000 —-0,389 —0,018

500 REQM 0,077 0,028 1,742 0,114
TC 94,1 85,7 92,3 94,6

Média 0,425 —0,099 —3,291 1,483

Viés —0,025 0,001 -0,291 -0,017

1000 REQM 0,063 0,023 1,631 0,083
TC 93,7 87,2 90,6 92,6

Média 0,433 —0,098 —3,175 1,492

Viés —0,017 0,002 -0,175 —0,008

2000 REQM 0,048 0,018 1,383 0,059
TC 95,7 88,9 93,0 94,7

Como esperado, os resultados na Tabela 4.2, mostra um desempenho bom a medida que
o0 tamanho amostral aumenta. As médias das estimativas aproximam-se dos valores verdadei-
ros com o crescimento de n, e os vieses tendem a diminuir. As REQMs também seguem essa
tendéncia de redugao. A taxa de cobertura dos intervalos de confianca sao, em geral, satisfatorias,
mesmo para tamanhos amostrais menores. Os resultados evidenciam que o método de estimacao
baseado na méxima verossimilhanca fornece estimativas consistentes e com boas propriedades
inferenciais.

Na Figura 9 s@o apresentados os resultados para o caso em que a < 0 (cenério 2).
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Figura 9: Boxplots das estimativas dos parametros para diferentes tamanhos amostrais: (a)
n = 500, (b) n = 1000 e (c) n = 2000 para o cendrio 2.
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A anadlise grafica apresentada na Figura 9 complementa os resultados numéricos da Ta-
bela 4.2, ao evidenciar visualmente a concentracao das estimativas em torno dos valores reais
a medida que o tamanho amostral aumenta. Observa-se uma reducao progressiva na dispersao
das estimativas e no nimero de outliers, sinalizando maior precisao.

Destaca-se a variabilidade relativamente maior nas estimativas do parametro v, especial-
mente para amostras menores, o que é compativel com os maiores REQMs observados na tabela.
Por outro lado, o parametro «, apresenta estimativas bem concentradas e viés praticamente nulo,
confirmando a robustez do estimador de maxima verossimilhanga nesse contexto.

As Tabelas 4.3 e 4.4 apresentam os resultados do estudo de simulacao para os cenarios
3 e 4, correspondentes aos casos em que « > 0 e a < 0, respectivamente. Para o cendrio com
o > 0, foram considerados trés niveis distintos de censura: 10%, 30% e 50%. J4 no cendrio com
a < 0, a anélise foi conduzida sob diferentes proporgoes de fracao de cura, determinadas a partir
de combinacdes especificas dos parametros do vetor 8 = (A, a,7,6)".

Trés configuragoes de parametros foram avaliadas no caso com « < 0: a primeira, com
6 = (0,45, —0,01, —3,0, 1,50), resultou em uma fracao de cura de aproximadamente 16%; a
segunda, com 8 = (0,45, —0,02, —3,00, 1,50), correspondeu a 45%; e a terceira, com 6 =
(0,45, —0,03, —3,00, 1,50), a 62%. As amostras foram geradas com base no algoritmo proposto
por Rocha et al. (2016), que simula dados a partir de um modelo defeituoso.

Para cada combinacao de cenario e tamanho amostral, sao apresentados: as médias das es-
timativas obtidas por maxima verossimilhanca, os respectivos vieses, as raizes do erro quadratico
médio (REQM) e as taxas de cobertura dos intervalos de confianga de 95%.

Complementando a andlise numérica, as Figuras 10 (caso a > 0) e 11 (caso o < 0)
exibem os boxplots das estimativas obtidas, também estratificados pelos trés niveis de censura
ou fracoes de cura consideradas em cada situacao.

Cenério 3 (o > 0), na presencga de censura:

Algoritmo de Geragao de dados com Censura

1. Gera-se o tempo de falha t;.

2. Gera-se o tempo de censura to ~ Exp(c), em que ¢ > 0 controla a proporg¢ao de censura e
E[T.])=1/c

3. Define-se o tempo observado como ¢ = min{ty,ts}.

4. A varidvel indicadora de censura é definida como d = 1 se t = t; (evento observado) e
d =0 set =ty (evento censurado).

A Tabela 4.3 a seguir apresenta os resultados do estudo de simulagao para este cenério,
considerando (10%, 30% e 50%) de censura. De modo geral, os resultados indicam que os es-
timadores do modelo GTDEL mantém viés reduzido e média préxima aos valores reais dos
parametros, sugerindo que o estimador de maxima verossimilhanga é aproximadamente nao vi-
esado mesmo sob censura. Observa-se que os REQMs diminuem com o aumento do tamanho
amostral, o que evidencia a consisténcia dos estimadores.

Como esperado, o aumento da propor¢ao de censura provoca elevagao dos REQMs, es-
pecialmente para os menores tamanhos amostrais, sendo o parametro v o mais afetado por essa
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variagao. Ainda assim, o desempenho global dos estimadores permanece satisfatério. As taxas de
cobertura dos intervalos de confianga de 95% se mantém préximas ao nivel nominal na maioria
dos cendrios, com pequenas quedas nas situagoes mais extremas (menor n e maior censura).

Vale destacar que, para amostras com tamanho superior a 1000, os estimadores apre-
sentaram excelente desempenho, mesmo com 50% de censura, revelando REQMs baixos, viés
préximo de zero e TCs proximas de 95%. Tais resultados confirmam a robustez do método de
méaxima verossimilhanca aplicado ao modelo GTDEL em contextos com censura.
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Figura 10: Boxplots das estimativas dos parametros do modelo GTDEL no cenério 3 (a > 0),
considerando trés tamanhos amostrais (n = 500, 1000 e 2000) sob diferentes proporgoes de
censura: 10% em (a)—(c), 30% em (d)—(f) e 50% em (g)—(i).

Os boxplots apresentados na Figura 10 permitem visualizar o comportamento das esti-
mativas dos pardmetros do modelo GTDEL sob diferentes proporgoes de censura, no cenério em
que « > 0. As linhas tracejadas indicam os valores reais dos parametros utilizados na simulagao,
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facilitando a identificacao de viés e dispersao.

Observa-se que, mesmo na presenga de censura, os boxplots mantém a concentracao das
estimativas em torno dos valores verdadeiros, especialmente para tamanhos amostrais maiores.
Esse comportamento é coerente com os baixos valores de viés apresentados na Tabela 4.3, in-
dicando que os estimadores permanecem aproximadamente nao-viesados em todos os niveis de
censura.

Conforme esperado, os efeitos da censura se manifestam com mais intensidade nas amos-
tras menores, onde se nota maior dispersao e presenca de outliers, principalmente nas estimativas
do parametro v, o mais sensivel a censura. Essa observacao é respaldada pelos valores mais ele-
vados de REQM para v nos cendrios com censura de 30% e 50%.

Cenério 4 (o < 0), na presencga de fracao de cura:

Algoritmo de Geragao de Dados do Modelo Defeituoso

Conforme descrito por Rocha et al. (2016), o algoritmo para geracao de dados a partir
de um modelo defeituoso é o seguinte:

1. Defina os valores dos parametros do modelo e a fracao de cura desejada p.
2. Gere M; ~ Bernoulli(1 — p).

3. Se M; = 0, defina t; = oo (individuo curado). Caso contrario, tome t; como a raiz da
equagao G(t) = u, onde u ~ Uniforme(0,1 — p).

4. Gere u); ~ Uniforme(0, max{¢;}), considerando apenas os t; finitos.

5. Calcule ¢; = min(t}, u}) e defina d; = 1 se t; < u}, ou d; = 0 caso contrario.

A Tabela 4.4 a seguir apresenta os resultados do estudo de simulagdo para o cendrio
em que a < 0, considerando trés diferentes configuracoes de parametros associadas a distin-
tas proporgoes de cura: aproximadamente 16%, 45% e 62%. As estimativas dos parametros do
modelo GTDEL mostram médias préximas dos valores reais utilizados na simulagao em cada
cenario, o que indica que o estimador de maxima verossimilhanca é nao viesado ou apresenta
viés desprezivel, especialmente para tamanhos amostrais maiores. Além disso, os valores do viés
e da raiz do erro quadrético médio (REQM) diminuem com o aumento do tamanho amostral,
evidenciando o ganho de precisao do estimador com n.

Observa-se também que, embora as configuragoes dos parametros variem entre os trés
cendrios, as diferencas entre as estimativas se mantém pequenas, mesmo com o aumento signi-
ficativo da fracao de cura. No entanto, nota-se que os valores do REQM tendem a ser maiores
nos cenarios com maior proporcao de cura, o que pode ser atribuido ao fato de que, nos cenarios
com maior propor¢ao de cura, uma parcela significativa dos individuos nunca experimenta o
evento de interesse. Isso reduz a quantidade de informacao disponivel sobre os tempos de falha,
dificultando a estimacao precisa dos parametros relacionados a parte suscetivel da populacao.

De modo geral, os resultados indicam que o estimador baseado na verossimilhanga para
o modelo GTDEL apresenta bom desempenho, com médias préximas dos valores verdadeiros,
baixo viés e REQM decrescente com o aumento de n.

99



7600  G€Z'0 1000  FIT'O 8900 21200 100°0  ¥€£0°0 900°0 TOO'0 OO0 €100 INOHY
G00°0- Sg0'0- TO0'0- €00°0- F00'0 T0OO0- 100°0- €000 TOO'0 TOO'0 TOO0- T00°0  SOIA  000%
GOS'T  ¥.6'G- 0€0°0- €S7'0  ¥0S'T 00°€- 020°0- TSP'0 T0S'T 666G~ 010°0- TISF'0  BIPIIN
9%1°'0  9¥S‘'0  €00°0 8ST'0  FIT'0 6200 100°0  €¥0°0 ¥IO'0 L00°0 TOO'0 9100 INOHY
100°0  S20'0- T00°0- TI0°0- 0TI0'0 F00°0 100°0- €00°0 €00°0 €00°0 TO0'0- F¥00'0  SOIA  000T
T10S'T  GL6'G- T1€0°0- T19%'0 OIS'T 966G 0%0°0- GS¥'0 €0S'T 166G 0T0°0- ¥SP'0  ®BIPIIN
€Ve'0  LP9'0 900°0 Tgg0 1910 ¥2I0 2000 990°0 €600 €I0°0 TOO'0 0£0'0 NOHY
0%0°0  T¥0'0  ©00'0- €¥0'0- €T0°0 800°0- 100°0- S00°0 AT0'0 SO0'0  TOO0- 60000  SOIA 005
0S¢°'T 696G~ TEO'0- €670 €IS'T G66°C 120°0- SSP'0 LIS'T S66'C- T110°0- 6570  ©IPIIN
0 A 0 X 0 AL 0 e 0 AL 0 X

%29 %GS¥ %91 BPIPAIN u

dnSwQ@U

‘f oLreuad 0 ered (15 o[Ppow op soljeurered sop seAryewn)se sep NOHY @ SOIA “RIPIIN F'§ B[OqR],

o6



A Figura 11 apresenta os boxplots das estimativas dos pardmetros do modelo GTDEL

para o cenario 4.
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Figura 11: Boxplots das estimativas dos pardmetros do modelo GTDEL no cenério 4(a < 0),
considerando trés tamanhos amostrais (n = 500, 1000 e 2000) sob diferentes proporgoes de fragao
de cura: 16% em (a)—(c), 45% em (d)—(f) e 62% em (g)—(i).

Os boxplots complementam a andlise numérica apresentada na Tabela 4.4, permitindo
uma avaliacao visual da distribuigao das estimativas. Observa-se que, para uma mesma propor¢ao
de cura, a dispersao das estimativas diminui conforme o tamanho amostral aumenta, com os
boxplots tornando- se mais centrados em torno dos valores reais dos parametros.

Nas subfiguras (a) a (c), correspondentes ao cendrio com fragao de cura de 16%, os
boxplots mostram estimativas bastante concentradas, mesmo para n = 500, com melhorias
visiveis & medida que n aumenta. Os parametros A\, «, v e § s@o bem estimados, com baixa
variabilidade.

Ja nas subfiguras (d) a (f), para 45% de cura, e (g) a (i), com 62% de cura, observa-se
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um aumento na variabilidade das estimativas, sobretudo para os parametros « e 4. Surgem mais
valores atipicos, o que indica que a maior proporcao de individuos curados, associada a um risco
reduzido de falha, resulta em uma quantidade menor de eventos observados, diminuindo, assim,
a informagao disponivel para a estimacao dos parametros do modelo.

Esses resultados reforgam que, embora o desempenho dos estimadores melhore com o
aumento do tamanho amostral, a precisao das estimativas tende a ser afetada quando a pro-
porcao de cura é elevada, devido & menor quantidade de eventos observados. Ainda assim, os
boxplots mostram que os estimadores permanecem centrados nos valores verdadeiros, o que
indica consisténcia do estimador de maxima verossimilhanca no modelo GTDEL.
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Capitulo 5

Aplicacoes para o modelo GTDEL a
dados reais

Este capitulo apresenta quatro conjuntos de dados que serao utilizados para avaliar o
desempenho do modelo GTDEL. Cada conjunto foi cuidadosamente selecionado para demonstrar
o desempenho do modelo em diferentes situacoes, incluindo dados nao censurados, como no caso
da fibra de vidro; dados censurados, como nos dados de maldria; e dados com presenca de fracao
de cura, exemplificados pelos conjuntos de perda dentéria e colangite biliar primaria.

As anélises foram realizadas no software R (R Core Team, 2024), com comparagoes sis-
temdticas entre o modelo GTDEL e seus submodelos (GTDL e TDL). Os resultados incluem
andlises descritivas, estimativas de parametros, critérios de informagao (AIC/BIC) e avaliagoes
graficas de adequacao.

5.1 Aplicagao 1: Resisténcia de Fibra de Vidro

O conjunto de dados reais apresentado na Tabela 5.1 refere - se a testes experimentais de
resisténcia de fibras de vidro com 1,5 ¢m de comprimento, totalizando 63 observacoes. Esses da-
dos foram coletados pelo National Physical Laboratory, na Inglaterra, e originalmente estudados
por Klakattawi et al. (2022). O referido estudo utilizou esse conjunto para ilustrar a aplicabili-
dade de uma nova familia de distribui¢oes, proposta com base na combinacao da transformacao
Marshal- Olkin com a familia T-X. Os dados foram essenciais para demonstrar a eficicia e a
relevancia dessa nova generalizacao estatistica.

Tabela 5.1: Resisténcia de fibras de vidro.

0,55 0,93 1,25 1,36 1,49 1,52 1,58 1,61 1,64
1,68 1,73 1,81 200 0,78 1,04 1,27 1,39 1,49
1,53 1,59 1,61 1,66 1,68 1,76 1,82 2,01 0,77
1,11 1,28 1,42 1,50 1,54 1,60 1,62 1,66 1,69
1,76 1,84 2,24 0,81 1,13 1,29 1,48 1,50 1,55
1,61 1,62 1,66 1,70 1,77 1,84 0,84 1,24 1,30
1,48 1,51 1,55 1,61 1,63 1,67 1,7 1,78 1,89

O conjunto de dados apresentado na Tabela 5.1 tem sido utilizado em estudos estatisticos
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relacionados a andlise de confiabilidade e resisténcia de materiais, servindo como referéncia para
testar novos modelos de distribuigoes. Por exemplo, Smith e Naylor (1987) analisaram o ajuste
dos dados de resisténcia de fibras de vidro utilizando a generalizacao da distribuigao Weibull com
trés parametros. O estudo comparou diferentes modelos de confiabilidade e demonstrou que nova
distribuicao com trés parametros proporcionava um ajuste superior em relagao as distribuigoes
tradicionais.

De forma semelhante, Aguilar (2017) aplicou o mesmo conjunto de dados para ajus-
tar a generalizacao da distribui¢ao Gama Exponenciada Poisson Truncada no Zero (GEPTZ),
destacando sua flexibilidade e precisao ao modelar os dados de resisténcia de fibras de vidro.

Mais recentemente, Eghwerido (2022) propos a distribuicao Weibull Frechet Transmu-
tada, explorando suas propriedades tedricas e aplicando-a ao conjunto de dados em questao para
demonstrar sua eficicia em modelar falhas de materiais.

A resisténcia da fibra de vidro, é notavel devido as suas propriedades intrinsecas, como
alta durabilidade, resisténcia mecanica e leveza. Essas caracteristicas tornam esse material ex-
tremamente versatil, sendo amplamente empregado em diversas aplicagoes industriais e de enge-
nharia, incluindo a construcao civil, a fabricagao de veiculos automotivos, além de componentes
eletronicos e aeronduticos.

Estudos sobre a resisténcia da fibra de vidro ajudam a desenvolver materiais mais efici-
entes, aumentando sua longevidade e seguranga em diferentes setores industriais.

A Tabela 5.2 apresenta algumas das principais medidas descritivas do conjunto de da-
dos, permitindo a compreensao de caracteristicas centrais, dispersao e valores extremos. Tais
medidas fornecem informagcoes relevantes para resumir e interpretar os dados observados, iden-
tificando padroes e avaliando a variabilidade presente, o que é fundamental para andlises mais
aprofundadas e apoiar a tomada de decisoes.

Tabela 5.2: Medidas descritivas das resisténcias das fibras de vidro.

Medida Valor
Minimo 0,550
Mediana 1,590
Média 1,507
Méximo 2,240
Variancia 0,104

Desvio Padrao 0,323

As medidas descritivas apresentadas na Tabela 5.2 indicam que o valor minimo de re-
sisténcia pode estar associado a presenca de fibras com defeitos ou variacoes na qualidade do
material. A média é ligeiramente inferior a mediana, o que sugere uma leve assimetria a esquerda
na distribuicao dos dados.

O valor méximo observado revela a existéncia de fibras com resisténcia elevada. De modo
geral, a distribuicao parece assimétrica, com tendéncia a concentragao de valores acima da média.
A diferenca entre o minimo e o méximo ¢é significativa, indicando variabilidade na qualidade ou
nas condigoes das fibras testadas.

A variancia e o desvio padrao evidenciam uma dispersao moderada dos valores em torno
da média, sinalizando relativa uniformidade entre as amostras. Essa consisténcia é desejavel em
contextos industriais e de engenharia, nos quais se busca desempenho estével e previsivel.

A maioria das amostras apresenta resisténcia acima de 1,37, o que confirma as proprie-
dades intrinsecas do material, como alta resisténcia mecanica e versatilidade, caracteristicas que
justificam seu amplo uso em aplicagoes industriais e estruturais.

Uma forma eficiente de visualizar a distribuicao dos dados é por meio do diagrama de
extremos e quartis, conhecido como boxplot (Figura 1). Esse gréfico facilita a identificagao de
valores atipicos (outliers) e permite observar a assimetria da distribui¢ao por meio da posicao
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da mediana em relagao as bordas da caixa. Além disso, o boxplot é uma ferramenta eficaz para
comparar distribuicoes de diferentes grupos, tornando-o 1til em andlises comparativas. Como
destacam Albert et al. (2017), a simplicidade e a clareza do boxplot tornam-no uma escolha
ideal para obter uma visao inicial da dispersao e da tendéncia central dos dados.
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Figura 1: Boxplot dos dados referente a Tabela 5.1.

A Figura 1 exibe o boxplot dos dados, evidenciando que a mediana nao esté centralizada
na caixa, mas deslocada em direcao ao terceiro quartil, o que sugere uma assimetria negativa.
Além disso, observa-se a presenca de outliers em ambos os extremos, com maior concentracao no
extremo inferior. Esse padrao indica a existéncia de uma cauda mais longa a esquerda, caracteri-
zando uma distribuicao assimétrica com maior variabilidade para valores menores de resisténcia.
Diante dessa distribuicao dos dados, apresentados na Tabela 5.1, foram ajustados trés mode-
los estatisticos (GTDEL, GTDL e TDL) com objetivo de avaliar a adequagao dos parametros
estimados e comparar a qualidade do ajuste aos dados. A Tabela 5.3 resume essas andlises,
apresentando as estimativas dos parametros, seus erros-padrao e os critérios de informagao AIC
e BIC, que auxiliam na comparacao entre os modelos e na escolha do mais adequado para

descrever os dados.

Tabela 5.3: Estimativas, erros-padrao, AIC e BIC para os parametros dos modelos ajustados.

Modelos Parametro Estimativa Erro-Padrao AIC BIC
GTDEL A 6,02 1,39 28,92 37,92
« 23,03 0,21
07 -39, 26 0,06
) 0,15 0,02
GTDL A 15.72 9,37 31,96 38,39
o 4,62 0,70
~y —8,64 0,82
TDL « 6,39 1,37 98,69 102,98
0 —6,61 1,34
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A Tabela 5.3 mostra que, de acordo com os critérios de informacao AIC e BIC, o modelo
GTDEL apresenta o melhor ajuste aos dados, quando comparado com seus submodelos GTDL e
TDL. Além disso. os erros-padrao associados as estimativas dos parametros do modelo GTDEL
foram, em sua maioria, menores em relacao aos dos demais modelos, o que indica maior precisao
nas estimativas obtidas.

A baixa variancia observada nas resisténcias das fibras de vidro (conforme identificado
na andlise descritiva) contribui para a estabilidade das estimativas no modelo GTDEL. Esse
comportamento é refletido nos baixos erros-padrao obtidos para os parametros, mesmo quando
suas magnitudes sao bastante distintas. Por exemplo, o parametro « apresentou uma estimativa
elevada (23,03) com erro- padrdo de apenas 0,21, enquanto § teve uma estimativa reduzida
(0,15), também com erro-padrao baixo (0,02).

A Figura 2 exibe o histograma de frequéncias dos dados observados com as fdp ajustadas
das distribuigoes GTDEL, GTDL e TDL.
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Figura 2: Histograma e funcao densidade de probabilidade estimada para as distribuicoes GT-
DEL (verde), GTDL (vermelho) e TDL (azul).

Visualmente, observa-se que a distribuicao GTDEL apresenta o melhor ajuste aos dados,
pois sua curva acompanha mais de perto a distribuicao empirica, especialmente em relagao a
moda e a assimetria da massa de dados. Esse comportamento indica que o modelo GTDEL
consegue capturar com maior precisao as principais caracteristicas da amostra, oferecendo uma
representagao mais fiel da variabilidade e estrutura dos dados observados.

Na Figura 3 ¢é exibido o grafico de probabilidade (Probability- Probability plot ou P-P
plot) das distribuicoes ajustadas. Este grafico compara visualmente as probabilidades empiricas
observadas com as probabilidades tedricas esperadas sob o modelo proposto, permitindo avaliar

a adequacao do ajuste.

O gréfico é definido pela relagao:
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i — 0,375

t: G b
G( (Z)) \E n+ 07257

i=1,...,n, (5.1)

em que G(-) representa a fungao de distribuigdo acumulada do modelo tedrico, t(;) sao

0s v(;)ilé)rgs amostrais ordenados em ordem crescente e n é o tamanho da amostra. O termo
=Y,

n + 0,25
é aprimorar a estimativa das probabilidades empiricas. quando os pontos se alinharem proximos a
reta de 45° (bissetriz), indica que o modelo tedrico descreve adequadamente os dados observados.

corresponde a uma corregao de continuidade proposta por Blom (1958) cuja finalidade
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Figura 3: Graficos de probabilidade das distribui¢es ajustadas GTDEL (verde), GTDL (ver-
melho) e TDL (azul).

A andlise grafica da Figura 3 reforca a adequagao do modelo GTDEL para descrever os
dados apresentados na Tabela 5.1. O grafico de probabilidade mostra que este modelo apresenta o
melhor ajuste, com os pontos mais préximos da linha de referéncia, o que corrobora os resultados
numéricos obtidos por meio dos critérios AIC e BIC. Além disso, essa adequagao é consistente
com a andlise do histograma e da funcao de densidade, conforme ilustrado na Figura 2.

Entre os modelos alternativos, o modelo GTDL demonstra um ajuste razodvel, porém
apresenta desvios mais evidentes, especialmente nas extremidades da distribuicao. Por outro
lado, o modelo TDL exibe um ajuste insatisfatério, com discrepancias significativas ao longo de
toda a distribuicao dos dados.

Dessa forma, a escolha do modelo GTDEL como o mais apropriado se sustenta tanto
pela andlise grafica quanto pelos critérios estatisticos. Os resultados indicaram um bom ajuste
do modelo aos dados, proporcionando estimativas coerentes dos parametros e refletindo adequa-
damente a estrutura dos tempos de falha observados.

5.2 Aplicagao 2: Dados de malaria

O conjunto de dados apresentados na Tabela 5.4 ¢ proveniente de um estudo experimental
descrito em Colosimo e Giolo (2021). O experimento foi conduzido no Centro de Pesquisas René
Rachou, Fiocruz (MG), com o objetivo de avaliar a eficdcia da imunizagao pela maldria.

A resposta de interesse no estudo foi o tempo decorrido entre a infeccao pela malaria e
a morte do camundongo, medido em dias. Esse tempo reflete a sobrevivéncia dos camundongos
em condigoes experimentais. O periodo de acompanhamento foi limitado a 30 dias, sendo as
observacoes dos individuos que sobreviveram além desse prazo tratadas como censuradas a
direita.

Cada grupo reflete diferentes condi¢oes experimentais, permitindo uma anélise detalhada
das diferencas nos tempos de sobrevivéncia dos camundongos.
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Tabela 5.4: Tempos, em dias, observados no estudo da maléria.

Grupos Total Tempos de sobrevivéncia

Grupo 1  (16) 7,8,8,8, 8,12, 12, 17, 18, 22, 30+, 30+, 30+, 30+, 30+, 30+
Grupo 2 (15)  8,8,9, 10, 10, 14, 15, 15, 18, 19, 21, 22, 22, 23, 25

Grupo 3  (13) 8,8,8,8,38,8,09, 10, 10, 10, 11, 17, 19

Na Tabela 5.5 sao apresentadas algumas das principais medidas descritivas do conjunto
de dados, como média, mediana, desvio padrao, variancia, ¢ os valores minimos ¢ maximos
observados separados por grupo. A andlise dessas medidas permite explorar as diferencas entre os
tempos de sobrevivéncia dos camundongos que chegaram ao evento de interesse (morte) e aqueles
cujos tempos foram censurados, fornecendo informacoes importantes sobre a heterogeneidade do
conjunto de dados.

Tabela 5.5: Resumo descritivo dos tempos de sobrevivéncia dos camundongos por grupo, com
separacgao entre dados censurados e nao censurados.

Grupo Estatistica Sem censura Com censura
Quantidade de observagoes 10 6
Média (dias) 12,00 -
Mediana (dias) 10,00 -
GRUPO 1 Desvio padrao (dias) 5,27 -
Valor minimo (dias) 7 30+
Valor méximo (dias) 22 30+
Quantidade de observagoes 15 -
Média (dias) 15,93 -
Mediana (dias) 15,00 -
GRUPO 2 Desvio padrao (dias) 5,95 -
Valor minimo (dias) 8
Valor méximo (dias) 25
Quantidade de observagoes 13 -
Média (dias) 10,31 -
Mediana (dias) 9 -
GRUPO 3 Desvio padrao (dias) 3,59
Valor minimo (dias) 8 -
Valor méximo (dias) 19 -

Analisando a Tabela 5.5, observa-se que os resultados da andlise descritiva mostram
diferencas marcantes entre os tempos de sobrevivéncia observados nos grupos experimentais.

No Grupo 1, composto por 16 camundongos imunizados contra a maldria 30 dias antes da
infeccao e coinfectados com esquistossomose, os dados foram classificados em duas categorias:
observagoes completas (sem censura) e censuradas. Das 16 observagoes, 10 correspondem a
tempos observados até a ocorréncia do evento, enquanto 6 sao censuradas a direita, com tempo
registrado como 30 dias. Para os dados sem censura, a média dos tempos foi de 12 dias, com
mediana de 10 dias, desvio padrao de aproximadamente 5,29 dias, valor minimo de 7 dias e
maximo de 22 dias. Ja os dados censurados indicam que o evento de interesse nao foi observado
até 30 dias em 6 individuos, sendo 30 o tempo méaximo de acompanhamento registrado para
€sses casos.

Por outro lado, no Grupo 2, formado por 15 camundongos infectados apenas pela maldria,
todos os individuos chegaram ao evento de interesse (morte) antes do término do acompanha-
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mento. O tempo médio de sobrevivéncia foi de 15,93 dias, com uma mediana de 15 dias e menor
variabilidade em comparagao ao Grupo 1. A auséncia de coinfecgao com a esquistossomose pa-
rece ter contribuido para tempos de sobrevivéncia relativamente mais homogéneos, ainda que
inferiores aos observados no Grupo 1, onde a imunizagao desempenhou um papel protetor.

No Grupo 3, composto por 13 camundongos infectados tanto pela maldria quanto pela
esquistossomose, mas sem imunizagao prévia, também nao houve censura, com todos os ca-
mundongos alcancando o evento de interesse. Este grupo apresentou o menor tempo médio de
sobrevivéncia, e a menor variabilidade, com desvio padrao de 3,59 dias. A combinacao de coin-
feccao com a auséncia de imunizacdo resultou em maior vulnerabilidade, levando a tempos de
sobrevivéncia mais curtos.

Esses resultados destacam o papel da imunizagao no aumento do tempo médio de sobre-
vivéncia e na protecao parcial dos individuos no Grupo 1, enquanto a auséncia de coinfecgao
no Grupo 2 proporcionou tempos intermedidrios de sobrevivéncia. No entanto, a coinfec¢ao no
Grupo 3 teve um impacto severo, resultando nos menores tempos de sobrevivéncia e indicando
a necessidade de estratégias mais eficazes para combater a interacao de multiplas infeccoes.

A curva de Kaplan-Meier, Figura 4, complementa a analise descritiva ao visualizar dina-
micamente as probabilidades de sobrevivéncia entre os grupos.

1,007  ————

S(t) estimada
o
3
PR
r - o
|- -

Figura 4: Probabilidade de Sobrevivéncia estimada por Kaplan-Meier para os dados de malaria
referentes aos grupos 1(verde), 2(vermelho), e grupo 3(azul).

As curvas de sobrevivéncia estimadas por meio do estimador de Kaplan-Meier estao
mostradas para os trés grupos na Figura 4. Pode-se notar que para o grupo 1, a curva Kaplan-
Meier mostra uma funcdo de sobrevivéncia que decai de forma mais lenta, indicando maior
probabilidade de sobrevivéncia ao longo do tempo. No grupo 2, a curva apresenta uma queda
intermedidria em relagao ao grupo 1, ja que todos os individuos chegaram ao evento de interesse.
Por outro lado, para o grupo 3, a curva apresenta uma queda acentuada e uniforme, terminando
em zero antes do final do periodo de acompanhamento, evidenciando que todos os individuos
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chegaram ao evento de interesse (morte) em tempos relativamente curtos.

O teste de logrank Mantel et al. (1966) é um método nao paramétrico utilizado para
comparar curvas de sobrevivéncia entre dois ou mais grupos. Sua principal aplicacao é testar
a hipdtese nula de que nao hé diferenca nas fungoes de sobrevivéncia entre os grupos ao longo
do tempo. A estatistica do teste segue uma distribuicao qui-quadrado ( x? ), e um p-valor
significativo, (p < 0,05 ) indica evidéncias para rejeitar a hipStese nula, sugerindo diferengas
estatisticamente significativas entre os grupos.

A Tabela 5.6, mostra os resultados do teste logrank utilizados para as comparagoes dos
grupos, dois a dois, considerados no estudo de malaria.

Tabela 5.6: Resultados do Teste de Logrank para Comparacao de Grupos

[\

Comparacao x* p-valor
Grupo 1 vs Grupo 2 2.5  0.100
Grupo 1 vs Grupo3 7.9  0.005
Grupo 2 vs Grupo 3 8.0  0.005

Os resultados do teste de logrank (Tabela 5.6 ) revelam diferencgas significativas na so-
brevivéncia entre os grupos 1 e 3 e entre os grupos 2 e 3. Entre os grupos 1 e 2, nao hé diferenca
significativa. A diferenga entre os grupos 1 e 3 atesta a eficdcia da imunizacao contra a malaria
mesmo na presenca de coinfeccao, enquanto a disparidade entre os grupos 2 e 3 evidencia o
impacto da mortalidade dos camundongos devido & infecgao pela esquistossomose.

Dando continuidade a anélise, a Tabela 5.7, apresenta as estimativas dos parametros, A,
o, v e d juntamente com os critérios de informagao AIC e BIC, para as distribuicoes ajustadas
GTDEL, GTDL e TDL. Esses modelos foram ajustados ao conjunto de dados descrito na Tabela
5.4. Essa etapa permite avaliar e comparar a qualidade do ajuste de cada modelo, bem como
interpretar os parametros estimados, que descrevem os padroes observados no experimento.

Tabela 5.7: Estimativas, erros-padrao, AIC e BIC para os parametros dos modelos ajustados.

Distribuicao Parametro Estimativa Erro-Padrao AIC BIC

) 0,03 0,004
o 15,29 2,31 120,53 127,66
GTDEL N —122.38 14,64
5 0,28 0,044
) 0,10 0,013
GTDL o 10,11 1,49 130,59 135,94
~ —69,39 8,67
o 0,07 0,01
ThL ~ —3,60 0,51 147,38 150,95

Os resultados apresentados na Tabela 5.7 indicam que o modelo GTDEL apresentou o
menor valor de AIC e BIC em relagao aos seus submodelos GTDL e TDL, sendo, portanto, o
que melhor ajustou os dados do experimento. A estimativa de A, indica uma taxa inicial de risco
baixa, enquanto « sugere um efeito temporal significativo. O pardmetro 7, com valor negativo
elevado, reflete uma relagao inversa associada ao risco, e o pardmetro ¢ confere ao modelo maior
flexibilidade.

A Figura 5 apresenta o grafico do estimador de Kaplan-Meier referente ao Grupo 2 de
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camundongos, formado por 15 individuos que participaram do experimento para avaliar a eficacia
da imunizacao contra a maldria. Esse grupo foi definido com base em uma subdivisao especifica
do estudo, considerando camundongos expostos a um determinado regime de imunizagao. O
grafico ilustra a funcao de sobrevivéncia, que mede a probabilidade de um individuo sobreviver
além de um determinado tempo t, ou seja, S(t) = P(T > t).
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Figura 5: Probabilidade de Sobrevivéncia estimada por Kaplan-Meier para o grupo 2.

Ao analisar a Figura 5 inicialmente, observa-se que a imunizacao conferiu protecao eficaz,
com uma alta taxa de sobrevivéncia nos primeiros dias, refletida por uma fungao de sobrevivéncia
elevada no inicio do acompanhamento. No entanto, a protecao oferecida diminuiu progressiva-
mente ao longo do tempo, levando a uma queda continua da funcao de sobrevivéncia. Ao final
dos 30 dias de observagao, todos os camundongos do Grupo 2 sucumbiram ao evento de interesse,
evidenciado pela convergéncia da funcao de sobrevivéncia para zero.

Isso indica que nao houve sobreviventes ou camundongos resistentes ao longo do estudo,
pois todos eventualmente foram suscetiveis a morte causada pela maldria. Esses resultados re-
for¢cam que, embora a imunizagao tenha oferecido protecao inicial, ela nao foi suficiente para ga-
rantir a sobrevivéncia a longo prazo. Essa limitagao sugere a necessidade de explorar estratégias
de reforco, como a administracdo de uma segunda dose ou outras intervencées complementares,
com o objetivo de prolongar a protecao conferida pela imunizagao.

Essas informacoes sao fundamentais para orientar pesquisas futuras sobre a eficacia da va-
cina, permitindo a investigacao de diferentes regimes de imunizacao e combinacoes terapéuticas.
Além disso, os resultados obtidos no estudo fornecem subsidios importantes para compreender
melhor a dinamica da imunizacao contra a maldria em camundongos e auxiliar no desenvolvi-
mento de estratégias mais eficazes para combater a doenca.
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5.3 Aplicacao 3: Perda Dentaria

A perda dentdria por doenca periodontal aflige a maioria dos adultos ao longo de suas
vidas, sendo uma das principais causas de comprometimento funcional e estético da cavidade
oral. Diversos fatores influenciam a durabilidade dos tratamentos odontolégicos, como idade,
presenca de doencas sistémicas (por exemplo, diabetes), habitos como o tabagismo e varidveis
clinicas especificas de cada dente e paciente.

Estudos anteriores utilizaram o conjunto de dados Teeth para desenvolver e avaliar mo-
delos estatisticos na previsao da perda dentdria. Por exemplo, Hallett et al. (2014) aplicaram
técnicas de random forest para identificar a importancia relativa de varidveis na sobrevivéncia
dentaria, destacando a relevancia da idade, do status de tabagismo e do nivel socioeconémico.
Mais recentemente, Porndumnernsawat et al. (2025) propuseram uma abordagem bayesiana ba-
seada em arvores de sobrevivéncia com modelos de fragilidade, utilizando extensivamente o banco
Teeth para analisar padroes de falha dentaria em subgrupos da populacao, como pacientes idosos
com e sem diabetes.

O banco de dados Teeth, disponivel no pacote MST do R, contém informagdes clinicas de
5.336 pacientes com doengas periodontais atendidos na Faculdade de Odontologia da Creighton
University School of Dentistry, localizada na cidade de Omaha, no estado de Nebraska, Estados
Unidos, entre agosto de 2007 e marco de 2013. Os dados incluem o tempo de falha ou censura de
65.228 dentes, sendo 25.331 molares e 39.897 nao molares, além de diversas covaridveis clinicas
e demograficas. O objetivo principal ¢ modelar o tempo de sobrevivéncia dos dentes e identificar
os fatores associados a falha dentaria.

Apesar da disponibilidade de diversas covaridveis clinicas e demograficas no banco de
dados Teeth, o presente estudo considerou exclusivamente apenas as informacoes relacionadas
ao tempo até a falha ou censura dos dentes, desconsiderando os efeitos das demais varidveis.
Essa escolha permite avaliar o desempenho do modelo GTDEL na descricao dos tempos de
sobrevivéncia dentaria considerando apenas a estrutura dos dados de tempo e censura, sem
influéncias de variaveis adicionais.

A andlise baseada na distribuicao GTDEL permite estimar a fragao de cura dentéria,
fornecendo uma medida importante sobre a proporgao de dentes que tendem a permanecer
vidveis mesmo apds longos periodos de acompanhamento. Essa informacao é valiosa para a
compreensao da dinamica de falhas em tratamentos odontoldgicos de longo prazo, especialmente
em cenarios clinicos complexos, como os relacionados a doencas periodontais. Assim, o modelo
proposto contribui com uma ferramenta estatistica robusta para apoiar avaliacoes progndsticas
no contexto da saide bucal.

Na Tabela 5.8 sao apresentadas algumas das principais medidas descritivas do tempo de
sobrevivéncia (em anos) do banco de dados Teeth, considerando uma subamostra selecionada ale-
atoriamente. Para esta andlise, foi extraida uma amostra composta por 5.336 dentes, mantendo
a proporcao observada no conjunto completo: 3.735 dentes correspondem a observacoes censura-
das e 1.601 a eventos observados (falhas dentérias). Essa amostragem aleatéria visa representar
adequadamente a distribuicao original dos dados, permitindo avaliar com maior clareza a estru-
tura de censura e os padroes de falha dentédria. A andlise descritiva revela padroes distintos entre
os grupos: os dentes que nao apresentaram falha tendem a permanecer vidveis por periodos mais
longos, conforme evidenciado pelas maiores medianas e médias no grupo censurado em com-
paracao ao grupo de falhas. Isso sugere uma possivel heterogeneidade na populacao e reforga a
pertinéncia de modelos que consideram a presenca de uma fracao de cura. Além disso, observa-
se uma maior dispersao dos tempos entre os censurados, refletida pelo maior desvio padrao.
Essa variabilidade reflete um padrao comum em dados clinicos ou odontolégicos, em que parte
dos individuos apresenta eventos muito precoces enquanto outros mantém o evento ausente por
longos periodos.
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Tabela 5.8: Medidas descritivas dos tempos de sobrevivéncia para falhas e censuras (em anos)

Medida Falhas (event = 1) Censurados (event = 0)
Minimo 0,0027 0,0027
Mediana 0,5562 2,1479
Média 1,1381 2,4192
Maéximo 5,5808 5,6137
Variancia 1,6389 3,3522
Desvio Padrao 1,2802 1,8309

Além disso, observa-se que, no conjunto de dados Teeth, cerca de 70% das observagoes
sao censuradas, ou scja, referem-se a dentes que permaneceram integros até o final do perfodo
de acompanhamento. Os 30% restantes correspondem a casos em que houve perda dentdria ao
longo do estudo.

A Figura 6 apresenta a curva de sobrevivéncia estimada pelo método de Kaplan-Meier
para esses dados.
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Figura 6: Curva de sobrevivéncia estimada pelo método de Kaplan-Meier para os dados dentéarios.

O gréfico de Kaplan-Meier na Figura 6 mostra a probabilidade de um dente permanecer
sauddvel com o passar do tempo, ou seja, sem apresentar eventos como extracao, carie severa ou
outras falhas. Esse comportamento é compativel com a hipotese da existéncia de uma fracao de
cura e revela aspectos importantes sobre a durabilidade dentdria observada no estudo. A taxa
de censura observada foi de 70%, o que indica que, para a maioria dos dentes acompanhados,
nao houve perda dentaria durante todo o perfiodo do estudo. Esse resultado sugere que a meto-
dologia de acompanhamento pode ter sido relativamente curta para que todas as falhas fossem
observadas, que muitos dentes apresentaram boa resisténcia a problemas que levariam a perda,
e que possivelmente houve bons cuidados preventivos na populacao estudada. Por outro lado, os
30% de eventos registrados (ou seja, perdas dentdrias) possibilitam identificar padroes temporais
associados as maiores ocorréncias de falhas, investigar fatores de risco relacionados a esses casos
e reconhecer subpopulacoes que podem demandar maior atencao odontoldgica.

A Tabela 5.9 apresenta as estimativas de maxima verossimilhanga para os pardmetros
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das distribuigoes GTDEL, GTDL e TDL ajustadas aos dados de sobrevivéncia dental do banco
Teeth.

Tabela 5.9: Estimativas, Erro-Padrao, AIC e BIC para os parametros dos modelos ajustados.

Distribuicao Parametro Estimativa Erro-Padrao AIC BIC
A 8,374 9,702

GTDEL e —0,348 0,034 8884,35 8910,76
0 —3,747 1,175
0 0,847 0,031
A 16,332 16,108

GTDL ! —0,452 0,024 8904,15 8930,48
y —4,044 1,001
« —0,494 0,026

TDL ¥ —1,020 0,046 8921,40 8934,56

Os resultados da Tabela 5.9 mostram que a distribuicao GTDEL, apresentou os menores
valores de AIC e BIC, indicando o melhor ajuste aos dados em comparagao com seus submodelos
(GTDL e TDL). As estimativas dos pardmetros permitem calcular a fracdo de cura p, que
representa a proporc¢ao de dentes que nao serao perdidos mesmo em tempos prolongados. Para
a distribui¢ao GTDEL, essa fracao é dada pela Equagao (4.4).

A fragao de cura estimada foi de 51,12, indicando que aproximadamente 51,12% dos
dentes tém probabilidade minima de falha em cendrios de acompanhamento prolongado, isto é,
a alta fragdo sugere que a maioria dos dentes permanece estavel.

A Figura 7 apresenta os graficos de sobrevivéncia da distribuicio GTDEL e do modelo
de Kaplan-Meier ajustados aos dados de tempo de sobrevivéncia dentéria.
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Figura 7: Curvas de sobrevivéncia dental estimadas pelo método nao paramétrico de Kaplan-
Meier (preto) vs. distribuicado GTDEL (vermelha). A linha azul representa a fragao de cura
estimada.
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A Figura 7 demonstra a eficdcia da distribuicio GTDEL ao capturar com precisdo o
comportamento dos dados observado na estimativa de Kaplan-Meier. Percebe-se uma notével
concordancia entre as curvas, particularmente durante os primeiros 2,5 anos de acompanha-
mento, o que valida estatisticamente a adequacao do modelo proposto. Essa proximidade entre
as estimativas paramétrica (GTDEL) e nao paramétrica (Kaplan-Meier) refor¢a a confiabilidade
dos resultados obtidos para a andlise de sobrevivéncia dentaria.

5.4 Aplicacao 4: Colangite Biliar Primaria

A colangite biliar priméria (CBP) é uma inflamagao com fibrose progressiva dos dutos
biliares no figado. Por fim, os dutos sao bloqueados, o figado é tomado por cicatrizes e ocorre o
desenvolvimento de cirrose e insuficiéncia hepética (Lee, 2024). A cirrose hepética é uma causa
comum de morte em todo o mundo e foi a 16® principal causa de morte em 2019.

Neste contexto, a distribuicao GTDEL foi ajustada aos dados considerando a presenga
de uma fracdo de cura — abordagem que incorpora a possibilidade de que uma parcela dos
pacientes nao esteja mais sujeita ao risco de ébito. Tal consideragao é especialmente relevante
em estudos sobre doengas cronicas como a CBP, nas quais alguns individuos podem apresen-
tar boa resposta ao tratamento ou formas menos agressivas da enfermidade, sendo, portanto,
considerados efetivamente curados (baixo risco de progressao).

Nesta aplicagao, foram considerados apenas os dados de tempo até o evento (6bito) e o
indicador de censura, sem inclusao de covaridveis explicativas. O objetivo do ajuste do modelo
foi obter estimativas dos parametros da distribuicao GTDEL, de modo a possibilitar o calculo
da fracao de cura associada & populacao estudada.

A cirrose hepética apresenta um curso clinico altamente varidvel: enquanto alguns paci-
entes evoluem rapidamente para complicagoes fatais, outros mantém a funcao hepética compen-
sada por anos. A aplicacdo da distribuigio GTDEL permite quantificar a fracao de pacientes
com comportamento de “cura”, capturando com maior precisao a heterogeneidade da evolucao
clinica desses pacientes.

A Tabela 5.10 apresenta as estimativas dos parametros da distribuicado GTDEL ajustada
aos dados de sobrevivéncia de pacientes com colangite biliar primadria, incluindo erros-padrao e
os intervalos de confianga de 95%.

Tabela 5.10: Estimativas, erros-padrao e IC 95% para os parametros da distribui¢io GTDEL
defeituosa.

Parametro Estimativa FErro-Padrao IC 95%
A 0,0031 0,0002 [0,0027 ; 0,0035]
Q -0,0009 0,0001 [-0,0011 ; -0,0007]
~ -0,7863 0,2598 [-1,2952 ; -0,2774]
0 1,9585 0,1047 [1,7533 ; 2,1637]

Com base nas estimativas obtidas por maxima verossimilhanga apresentadas na Tabela
5.10 e mediante substituicao na Equacao (4.4), estimou- se uma fragao de cura de aproximada-
mente 46,65% para pacientes com diagndstico de colangite biliar primaéria. Esse valor tedrico,
embora menor que a proporgao observada de censuras (61,5%), indica que uma proporgao signi-
ficativa dos individuos acompanhados nao apresentou o evento de interesse (6bito por colangite
biliar priméria) durante o periodo de seguimento, evidenciando um progndéstico mais favoravel
para cerca de metade da populacao analisada.

E importante destacar que a proporcio de censura observada refere-se apenas aos pacien-
tes que nao faleceram durante o periodo de acompanhamento. Essa censura pode ocorrer tanto
em individuos efetivamente curados quanto naqueles que ainda estavam sob risco e poderiam vir
a 6bito apds o fim do estudo. Além disso, os intervalos de confianca de 95% para os parametros
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do modelo indicam boa precisao nas estimativas, com todos os limites inferiores e superiores
bem definidos.
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Capitulo 6

Modelo de Regressao GTDEL

Neste capitulo, apresenta-se o modelo de regressao GTDEL, uma extensao do modelo
de regressao GTDL, que incorpora covaridveis ao processo de modelagem da sobrevivéncia.
Inicialmente, sao discutidas a formulagao do modelo, suas propriedades e a construgao da fungao
de verossimilhanca sob a presenca de covaridveis. Na sequéncia, descreve-se o procedimento de
estimagao dos parametros do modelo por meio do método da méaxima verossimilhanca. Por fim,
o modelo de regressao GTDEL é aplicado a um conjunto de dados reais provenientes do estudo
(CBP), disponivel na biblioteca survival da linguagem R.

6.1 Modelo de Regressao GTDEL

Seja T uma variavel aleatéria com distribuicao GTDEL, que representa o tempo até
a ocorréncia do evento de interesse. Conforme estabelecido por Mackenzie (1996), no modelo
de regressao GTDL, o parametro v da funcao densidade de probabilidade (Equacao (3.2)), ¢
substituido pela combinacio linear X T 3, que incorpora o efeito das covaridveis no modelo. Essa
parametrizagdo estende-se naturalmente ao modelo GTDEL. O modelo de regressao GTDEL
com parametros A\ > 0, a € R — {0} e § > 0 é caracterizado pelas fun¢ées densidade de
probabilidade, de distribuicao acumulada, de sobrevivéncia e de risco, respectivamente, como:

exp(at + X ')
1+ exp(at+ X T0)

g(t:0) =\ ( ) A(t) "= [1 - A(t)—%]é_l : (6.1)

3
. B 1+ exp (ozt—|—XTﬁ) e
G6) = |1- ( 1+exp(XTP) ) ’

_ A6
1+ exp (at—l—XT,B) “
1+exp(XTH) ’

S(t;0) = 1— 1—(
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exp(at + X T3) s T
h(t; 8) = Ao (1 + exp(at + XTﬂ)) A(t) = [1 — A(t) ai|

1 [1 - A(t)—%r 7

(6.3)

em que a func¢ao auxiliar A(t) ¢ definida por

_ l+explat+ X ')
Al) = 1+exp(XTB)

em que o vetor de parametros @ = (), o, 3,8)" caracteriza o modelo de regressio GTDEL. O
vetor B = (51, Ba,- .-, ﬁp)T representa os coeficientes (parametros) associados as p covaridveis do
modelo, e tem dimensao p X 1. Esses coeficientes mensuram a influéncia de cada covariavel sobre
o risco do evento de interesse. J4 o vetor X | = (1, ®2,...,xp) contém os valores observados
das covariaveis para um individuo especifico, com dimensao 1 X p, podendo incluir, por exemplo,
variaveis como idade, tipo de tratamento, entre outras.

A funcao de risco acumulada do modelo de regressao, conforme MacKenzie e Peng (2014),
é dada por:

H(t: X) = /Ot h(s | X)ds = glog (

1 +exp{at + X3}
1+ exp{X T3} )

A expressao X ' 3, em forma matricial, é dada por:

&3}
- B2 P
X ,3: [Q?l ro ... a?p] . :szﬁz
. i=1
Py

O modelo de regressao GTDEL ¢ denominado modelo de regressao de riscos nao propor-
cionais. De fato, considere dois individuos, i e j, sendo i # j, com covariaveis diferentes X; e
X, respectivamente.

A razao de riscos entre eles pode ser expressa como:

exp(a T Y A1
(s xrg) 02 [0

IRY;
h(t | Xz) _ 1-— [1 — Ai(t)_E]
h(t | X;) exp(at + X B) s a1
(1 + exp(at + fX;ﬁ)) Aj(t) e [1 —4;(?) a}

1-[1- Aj(t)—a]5
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onde

_ 1+exp(at+ X, B)

A t - ) ke -7/‘ °

Pode-se observar que a razao depende explicitamente do tempo ¢ e das covaridveis X e
X;.

6.2 Estimacao dos parametros da regressao GTDEL

Seja T; > 0,1 =1,2,...,n, uma varidvel aleatéria que representa o tempo de falha da
i-ésima unidade, e d; é o indicador de censura, definido como:

0, se o tempo observado for censurado,

(A s
{1, caso contrario.

Assume-se que os tempos de falha 7; sdo varidveis aleatérias independentes e identica-
mente distribuidas (IID), com fungao densidade de probabilidade e sobrevivéncia dadas, res-
pectivamente, pelas Equagoes (6.1) e (6.2). Dados (t1,d1), (t2,d2), ..., (tn,ds), que consistem
em n pares de observacoes de uma varidvel aleatoria T' caracterizada pelo modelo de regressao
GTDEL, a funcao de verossimilhanga é definida como:

n

L(0) = [ ] lo(t:; 0))% [S(t::0)]' (6.4)

i=1

onde 8 = (\, 0, 3,6)".

O logaritmo da fungao de verossimilhanga é dado por

M:

00) = {di [log(k) +log(d) + at; + XZ-T,B —log (1 + exp(at; + XZT,B))

i=1

_2 log A(t;) + (6 — 1) log (1 — A(ti)_k/a)]

+(1 - d;) log [1 - (1 - A(ti)—k/aﬂ } .

Estimadores de méxima verossimilhanga sao obtidos derivando-se parcialmente ¢(6) em
relacao a 0 e igualando-se o resultado a zero. Esse processo resulta em um sistema de equacoes
nao-lineares que deve ser resolvido numericamente.
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Para maximizacao da funcao de verossimilhanca, foi utilizado o método Quasi- New-
ton, especificamente o algoritmo BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb- Shanno). Esse método é
implementado na fungao optim(-, method = "BFGS") do software R (R Core Team, 2024).

6.3 Aplicagao

Nesta segao, utilizamos o conjunto de dados provenientes do estudo pbe (Primary Biliary
Cholangitis), disponivel na biblioteca survival da linguagem de programagao R (R Core Team,
2024). Realiza~se a comparagao dos resultados obtidos com os do modelo de regressao GTDL.
Essa comparagao € feita com base nos parametros estimados, nos p- valores associados e no
critério AIC, que avalia a qualidade do ajuste dos modelos. Tal andlise visa identificar qual dos
modelos melhor descreve os dados e captura a dindmica do risco de 6bito ao longo do tempo,
considerando as particularidades do conjunto de dados estudado.

Modelos estatisticos de sobrevivéncia tém sido amplamente utilizados na hepatologia.
Contudo, distribuigoes convencionais frequentemente falham em representar adequadamente a
bimodalidade observada empiricamente, com uma fragao de pacientes evoluindo rapidamente
para 6bito e outra apresentando sobrevida significativamente maior. Essa limitacao motiva o
desenvolvimento de abordagens mais sofisticadas, que incorporem explicitamente a existéncia de
uma fracao de longos sobreviventes.

Os registros analisados referem-se a pacientes diagnosticados com colangite biliar primaria
(CBP), cujas caracteristicas clinicas e implicagoes foram detalhadas no Capitulo 5. Trata-se de
uma doenca hepatica cronica que, em estigio avancado, evolui para cirrose e descompensacao
hepatica. Essa condigao é reconhecida desde pelo menos 1851 e foi originalmente denominada
cirrose biliar priméaria em 1949. Como a cirrose é caracteristica apenas da fase avangada da
doenca, uma mudanca na nomenclatura para “colangite biliar primaria” foi proposta por gru-
pos de defesa dos pacientes em 2014.

A base utilizada na presente andlise é proveniente de um ensaio clinico conduzido pela
Mayo Clinic sobre pbe, realizado entre 1974 e 1984. Um total de 424 pacientes que atenderam
aos critérios de elegibilidade foram incluidos no estudo, que avaliou a eficicia do medicamento
D-penicilamina, por meio de um ensaio clinico randomizado e controlado por placebo.

O estudo incluiu 424 pacientes, dos quais 312 participaram do ensaio clinico e apresen-
taram informagoes mais completas. Outros 112 consentiram em fornecer dados basicos e serem
acompanhados quanto a sua sobrevivéncia, sem participar diretamente do ensaio. Seis casos
foram perdidos logo apds o diagndstico, resultando em um total de 418 pacientes com dados
disponiveis para andlise. No estudo as covariaveis analisadas do conjunto de dados pbc foram as
seguintes:

X1 = edema: (0 = auséncia, 1 = presencga de edema);

Xy = bili: nivel de bilirrubina sérica (mg/dl);
e X3 = sexo: (0 = masculino, 1 = feminino);

e X, = ascites: (0 = auséncia, 1 = presenga de ascite);

X5 = hepato: (0 = auséncia, 1 = presenca de hepatomegalia);
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o X = spiders: (0 = auséncia, 1 = presenca de malformagoes vasculares);

e X7 = albumina: nivel de albumina sérica (g/dl);

e Xg = cobre: Cobre na urina (ug/dia);

e Xg = alk.phos: fosfatase alcalina U/litro;

e Xy = trig: triglicerideos mg/dl;

e X1 = plaquetas: contagem de plaquetas;

e Xy = estagio: estdgio histolégico da doenga ( 0 = estdgio inicial, 1 = estdgio avangado);
e Xj3 =trt: (0 = placebo, 1 = tratamento);

e Xy, = idade: em anos

O conjunto de dados pbc é amplamente utilizado na literatura de andlise de sobrevivéncia
para ilustrar e validar técnicas de modelagem, incluindo modelos de regressao, devido a sua
relevancia clinica. Diferentes abordagens metodoldgicas tém sido aplicadas a esses dados, de-
monstrando a evolugao das técnicas nesta drea.

Por exemplo, Fernandez et al. (2020) utilizaram esse banco para investigar a eficicia de
diferentes modelos de andlise de sobrevivéncia em pacientes com cirrose biliar primdria tratados
com D-penicilamina. Os autores concluiram que modelos de aprendizado de maquina, como Ran-
dom Survival Forest, Gradient Boosting Cox e DeepSurv, apresentaram melhor desempenho do
que modelos semi-paramétricos (Cox e Aalen) e paramétricos (Weibull), capturando interagoes
complexas e proporcionando previsoes mais precisas.

Rizopoulos (2012) empregou esses dados para investigar a relagao entre biomarcadores
longitudinais e o tempo até eventos como morte ou recorréncia da doenca, utilizando modelagem
conjunta que integra modelos mistos lineares generalizados para dados longitudinais e modelos
de riscos proporcionais de Cox para dados de sobrevivéncia. Essa abordagem permitiu uma
analise mais detalhada da progressao da doenca, identificando fatores de risco relevantes.

J& Harrell (2015) utilizou o conjunto pbc como estudo de caso para ilustrar técnicas
avangadas de modelagem de sobrevivéncia, incluindo modelos de riscos proporcionais de Cox
para identificar fatores de risco que influenciam o tempo até a morte ou transplante de figado,
além de comparar distribuigoes paramétricas, como Weibull e Exponencial.

Para compreender melhor as caracteristicas do conjunto de dados, foi realizada uma
analise descritiva das covariaveis do conjunto de dados pbc. Essa andlise permite examinar a
distribuicao das varidveis continuas e categodricas, comparando os individuos que chegaram ao
evento de interesse (6bito) com aqueles cuja observagao foi censurada.

As Tabelas 6.1 e 6.2 apresentam um resumo das estatisticas descritivas das varidveis
numéricas e categdricas, respectivamente. A Tabela 6.1 exibe medidas como média, mediana,
desvio padrao, variancia, além dos valores minimos e maximos observados para cada varidvel
continua. Essa andlise possibilita identificar tendéncias nos dados, como diferencas na idade,
niveis de bilirrubina e contagem de plaquetas entre os individuos censurados e nao censurados.
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Tabela 6.1: Resumo das varidveis numéricas do conjunto de dados pbe (Min = Minimo; Max =
Méximo; DP = Desvio-padrao; Med = Mediana; Var=Variancia).

Variavel Média Med DP Var Min - Max
Xy = bili 1,77 1,00 2,20 4,85 0,3 -18,0
X5 5,54 3,20 5,84 34,1 0,3 - 28,0
X7 = albumina 3,58 3,60 0,371 0,138 2,31 - 4,64
X7 3,36 3,40 0,469 0,220 1,96 - 4,52
Xg = cobre 72,5 57,0 64,8 4199,0 4 - 444
X3 135,0 111,0 98,5 9702,0 13 - 588
Xg = alk.phos 1574,0 1132,0 1569,0 2462581,0 289 - 11000
X3 25940 1664,0 2677,0 7166910,0 516 - 13900
Xq0 = trig 114,0 104,0 51,3 2632,0 33 - 382
X3 140,0 122,0 79,3 6282,0 49 - 598
X11 = plaquetas  266,0 258,0 91,0 8287,0 76 - 539
X3 242,0 224,0  108,0 11637,0 62 - 721
X114 = idade 48,7 48,8 10,4 107,0 26,3 - 78,4
Xiy 53,9 53,5 9,81 96,3 30,9 - 76,7

* . Considerando apenas as observagoes nao-censuradas.

A analise descritiva apresentada na Tabela 6.1, revela diferencas importantes entre os
individuos censurados e nao censurados, permitindo uma melhor compreensao das caracteristicas
associadas a progressao da doenca hepatica. Por exemplo, observa-se que a idade média dos
individuos censurados foi de 48,7 anos, enquanto a dos falecidos foi maior, atingindo 53,9 anos,
sugerindo uma possivel associacao entre a idade avancada e um maior risco de ébito.

Um padrao semelhante é identificado nos niveis de bilirrubina sérica, cujo valor médio nos
individuos censurados foi de 1,77 mg/dL, enquanto nos falecidos foi consideravelmente maior,
5,54 mg/dL, o que indica que niveis elevados dessa substancia podem estar relacionados a
pior prognostico. A albumina sérica, por outro lado, apresentou um comportamento oposto:
individuos censurados apresentaram um nivel médio de 3,58 g/dL, enquanto nos falecidos esse
valor foi menor, de 3,36 g/dL, o que sugere que uma reducao na albumina pode estar associada
a um risco maior de obito.

Outras variaveis também mostram diferengas marcantes entre os dois grupos. O nivel
médio de cobre na urina foi maior nos falecidos (135 pg/dia) do que nos censurados (72,5
ng/dia), o que pode indicar um agravamento da disfuncao hepética nesses pacientes.

A fosfatase alcalina, um marcador de dano hepédtico, foi significativamente maior nos
falecidos, com uma média de 2594 U/L, enquanto os censurados apresentaram um valor médio
de 1574 U/L. A contagem de plaquetas também apresentou diferengas relevantes, sendo maior
nos censurados (266.000/pL) em comparagao com os falecidos (242,000/pL), sugerindo que a
queda na contagem plaquetaria pode estar relacionada & progressao da doenca.

Varidveis como bilirrubina sérica, cobre na urina, fosfatase alcalina e plaquetas apresen-
tam alta variabilidade, com desvios padrao e variancias elevados. Isso sugere que esses fatores
podem variar significativamente entre os individuos, possivelmente influenciando a progressao
da doenga.

A albumina sérica apresenta baixa variabilidade, indicando que os niveis sdo relativa-
mente consistentes entre os individuos, isso significa que a maioria dos valores dessa variavel
estd préxima da média ou da mediana, com pouca dispersao.

Ao observar as estatisticas descritivas, é possivel perceber diferencas entre os grupos, o
que pode fornecer informagoes relevantes para a modelagem da sobrevivéncia desses individuos.
Essas analises iniciais servem como base para uma avaliagao mais aprofundada da relacao entre
as covaridveis e o tempo até o evento de interesse.
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A andlise das varidveis categoricas apresentadas na Tabela 6.2 complementa essas ob-
servagoes.

Tabela 6.2: Resumo das varidveis categdricas do conjunto de dados pbc (Cens= Censurado; N=
numero de individuos em cada categoria).

Varidvel Categoria Cens (N) Falecidos (N) % Cens % Falecidos
X1 =edema  Ausente 256 142 20.32 17.36
Presente 1 19 0.08 2.32
X3 = sexo Masculino 20 24 4.78 5.74
Feminino 237 137 56.7 32.8
X4 = ascites  Ausente 186 102 14.76 12.47
Presente 1 23 0.08 2.81
X5 = hepato  Ausente 115 37 9.13 4.52
Presente 72 88 5.71 10.76
Xg = spiders Ausente 149 73 11.83 8.92
Presente 38 52 3.02 6.36
X192 = stage  Inicial 88 25 6.99 3.06
Avancgado 167 132 13.25 16.14
X3 = trix Placebo 93 65 7.38 7.95
Tratamento 94 60 7.46 7.33

A andlise das varidveis categoricas apresentadas na Tabela 6.2 permite uma visao deta-
lhada da distribuicao dos dados no conjunto pbc e da distribuigao dos individuos censurados e
falecidos em cada categoria. Individuos que apresentavam edema tiveram uma taxa de morta-
lidade maior do que aqueles sem essa condigao, refor¢ando a gravidade da retencao de liquidos
na progressao da doenga.

Quanto ao sexo, observa-se uma maior propor¢ao de individuos do sexo feminino no
conjunto de dados, isso sugere que a populagao estudada é majoritariamente feminina, mas a
proporcao de ébitos entre homens foi ligeiramente maior.

A presenca de ascite, um sinal de insuficiéncia hepatica avangada, foi mais frequente nos
falecidos, sugerindo que essa condicao estd associada a um pior progndstico.

As varidveis hepatoesplenomegalia e presenca de spiders vasculares, embora tenham
apresentado variagao entre os grupos, nao demonstraram diferencas tao expressivas quanto ou-
tras variaveis analisadas.

Além disso, o estdgio histolégico da doenca mostrou diferengas significativas entre os
grupos: individuos em estdgios mais avancados tiveram maior mortalidade em comparacao com
aqueles nos estagios iniciais, evidenciando que o avanco da fibrose hepatica esta diretamente
relacionado & pior sobrevida.

Por fim, a varidvel trt (tratamento) mostra uma distribuicao equilibrada entre os grupos
placebo e tratamento. Isso sugere que o tratamento pode ter um efeito modesto na redugao do
risco de o6bito.

No geral, a anélise descritiva destaca que fatores como idade avancada, niveis elevados
de bilirrubina e cobre, baixa albumina, presenca de ascite e edema, além de um estidgio mais
avangado da doenca, estao associados a um maior risco de ébito.

Dando continuidade & andlise, para avaliar a suposicao da proporcionalidade dos ris-
cos, utilizou-se o teste baseado nos residuos de Schoenfeld (1982), implementado pela fungao
cox.zph() no software R (R Core Team, 2024). Esse teste avalia a existéncia de uma relagao
sistematica entre os residuos de Schoenfeld e o tempo, sob a hipdtese nula de que os coeficientes
de risco permanecem constantes ao longo do tempo.
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Para cada covariavel, é calculada uma estatistica qui-quadrado ( x?) que avalia essa
relagao, acompanhada de um p-valor. Se o p- valor for menor que 0,05, rejeita-se a hipdtese nula
ao nivel de significancia de 5%, indicando que a covariavel apresenta um efeito nao proporcional
ao longo do tempo. Esse teste é uma ferramenta fundamental para examinar a validade da
suposicao de riscos proporcionais no modelo de Cox.

A Tabela 6.3, apresenta os resultados que serviram de base para a constru¢ao do modelo
final. Durante esse processo, as covaridaveis que apresentaram coeficientes nao significativos,
ou seja, com p-valor superior a 5% (p > 0,05), foram removidas. Essa abordagem permitiu
simplificar o modelo e aumentar a precisao do ajuste, assegurando uma melhor adequacao aos
dados. Os resultados obtidos para o teste de Schoenfeld para o conjunto de dados pbc encontram-
se na Tabela 6.3.

Tabela 6.3: Resultados dos testes de hip6teses associados aos residuos de Shoenfeld, para checar
a pressuposicao de riscos proporcionais. (gl = graus de liberdade)

Varidvel — Estatistica x> gl p-valor

X, 4,273 10,0387
X, 8,986 10,0027
X 0,025 10,8744
X4 1,660 10,1976
X5 0,236 10,6272
Xo 0,173 1 06775
X7 0,364 10,5461
X 0,104 10,7464
X 1,586 10,2078
X10 3,552 10,0594
X1 2,223 10,1360
X1o 3,498 10,0614
X13 0,178 10,6732
X4 2,237 10,1347
GLOBAL 26,420 15 0,0338

A Tabela 6.3 revela que, ao nivel de significancia de 5%, as covariavéis edema e bili
apresentaram evidéncias estatisticamente significativas de violagao da suposi¢ao de riscos pro-
porcionais para essas variaveis.

Além da anadlise individual das covaridveis, a Tabela 6.3, também apresenta um teste
global, que avalia se ha evidéncias de violacao da proporcionalidade para o modelo como um
todo.

O p-valor do teste global ¢ inferior ao nivel de significancia de 5%, indicando que, de
forma geral, o modelo de Cox pode nao ser adequado para o conjunto de dados. Diante desse
resultado, a violacao da proporcionalidade dos riscos justifica a utilizacdo do modelo de regressao
GTDEL como alternativa mais apropriada.

O estudo foi complementado por uma andlise grifica das varidveis que se mostraram
significativas no teste analitico. Essa abordagem combinada possibilitou uma avaliagao mais
detalhada, ao combinar os resultados estatisticos com uma representagao visual da evolucao dos
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riscos ao longo do tempo. O método grafico adotado consiste em avaliar a proporcionalidade
dos riscos com base na estimativa da fungao de risco acumulado, H(t), ajustada para diferentes
grupos de uma covariavel.

Na Figura 1, sdo apresentados os graficos do logaritmo da fungao de risco acumulado
estimado em relacao ao tempo, para as covaridveis edema e bilirrubina.

Proporcionalidade dos Riscos — Edema Proporcionalidade dos Riscos - Bilirrubina

o

o

B

log(H(t)) - Estimador Nelson-Aalen
o

log(H(t)) - Estimador Nelson-Aalen

5

0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
t t

Figura 1: Gréficos do logaritmo da funcao de risco acumulado estimado em relagao ao tempo. A
esquerda, a covariavel edema, com a curva verde representando pacientes sem edema e a curva
azul representando pacientes com edema. A direita, a covaridvel bili, com a curva verde indicando
pacientes com valores acima da mediana e a curva azul aqueles com valores abaixo da mediana.

Observa-se na Figura 1, que as curvas de log(H(t)) associadas & covaridvel edema apresen-
tam trajetérias divergentes entre os grupos, indicando riscos nao proporcionais. Essa dinamica
temporal demonstra que o efeito da presenca de edema sobre a mortalidade nao é uniforme:
seu impacto varia em intensidade conforme o tempo evolui, tornando-se mais critico em fases
especificas.

Da mesma forma, as curvas relativas a covariavel bilirrubina também indicam auséncia
de proporcionalidade dos riscos. A divergéncia observada entre os grupos com niveis acima e
abaixo da mediana reforca que niveis elevados de bilirrubina estao fortemente associados a um
risco aumentado de 6bito, com um efeito que varia ao longo do tempo. Esse comportamento
evidencia a necessidade de modelos que considerem a dependéncia temporal para uma anédlise
mais adequada e precisa dos dados.

Embora as curvas apresentadas na Figura 1 ndo se cruzem o que representaria uma
violacao extrema da suposicao, elas exibem um comportamento divergente ao longo do tempo,
afastando- se de maneira nao paralela. Essa falta de paralelismo sugere que a razao de risco nao
permanece constante, evidenciando graficamente a nao proporcionalidade dos riscos.

Para ilustrar a proposta, realizou-se a investigacao do tempo até o ébito de pacientes com
colangite biliar primdria, tendo como varidveis explicativas edema e bilirrubina. Os resultados,
expressos pelas estimativas dos parametros obtidas via maxima verossimilhanca, estao resumidos
na Tabela 6.4 para os modelos de regressao GTDEL e GTDL.
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Tabela 6.4: Estimativas, erros-padrao=EP, intervalos de confianca=IC, p-valores e AIC para os
parametros dos modelos de regressao GTDEL e GTDL.

Modelo  Pardmetro Estimativa EP IC (95%) p-valor AIC
)\ 0,0006 0,0001  [0,0004; 0,0008] -

o -0,0005 0,0001 [-0,0007; -0,0003] - 2989,802
GTDEL § 1,7028  0,1857  [1,3388; 2,0668]  0,0001
B1 (edema) 2,2417 1,0954 [0,0950; 4,3880]  0,0407
Bs (bilirrubina) 0,4081 0,1162  [0,1800; 0,6360] 0,0004
0,0003 - [0,0003; 0,0004]  0,0001

STDL -0,0003 0,0001  [-0,0005; 0,0001] 0,0616 3010,952
Bi (edema) 3,1208 15040  [0,1730; 6,0680] 0,0381
B2 (bilirrubina) 0,4031 0,1402 [0,1260; 0,6800]  0,0040

Os resultados apresentados na Tabela 6.4 indicam que todos os parametros estimados
no modelo de regressao GTDEL sao estatisticamente significativos ao nivel de 5%. O parametro
a, com valor negativo e estatisticamente significativo, indica que o risco de 6bito diminui ao
longo do tempo. Tal comportamento pode ser observado em situagoes clinicas nas quais paci-
entes que superam os estdgios iniciais mais criticos de uma doenca passam a apresentar menor
probabilidade de morte em momentos posteriores.

As covariaveis selecionadas no modelo, edema e bilirrubina sérica, também apresentaram
significAncia estatistica. A estimativa de 1, associada a varidvel edema, foi de 2,2417, com
intervalo de confianca de 95% entre 0,0950 e 4,3880 e p-valor de 0,0407. Esse resultado indica
que a presenca de edema estd associada a um aumento no risco de 6bito. Especificamente,
pacientes com edema apresentam um risco de morte aproximadamente exp(2,2417) ~ 9,41 vezes
maior do que aqueles sem edema.

No caso da bilirrubina, a estimativa de o foi de 0,4081, com intervalo de confianga entre
0,1800 e 0,6360 e p-valor de 0,0004, evidenciando forte significancia estatistica. Isso sugere que
valores elevados de bilirrubina sérica estdo associados a um maior risco de ébito. Para cada
unidade adicional de bilirrubina, estima-se um aumento de aproximadamente exp(0,4081) ~
1,50, ou seja, um acréscimo de 50% no risco de morte. Esses resultados reforcam a importancia
clinica dessas duas varidveis e justificam sua inclusao no modelo final.

Por outro lado, ao considerar o modelo de regressao GTDL, que se caracteriza por in-
corporar riscos nao proporcionais com dependéncia temporal, seria esperado que o parametro «,
responsavel por expressar o efeito do tempo sobre o risco, desempenhasse um papel central na
modelagem. No entanto, a estimativa obtida para « nao apresentou significincia estatistica ao
nivel de 5%, com um p-valor de 0,0616. Esse resultado indica que, para os dados analisados, nao
hé evidéncias suficientes para confirmar que o risco de ébito varia significativamente ao longo
do tempo, o que pode comprometer a adequacao do modelo GTDL a realidade observada.

A andlise dos intervalos de confianga para os parametros do modelo GTDL revela que
A, B1 (edema) e o (bilirrubina) sio estatisticamente significativos, indicando influéncia direta e
relevante sobre o risco de 6bito. Em contrapartida, o parametro « nao se mostra significativo, su-
gerindo que sua inclusao no modelo pode ser desnecesséaria ou mesmo inadequada neste contexto.
Diante disso, o modelo pode ser simplificado, removendo-se o parametro « ou reconsiderando
seu papel na estrutura da funcao de risco.

A comparagao dos valores de AIC evidencia que o modelo de regressao GTDEL apresenta
desempenho superior em relagao ao GTDL. Essa diferenca reforga a maior capacidade do GTDEL
em capturar as nuances da influéncia temporal e dos efeitos das covaridveis sobre o risco de
6bito. Assim, conclui-se que o modelo de regressao GTDEL é a abordagem mais adequada para
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representar os dados do estudo, especialmente em contextos nos quais a variacao do risco ao
longo do tempo desempenha um papel relevante.

Adicionalmente, a comparacao entre o modelo de regressao GTDEL e o modelo de re-
gressao GTDL foi realizada por meio do Teste da Razao de Verossimilhanga (TRV). Esse teste
tem como objetivo verificar se a inclusdo do parametro adicional § resulta em um ajuste signi-
ficativamente melhor aos dados. A hipétese nula considerada foi

H015:1

que implica que o parametro extra nao é necessario, contra a hipdtese alternativa

H157é1

A estatistica do teste é dada por:

A = 2(0grpEL — LaTpL) = 2(—1489,901 + 1501,476) = 23,15,

em que {gTDEL € faTDL representam, respectivamente, os valores das log-verossimilhangas ob-
tidos com os modelos completo e reduzido. Esse valor é comparado ao quantil da distribuicao
qui-quadrado, cujo nimero de graus de liberdade corresponde a diferenca entre a quantidade
de parametros dos modelos considerados. Como o modelo de regressao GTDEL possui cinco
parametros e o modelo GTDL possui quatro, resulta em um grau de liberdade.

O valor critico da distribuicao qui-quadrado com um grau de liberdade ao nivel de sig-
nificancia de 5% é:

X3.005 ~ 3,84.

Como A = 23,15 > 3,84, rejeita-se a hipétese nula. Portanto, conclui-se que o modelo de
regressao GTDEL fornece um ajuste significativamente melhor aos dados analisados.

Essa conclusao também pode ser visualmente corroborada pela Figura 2, na qual se ob-
serva que a curva ajustada pelo modelo GTDEL acompanha de forma mais préxima a curva
empirica de Kaplan-Meier, especialmente nos periodos intermediarios e finais de acompanha-
mento. J& o modelo GTDL tende a superestimar a probabilidade de sobrevivéncia ao longo do
tempo, destacando sua limitagao em representar adequadamente a heterogeneidade dos riscos
ao longo do tempo.

08

08

Probabilidade de Sobrevivéncia
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0 1000 2000 3000 4000 5000
t

Modelo — GTDEL — GTDL — Kaplan-Meier

Figura 2: Curvas de sobrevivéncia estimadas pelos modelos GTDL e GTDEL, comparadas a
curva de Kaplan-Meier.
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Capitulo 7

Conclusoes

Neste trabalho, introduziu-se uma nova distribuicao com quatro parametros, denomi-
nada Modelo Logistico Generalizado Estendido Dependente do Tempo (GTDEL), que inclui
como submodelos a familia Logistica Tempo-Dependente e o Modelo Logistico Generalizado De-
pendente do Tempo. Essa nova distribuicao amplia as possibilidades de modelagem, oferecendo
maior flexibilidade para capturar a complexidade dos dados de sobrevivéncia, incluindo cenarios
com fracao de cura.

Uma das principais contribuicoes tedricas foi a caracterizagdo da distribuicado GTDEL
defeituosa, que ocorre para valores do parametro a < 0. Nessa configuracao, a funcao de sobre-
vivéncia nao converge para zero, mas sim para um valor assintético p € (0,1), representando
a proporcao de individuos imunes ao evento de interesse. Essa propriedade permite modelar
adequadamente situacoes em que parte da populacao nunca experimenta o evento, o que é par-
ticularmente relevante em estudos clinicos e industriais. A expressdao matematica da fracao de
cura foi derivada e discutida, destacando-se a influéncia do pardmetro 6 na magnitude de p e
evidenciando sua importancia no controle da proporcao de curados. Também se discutiu o com-
portamento da fracao de cura p sob diferentes configuragoes paramétricas, fornecendo uma base
solida para sua interpretacao pratica.

Para fins de inferéncia, adotou-se o método da méaxima verossimilhanca para a estimacao
dos parametros do modelo GTDEL. Essa abordagem se mostrou apropriada nao apenas por suas
propriedades assintéticas desejaveis — como consisténcia e eficiéncia —, mas também por sua
aplicabilidade em diferentes cendrios de modelagem.

O desempenho dos estimadores foi avaliado por meio de um estudo de simulagao baseado
no Método de Monte Carlo, considerando métricas como média, viés e raiz do erro quadratico
médio (REQM). Os resultados indicaram que, & medida que o tamanho amostral aumenta, as
estimativas convergem para os valores verdadeiros dos parametros, com reducao progressiva do
viés e do REQM, o que reforga a consisténcia do método de estimagao adotado.

A aplicagao da distribuigdo proposta a dados reais demonstrou um ajuste de qualidade
superior em comparacao com seus submodelos, destacando seu potencial para a andlise de dados
de sobrevivéncia. Esse resultado reforga a relevancia da nova distribuicao como uma ferramenta
poderosa para modelar fenomenos complexos, especialmente em situagoes onde os modelos tra-
dicionais falham em capturar a dinamica dos dados.

Como sugestao para trabalhos futuros, destaca-se a investigacao de novas estratégias de
estimacao, bem como o desenvolvimento de ferramentas diagnésticas, como a analise de residuos
adaptada ao modelo GTDEL. Tais ferramentas poderao avaliar a adequacao do modelo aos
dados empiricos, contribuindo para seu aprimoramento e para uma interpretacao mais robusta
dos resultados.

Outra linha promissora de investigacao diz respeito a relacao entre censura e fragao de
cura em dados de sobrevivéncia. Observacoes empiricas indicam que a curva de Kaplan-Meier
pode apresentar um aparente plato, sugerindo uma estabilizacao da sobrevivéncia; no entanto,
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esse comportamento nem sempre reflete a presenca real de individuos curados. Isso ocorre, por
exemplo, quando hé registros de eventos apds o ultimo tempo censurado, fazendo com que a
curva continue a decrescer até o final do acompanhamento. Nesses casos, torna-se evidente que
a proporc¢ao de censurados nao deve ser confundida com a fragao de cura.

Enquanto a censura representa individuos que nao apresentaram o evento até o fim do
estudo, ela inclui casos que poderiam eventualmente experimentar o desfecho, caso o seguimento
fosse prolongado. A curva de Kaplan-Meier reflete essa incerteza, ao passo que a proporgao
de censura é uma medida descritiva, sem cardter inferencial. Nesse sentido, estudos futuros
poderiam explorar métodos capazes de distinguir com maior precisao entre censura informativa,
censura nao informativa e cura verdadeira, considerando o impacto do tempo de censura na
identificacao da fragdo de cura em modelos paramétricos e semiparamétricos.

Por fim, este trabalho contribui para o avanco da modelagem de sobrevivéncia ao propor
e avaliar um modelo que captura a dinamica do risco ao longo do tempo e incorpora a possi-
bilidade de fracao de cura. Os resultados obtidos demonstram a relevancia do modelo GTDEL
e abrem caminho para novas pesquisas que possam aprimorar sua aplicacao e interpretagao.
Assim, espera-se que este estudo sirva como base para futuras investigacoes na drea de andlise
de sobrevivéncia e modelagem estatistica.
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