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Resumo

Seja K um corpo infinito de caracteristica diferente de 2, E a dlgebra de Gras-
smann de dimens&o infinita sobre este corpo e ¢ uma involugdo em E. Baseando-se
principalmente em [1], nesse trabalho apresentamos uma descrigdo dos conjuntos das
+—identidades polinomiais, Id(E, ¢) e os conjuntos dos *—polindmios centrais C(E, ¢),
para os casos de caracteristica 0 e caracteristica p > 2. Além disso, mostramos que se

p > 2, C(E, ) ndo é finitamente gerado como um T'(*)-espaco.

Palavras-chave: : Algebra de Grassmann; PI- Algebras; *—Identidades polinomiais;

*—Polindmios Centrais.






Abstract

Let K be an infinite field of characteristic # 2, E is the infinite-dimensional
Grassmann algebra over this field, and ¢ is an involution on E. Based primarily on [1],
in this work, we present a description of the sets of *—polynomial identities, Id(E, ¢),
and the sets of *—central polynomials, C(E,¢), for the cases of characteristic 0 and
characteristic p > 2. Furthermore, we show that if p > 2, then C(E, ¢) is not finitely

generated as a T(*)-space.

Keywords: Grassmann Algebra; PI-Algebras; *—Polynomial Identities; *—Central Poly-

nomials.
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Introducao

Um conceito considerado importante na Teoria de Anéis é o de &lgebra so-
bre um corpo K (ou K-algebra), definida como sendo um espaco vetorial munido de
um produto. As Pl-dlgebras sdo um tipo especial de dlgebras que satisfazem uma
identidade polinomial, ou seja, quando um polindmio ndo nulo que se anula em qual-
quer substitui¢do de suas varidveis por elementos da dlgebra. Como exemplos basicos
de PI-algebras associativas temos as dlgebras comutativas, dlgebras de matrizes, as
algebras de dimensdo finita, a dlgebra de Grassmann, entre outras. Estudar PI-algebras
consiste em estudar como as identidades polinomiais satisfeitas por uma élgebra inter-
ferem em sua estrutura.

Quanto aos chamados polindmios centrais, para uma &lgebra associativa A,
estes sdo polindmios em varidveis ndo comutativas que tomam valores apenas no
centro de A. Esses polindmios desempenham um papel importante na PI-teoria, teoria
que estuda as PI—-algebras, uma vez que, a partir de um polindmio central, podemos
construir uma identidade polinomial.

A dlgebra na qual trabalharemos os conceitos acima é a dlgebra de Grass-
mann, denotada por E, de dimensdo infinita, dada da seguinte maneira: primeiro
construindo uma algebra livre na classe de todas as algebras associativas unitérias.
Seja X = {x1,xp,---} um conjunto ndo vazio e enumerdvel. Denotamos por K(X) a
algebra associativa unitdria livre, gerada livremente por X sobre K, os elementos de
K(X) sdo chamados polindmios. Deste modo, para char(K) # 2, considere o ideal I de

K(X) tal que I = {{x;x; + xjx;}), e para cada i,j = 1,2,... fazemos ¢; = x; + [. Assim,

K(X)
I

{1,eie,---e |11 <ip <---<ipk>1} ouseja,

E denota a &lgebra quociente e é uma algebra associativa e unitdria com base

E = <1,€1,62,. .. | eej = —6]‘61').

Os conceitos debatidos no contexto ordinério da PI-teoria, podem ser natural-
mente ampliados para o caso de dlgebras munidas de alguma estrutura adicional. No
nosso caso, tal estrutura adicional sdo as dlgebras munidas de uma involugdo. Assim,
podemos fazer a seguinte construcgdo: sejam Y = {y,y»,--} e Z = {z1, 25, - - - } dois con-

juntos disjuntos e enumeréveis de varidveis. Denote por K(Y U Z) a dlgebra associativa
1



2 Sumadrio

unitdria livre, livremente gerada por Y U Z sobre F dotada da involugéo *, onde
yi=yiez =z

para todo i, os elementos de K(Y U Z) sdo chamados *—polindmios. Deste modo,
dada uma involucdo ¢ em E, denotaremos por Id(E, ) e C(E, ¢) os subconjuntos de
K(Y U Z) formados, respectivamente, por todas as *—identidades polinomiais e pelos
+—polindmios centrais de (E, ¢). Por *—identidades polinomiais entendemos aqueles
polindmios que, ao serem avaliados em E, se anulam identicamente, sempre respei-
tando a involugdo ¢. Ja os *—polindmios centrais sdo aqueles que, sob as mesmas
condigdes, resultam em um elemento do centro da algebra E.

Os primeiros trabalhos que envolviam Pl-dlgebras apareceram, embora de
forma implicita, na década de 1920 — 1930, nas pesquisas de Wagner [12] e Dehn [11],
mas seu verdadeiro desenvolvimento comecou com os trabalhos de I. Kaplansky em
1948 [13] e de Amitsur e Levistky em 1950 [10], e atualmente é uma area da algebra
bem desenvolvida e em expansdo rapida.

Partindo do principio de que uma identidade polinomial diz muito sobre a
estrutura de uma algebra, um dos desafios centrais da Pl-teoria é descrever as iden-
tidades de uma é&lgebra, isto é, determinar uma base para seu T-ideal de identidades.
Em 1950, Specht formulou a questdo se o T-ideal de uma &lgebra associativa sobre
um corpo de caracteristica zero é finitamente gerado. Foi apenas em 1987 que Kemer
[14] obteve uma resposta afirmativa para essa questdo, conhecida como o Problema de
Specht. Atualmente, para algumas algebras, os T-ideais de identidades ja foram com-
pletamente descritos; entretanto, para muitas outras, essa descrigdo ainda permanece
um problema aberto.

O estudo das algebras com involugdo remonta aos anos 1930, quando pesqui-
sadores ja demonstravam grande interesse nessas estruturas devido as suas amplas
conexdes com diversas dreas da matematica, fisica e outras ciéncias. A partir da década
de 1960, com os trabalhos pioneiros de Herstein [15] e Martindale [16] sobre anéis
simples com involugdo que satisfaziam identidades polinomiais, as *—identidades pas-
saram a ser investigadas de forma sistemdtica. Mesmo ap6s quase seis décadas desses
avancos, o conhecimento acerca da estrutura de Id(A, *) e C(A, *) para uma dada algebra
A ainda é bastante limitado. Vale destacar, por exemplo, que o primeiro conjunto de
+—identidades polinomiais ndo triviais foi descrito apenas em 1982, por Diana Lev-
chenko [17].

O trabalho esta organizado em quatro capitulos. No primeiro capitulo, aborda-
mos os conceitos preliminares essenciais a compreensdo do texto, incluindo defini¢des

de algebras, dlgebras livres e dlgebras livres com involugdo, bem como o conceito de
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identidades polinomiais e a defini¢do do T-ideal de uma PI-algebra. Também introdu-
zimos e exemplificamos os polindmios multihomogéneos e multilineares.

No segundo capitulo, apresentamos conceitos e resultados relacionados as
involugdes na dlgebra de Grassmann, destacando que, nesse ambiente, é possivel de-
tinir diversas involugdes distintas. Nosso objetivo é fornecer ao leitor as ferramentas
necessdrias para entender a escolha de estudar apenas um tipo especifico de involugao.

Nos capitulos trés e quatro, apresentamos os principais resultados deste traba-
lho. No Capitulo 3, descrevemos o conjunto Id(E, ¢) em dois casos: primeiro, quando o
corpo possui caracteristica zero, e depois, quando o corpo possui caracteristica positiva
p > 2. Em ambos os casos, demonstramos que Id(E, ¢) é finitamente gerado como
um T()—ideal. Por fim, no tltimo capitulo, estudamos os *—polindmios centrais de E
também em dois casos - para caracteristica zero e para p > 2 - e mostramos que, di-
ferentemente de Id(E, ¢), o conjunto dos *—polindmios centrais de E ndo é finitamente

gerado como um T(*)—espaco, quando a caracteristica do corpo é maior que 2.
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Capitulo 1

Preliminares

Ao longo desse capitulo, introduziremos conceitos preliminares necessario a
leitura do texto. Para uma compreensdo mais detalhada da Teoria de Algebras com
Identidades Polinomiais, consulte a referéncia [?]. Salvo indicacdo em contrario, em

todo o capitulo, K denotard um corpo qualquer.

1.1 Algebra

Defini¢ao 1.1. Um espaco vetorial sobre K, A, é chamado de dlgebra (ou K-dlgebra) se A
possui uma operagio bindria * (ou seja, uma fungio * : (A X A) — A), chamada multiplicagdo,

tal que para qualquer a,b,c € A e qualquer a € K;
1. (a+b)ysc=axc+b=c,
2.ax(b+c)=ax*b+axc,

3. a(a*b) = (aa)+b = a=*(ab).

Normalmente denotamos a multiplicacdo de dois elementos a,b em A por ab
em vez de a * b. Claramente, a nogdo de algebra generaliza tanto a no¢ao de espago

vetorial quanto de anel. Dizemos que:

1. A é associativa, se a(bc) = (ab)c para quaisquer a,b,c, € A;
2. A é comutativa, se ab = ba para quaisquer a,b, € A;

3. A é unitaria, se existe um elemento 14 € A tal que 14a = aly = a, para qualquer
acA;
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4. A é uma algebra de Lie, se para quaisquer a,b,c € A, valem:
a? =0,
(ab)c + (bc)a + (ca)b = 0 (Identidade de Jacobi).
5. A é algebra de Jordan, se para todos 4, b, c € A, tem-se que
ab = ba,
(@*b)a = a*(ba) (Identidade de Jordan).
Inicialmente ndo exigimos 1 € A, a associatividade em A, etc.

Exemplo 1. Uma extensio L qualquer de um corpo K é uma K-dlgebra associativa, comutativa

e unitdria.

De fato, observe que qualquer extensdo L de um corpo K pode ser vista como
um espago vetorial sobre K. Basta tomar a multiplicagdo * como sendo a multiplicacdo

em L, ou seja, k *a = ka, para todo k € Kea € L, pois como K C L entdo k € L.

Exemplo 2. O conjunto K[x] dos polindémios em uma varidvel, com coeficientes em K, munido

com as operagdes usuais é uma K-dlgebras associativa, comutativa e unitdria.

Definicao 1.2. Sejam A uma dlgebra e a,b € A. Definimos o comutador de a e b, por:
[a,b] = ab — ba,

usando a notagdo [a, b]. Podemos definir indutivamente, para todo n > 3, como:

[Ell,(lQ, Tt /an] = [[al/a2/ e /an—l]/ an]'

Exemplo 3. Se A é uma dlgebra associativa com a multiplicacdo + entdo o conjunto A é uma

dlgebra de Lie com a multiplicagdo dada pelo comutador. Essa dlgebra é denotada por A©).

Com efeito, vamos verificar que A satisfaz as condigdes 4 de algebra de Lie:
(i) Seja a € A, segue que
[a,a] =aa —aa = 0.
(i) Sejam a1, a,, a3 € A, temos que mostrar que [[a1, a2], az] + [[a2, a3], a1] + [[a3, a1], a2] = 0.

Calcularemos cada parcela separadamente, na primeira temos

[[a1,a:],a35] = [a1a; — azaq,a3]

(may — axa1)as — az(a1a2 — aa;)

(maz)as — (axa1)as — az(a1a;) + az(axa1)

a1aa3 — ara1as — Asddy + azaxaq,
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pois A é associativa. Para a segunda parcela temos que,
[[a2, a3], 1] = azasa1 — aza0a1 — 410205 + a1asa;.
Analogamente para a terceira parcela, segue que
[[a3, a1, a2] = azaia, — arasa, — azaza; + axayas.
Somando as parcelas anteriores, obtemos
10203 —00103—A301 02 +A30201 +0301 —A30201 —A1 0203 +A10302 +A301 02— A1 302 —ArA301 +Ara143 = 0.
Portanto, A é uma algebra de Lie.

Observacao 1. Sejam A uma K-dlgebra e B = {e; | i € I} uma base de A. Uma multiplicagio

em A ¢ totalmente determinada pela multiplicacio entre os elementos de B. Dados e;, e; € B,

_ k

kel

segue que

com afj € Kee, fixados i e j, onde apenas um niimero finito de afj sdo ndo nulos. Os elementos

af]. € K sdo chamados de constantes estruturais da dlgebra A.

Neste trabalho, nosso interesse esta concentrado em dlgebras associativas. Em-
bora existam diversas estruturas algébricas, todas as defini¢des, propriedades e resul-
tados aqui abordados serdo restritos ao ambiente das algebras associativas. O préximo

exemplo apresentard o objeto principal desta pesquisa, a dlgebra de Grassmann.

Observacao 2. Sempre que necessdrio, utilizaremos a notagio char(K) para indicar a carac-

teristica de um corpo K.

Definicao 1.3. Seja V um espagco vetorial de dimensdo infinita e enumerdvel, sob um corpo de
caracteristica diferente de 2, char(K) # 2. Considere o sequinte conjunto {e;, ey, - - -} uma base.
Definimos a dlgebra exterior ou dlgebra de Grassmann de V, denotada por E, como sendo a

dlgebra associativa e unitdria com base
(Lo, e, i <ir < <ipk=1),
onde o produto na base é obtido pela justaposicio e satisfaz
€i€]' = —8]'81‘

para quaisquer i,j € IN \ {0}. Essa propriedade é chamada de anticomutatividade. Caso
retiremos o elemento 1 do conjunto de geradores, obtemos a dlgebra de Grassmann sem

unidade, denotada por E’. A dlgebra E’ possui base B’ formada pelos elementos

U =¢€6," &,
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ondel <ij; <ip <--- < iy Podemos escrever a base de E como B = B" U {1}.
Considere um elemento v = e;e;, ---e;, € B, seu comprimento é definido como k. O
conjunto Ey é o centro de E, gerado pelos elementos da base de comprimento par e denotamos

por Eq o conjunto gerado pelos elementos da base de comprimento impar.

Temos que, E é uma K—4lgebra. De fato, conforme a Defini¢do 1.1, o produto em
E é definido inicialmente para os elementos da base por justaposi¢do. Em seguida, essa
definigdo é estendida a toda a dlgebra por linearidade, garantindo que a multiplicacdo

seja bilinear e também associativa.

Definicao 1.4. Um subespaco S da dlgebra A é chamado de subdlgebra se é fechado em relagio
a multiplicacdo, ou seja, 1,5, € S implica s15, € S. Uma subdlgebra I de A é chamada de ideal
a esquerda de A se Al C I (ou seja, ai € I para todos a € A,i € 1). Da mesma forma, define-se

um ideal a direita e um ideal bilateral (ou simplesmente um ideal).

Exemplo 4. Seja A uma dlgebra associativa. O subespago vetorial
Z(A) = {a € A | ax = xa, para todo x € A},
é definido como o centro da dlgebra A. Temos que, Z(A) é uma subdlgebra de A.

Definicdo 1.5. Sejam A; e A, dlgebras. Uma transformagdo linear ¢ : Ay — A é um
homomorfismo de dlgebras se

P(ab) = P(a)p(b),

coma,b € A;.

Se A; e A, forem dlgebras unitdrias, exigimos também que

qb(lz‘h) = 1A2'

Seja ¢ um homomorfismo de algebras. Se ¢ é injetivo, dizemos que ¢ é um
monomorfismo ou mergulho. Se ¢ é sobrejetivo, ¢ é chamado de epimorfismo. E se
¢ é bijetivo entdo ¢ é dito isomorfismo. Um endomorfismo de uma &lgebra A é um
homomorfismo de A nela prépria, j4 um automorfismo é um endomorfismo bijetivo
(endomorfismo e isomorfismo ao mesmo tempo). Duas édlgebras A; e A, sdo ditas

isomorfas, se existe um isomorfismo ¢ : A; — A,, e nesse caso, denotamos por A; =~ A,.

Exemplo 5. As dlgebras E e K® E’, da Definigdo 1.3, sio isomorfas. De fato, ¢ : KO E — E,
definida por (A, x) = A + x, é um isomorfismo.

Definic¢do 1.6. Seja ¢ : Ay — A, um homomorfismo de dlgebras. O conjunto

Kerp = {a € Ay | ¢p(a) =0},
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é definido como niicleo de ¢, e é um ideal de A; e o conjunto

Im¢ = {¢(a) | a € Aq},
é a imagem de ¢, é uma subdlgebra de A,.

Definigdo 1.7. Sejam A uma dlgebra e I um ideal de A. O espago vetorial %, munido com o
produto
(@+Db+1)=ab+1,

é definido como a dlgebra quociente de A por I para todo a,b € A. Notagdo: a + I por a.

Deste modo, a definigdo de produto abaixo independe da escolha dos represen-
tantes das classes laterais, estando bem definido, uma vez que, I é um ideal bilateral.

Enfim, temos que,
A
= Imao,
Ker¢ e

e que a aplicacdo 7 : A — 4, definida por 7t(a) = 4, ¢ um homomorfismo chamado de

projecdo candnica.

1.2 Algebras Livres

Antes de introduzirmos as identidades polinomiais de uma &lgebra A, é fun-
damental definir o contexto no qual esses polindmios estdo sendo considerados. Para
isso, é necessdrio compreender a estrutura da algebra livre associada, levando em conta

a classe de dlgebras a qual A pertence.

Defini¢ao 1.8. Seja S = {s;}ic; um subconjunto de A, uma dlgebra associativa. Se todo elemento
a € A pode ser escrito como combinagdo linear sobre K de produtos da forma s;s;, - - - si,, onde

si; € S, entdio A é dita dlgebra gerada por S. Neste caso, denotaremos A = (S).

Defini¢do 1.9. Seja N uma classe de dlgebras e seja F € N uma dlgebra gerada pelo subconjunto
X. A dlgebra F é dita livre na classe N, gerada pelo conjunto X, se satisfaz a segquinte
propriedade universal: para toda dlgebra A € N qualquer aplicagdo f : X — A pode ser

estendida a um homomorfismo de dlgebras
f:F— A
A cardinalidade |X| do conjunto X é chamado de posto de F.

Considere um conjunto qualquer X. Uma palavra sobre X é uma sequéncia

XX, -+ x;, onde n € N e x; € X. A palavra vazia (n = 0) sera denotada por 1.
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Denotaremos por K(X) o espaco vetorial que tem como base o conjunto de todas as
palavras sobre X, isto é, todo elemento de K(X) é uma combinacdo linear formal, com
coeficientes em K, de palavras sobre X. Podemos definir a seguinte multiplicagdo entre
duas palavras

(i iy == 23, )X, Xy =+ X,) = Xy Xiy =+ X3, X5, X <2 X,

e depois estender por linearidade o produto para quaisquer dois elementos de K(X).
Munido deste produto, K(X) é uma algebra associativa, com unidade, que é a palavra
1.

Os elementos de X sdo chamados de varidveis, os elementos da forma ax; x;, - - - x;,,
com a € K en € N sdao chamados monémios e os elementos de K(X) sdo chamados

polinémios. Observe que esses polindmios ndo sdo comutativos.

Exemplo 6. O elemento f = f(x1,x2,x3,X4) = xe%xg, — 2x4X3X1X4 € um polindmio de K(X) e

seus mondmios siao xzxfxg € 2X4X3X1X4.
Proposicao 1.1. A dlgebra K(X) é livre na classe das dlgebras associativas unitirias.

Demonstragio. Seja A um K-4lgebra associativa e unitdria e f : X — A uma aplicacdo

qualquer, onde para cada x; € X, definimos r; = f(x;). Considere,

KXy - A
Zailiz--~z‘nxi1xiz"'xin = Zailizminrilriz"'Vinz
f1)y = 1,

Observe que a restricdo de f [x= f . Mostraremos que f é um homomorfismo
de élgebra.

Para isso, escrevemos 0s polindmios a e § como combinagdes lineares de uma
colecdo comum de mondmios, atribuindo coeficientes iguais a zero quando necessério.
Assim, tomando a = )} a;..iX;, - Xi,, B = Y. bi,..i,Xi, -+ X;, € K(X) para um conjunto

apropriado de indices, e sendo k € K, segue que

(1) f(a +p) f(Z @i Xiy e X, + Z bi,..i, X, - -xin)
f_(Z(ﬂi]---i” + biy.i, )Xiy "'xin)

Z(az-]...in + bi,..i))i, -+ T,

Z Aiyowiy iy =+ Ty T Z biyiytiy -+ i,

f_(Z @iy Xy -xin) + f_(z bi i Xi, -xin>

fl@)+ fp).
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(2)f(ka)

F(Y (s )
= Z(kail"'in)ril c T,

k- (Z(ail---in)ril e Vin)
k-f (Z(ﬂil-»-in)xil . 'xin)

k- fla).

B)fla-p) = f_(z @iy Xiy " X - Z Biy ey Xy * -ka)
(2

C]xll .o xlnxk] oo ka>

= E Citiy = TiyVgy * Ty,
= ( z @iy iy Tiy =+ Vin) : (Z Dok Vi Vkm)

Logo, K(X) é livre na classe das dlgebras associativas unitarias. m|

Poderiamos, de forma andloga, mostrar que K(X) sem a palavra vazia 1 é

também livre na classe das dlgebras associativas sem unidade.

1.3 Pl-algebras

Nesta sec¢do, apresentaremos a definicdo de identidades polinomiais, nogdo
fundamental para o estudo da Pl-teoria e serd imprescindivel na continuagdo do pre-

sente trabalho.

Definic¢ao 1.10. Seja A uma dlgebra associativa e f(x1,...,x,) € K(X). Dizemos que f é uma

identidade polinomial para A se f(as, . ..,a,) = 0, para quaisquer ay, ..., a, € A.

Definicao 1.11. Uma dlgebra que satisfaz uma identidade polinomial ndo trivial 4 chamada de

PI-dlgebra.

Proposicao 1.2. Um polindmio f € K(X) é uma identidade polinomial da dlgebra associativa

A se, e somente se, f pertence aos niicleos de todos os homomorfismos de K(X) em A.

Demonstragdo. Primeiramente mostraremos que, se f € K(X) é uma identidade polino-

mial de A, entdo f pertence aos nticleos de todos os homomorfismos de K(X) em A.
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Com efeito, se f € K(X) é uma identidade polinomial de A, entdo f(as,...,a,) = 0 para
todo a3, ...,a, € A. Considere a aplicagdo h : X — A, que leva x; = 4;. Como K(X) é
uma algebra livre, podemos estender a aplicacdo # a um homomorfismo de dlgebra, tal

que

h:K(X) —» A
fx1,...,xy) = f(a,...,a,) =0.

Mais ainda, todo homomorfismo de K(X) em A, restrito ao conjunto X define uma
funcédo h. Logo, f pertence ao ntcleo de todo homomorfismo de K(X) — A.
Para a reciproca, sejam ay,...,a, € A. Defina um homomorfismo de algebra
¢ : K{X) — A, tal que,
Ppx1) = ay, ..., (xXn) = ay.
Por hipétese f(xi,...,x,) € Ker(p), entdao ¢(f(x1,...,x,)) = 0. Como ¢ é um homo-
morfismo, temos que f(@(x1),...,@(x,)) = 0 e aplicando ¢ segue que, f(a,...,a,) = 0.

Logo, f(x1,...,x,) é uma identidade polinomial para A. O

Exemplo 7. Uma dlgebra A é comutativa se, e somente se, satisfaz o polindmio [x1,x,] para

todos ay,a, € A.
De fato, suponha que A é comutativa e sejam a;,a, € A.Temos que
[a, @] =a1-ay—ay-a1 =a,-a, —a, -a, = 0.

Logo, [x1,x2] é uma identidade polinomial de A. Reciprocamente, suponha que A
satisfaz ao polindmio [x;, x;] para todos a;,a, € A, entdo [a1,a2] = a1 -a, —a, - a1 = 0.

Assim, ay - a, = a, - a1, para todos a;,a, € A. Portanto, A é comutativa.

Exemplo 8. O polindmio de Hall, dado por [[x1,x,]%, x3] é uma identidade polinomial para
M, (K).

ay, a byy b
Com efeito, sejam A = e ,B = R = M>(K),
az1 dx by by
ayg a byy b byy b ag a
[A,B] = 1 42| n Yz | 1 b2 | 11 A12
a1 dx by by by by a1 dx
_ a12by1 — an by a1bip + a1pbyy — arabin — axnbin
A b1y + anbyn — a11by — anby Ax1b12 — a12bn

Calculando o traco da matriz resultante de [A, B], temos

tr([A, B]) = a12by1 — anbia + az1b12 — a1nbn = 0.
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Ci1 C12

Dai, seja C = [A, B], com C = . Calculando C? temos,

€1 —Cn1

2
2 = € T C12€21 C11€12 — C12l11 }

2
€21C11 — C11C21  C21C12 + €4

[
h + C12C27 0

0 C21C12 + C%l

(C%1+012C21)' Lo .
01

0
Chamando c3; + c1oc2 de A, temos que C* = A - [ 0 1 ] = A -1, com I sendo a matriz

identidade 2 x 2.

Voltando ao polindmio de Hall, segue que

[[A,B]>,D] = [C?D]

[AL D]

Al-D-D-AlI
A-(ID-DI)=A-0=0.

Logo, o polindmio de Hall é uma identidade polinomial para M,(K).
Observe que, além da demonstragdo apresentada acima, também é possivel
provar que o polindmio de Hall é uma identidade para M,(K), utilizando o Teorema de

Cayley-Hamilton da Algebra Linear.

Exemplo 9. Toda K-dlgebra A de dimensdo finita n satisfaz o polindmio standard

for1 (X1, ..., Xng1) = Z (581 0)X51) * * * Xo(n+1)-

€511

Onde S,,11 € 0 grupo de permutacio de 1,2,...,n+1esgn o é o sinal da permutagio o.

De fato, como toda permutacéo é bijetiva, 0s Xy, . . . , Xy(n+1) Sa0 todos distintos,
entao fy41(x1,...,x,41) € linear em todas as suas varidveis, ou seja cada x; aparece com
grau 1. Seja f = {e,...e,} uma base do espaco vetorial A e ay,...,a4,41 elementos
arbitrarios da 4lgebra A. Podemos representar cada um dos seus elementos a; na
forma de combinacdo linear dos elementos da base com coeficientes em K, ou seja,
a; = 2?21 ai]-e]-.

Assim, f,41(a1,...,a,41) é uma combinacdo linear de termos da forma
fus1(ei, ..., €,,). Observe que entdo existem p # g tais que i, = i, j4 que a base tem

dimensao n.
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Lembrando que o conjunto das permutagdes pares A,,1 € um subgrupo normal
de S,+1, e que o indice de A1 em S,4+1 € 2. Entdo existem duas classes laterais disjuntas

no grupo quociente S,,1/A;,+1. Assim, podemos escrever
Spa1 = An+1UAn+1T/

onde a permutagdo 7 é o 2-ciclo que permuta i, e i,. Desse modo,

forr(ei, .- e,,) = Z(Sgn 0)€o(ir) * * * Colinar)

€541
= Y ot ot Y (587 0D Conn
0€A 41 0€A 11
= Z €o(i1) " " €oline) ~ Z €o1(iy) ** " Cot(ine)
0€A 1 0€A 41
= Z €oi) " Colina) ~ Z €oi) " Coline)-
0€AL11 0€A 1
= 0.

Logo, fu+1(x1,...,X441) € uma identidade polinomial para A.

Observacao 3. Retomando a propriedade de anticomutatividade, sabemos que, para quaisquer
elementos da base da dlgebra de Grassmann, vale e;e; = —eje;. Essa propriedade permite
reordenar produtos de elementos da base a menos de um sinal, recurso que serd amplamente
utilizado em demonstragoes ao longo deste texto. Nesse sentido, considerando, a = e;, ---e;,b =

ej « - -ej,, tem-se:

[a,0] = e, - -eiej - -ej —ej - --ejei e, = (L= (=1)")e;, - --ejej, - - ¢

Onde a poténcia rs indica o niimero de transposi¢des necessirias para transformar ba em ab em
fungio de seus indices. Por exemplo, tomando a = e;e;, e b = e; ej,, entio
ba = ejeje; e,
= —1(ejeieje;,)
= (=D)(=1)(eiejej,ei,)
= (=DEDED e enes)
= (=DEDEDED(eeqee,)

= (—1)2'2(61'161'26]'1@]'2).

[a,b] = ab—ba
= epe,ee;, — (1) (eneine;e),))

= (1= (=1**)(eenesep,)-
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Exemplo 10. A dlgebra de Grassmann E de dimensdo infinita satisfaz a identidade polinomial

[[x1, x2], x3].
De fato, tomemos quaisquer trés vetores de uma base de E associada a ele:
a:eilu-ei,, b:ejl-~-ej e C:b’kl"'ek

s t*

Usando a Observagao 3, segue que

[a,b] = (1 - (=1)")e;, ---eej, - -e..

S

Onde a poténcia rs indica o nimero de transposi¢des necessdrias para transformar ba
em ab em fungdo de seus indices. Note que, o fator (1 — (—1)") decide se o comutador é

nulo ou ndo. Se rs é par, entdo (—1)” =1, logo
[a,b] =(1—-1)e;,---eiej---ej, = 0.
Isso ocorre se r ou s pares. Assim,
[[a,b],c] =[0,c] =0.
Para o caso em que r e s sejam ambos ntimeros impares, temos que, ba = —ab e dai,
[[a,b],c] = [ab — ba,c] = [ab — (—aD), c] = 2[ab, c],

onde o comprimento de ab é igual r +s, que é par. Assim, pelo argumento dado no caso
anterior, teremos [ab, c] = 0, qualquer que seja o comprimento de c. Logo, o polindmio
[[x1,x2], x3] é uma identidade polinomial para a dlgebra de Grassmann.

Nem toda 4lgebra pode ser classificada como uma PI-4dlgebra, como serd exem-

plificado a seguir.

Exemplo 11. A dlgebra livre K(X) ndo é uma Pl-dlgebra, pois, uma vez que f é uma identidade
polinomial de K(X), com x4, --x, € K(X), acontece que f(x1,---x,) =0, logo f é o polindmio

nulo.

Definic¢ao 1.12. Um ideal I de K{X) é denominado T-ideal se é invariante por endomorfismos
de K(X), ou seja ¢(I) C I, para todo endomorfismo ¢ de K(X).

Definicao 1.13. Seja A uma dlgebra, o conjunto
Id(A) ={f e K(X)| f=0em A},
é definido como o conjunto das identidades polinomiais de A.

Observacdo 4. (i) O polindmio nulo é sempre uma identidade polinomial para A.
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(ii) f—ag éidentidade polinomial para A, se f, g sdo identidades polinomiais para Ae a € K.

(iii) fhehf sio identidades polinomiais para A, se f for identidade polinomial de A, para todo
h € K(X).

(iv) f(g1,"--,gn) é uma identidade polinomial para A, se f(x1,- - ,x,) for identidade polino-
mial de A, para todo g1, -, gn € K(X). Uma vez que f € Id(A)e gi(a1,--- ,ax) € A, com

i=1,---,n, para quaisquer a;,-- - ,a, € A.
A préxima proposi¢do resume a observagdo feita anteriormente.
Proposic¢ao 1.3. O conjunto Id(A) das identidades polinomiais de uma dlgebra A é um T—ideal.

Demonstragio. Segue da observagdo anterior que Id(A) é um ideal de K(X). Resta
mostrar que Id(A) é invariante por endomorfismos. Seja f = f(xq,---,x,) € Id(A) e

g1, ,8n € K(X). Considerando que os endomorfismos ¢ de K(X) sdo dado por

@ : K(X) = K(X)
Xi = i,

entdo, p(f) = @(f(x1,---,x0)) = fle(), -, @n) = f(g1,---,&n) = 0, Deste modo,
f(g1,--+ ,gn) € Id(A). Logo, podemos concluir que @(Id(A)) C Id(A). O

Se 8B é um conjunto gerador de Id(A) como T—ideal, dizemos que B é uma base
das identidades de A e denotamos Id(A) = (B)T

Exemplo 12. Seja A uma dlgebra comutativa (com unidade) sobre um corpo infinito, Id(A) =

<[x1/ x2]>T'

A demonstracdo deste resultado serd apresentada na segdo seguinte, pois ainda

precisamos estabelecer um resultado necessario para sua prova.

1.4 Polindmios Multihomogéneos, Multilineares e Préprios

Quando estamos manipulando com um corpo K infinito e buscamos caracte-
rizar o conjunto das identidades polinomiais de uma algebra especifica, podemos nos
concentrar apenas nos seus polindmios multihomogéneos. Se K possuir caracteristica
zero, podemos simplificar o estudo para identidades polinomiais multilineares. Nesta
se¢do, apresentaremos a justificativa para realizar essas redugdes e como elas facilitam

a andlise do conjunto de identidades polinomiais em contextos especificos.
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Definic¢ao 1.14. O polindmio f(x1, X2, ,x,) € K(X) édito homogéneo de grau k na varidvel
x; se todos os seus mondmios tem grau k em x; e denotamos por deg.(f) = k. Dizemos que
f é multihomogéneo de multigrau (deg.,(f),deg.,(f), - ,degx, (f)) se f é homogéneo em
cada uma de suas varidveis. Sendo f € K(X), a soma de todos os monomios de f com
um dado multigrau é chamado de componente multihomogénea de f. Um polindmio f é
linear na varidvel x;, se x; ocorre com grau 1 em cada mondmio de f. Um polindmio que é
multihomogeéneo e linear em cada uma de suas varidveis é dito multilinear. Jd um mondémio
linear é um elemento de K{x1,x,, -+ ,x,) da forma f(x;,Xi,, -+ ,Xi,) = Xi,Xi, - - Xi, com todos

0S i; distintoser > 1.

Definic¢ao 1.15. Denotamos por P, o espago vetorial de todos os polinomios em K(X) que sio
multilineares. Como f(x1,X2,...,X,), um polindmio multilinear nas varidveis x1,Xa, -+ , Xn,

cada varidvel aparece em cada mondmio com grau 1, tal polindmio serd sempre da forma

f(xllxz, e Xy) = Z AsX5(1) - - - Xo(n)s

0€S,

onde a, € K. Claramente, P,, tem dimensido n! e tem base
{Xg(l) - Xo(n) | (S Sn}

Exemplo 13. 1. O polindmio f(x1,X,x3) = X]X3x3 + X]x3x3 é homogéneo em x; e x3 com

degy,(f) = 4 edeg.,(f) = 1. Note também que f é linear na varidvel xs.

2. Opolindmio f(x1, X2, X3) = X3X3X3=XoX3XX3 +X3Xo X1 XX7 é multihomogéneo de multigrau
3,2,1).

3. O polindmio f(x1,X2,X3) = X1X2X3 — X2X1X3 é multilinear.
Proposicao 1.4. Seja
G x) = ) fi e KX,
i=0
onde f; é a componente homogénea de f de grau i em x;.

(i) Seo corpo K contém mais de n elementos (por exemplo, K é infinito), entdo as identidades

polinomiais f; =0, comi=0,1,---,n,segue de f = 0.

(ii) Se o corpo for de caracteristica O (ou se charK > degf), entdo f = 0 é equivalente a um

conjunto de identidades polinomiais multilineares.

As demonstragdes de tais resultados podem ser encontradas em [?], paginas
39-40.
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Definicao 1.16. Seja f € K(X). Dizemos que f é um polinémio proprio (ou comutador),

se é uma combinagdo linear de produtos de comutadores, ou seja,

f(xll T ,Xm) = Z air"'/j[xill T /xip] tee [lel T ’qu]l
com a;.. ; € K.

Assumimos que 1 é um produto de um conjunto vazio de comutadores. Deno-

tamos por B o conjunto de todos os polindmios préprios em K(X),
B,=BNK{xy---xy), m=12,---, Iy =BNP,, n=0,1,2,---,

ou seja, B, é o conjunto dos polindmios préprios em m varidveis e I', é o conjunto de

todos os polindmios multilineares préprios de grau n.

Proposicao 1.5. Seja A uma dlgebra uma Pl-dlgebra, definida sobre um corpo infinito K. Entdo,
todas as identidades polinomiais de A decorrem das identidades proprias, ou seja, daquelas
pertencentes a intersegdo Id(A) N B. Além disso, se a caracteristica de K for zero, entdo as
identidades polinomiais de A decorrem das identidades proprias multilineares, ou seja, daquelas
emId(A)NT,, paratodon =2,3,...

A demostracdo de tal resultado pode ser encontrado em [?], Proposicdo 4.3.3,
p. 42-44.

Podemos agora demonstrar o Exemplo 12, apresentado em se¢do anterior, o
qual afirma que, se A é uma algebra comutativa com unidade sobre um corpo infinito,
entdo Id(A) = ([x1, x2])".

De fato, pelo Exemplo 7, se A é uma 4lgebra comutativa, sabemos que [x1, x]
¢ uma identidade polinomial para A. Como Id(A) é um T-ideal, segue que ([x;, ] C
Id(A).

Para a inclusdo inversa, Pela Proprosicdo 1.5 podemos supor que f é f € Id(A),
um polindmio multilinear préprio. Uma vez que A é uma éalgebra unitaria sobre
um corpo infinito, suas identidades polinomiais seguem do conjunto das identidades
polinomiais préprias e multilineares, B.

Agora, note que qualquer comutador de ordem maior pode ser escrito recursi-

vamente na forma

[x1/x2/ R /xk] = [[x1/x2/ oo ka—l]l xk]'

Dessa modo, todo comutador pertence ao T-ideal gerado por [x1, x2]. Como f é uma

combinagdo linear de produtos de comutadores, concluimos que

Id(A) = (Id(A) N B)" € ([x1, x:])".
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1.5 Linearizacao Parcial

Nesta secdo, faremos uma breve andlise do processo de linearizagdo parcial de
um polindmio, o qual serd util no estudo das identidades polinomiais com involugdo

na algebra de Grassmann.

Definicao 1.17. Seja f = f(x1,...,x:) € K(X) um polindmio multihomogéneo. Para cada
i=1,...,t, consideremos um inteiro a; > 1 e tomemos as varidveis x;; € X, todas distintas, com

j=1,...,a; Definimos a linearizag¢do parcial de f como a componente multihomogénea

a az ar
f le]'/ZXZj/-”/thj ’
=1 ]:1 ]:1

e denotamos por Lin(f) o conjunto de todas as suas linearizagdes parciais.

Exemplo 14. Seja f(x1,x;) = x%xz + xzxf. Usando a linearizagdo parcial de f, tomemos a; = 2

e a = 1, e introduzimos novas varidveis x11, X1 para X1 € X1 para x,. Assim, substituimos:
X1 = X11 +X12, X2 — Xo1.
Calculamos entdo:
_ 2 2
(11 + x12, X21) = (X171 + X12) X1 + X1 (X171 + X12)°.
Expandindo os produtos, obtemos
2 _ 2 2
(x11 + X12)" = X7, + X11X12 + X12X11 + X5
Substituindo na equagdo,
— (a2 2 2 2
1 + x12,X21) = (X7 + X11X12 + X12X11 + X75)X01 + X1 (X7; + X11X12 + X12X11 + X)),
Distribuindo x»1, segue que
2 2
fen + x12, x01) = (xX3;021) + (X11X12%01) + (X12X11%021) + (X7,%21)
2 2
+ (x21x7;) + (21 X11%12) + (X1 X12X11) + (X21X7,),

e cada um dos polindmios dentro dos parénteses representa uma linearizagio parcial de f, ou

seja, pertencem a Lin(f).

O préximo resultado evidencia a importancia das linearizagdes parciais no

estudo das identidades polinomiais.

Lema 1.6. Seja A uma dlgebra com base D, K um corpo infinitoe f = f(xy,...,x;) € K{X) um

polindmio multihomogéneo. Entdo, f € Id(A) se, e somente se,

f('()l,...,vl) =0
para toda f € Lin(f) e para todos vy, ...,v; € D.

Demonstra¢ido: A demonstracdo deste resultado pode ser encontrado em [7]. |
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1.6 Identidades polinomiais da Algebra de Grassmann

Nesta secdo, descreveremos as identidades polinomiais da algebra Grassmann

e seus invariantes numéricos.

Observacdo 5. Existem vdrias relagdes entre comutadores que facitam os cdlculos, uma delas
é a sequinte:
[A, BC] =[A, B]C + B[A, C].

De fato,

[A, BC]

ABC - BCA + (BAC - BAC)
ABC - BAC + BAC — BCA
(AB — BA)C + B(AC — CA)
[A, BIC + B[A, C].

De maneira dnaloga, pode ser demostrado que [AB, C] = A[B,C] + [A, C]B.

Lema 1.7. Seja G = {([x1,x2,x3])" 0 T-ideal de K(X) gerado pela identidade polinomial
[x1, x2, x3]. Entdo os polindmios

[x1, X2][x2, x3] € [x1, X2][x3, Xa] + [x1, x3][x2, X4]
pertence a G.

Demonstragio. De fato, pela 5, temos que
[A,BC] = [A, B]C + B[A, C].
Seja [x1, x%, x3] € G. Usando a igualdade acima, obtemos que

[x1, X2, x3]

[x1,%5, %3]

[[x1, x2]x2 + x2[x1, x2], x3]

[[x1, x2]x2, x3] + [x2[x1, x2], x3]

= [x1, x2, x3]x2 + [x1, X2][x2, X3] + [x2, x3][x1, X2] + X2[x1, X2, %3] € G
Como [x1, X2, x3] € G, entdo [x1, X2, x3]x2 € G e x5[x1, X2, x3] € G. Dai,
[x1, x2][x2, x3] + [x2, x3][x1, x2] € G.
Uma vez que, [[x2, x3], [x1, x2]] = [x2, x3][x1, x2] — [x1, x2][x2, x3], podemos escrever

[x1, x2][x2, x3] + [x2, x3][x1, X2] = 2[x1, x2][x2, X3] + [[x2, x3], [x1, %2]] € G
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e, desde que [[x2, x3], [x1, x2]] € G, temos que
[x1, x2][x2, x3] € G.
Além disso, a lineariza¢do do polindmio f(x) = [xy, x][x, x;] é dada por

h(y1, y2) = f(y1 + y2) = f(y1) — f(y2) = [x1, yilly2, x2] + [x1, y2llya, x2].

o que ilustra o processo de linearizacdo utilizado. Para um melhor entendimento desse
procedimento, ver Exemplo 23.
Renomeando as varidveis concluimos que [x1, x2][x3, x4]+[x1, x3][x2, x4] pertence

aG. |
Lema 1.8. Sejam K um corpo infinito de caracteristica diferente de 2 e I um T—ideal tal que
[x1, X2, x3] € I. Entdo o polindmio

[x1, x2]x3[x2, X4] € .

Demonstragio. De fato, note que, pelo Lema 1.7 anterior, substituindo x; = x1x3ex3 = x4,
temos que [x1x3,x2][x2, x4] € I. Por outro lado, podemos reescrever [x;x3, x2][x2, X4],
usando [AB,C] = A[B,C] + [A, C]B,

(x1[x3, x2] + [x1, x2]x3) [x2, X4]

[x1x3, x2][x2, x4]

x1[xs, x2][x2, x4] + [x1, X2]x3[ X2, X4].

Usando novamente o Lema 1.7, obtemos que x[x3, x2][x2, x4] € I, entdo segue
que [x1, x2]x3[x2, x4] também pertence a I, como queriamos.

O

Teorema 1.9. Seja char(K) = 0 e E a dlgebra de Grassmann de um espago vetorial de dimensdo

infinita. O T-ideal T(E) é gerado por [x1, X2, X3].

Demonstragio. Segue do Exemplo 10 que [x;, X2, x3] é uma identidade para E, portanto,
[x1,x2,x3] € T(E), dai G C T(E), onde G = {[x1, x>, x3])".

Para completar a prova, precisamos provar a inclusdo contraria. Primeira-
mente como E é uma algebra unitadria sobre um corpo de caracteristica zero, entdo as

identidades polinomiais de E seguem das identidades multilineares préprias. Entdo,
B(X)
B(X)NG’

Agora, como [x1,%,x3] € G, temos que [xy, -+ ,x] € G, para todo s > 3.

considere f € um polindmio multilinear préprio.

Além disso, pelo Lema 1.7, temos que [x;,, x;,1[x};, x;,] = —[x;,, xj,1[x},, xj,]. Logo, como
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[x;,x;,] = —[x},,x,], concluimos que, f pode ser escrito como combinagéo linear de
polindmios do tipo

[lelij] e [ijIn—l’xj2n1]’
onde j; <--- < joy,comm=0,1---

B(X)
BXX)NG’

proprios em K(X) é gerado por

Assim, o conjunto onde B(X) é o conjunto de todos os polindmios

B = {lxi,, xi,)[xiy, xi,] - - - [xiy_, X ] | 11 < -+ <in, parak=0,1,---}

Por outro lado, note que se f = ), a;m; € T(E) com m; € B, entdo a; = 0 para
todoi=1,2,---. Defato,comoi; < --- < iy podemos assumir ), a;m; multiinear e desta
forma f(x;,, -+, xi,) = alxi, x,[xi, 3,1 - - [xi,,_,, Xi,, ]. Fazendo x;, = ¢;, paral =1,--- 2k,
obtemos f(e;,, - ,e,) = a2 ---e;,, como f € T(E) temos a;2%; ---e;, = 0. Logo
%. Portanto, G = T(E), como
querfamos demonstrar. O

a; = 0. Logo, B é linearmente independente em

1.7 Algebras com Involugio

Neste secdo, estudaremos involugdes, os conceitos bdsicos sobre uma algebra
com involugdo, faremos a construgdo da dlgebra livre com involugdo com a intengdo de
apresentar os conceitos de identidades e polindmios centrais com involu¢do. Em todo
o capitulo, K denotara um corpo de caracteristica diferente de 2 e, a menos de mengdo

contraria.

Definicao 1.18. Uma involugdo em uma dlgebra A é uma aplicagio » : A — A dada por

a — a* tal que, para todos a,b € A, valem:
1. (@) =a,
2. (a+b)y =a+0,
3. (ab) = ba".

Por * denotamos uma involugio de uma &lgebra. Algebras com involugio
formam uma classe, e essas algebras sdo chamadas *-4lgebras sobre um corpo K. De-
notamos o par formado pela dlgebra A e a involugdo * por (A4, *).

Sendo A uma algebra associativa com unidade e * uma involugdo em A, temos
as seguintes observagdes:

a)1*=1.
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De fato, se 1* = g, entdo, pelo item 1 da Defini¢do 1.18, 1 = a*, e pelo item 3,
segue que

l=a=@-1))=1"-a=a-1=a.

b) Se u € A é invertivel, entdo (u7!)* = (u*)7L.
De fato,

uwehy s@tuy=1T=1=u"-@w)",

como queriamos.

Note que uma involuc¢do * é uma transformacdo linear se, e somente se, *
restrita ao corpo K é a aplicagdo identidade. Como o centro de uma &lgebra, Z(A), é
uma subdlgebra de A, denotamos Z(A,*) = {a € Z(A) | a* = a}

Exemplo 15. Se A é uma dlgebra comutativa, entdo a aplicagio identidade é uma involugio

sobre A, dita involucdo trivial.

Definicdo 1.19. Uma involugio + que é uma transformagdo linear é dita do primeiro tipo,

caso contrdrio, é dita do segundo tipo.

Exemplo 16. Considere a aplicacio t : M,,(K) — M,,(K), definida por t(A) = A" (transposta da
matriz A). Temos que t é uma involugio do primeiro tipo em M, (K), e é chamada de involugio

transposta.

Exemplo 17. Considerando M,(C) uma C-dlgebra, temos que * : M,(C) — My(C) definida

por
* - -
Z1 2 _ Z1 Z3
[23 24]_(2_2 2_4)’
em que z; é o conjugado do niimero complexo z;, é uma involugdo do sequndo tipo.

Exemplo 18. Construiremos um exemplo de involugdo * para a dlgebra de Grassmann E.

Considere, 1" = 1 e para cada gerador e; de E,

. { e, seiépar,

e. =
1 ¢ s
—e€;, Seleimpar.

Para um elemento bdsico de comprimento > 2, v = ee;, ---e;, € [ (base sem 1),

n
definimos

v=¢ e 6.

Agora, como * estd definida em toda a base B de E, estendemos + para toda a dlgebra
E de forma linear. Portanto, + é um exemplo de involugdo do primeiro tipo para a dlgebra de

Grassmann E.
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De fato, considere v = e;e;,---¢;, e u = e¢jej,---¢j,. Para mostrar o item 1. da
Definicdo 1.18, para o caso n = 1, temos um gerador v = ¢;. Pela defini¢do da involucao,
se i é par, entdo

@) =(e) = (&) =e =v.

Se i é impar, obtemos
() =€) = (-e) = ¢ = ~(~e) =e = v.

Para o caso geral, seja v = ¢;¢;, - - - ¢;,. Pela defini¢do da involugdo, temos:

v*ze*e* .. *

- €. ce. .
In " Ip—1 I

Aplicando a involu¢do novamente, obtemos:

(vx—)x— — (e* e* .. .e;)x—.

In "Ip—1

Note que, pelo caso n = 1, a involugdo aplicada duas vezes a um tnico gerador e;
resulta em ¢;, independentemente de i ser par ou impar. Dessa forma, ao aplicarmos
a primeira involu¢do em v, obtemos e;.¢;, , ---¢;, possivelmente com um sinal. No
entanto, qualquer troca de sinais introduzida na primeira aplicagdo serd cancelada na
segunda.

Além disso, como a involugdo inverte a ordem dos fatores a cada aplicacdo, a
segunda aplicacdo reverte a ordem de volta para a configuracdo original, restaurando

a sequéncia e; e;, - - - €;,. Assim, concluimos:
(©) =ejei,---€, =0.

Para o item 2., a propriedade segue diretamente da construcdo da definicao.
Como a aplicagdo * foi estendida por linearidade a toda a 4lgebra E, temos que, para

quaisquer elementos u,v € E, vale
u+ov) =u" +7.

Por fim, para o item 3., temos

(u-v)y = (eje e, e, --e,)

(eln M elzelle]m M 6126]1

(ei” . e eizei]) . (e]m e ejzej1

* *

(el1elz o .ein)* : (6]16]2 e .ejm)* =0 -u.
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Note que, (E, *) é uma involugdo do primeiro tipo, isto é, * ¢ uma transformacgdo
linear. De fato, pelo item 2., garantimos que (1 + v)* = u* + v*. Da mesma forma, como
a defini¢do de * foi estendida por linearidade a partir da base da &lgebra, segue que,
para todo @ € Ke u € E, temos

(au)" = au’.

Definic¢do 1.20. Dizemos que um elemento a € (A, *) é simétrico se a* = a e é antissimétrico

sea’ = —a.

Assim, denotamos por A" = {a € A|a" =aleA” ={a€ Al|a = —a} os
subespacos de A dos elementos simétricos e antissimétricos, respectivamente. Deste
modo, temos que A* N A~ = {0}, uma vez que a caracteristica do corpo é diferente de 2.

Com isso, podemos escrever A = A* @ A™. De fato, calculando

@+a)y=a+a"=a+a=a+a

@a-a)Yy=a-a"=a-a=-(@a-a).

(a+a*) + (a—a*)

concluimos quea +a* € A" ea—a" € A~. E como char(K) # 2, segue que, a = —; 5

para todo a € A. Portanto, A = AT ® A™.

Definic¢ao 1.21. Uma fungio ¢ : (A, ®) — (B, o) é um homomorfismo de dlgebras com

involugdo (ou *-homomorfismo) se @ for um homomorfismo de dlgebras e, para todo a € A,

P(a°) = (p(@a)°”.

Duas dlgebras com involugdo (A, ®), (B, o) sio ditas isomorfas, e escrevernos (A, ®) =

(B, 0), se houver um *-isomorfismo ¢ : (A, ®) — (B, o), ou seja, um +-homomorfismo bijetor.

1.8 Algebra Livre com Involucio

Sejam X = {x, X, } e X" = {x], x5, -} dois conjuntos infinitos enumeraveis e
disjuntos. A dlgebra associativa livre unitdria, livremente gerada por X U X* é escrita
como K(X U X*). Seja o uma involugdo sobre essa algebra.

Onde para os geradores, temos que 1° = 1,x7 = x e (x7)° = x;. Em um mondmio

qualquer v = wyw;, - - -wy,, onde w; € X U X*, defina
0° = (Wiwy - Wy)” = (wy)° -+ - (w2)°(wn)°,

e estenda o para toda a dlgebra K(X U X*) de forma linear. A fim de evitar confusao,

denotaremos o = *. Os elementos de K(X U X*) sao chamados de *-polindmios.
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Definic¢ao 1.22. Seja (A, o) uma dlgebra com involugdo. Um polindmio f € K(X U X*) é dito
ser uma *-identidade polinomial (ou identidade polinomial com involugdo) para (A, o)
se f pertence ao niicleo de todo +-homomorfismo ¢ : K{X U X*) —A. Denotamos por Id(A, o) o

conjunto de todas as +-identidades polinomiais de (A, o).

Proposicao 1.10. Sejam (A, o) uma dlgebra com involugio e f = f(xy,x7,* , Xy, X;,) €

K(X U X*) um polindmio. Entdo f € Id(A, o) se, e somente se,

f(alla;/ e /an/a:;) = 0/
para todos ay, -+ - ,a, € A.

Demonstragdo. Suponha que f = f(x,x], -+, X, X;) € Id(A,0) e sejam ay,--- ,a, € A.
Tomemos uma aplicagdo X U X* — A que levax; = a;e x] — a}, paratodoi=1,--- ,n.
Como K(X U X*) é associativa livre, essa aplicagdo se estende a um homomorfismo
@ : K(XUX") = A, que também é um *-homomorfismo. Como ¢ é um *-homomorfismo,

temos que

§0(f) = (P(f(xlfx;' e ,xn,x;)) = f(go(xl)/ (P(x;)/ T ,§0(Xn), (P(x:l)) = f(alra;/ Y 122),

mas, por hipétese, f € Id(A, o). Logo, ¢(f) = 0.
Por outro lado, se ¢ : KX U X*) — A é um *-homomorfismo qualquer, e

a; = ¢(x;), entdo a;? = @(x;)° = (p(xlf), e assim,

O = f(alla;/"' /an/a:l)
= f(@(xl)/ (P(x;)/ Tty qo(xn)/ (P(x:l))
= (f)(f(xllx;/' Xy x;))/
ou seja, f € ker(p), e portanto, f € Id(A, o). Assim, segue o resultado. m]

Apesar da caracterizagdo construida acima, para o estudo das *-identidades
polinomiais e dos *-polindmios centrais de uma dlgebra com involugdo, definiremos os
polindmios de uma forma mais conveniente. Sejam Y = {y1,1,---} e Z = {z1,2,---},

dois conjuntos enumeraveis infinitos, onde
Vi=Xi+X ez =x;i—X;,

para todoi > 1. Note que cada y; é um elemento simétrico, e que cada z; ¢ um elemento
antissimétrico, e podemos considerar a algebra livre unitdria K(Y U Z), livremente
gerada por Y U Z. Assim, K(X U X*) = K(Y U Z), e, a partir de agora, utilizaremos essa

construgao.
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Lema 1.11. Se ¢ : (K(Y U Z),*) — (A, o) é um »-homomorfismo de dlgebras, entdo ¢ leva
elementos simétricos de K{Y U Z) em elementos simétricos de A e elementos antissimétricos de

K{Y U Z) em elementos antissimétricos de A.

Demonstragio. Seja f € K(Y U Z) simétrico, entdao f(y1,---,y)" = f(y1, -+, Yn). Assim,
o(f(y1, -, yn)) = @(f(y1," - , Yn)). Como @ é um »-homomorfismo de algebras, temos
que @(a*) = (p(a))°, Va € A Dai,

(P(f 1,y = @(fyr, - yn)) = o(f (Y1, yn)) = (),

que é simétrico em A. De maneira andloga, mostramos para ¢(f) antissimétrico.

O

Proposicdo 1.12. Se ay,4a, ... sdo elementos simétricos de A, uma dlgebra com involugdo e
b1, by, - -+ sido elementos antissimétricos de A, entdo existe um *homomorfismo de dlgebras
@ (K(YUZ),*) = (A, o) tal que ¢(y;) = a; e ¢(z;) = b;, para todo i > 1.

Demonstragio. Considere a aplicagdo ¢ : YU Z — A, tal que y; = a; e z; = b;. Como
a algebra K(Y U Z) é livre, a aplicacdo ¢ pode ser estendida a um homomorfismo de
algebras

p:KYUZ)— A.

Falta mostrar que ¢ é um *-homomorfismo, ou seja, que @(f*) = (¢(f))°. De

fato, para o caso simétrico, temos que y: = y;ea; = a; entdo

o) = oyi) = aie (y:)° = a; = a;.

De maneira andloga, mostramos para o caso antissimétrico.

O

Proposicao 1.13. Um polinomio f = f(x1, -+, x5, Y1, , Ym) € uma *-identidade polinomial
para a »-dlgebra A se, e somente se, f(a1,- -+ ,a;,b1,- -+ ,by) = 0, para quaisquer a,,--- ,a; € A*
eby,---,b,€A.

Demonstragio. Seja c¢; € (A,*), podemos escrever ¢; = a; + b;, onde a; = a; e b = —b;.

Suponha que, [ > m. Entdo, considere o seguinte homomorfismo
¢ K(Z,%) = (4,%)

(Zi +Z;)/2 =X; > a;

(zi—Z)2=y;i > b;.
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Por hipétese, f é uma *-identidade polinomial, entdo

0

U@, X Y1, Ym))
f((P(xl)/ Tty (P(xl); (P(]/1), Tty (P(ym))
f(al/ «oo L ay, by, /bm)/

para quaisquera; € AT eb; € A™.
Agora reciprocamente, suponha que f(ay, -+ ,a;, b1, ,by) = 0 e considere um
+-homomorfismo qualquer
¢ K(Z,*) — (A,*)

tal que
1= 5 + 9(E) = 5+ ) = pLx)

e, analogamente temos que, b; = ¢(y;). Segue que

floG), -, o), (1), -+, P(Ym))
f(all"' ’al’bll... ’bm)
= 0.

p(fxa, - x50, Ym)

Portanto, f € Kerg para qualquer *-homomorfismo ¢, ou seja, f é uma #-identidade

polinomial para a *-algebra A. m|

Exemplo 19. Seja UT, munida da involugdo + dada por:

ab) [cb
HE,
Observe que {1, e12} forma uma base para UT; , enquanto {ey1 — ex} forma uma base para UT .
Assim, [y1, y2] € Id(UTy, *), pois, se a1 = aq + aze12 € Ay = a3 + auern sAo elementos quaisquer
de UT5, temos
[a1,a2] = [a1 + azery, az + agern] = [azery, asern] =0,

e [z1,22] € Id(UT,, *), pois, se by = a1(e11 — ex) € by = an(e1r — ex) sdo elementos quaisquer de
LITz‘ , temos

[b1, b2] = [a1(e11 — e22), az(e1r — ex)] =0

e assim, o resultado segue da proposigdo anterior.

Definicao 1.23. Considere o par (A, *) uma dlgebra com involugdo, dizemos que um ideal I de

A éum *-ideal se a* € I, para todo a € I.

Definicao 1.24. Um =-ideal I de K{Y U Z) é chamado de T(+)-ideal se ¢(I) C I para todo
+-endomorfismo ¢ de K(Y U Z).
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Definicdo 1.25. Se S C K(Y U Z), entiio o T(*)-ideal gerado por S, denotado por (S)T®), é a

intersegdo de todos os T(+)-ideais que contém S.

Note que (S)T® é o menor T(*)-ideal que contém S. Quando S é finitoe I = (S)T®),

dizemos que I é finitamente gerado.

Lema 1.14. Dado um subconjunto S C K{Y U Z), 0 T(*)-ideal (S)T® é o conjunto formado por

todas as combinagoes lineares de polindmios da seguinte forma:

gOf(hll' o /hmlwll' v /wn)glz

Onde f(ylr"'/ymlzlr"'rzn) € SV S*/ g()/gl € K<YUZ>/h1//hm € K<YUZ>+ e
Wy, -, w, € KKYUZ).

Demonstragio. Conside W como o conjunto formado por todas as combinagdes lineares
definidas acima. Mostraremos que W = (S)T®

Para mostrar W C (S)T®, como (S)T® ¢ um ideal, é suficiente verificar que cada
f(hll U /hml Wy, /wn) € <S>T(*)

Lembremos também que (S)™® é um =-ideal, logo, se f(y1," "+, Ym, 21, ** ,Zn) €
SU S, segue que f(y1,** , Ym,z1," "+ ,Zn) € (SYTV.

Agora, pela Proposigao 1.12, existe um *-endomorfismo ¢ : K{YUZ) — K(YUZ)
tal que @(y;) = hj paratodoi=1,--- ,me ¢(z;) = wj, paratodo j=1,--- ,n. Como (S)™

é fechado por *-endomorfismos, segue que

(P(f) = f(hll T /hml Wy, /wn) € <S>T(*).

Para a inclusdo contréria, é suficiente provar que W é um T(x)-ideal. Entao,
precisamos mostrar que W é um *-ideal e que é invariante por *-endomorfismos de
K(Y U Z). Claramente W é um ideal, agora, para provar que é fechado pela involugéo,

basta verificar que p* € W, onde p é um polindmio da forma

p= gof(hll"' s Moy W1, -+ /wn)gl-

Considere ¢ o *-endomorfismo de K(Y U Z) tal que ¢(y;) = h; e ¢(z;) = w; para

todo i, j. Temos que

pro= (of(hy, - hy,wy, - w,)81)
$1(P(f))' 8o

§19(f)8o

= g]f*(hl,"' Ly, W, /wn)ga cW.
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Agora, para mostrar que W é fechado por *-endomorfismos de K(Y U Z), pre-

cisamos mostrar que, se
P = gOf(hl/' o /hmlwl/ e /wn)gl/
entdo @(p) € W, para qualquer *-endomorfismo ¢ de K(Y U Z). Note que ¢(h;) €
KYUZ)" paratodoi=1,--- ,me @(w;) € K{YUZ)” paratodoj=1,---,n. Assim,
qo(p) = QD(gOf(hll e /hml w1, /wn)gl)

(P(go)(P(f(hlf e /hml w1,y wn))@(gl)
(P(gO)f((P(h1)/ Tty (P(hm)/ (P(wl)/ Tty (P(wn))(P(gl) € Vv/

e portanto, W é um T(x)-ideal. O
Agora vamos ao estudo dos *-polindmios centrais.

Definicao 1.26. Dizemos que f(y1, -+ , Ym, 21, - ,2n) € KY' U Z) é um polindémio central
com involugdo (ou *-polinémio central) para uma dlgebra com involugio (A, o) se, para

quaisquer ay,--- ,a,, € At eby,--- ,b, € A7,
f(all' o lam/blr e /bn) € Z(A)
Denotamos por C(A, o) o conjunto de todos os *-polindmios centrais de (A, o)

Assim como no caso ordindrio, temos que Id(A, o) + K € C(A, o), e dizemos que
esses sdo os *-polindmios centrais triviais. Dada uma algebra com involugdo (A, o),

temos interesse em descobrir se existem *-polindmios centrais néo triviais.

Exemplo 20. Seja UT, com a involugdo simplética s dada por

abs_c—b
0 ¢ _Oa

Entdo f(y1) = y1 é um +-polinomio central para UT,, quando char(K) # 2.

De fato, Dado Y; € UT; um elemento simétrico , temos que Y] = Y é preser-

o7

segue que, a = ce b = —b, obtendo b = 0. Assim,

a 0 10
Y1: =da ,
01

0 a
Como Y; é um mdltiplo da identidade, claramente comuta com quaquer g € UT5.

vado pela involugdo. Dai

Portanto, f(y1) = y:1 € um *-polindmio central de UT5.
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Definicao 1.27. Seja V um subespago vetorial de K{(Y U Z). Dizemos que V é um T-espago
se, para todo endomorfismo ¢ de K(Y U Z), temos ¢(V) C V. Analogamente, considerando
a estrutura adicional de involugdo, V é chamado de T(+)-espago se ¢(V) C V para todo
+-endomorfismo ¢ de K(Y U Z).

Note que, um T(+)-ideal é um conceito mais forte que um T(*)-espago. Além
de ser um subespaco vetorial fechado sob substitui¢des de varidveis, ele também deve
ser fechado sob multiplicagdo por qualquer polindmio em K(Y U Z). Em resumo, todo

T(*)-ideal é um T'(*)-espago, mas nem todo T(x)-espago é um T'(*)-ideal.

Exemplo 21. Seja (E,*) a dlgebra de Grassmann com a involugdo * dada no Exemplo 18.
Considere f(x1,x2) = [x1,X2] = x1X2 — Xpx1, um polindmio central em (E,*), e seja g(x3) = x3

em K(Y U Z). Agora, analisando o produto
h(x1,x2,x3) = f(x1,%2) g(x3) = [x1, x2] x3.
E substituindo os geradores x; = e1, X, = ey, X3 = e3, temos
h(e1, e2,€3) = [e1,e2] €5 = (€162 — e261)e3 = 2 eq0263.

Note que ejeses é um elemento de comprimento impar e, portanto, ndo pertence ao centro de
(E,*).
Concluimos que a multiplicagiio de um polindmio central por um polindmio arbitrdrio

nem sempre resulta em um polindmio central.

Assim como no caso das *-identidades polinomiais, C(A, o) sempre é um T'(*)-
espaco, e um dos problemas na 4rea de Pl-dlgebras é tentar descrever o conjunto de
+-polindmios centrais para uma dada algebra com involucdo (A, o). Assim, segue a

seguinte definicado:

Defini¢do 1.28. Se S C K(Y U Z), entio o T(»)-espago gerado por S, denotado por (S)T5%), ¢
a intersegdo de todos os T(+)-espagos que contém S. No caso sem involugio, o T-espago gerado
>TS

por S, denotado por (S)">, é definido como a intersegio de todos os T-espagos que contém S.

Definic¢ao 1.29. Um polindmio f(y1, -+, Ym,z1," - ,2u) € KY U Z) é dito ser Y—proprio se

for uma combinagdo linear de polindmios da forma

r1 T,
Zl [ ZnnC1C2 ce Ct/

onde n,t > 0,r1,---,r, 2 0ecy, - ,c0 € KCY U Z) sdo comutadores de comprimento > 2.

Denotamos por B o conjunto de todos os polindmios Y —proprios.
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Proposicao 1.15. Se K é um corpo infinito de caracteristica diferente de 2 e H um T(+)—ideal,
entdo H é gerado (como T(+)—ideal) por seus elementos Y —proprios multihomogeéneos. Se K for

de caracteristica zero, H é gerado por seus elementos Y —proprios multilineares.
Demonstragio. A demonstracdo é similar a encontrada em [2], Prop. 4.3.3.(ii) O

Exemplo 22. Seja (E, @) a dlgebra de Grassmann sobre K um corpo de char(K) = 0, com a
involugdo ¢. Considerando H = Id(E, @), o T(+)-ideal das *-identidades polinomiais de E. Pelo

Teorema 3.1, resultado serd demonstrado no Capitulo 3, temos que

Id(E, @) =[y1 +z1, Y2 + 20, Y3 + Z3]>T(*)f

sendo o polindmio [y1 + z1, Y2 + Zo, Y3 + z3] Y-proprio e multilinear. Assim, H é gerado, como

T(+)-ideal, por seus elementos Y-prdprios multilineares.

Proposicao 1.16. Seja K um corpo infinito de caracteristica p > 2. Se H é um T(*)—espaco,
entdo H é gerado, como T (+)—espago, por seus elementos multihomogéneos f(y1,-++ , Ym,z1,"** ,Zn)

€ H de multigrau (p™, - - ,pam,pbl, e ,pb"), onde a;, bj > 0 para todos i, j.

Demonstragido. A demonstracdo deste resultado pode ser encontrado em [7], Proposigdo
1.4.5. O

Agora, estenderemos os resultados da segdo de Linearizagdo Parcial para o

contexto de involugdes.

Definigao 1.30. Seja K um corpo infinito de caracteristica diferente de 2, e seja

f=f, - Ymz1,...,20) € KY U Z) um polindmio multihomogéneo. Dados a; > 1 para
i=1,...,mec; > 1parai=1,...,n, consideremos varidveis distintas y;; parai =1,...,m,
j=1,...aezjparai=1,...,n,j=1,...,c.

Uma componente multihomogénea de

m [ C1 Cn

f Zylj,...,Zymj,Zzlj,...,Zznj

j=1 j=1 j=1 j=1

é chamada de uma yz-linearizagdo parcial de f, e denotamos por Lin,.(f) o conjunto de todas

as yz-linearizagoes parciais de f.

Exemplo 23. Seja o polindmio f(y1,Y2,21) = Yiza+ 122 € K(YUZ). Escolhendoay = 2,a, = 2

e c1 = 2, tomamos novas varidveis distintas 11, Y2, Y21, Y22, 211, 212 Assim, substituindo:
Y1 = Y1 +VYi2, Yo=Y +Yme zyp — 211t 21y,
obtemos a expressdo:

fyin + Y2, Yor + Y2, 211 + 212) = (Y11 + y12)2(211 + z12) + (Y21 + Y22)(z11 + 212)2-
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Expandindo (y11 + y12)?, obtemos

(y11 + y12)2 = y%l + Y1iYi2 + Y2y + yfz

Multiplicando por (z11 + z12), tem-se

2 2 2

(Y1 + v12)“(z11 + z12) = (y3; + yuyiz + Yoy + y3) (211 + z12)
2 2

= Y1121 + Y11Z212 + Y11Y12Z11 + Y11Y12212

2 2
+ YioY11Z11 + Yi2Y11212 + Y211 + Y212

Expandindo a outra parcela (z11 + z12)*
2_ .2 2
(z11 + z12)” = 277 + ZnzZ2 + Z12zZ1 + 2z,
E multiplicando por (Y21 + Y22), segue que

2 2 2
(Y21 + Y22)(z11 + 212)” = (Y21 + Y2)(23; + z11212 + 212211 + 27,)
2 2

= Y2127 + Y21Z211Z12 + Y21212211 + Y2127,

2 2
+ Y2271 + Y22Z11Z12 + Y22Z12Z11 + Y22275-

Reunindo os resultados anteriores, obtemos as sequintes yz-linearizagoes parciais de f:

yizu, %1212, Y11Y12Z11,  Yi1Yi12Z212,
YioY11Z211,  Y12Y11212, ]/%2211, ]/%zzu,
]/212%1, Y21Z11212, Y21Z212211, y21Z%2,
yzzzflz Y22211212,  Y22212211, yzzzfz-

Portanto, o conjunto Lin,,(f) contém todos esses mondmios.
De maneira andloga ao Lema 1.6, podemos estabelecer o seguinte resultado.

Lema 1.17. Sejam K um corpo infinito de caracteristica diferente de 2, A uma dlgebra com
involugdo =, B* uma base para A*, B~ umabasepara A~ e f = f(y1,-++ , Ym,21,",2n) € K{YUZ)

um polindmio multihomogéneo. Entdo f € Id(A, *) se, e somente se,

f(vll"' , 01, W1, /wk) =0

para todo f(yl,--- Y121, ,2) € Ling(f),v1,--- ,v, € BT ewy, -+ ,wx € B".

Demonstragio. A demonstragdo deste resultado pode ser encontrada em [7], Lema 1.5.3.
O

Lema 1.18. (Regev, 1991) Sejam K um corpo infinito de caracteristica p > 2 e E’ a dlgebra de

Grassmann sem unidade. Entdo xV € Id(E"). Em particular, x € C(E).
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Demonstragio. Considere ¢ € E’ um elemento qualquer, podemos escrevé-lo como

combinacdo linear de elementos da base,

k
g= Z a;w;,
i=1

onde a; € K e w; € B". Segue que

k P

gp — E a;w; = E ail e aipwil e wip.

i=1 1<y, ip<k
Se k < p, ao menos dois w; em cada produto w;, - - wj, sdo iguais, resultando
em zero na dlgebra de Grassmann e dai g" = 0.

Se k > p, note que

gp = Z ail v al.p up(wil v wip),

1<iy - ip<k

onde
Up(xiy -+ x3,) = Z Xo(1) " Xo(p)-

0€S)
Assim, temos que verificar que U,(w, - - - w;,) = 0.Se w; # w; sdo dois elementos

de comprimento impar, entdo segue que
ZUinUj :3-—Z0ijUi

para qualquer b € E. Portanto, as parcelas vao se anular duas a duas, resultando em
Up(wi, - -~ wj,) = 0.

Agora, se apenas um dos elementos envolvidos possui comprimento impar e
os demais tém comprimento par, entdo os elementos de comprimento par comutam
com o de comprimento impar. Por outro lado, se todos os elementos tém comprimento
par, eles comutam dois a dois. Para mais clareza, ver Observacdo 3. Em ambos os casos
temos

Uy(wi, -+~ w;,) =0 = plw;, -~ w;, =0,

ja que K tem caracteristica p. Logo, segue que ¢’ = 0.

Em particular,se g =a+ g;,coma € Ke g € E,

powrsr =L [ | gz
pois char(K) = p, como a € Ke K C C(E), temos que x* € C(E) O

O préoximo resultado nos serd atil no Capitulo 4 estudo dos polindmios centrais

de E em caracteristica positiva.
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Lema 1.19. Se K é um corpo infinito de caracteristica p > 2, entio

(x12x2) — xlx} € Id(E).

Demonstragio. Sejam g1 = aq + hy, § = a + hy,onde ay, a0 € Ke hy,hy € E',onde E' éa

algebra de Grassmann sem unidade. Entdo ¢19» = aja, + h3, onde h; € E’, segue que
(8182) — &h¢h = (a1 + I3 — (o1 + ) (a2 + ho )P

Como, K é um corpo infinito de caracteristica p > 2, temos
(£182) — g’fg’; = (1a2)l + (h3)’ — (a’; + h’{)(a’i + hZ)-

De hy,hy e hs € E’, e usando o Lema 1.18, temos que

(8182) — 185 = () — (a))(a) = dfal — (a))(a}) = 0.

Teorema 1.20. Sejam K um corpo infinito com caracteristica p > 2,

-1 -1
q(x1,x2) == xr; [xl,xz]x§ p

eparacadan > 1,

Gn = Gn(X1, -, X2n) = q(x1, X2)q(X3, X4) = - (X201, X20)-

Entdo

C(E) = ({x1[x2, x3, xa], x5, xbgq, | m > 1})75.

Mais ainda, C(E) ndo é finitamente gerado como um T—espago.

Demonstragio. A demonstracdo deste resultado pode ser encontrada em [6], pagina
141. O
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Capitulo 2

Involucdes na Algebra de Grassmann

Neste capitulo serdo introduzidos conceitos e resultados sobre involugdes da
algebra de Grassmann, estrutura em que diversas involugdes distintas sdo possiveis,
com o objetivo de fornecer ao leitor ferramentas para entender a simplificacdo feita ao

estudarmos apenas um tipo de involugao.

2.1 Involug¢des em E

Nesta secdo usaremos as seguites notagdes: Consideraremos E e E’ as dlgebras
de Grassmann unitdria e ndo unitaria, respectivamente, com o seguinte conjunto infinito

de geradores {&;, &y, &3, . ..}, onde B’ é base E’ formada pelos elementos
& =2Ciliy--- Sy,
coml<i <ip<...<iyenquanto B = B’ U {1} é uma base de E. Além disso, dado um
elemento & = &; &, ... &;, € B’, dizemos que k é 0 seu comprimento.
Lema 2.1. Seja ¢ é uma involugio em E. Entdo temos as seguintes afirmagoes:

1. p(&) € E',paratodo j=1,2,...

2. Seu € B’ tem comprimento k, entdo ¢(u) é dada como uma combinagdo linear de elementos

de E’ de comprimento maior ou igual a k.

Demonstragio. 1 : Como ¢(0) = 0 e os &; sdo geradores de E, sabemos que &;&; = 0.
Escrevendo ¢(&j) = aj + uj, com a; € Keu;j € E, segue que
0 = @(&))
= @(&)eE))
= (0(] + Z/l])(O(] + 1/[])

= ai+u,
37
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onde u = 2aju; + u? € E’. Assim, (x? =0, isto é, a; = 0 e portanto (&) € E'.

2:Sejau = & éy, -+ &, entdo

p(u) = @(&i iy -+ &i) = P(&) -+ (i) P(Eiy)-

Pelo item anterior, ¢(1) é uma combinagdo linear de elementos de E’. Note que, se
u,v € B’ possuem comprimento m e n, respectivamente, segue queouu-v =0ouu € B’
com comprimento m + 1, uma vez que produtos de geradores iguais em E’ é igual a
zero e para geradores diferente, ap6s fazer a justaposi¢do, obtendo comprimento m +n

. Portanto, ¢(u) tem comprimento maior ou igual que k. m|

Observacdo 6. Seque pelo Lema 2.1, que para ¢ uma involugdo qualquer em E, que

(o]

p(&)) = Z a;i&;i + ¢j,

i=1

no qual c; é combinagdo linear de elementos da base B’ com comprimento > 2,a;; € K com

somente uma quantidade finita deles nio nula.

Defini¢ao 2.1. Seja L o espago vetorial gerado por {1, &y, - - - }. Definiremos uma trasnformagio

linear ¢; : L — L, operando na base da sequinte maneira:

[ee]

Pi(&)) = Z a;ié;.

i=1

Lema 2.2. A transformacio linear @, mencionada acima é um isomorfismo linear.

Demonstragio. Precisamos provar que ¢; é bijetora. Para a sobrejetividade é suficiente
provar que &; € @i(L), para todo j. Note que, pela Observagao e defini¢do anterior, se
u € L, entdo @(u) = ¢i(u) + ¢, no qual ¢ é combinagdo linear de elementos da base B’

com comprimento > 2. Agora, para um dado ¢, sabemos que

oo

P(&)) = Z ;& +¢j,

i=1

no qual c¢; é combinagdo linear de elementos da base B’ com comprimento > 2, e

consequentemente,
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&= p(p(&)))

Il

)
—
.Mg

£

o

+

O
——

= Y (&) + p(c)
=1
= ) @(@i&) +e) + (o)

[o¢]

@1 [i 041']'51'] + Z ajici + @(c;)

i=1 i=1

(Pl[ 041']'51'] +c
im1

no qual ¢ = Y72, ajjc; + ¢(c;) é combinagdo linear de elementos da base B’ com compri-

(o) (i OéijEiJ =<
i=1

[>1s

mento > 2, isto é

Logo, ¢; é sobrejetora.

Para a injetividade, suponha ¢;(1) = 0, com u € L. Daitemos que ¢(u) =
pi(u) +c =ceu = @(pu)) = @(c). Porém, pelo item 2 do lema anterior, obtemos que
@(c) é uma combinagdo linear de elementos da base B’ com comprimento > 2, enquanto

u € L, isso s6 é possivel se u = 0. Logo, ¢; é injetora. m|

A seguir, construiremos uma involugdo para E a partir de ¢;, estendendo esta
transformacao linear para a dlgebra E, mantendo a mesma notagao ¢;. Para realizar essa

extensdo, definimos os valores da funcao sobre os elementos da base: estabelecemos
pi(l)=1lese&; &, &, €,

Qi1(&i iy -+ &) = @i(&) - @i En)pi(En).

Dessa forma, concluimos a extensdo de ¢; de maneira linear para qualquer

elemento de E.
Lema 2.3. A transformacio linear ¢, : E — E definida anteriormente é uma involugdo.

Demonstragido. Como ¢; é uma transformacdo linear, precisamos provar apenas os itens
1 e 3 da Definigao 1.18.
Comecaremos pelo item 3. Temos que mostrar que @;(a - b) = ¢i(b) - p(a), para

todo a,b € E. Uma vez que, ¢, é, por defini¢do, linear, podemos considerar a,b € B,
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base de E. Note que, como definimos ¢;(1) como sendo 1, paraa = 1 oub = 1,
temos ¢;(1 - b) = @i(1) - i(b) é claro o resultado. Considere agora a = &;&;, &, €
b=¢&&,-++&,-Seab #0,entdoab = & &, -+ &;,&,&), - -+ &, e segue que

§01(5i15i2 T 5:;,,5]'15]'2 e 5]‘")
Pi(&j) &P )Pi(&,) - i) pi(Er)
Pi(b) - pi(a).

@i(ab)

Sea-b=0,entdo &;, = ¢;. De fato, como a,b € B = B’ U {1}, base da édlgebra de
Grassmann, o produto de dois elementos de B’ ou resulta num novo elemento da base

ou ¢ zero. Dai, temos que
Pi(ab) = ¢i(0) =

Por outro lado, com ¢;, = &, entdo ¢(&;,) = ¢i(&;,). De modo que,

pi@) = ei(&i -+ &) = @i&iy - & o+ i)

@i(b) = @i(&j, - &) = @iy & &)

Note que, como a,b € B, podemos fazer transposi¢oes de ¢; da seguinte maneira, a

menos de um sinal da permutacéo:

Pi(&i iy -+ &) (& -+ &G,
0i(&) - oiEn) - (@iED) - iE) - il Ejy)

¢i(a) - pi(b)

Com base ¢;(&;,) € L segue que

(@i(&)* =0,

e assim, ¢;(a) - ¢;(b) = 0, verificando o resultado.

Agora para o item 1, precisamos provar que @;(¢;(a)) = a para todo a € E.
Lembre que, ¢(&;) = Y ocijcfi +¢j, entdo @i(&)) = Y aijcfi. Com base na demonstracao
do Lema 2.2, segue que

Pi(pi(&)) = Z(Z az]&) =

i=1
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Como ¢; é linear, basta considerar a € B. No caso de a = 1, o resultado é

verificado @i(¢i(a)) = @i(@i(1)) = @i(1) = 1.
Agora,sea = &, -+ &;,. Usando o item 3, temos que

oi(ei&i, - &i) = eilpi(&,) - oi&i))
Pi(pi(&q)) - pil@iEi,)
Eip o iy

O

Lema 2.4. O espago vetorial L tem uma base Q) = {ey, e,, - - - } composta por elementos simétricos

e antissimétricos em relagdo a ¢, ou seja, para todo j,

(p;(ej) = ze;.

Demonstragio. Note que, como char(K) # 2, é possivel escrever todo elemento v € L

come (0) (0)
_U+(p10 U—(pl?)
v = T

de modo que,
v+ pi©) c[o o 2T Pi(©) e L)
2 2
e como Lt#) N L&) = {0}, segue que

L =L%e gen,

Com isso, unindo as bases dos subespacos L% e L=, como resultado, obte-

mos a base Q) = {e1,e,,---} de L, que atende a propriedade desejada. O

Observacdo 7. Fixaremos () como a base do espaco vetorial L, como no Lema 2.4. Note que:
a) A subdlgebra unitdria de E gerada por Q) é exatamente E. Por defini¢do da dlgebra de
Grassmann, para quaisquer i, j temos e;e; = —eje;, ou seja, os geradores de () satisfazem a
relagdo anticomutativa, o que caracteriza a estrutura de E.

b) Defina D o conjunto formado por 1 e por todos os elementos da forma
U = €€, €,

coml<i <--- <iyk>1. Assim, podemos concluir que D é uma base de E. Além disso,

sempre que v € D possui comprimento > 1, entdo
@) =) +v =20+ 7,

onde v’ é uma combinagdo linear de elementos pertencentes a D e seu comprimento é estritamente

superior ao comprimento de v.
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Lema 2.5. Sejam v € D e ¢;,ej € Q tais que veie; # 0. Temos que:
a) Sev € DU e e, e; € Q) entdo vee; € D).
b) Sev € D) ee;,e; € QW) entdo veje; € DY,
c) Sev e D¥#) e e e; € QU entio veie; € D&Y,

d) Sev e D) e ey e; € QU entio veie; € DHY.

Demonstragdo. a) Sabemos que ¢; ¢ uma involugdo, como v € D*%) e ¢;,e; € QU

temos que
Ppi(veie;) = pilej)pi(e)pi(v) = ejev = veje; = —veje;

uma vez que ¢;e; tem comprimento par, dai eje; € Ey (Centro de E) e eje; = —e;e;. Logo,
veie; € DA,

b) Como ¢, é uma involugdo, v € D) e ¢, e; € Q) temos que

pi(veie;) = pi(ej)pi(e)pi(v) = —eje;v = —veje; = vee;

Logo, veje; € D41,

c) Uma vez que @; é uma involugéo, e v € D*#) e ¢;, e; € Q) temos que

pi(veiej) = piej)pilepi(v) = (—ej)(—e)v = ejeiv = veje; = —veje;

Logo, ve;e; € D&,

d) Sendo ¢; é uma involugdo, v € D) e ¢;,¢; € QT), temos que

pi(veiey) = pilej)pi(e)pi(v) = (—ej)(—e)(—v) = —ejeiv = —veje; = vese,
Logo, veje; € D41, O

Oresultado a seguir estabelece uma conexdo entre as identidades multilineares

associadas a involugdo de (E, ¢;) e as identidades ordindrias de E.

Lema 2.6. Seja f(y1, -+, Ym, 21, ,2n) € KY U Z) um polindémio multilinear. Se K é um
corpo de caracteristica diferente de 2, entdo f(y1, -+, Ym, 21, ,Zn) € Id(E, @)) se, e somente

se, f(xl/ o X X1, 0 /xm+n) S Id(E)

Demonstragio. Note que, Q é um conjunto infinito e todo elemento ¢; € Q%) U QT
sendo assim, dividiremos a prova em dois casos: Q) infinito e Q) infinito. De-
mostraremos o primeiro caso, uma vez que, de maneira analoga vale para o segundo,
com algumas modifica¢des necessdrias.

Suponha Q™% infinito. Se

f('xll o Xy X1, /xm+n) € Id(E)/
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entdo vale f(y1, -+, Ym, 21, - ,2n) € Id(E, @), uma vez que Id(E) é invariante por endo-
morfismos.

Para a implicacdo contraria, precisamos mostrar que dado um
f, - Ymz1, ,20) € K(Y U Z) um polindmio multilinear, se K é um corpo com
char(K) # 2,entdo f(y1, -, Ym, 21, -+ ,zu) € IA(E, ;) implicaem f(x1, -+ , X, Xims1, s Xim+n)
€ Id(E).

Suponha, por contradi¢do, que f(x1, *, Xm, Xms1, ", Xm+n) ¢ Id(E). Por hi-
potése, o polindmio é multilinear, entdo existem elementos vy, -+ , U4y € D, base de E,
tais que

f(vll' o /vm+n) # 0.

Sev =e;e;,---e, €D, denote por 6(v) o conjunto {e;, e;,,--- ,e;}, 0 conjunto dos elemen-

tos da base que aparecem em v. Disso, existe um indice 0 tal que

0(v1) U 6(v2) U -+ U O(Uyin) C le1, €2, , €0}

De modo que, estamos utilizando os primeiros 0 elementos da base D. Como por

hip6tese Q9 ¢ infinito, existe um subconjunto

+,
{eil’ ei2’ T ’eiz(ern)—l/ eiz(n1+n)} - Q( (p])/ (2'1)

onde 0 < iy <ip <+ <iyguinm-1 < lamn)- Agora, defina v; = v;u; da seguinte forma:

a)Sej=1,---,mewv; € D4, tome u; = 1. Neste caso,
Poy— 1] = A T —_ C el — . (+r(pl)
vj=vuj=ej---¢, - 1=e;---e, =v;€ DT,

b)Sej=1,---,mev; € D", tome u; = €iy \Cirj € Q@) obtemos pela letra b
do Lema 2.5, ; € D%,

c)Sej=m+1,---,m+nev; e D4, tomando u; = e;,_,e,; € Q"#), obtemos
pela letra a do Lema 2.5, 7; € D&,

d)Sej=m+1,--- ,m+nev; e D=, tomando u; = 1, obtemos

D=0 =¢:  eep: l=¢: «evp: =17 (=1)
U] - U]T/l] - e]m+1 e]m+n 1 - e]m+1 e]m+n - U] € D .

Note que a construgdo dos v; € feita de modo a respeitar a simetria e antissime-

tria da involugdo quando necessario. Assim, temos que
o o ) o P o -
vl/"'lvaD( (P’)evm+1/”'lvm+n€D( <PI).

Como f(y1,-** ,Ym, 21, ** ,2zn) € Id(E, @), u; sdo elementos centrais da algebra

de Grassmann e por suposi¢do f(v1,- -+, Uysn) # 0, temos que

0= f(v_lz T /vm+n) = f(vlull T /Um+num+n) = f(vlr te /Um+n)u1 Uy # 0,
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uma contradigdo. Portanto, f(x1, -+, Xu, Xms1, -, Xmen) € Id(E).
Quanto ao segundo caso, ou seja, Q&) infinito, existem ajustes necessario
na construgdao dos v;. Anaoamente ao caso anterior, existe um natural 0 tal que

V1,...,Umen € D satisfazem:

0(01) Ub(vp) U -+ U O(V4n) C ey, ey, ..., e0}

Como Q) ¢ infinito, podemos escolher elementos ¢;, ..., e;,,., € Q%) com

e
0 <iy <ip <-++ <lppmen)-
Definimos entdo v; = v;u;, com os u; das seguintes formas:
Para j =1,...,m (varidveis simétricas y;):
a) Sev; € D4, tomando u; = €iy 8y, € D&#). Pelo item (c) do Lema 2.5, v; € D&,

b) Se v; € D), tomando u; = 1, entdo v; = v; € D).
Paraj=m+1,...,m+ n (varidveis antissimétricas z;):

) Sev; € D*#), tomando u; = 1, entdo v; = v; € DH#0,

d) Se v; € D), tomando u; = iy \Ciy; € D). Pelo item (d) do Lema 2.5, v; € D&,
Garantindo que,

01,..., 0, € DR e T Ty € DY,

concluindo assim a demonstracao.

O

Lema2.7. Se f(x1,- - ,x,) € {[x1, X2, x3])T, entdo f(ur, -+ , u,) € {[Y1+21, Ya+22, Y3+23])T%,
para todos uy,--- ,u, € K(Y U Z).

Demonstragdo. Uma vez que, f(x1,- -+ ,x,) € {[x1, %2, x3])T, pelo Lema 1.14, denotamos f

por,

[l ) = Z ag8ol81, 82, 83184,
comag €K, ¢ =1(g0, " ,84) €& = gi(x1, - ,x,) € K{X) para todo i. Assim,

f(ul/ Tty un) = Z agg()[gll 5/ g3jg4/
onde g; = gi(uy,---,u,) € K{Y U Z) para todo i. Note que cada g; é uma soma de
polindmios simétricos e antissimétricos, uma vez que, um T—ideal é invariante sob os

endomorfismos da algebra livre. Consequentemente, temos que

f(ul/ Tty ui’l) € <[yl +Z1, W2 + 2, Y3 + Z3]>T(*)'
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Utilizaremos a seguinte ordenacdo de varidveis para Y U Z :
zi < ziy1 < -+ < Y; < Yiy1, para todo i.
Lema 2.8. Sejam K um corpo infinito de caracteristica diferente de 2 e | um T(#)-ideal tal que

[vi +z1, Y2+ 22, y3 + 23] € ].

Entdo o espago vetorial quociente By /(By N ]) possui conjunto gerador

20 Z02 g

12, [x1, x2][x3, 4] - - - [x20-1, X20] + By N ],

ondex; <xp, <--- <Xy €YUZ,a;>0paratodoiem,n > 0.

Demonstragio. Note que todo comutador de peso 3, da forma [x1, x,, x3], com x1, X3, x5 €

Y NZ,estd em |. Temos que, pela Definicdo 1.29, os geradores de By sao polindmios da

m
1

um comutador de comprimento > 3, entdo f € ], e mais ainda

Am

forma f =z z’f “+Zy'C1Cp -+ €, com a; > 0, ¢; comutadores, e t > 0 Dai, se algum c; for

f+Byﬁ]:Byn].

ou seja, f pertence a classe do zero no espaco quociente By/(By N J). Deste modo,

podemos supor que todos os comutadores ¢; sdo de comprimento 2, isto é
f+ByNn]=2zl'zy-zy[x1, x2][x3, x4] -+ - [X20-1, X2u] + By N ],

Pelos Lemas 1.7 e2.7, segue que os polindmios [x1, x2][x2, x3] € [x1, x2][x3, x4]+[x1, x3][x2, X4]
pertencem a |, com xq,Xp,X3,x4 € Y U Z.

Dessa maneira, podemos utilizar a lei de anticomutatividade [x;, x,] = —[x2, x1]
nos polindmios acima, para trocar a ordem das varidveis dentro dos comutadores
livremente, e caso algum x; = x;, entdo o comutador [x;, x;] = 0, 0 que implicaria que
f € ]. Por isso, é necessério garantir que todas as varidveis dentro de cada comutador
sejam distintas.

Portanto, podemos reescrever
f+ByNn] =20z zy'[xy, x2l[x3, x4] -+ - [X20-1, Xou] + By N ]

com xj < Xz < -+ < Xp,. Assim, podemos simplificar os geradores de By/(By N J) para
a forma desejada, em que todos os comutadores sdo de comprimento 2 e as varidveis

estdo ordenadas como queriamos. |

O préximo resultado nos fornece a ferramenta necessdria para o estudo apenas
do conjunto Id(E, ¢;) para especificar por completo o conjunto Id(E, ¢), uma vez que
o Lema 2.9 assegura que todas as identidades com involugdo de (E, ) também sdo

identidades com involugédo para (E, ¢;).
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Lema 2.9. Se K é um corpo infinito de caracteristica diferente de 2, entdo
Id(E/ (P) - Id(E/ (Pl)

Demonstragido. Como K é infinito e char(K) # 2, segue pela Proposi¢do 1.15 que Id(E, ¢) é
gerado por seus elementos multihomogéneos Y —préprios, uma vez que E é uma dlgebra
unitdria. Dai, tomemos f € Id(E, p) um polindmio multihomogéneo Y—préprio, e
suponha, por contradi¢do, que esse polinomio f ¢ Id(E,¢;). Denotaremos por | o
seguinte T(x)—ideal:

J=Alyi+zi,y2+22,y3 + Z3]>T(*)-

Note que, por construgdo | C Id(E, p) e ] C Id(E, ¢;), j& que o Lema 2.7 vale pra
qualquer involucdo. Agora, usando Lema 2.8, temos que f = ¢+ h, ondeh € Je g é

uma combinagdo linear de polindmios da forma

Z?Zgz -zt [x1, X0 ][x3, X4] - - - [Xon-1, X2u],

comx; <X <--<XpemYUZ, ay,ay,--+,a, >0,m>0en > 0. Mais ainda, como
f €ld(E,p)eh €] C Id(E, p), temos que g € Id(E, ¢), entdo g ¢ Id(E, ¢;). Dado que K é
infinito, se um polindmio multihomogéneo de um determinado grau anula em todos
os elementos da algebra, entdo qualquer polindmio que seja combinagdo linear desse
polindmio também precisa ser multihomogéneo com o mesmo multigrau. Portanto,
assumimos que g é multihomogéneo com mesmo multigrau de f.

Pelo Lema 1.17, existem §(y1,--- , Y1, 21, ,2) € Lin,(g), v1,--- , vy € D& e

wy, -+, wy € DO tais que
g(vll"' , 01, W1, Iwk) * O (22)

Observe que, se | > 1, ou seja, existem pelo menos / variaveis yi,---,1; do
conjunto Y no polinémio ¢, entdo deg, ¢ = 1 paratodoi =1,---,] e os y;'s aparecem
dentro de um comutador.

Logo, §(y1,--+,1,--- ,y1,z1,-++ ,zx) = 0, jd que o polindbmio ¢ é construido a
partir de combinagdes lineares de produtos de comutadores, e esses comutadores se
anula quando y; = 1.

Em particular, v1,---, v € D — {1}. Como 1 € D%#), temos que wy, -+ ,wi €
D — {1} também. Dai, como § é multihomogéneo e w? = 0, (por ser uma palavra na
algebra E), temos que ¢ é multilinear.

Agora, como K é um corpo infinito e g € Id(E, ), temos que ¢ € Id(E, ). Dados

v + @(v;)
2

c pem o YT P )
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para todo i, j. Deste modo, temos que

0.

ot e@) vt e@) witew) W+ ewy))
g 2 7 7 2 7 2 7 7 2 -
Usando a Observagdo 7, obtemos que

v; + @(v;)
2

w;j — p(w;)

> :wj+wl.,

=0ty e

com v, sendo uma combinagao linear de elementos de D com comprimento estritamente

maior do que o comprimento de v;, analogamente para w] Por isso,

0 = & vt )  ute@) wit+e) W+ pw)
- g 2 7 7 2 ’ 2 7 7 2
= §(01+v'1,---,vl+v;,w1+w;,---,wk+w2{)

= g(vlz"'/vl/wll"';wk)+u/

onde u é uma combinagdo linear de elementos de D com comprimento estritamente
maior do que o comprimento de ¢ (vq,- -, v, wy, - -+, w). Estd igualdade é um absurdo,
pois ¢ ndo nulo, é multilinear, entdo cada varidvel aparece no maximo uma vez em
cada termo, com um comprimento fixado, ndo sendo possivel cancelar esses termos
em uma soma multilinear com u estritamente maior que este comprimento fixado de

8, levando a conclusdo de que ¢ (v4,- -+, v, wy, -+, wx) = 0, contradizendo 2.2.
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Capitulo 3

O conjunto das =—identidades

polinomiais de E

Neste capitulo, vamos estudar o conjunto Id(E, ¢). Dividiremos em dois casos,
primeiro quando o corpo possui caracteristica zero, e depois, quando o corpo possui
caracteristica positivap > 2, apresentando um conjunto finito de geradores para Id(E, ¢),

como T(*)—ideal, nos dois casos.

3.1 Id(E,*) quando K é de caracteristica 0

Juntamente com os resultados apresentados no capitulo anterior, nesta secao
mostraremos que, quando a caracteristica do corpo é zero, suas *—identidades polino-

miais decorrem do comutador de peso 3, semelhante ao caso ordindrio.

Teorema 3.1. Se K é corpo de char(K) = 0 e ¢ é uma involugio em E, entio

TA(E, @) = {[y1 + 21, Y2 + 22, y3 + z3])T0.

Demonstragio. DEnote por | o seguinte T(x)—ideal:

J=y1+z1, Y2+ 22, y5 + ).

Queremos provar que | = Id(E, ), o conjunto das identidades polinomiais da

algebra E com a involugdo ¢. Para isso, precisaremos provar as duas inclusoes:
J CId(E, ),

Id(E, ) < ].
Vimos no Teorema 1.9 que [x1,x,,x3] € Id(E), entdo segue que | C Id(E, ),

provando a primeira inclusao.
49
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PeloLema 2.9, temos que Id(E, ¢) C Id(E, ¢;), e assim basta provar que Id(E, ¢;) C
J. Para isso, tomemos um polindmio f = f(y1 -+, Ym, 21, ,2n) € Id(E, ¢;). Por hip6tese,
K é um corpo de caractéristica zero, entdo o T(x)—espago é gerado pelos seus elementos
multilineares. Portanto, podemos supor que f é multilinear.

Como K é um corpo de caracteristica diferente de 2, podemos usar o Lema 2.6,

e obtemos que

f(xll Xy X, /xm+7’l) € Id(E) = <[x1/x2/ x3]>T-

Assim, pelo Lema 2.7, segue que

f:f(yl"'/ymlez"';zn)efz

mostrando a igualdade desejada.

3.2 Id(E,*) quando K é infinito de caracteristica p > 2

Quanto a essa segdo, mostraremos que, em caracteristica positiva # 2, é preciso
um novo polindmio para caracterizar as *—identidades polinomiais de E, se diferen-
ciando do caso visto anteriormente, ou seja, quando o corpo é de caracteristica zero.

Nesta secdo, K denotard um corpo infinito de caracteristica p > 2.
Lema 3.2. Se ¢ é uma involugdo em E, entdo E-9) C E'.

Demonstragdo. Considere u = a +v € E-9, onde & € Ke v € E’. Como char(K) = p > 2,

e usando o Lema 1.18, sabemos que x” € Id(E’) e segue que

d l
up:(0‘+U)p:Zﬁap_kvk=ap+vp=ap.
P p .

Desse modo,

—(") = =(’) = (-u)’ = (p(W)) = p(”") = p(a") = (p(®))" = o,
ou seja, 2a” = 0. Portanto,a =0eu =v € E'. ]
Proposicao 3.3. Se ¢ é uma involugdo em E, entdo z’; € Id(E, ).

Demonstragio. Se ¢ é uma involugao em E, pelo Lema 3.2 temos que E©%) C E’. Tome,
a; € E&9 c E’. Como K é um corpo infinito de caracteristica p > 2, entdo pelo Lema

1.18, segue que a’; = 0, como a; é qualquer, entdo 2'1’ e Id(E’, ). O
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Isto posto, designaremos nesta secdo por I o T(*)—ideal:

=y + 2,02+ 22,y + 23D

Desejamos demonstrar que I = Id(E, ¢), com ¢ uma involugdo sobre E. De fato,
I C Id(E, ¢), uma vez que z’i e [y1 + z1, Y2 + 22, Y3 + 23] ambos constituem *—identidades
de E. Conforme o Lema 2.9, Id(E, ¢) C Id(E, ¢;). Falta provar que I D Id(E, ¢). Para isso,
vamos mostrar, I O Id(E, ¢)).

Pela Proposic¢do 1.16 basta provar que
Id(E, (pl) N Byn € 1IN By,

considerando os multigraus correspondentes, M = (p°,--- ,p) e N = (p'1,--- ,p™),
onde By é o subespaco de K(Y U Z) que inclui todos os polindmios multihomogéneos

Y—préprios f(y1, "+, Ym 21, * ,zn) cOm deg, f = p“ e deg, f = p’i. Considere

Bun
INBun’

Bun(I) :=

De acordo com o Lema 2.8, podemos concluir que o espago vetorial By(I)

possui conjunto gerador formado por pela seguinte forma

a a2

zy'zy - Zy' 2, X2 ][x3, Xa] - -+ [Xok-1, Xok] + 1 0 By,

comx; < xp < -+ < X € YU Z. Com base nisso, dividindo em casos, vamos demostrar
que Id(E, (Pl) N Byn € 1IN Byw:

Lema3.4. SeM = (p,--- ,p“), N équalquer, ealgum c; > 1, entdo Id(E, ¢;)NBpn C INBy.

Demonstragio. Note que, estamos trabalhando com polindmios multihomogéneos Y—préprios,
ou seja, polindmios nos quais cada varidvel y; ocorre com um grau especifico, dado por
p“ e por hipétese existe algum ¢; > 1. Assim, em cada mondmio de By, a varidvel y;

aparece elevada a p% > p. Mas como yf € I, segue que

c;i—1

pfi _ P P
=) el
e, portanto, todo mondmio contendo esse fator se anula em By (1),

BMN(I)ZO = BMN c1I

em outras palavras, ndo existem polindmios novos fora de I que precisam ser conside-

rados.
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Com isso, podemos afirmar que todo polindmio multihomogéneo Y—préprio
com uma varidvel simétrica de grau maior que 1 estd em I, deste modo é suficiente

supor M = (1,---,1), ouseja, Id(E, ;) N Byn € I N Byn.

Lema 3.5. Se M = (1,---,1),N = (p™,--- ,p™) e algum b; > 2, entdo Id(E, ;) N Byun C
INByn.

Demonstragio. De fato, para algum b; > 2, visto que polindmio é da forma

8= Zilz‘? -2y [x1, 0] [xs, x4] - - [oke1, ],

com x; < xp < --- < Xg, podendo ter no méximo uma varidvel z dentro do comutador,
2
obtemos a; > p* — 1> p.
. .. a; a;
Se isso acontece, teremos uma variavel z].’ ,coma; > p. Como z’; € I, logo z]/ el,

e portanto g € I e Byn(I) = 0. Como no Lema 3.4, concluimos m|
Lema3.6. Se M =(1,---,1)eN=(1,---,1), entdo Id(E, ;) N Byy C I N By

Demonstragio. Seja f = f(y1,-++ , Ym, 21, - ,Zn) € Id(E, ;) N Byn. Por hipotese, f é um
polindmio multilinear e, como char(K) # 2, é possivel recorrer ao mesmo argumento

analogo ao utilizado no Teorema 3.1, concluindo que f € I N By. |

Lema 3.7. Sejam M = (1,--- ,1) e N = (p™,--- ,p"), com 0 < b; < 1 para todo j. Se b; = 1
para algum j, entdo Id(E, @;) N Byn € I'N By

Demonstragio. Tome um polindmio multi-homogéneo

f = f(]/ll lyrmzll"' lzn) € Id(E,(Pl) mB]\/IN

Agora, defina d como a cardinalidade do conjunto
]: {]E {1/ ,1’[} |b] = 1}/

a quantidade de indices j onde z; tem grau p. A prova sera feita por indugao em d.

Para o caso d = 0, nenhum z; tem grau p, o resultado ja foi provado no Lema
3.6 anterior. Entdo, suponha d > 1, pelo menos uma varidvel z; tem grau p. Podemos
assumir, usando os Lemas 1.7, 1.8 e 2.7, que b; = 1, dai, z; tem grau p. Com isso,
podemos escrever

ZiZj = Z;z; + [Z,‘,Z]'].

Portanto, usando a estrutura dos polindmios em de Byn(I) temos que os geradores sdo

da forma

U2y ez [z1, o], xa] - - [Xoke1, Xak] + I 0 By,
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com x; < x3 < -+ < xp € YU Z. Deste modo, existe g € By e h € I tais que
f=2"g+h, (3.1)

onde N = (1,p%,--- ,p") e ¢ 6 uma combinacéo linear de p termos da forma

zo2 -+ 221, X2] (X3, X4] - - - [Xoo1, Xk

Afirmagdo: g € Id(E, ¢;).

De fato, suponha, por absurdo, que g ¢ Id(E, ¢;).

Sabemos que, f = f(y1,"** , Ym 21, ,2Zu) € Id(E, ;) N Byy, com h € I el C
Id(E, ¢;), temos que, por 3.1

z;;_l g € d(E, ).

Para a demonstracdo, como €2 é um conjunto infinito, ) = {e;,e;,---} e todo
elemento ¢; € Q) U Q) dividiremos a prova em dois casos: Q%) infinito ou
Q) infinito. Provaremos o primeiro caso, pois o segundo é analogo.

Seja u = e;e;, -+ -e;, € D, base de E, tome por 6(u) o conjunto {e; ,e;,,- - ,¢€;}, e se
h = aqu; + - -+ + a,u, € um elemento qualquer de E, com «; € K e u; € D, considere 6(h)
como sendo o conjunto

O(uy) U -+ U o(uy).

Por hipotése ¢ ¢ Id(E, ¢;), entdo existem vy, - -+ , v, € E**) e wy, -+ ,w,, € EC%),

de modo que

g(vll"' sy Om, W1, 00 /wm) ;é 0

Note que, podemos tomar w; em D™#), mais ainda de comprimento impar,
uma vez que é um elemento antissimétrico.

Sejas > 1 tal que
O(v1) U -+ U () Ud(wy) U---Ud(wy,) C ey, e, - el
Sabemos que, Q) 6 infinito, sendo possivel encontrar um subconjunto
{ei, € - €y sy €0y, ) C QHPY,

coms < iy <ip <---<ipy 3 <iyo Agora, fixe

’

Wy = €1y, wp—l = €y, 3Ciy, -

Pelo item ) do Lema 2.5 e considerando v = 1, segue que, w, € EC#), para todo i.

p-1

Visto que z;

- g € Id(E, ¢y), substituindo z; pelo elemento antissimétrico w; +

p-1_y
Y., W,, segue que
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p-1 p-1 p-1
u:[w1+2w1] g(vl,~--vm,w1+Zw1,wz,---wn)=0-
i=1 i=1

Contudo, estamos trabalhando com char(K) = p > 2, simplificando o bindmio,
jd que os coeficientes dos termos intermedidrios sdo multiplos de p, e portanto zero.

Segue que,

p-1 Y
u = [w1 + Z wl) (01, O, w1, Wo, -+ - W)
i=1

(p - 1)|(w/1 e w;g_l)g(vll e UTI’I/ wl/wZ/ e wn)

+ 0,

ja que, g(v1,-++ , Uy, w1, -+, Wy) # 0, 0 que contradiz o fato que u = z’;_l - g € Id(E, ¢y).
Logo, g € Id(E, ¢;), provando a afirmagdo.
Por hipotese de indugdo, podemos concluir que ¢ € I. Assim, de maneira
especifica,
f=2"g+hel

Note que, é resolvido uma varidvel de cada vez, de modo que paraocason+1,

resolveriamos pra n varidveis e depois paran + 1. m|

Teorema 3.8. Seja K um corpo infinito de caracteristica p > 2. Se ¢ é uma involugdo sobre E,

entdo

Id(E, ) = (28, [y1 + 21, Y2 + 20, Y3 + 23T

Demonstragio. O resultado segue dos Lemas 3.4,3.5,3.6 e 3.7. O



Capitulo 4

O conjunto dos *—polindmios centrais
de E

Neste capitulo comegaremos a estudar os *—polindmios centrais de E. Relem-
brando que um *—polindmio central é aquele que, ao ser avaliado em elementos de uma
algebra, resulta invariavelmente em um elemento que pertence ao centro da algebra,

que comuta com todos os demais elementos, respeitando a involugéo.

4.1 C(E,*) quando K é de caracteristica 0

Para comecar, faremos a seguinte observagdo: A partir das se¢des anterio-
res, temos que, se K é um corpo infinito, independente da caracteristica, a igual-
dade Id(E, p) = Id(E,®;) nos Teoremas 3.1 e 3.8 é sempre verificada, onde ¢; é uma

involugdo qualquer de E. Igualmente, temos que C(E,p) = C(E,¢;). De fato, seja
f = f(yl’. o /ymzz‘l/' o /Zn) € C(E/(P)/

fECE @) & [f Ym1+2zunl € IAE, )

S [f/ ]/m+1 + Zn+1] € Id(E/ (Pl)
& feC(E @

Dai, considere ¢ uma involugédo de E, fixe o seguinte T(*)—espago:

W=K+{[y1+z1,12 + zz])TS(*) + Id(E, p).

Observe que W C C(E, @), e mais ainda que W é um candidato natural para definir o
conjunto C(E, ¢), ja que contém os polindmios centrais triviais da forma K + Id(E, ) e

um polindmio central ndo trivial, o comutador.
55



56 Capitulo 4. O conjunto dos +—polinémios centrais de E

Nesta secdo mostraremos que W = C(E, ).

Lema 4.1. Sejam K um corpo infinito de caracteristica diferente de 2 e ¢ uma involugio em E.

Se f € C(E, p) eexistex € Y U Z tal que f é homogénea de grau 1 em x, entdo f € W.

Demonstragido. Como visto acima, consideraremos ¢ = ¢;. Como, por hipétese f é
homogénea de grau 1 em x, podemos escrever f como uma combinagdo linear de
mondmios da forma m = myxmy, onde m; e m, sdo mondmios que ndo dependem de x.
Note que,

m = xmymy + [my, xm,],

escrevendo
f=xg+h,
onde ¢ é um polindmio que ndo depende de x, deg.¢ = 0 e h € {[y1 + z1, Y2 + z])T°.
Portanto, como f € C(E, ¢;), em particular, segue que xg € C(E, ¢)).
Afirmamos que g € Id(E, ¢;). De fato, considere g = g(y1," ", Ym, 21, ,Zn),
suponha por absurdo que ¢ ¢ Id(E,¢;). Nesse caso, existem vy, ,0v, € Et®) e

wy, -+ ,w, € E=#), de modo que

g1, o, wr, -, wy) =80+ 1 #0

com go e g1 sendo combinagdes lineares de mondmios da base D com comprimentos
pares e impares, respectivamente. Usando a notacdo do Lema 3.7 para 6. Tome s > 1
tal que

O(v1) U -+ Ud(vy,) Ud(wy) U---Ud(wy,) C e, e, - el

Isso posto, existem s < i; < 1, < i3 tais que:

1) e, e;,, €;, € QP ge QW) ¢ um conjunto infinito,

2) e;,, €, €, € Q) ge Q) é um conjunto infinito.

Usando o Lema 2.5, teremos varidveis simétricas e antissimétricas para os dois
caso, de fato:

Para o caso 1), nas varidveis simétricas, temos que 1,¢; € D, Agora, para
as antissimétrica considere o item a) do Lema 2.5, dados v = 1 e v = ¢;,, entdo obtemos
que e; ¢, e;,e;,ei, € D), respectivamente.

Para o caso 2), nas varidveis antissimétrica segue que e;,, ¢;, ¢;, € D%, pelo item
c) do Lema 2.5, usando v = 1. Ja para as varidveis simétricas, temos 1, ¢; e;,e;, € D1,
pelo item d) do Lema 2.5 e fazendo v = ¢;,.

Como g = go+ g1 # 0, suponha gy # 0. Assim, considerando o caso 1) e x sendo

uma varidvel simétrica, como e;, € D&, podemos usar x = ¢;,, entdo

€;, (U1, , Uy, W1, -+, Wy) =€;,80 + 6,81 & Z(E).
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Ja que, gy é combinacdo linear de mondmios da base D, cujos comprimentos sdo pares,
entdo e; o teria comprimento impar. Logo, e, g0 ¢ Z(E). Agora, para x uma varidvel

antissimétrica, como e; e, e;, € D), tome x = e;,¢,e;,, entdo
€i,€1,e,8(01, "+ , U, W1, "+, Wy) = € €ie;80 + €;e,ei,81 ¢ Z(E),

pelo mesmo argumento anterior.
Agora, para o caso 2) e sendo x uma varidvel simétrica, tome ¢; e;,e;, € D&,

entao
€€, 8(V1, -+, U, W1, -~ -, W) = €;,€;,€;,80 + €i e, 81 ¢ Z(E),
argumento analogo. E se x for uma varidvel antissimétrica, comoe;, € D), use x = ¢;,
entdo
€ &(V1,*+ , Um, W1, -+, W) = ;80 + €;, 81 ¢ Z(E).
De maneira andloga pode ser analisado o caso em que g; # 0. Portanto, para
todos os casos, encontra-se um absurdo, uma vez que xg € C(E, ¢;). Logo, g € Id(E, ¢1),

provando a afirmacdo e assim, como f = xg+hehjdestd em W, concluimos que f € W,

0 que prova o Lema. O
Teorema 4.2. Se K é um corpo de caracteristica zero e ¢ é uma involucido em E, entdo
C(E, @) = (L, [y1 + 21, Y2 + 22), (V1 + 21)[y2 + 22, Y3 + 23, Ya + za]) 0.

Demonstragido. Como char(K) = 0, todo T(+)—espaco é gerado por seus elementos mul-
tilineares, mais ainda vimos que Id(E, @) = {[y1 + z1, Y2 + 22, Y3 + 23])T®), entdo podemos

escrever
W =1, [y + 21, vo + 22, (Y1 + 20)[Y2 + 22, Y3 + 23, Y4 + 2] )0, W  C(E, ).

Deste modo, dado f € C(E, ) multilinear, que por defini¢do, cada varidvel
(incluindo x) aparece no méximo uma vez em cada termo. Assim, usando o Lema 4.1

anterior, obtemos que f € W, isto é, C(E, ) C W. Provando a igualdade. m|

4.2 C(E,*) quando K é infinito de caracteristica p > 2

Nesta segdo, nosso objetivo é caracterizar o conjunto dos *—polindmios centrais
de E e demonstrar que esse conjunto ndo é finitamente gerado como T'(*)—espaco. Para

isso, precisaremos do seguinte resultado técnico:
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Teorema 4.3. Seja K um corpo infinito de caracteristica p > 2 e denotemos por 1 o ideal de
K(X) gerado pelos elementos f?, onde f = f(x1,---,x,) € K{X)e f(0,---,0) = 0. Defina W,
como o T-espaco em K(X) gerado por

r P P p
xOI xoqll quZI Tty xoqn/

onde
gi = gi(x1, -+, X2) = x’f_l[xl,xz]x’;_l o 'xz;ll[xzi_hxm]xgl-
Entdo,
Gn+1 € Wy + Id(E) + L.
Demonstragio. Resultado demonstrado em [6], Padgina 136. O

De maneira anédloga ao teorema, definiremos os polindmios em K(Y U Z),

g1 =41, ¥2,21,22) == (Y1 + Zl)p_l[yl +2z1, Y2 + 22](y2 + zp)' ™

e se n > 1, consideraremos

Gn = 4(Y1,Y2,21,22) - - G(Y2n-1, Yon, Zan-1, Z2n)-

Observacio 8. Antes de apresentarmos o Teorema 4.4 e sua demonstragio, nessa observagio
queremos ilustrar e justificar o formato da Equagdo 4.1 que aparecerd na demonstragdo. Mais
precisamente, queremos entender como se pode reorganizar os termos dos polindmio centrais h,
mantendo o multigrau adequado, de forma que as varidveis y; aparecam (ou ndo) dentro dos
comutadores, e os demais fatores sejam agrupados de forma controlada. Nos exemplos a seguir,
consideramos dois cendrios: o primeiro em que todas as varidveis y; aparecem nos comutadores, e
o0 segundo em que hd varidveis y; fora dos comutadores. Ambos os casos ilustram como chegamos
ao padrio da Equagdo 4.1,
b b bi-p b -
h= ]/le "'I/Z ' y’;” "'3/?5]5 px;;_l[xlzxz]xz “'xgy_:l[xzk—l,x%]xZ;l/

usado na prova do Teorema.

Primeiro caso (todas as varidveis y aparecem dentro do comutador): De acordo com
o Lema 2.8, 0 elemento f +1em M, onde I é dado por I = (z;;, [y1 + 21, Y2 + 22, y3 + 23])T),
pode ser escrito como uma combinagdo linear de elementos do tipo h + I, com

Am

d dy 0
h= ]/11  Ym le -z [xa, xo][xs, x4] - - - [Xok-1, X2 ],
com x1 < Xp < -+ < Xox € Y U Z. Para fins de simplificagio, consideremos

11 ph-1_p-1_p-1
h=y’{ y’ﬁ Z’; ZZ [y1, z1][y2, 221,
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uma vez que, h possui o mesmo multigrau de f, (p*1,--- ,p%,p%,--+ ,p™), comb; > 0ec; =1,
para todo i. No entanto, vale ressaltar que ndo se trata de uma igualdade simples, mas sim de

uma igualdade modulo I, ou seja, f =h mod I.

h = y1b] 1?52 - p 2 1[yl,Zl][}/z,Zzl
= yqbl_lygbz 12? [y1, 2112, 2225
= yllﬂ o p [y1,2112§"1[yz,2212’2"
= %" - Dy Ty 2 v 202

_ P pp P -1 p-1 p
=y Y 1, 2102 vy [y, 2212)
Note que, as igualdades 2, 3 e 4 das contas acima acontecem pois, elementos do tipo
-1 _p1 -1 L .
[x2i-1, Xail, [X0i-1, X2i]X, %8 [xaic1, X2i]xh € C(E, ), isto é, comutam com os outros médulo
L

Segundo caso (tem-se variavéis y que nio aparecem dentro do comutador): Tomemos

hl 2 3
h=y, 13/’27 13/5 - p [y1, z11[y2, z2].
h = yll 1]/22 1]/;3 ? ' p [y1,21][}/2,22]

Pi-p_ p2—p_ phs -1

— p

=y ', Ty [yl,zllz A [y2/ 2]z,

As contas ocorrem pelas mesma justificativas do caso anterior. Assim, na demosntragio

é feita a troca de indices das varidveis y;, para reorganizar, de modo que, figuem juntas na frente
0s Y; que ndo aparecem no comutador, sequidas dos y; que aparecem no comutador. Chegando

na Equagdo 4.1.

Teorema 4.4. Seja K um corpo infinito de caracteristica p > 2. Entido o conjunto C(E,p)
dos *—polinomios centrais de E com uma involugio ¢ é gerado, como um T(+)—espago, pelos

polindmios:
1. (1 + 21)Zh(y3 + 23),
2. (1 +z)ly2 + 22, Y3 + 23, Ya + 24),

3. Yo, Yodis - Yol - - -

Demonstragio. Defina U como sendo o T(x)—espago gerado pelos polindmios 1.,2. e 3.
listados acima. Esse espaco U conterd, portanto, combinagdes lineares dos geradores
propostos. Observe que, como y;4; € U, parayy = 1 ey = §(1+y1, 1+, 21,2,) obtemos

que
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g= (1)?(1 + Yy + Zl)p_l[l + Y1+ 2z, 1+ Yo + ZZ](l + 1+ Zz)p_l € ll,

e sabemos que K é um corpo infinito, cada componente multi-homogénea de g pertence

alUecomo [1+y; +z1,1+ vy +22] = [y1, 2] + [y1,22] + [21, 2] + [21, 22]. Assim,

[ylz ]/2]; []/1, ZZ]/ [le yZ]/ [le ZZ] € ll/

desse modo W = K + {[y1 + z1, y2 + z2])T°® + Id(E, ) c UL

Pelo Teorema 1.20, que garante que C(E) = ({x1[x, x3, x4], x5, x{g, | n > 1})T%,
obtemos que U C C(E, ). Uma vez que, cada polindmio gerador listado pertence a
C(E, p): Para o polinomio do tipo 1., temos que z’f € Id(E,p) Cc U, T(x)—ideal, e, os
produtos com somas y; + z; resultam em elementos centrais. De maneira andloga, o
polindmio do tipo 2., também pertence a C(E, p) porque o comutador triplo é uma
identidade para (E,¢). Quanto aos polindmios do tipo 3., yjd, para todo n > 0,
pertencem a C(E, ) porque y é central em (E, ) e §, é construido a partir de produtos
de comutadores, todos centrais em E.

Falta provar que C(E,p) C U. Pela Proposigdo 1.16, C(E, ) é gerado, como
T(+)—espaco, por seus elementos multihomogéneos f(y1, ..., Ym, 21, - . ., z,) de multigrau

®",...,p", p, ..., p™), onde cada bj e ¢; > 0. Assim, dessa forma, tome

fi, .o, Ymz1,...,2n) € C(E, @).

Se para algum i, b; = 0 ou ¢; = 0, entdo teriamos y; ou z; € Y U Z tal que f seria
homogénea de grau 1 em y; ou z;. Logo, segue do Lema 4.1 que f € W, como W c U
temos que, f € U

Considere, entdo, que b; > 0 e ¢; > 0 para cada i. De acordo com o Lema 2.8, o

K{yuz)
7/

elemento f + ] em onde I é o T(x)—ideal definido como

I=E n+zu 2+ 20,5 + z)™",

pode ser escrito como uma combinagédo linear de elementos do tipo I + I, onde

Am a1 Am

d
h=y vz Zoy [, X2]lxs, X4l - - - [xok-1, xox],

comx; <X <--- < xy € YUZ Dado que K é infinito, podemos considerar que / possui
o mesmo multigrau que f. Em particular, se algum c; > 2, entdo o mondmio / pertence
a Id(E, p). De fato, podemos ter no méximo uma variavel z dentro do comutador,
restando a; > p* — 1 > p. Assim, teremos Z;j, com a; > p, como z/ € Id(E, ¢), segue que

f € U, como queriamos.
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Agora, assumindo que, b; > 0 e ¢; = 1 para todo i. Obtemos que, a; = p — 1 para
todo i, dado que as varidveis dentro do comutador aparece apenas uma tnica vez e sdo
ordenadas x; < x, < --- < xy, entdo podemos reescrever i como:

i 4, _p-1 -1
h=yy -y 2 [, x0]lxs, ] - - [, Xl

Note que, se u € C(E, @), entdo uv + I = vu + I para todo polindmio v, e como

-1 _p-1 -1
[x2i-1, X211, [x2i—1;x2i]xzi ,x’; [xzi—l,XZi]xZi € C(E, 9),

Assim, aplicando os resultados sobre produtos centrais em C(E, ¢) e combinando co-

mutadores e elementos centrais, é possivel reescrever cada /1 da seguinte maneira

pbil pbir pbfl g pbfs P
i

-1 -1 -1
h=y, Vi ey X Tl Dok, xadag, (4.1)

T

Mais explica¢des na Observagdo 8. Por tltimo, como (uv)’ + I = uPv” + I, elementos

centrais. Pelo Lema 1.19, segue que

heyhg)"™ + L
Logo, f € U, como queriamos. O

No teorema anterior caracterizamos os geradores T(*)—espago C(E, ¢) um con-
junto infinito de polindmios. Quanto ao resultado a seguir mostraremos que ndo é
admissivel apresentar o mesmo T(x)—espaco através de um subconjunto finito destes

polindmios.

Corolario 4.5. Seja K um corpo infinito de caracteristica p > 2. Se ¢ é uma involugdo em E,

entdo C(E, @) ndo é finitamente gerado como um T(+)—espago.

Demonstragio. Considere C, o T(+)—espago de K(Y U Z) gerado pelos polindmios

(1 + 2025 (v + 23), (V1 + 20)[V2 + 22, Y3 + 23, Ya + 23, Vo, Yodn, -+, Yodin-

Suponha, por absurdo, que C(E, ¢) é finitamente gerado como T(*)—espaco.
Isso implica que existe um conjunto finito S tal que todos os elementos de C(E, ¢)
podem ser obtidos a partir de combinacdes de elementos de S, isto ¢, C(E, @) = (S)T°0),

Dado que,

CEp) = JCu

n
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para qualquer f € S existe um indice 7 tal que f € C,,,. Assim, definimos N = max{ny |
f € S}, garantindo que todos os elementos de S estejam contidos em Cy. Assim,

obtemos C(E, ¢) = Cy, que seria finitamente gerado. Em particular,

f = f(yl,--- ,yz(N+1)) = 1”:?N+1(y1, s ,yz(N+1),0,"' ,0) € Cn,

Desse modo, qualquer polindmio f em C(E,®) pode ser escrito como uma

combinacdo linear dos polindmios geradores de Cy. Isso inclui termos da forma:
flfzprI $1(82, 83, 84l,

hg/ hlqul (hl,ll hl,ZI hl,3/ h1,4)/ Tty hf\]QN(hN,lr hN,Z/ hN,3/ hN,4N)/

paracertos f;, gi, hi, h;j € K{XYUZ),comi < N. Note que, f, é um polindmio antissimétrico
e 1 é um polindmio simétrico, deste modo, temos que f,(0,---,0) = 0, isto é, f, ndo
tem termo independente. Continuando, ao substituir as varidveis z; por 0, reduzimos a
andlise aos polindbmios f;, gi, hi, h;; apenas nas varidveis y, supondo entédo f;, g, hi, h;; €
K(Y).

Por fim, trocando as varidveis y; por x;, resultando em,

fifyfs €T =(f"),
81182, g3, 84] € Id(E),
I, € Wy,
hfﬁi(hi,l, e higi) = hf%’(hi,l + hipist, - higi + higi) € Wy e
gn+ = f(x1, -+, Xo+1)) € Wy + Id(E) + 1L

4 PP p p .
onde Wy é gerado, como o T-espago em K(X), por x,, X,q1, X4z, * * , Xyn, O que contradiz

a Observacdo 4.3. Logo, C(E, ¢) ndo é finitamente gerado como T(*)—espaco. m|
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