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Resumo

Neste trabalho sao propostos modelos estatisticos para a analise de dados que exi-
bem variagdo no tempo. Em particular, quando a varidvel (ou caracteristica) de interesse
é continua no intervalo (0, 1), como é o caso, por exemplo, de taxas, proporg¢oes e indices.
Dentre as distribui¢oes de probabilidade no intervalo unitario que foram introduzidas na
literatura recente e que possuem propriedades interessantes e tteis (e.g., um tnico parame-
tro, versao reparametrizada em termos da média, expressoes fechadas para os momentos),
destaca-se a distribuicao unit-Lindley ou Lindley unitaria. Neste trabalho é proposto o
modelo unit-Lindley autorregressivo e de médias méveis (ULARMA), como uma extensao
da distribuicao unit-Lindley para o caso de dados autocorrelacionados. Além disso, para o
controle de futuras observagoes do processo, sao apresentados também graficos (ou cartas)
de controle para monitoramento e previsao de dados desse tipo. Estudos de simulacao
numérica sao realizados para avaliar o desempenho dos procedimentos de estimacao (e.g.,
baseados no método de maxima verossimilhanga condicional) e dos graficos de controle
(e.g., baseados no modelo temporal com variavel resposta continua em (0,1) e descrita
pela distribuicdo wunit-Lindley) propostos. Por fim, a metodologia aqui desenvolvida é
ilustrada em um conjunto de dados reais com informagcao sobre valores maximos e mini-
mos da umidade relativa do ar diaria, no deserto do Atacama, situado ao norte do Chile,
a fim de verificar a sua aplicabilidade em um contexto pratico, quando comparada com

técnicas tradicionais/existentes.

Palavras-chave: dados autocorrelacionados; distribuicao unit-Lindley; grafico de con-

trole; maxima verossimilhanca condicional; taxas e proporgoes.



Abstract

In this work, we propose statistical models for the analysis of data that exhi-
bit variation over time. In particular, when the variable (or characteristic) of interest
is continuous in the interval (0, 1), as is the case with rates, proportions, and indices.
The unit-Lindley distribution stands out among the probability distributions in the unit
interval that have been introduced in recent literature and have interesting and useful
properties (e.g., a single parameter, reparameterized version in terms of the mean, clo-
sed expressions for moments). In this work, the unit-Lindley autoregressive and moving
average (ULARMA) model is proposed, as an extension of the unit-Lindley distribution
for the case of autocorrelated data. Furthermore, to take control of future observations
of the process, control charts are also presented for monitoring and forecasting data of
this type. Numerical simulation studies are carried out to evaluate the performance of
estimation procedures (e.g., based on the conditional maximum likelihood method) and
control charts (e.g., based on the proposed time series model with a continuous response
variable in (0, 1) described by the unit-Lindley distribution). Finally, the methodology
developed here is illustrated in a set of real data with information on maximum and mi-
nimum values of daily relative air humidity in the Atacama Desert, located in the north
of Chile, in order to verify its applicability in a practical context, when compared to

traditional /existing techniques.

Keywords: autocorrelated data; unit-Lindley distribution; control chart; conditional

maximum likelihood; rates and proportions.
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Capitulo 1
Introducao

A Estatistica é utilizada desde a Antiguidade com a finalidade de coletar, registrar
e compreender fendmenos. Os povos egipcios faziam uso para quantificar ovelhas dis-
poniveis, gados possuidos e graos coletados; os povos romanos utilizavam da Estatistica,
principalmente, na contagem da populagao com a finalidade de recolher impostos; durante
a Idade Média, era utilizada para tecer previsdes e no controle de pragas (Triola et al.
2004). Recentemente, as técnicas de modelagem tém experimentado um aumento da ati-
vidade em diversos campos do conhecimento, devido a sua versatilidade e, principalmente,
aplicabilidade em situagoes reais. O barateamento de mecanismos de armazenamento e o
aumento da velocidade na coleta da informacao corroboram com a popularizagao e cres-
cimento de dados disponiveis (discretos, continuos, categdricos, assimétricos, com excesso
de curtose etc.), que comumente nao seguem a distribuicdo Normal ou Gaussiana. Isto,
por sua vez, exige métodos cada vez mais especificos e eficazes que permitam extrair in-
sights e direcionar para a melhor tomada de decisao. O estudo de caracteristicas cujos
valores sao limitados pela prépria natureza do fenémeno vem ganhando espago na litera-
tura dos dltimos anos (Prataviera et al., 2021; [Martinez-Florez et al., 2020; |Lemonte and
Bazan, [2016)).

Em particular, essa busca é intensificada quando se trata de caracteristicas que
assumem valores dentro do intervalo unitario padrao, isto é, entre zero e um, como por
exemplo, proporgoes ou fragoes, escores, indices e taxas. Para a modelagem de varia-
veis aleatdrias que apresentam tais restrigoes, tém-se utilizado frequentemente as distri-
buigoes Beta (Ferrari and Cribari-Neto, 2004), Kumaraswamy (Kumaraswamy, 1980) e
Simpler (Barndorft-Nielsen and Jgrgensen, [1991). O modelo de regressao Beta (Ferrari
and Cribari-Neto|, |2004)) é muito popular na literatura devido a sua flexibilidade, que, por
sua vez, incentiva seu uso empirico em uma gama de aplicagoes, com resultados interes-
santes quando o suporte esta limitado ao intervalo unitario (Martinez-Florez et al., [2020;

Lemonte et al.| 2013]). Quando se trata do estudo de dados com origem hidroldgica que



podem ser mensurados em um intervalo duplamente limitado (e.g., umidade relativa do
ar), destaca-se a distribuigdo Kumaraswamy, que é considerada a melhor alternativa a
distribuicao Beta, além de possuir grande flexibilidade, podendo se aproximar de diversas
distribuicoes de probabilidade, com a obtengao de melhores resultados (Bayer et al., [2017}
Lemonte et al., 2013). Outra distribuigao que merece destaque é a Simplex, que, diferente
da Beta e Kumaraswamy, faz parte de uma classe mais geral de modelos, denominada
modelos de dispersao, sendo frequentemente utilizada como alternativa ao modelo Beta
(Altun and El-Morshedy, [2021}; Lapez, [2013). No entanto, apesar da popularidade dessas
distribuicoes, observa-se que nos ultimos anos houve um crescimento de novas propostas
que sao derivadas de distribuicoes ja existentes, com suporte nos reais, para versoes com
suporte no intervalo unitario padrao (Altun and El-Morshedy), 2021} |Sagrillo et al., 2021
Mazucheli et al., [2018a,b]).

Dois métodos comuns que tém sido usados para gerar novas distribui¢oes definidas
em um intervalo unitario sao as transformacoes logaritmica e unitaria. Seguindo a tltima
vertente, Mazucheli et al| (2019) introduziram uma distribuicdo chamada wunit-Lindley,
que vem ganhando espago na literatura (Bapat and Bhardwaj|, [2021; |Wongrin et al.| 2020))
por desfrutar de propriedades interessantes que outras distribuigoes restritas ao intervalo
unitario nao possuem. Do ponto de vista tedrico, essa distribuicdo apresenta forma fe-
chada para a fun¢ao de distribuicao acumulada e funcao quantil, expressoes simples para
obtenc¢ao dos momentos e pertence a familia exponencial. Do ponto de vista pratico, a sua
principal vantagem reside em ser uma nova distribuigdo unimodal, uniparamétrica (isto
é, com um tunico pardmetro) e bastante flexivel. Além disso, devido a férmula simples
para a média, a distribuicao unit-Lindley permite incorporar diretamente as covariaveis
disponiveis para quantificar sua influéncia na média da variavel resposta, apresentando,
assim, um novo modelo de regressao.

Em contextos praticos, observa-se que a grande maioria dos dados que sao coleta-
dos e ordenados ao longo do tempo apresenta observagoes que sao altamente dependentes
a posigao temporal em que se encontram, caracterizando uma série temporal (Sena et al.
2022; [Bayer et al., 2017; |Lohani et al., 2012)). Sob essa Otica, a literatura apresenta técni-
cas que sao capazes de considerar a existéncia da estrutura de dependéncia intrinseca aos
dados, que normalmente é desprezada ao modelar segundo as abordagens tradicionais,
e incorpora-la ao processo de estimagao. Neste cendrio, destaca-se a classe de modelos
autorregressivos integrados de médias moveis (ARIMA), proposta por Box et al.| (2015).
No entanto, foi reconhecido que a suposicao de distribuicdo Gaussiana associada a este
modelo é muito restritiva para varias aplicagoes (Tiku et al., 2000). Como consequén-
cia, tem-se observado um interesse crescente no estudo de variaveis tempo-dependentes

com comportamento nao Gaussiano (Bayer et al., |2018; |Benjamin et al., [2003)), e alguns



modelos foram propostos como extensoes as abordagens tradicionais, tais como: Beta
autoregressive moving average (Rocha and Cribari-Netol, 2017), Kumaraswamy autore-
gressive moving average (Bayer et al., 2017), Beta autoregressive fractionally integrated
moving average (Pumi et al., [2019)).

Em paralelo ao desenvolvimento de novos modelos, observa-se que as aplicagoes do
Controle Estatistico de Processos (CEP) também tém aumentado em diversos campos.
Embora essas técnicas (que também sao conhecidas como ferramentas de controle da
qualidade) tenham sido desenvolvidas para aplicacao em areas manufatureiras e industriais
(Shewhart|, 1931), atualmente esse conjunto de métodos é utilizado em diversas areas,
incluindo ecologia, saude, finangas, industria e servigos (Sagrillo et al., [2023; |Boaventura
et al 2022; [Sena et al., |2022; Fonseca et al., |2021)). Segundo Ho et al| (2018]), os graficos
(ou cartas) de controle tém sido a ferramenta mais utilizada para monitorar a estabilidade
dos parametros do processo, tais como média, variancia ou fragdes nao conforme, além de
desempenhar um papel importante em processos de deteccao.

O grafico de controle é considerado uma ferramenta robusta, pois sua aplicagao
ocorre para diferentes tipos de dados, como contagens, atributos e taxas/proporgoes. Ge-
ralmente, para o monitoramento de taxas ou proporc¢oes dos componentes de um produto,
utiliza-se os graficos de controle p e np. Neste caso, as propor¢oes, em sua maioria, sao
resultados de experimentos de Bernoulli e assume-se que seguem aproximadamente uma
distribuicao Gaussiana (Wang, 2009). No entanto, em muitas situagoes praticas, as taxas
e proporgoes nao sao resultados de um experimento de Bernoulli, apesar de assumirem
valores no intervalo unitério padrao. Segundo de Araujo Lima-Filho et al.| (2019)), a uti-
lizagdo dos graficos p e np nestes casos possui algumas desvantagens devido a suposicao
de distribuicdo Gaussiana.

Assumir distribuigdes com suporte/dominio diferente da varidvel aleatéria obser-
vada pode fazer com que os limites de controle apresentem resultados irreais (assumindo
valores negativos ou superiores a um), comprometendo o poder para detectar melhorias
do processo. Quando as propor¢oes monitoradas nao sao resultados de experimentos de
Bernoulli, os graficos de controle podem ser construidos usando outras distribui¢oes de-
finidas no intervalo (0, 1), como Beta (Sant’Anna and ten Caten, 2012), Kumaraswamy
(Lima-Filho and Bayer, 2021)), Simplex (Ho et al., |2018) e wunit-Lindley (Fonseca et al.,
2021)).

Em alguns casos, o processo de interesse sofre influéncia de miltiplos fatores que
apresentam independéncia entre si e ignorar o efeito que esses fatores tém sobre o processo
pode direcionar a uma tomada de decisdo enganosa. Mandell (1969) introduziu uma
metodologia capaz de considerar a influéncia de multiplos fatores sobre o processo de

interesse, denominado grafico de controle de regressao, cuja ideia principal consiste em



propor um modelo em que a caracteristica de qualidade é a varidavel dependente e os
fatores sao as covaridveis, e utilizar as estimativas do modelo proposto como variavel a
ser monitorada. [Montgomery (2020) estende essa abordagem ao considerar a presenca de
correlacao nos dados coletados do processo, propondo o monitoramento dos residuos como
variavel a ser monitorada. Tal procedimento apresenta algumas vantagens: os limites de
controle obtidos sao constantes, possui facilidade de interpretacao, os residuos sao nao

correlacionados e auxilia na visualizacao do comportamento da série.

1.1 Justificativa do projeto

Os dados oriundos de diversas areas, tais como ciéncias ambientais, biologia, eco-
logia, epidemiologia, sociologia e agricultura, dentre outras, sao, muitas vezes, caracte-
rizados pela variabilidade no tempo (Bicalho, 2008). Em particular, os dados limitados
no intervalo continuo (0, 1), tais como taxas, proporg¢oes e indices. Nas tltimas décadas,
tem sido observado um aumento crescente no desenvolvimento de técnicas para a analise
de processos desta natureza, devido principalmente a grande aplicabilidade dos modelos
temporais. Além disso, com o surgimento de novas e interessantes (e.g., com um tnico pa-
rametro, versao reparametrizada pela média, expressoes fechadas para os momentos etc.)
distribuicoes de probabilidade para a modelagem de dados limitados no intervalo unitario,
como é o caso, por exemplo, da distribuicao unit-Lindley (Mazucheli et al.;2019), torna-se
possivel desenvolver, com base nessas distribui¢coes de probabilidade, modelos temporais
inéditos, tteis e menos complexos (ou ainda, parcimoniosos). E, também desenvolver,
com base nos modelos temporais propostos, graficos de controle (também inéditos) para

o monitoramento e previsao de processos com dados continuos no intervalo (0, 1).

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo geral

O objetivo principal deste trabalho consiste em propor um novo modelo para va-
riaveis aleatérias com dominio contido no intervalo unitario padrao e mostrar as suas
propriedades inferenciais, que possibilitam a generalizacao e descricao de padroes ocultos
nos dados. Esse modelo estatistico, denominado unit-Lindley autorregressivo e de médias
méveis, ou ainda, ULARMA, é capaz de considerar a existéncia de estruturas de depen-
déncia temporal nos dados. Além disso, é apresentado neste trabalho um novo grafico
de controle para dados unitarios (que nao sao resultados de um processo de Bernoulli),
baseado no modelo ULARMA.



1.2.2 Objetivos especificos

Sao objetivos especificos deste trabalho:

1. Realizar um levantamento bibliografico dos principais modelos temporais para dados
continuos no intervalo unitario padrao, em especial aqueles que foram introduzidos
na literatura recente, bem como possiveis propostas existentes de graficos de controle

baseados nesses modelos;

2. Avaliar o desempenho do modelo proposto e do grafico de controle associado (iné-

ditos na literatura) por meio de estudos de simulagao numérica;

3. Aplicar tais procedimentos a conjuntos de dados reais encontrados na literatura.

1.3 Organizacao do trabalho

O restante deste trabalho estd subdividido em trés capitulos e dez segoes. O
segundo capitulo é composto por cinco sec¢oes, sendo que: a Secao [2.1] contém o levan-
tamento tedrico e bibliografico realizado sobre modelos de séries temporais para dados
contidos no intervalo unitario; na Secao [2.2] é discutida brevemente a distribui¢do unit-
Lindley; na Secao ¢ apresentada a proposta deste trabalho, o modelo ULARMA; a
Sec¢ao possui uma aplicacao a dados reais do modelo ULARMA; e, por fim, a Secao
[2.5] apresenta as conclusoes deste capitulo. O terceiro capitulo contém cinco segoes, sendo
que: a Segao [3.1] contém o levantamento tedrico e bibliogréafico realizado sobre gréficos de
controle aplicados a dados contidos no intervalo unitario; na Secao ¢ apresentada uma
proposta de grafico de controle para o modelo ULARMA; a Secao contém a descri¢ao
e os resultados de um estudo de simulagao utilizado para avaliar a performance do grafico
proposto; a Segdo [3.4] possui uma aplicagdo a dados reais do grafico proposto baseado
no modelo ULARMA; e, por fim, a Segao apresenta as conclusoes deste capitulo. O

quarto capitulo contém as consideragoes finais deste trabalho.



Capitulo 2

Modelagem de dados unitarios

autocorrelacionados

Neste capitulo sao apresentadas técnicas relacionadas ao processo de modelagem
de dados autocorrelacionados cujo dominio é restrito ao intervalo unitario padrao. Mais
especificamente, é abordada a construcao do modelo ULARMA, descrevendo sua formula-
¢ao, método de estimacao, estudo de simulacio para avaliar a performance de estimadores,
e, por fim, o modelo proposto é aplicado a um conjunto de dados reais sobre umidade

relativa do ar no deserto do Atacama, Chile.

2.1 Revisao de literatura

Esta secao apresenta uma breve revisao de literatura a respeito da modelagem de
varidveis aleatérias cujo dominio estd contido no intervalo unitério (0,1), considerando
dados independentes e dados correlacionados, isto é, que apresentam estrutura de depen-
déncia entre si.

Rocha and Cribari-Neto (2017)) apresentaram o modelo de regressao para séries
temporais de dados unitarios baseado na distribuicao Beta, denominado Beta autoregres-
stve moving average (SARMA), com estimagdo via maxima verossimilhanga condicional.
Esse modelo consiste em uma extensao da regressao Beta, sob a parametrizacao descrita
previamente por [Ferrari and Cribari-Neto (2004]), em que sdo incluidos os termos au-
torregressivos e/ou de médias méveis no preditor linear. Tal abordagem se assemelha &
utilizada por Benjamin et al.| (2003), que desenvolveram modelos para séries temporais
cuja distribuicao condicional, dado seu passado histérico, pertence a familia exponencial
canonica. A performance do modelo proposto foi avaliada em uma aplicacdo a um con-
junto de dados sobre taxas de desemprego oculto devido as condigoes de trabalho precarias
em Sao Paulo (capital), em que o modelo SARMA(4,0) foi ajustado aos dados, definido



com base no critério de informagao de Akaike (AIC; Akaike et al., [1977).

Segundo Bayer et al|(2017), uma alternativa & distribuicdo Beta consiste na uti-
lizacao da distribuicao Kumaraswamy, que é bastante popular em aplicagoes voltadas a
processos hidrolégicos e climatologicos, visto que a distribui¢do Beta, mesmo sendo bas-
tante flexivel, pode ndo apresentar ajustes satisfatérios (Lemonte et al.; 2013). Posto isto,
foi entao proposta a construcao do modelo Kumaraswamy autoregressive moving average
(KARMA), que estende o modelo proposto por Mitnik and Baek| (2013) para o caso da
existéncia de dependéncia entre as observacoes, de forma similar ao que fora descrito por
Benjamin et al.[(2003). Além disso, foi também discutida a estimagao por méxima veros-
similhanca condicional, inferéncia por teste de hipdteses, andlise de diagndstico e previsao.
Uma aplicagao a dados reais sobre umidade relativa do ar em Brasilia, capital do Brasil,
foi utilizada para comparar a performance do modelo proposto com a do SARMA (Rocha
and Cribari-Neto|, 2017)), em que notou-se que o modelo KARMA(5,4) apresentou melhor
desempenho preditivo, com base nas métricas MSE (do inglés “mean square error”) e
MAPE (do inglés “mean absolute percentage error”).

Na literatura é descrito que, no contexto de séries temporais, ¢ comum a ocorrén-
cia de padrdes no comportamento que acontecem de forma periddica, caracterizando a
presenca do efeito sazonal (Basawa et al., 2004). [Bayer et al| (2018) entao propuseram
o modelo Beta seasonal autoregressive moving average (BSARMA), que é uma extensao
ao SARMA (Rocha and Cribari-Neto, [2017)), capaz de captar flutuagoes sazonais no pro-
cesso de modelagem que sdo impulsionadas por um mecanismo estocastico. Além disso,
foram apresentados também os estimadores de maxima verossimilhanca condicional para
os parametros do modelo, testes de hipdteses e ferramentas para andlise de diagnostico.
Uma aplicagdo a dados reais sobre umidade relativa do ar em Santa Maria, Rio Grande
do Sul, foi apresentada e discutida.

Como apresentado em |[Rocha and Cribari-Neto| (2017), no modelo SARMA todo
processo de inferéncia realizado baseia-se na abordagem de inferéncia condicional, que
permite a inclusao de covaridveis de origem deterministica no modelo. [Pumi et al.| (2019)
ampliaram esse processo apos introduzir a classe de modelos Beta autoregressive frac-
tionally integrated moving average (BARFIMA), que aborda a verossimilhanga parcial,
assim possibilitando nao somente a inclusao de covariaveis deterministicas, mas também
de covaridveis aleatérias (e dependentes no tempo), ou ainda uma interacao entre elas.
Uma grande vantagem do modelo SARFIMA ¢ a capacidade de acomodar dependéncia de
longo alcance; para isto, assume-se que a estrutura de dependéncia temporal segue uma
estrutura ARFIMA (Brockwell and Davis| |1991), ao invés de ARMA, que pode nao ser
suficiente em determinadas situacoes. Além disso, neste trabalho também foram discuti-

dos testes de hipoteses, ferramentas de diagnéstico e previsoes, considerando este modelo.



A performance do modelo foi avaliada em uma aplicagdao a dados sobre umidade relativa
do ar em Manaus, capital do Amazonas.

Mazucheli et al.| (2019)) apresentaram uma nova distribuigao de probabilidade uni-
paramétrica para variaveis aleatérias continuas no intervalo unitario, denominada unit-
Lindley. Essa distribuicdo considera uma transformacgao apropriada na classe de distri-
buigoes Lindley (Lindley, |1958)). Varias propriedades estatisticas da distribui¢ao pro-
posta foram estudadas, incluindo o método dos momentos e a estimagao por maxima
verossimilhanga, bem como a expressao analitica para correcao do viés do estimador de
méaxima verossimilhanca (MLE, do inglés “maximum likelihood estimator”). Além disso,
essa distribuicao permite incorporar covaridaveis diretamente na média e, consequente-
mente, quantificar suas influéncias na média da varidvel resposta (através de um modelo
de regressao), sendo vista como uma alternativa mais parcimoniosa em relacdo ao modelo
de regressao Beta. Foi apresentada uma aplicacao a um conjunto de dados sobre o acesso
de pessoas em domicilios com abastecimento inadequado de dgua e esgotamento sanita-
rio nas cidades das regidoes do Sudeste e Nordeste do Brasil, em que o modelo proposto
resultou em um ajuste melhor que o modelo Beta.

Wongrin et al.| (2020)) desenvolveram o modelo de regressao Bayesiana unit-Lindley
baseado em uma priori Normal, que frequentemente é utilizada neste cenario. Além disso,
foi investigada a priori especifica para todas as variaveis exploratorias padronizadas e,
para fins de comparagao, os modelos de regressao unit-Lindley (Mazucheli et al., 2019)
e o proposto foram aplicados a dois conjuntos de dados reais, em que as variaveis de
interesse eram o rendimento de gasolina e a porcentagem do ativo total, respectivamente.
Notavelmente, a regressao Bayesiana unit-Lindley apresentou melhores resultados com
base nas estimativas produzidas e nos valores da log-verossimilhanca.

Akdur| (2021) apresentou o modelo unit-Lindley de efeitos mistos como alternativa
aos modelos de regressao Beta e unit-Lindley (Mazucheli et al., [2019), para modelagem de
varidveis aleatorias continuas e hierarquicas no intervalo unitario. Um estudo de simulacao
de Monte Carlo foi conduzido para investigar o desempenho dos métodos desenvolvidos
para estimagao dos parametros do modelo proposto, que incluem aproximacao de Laplace
e quadratura Gaussiana adaptativa. Além disso, uma aplicagao a dados reais sobre propor-
¢ao de domicilios com abastecimento insuficiente de dgua e esgoto foi apresentada usando
o modelo unit-Lindley com intercepto aleatorio para os estados do Brasil. Os resultados
obtidos indicaram que o modelo proposto forneceu um melhor ajuste quando comparado
as regressoes Beta e unit-Lindley tradicionais, em termos de log-verossimilhanca e AIC.

Bapat and Bhardwaj| (2021]) introduziram uma versao da distribuicao unit-Lindley
que considera cenarios em que ocorre inflagao de zeros e/ou uns, denominada inflated unit-

Lindley. Foram discutidas propriedades relacionadas a essa distribuicao, que incluem a



funcao de densidade, expressdes para os momentos e métodos de estimacao pontual e
intervalar. Um estudo de simulacdo de Monte Carlo foi apresentado, comparando o
desempenho da distribuicao proposta ao de outras ja existentes, como a Beta e a Ku-
maraswamy inflacionadas, em que observou-se que a inflated unit-Lindley obteve melhor
ajuste. Foi ressaltado que esse modelo é adequado para situacoes em que o parametro 6
da distribuicao assume valores superiores a 1,3, o que, em termos praticos, pode ser de
rara ocorréncia. Além disso, duas aplica¢oes foram apresentadas: na primeira, o interesse
residia na porcentagem de elefantes recém-nascidos que tiveram suas cabecas formadas
até a metade da gestacao, entre diferentes tamanhos de rebanho; e, na segunda, utilizou-se
um conjunto de dados ficticios, gerados apenas para ilustrar o método considerando uma
amostra maior.

Bayer et al.| (2023) propuseram os modelos autorregressivos e de médias méveis
Beta inflacionada (ISARMA) para modelar a média condicional da varidvel beta infla-
cionada condicionalmente distribuida observada ao longo do tempo. Neste trabalho foi
apresentada uma estrutura de regressao em funcdo da média, estimadores de maxima
verossimilhancga parcial, expressoes de forma fechada para o vetor de pontuacao, matriz
de informagao parcial cumulativa, testes de hipoteses, intervalos de confianga e algumas
ferramentas de diagnéstico e previsao. Os estimadores propostos apresentaram bom de-
sempenho avaliado por meio de um estudo de simulacao de Monte Carlo. Além disso,

foram apresentadas duas aplicagoes a dados de contextos hidroambientais.

2.2 Distribuicao unit-Lindley

Introduzida por Mazucheli et al.|(2019), a distribui¢do unit-Lindley surge por meio
de uma transformagao na classe de distribuigdes Lindley (Lindley, [1958). Segundo Mazu-
cheli et al.| (2019), essa distribuigao apresenta propriedades interessantes que outras distri-
buigoes restritas ao intervalo unitario nao possuem, tais como: (i) distribui¢ao unimodal
com apenas um pardmetro; (ii) grande flexibilidade, permitindo aplicagdo em diferentes
cenarios; (iii) possui forma fechada para as fungoes de distribuigdo acumulada e quantil;
e (iv) expressoes simples para os momentos.

Considere que Y é uma variavel aleatéria com distribuicao Lindley com fungao
densidade de probabilidade (FDP) e funcao de distribuigdo acumulada (FDA) definidas,
respectivamente, por:

2

fylo) = T 9(1 +y)exp{—0y}, y>0,0>0

e
F(|0)—1—<1—|—9y)ex{—0} >0,6>0
ylo) = o) op{=0u}, y>0, :
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Mazucheli et al.| (2019)) propuseram entao utilizar a transformacao X = Y/(1+Y),

definindo uma nova distribui¢do cujo dominio é restrito ao intervalo unitario, denominada

unit-Lindley (UL). A FDP e a FDA resultantes desta transformagio sdo apresentadas,
respectivamente, nas Equagoes (2.1]) e (2.2):

f(m|0):1T0(1—x)3exp{—1Hj }, 0<zr<1,06>0 (2.1)
e
Ox O
F(:E|0):1—<1—(1+9)($_1))exp{—1_x}, 0<z<l1,60>0. (2.2)

Na Figura [2.1] é possivel verificar diferentes comportamentos para a FDP da dis-

tribuicao UL ao considerar diferentes valores do parametro 6.

Densidade
S

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

6=9 — 0=3 — 0=1 6=5

Figura 2.1: Funcao densidade de probabilidade da distribuicdo unit-Lindley, para dife-

rentes valores de 6.

2.2.1 Funcao quantil

A fungdo quantil da distribuicao UL, Q(p|d) = F~1(p|#), pode ser escrita conforme
apresentado na Equagao ([2.3)):

L+0+ W [1+0)(p—1)exp{—(1+0)}]
L+ WL [(1+0)(p— 1) exp{—(1+0)}]

em que 0 <p < 1eW_q(-) denota o ramo negativo da funcdo W (-) de Lambert (Knuth,
1996). No software R, W_;(-) pode ser calculada através da funcao lambertWml(-) do
pacote lamW (Borchers, [2019).

(2.3)

Qplo) =

?
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2.2.2 Funcao geradora de momentos

A fungao geradora de momentos (FGM) é uma importante ferramenta, pois per-
mite, dentre outras, caracterizar distribui¢oes de probabilidade. Considerando a distri-

buicao UL, o k-ésimo momento em relacao a origem da distribuicao é apresentado na

Equagao (2.4)):

M, =E[X"] = (liﬁ) /01$ ((11:3)+x) exp {—19_gjx}dx, k=1,2,... (2.4)

Portanto, dado a Equagao (2.4), a média e a varidncia de X sao, respectivamente:

1 1 1
-5 ¢ ValXl=— (92 exp{0}Ei(1,0) — 0 +1 — ) ,

EX] 1+0 1+0

em que E;(a,z) = [{° 2z %exp{—zz}dx é a funcdo exponencial integral (Abramowitz and
Stegunl, 1964)).

2.2.3 Familia exponencial

A familia exponencial é uma classe composta por distribui¢oes de probabilidade,
capaz de incorporar dados com diferentes comportamentos (assimétricos, discretos, con-
tinuos e intervalares). Diz-se que uma distribuicao pertence a familia exponencial se sua
FDP pode ser escrita conforme a Equagao :

f(x]0) = exp{Q(0)T (x|0) + D(0) + 5(x(0)}, (2.5)

em que 0 é o pardmetro natural, Q(-) e D(+) sdo fungdes apenas do parametro 0, e T'(+)
e S(-) sao fungoes da amostra. E possivel ver que a distribuicdo UL pertence a familia

exponencial e, conforme a Equagao (2.5)), sua FDP é reescrita como:

f(x]0) = exp {—161:} exp {log (1 i_z 6)} exp {log(l — x)_?’} ,

em que Q(6) = 8, T(x|6) = —2/(1 - ), D(8) = log (82/(1 + ) e S(]6) = log(1 — )™

2.2.4 Estimacao

Conforme descrito em Mazucheli et al.| (2019), a estimacao do pardmetro 6 da dis-
tribuicao UL pode ser realizada pelo método da maxima verossimilhanga. Considerando
que X1,...,X, é uma amostra aleatéria de tamanho n da distribuicao UL, entdo o loga-
ritmo da fungao de verossimilhanga (também chamado de funcao de log-verossimilhanga,

denotada por £(+)), pode ser escrito como:
0(0)x) x nlog(f) — nlog(1 + ) — Ot(x),
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em que t(x) = >, x;/(1 — x;) é uma estatistica suficiente e completa para ¢. Dessa

forma, tem-se que:

0 2n n
ox) =0y
a" ) =g g ™)
Portanto, fazendo 8866(9\)() = 0, tem-se o MLE para 6, dado por:
T [ — t(x) + V)2 + 6nt(x) + 2] .
2t(x)

2.2.5 Modelo de regressao unit-Lindley

Em andlise de regressao, tradicionalmente existe o interesse em modelar a média da
varidvel de interesse (varidvel resposta) em fungdo de outras varidveis, também chamadas
de varidveis explicativas ou covaridveis (Ferreira et al., 2022)). A distribui¢ao UL possui
forma fechada para a média e, portanto, pode ser utilizada nesse contexto, como apresen-
tado por Mazucheli et al| (2019)). A reparametrizagao da distribuicdo UL em termos da
média é apresentada na Equacao :

_ (1=p)2 y(1—p)
f(y\u)—mexp {—M(l_y)} 0<y<1,0<p<l. (2.6)

Entéao, se Y ~ UL(u), a média e a varidncia de Y sdo dadas, respectivamente, por:

ElY]=p e Var[Y]zu[(i—l)Zexp {;—1} E; <1, (;—1))—;—1—2

A fungao quantil para a distribuigdo UL(u) é definida conforme apresentado na

Equagao (2.7)):

_ILLQ-

Lo [ e ]

Q(plp) = 0<p<l (2.7)
W [ exp {3}
Considere que Yi,...,Y, é uma amostra aleatéria, em que Y; ~ UL(u;), para
1 =1,2,...,n. Assume-se, entdo, que p; satisfaz a seguinte relacao funcional:
9(i) =% B,
em que B = (B1,...,0,)" denota o vetor dos coeficientes de regressdo, com p < n, e
x; = (2;,...,7) é o vetor de covaridveis. Assume-se que g(-) é uma fun¢io monétona

e diferencidavel que mapeia o intervalo (0,1) em R, tendo como possiveis candidatas as
inversas das FDAs das distribuigdes Normal, Logistica, entre outras (McCullagh and Nel-

der, 1989). Segundo Mazucheli et al| (2019), uma forma classica para obter estimativas

12



para o vetor de parametros 3 consiste na maximizacao da fungao de log-verossimilhanca

(estimagao via méxima verossimilhanga):

em que:
_ yi(l — i)

(L = yi)
O MLE de B nao pode ser obtido de forma fechada e, por isso, deve-se recorrer

C(pi) = 21og(1 — p;) — log(pi) — 3log(1 — )

a métodos numéricos e iterativos, como os algoritmos de Newton-Raphson e Broyden-

Fletcher-Goldfarb Shanno (BFGS) (Nocedal and Wright|, 2006]).

2.3 Modelo ULARMA

Neste trabalho ¢ introduzido o modelo unit-Lindley autorregressivo e de médias
moéveis (ULARMA) para varidveis aleatdrias cujo dominio pertence ao intervalo unita-
rio, como taxas, indices e proporcoes, capaz de considerar a existéncia de dependéncia
temporal entre os dados observados. A abordagem empregada baseia-se na proposta de
Benjamin et al| (2003), cuja ideia consiste em modelar a distribui¢do condicional da série
de interesse dado o seu passado historico, através de uma distribuicdo que pertence a
familia exponencial candnica. Varidveis contidas no intervalo unitario tradicionalmente
sao modeladas considerando as distribui¢cbes Beta, Simplex ou Kumaraswamy. Quando
existe uma estrutura de dependéncia entre os dados coletados, suas extensoes sao consi-
deradas, tais como: SARMA (Ferrari and Cribari-Netol 2004) e KARMA (Bayer et al.,
2017). Neste trabalho é considerada a distribui¢ao wunit-Lindley (Mazucheli et al., |2019)
que, embora seja uma proposta recente, vem ganhando espago na literatura (Bapat and
Bhardwaj, [2021; |Akdur} 2021} [Fonseca et al., 2021; Wongrin et al., [2020)). Vale ressal-
tar que essa distribuicao desfruta de propriedades tedricas e praticas interessantes, como,
por exemplo: possui forma analitica para as func¢oes de distribuicao e quantil; expressoes
simples para obtencao dos momentos; e, além disso, é uma distribuicdo com apenas um
pardmetro (uniparamétrica) e unimodal.

Inicialmente, deve-se assumir que a série observada é uma variavel aleatoria con-
tinua que assume valores dentro do intervalo unitario padrao (0,1). Seja Y}, com t =
1,...,n, variaveis aleatérias em que a distribuicdo condicional para cada Y;, dado um
conjunto de informagoes prévias (isto é, dado o seu passado histérico), segue uma distri-
buicdo UL. Como mencionado anteriormente, no contexto de andlise de regressao comu-
mente tem-se o interesse em modelar a média da variavel sob investigacao como funcao de

outras variaveis. Portanto, para o desenvolvimento deste trabalho, utilizou-se a expressao

13



apresentada na Equacao (2.8)):
(1 —pu)? yr(1 — pae)
fWelSio1) = ——— exp{—"—F—— 1, (2.8)
(1 = ye)? (1 — )
em que 3y_; representa o passado histérico da série (ou ainda, o conjunto de informagao
prévia da série). Ademais,
E[Yy[Se-1] = pe

1 2 1 1 1 )
Var[Yy[Sea] = || ——1) expy— -1 B (L ——1))——+2| —
He Mt Kt e

representam, respectivamente, a média e a variancia condicionais da série. As fungoes de
distribui¢ao acumulada e quantil sdo dadas como apresentado nas Equagoes (2.9)) e :

respectivamente:

Fly|Sey) =1 — (“tyt_l> exp {_M} (2.9)
i T W [(G) = Dexp {0}
LW [() = Dexo { =5}

Assim como ocorre nos Modelos Lineares Generalizados (MLG) (Nelder and Wed-

QYe[Si-1) = (2.10)

derburn, |1972), a média é relacionada ao preditor linear por meio de uma fungdo mondtona
e diferencidvel g(-) que mapeia o intervalo (0,1) para R, denominada funcao de ligagao.
Neste contexto, as func¢oes de ligacao mais utilizadas sao: logito, probito e complementar
log-log (Rocha and Cribari-Neto|, 2017)). Nota-se a adigdo do termo 7; ao preditor linear,
que representa a inclusao dos termos autorregressivos e/ou de médias méveis inseridos no

modelo. Desta forma, o modelo geral para p; é dado por:

g(e) = = XtTﬂ + 7,

em que B = (B1,...,8.)" denota o vetor dos coeficientes desconhecidos da regressiao, com
Kk <n;x] = (z4,...,7) representa o vetor de covaridveis no instante t; e 7; é o preditor
linear no instante t¢.

Para introduzir formalmente o componente 73, assim como descrito em |Rocha and
Cribari-Neto| (2017)), considera-se inicialmente um modelo ARMA(p, q¢) como funcao do
termo &; que, por sua vez, representa o erro. Sabe-se, por definicdo, que g; = g(y;) — x/ 8.

Desta forma,

P q
&t =+ Z Gjci—j + Z Ore—y + 1y,

j=1 =1
em que 7; representa um erro aleatorio; a € uma constante, tal que a € R; p e ¢ sao as

ordens dos termos autorregressivos e de médias méveis, respectivamente, tais que p, ¢ € N;
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¢; e 0; representam os coeficientes autorregressivos e de médias moéveis, respectivamente.
E assumido que a esperanca condicional de r; dado o passado histérico ¢ igual a zero.

Portanto, E[Et‘%t—l] = Tt.

EleSi-1 ~04+Z¢g5t ]4‘2917} 1—04+Z¢J 9(Yi—j) Xt —j +29th 1= Ty

j=1 J=1 =1

Finalmente, define-se o modelo geral para p;, apresentado na Equagao (2.11)):

g(,ut)—nt—a—i—xt,@—l—z:@ 9(ye—j) — %, i —i—ZGm L (2.11)
7=1

2.3.1 Inferéncia

Nesta se¢ao ¢é discutida a obtencao de estimadores pontuais e intervalos de con-
fianca para os parametros do modelo proposto, considerando propriedades assintoéticas
desses estimadores. O processo de estimacao dos parametros do modelo ULARMA pode
ser realizado pelo método da maxima verossimilhanca condicional. Os estimadores de
méxima verossimilhanga condicional (CMLEs, do inglés “conditional mazximum likelihood
estimators”) sao obtidos ao maximizar o logaritmo da fungao de verossimilhanga con-
dicional. E observado que a funcao de log-verossimilhanca para o vetor de parametros,
condicional a ;_1, é nula (ou aproximadamente nula) para as m primeiras observacoes,
em que m = max{p, ¢}. Entdo, com base na Equagao , pode-se escrever a funcao de

log-verossimilhanca como:

Z log (f(|Se1)) = > L),

t=m+1 t=m-+1

sendo:
C(pe) = 2log(1 — py) — log(pue) —

2.3.1.1 Vetor escore condicional

Seja © = (a,A",y",8")T o vetor de parametros do modelo ULARMA, com di-
mensao (p+q+k+ 1), em que A= (A\1,..., )" ey = (7,...,7) . Define-se, entdo,
o vetor composto pelas derivadas parciais de primeira ordem do logaritmo da verossimi-
lhanga como vetor escore, aqui denotado por U. Como ¢(-) ndao é fungao direta dos
parametros do modelo, cada elemento U; do vetor ¢ obtido pela regra da cadeia para

diferenciacao. Isto é,

:%: zn: (%(Mt): = 86(;@% ony
00; , 09 tmme1 O On 00,




Note que Ou¢/Ony = 1/’ (11e). Além disso, tem-se que:

Ol(pe) _ 2(=1) _ i + =yl (1 = y)] — 9 (1 — ) (1 — )

O () (1 = )P
:i_i —ye(1 —ye) e + 1 — puy]
(=) (1= g
—2 1 Yt

=) e (m)?(D =)
Serd denotado aqui, por simplicidade, que 0¢(ut)/Ous = V(put,y:). Desta forma,

para obter a equacao de estimacao associada a j-ésima posicao do vetor ©, basta resolver
a expressao apresentada na Equagao (2.12)):

S 1 On
Uj = (e, y
1= 2 e Gy e

Entao, considerando os pardmetros do modelo ULARMA e a Equacao ([2.12)), para

O, = «, tem-se que:

(2.12)

ol n 1 ant 1 g 8rth]
Do t:%;rl (s Ye)—7— 7 (1) . %1 (pes ye) 7 (1) hz::l " A
Adicionalmente, para ©; = [, considerando [ = 1,.. ., &,
ot . L On - 1 & T ori_p,
_— \Il s — \Ij 3 X X + 0
aﬂl t:%_l (Mt yt) ( )aﬁl o %1 <Iut yt)g’(# [ tl ]; Qb] (t—4)1 Z h aﬂl
Para ©; = ¢;, considerando @ = 1,...,p,
ol " 1 On - 1 ore_p,
= v ) - v ) Yt—i) — X i) + 0 :
B t:%;rl (ks Y1) — 7 7 () 0y ) %1 (e yt)g’(,ut) {[9( i) (t— Z h 20, }
Para ©; = 0, considerando h =1,...,¢,
ol " 1 (977t i 1 ory_p,
— = W (i, = W ( 4y, reepn+ » 6 .
a0y, t:;—l (e v0) Gy g'(41t) 0, t %‘;1 (b yt)g’(ut) o Z " a0y, ]

Os CMLEs O sao obtidos ao encontrar a solugao do sistema dado por U = 0. Em
geral, essas equagoes sao nao lineares e o sistema deve ser resolvido de forma numérica

por processos iterativos, como, por exemplo, via algoritmos de Newton-Raphson e BFGS.

2.3.1.2 Matriz de informagao observada

Um componente importante na etapa de inferéncia estatistica é a matriz Hessiana,
aqui denotada por H(-), utilizada na construgao de intervalos de confianca para os para-
metros do modelo proposto. Essa matriz é composta pelas derivadas parciais de segunda

ordem de £(-) com relagdo aos parametros do modelo. Essa matriz é utilizada no calculo
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das varidncias associadas as estimativas de maxima verossimilhanca, que por sua vez,
assumem um papel importante na formulacio de estatisticas de teste. Assim, tem-se que

a expressao para cada componente pode ser obtida a partir do seguinte calculo:

%) _ z": [352(/%) ((%)2 O Omy 9p) 9 (@M‘M) Opue 87%]

90,00, oz \on A 00,/ an, 00,

t=m+1

Entao, generalizando a expressao anterior para os pardmetros do modelo ULARMA

a matriz Hessiana é dada por:

[ () PU()  PPU(u)  DPU(u) T
00,00, 00,005 00,00, 00,00,
Pl(pe)  OP()  O%U(pe) ()
00300, 003005 00300, 00500,
Pll)  Plpy)  OP(p) 0 pwe)
00,00, 00,005 00,00, 00,00,
Pl) — Pl(u)  PPl(u)  O*()
100,00, 00,005 00,00, 00,00,

O negativo da matriz de valores esperados das derivadas parciais de segunda ordem,
isto ¢, —E[H (©)], é¢ denominado matriz de informacao de Fisher, denotada por I(©). Sob
condicgoes de regularidade, o vetor © ¢ consistente e segue assintoticamente uma distribui-
¢ao normal com vetor de médias © e matriz de covariancias ¥(0). Além disso, sabe-se que
para amostras de tamanho grande, isto ¢, assintoticamente, tem-se que: %(0) = I1(©).
Em particular, para o modelo ULARMA, a matriz de informacao de Fisher nao possui
expressoes simples, e, portanto, sera utilizada a matriz de informacao observada. Nesta
matriz, os CMLEs O sdo aplicados aos componentes da matriz Hessiana, o que resulta

numa boa aproximacao da matriz de informacao de Fisher.

2.3.1.3 Teste de hipd6teses e construcao de intervalos de confianca

Os resultados que foram apresentados na Secao [2.3.1.1] permitem a construcao de
intervalos de confianca assintoticos e estatisticas de teste para avaliar hipoteses. Considere

que as hip6teses nula (H,) e alternativa (H;) sdo, respectivamente:
Ho:vO =0 e H;:vO #0, (2.13)

em que v é uma matriz com dimensao 7 X (p + ¢ + £ + 1) de posto r.

Seja © os CMLEs para © sob a hipdtese nula e O os CMLEs para © sob a hipdtese
alternativa. Comumente, para testar as hipoteses apresentadas em , ¢é utilizada a
estatistica da razdao de verossimilhanga condicional (CLR, do inglés “conditional likelihood
ratio”) (Rocha and Cribari-Netol 2009):

w = 2[((0) — (O],
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em que /(-) denota o logaritmo da fun¢ao de verossimilhanga condicional.

Sob condigoes de regularidade, w converge em distribui¢ao para uma distribuicao
Qui-Quadrado com r graus de liberdade (isto é, w N x?). Outra forma de testar as
hipoteses apresentadas em ([2.13|) consiste em considerar a estatistica Z, definida como
a raiz quadrada da estatistica CLR, que assintoticamente segue a distribuicdo Normal

padrao sob Hy. Isto é, R
7- 97" 2y,
vdiag(H(©))

o~ ~

em que diag(H (©)) denota um vetor com os elementos da diagonal de H(O).
Ao utilizar a normalidade assintética dos CMLEs de ©, pode-se facilmente cons-

truir intervalos de confianca para os elementos de © como segue:
<@j — Za/2\ 1;(©); 0 4 zay2V hjj(@)> ,

em que éj ¢ o CMLE para a j-ésima componente de O, hj_j1 ¢ 0 j-ésimo componente
da diagonal da matriz de informagao observada, e z,/» denota o quantil da distribuicao

Normal padrao que deixa uma probabilidade «/2 na cauda direita.

2.3.2 Previsao

A previsao é uma etapa importante no processo de extrapolagao, isto é, de estender
as estimativas do modelo proposto para dados nao observados em pontos posteriores no
tempo. Conforme descrito em |Palm| (2016)), o processo para previsao de valores futuros

(Yn+n), em que h representa o nimero de passos a frente, é dado por:
% 1 AL e T 3 L
Yi(h) =g~ <Oé +%, B+ bl0(Wern—j) —x_;B] + > 917”t+h—l> :
j=1 =1
Nota-se, entao, que:

g(Yi(h = j)), se j <h,
9(Yirn—j) = »
9(Yign—j), se j > h

0, sel < h,
Tt+h—1 = R
9(Yign-1) — (e (h—ry), se 1 > h.
2.3.3 Estudo de simulagao

Nesta secao sao apresentados e discutidos os resultados obtidos por meio de um

estudo de simulagdo de Monte Carlo que avalia a performance dos CMLEs, desenvolvidos
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nas Secoes [2.3.1.1) e 2.3.1.2, Para avaliacdo numeérica foram consideradas 10.000 réplicas

em amostras de tamanho n = {70, 100,200, 300}. Conforme apontado por Schaffer and
Kim!| (2007)), esse ntimero de réplicas é suficiente para obter resultados precisos. Em cada
réplica de Monte Carlo, foram gerados n valores para uma variavel restrita ao intervalo
unitario padrao de um modelo ULARMA(1,1) e ULARMA(2,2), com funcao de ligagao
logito. Ao todo, foram analisados sete cendrios distintos.

Considerando o modelo ULARMA(1,1), foram simulados cendrios: i) sem cova-
ridaveis e parametros o = —1,00, ¢ = —0,50 e € = 0,25; ii) com uma covariavel continua
seguindo a distribuicdo Normal padrao e parametros o = —1,00, ¢ = —0,50, 0 = 0,25 e
f = 0,50; iii) com uma covaridvel binéria seguindo a distribuicdo Binomial (com n = 1
e p = 0,4) e parametros a = —1,00, ¢ = —0,50, 6§ = 0,25 ¢ § = 10,5. Para o modelo
ULARMA(2,2), foram simulados cendrios: i) sem covariaveis e pardmetros a = 0,50,
¢ = (0,50;—0,30) e 8 = (0,40;0,15); ii) com uma covariavel continua seguindo a dis-
tribuicdo Normal padrao e pardmetros a = 0,50, ¢ = (0,50; —0,30), & = (0,40;0,15) e
f = 1,20; iii) com uma covaridvel binéria seguindo a distribuicdo Binomial (com n = 1
e p = 0,7) e parametros a = 0,50, ¢ = (0,50; —0,30), @ = (0,40;0,15) e B = —4,50; iv)
com duas covariaveis com distribui¢oes Normal padrao e Gama (com a =1/2eb=3) e
parametros o = 0,50, ¢ = (0,50; —0,30), & = (0,40;0,15) e B = (8,4; —6,9). Para gerar
valores das distribui¢coes Normal, Binomial ¢ Gama, foram utilizadas, respectivamente,
as fungoes rnorm(-), rbinom(-) e rgamma(-) do pacote MASS do software R.

Para avaliacao de desempenho, foram calculados: a média das estimativas, o MSE
e o viés relativo (RB, do inglés “relative bias”) percentual. O RB é definido como a razao
entre o viés e o verdadeiro valor do pardmetro multiplicada por 100%. Todas as maxi-
mizacoes da funcao de log-verossimilhanga condicional foram realizadas usando o método
BFGS. Para gerar amostras de tamanho n do modelo ULARMA(p, ¢), foi considerado o
algoritmo apresentado em Bayer et al.| (2017)), desenvolvido para o modelo Kumaraswamy
e adaptado aqui para o modelo ULARMA. O primeiro passo do algoritmo consiste em
definir 7, = 0 e uy = g '(a), para t = 1,...,m. No segundo passo, obtém-se 7;, para
t = m + 1, como apresentado na Equacao , e, entdo, tem-se que j; = g~ (1;). No
terceiro e ultimo passo, y; é gerado por meio da funcao de densidade mostrada na Equacao
23).

Nas Tabelas e sao apresentados os resultados do estudo de simulacao
para os modelos ULARMA(1,1) e ULARMA(2, 2), respectivamente. Observa-se que, em
geral, a performance dos CMLEs é bastante satisfatoria, mesmo para o cendrio em que
o tamanho de amostra é pequeno (n = 70). A precisdo das estimativas melhora com o
aumento da amostra e, consequentemente, ocorre a reducao do RB. Os estimadores que

possuem o menor RB sdo @ e (3, enquanto 6 possui o maior. As estimativas do componente
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autorregressivo se mostram mais precisas quando comparado ao componente de médias
moéveis; tal achado é apresentado e discutido em outros trabalhos (Ansley and Newbold,
1980) sobre modelos autoregressivos e de médias méveis (ARMA). Isto implica em dizer
que a inferéncia realizada sobre o componente de médias méveis é menos precisa (ou ainda,
assertiva), em comparagao aos demais pardmetros. Em todos os cenarios, o MSE obtido

¢ bem pequeno.

2.3.4 Critérios para selecao de modelos

Para avaliar o ajuste do modelo aos dados serao utilizados como critérios de sele-

¢ao/discriminagao de modelos: o AIC e o critério de informagao de Schwarz ou Bayesiano.

+ Critério de Informacao de Akaike (AIC): definida por |Akaike et al. (1977),
esta métrica penaliza a funcao de verossimilhanca obtida através dos dados, pelo
numero de parametros a serem estimados pelo modelo proposto. Pode ser calculado

pela seguinte expressao:
AIC = =20(p) + 2k,

em que k denota o nimero de pardmetros a serem estimados e £(®) representa o
maximo da funcao de log-verossimilhanga. O modelo selecionado deve ser aquele

cujo AIC seja o minimo.

 Critério de Informagao Bayesiano (BIC): consiste, assim como o AIC, em uma
métrica de penalizacao da verossimilhanca, que caracteriza-se por indicar modelos
com menor nimero de parametros, visto que penaliza mais fortemente modelos com

mais pardmetros Schwarz, 1978, E obtido pela seguinte expressao:
BIC = —2{(¢p) + klog(n),

em que n representa o nimero de observagoes. O modelo que apresentar o menor

valor de BIC deve ser escolhido.

A avaliacao da performance preditiva dos modelos serd feita por meio das métricas:
Raiz do Erro Quadratico Médio (RMSE), Erro Absoluto Médio (MAE) e Symmetric Mean
Absolute Percentage Error (sSMAPE). Tais métricas sao amplamente utilizadas no estudo

e analise de séries temporais, para comparar previsoes realizadas por diferentes modelos.

e Raiz do Erro Quadratico Médio: denotada por RMSE (do inglés “root mean
square error”). Em algumas dreas, tais como meteorologia e geociéncias, esta mé-
trica ¢é intitulada como padrao para avaliacao de desempenho entre modelos (Savage

et al., 2013)). No entanto, alguns trabalhos ndo sugerem a utilizagdo dessa métrica,
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Tabela 2.1: Resultados da simulacao de Monte Carlo para os CMLESs baseados no modelo
ULARMA(1,1).

Cenaério 1
Parametro Métrica n=70 n=100 n=200 n =300

a=-100 Meédia  -0,9579 -0,9726 -0,9863 -0,9915
RB (%) -4,2109 -2,7430 -1,3719  -0,8539
MSE 0,0530  0,0350  0,0146  0,0089

¢=-050 Média  -04035 -04338 -0,4660 -0,4787
RB (%) -19,3014 -132464 -6,7930 -4,2639
MSE 0,095  0,0643  0,0249  0,0144
=025  Média 0,1515  0,1814 02152  0,2286
RB (%) -394141 -27,4297 -13,9204 -8,5617
MSE 0,1155  0,0737  0,0303  0,0178

Cenario 2
Parametro Métrica n=70 n=100 n=200 n =300

a=-1,00 Mdédia -0,9636  -0,9759  -0,9893  -0,9927
RB (%) -3,6396 -2,4071 -1,0739  -0,7329
MSE 0,0544 0,0355 0,0141 0,0090
¢ =-0,50 Média -0,3973  -0,4331  -0,4685 -0,4789
RB (%) -20,5461 -13,3740 -6,3034  -4,2225
MSE 0,1017 0,0633 0,0237 0,0146
0 =0,25 Média 0,1405 0,1807 0,2177 0,2287
RB (%) -43,7849 -27,7366 -12,9302 -8,5197
MSE 0,1210 0,0737 0,0292 0,0180
B8 = 0,50 Média 0,4994 0,4994 0,4998 0,4999
RB (%) -0,1248 -0,1121  -0,0430  -0,0246
MSE 0,0102 0,0079 0,0035 0,0021

Cenéario 3
Parametro Métrica n=70 n=100 n=200 n =300

a=-1,00 Meédia  -1,0137 -1,0055 -0,9994 -0,9975
RB (%)  1,3705 05531  -0,0590 -0,2488
MSE 0,0360  0,0251  0,0126  0,0089

¢ =-050 Média  -0,4892 -0,4868 -0,4896  -0,4900
RB (%) -2,1601 -2,6500 -2,0833  -2,0022
MSE 0,0086  0,0088 0,006  0,0058
9 =025  Média 0,2417 02368  0,2393  0,2404
RB (%) -3,3308 -52861 -4,2917 -3,8219
MSE 0,0190  0,0165  0,0105  0,0083
B =105 Média 10,4985 10,4999 10,4998 10,4990
RB (%) -0,0145 -0,0009 -0,0022 -0,0098
MSE 0,0352  0,0231  0,0109  0,0073
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Tabela 2.2: Resultados da simulacao de Monte Carlo para os CMLEs baseados no modelo
ULARMA(2,2).

Cenéario 1
Parametro  Métrica n=70 n=100 n=200 n =300

a=050  Média 04219 04426 04719  0,4809
RB (%) -15,6111 -11,4704 -5,6265  -3,8199

MSE 0,0570  0,0413  0,0196  0,0123
$1 =050  Média 0,6263 05901  0,5471  0,5322
RB (%) 252644 18,0225 94253  6,4434
MSE 0,1545  0,1178  0,0573  0,0352

¢y =—-030 Média  -0,3413 -0,3285 -0,3145  -0,3101
RB (%) 13,7667 94896 48470  3,3753
MSE 0,0218  0,0156  0,0077  0,0051
61 =040  Média 02555  0,2992  0,3486  0,3660
RB (%) -36,1169 -25,1953 -12,8486  -8,4972
MSE 0,1889  0,1368  0,0631  0,0378
0, =0,15  Média 0,0740  0,0948  0,1216  0,1317
RB (%) -50,6607 -36,7670 -18,9241 -12,1726
MSE 0,0896  0,0627  0,0268  0,0161

Cenério 2
Parametro  Métrica n=70 n=100 n=200 n =300

a=050  Média 04299 04470 0,707  0,4795
RB (%) -14,0294 -10,5930 -5,8640  -4,1082
MSE 0,0559  0,0392  0,0192  0,0123
¢ =050  Média 0,5936 05707  0,5443  0,5282
RB (%) 18,7213 14,1494 88536  5,6309

MSE 0,1435  0,1064  0,0541  0,0342
¢ =—030 Média  -0,3351 -0,3243  -0,3140  -0,3088
RB (%) 11,6911  8,0870  4,6643  2,9368
MSE 0,0226 00159  0,0077  0,0051

6, =040  Média 0,2098  0,3256  0,3546  0,3718
RB (%) -25,0503 -18,5931 -11,3441  -7,0618
MSE 01739  0,1212  0,0590  0,0363
0, =0,15  Média 0,068  0,1064  0,1224  0,1331
RB (%) -354976 -29,0592 -18,3935 -11,2714

MSE 0,0860 0,554  0,0254  0,0150
B =120 Média 1,1985  1,1999  1,2005  1,2003
RB (%) -0,1257 -0,0076  0,0392  0,0242
MSE 0,0068  0,0040 0,006  0,0010
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Tabela 2.3: Resultados da simulacao de Monte Carlo para os CMLEs baseados no modelo
ULARMA(2,2). (continuagdo)

Cenério 3
Parametro Métrica n=70 mn=100 n=200 n =300

a = 0,50 Média 0,4045 0,4184 0,4550 0,4672
RB (%) -19,0987 -16,3115  -9,0000  -6,5671
MSE 0,0804 0,0564 0,0279 0,0181
¢1 = 0,50 Média 0,5549 0,5726 0,5467 0,5353
RB (%) 10,9807 14,5104 9,3472 7,0542
MSE 0,1626 0,1209 0,0576 0,0372
¢2 = —0,30 Média -0,3239 -0,3273 -0,3181 -0,3135
RB (%) 7,9548 9,1111 6,0343 4,5082
MSE 0,0277 0,0192 0,0089 0,0058
01 = 0,40 Média 0,3401 0,3241 0,3519 0,3643
RB (%) -14,9791 -18,9769 -12,0142 -8,9166
MSE 0,1921 0,1348 0,0616 0,0394
02 = 0,15 Média 0,1179 0,1064 0,1246 0,1310
RB (%) -21,3764 -29,0529 -16,9492 -12,6661
MSE 0,0924 0,0590 0,0256 0,0161
B1 =—4,50 Média -4,5028 -4,5010 -4,5001 -4,4990
RB (%) 0,0621 0,0224 0,0031  -0,0217
MSE 0,0271 0,0198 0,0093 0,0059
Cenério 4

Parametro Métrica n =170 n = 100 n = 200 n = 300

o= 0,50 Média 0,4497  0,4658  0,4791 0,4848
RB (%) -10,0636  -6,8450  -4,1828  -3,0448
MSE 0,0464  0,0319 00163  0,0112
$1 =050  Média 0,5047  0,5050  0,5091 0,5098
RB (%) 0,9310 1,0088 1,8264 1,9588
MSE 0,0550  0,0444  0,0307  0,0219
$2 =—0,30 Média 20,3092 -0,3087  -0,3046  -0,3040
RB (%) 3,0577  2,9145 1,5451 1,3472
MSE 0,0138  0,0108  0,0065  0,0045
01 = 0,40 Média 0,4043  0,3996  0,3935  0,3915
RB (%) 1,0755  -0,1055  -1,6127  -2,1335
MSE 0,0713  0,0527  0,0338  0,0240
02 = 0,15 Média 0,1501 0,1495  0,1443  0,1441
RB (%) 0,0561  -0,3275  -3,7714  -3,9148
MSE 0,0448  0,0275  0,0151 0,0100
B =840  Meédia 8,4031 8,4022  8,4005 8,4006
RB (%) 0,0371 0,0266  0,0062  0,0067
MSE 0,0081 0,0052  0,0021 0,0012
By = —6,90 Média 6,9113  -6,9061  -6,9003  -6,9011
RB (%) 0,1637  0,0886  0,0049  0,0163
MSE 0,1621 0,1286  0,0412  0,0275
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pois em seu céalculo atribui maior importancia aos erros com valores absolutos mai-
ores (Chai and Draxler, 2014). A expressdao para sua obtencao é apresentada a

seguir:

1 -~
RMSE =/~ 3 (Y — V)%
t=m

em que Y; representa o valor observado da variavel resposta no t-ésimo instante de
tempo; Y; corresponde ao valor previsto pelo modelo para a variavel resposta no

t-ésimo instante de tempo; e n é o tamanho da amostra.

Erro Absoluto Médio (MAE): denotado por MAE (do inglés “mean absolute
error”). Muitas vezes, esta métrica é preterida pelo RMSE, sendo recomendada
principalmente para dados em que se espera uma distribuicdo uniforme dos erros.

A expressao para sua obtencao é apresentada a seguir:

1 & =
MAE = — Y|V, - Yi/.
nt:m

Symmetric Mean Absolute Percentage Error (sMAPE): surge como uma
corre¢ao da métrica MAPE (do inglés “mean absolute percentage error”), com ca-
racteristicas de invariancia por escala e simetria, que sao interessantes para a com-
paracao de modelos (Fiorucci and Louzadal, [2020). Esta métrica é bastante popular
em competicoes de previsao, como, por exemplo, nas competicoes de Makridakis
(Makridakis et al., 2018). E calculada pela expressao a seguir:

100 &2 [Yaen — Vol

SMAPE = — - :
n i Zn (YnJrh + Yn+h)/2

em que n representa o tamanho da série; Y,,.; é o valor observado na série h passos

a frente; e Y1, é a previsao do modelo proposto h passos a frente.

2.4 Aplicacao a dados reais

Nesta se¢ao sao apresentados e discutidos os principais resultados obtidos a partir

da aplicacao das técnicas estatisticas descritas na Segao [2.3|a um conjunto de dados reais

com informagoes sobre valores maximos e minimos da umidade relativa do ar didria, no

deserto do Atacama, situado ao norte do Chile. O conjunto adotado neste estudo foi

adquirido da Direccion General De Aerondutica Civil, Direccion Meteorologica de Chile

- Servicios Climdticos, que fornece informacoes relacionadas a fontes naturais no Chile.

Além disso, as informagoes acerca da velocidade do vento e da radiagao solar estao disponi-

veis em: https://www.kaggle.com/datasets/dnstata/atacamahumidity. A umidade

relativa do ar expressa a razao entre a quantidade de dgua disponivel no ar e a quantidade
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maxima que poderia haver na mesma temperatura, para atingir um equilibrio na pressao
de vapor. Devido a sua formulagdao, a umidade relativa do ar estd restrita ao intervalo
unitario padrao.

Fonseca et al.| (2021) destacaram fatores climaticos que se relacionam diretamente
com a precipitagdo da agua e, consequentemente, com a umidade relativa do ar. Aqui,
serao considerados: i) o movimento do vento, que desloca massas de ar e, portanto,
influencia em seu contetido de dgua; e ii) a radiacdo solar, que afeta a temperatura e,
consequentemente, o equilibrio na pressao de vapor. Vale ressaltar que a regiao em estudo
é afetada pelo fendmeno da Camanchaca, que consiste na formacgao de bancos de nuvens
que nao produzem chuva, caracterizada por neblina densa junto ao deserto mais seco
da Terra (Atacama). Serd adotado o nivel de significAncia estatistica de 5% para as

conclusoes neste trabalho.

2.4.1 Analise descritiva

Para compor a série temporal da umidade relativa do ar no deserto do Atacama
(Chile), foram coletados os valores méaximos e minimos didrios, durante o periodo de
01/01/2019 a 01/07/2021. Portanto, a série é composta por 871 observagoes [[] Inici-
almente, foi realizada uma analise de carater descritivo, com a finalidade de identificar
possiveis inconsisténcias, pontos atipicos e, além disso, estudar padroes no comportamento
dos dados coletados.

Na Tabela [2.4] sio apresentadas algumas métricas descritivas para as séries de
minimos e maximos da umidade relativa do ar. Analisando todo o periodo, nota-se que,
na série de minimos, a média da umidade relativa do ar foi de 0,367, enquanto que,
para a série de méaximos, foi de 0,871. Observa-se uma menor amplitude na série de
méaximos (0,483), evidenciada pela distancia entre o maior e o menor valores observados.
No entanto, a série de minimos apresenta maior oscilagao, refletida pelo desvio-padrao.

Avaliando cada ano que compde o periodo isoladamente, nota-se que, para a série de
maximos, em meédia, os anos possuem comportamento similar, sendo observado em 2020
o maior registro (0,875). O menor valor registrado ocorreu em 2019, enquanto que em
2020 registrou-se o pico, com 0,492 e 0,974, respectivamente. E interessante observar que
as oscilagoes na umidade, para a série de maximos, vém reduzindo com o passar dos anos.
Quando avaliada a série de minimos, é observada uma similaridade com o comportamento
da série de maximos; em média, os anos possuem valores préoximos, sendo a menor média
registrada em 2019 (0,362). O menor e o maior valores registrados ocorreram em 2019:

0,013 e 0,760, respectivamente. Nesta série, também existe reducao nas oscilagoes da

Vale ressaltar que, durante este periodo, 42 dias apresentaram problemas na coleta dos dados para

as varaveis: umidade relativa do ar, movimento do vento e radiacdo solar.

25



umidade com o passar dos anos.

Tabela 2.4: Medidas descritivas da série temporal de umidade relativa do ar no deserto
do Atacama, Chile, durante o periodo de 01/01/2019 a 30/06/2021. DP = desvio-padrao.

Periodo  Minimo 1° Quartil Mediana 3° Quartil Maximo Média  DP

2019 0,492 0,840 0,878 0,911 0,974 0,867 0,075

§ 2020 0,588 0,839 0,879 0,923 0975 0,875 0,068
é@ 2021 0,680 0,829 0,878 0,909 0,969 0,870 0,055
2019-2021 0,492 0,838 0,878 0,917 0,975 0,871 0,069
2019 0,013 0,321 0,371 0,425 0,760 0,362 0,113

% 2020 0,046 0,321 0,377 0,434 0,751 0,370 0,112
g 2021 0,064 0,329 0,371 0,417 0,734 0,372 0,089
2019-2021 0,013 0,322 0,373 0,428 0,760 0,367 0,108

A Tabela informa o méximo e o minimo mensais, registrados entre os meses
de janeiro de 2019 e junho de 2021, para a série de umidade relativa do ar no deserto
do Atacama, Chile. Nota-se que, durante o periodo de inverno (que, no Chile, ocorre de
junho a setembro), acontece as maiores oscilagoes na umidade relativa do ar, isto é, ocorre

os maiores e menores valores ao longo de todo o periodo.

Tabela 2.5: Maximo e minimo mensais registrados durante o periodo de 01/01/2019 a

30/06/2021, para a série de umidade relativa do ar no deserto do Atacama, Chile.

Maximo Minimo
Més 2019 2020 2021 2019 2020 2021

Janeiro 0,945 0,919 0,962 0,276 0,295 0,267
Fevereiro 0,925 0,959 0,936 0,290 0,313 0,266

Marco 0,944 0,965 0,943 0,315 0,267 0,259
Abril 0,969 0,969 0,954 0,290 0,249 0,282
Maio 0,971 0,975 0,960 0,021 0,092 0,195
Junho 0,973 0,972 0,969

Julho 0973 0975 - -

Agosto 0,974 0,972 - -
Setembro 0,968 0,974 - -

Outubro 0,970 0,960 - 0,90 0,173 -
Novembro 0,933 0,958 - 0,189 0,173 -
Dezembro 0,948 0,921 - 0,262 0,306 -

As Figuras e apresentam, respectivamente, as séries temporais dos valores
maximos e minimos, além de suas correspondentes fungoes de autocorrelagao (ACF) e

autocorrelagao parcial (PACF, ou ainda, Partial ACF) amostrais. Observa-se que, na

26



série de maximos (Figura [2.2A)), os valores oscilam ao redor de um valor central, sendo
mais intenso entre os anos de 2019 e 2020. Além disso, o comportamento apresentado
pelas fungdes de autocorrelagio e autocorrelagao parcial (Figura2.2B)-(C)) indica a exis-
téncia de dependéncia temporal nos dados, e ainda, fornece indicios para o ajuste de um
modelo com pardmetro autorregressivo de ordem 2, ou seja, um modelo ULARMA(2,0).
E possivel também identificar a presenca de comportamento sazonal que nao serd consi-
derado neste trabalhado. Quando analisada a série de minimos (Figura [2.3(A)), nota-se
um comportamento que possui oscilagbes ao redor de um valor central. As funcoes de
autocorrelagdo e autocorrelagao parcial (Figura [2.3(B)-(C)) sugerem o ajuste de um mo-
delo com pardmetro autorregressivo de ordem 1, ou seja, o modelo ULARMA(1,0). Vale
ressaltar que oscilagoes ao redor de um valor central, no contexto de séries temporais,
sao desejaveis, pois trata-se de um comportamento similar ao de um ruido branco. Tal
caracteristica indica a nao violacao do pressuposto de estacionariedade, que comumente

estd associado as técnicas de modelagem classicas.
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Figura 2.2: (A) Série temporal; (B) Gréfico de autocorrelagao; e (C) Gréafico de autocor-
relagdo parcial, dos valores maximos da umidade relativa do ar no deserto do Atacama,
Chile.
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Figura 2.3: (A) Série temporal; (B) Gréfico de autocorrelacao; e (C) Grafico de autocor-
relacao parcial, dos valores minimos da umidade relativa do ar no deserto do Atacama,

Chile.

2.4.2 Modelagem de séries temporais

Para comparar a performance dos modelos, foi empregada a técnica de validacao
cruzada out-of-time (Maldonado et al.| 2022)). Nessa abordagem os dados coletados sao
divididos em dois conjuntos, denominados treino e teste, considerando a relevancia das
informagoes no tempo. No primeiro, o conjunto de treino, os dados sao utilizados para
estimar os parametros do modelo proposto, e apds definido o modelo mais adequado,
este serd aplicado ao conjunto de teste para avaliar o seu desempenho na predigao dos
dados. Técnicas como esta tém ganhado espago na literatura devido a sua importancia no
processo de construcdo, validagao e generalizagao de modelos (Tantithamthavorn et al.
2017). Para avaliagdo da capacidade preditiva, foram utilizadas as métricas descritas
na Secao [2.3.4] considerando diferentes desenhos na composicao das amostras de treino e
teste, aqui, intitulados como: curto prazo (previsao de 7 dias - 25/06/2021 a 01/07/2021),
médio prazo (previsao de 15 dias - 17/06/2021 a 01/07/2021) e longo prazo (previsao de
30 dias - 14/05/2021 a 01/07/2021).

A Tabela contém as medidas descritivas para as varidveis utilizadas como pre-
ditoras no modelo: velocidade do vento e radiacao solar. Nota-se que, para a série de
maximos, ha maior flutuacao dos valores nas duas variaveis, refletida pelo desvio-padrao.
No entanto, para a série de minimos, destaca-se a ocorréncia de muitos valores iguais a
zero (aproximadamente 75% dos dados observados); no contexto de andlise de dados, este

fendmeno é conhecido como inflagdo ou excesso de zeros. Na literatura, existem técnicas
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especificas que abordam dados com essa caracteristica. Este trabalho nao ird se aprofun-
dar neste assunto, no entanto, as variaveis serao mantidas com o intuito de investigar o
seu impacto na performance do modelo preditivo. Em ambas as séries, foi observado que
existe um comportamento assimétrico das variaveis, sendo que na série de maximos hé
assimetria negativa, ou seja, existe uma maior dispersao dos dados para valores abaixo
da mediana e maior concentragao para valores acima dela, enquanto que, para a série
de minimos, h& assimetria positiva, exibindo um comportamento oposto ao descrito para
a série de maximos. A correlacdo de Spearman entre as variaveis foi avaliada e nao se

mostrou relevante; portanto, elas foram testadas simultaneamente no modelo final.

Tabela 2.6: Medidas descritivas da velocidade do vento e da radiagdao solar, no deserto do
Atacama, Chile, de 2019 a 2021.

Maéximo Minimo

Métrica Velocidade do vento Radiagdo solar Velocidade do vento Radiacao solar
Minimo 3,400 0,000 0,000 0,000

1° Quartil 12,600 859,500 0,000 0,000
Mediana 13,800 1.069,800 0,000 0,000

3° Quartil 14,900 1.215,250 0,000 0,000
Méximo 20,700 1.605,500 4,500 300,900
Média 13,734 1.036,835 0,016 0,345

DP 1,800 228,591 0,216 10,196

Apoés a andlise descritiva, foram investigados os termos autorregressivos e/ou de
médias méveis que serdo incorporados ao modelo. Utilizando como critérios o AIC e o
BIC, definiu-se que: na série de maximos, existe o efeito do componente autorregressivo
de ordem 1; e, na série de minimos, existe o efeito dos componentes autorregressivo e
de médias moveis, ambos de ordem 1. Para auxiliar na identificacdo e comparacao dos
termos temporais, utilizou-se a fun¢ao auto.arima(-) do pacote forecast (Hyndman and
Khandakar, 2008]). Foram entao ajustados os modelos ULARMA, KARMA e SARMA,
considerando as diferentes composigoes de amostras de treino e teste, definidas pelo hol-
dout (out-of-time) simples.

Na Figura sao apresentados os modelos de regressao ajustados as séries (de
mAaximos nos painéis superiores e de minimos nos painéis inferiores) no conjunto de treino,
para configura¢do de curto prazo. Nota-se que o modelo ULARMA (Figura R.4(A) e
(D)) apresentou bom ajuste nas duas séries, assim como os modelos KARMA (Figura
2.4(B)) e BARMA (Figura2.4(C) e (E)). O modelo KARMA, para a série de maximos,
obteve melhor performance segundo as métricas MAE (0,048) e sMAPE (5,629), enquanto
o modelo SARMA apresentou melhor performance sob o critério RMSE (0,067). Ao
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considerar a série de minimos, o modelo SARMA obteve melhor desempenho em todas
as métricas consideradas. Os resultados encontrados para o cenario de curto prazo sao
similares aos observados nos demais cenérios (médio e longo prazo) e, por isso, ndo serao
abordados com mais detalhes. Nao foi apresentado o ajuste do modelo KARMA para a

série de minimos devido a problemas de convergéncia.

A B c

Figura 2.4: (A) e (D) Modelos ULARMA; (B) KARMA; e (C) e (E) SARMA, ajustados as
séries de valores méaximos (painéis superiores) e minimos (painéis inferiores) da umidade
relativa do ar, no deserto do Atacama, Chile, considerando a amostra de treino a curto

prazo.

Na Tabela sao apresentados os resultados dos modelos propostos no conjunto
de teste, considerando os diferentes cendrios para previsdo (curto, médio e longo prazo).
Nota-se que o modelo ULARMA apresentou excelente desempenho no cenario de curto
prazo na série de valores méaximos, e também na série de valores minimos, obtendo a
melhor performance em todas as métricas consideradas. E evidente que o aumento da
janela de previsoes impacta na performance dos modelos, principalmente do ULARMA,
que possui menor quantidade de parametros, quando comparado aos modelos SARMA
e KARMA. No entanto, os resultados entre os modelos se mantém préximos. Vale res-
saltar que o modelo KARMA se destacou quando avaliado a longo prazo para a série de
maximos; enquanto o SARMA se destacou no médio e longo prazo, quando avaliada a
série de minimos, em ambos os casos obtendo a melhor performance em todas as métricas
consideradas.

Na Tabela2.§sao apresentadas as estimativas dos pardmetros dos modelos ULARMA,

BARMA e KARMA, ajustados as séries de valores maximos e minimos, considerando o
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Tabela 2.7: Métricas para avaliacao de desempenho das previsdes dos modelos ULARMA,

BARMA e KARMA, ajustados as séries de valores maximos e minimos.

Maximo Minimo
Modelo RMSE MAE sMAPE Modelo RMSE MAE sMAPE
7 dias 7 dias

ULARMA(1,0) 0,083 0,074 8,743 ULARMA(1,1) 0,235 0,207 71,131
BSARMA(1,0) 0,090 0,074 8,758 BSARMA(1,1) 0,238 0,216 71,950
KARMA(1,0) 0,101 0,078 9,229  KARMA(1,1) - - -
15 dias 15 dias
ULARMA(1,0) 0,068 0,060 6,099 ULARMA(1,1) 0,195 0,170 54,731
BARMA(1,0) 0,066 0,050 5,870 BARMA(1,1) 0,189 0,161 51,060
KARMA(1,0) 0,073 0,048 5,649 KARMA(1,1) - - -
30 dias 30 dias
ULARMA(1,0) 0,073 0,066 7,560 ULARMA(1,1) 0,187 0,166 49,631
BARMA(1,0) 0,061 0,050 5,690 BARMA(1,1) 0,170 0,144 42,686
KARMA(1,0) 0,059 0,041 4,695 KARMA(L,1) - - -

cenario de curto prazo. Quando avaliada a série de valores maximos, nota-se que apenas
no modelo ULARMA todos os parametros foram estatisticamente significativos, enquanto
que nos demais modelos a velocidade do vento perde relevancia. Ao analisar a série de
valores minimos, é observado que as estimativas para os parametros do modelo nao sao
estatisticamente significativas, para o modelo ULARMA, e nos demais (modelo SARMA)
sao significativas as estimativas para o intercepto, médias méveis e, também, a velocidade
do vento e a precisao. Vale ressaltar que o critério de escolha dos modelos baseou-se em
seu desempenho preditivo e, portanto, nao foram removidas as varidaveis sem relevancia

estatistica, desde que melhorassem o desempenho do modelo ao tecer previsoes.

2.5 Conclusoes

Neste capitulo foi apresentada a construcao de um modelo estatistico inédito para
varidveis aleatérias continuas, com dominio restrito ao intervalo unitario padrao (0,1),
considerando uma estrutura de dependéncia temporal, isto é, para dados unitarios que
sao observados ao longo do tempo. Mais especificamente, foi mostrada a formulacao
tedrica, propriedades, estudo de simulacao e, ainda, uma aplicagado a um conjunto de
dados reais sobre umidade relativa do ar diaria no deserto do Atacama, Chile.

O modelo proposto foi desenvolvido sob a suposi¢do de que a distribuicao con-
dicional da varidvel de interesse, dado o seu historico, é a unit-Lindley, assim como in-

troduzido por Benjamin et al. (2003). Denominado de unit-Lindley autorregressivo e de
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Tabela 2.8: Estimativas dos parametros dos modelos ajustados a base de treino, no cenéario

de curto prazo. EP = erro padrao.

Maéximo Minimo
ULARMA Estimativa EP p-valor Estimativa EP p-valor
Intercepto 1,8913 0,0003  <0,0001 -0,9520 1,0000 0,3411
o1 0,2078 0,0162  <0,0001 -0,2140 1,0000 0,8305
01 - - - 0,4286 1,0000 0,6682
Radiagao solar -0,0006 0,0001  <0,0001 -0,0006 1,0000 0,9995
Velocidade do vento -0,0141 0,0047 0,0027 0,2328 1,0000 0,8159
Méximo Minimo
BARMA Estimativa EP p-valor Estimativa EP p-valor
Intercepto 1,8729 0,0822  <0,0001 -0,5125 0,0441  <0,0001
o1 0,1797 0,0155  <0,0001 0,0690 0,0678 0,3091
01 - - - 0,3203 0,0681  <0,0001
Radiagao solar -0,0004 0,0001  <0,0001 -0,0006 0,0017 0,7183
Velocidade do vento 0,0000 0,0064 0,9956 0,2342 0,0922 0,0111
Precisao 26,4517 1,2753  <0,0001 18,4637 0,8677  <0,0001
Méximo Minimo
KARMA Estimativa EP p-valor Estimativa EP p-valor
Intercepto 2,5412 0,1622  <0,0001 - - -
o1 0,0765 0,0284 0,0071 - - -
01 - - - - - -
Radiacao solar -0,0008 0,0001  <0,0001 - - -
Velocidade do vento 0,0101 0,0116 0,3838 - - -
Precisao 15,4971 0,5196  <0,0001 - - -

médias méveis, e denotado pela sigla ULARMA, este modelo se mostrou uma alternativa
interessante para a modelagem de dados que assumem valores no intervalo (0, 1), como
taxas e proporgoes.

Na literatura existem outros modelos que sao comumente utilizados para descrever
dados que possuem essas caracteristicas/restri¢oes, os quais sao baseados em distribui¢oes
mais conhecidas, como: SARMA (baseado na distribuigdo Beta) e KARMA (baseado
na distribuicdo Kumaraswamy). Vale ressaltar que, apesar de ser uma distribuigdo de
probabilidade recente, a unit-Lindley dispoe de propriedades que sao interessantes, quando
comparada as demais distribui¢oes. Do ponto de vista tedrico, possui forma fechada para
a FDA e funcao quantil, expressoes simples para a obtencao dos momentos, e pertence
a familia exponencial. Do ponto de vista pratico, sua principal vantagem reside em ser
uma distribuicao recente, isto é, que ainda é pouco explorada na literatura, além de ser
unimodal, uniparamétrica e bastante flexivel.

O estudo de simulagao realizado revelou uma performance satisfatoria dos CM-
LEs para os parametros do modelo, mesmo ao considerar tamanhos de amostra pequenos
(aqui, avaliou-se a partir de 70 observagoes). Com o aumento do tamanho da amostra, as
estimativas tornavam-se mais precisas; e as estimativas do componente autorregressivo se

mostravam mais precisas quando comparado ao componente de médias moveis. Na aplica-

32



¢a0, notou-se que o modelo proposto possui performance parecida com a das abordagens
tradicionais (FARMA e KARMA), na maioria dos cenérios analisados. Pois, foram consi-
deradas diferentes composicoes para as amostras de treino e teste (out-of-time) e, em um
cenario especifico, ele apresentou desempenho superior ao dos demais modelos, com base
nas métricas de performance preditiva.

Como sugestao de trabalhos futuros, seria interessante: (i) propor um novo modelo
espago-temporal para varidveis aleatorias continuas que assumem valores no intervalo
unitario padrao, com base na distribui¢do unit-Lindley; (ii) propor uma extensao que
seja capaz de modelar dados sujeitos a flutuagoes sazonais; (iii) considerar a aplicacdo do
modelo ULARMA a outros conjuntos de dados reais e avaliar a sua performance quando

comparado as abordagens tradicionais.
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Capitulo 3

Grafico de controle para dados

unitarios autocorrelacionados

Neste capitulo sao apresentadas as técnicas do CEP, por meio de sua ferramenta
mais popular, o grafico (ou carta) de controle, aplicado a varidveis em que hd uma es-
trutura de dependéncia entre os dados coletados. Mais especificamente, é proposto um
grafico de controle para monitoramento do modelo ULARMA, considerando diferentes
tipos de residuos. Além disso, é ilustrada a aplicacao do grafico proposto a um conjunto

de dados reais sobre umidade relativa do ar no deserto do Atacama, Chile.

3.1 Revisao de literatura

Esta secao contém uma breve revisao de literatura a respeito da construcao e
desenvolvimento de gréaficos de controle para variaveis aleatérias cujo dominio esta contido
no intervalo unitario (0, 1), considerando dados independentes e dados correlacionados,
isto é, que apresentam estrutura de dependéncia entre si.

Shewhart| (1931) desenvolveu um conjunto de técnicas com o intuito de melhorar
a qualidade, aumentar a produtividade e ampliar o mercado consumidor de itens manu-
fatureiros e industriais, na época conhecidas como técnicas ou ferramentas de controle da
qualidade. Dentre elas, destacam-se os graficos de controle que, em homenagem a seu
criador, também eram chamados de graficos de Shewhart. Posteriormente, as técnicas
de controle da qualidade viriam a integrar a drea do Controle Estatistico de Processos
(CEP), que possui aplicagao em diversas areas do conhecimento, sendo objeto de estudo
até os dias atuais.

Mandel (1969) propds uma nova abordagem na construcao de graficos de controle,
capaz de considerar a influéncia de um fator sobre o processo de interesse, denominado

grdfico de controle de regressio. Posteriormente, Haworth) (1996) estendeu essa proposta
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considerando a existéncia de multiplos fatores independentes entre si (ou seja, um modelo
de regressao miultipla). Sob essa metodologia, a varidvel a ser monitorada sdo as estima-
tivas (ou previsoes) do modelo proposto para a variavel de interesse. Logo depois, essa
proposta foi aprimorada para o monitoramento dos residuos do ajuste, pratica comumente
utilizada no contexto de séries temporais.

Sant’Anna and ten Caten| (2012) propuseram o grafico de controle baseado na
distribuicao Beta, para o monitoramento de taxas e proporgoes. Foi discutido que o
grafico de controle Beta torna-se mais adequado para tais dados quando estes nao sao
gerados por um processo de Bernoulli, uma vez que variaveis como essas geralmente
exibem assimetria. Além disso, a distribuigdo Beta é definida no intervalo (0, 1), o que
garante que os limites de controle sempre pertencerao a este intervalo.

Tondolo et al.| (2016) fizeram uma revisao de literatura abordando os principais
graficos de controle desenvolvidos para o monitoramento de taxas e proporgoes, conside-
rando dados que possuem estrutura de dependéncia entre si. Investigaram o desempenho
do grafico de controle para o modelo SARMA, considerando quatro tipos de residuos: or-
dinério padronizado, ordinario padronizado na escala do preditor, ponderado padronizado
e deviance. Além disso, o grafico proposto foi ilustrado em duas aplica¢oes a dados reais,
em que foram monitorados o volume de energia armazenada na Regiao Sul do Brasil e os
niveis dos mananciais do Sistema Cantareira (Sdo Paulo). Foi ressaltado o bom desem-
penho dos graficos, apresentando melhor poder de deteccao de causas especiais, quando
comparado as alternativas usuais.

Ho et al. (2018) discutiram a construcao dos graficos de controle para situagoes
em que a variavel a ser monitorada esta contida no intervalo unitario, sendo gerada por
processos que nao seguem uma distribui¢do de Bernoulli (como taxas e proporgoes). E
ressaltado que, neste cenario, comumente faz-se o uso da distribuicdo Beta, porém existem
outras distribuicoes alternativas que podem ser consideradas. O escopo desse trabalho
consistiu em estudar o impacto na velocidade das mudancas de sinal na proporcao média
em termos de métricas de performance usuais, como ARL (do inglés “average run length”),
MRL (do inglés “median run length”) e SDRL (do inglés “standard deviation of the run
length”), quando os limites de controle da distribui¢do Beta sao inapropriados, visto que
as taxas e proporgoes sdo provenientes de outras distribui¢des, como Simpler ou unit-
Gama. Foi evidenciado que a utilizacao de limites de controle equivocados provoca uma
grande variedade de impactos, como antecipacao/adiamento de alarmes falsos ou mesmo
auséncia de alarmes falsos, principalmente no caso de pequenos deslocamentos.

de Araujo Lima-Filho et al. (2019) propuseram um grafico de controle para proces-
sos de limite duplo no intervalo unitario e que frequentemente contém zeros e/ou uns em

situagdes praticas, capaz de acomodar situagoes dos tipos (0, 1], [0,1), [0, 1]. O gréafico de
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controle proposto baseia-se em uma extensao da distribuicao Beta, chamada distribuicao
inflated Beta (Ospina and Ferrari, [2010)), para determinar os limites de controle. Foi reali-
zado um estudo de simulacao comparando o desempenho do gréafico proposto ao do grafico
de controle Beta (Sant’Anna and ten Caten, 2012)), com base nas métricas ARL, MRL,
SDRL e PRL (do inglés “percentile run length”). Observou-se uma melhor performance
do grafico proposto em todos os cenarios considerados, para todas as métricas utiliza-
das (PRLos%, MRLy, ARLg e PRLgg5%). Além disso, foram destacadas pelos autores as
seguintes vantagens do método proposto: apresentou bons resultados mesmo quando os
parametros foram considerados desconhecidos; o desempenho do grafico de controle nao
diminuiu com o aumento da propor¢ao de zeros e/ou uns; e mostrou-se 1til em situagoes
praticas.

Fonseca et al.| (2021)) apresentaram uma proposta de grafico de controle para dados
contidos no intervalo unitario, desenvolvida com base na distribuigao unit-Lindley (Ma-
zucheli et all 2019). O desempenho da ferramenta proposta foi avaliado por meio de um
extensivo estudo de simulacdo de Monte Carlo, utilizando métricas como ARL, MRL e
SDRL. Além disso, foi feita e discutida uma aplicagdo a um conjunto de dados reais sobre
particulas de d4gua (umidade relativa do ar) na bacia hidrografica de Copiapé e regiao do
Atacama no Chile.

Lima-Filho and Bayer| (2021]) propuseram um novo grafico de controle que con-
sidera a modelagem dos dados segundo a distribuicao Kumaraswamy, bastante util na
modelagem de dados ecoldgicos restritos a intervalos duplamente limitados. O desempe-
nho do grafico de controle proposto foi avaliado e comparado com o do gréafico de controle
Beta (Sant’Anna and ten Caten| [2012), por meio de um extensivo estudo de simulacdo
de Monte Carlo, que evidenciou a superioridade do grafico de controle Kumaraswamy em
termos de ARL, MRL e SDRL. Além disso, foi considerada uma aplicacao a dados reais
referentes & umidade relativa do ar em Des Moines (Iowa, EUA), em que o grafico Kuma-
raswamy foi capaz de detectar um ponto fora de controle no ano de ocorréncia de um El
Nino, enquanto que no grafico Beta nao houve deteccao. Os autores sugeriram considerar
o grafico desenvolvido quando o interesse residir em monitorar fenémenos naturais, como

hidrologia e dados ambientais.

3.2 Grafico de controle ULARMA

Apobs a Segunda Guerra Mundial houve, entre as principais poténcias da época,
a necessidade de ampliar mercados consumidores, manter clientes satisfeitos e reduzir
o numero de reclamagoes. A identificacdo de caracteristicas que afetavam diretamente

a performance/qualidade final do produto se tornou essencial para a redugao de custos
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(Louzada et al., 2013|). Deste modo, aumentou-se a preocupagdo com o monitoramento
de caracteristicas que alteram a qualidade do produto, dando énfase as técnicas de CEP,
também chamado de controle da qualidade. O termo “qualidade”, no ambito do CEP, sig-
nifica uma ou mais caracteristicas que permitem distinguir um artigo do outro (Shewhart,
1929). O CEP consiste em um conjunto de métodos comprovados que visam monitorar,
através da comparacao continua dos resultados de um processo, o comportamento de uma
ou mais caracteristicas, a fim de identificar tendéncias para variagoes significativas, per-
mitindo distinguir as fontes de variabilidade, com o objetivo de controlar, aprimorar e,
assim, obter produtos com um maior grau de qualidade (Montgomery, 2020). Conforme
discutido em Mukherjee (2016), existem duas principais fontes de variabilidade em uma
linha de processo produtivo: a variabilidade inerente ao processo e a variabilidade ocasio-
nada por variaveis especificas. No primeiro caso, a variabilidade é natural e incontrolavel,
e surge de forma aleatoéria pelo fendmeno gerador do processo; neste caso, diz-se que o
processo opera sob controle estatistico. No segundo caso, a variabilidade é afetada por um
conjunto de variaveis especificas e diz-se que o processo opera fora de controle estatistico.
E neste cenério que as técnicas de CEP sdo amplamente utilizadas para deteccdo da néo
conformidade do processo (Montgomeryl, 2020).

Originalmente, as técnicas de CEP, em especial os graficos de controle, que é a
ferramenta de maior destaque devido a sua facilidade de implementacao e interpretacao
(Montgomery, 2020)), foram desenvolvidas para aplicacgdo em areas manufatureiras e in-
dustriais (Shewhart| |1929). Atualmente, essa ferramenta é utilizada em diversas areas,
desde servigos a controle de doengas (Sena et al., [2022; |Braz et al., [2006). Mandel (1969)
introduziu uma nova abordagem para aplicacdo dos graficos de controle, capaz de consi-
derar a influéncia de multiplos fatores, independentes entre si, sobre a caracteristica de
interesse, denominado grdfico de controle de regressdo. Aqui, a ideia principal consiste
em propor um modelo em que a caracteristica de qualidade é a variavel dependente e os
fatores sao as covariaveis, e utilizar as estimativas do modelo proposto como variavel a ser
monitorada. Os gréaficos de controle tradicionais, também conhecidos como gréaficos de
Shewhart, baseiam-se no pressuposto de independéncia dos dados coletados, que na pra-
tica é violado com frequéncia, pois efeitos temporais sao substanciais em alguns processos
(Alwan, 1992). |Montgomery| (2020) estendeu essa abordagem ao considerar a presenga de
correlagao nos dados coletados do processo, propondo o uso dos residuos como variavel
a ser monitorada. Conforme apresentado em |Sena et al.| (2022)), esse procedimento tem
algumas vantagens: (i) os residuos sdo ndo correlacionados; (ii) os limites de controle
obtidos ndo apresentam variacao, isto é, sdo constantes; (iii) possui facil interpretacao; e
(iv) auxilia na visualizagdo do comportamento da série apresentada.

Neste trabalho é considerada a abordagem proposta por Montgomery| (2020), em
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que os residuos de um modelo ULARMA é a variavel a ser monitorada. Neste cenério
em particular, a linha central é igual a zero, pois é o valor esperado para os residuos de
um modelo de regressao em que nao héa violagdes das suposi¢oes associadas, e os limites
de controle sao calculados com base na distribuicao Normal. As expressoes para o limite

superior de controle (LSC), linha central (LC) e limite inferior de controle (LIC) sao:
LSC = +wo,, LC=0 e LIC =—-wo,,

em que w representa a amplitude entre os limites de controle e a linha central, e o, é o

desvio-padrao dos residuos.

3.2.1 Residuos

Segundo [Espinheira et al.| (2008), os residuos sdo métricas que indicam a similari-
dade entre os dados coletados e o modelo ajustado. Investigar os residuos de um modelo
é uma etapa essencial para inferir sobre a qualidade do ajuste, pois permite identificar
possiveis violagoes de pressupostos associados ou a presenca de observagoes que diferem
do padrao (Tondolo et al., [2016). Aqui, foram considerados quatro tipos de residuos -
ordinario, Pearson, deviance e quantilico aleatorizado - para avaliar a performance do

grafico de controle proposto.

e Residuo ordinario: é o tipo de residuo mais simples em processos de modela-
gem, definido pela diferenga entre o valor observado e o valor ajustado pelo modelo

proposto. Logo, pode-se expressa-lo por:
T = Yr — It

e Residuo de Pearson: ou ainda, residuo de Pearson padronizado, consiste no resi-
duo ordinério dimensionado pelo desvio-padrao estimado de Y (McCullagh, 2019).

Pode-se obté-lo pela seguinte expressao:
Y — Iy
VaZhas

e Residuo deviance: é usado como uma medida de discrepancia de um MLG, entao

s =

cada unidade contribui com uma quantidade para essa medida (McCullaghl 2019).

A expressao para a obtencao deste residuo é dada por:

Ty = Sign(yt - ﬂt){Q[ét(yt’ 9/5) - Et(ﬂh 9/5)]}7

em que: sign(b) representa a fungao sinal, definida por —1seb < 0,0se b=0e +1
se b>0; l(ys, @) e (1iy, ) representam, respectivamente, as contribuigoes para a

funcao de log-verossimilhanca das observagoes y; e das estimativas fi.
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e Residuo quantilico: proposto por |Dunn and Smyth| (1996), possui ampla utiliza-
¢ao em modelos aditivos generalizados para localizagao, escala e forma (GAMLSS,
do inglés “Generalized Additive Models for Location, Scale and Shape”). Sua ex-
pressao é dada por:

r=o"(F(y,0)),

em que ®71(-) é a inversa da FDA da distribui¢io Normal padrao, F(-) é a FDA
da distribuicio ULARMA e O sio as estimativas de maxima verossimilhanga con-
dicional de ©.

3.2.2 Ciritérios para selecao de residuos

Como forma de avaliar o desempenho estatistico do grafico de controle proposto
para o modelo ULARMA, serdo considerados como critérios para selecao de residuos as
seguintes métricas: comprimento médio da sequéncia (ARL), comprimento mediano da

sequéncia (MRL) e desvio-padrao do comprimento da sequéncia (SDRL).

« Comprimento médio da sequéncia (ARL): definido pelo nimero médio de
amostras até que uma causa especial seja detectada, ¢ amplamente utilizado para
avaliar a qualidade de graficos de controle (Montgomery, 2020). Quando avaliado em
um processo que esteja sob controle estatistico, representa o nimero de amostras
observadas até a ocorréncia de um alarme falso (denotado por ARLg), enquanto
que, em um processo que esteja fora de controle estatistico, representa o nimero
de amostras observadas até que um alarme verdadeiro seja detectado (denotado
por ARL;). Em situagbes casuais, é desejavel que o ARL seja grande quando nao
ha interferéncia de causas especificas no processo, indicando a baixa frequéncia
na ocorréncia de alarmes falsos, e seja pequeno quando houve tal interferéncia,
demonstrando que o grafico de controle possui desempenho eficaz na deteccao de
mudangas no processo (Chen et al., 2017)). As expressoes para o calculo do ARLg e
ARL; sao definidas por:

1
(1-p)
em que o = P(Y; ¢ [LIC,LSC| | iy = p1y) é a probabilidade de alarme falso, § =
P(Y; € [LIC,LSC| | iy = ¢ = pup + 9), 1= é a probabilidade de alarme verdadeiro,

e ¢ representa uma mudanca na média do processo.

1
ARLy = —, ARL; =
o

o Comprimento mediano da sequéncia (MRL): considerado uma das medidas
mais confidveis para avaliar o desempenho de graficos de controle, pois é menos

afetada pela assimetria da distribui¢do (Fonseca et al., 2021)). E denotado por
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MRLg, quando avaliado em um processo sob controle estatistico, e MRL;, em um
processo fora de controle estatistico. As expressoes para o calculo do MRLg e MRL;
sao definidas por:

log(0,5)
log(1 — )’

MRL; = M_

Mitho = log(5)

» Desvio-padrao do comprimento da sequéncia (SDRL): medida utilizada para
avaliar a dispersao da distribuigdo do comprimento da sequéncia (ou corrida) (Fon-
seca et al., 2021)). E denotado por SDRLy, quando avaliado em um processo sob
controle estatistico, e SDRL;, em um processo fora de controle estatistico. As ex-

pressoes para o calculo do SDRLy e SDRL; sao definidas por:

SDRL, = 1/ 1;20‘, SDRL; = ,/(1_%)2.

A literatura propoe a utilizacdo de diferentes valores para «, que, por sua vez,

determinam valores nominais (ou tedricos) associados as métricas citadas anteriormente.

Na Tabela sao apresentados os valores de o mais utilizados (Pereira et al., [2023)).

Tabela 3.1: Valores nominais de ARLy, MRLg e SDRLg, para diferentes valores de .

o  ARL, MRL, SDRL,

0,01 1000 69,0 99,5
0,005 200,0 1383  199.5
0,0027 370,0 256,1  369,5

3.3 Estudo de simulacao

Nesta secao sao apresentados a descrig¢ao e os resultados de um estudo de simulacao
de Monte Carlo com o objetivo de avaliar a performance dos diferentes tipos de residuos
(ver Segao no grafico de controle proposto para o modelo ULARMA.

O procedimento de avaliacdao numérica foi construido visando estudar o comporta-
mento do processo sob controle estatistico, aqui denominado de cenério 0, em que g(u;) =
Bo + ¢19(yi—1) + 0161, e também fora de controle estatistico, denominado de cenério 1,
em que g(jy) = Bo+ 0+ P19(ys—1) +601€6,1. O pardmetro 6 = {+1%, £10%, +20%, £30%}
representa uma oscilacao adicionada a média do processo, que permite avaliar a detec¢ao
via ARL;1; note que, quando 6 = 0, o processo esta sob controle estatistico. Na primeira
etapa foram consideradas as fases I e II durante a aplicagao dos graficos de controle. A

fase I é caracterizada pela andlise retrospectiva, em que se analisa o passado do processo
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até o instante de interesse, estimando os limites de controle, para determinar se o pro-
cesso estava sob controle estatistico durante o periodo de tempo em que os dados foram
coletados. Por sua vez, a fase I1 é caracterizada pela andlise prospectiva, em que o grafico
de controle é utilizado para monitorar as futuras observagoes do processo, tendo como
base os limites estabelecidos na fase 1.

Ainda na primeira etapa, foi necessaria a calibracao dos limites de controle em
termos de um ARLg nominal de 100 e 200. Neste procedimento, foram consideradas 2.000
réplicas de Monte Carlo em amostras de tamanho n = 871 na fase [ e n = 5.000 na fase
II, para uma variavel restrita ao intervalo unitério padrao de um modelo ULARMA(1,0)
e ULARMA(1,1), com funcdo de ligacao logito e pardmetros apresentados na Tabela
2.8 Foram considerados 16 valores entre 2 e 5 para a amplitude entre os limites de
controle (LIC e LSC) e a linha central, e em cada valor foi computado o ARL. Entao, dois
métodos foram considerados para determinar o valor de w que minimiza a diferenca entre
o resultado obtido e o valor nominal estabelecido: a regressao linear (Tondolo et al.l 2016))
e a interpolacdo linear (Moraes et al., [2014). Posteriormente, 10.000 réplicas de Monte
Carlo foram simuladas considerando o valor de w obtido por cada método, e a interpolagao
linear apresentou melhores resultados. Na segunda etapa, o valor de w resultante do
procedimento de calibracao foi utilizado para verificar a capacidade de identificar a nao
conformidade do processo, depois de propor incrementos na média do mesmo. Para a
série de maximos foi considerada a presenca de duas covariaveis, com distribuicao similar
a da velocidade do vento e da radiagao solar, enquanto que, para a série de minimos, nao
foram consideradas covariaveis, pois como observado anteriormente, existe o fenémeno de
inflagdo de zeros para as covaridveis (ver Tabela . Os parametros utilizados durante

o processo de simulagdo sao apresentados na Tabela [2.8|

3.3.1 Resultados

Os valores de w que minimizaram a diferenca entre o ARLg simulado/empirico e
o nominal, obtidos pelo procedimento de calibragao (utilizando o método da interpolagao
linear) no cendrio 0, para as séries de maximos e minimos, sdo apresentados na Tabela .
Nota-se que o método escolhido/aplicado possui alta precisao nos resultados obtidos, visto
que a distancia maxima entre o ARLj simulado e o nominal é de 26,4089. Além disso, é
observado que os residuos deviance e quantilico necessitam de maior amplitude, quando
comparados aos demais residuos, para atingir o valor nominal proposto considerando a
série de minimos, enquanto que, na série de maximos, este comportamento ocorre nos
residuos ordindrio e padronizado. Os valores de w obtidos para o residuo quantilico
possuem valores proximos, com diferenca apds a quinta casa decimal.

A Figura apresenta o desempenho dos graficos de controle dos diferentes tipos
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Tabela 3.2: Valores de w obtidos apds o procedimento de calibragao, para as séries de

maximos e minimos.

Maximos Minimos
Residuo ARLg = 100 ARLg = 200 ARLy = 100 ARLg = 200

Ordindrio  4,0000 (-16,3000)  4,7030 (-5,0966)  2,1114 (26,4089) 2,3057 (2,2765
Padronizado  4,0000 (-14,3869)  4,7030 (-16,5055) 2,1587 (16,3106) 2,3733 (1,3362
Deviance 3,1953 (3,8657)  3,5000 (25,0944)  2,7560 (3,4962)  3,0027 (0,0843
Quantilico  2,5425 (-7,0331)  2,7828 (-4,8936)  2,5425 (6,5977)  2,7828 (4,1466

Nota: Entre parénteses é apresentada a distancia entre o ARLg simulado e o nominal.

= O =

de residuos, obtidos do modelo ULARMA(1,1). Neste cenério simulado, a média do
processo é de aproximadamente 0,367 (isto é, p ~ 0,367). Para ARL, = 100 (Figura
A)), apenas o residuo quantilico detém bom poder de deteccao durante todo o intervalo
de variacao na média do processo. Quando analisados isoladamente os valores de §, tem-
se que: para ¢ < 0, o residuo de Pearson possui bom poder de deteccao; e, para valores
de 0 > 0, o residuo deviance comega a apresentar bom desempenho. Nesses casos, oS
residuos de Pearson e deviance possuem desempenho superior ao do residuo quantilico,
pois identificam mais rapidamente a nao conformidade no processo.

Para ARL, = 200 (Figura[3.1(B)), mantém-se apenas o residuo quantilico com bom
poder de deteccao durante todo o intervalo de variacao na média do processo. Quando
analisados isoladamente os valores de ¢, tem-se que: para § < 0, o residuo de Pearson
também apresenta bom poder de deteccao; e, para valores de § > 0, o residuo ordinario
também apresenta bom desempenho. Nesses casos, os residuos de Pearson e ordinario
possuem desempenho superior, quando comparados ao residuo quantilico, pois identificam
mais rapidamente a nao conformidade no processo. As Figuras[3.1[C) e (D) destacam o
comportamento do residuo quantilico, considerando ARLg de 100 e 200, respectivamente.
Observa-se que, em todo o intervalo, o ARL; é impactado pelos incrementos propostos,
mantendo-se sempre inferior ao ARLg. Vale ressaltar que, nas Figuras[3.1(C) e (D), existe
baixa variacao nos valores de ARL e, portanto, estdao sendo apresentadas numa escala que
nao comeca no valor zero, a fim de facilitar a visualizagao no comportamento do residuo
(a saber, o eixo y comega em: 93,0125 para ARLy = 100; e 194,0195 para ARLy = 200).
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Figura 3.1: Desempenho dos graficos de controle dos residuos do modelo ULARMA(1, 1),
considerando: (A) e (C) ARLy = 100; e (B) e (D) ARLy = 200.

A Figura (3.2 apresenta o desempenho dos graficos de controle aplicados aos dife-

rentes residuos do modelo ULARMA(1,0). Neste cendrio simulado, a média do processo
é de aproximadamente 0,871 (isto é, u ~ 0,871), e além disso, existe a presenga de co-
varidveis incorporadas ao modelo. Para ARLy = 100 (Figura [3.2(A)), apenas o residuo
quantilico detém bom poder de detecgao durante todo o intervalo de variagao na média
do processo. Quando analisados isoladamente os valores de d, tem-se que: para § < 0,
o residuo ordinario possui bom poder de detecgao; e, para valores de 6 > 0, o residuo
de Pearson comeca a apresentar bom desempenho. Nesses casos, os residuos ordinario e

de Pearson possuem desempenho superior ao do residuo quantilico, pois identificam mais

rapidamente a nao conformidade no processo.
Considerando agora ARLy = 200 (Figura[3.2(B)), nenhum residuo apresenta bom

poder de deteccao durante todo o intervalo de variagao. Quando analisados isoladamente
os valores de 4, tem-se que: para 0 < 0, o residuo ordinario possui bom desempenho;

e, para valores de 0 > 0, os residuos de Pearson e quantilico também apresentam bom

desempenho. As Figuras (C) e (D) apresentam o comportamento do residuo quantilico;
nota-se, em (C), o bom poder de detecgao para ARLy = 100, com o ARL; sendo impactado

pelas altera¢oes na média do processo. No entanto, em (D), observa-se um comportamento

atipico e incorreto quando ha alteracao de 6 = —30% na média do processo, em que
ARL; > ARLg. Vale ressaltar que, nas Figuras 3.2(C) e (D), existe baixa varia¢do nos
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valores de ARL e, portanto, estdo sendo apresentadas numa escala que ndo comeca no

valor 0, a fim de facilitar a visualizagdo no comportamento do residuo (a saber, o eixo y

comega em: 92,0261 para ARLy = 100; e 192,0700 para ARLy = 200).
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Figura 3.2: Desempenho dos graficos de controle dos residuos do modelo ULARMA(1, 0),
considerando: (A) e (C) ARLy = 100; e (B) e (D) ARLy = 200.

Em alguns casos, é observado um comportamento atipico e irregular para o ARL
(ARL; > ARLy). Graficos de controle com esses comportamento usualmente sdo cha-
mados de viesados. Geralmente, esse fendmeno ocorre quando a média de Y diminui a
medida que também ocorre reducao na variancia de Y. Isso implica dizer que, nesses
cenarios, a média e a variancia de Y para o processo fora de controle sao menores do que
a média e a variancia de Y para o processo sob controle estatistico. Portanto, os residuos
que consideram de forma mais explicita a diferenga entre y, e 1; (como os residuos de
Pearson e ordinario), também possuem menor variabilidade; mesmo com a alteragao em
seu valor médio, a grande maioria dos valores dos residuos se distribui entre os limites
de controle (Tondolo et al. 2016). Avaliando a performance geral dos residuos, entre os
cenarios considerados, o residuo quantilico apresenta melhor desempenho no processo de

detecgao.
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3.4 Aplicacao a dados reais

Nesta se¢ao sdo apresentados e discutidos os resultados obtidos a partir da aplica-
cao das técnicas estatisticas descritas na Se¢ao 3.2 ao mesmo conjunto de dados utilizado
no capitulo anterior, contendo informacoes sobre valores maximos e minimos da umidade
relativa do ar, no deserto do Atacama, situado ao norte do Chile.

Com o intuito de ilustrar a aplicacao do grafico de controle para o monitoramento
dos residuos do modelo ULARMA, considerou-se as primeiras 864 observagoes para a fase
I, isto é, na qual sdo estimados os limites de controle, e as 7 observagdes subsequentes foram
consideradas 7 novas amostras, caracterizando a fase II. Optou-se por essa configuracao,
pois fora visto anteriormente que o modelo ULARMA apresentou melhor desempenho em
previsoes a curto prazo. Utilizou-se o residuo quantilico como variavel a ser monitorada,
por ter apresentado boa performance na detec¢ao da nao conformidade do processo (ver
Secao , e além disso, considerou-se as constantes calibradas apresentadas na Tabela
-2 para atingir os valores nominais de ARLq de 100 e 200. Os resultados sao apresentados
nas Figuras e[3.4] que exibem os graficos de controle aplicados aos residuos do modelo
ULARMA, para as séries de valores maximos e minimos da umidade relativa do ar no
deserto do Atacama (Chile), assim como suas respectivas fungoes de autocorrelagao e
autocorrelagdo parcial.

Ao analisar a série de maximos, é observado que nao existe qualquer correlacao
serial que nao tenha sido controlada pelo modelo, conforme mostram os graficos de au-
tocorrelagdo e autocorrelagao parcial dos residuos (Figura [3.3(A) e (B)). Além disso, os
graficos de controle aplicados aos residuos do modelo (Figura[3.3(C) e (D)) nao indicaram
a presenga de fontes de variagdo externa ao processo; deste modo, o processo se encontra
sob controle estatistico.

Ao considerar a série de minimos, nota-se que a dependéncia temporal foi contida
pelo modelo, conforme mostram os graficos de autocorrelagdo e autocorrelacao parcial
dos residuos (Figura B.4[A) e (B)). E, diferentemente do que foi observado na série de
maximos, os graficos de controle aplicados aos residuos do modelo (Figura [3.4[(C) e (D))
indicam a presenca de fontes de variacao externa ao processo; deste modo, o processo se

encontra fora de controle estatistico.
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Figura 3.3: (A) Grafico de autocorrelagdo; (B) Grafico de autocorrelagao parcial; (C)
Grafico de controle, com ARLy = 100; (D) Gréfico de controle, com ARLy = 200, para
o residuo quantilico do modelo ULARMA(1,0) ajustado a série de maximos da umidade

relativa do ar no deserto do Atacama, Chile.

3.5 Conclusoes

Neste capitulo foi abordada a construcao de um gréafico de controle para o monito-
ramento dos residuos do modelo ULARMA. Foram considerados quatro tipos de residuos
em dois cenarios distintos, representando as séries de minimos e maximos, com os para-
metros definidos no capitulo anterior (ver Tabela [2.8]).

Inicialmente, foi necessario realizar uma etapa de calibracao dos limites de controle,
e para isto, considerou-se duas propostas: os métodos de regressao linear e de interpolacao
linear. O segundo método apresentou melhor desempenho e, portanto, foi escolhido para
obter os valores de w a serem usados na definicao dos limites de controle na fase I.

Posteriormente, foram simuladas amostras com alteracao em seu valor médio e
observou-se que nenhum residuo apresentou desempenho excelente na deteccao da nao
conformidade do processo, isto é, nenhum dos residuos considerados aqui foi capaz de
identificar a nao conformidade do processo durante todo o intervalo de variacdo. No
entanto, vale ressaltar que o grafico de controle aplicado ao residuo quantilico produziu

resultados interessantes nos dois cenarios.
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Figura 3.4: (A) Grafico de autocorrelagdo; (B) Grafico de autocorrelagao parcial; (C)
Grafico de controle, com ARLy = 100; (D) Gréfico de controle, com ARLy = 200, para
o residuo quantilico aleatorizado do modelo ULARMA(1, 1) ajustado a série de minimos

da umidade relativa do ar no deserto do Atacama, Chile.

Como sugestao de trabalhos futuros, seria importante: (i) investigar a performance
dos graficos de controle aplicados aos diferentes tipos de residuos, considerando outros va-
lores de ARL nominal, como, por exemplo, 300 e 370, que também sao bastante utilizados
na literatura; (ii) considerar outras propostas para construgao de graficos de controle, que
sejam mais sensiveis a pequenas alteragoes na média do processo, tais como: o grafico de
controle da soma acumulada (CUSUM) e o grafico de controle da média mével exponen-
cialmente ponderada (MMEP); (iii) propor um grafico de controle para uma extensao do
modelo ULARMA, que considere a existéncia de dependéncia espacial nos dados coleta-

dos.
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Capitulo 4
Consideracoes finais

Neste trabalho foi abordada, num primeiro momento, a constru¢ao de um modelo
estatistico para variaveis aleatérias continuas que assumem valores dentro do intervalo
unitario padrao, isto é, entre zero e um, como, por exemplo, proporc¢des ou fracoes,
escores, indices e taxas, capaz de considerar a existéncia de uma estrutura de dependéncia
entre dados que sao coletados e ordenados ao longo do tempo, caracterizando uma série
temporal.

Foi entao proposto o modelo unit-Lindley autorregressivo e de médias méveis, de-
notado pela sigla ULARMA. O modelo foi desenvolvido sob a suposi¢ao de que a distribui-
¢ao condicional da variavel de interesse, dado o seu histérico, é a unit-Lindley (Mazucheli
et al., [2018b)), assim como introduzido por Benjamin et al.| (2003). Foram mostradas a
formulacao teorica, as propriedades, um estudo de simulagao e, ainda, uma aplicagao a
um conjunto de dados reais sobre umidade relativa do ar diaria no deserto do Atacama,
Chile.

Na literatura existem outros modelos que sao comumente utilizados para descrever
dados que possuem essas caracteristicas/restri¢oes, os quais sao baseados em distribui¢oes
mais conhecidas, como: JARMA (baseado na distribuigdo Beta) e KARMA (baseado na
distribuicdo Kumaraswamy). Apesar de ser uma distribuigdo de probabilidade recente, a
unit-Lindley dispoe de propriedades que sao interessantes, quando comparada as demais
distribui¢oes. Do ponto de vista tedrico, possui forma fechada para a FDA e funcao quan-
til, expressoes simples para a obtencao dos momentos, e pertence a familia exponencial.
Do ponto de vista pratico, sua principal vantagem reside em ser uma distribui¢ao recente,
isto é, que ainda é pouco explorada na literatura, além de ser unimodal, uniparamétrica
e bastante flexivel.

O estudo de simulacao realizado revelou uma performance satisfatéria dos CM-
LEs para os parametros do modelo, mesmo ao considerar tamanhos de amostra pequenos

(avaliou-se n a partir de 70 observagoes). Com o aumento do tamanho da amostra, as
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estimativas tornavam-se mais precisas; e as estimativas do componente autorregressivo se
mostravam mais precisas quando comparado ao componente de médias moveis. Na aplica-
¢a0, notou-se que o modelo proposto possui performance parecida com a das abordagens
tradicionais (BARMA e KARMA), na maioria dos cenérios analisados. Pois, foram consi-
deradas diferentes composicoes para as amostras de treino e teste (out-of-time) e, em um
cenario especifico, ele apresentou desempenho superior ao dos demais modelos, com base
nas métricas de performance preditiva.

Em seguida, foram apresentadas as técnicas do CEP, por meio de sua ferramenta
mais popular, o grafico (ou carta) de controle, aplicado a varidveis em que ha uma es-
trutura de dependéncia entre os dados coletados. O escopo consistiu em apresentar o
monitoramento do modelo ULARMA, como forma de investigar o comportamento tem-
poral de fenémenos climaticos sobre umidade relativa do ar no deserto do Atacama, Chile.

Foram considerados quatro tipos de residuos em dois cenarios distintos, que re-
presentavam as séries de minimos e maximos, com os parametros definidos com base nos
resultados da aplicagdo anterior (Tabela . Inicialmente, foi necessario realizar uma
etapa de calibracao dos limites de controle, e para isto, considerou-se duas propostas:
os métodos de regressao linear e de interpolacao linear. O segundo método apresentou
melhor desempenho e, portanto, foi escolhido para obter os valores de w a serem usados
na definicao dos limites de controle na fase I.

Posteriormente, foram simuladas amostras com alteracao em seu valor médio e
observou-se que nenhum residuo apresentou desempenho excelente na deteccao da nao
conformidade do processo, isto é, nenhum dos residuos considerados neste trabalho foi
capaz de identificar a nao conformidade do processo durante todo o intervalo de varia-
¢ao. No entanto, o grafico de controle aplicado ao residuo quantilico produziu resultados
interessantes nos dois cendarios estudados.

Como proposta de trabalhos futuros, deseja-se propor um novo modelo espago-
temporal para variaveis aleatérias continuas que assumem valores no intervalo unitario
padrao, com base na distribuicao unit-Lindley; propor uma extensao que seja capaz de
modelar dados sujeitos a flutuacgoes sazonais; considerar a aplicacao do modelo ULARMA
a outros conjuntos de dados reais e avaliar a sua performance quando comparado as
abordagens tradicionais; investigar a performance dos graficos de controle aplicados aos
diferentes tipos de residuos, considerando outros valores de ARL nominal, como, por
exemplo, 300 e 370, que também sao bastante utilizados na literatura; considerar outras
propostas para construgao de graficos de controle, que sejam mais sensiveis a pequenas
alteragoes na média do processo, tais como: o grafico de controle da soma acumulada
(CUSUM) e o gréfico de controle da média mével exponencialmente ponderada (MMEP);

propor um grafico de controle para uma extensao do modelo ULARMA, que considere a

49



existéncia de dependéncia espacial nos dados coletados.
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