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RESUMO

O algoritmo de Denavit-Hartenberg ¢ um método utilizado por décadas para solucionar
um dos problemas classicos na cinematica de manipuladores roboéticos: o problema
cinematico inverso. Quando esse método é utilizado, existe a necessidade de algoritmos
adicionais para resolver o problema, como por exemplo, o método de Paul. A Teoria de
Bases de Grobner para solugdo da cinematica inversa, como método suplementar ao
algoritmo de Denavit-Hartenberg, serd apresentada neste trabalho. Para favorecer um
melhor entendimento do leitor com cada método, os robds manipuladores Staubli T'S20,
um rob6 do tipo SCARA, e o Unimation PUMA 560, um manipulador antropomorfico
com seis juntas rotativas, serdo utilizados como estudos de caso aplicando o método de
Paul e o método proposto nesta tese, em que os dados de eficiéncia computacional serdao
utilizados para comparagio. O objetivo principal é analisar a eficiéncia computacional
na solucéo do problema da cinemética inversa de robds manipuladores antropomorficos
utilizando os dois métodos. Com cada abordagem, o problema da cinematica inversa
para os dois robos seriais sera resolvido. Ao comparar cada método, esta pesquisa
demonstrard que o método, com base na Teoria de Bases de Grobner, é
computacionalmente mais eficiente para a solugdo do problema cinematico inverso de

robos antropomorficos.

Palavras-chave: Manipuladores Roboticos Seriais, Cinematica Inversa, Bases de

Grobner, Método de Paul, Eficiéncia Computacional.



ABSTRACT

The Denavit-Hartenberg algorithm is a method used for decades to solve one of the
classic problems in the kinematics of robotic manipulators, the inverse kinematic
problem. When this method is used, there is a need for additional algorithms to solve
the problem, such as the Paul method. The Grobner Bases Theory for the solution of
inverse kinematics, as a supplementary method to the Denavit-Hartenberg algorithm,
will be presented in this work. To familiarize the reader with each method, the
manipulator robots Staubli TS20, a SCARA type robot, and Unimation PUMA 560,
an anthropomorphic manipulator with six rotating joints, will be used as case studies
applying the Paul method and the method proposed in this work, where the
computational efficiency data will be used for comparison. The main goal of this work
is to analyze the computational efficiency in solving the problem of the inverse
kinematics of anthropomorphic manipulating robots using both methods. With each
approach, the problem of inverse kinematics for the two serial robots will be solved.
When comparing each method, this work will demonstrate that the method using
Grobner Bases Theory is more computationally efficient for the solution of the inverse

kinematic problem of anthropomorphic robots.

Key-words: Serial Manipulators, Inverse Kinematics, Grobner Bases Theory, Paul

Method, Computational Efficiency.
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1 INTRODUCAO

Para Ullrich (1987), robos manipuladores sdo equipamentos multifuncionais e
reprograméveis, projetados para movimentar materiais, pecas, ferramentas ou
dispositivos especializados por meio de movimentos variaveis e programados, para a
execucao de diversas tarefas.

Ainda, segundo o mesmo autor, os robos podem ser equipados com sensores para
sentir ou perceber, por exemplo, calor, pressdo e objetos. Sao capazes também de reagir
ao seu ambiente de trabalho, operar outras maquinas e comunicar-se quando ocorrem
problemas em seu funcionamento.

De acordo com Craig (2017), um manipulador robdtico serial é um sistema de
corpos, denominados elos, conectados por meio de juntas. Existem dois tipos de juntas:
a rotativa, que permite a rotagdo de um elo sobre a articulacdo do elo anterior; e uma
junta prismatica, que possibilita um movimento de translacdo entre as articulacoes.
Todos esses conceitos sdo vélidos e utilizados até os dias atuais.

O sistema supramencionado forma uma cadeia cineméatica que contém,
conectada ao elo final, uma ferramenta ou garra: denominada efetuador. A cinematica
de manipuladores roboticos discorre sobre os movimentos do efetuador em relacao aos
das juntas.

Consoante o autor referido acima, a localizagdo do efetuador final de um
manipulador roboético é determinada por intermédio do controle adequado das suas
variaveis articulares. Por consequéncia, os valores do conjunto de variaveis de junta de
um robd determinam o posicionamento de seu efetuador final no sistema de

coordenadas.



Capitulo 1. Introdu¢do 14

De acordo com Sciavicco e Siciliano (1996), um grau de liberdade, GDL ou DOF
(degree of freedom), é o nimero de parametros independentes que sdo necessérios para
se definir a posi¢do de um corpo no espaco, em qualquer instante.

Dois problemas classicos na cinemética de manipuladores roboéticos sdo: a
cinemética direta e a inversa. Na cinematica direta, a posicao e orientagao do efetuador
sao calculados com base nas variaveis das juntas do rob6. Na cinematica inversa, os
movimentos das juntas individuais sao calculados utilizando a posicéo e orientacao do
efetuador final do manipulador robético. A Figura 1 ilustra a distin¢ao entre cinematica

direta e inversa.

A Efetuador final
XV, Z
a B,y
Variaveis no espaco cartesiano
02 . . .
0 Variaveis das juntas
1 >
- y
Varigveis das juntas (6;,d;) Varidveis cartesianas
[ Cinematica Direta (x,y,2)
6; — junta rotacional
X d, — junta prismatica < Cinematica Inversa | Orientacéo do efetuador
L
(@.8.7)

Figura 1: Cinemética direta versus cinemética inversa

A solugdo da cinemética direta independe da geometria do rob6o. O mesmo néo
ocorre com o problema cinemético inverso, uma vez que o procedimento para obtencgéo
das equagodes depende exclusivamente da configuracdo geométrica do manipulador
robotico. Essa limitacao torna este problema demasiadamente mais complexo, devido
a dificuldade em seguir uma sequéncia tinica de passos que facilitem a resolucédo. Dessa

forma, cada manipulador rob6tico converte-se em um problema exclusivo.
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Para casos especificos, o problema da cinematica inversa pode ser resolvido
utilizando algebra matricial, aplicagbes geométricas ou procedimentos iterativos, visto
que depende da geometria de cada manipulador robotico. Nesse sentido, todas essas
estratégias de solugdo sdo divididas em duas categorias amplas: solugoes de forma
fechada (métodos algébrico e geométrico) e solugbes de forma aberta, também
conhecidas como soluc¢oes numéricas (métodos iterativos).

Conforme Daya, Khawandi e Akoum (2010), um dos eminentes problemas na
cinemética e controle de robos consiste na determinagio da solucdo da cinemética
inversa. A medida que a complexidade do manipulador robético aumenta, a obtencéo
da cinematica inversa se torna dificil e, computacionalmente, cara. Métodos
tradicionais, como os geométricos, iterativos e algébricos, sdo inadequados, pois a
estrutura geométrica do manipulador é mais complexa.

De acordo com Craig (2017), as solugdes numéricas normalmente sdo muito mais
lentas do que suas correspondentes de forma fechada, exatamente por conta de sua
natureza iterativa.

Os movimentos do efetuador final sdo definidos no volume de trabalho do
sistema robotico, o qual pode ser descrito convenientemente por diferentes tipos de
sistemas de coordenadas, tais como: cartesiano, polar, esférico ou cilindrico. Por outro
lado, o espaco das juntas representa o local em que o vetor das varidveis de junta é
definido. Segundo o mesmo autor, a esséncia do problema da cinemaética de
manipuladores é a coordenacao dos movimentos individuais das juntas no espaco das
juntas e o movimento do efetuador no volume de trabalho.

Jacques Denavit e Richard Hartenberg introduziram uma convencdo com o
intuito de padronizar as coordenadas de sistemas de referéncias para ligagdes espaciais
(DENAVIT e HARTENBERG, 1955). Apdos uma década, esses autores apresentaram

o algoritmo para solugdo da cinematica de sistemas articulados (HARTENBERG e
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DENAVIT, 1965). A demonstracio da relevancia desse algoritmo para a analise
cinemaética de sistemas roboticos foi apresentada por Paul (1981), apos dezesseis anos.

O método criado por Denavit e Hartenberg ainda é a técnica mais utilizada para
resolver o problema da cinematica direta por diversas razdes. Em primeiro lugar, em
intervalos especificos, pode-se descrever o angulo de rotacgéo (se a junta for rotativa)
ou translagdo (caso a junta seja prismatica) de cada conjunto junta/elo de um robo
manipulador. Em segundo lugar, nesses intervalos de movimento, certos parametros,
0s quais serdo apresentados na Secao 2.1, podem ser utilizados em uma matriz para
descrever o movimento da junta ¢ em termos da junta i—1. Desta forma, cada
conjunto junta/elo pode ser descrito por uma matriz. Entdo, o produto de todas essas
matrizes descreve a posicdo e a orientacdo do efetuador final do robd no espaco em
relagdo a um sistema de coordenadas.

Segundo Sciavicco e Siciliano (1996), o método de Denavit-Hartenberg é facil de
ser utilizado, no entanto, para a solucdo da cinemética inversa, é possivel se deparar
com o seguinte problema: a necessidade de métodos e algoritmos adicionais, que
normalmente requerem maiores esforcos computacionais.

Levando em consideracio o problema citado no paragrafo anterior, um método
alternativo suplementar que pode solucioné-lo é utilizado: a Teoria de Bases de
Grobner. Desenvolvido por Bruno Buchberger em sua tese de doutorado, consiste em
um algoritmo algébrico que pode ser aplicado a um dado conjunto (normalmente
infinito) de polinémios nao nulos, produzindo um conjunto finito de geradores, de tal
modo que seja possivel identificar, com base nesses geradores, quando um certo
polindmio pertence ao conjunto original dado (BUCHBERGER, 1965).

Ao encontrar solucoes para esse conjunto de geradores, encontram-se também
solucoes para todo o conjunto. Com o auxilio de um software de computacgéo algébrica,
pode-se calcular todas essas solugoes, incluindo os casos nao tao facilmente resolvidos

utilizando algebra matricial ou procedimentos iterativos, devido a complexidade da
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geometria de alguns robds manipuladores, determinando, assim, todas as solucgoes
possiveis.

Com o objetivo de familiarizar o leitor com cada método, os robés manipuladores
Staubli TS20, um rob6 do tipo SCARA com quatro graus de liberdade, e o Unimation
PUMA 560, um manipulador antropomoérfico com seis juntas rotativas, serdao utilizados
como estudos de caso aplicando o método de Paul com base na matriz de Denavit-
Hartenberg e o método das bases de Grébner para solugdo do problema da cinemética
inversa.

Kendricks (2007), em sua tese de doutorado, comparou o algoritmo de Denavit
e Hartenberg com o método das bases de Grobner para a solugdo do problema da
cinematica inversa do robé Fanuc A-510, um manipulador do tipo SCARA com trés
graus de liberdade. A autora comprova matematicamente que é possivel determinar
todas as configuragoes singulares de um manipulador SCARA fundamentando-se em
uma base de Grobner, sem a necessidade de utilizagdo de um método complementar,
como o Jacobiano por exemplo. Porém, devido a simplicidade geométrica do
manipulador analisado, as equagoes produzidas com uma base de Grobner, comparadas
as equagoes determinadas pelo método de Paul com base em uma matriz obtida pelo
algoritmo de Denavit-Hartenberg, fornecem as mesmas solugoes, conforme esperado
para as duas aplicagoes, porém com o mesmo custo computacional.

O presente trabalho pretende ir além, uma vez que aborda uma verificagdo da
aplicabilidade do método das bases de Grobner na solugéo do problema da cinemética
inversa de robds manipuladores seriais do tipo SCARA. Além disso, realiza uma anéalise
da eficiéncia computacional para a solug¢ado da cinemaética inversa de um manipulador
robotico antropomorfico. Para tal, utiliza-se a Teoria de Bases de Grobner, comparando
com os resultados obtidos pelo método de Paul, todos baseados na matriz obtida pelo

algoritmo de Denavit-Hartenberg. Desse modo, é demonstrado que o método com base
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na Teoria de Bases de Grobner é mais eficiente computacionalmente para esta familia
de manipuladores.

Segundo Craig (2017), para o controle de trajetorias de manipuladores roboticos,
faz-se necessario o calculo da cinematica inversa em intervalos minimos de tempo, o
que justifica a importancia de se utilizar um método computacionalmente eficiente para
a solucdo do problema da cinemética inversa de manipuladores roboticos.

Ni e Wu (2018) empregaram quatérnios como operadores espaciais e a Teoria de
Bases de Grobner para a solugéo da cinemética inversa de um robd genérico 6R. Com
base no algoritmo apresentado pelos autores, 16 solugoes distintas sdo determinadas,
porém nesse conjunto apenas 4 solucoes sao reais. Como esse método nao é comparado
com nenhum outro, a sua eficiéncia computacional ndo pode ser confirmada.

Diferentemente de Wang, Hang e Yang (2006), que também apresentaram uma
solucdo para a cinemética inversa de um manipulador serial 6R utilizando a Teoria de
Bases de Grobner, uma base com um ntimero reduzido de polindmios sera determinada
neste trabalho, uma vez que esses autores, ao utilizarem o método de solucdo da
cinematica de mecanismos proposta por Duffy e Crane (1980), produziram uma base
de Groébner com 72 polinémios.

Guzman-Giménez, et al. (2020) apresentaram um procedimento sisteméatico para
solucdo do problema da cinemética inversa de sistemas roboéticos de cadeia aberta nao
redundantes utilizando a Teoria de Bases de Grobner apos solucao da cinematica direta
com base no algoritmo de Denavit-Hartenberg. Porém valer ressaltar que os autores se
restringiram as trés primeiras juntas do rob6 antropomorfico Unimation PUMA 560,
desconsiderando as trés juntas responsaveis pela orientagdo do efetuador do
manipulador.

O objetivo principal do trabalho aqui proposto é analisar a eficiéncia
computacional na solugdo do problema da cinemética inversa de robés manipuladores

antropomorficos ao utilizar a Teoria de Bases de Grébner.
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Os dados de desempenho computacional obtidos neste trabalho visam comprovar
que essa escolha reduzird o custo computacional para a solucao da cinematica inversa
de manipuladores roboticos antropomorficos.

O presente trabalho estd organizado da seguinte maneira: o Capitulo 2 é
dedicado ao algoritmo de Denavit-Hartenberg para solucao do problema cinemético
direto e ao método de Paul para obtencdo da solucdo da cinemaéatica inversa de
manipuladores robéticos. Em seguida, no Capitulo 3, é feita uma descricao da Teoria
de Bases de Grobner, em que um algoritmo para determinagdo dessas bases é
apresentado para a solu¢do do problema da cinemética inversa dos manipuladores
estudados neste trabalho.

No Capitulo 4, o problema da cinematica inversa do rob6 SCARA Staubli TS20
é solucionado utilizando o método de Paul com base no algoritmo de Denavit-
Hartenberg e o Jacobiano para determinacao de configuragoes néao singulares para essa
familia de manipuladores robéticos. Em seguida, no Capitulo 5, a cinemética inversa
desse manipulador é resolvida utilizando a Teoria de Bases de Grobner. Ainda nesse
capitulo, é realizada uma analise do método utilizado neste trabalho, comparando com
os resultados obtidos pelo método de Paul.

No Capitulo 6, o problema da cinematica inversa do rob6 antropomorfico
Unimation PUMA 560 é solucionado utilizando o método de Paul com base no
algoritmo de Denavit-Hartenberg. A solugdo desse mesmo problema utilizando a Teoria
de Bases de Grobner é apresentada no Capitulo 7. Nele, é feita uma anéalise da eficiéncia
computacional para solucao da cinematica inversa desse manipulador utilizando uma
nova configuracédo de juntas, comparando com os dados de desempenho computacional
para a obtencao de todas as configuragoes ao utilizar o método de Paul. Ainda nesse
capitulo, a cinematica inversa de um manipulador 6R com pulso nao esférico também
é resolvida com base na Teoria de Bases de Grobner, com o objetivo de validar essa

teoria como método para obtencao de todas as configuragoes de juntas para orientar e
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posicionar o efetuador final de wum manipulador robdtico antropomorfico
independentemente do niimero de parametros cineméticos nao nulos.
Por fim, o Capitulo 8 traz as conclusdes do trabalho, apresentando as

consideragoes finais e perspectivas futuras.



2 Algoritmo de Denavit-Hartenberg

Este capitulo é dedicado ao problema cinemético direto e ao método de Paul
para obtencédo da solugéo da cinemética inversa de manipuladores roboticos com base

no algoritmo de Denavit-Hartenberg.

2.1 CINEMATICA DIRETA

A cinematica ¢é a ciéncia que estuda o movimento de um corpo desconsiderando
as forcas que o causam. Nessa ciéncia sdo estudadas a posicao e suas duas derivadas de
ordem mais elevada em relagdo ao tempo.

Para uma cadeia cinematica com n juntas e n—1 elos, a cada junta é atribuido

um sistema de referéncia (3:, y,z). Pode-se alinhar cada sistema de referéncia por meio

da realizagdo de uma série de rotagoes e translagoes. Desse modo, cada junta pode ser
representada por uma matriz de transformacdo homogénea que descreva a rotacéo
especifica ou translagdo necessaria para alinhar a junta 2—1 com a junta i, podendo
ser a combinacdo das duas. O produto dessas matrizes determina a posicao final da
n-ésima junta, que representa o efetuador final do manipulador robético.

A matriz de transformacdo homogénea pode ser descrita como:

S
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=
=
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S
-
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A matriz (1) descreve os vetores de dire¢io para os eixos z,, y, € z, de um
sistema de referéncia {2} em termos dos vetores de dire¢iio para os eixos z,, y, € z,

de um sistema de referéncia {1} . Os dois sistemas estéo representados na Figura 2, em
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que o vetor normal n=(nw,ny,nz) representa o eixo x, o vetor de orientagido
0= (ow,oy,oz) representa o eixo ¥, e o vetor de aproximacao a = (aw,ay,az) representa

0 eixo 2.

Sistema de Referéncia {2}

Y2

Sistema de Referéncia {1}

Y1

X1

Figura 2: Sistemas de referéncia deslocados no mesmo espago tridimensional

Para a primeira coluna da matriz, n,, n,, n, sdo as componentes do vetor que

Yo
define o eixo z no sistema de referéncia {2} em termos dos trés vetores dos eixos do
sistema de referéncia {1} Para a segunda coluna, o,, o,, 0, sdo as componentes do
vetor que define o eixo y no sistema de referéncia {2} em termos dos trés vetores dos
eixos do sistema de referéncia {1}.

Para a terceira coluna, a,, a,, a, sdo as componentes do vetor que define o eixo

Y

2z no sistema de referéncia {2} em termos dos trés vetores dos eixos do sistema de
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referéncia {1}. A quarta coluna ¢ a posicio no sistema de referéncia {2} em relagdo ao
sistema de referéncia {1}.

Um sistema de coordenadas cartesiano deve ser atribuido a cada conjunto
junta/elo de um rob6 manipulador, de modo que, a cada elo ligado, é atribuido um eixo
de coordenadas especifico. Denavit e Hartenberg (1955) propuseram uma notagdo
sistematica para atribuir um sistema de coordenadas ortonormal para cada elo em uma
cadeia cinemética aberta. Cada sistema de coordenadas é determinado com base nas

seguintes regras:

i. oeixo z,_, se encontra ao longo do eixo de movimento (rotagio ou translagao)

da junta £k ;

ii. oeixo z, ¢ perpendicular ao eixo z,_,, com o seu sentido positivo na direcao do
elxo z ;
iii. o eixo y, é escolhido de forma que os trés eixos formem um sistema ortogonal

dextrogiro’ (LEE, 1982).

Uma vez que esses sistemas de coordenadas fixados aos elos sdo atribuidos,
transformagoes entre sistemas de coordenadas adjacentes podem ser representadas por
uma matriz de transformacao de coordenadas homogéneas.

uatr rametr ) ilustr na Figura 3 representam:

Os quatro parametros a,, d,, «,, 0, ilustrados na Figura 3 representam: a,, a
istanci n , rigem (O, a interseca 1X , L istanci
distancia ao longo de z,, da origem O, & intersecao dos eixos z, e 2, ;; d,, a distancia
ao longo de 2, ,, de O_, a intersecdo dos eixos 7, e z,_,; ¢, , o angulo do eixo z, ,
para o eixo z,, medido em torno de z,; e 6,, o angulo do eixo z, , para o eixo ,,

medido em torno de z, ,, (sinal obtido pela regra da méao direita).

1 . . - - . . .
O termo "dextrogiro" se refere & rotagdo para a direita. Resumidamente, um sistema dextrogiro é
aquele que cumpre a regra da méao direita.
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Figura 3: Representagédo dos parametros da notagdo de Denavit-Hartenberg
Fonte: Adaptado de (SPONG e VIDYASAGAR, 2008)

Caso os parametros cinematicos fossem estaticos, ou constantes, a transformacao
homogénea também seria constante, fazendo com que o robd permanecesse inerte. Dois
dos quatro parametros utilizados como referéncia possuem relagdo direta com a
componente das varidveis das juntas. Para juntas rotacionais, a variavel de junta é o

angulo 6, ; enquanto que a variavel de junta é a distancia entre os elos d,, caso seja

prismatica. Esses parametros sdo obtidos com base no algoritmo proposto por Denavit

e Hartenberg e sao apresentados na Tabela 1.

Tabela 1: Parametros cineméticos para juntas rotacionais e prismaticas

Parametro Simbolo Junta rotacional Junta prisméatica
Angulo de junta 0, Variavel Fixo
Deslocamento de junta d, Fixo Variavel
Comprimento do elo ay, Fixo Fixo

Angulo de tor¢ao do elo o, Fixo Fixo
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De acordo com Tsai (1999), na representagdo de Denavit-Hartenberg original,
associa-se o eixo de rotacdo para junta rotativa ou o eixo de translacdo para junta
prisméatica ao eixo 2z do sistema coordenado fixado na junta, e cada matriz é
representada pelo produto de quatro transformagoes bésicas envolvendo rotacoes e

translagoes, como pode ser observado na Equagao (2). Utiliza-se S, bara sen(HL,) e ¢y

para cos(6,), analogamente para o, .

A, = Rot, , -Transl, , -Transl, , - Rot

E7 Ty Ty O,

¢, —5, 0 0|[t 00 0][1 00 g]ft 0 0 0
18, ¢ 0 00 1 0 0[]0 1 0 0[0 ¢, =—s, O (2)
|0 0 100014001 O0[]0s ¢ O

0 0 0 1[0 0 0 1J/l0 00 1]Jl0 0 0 1

O termo Rot, , representa a rotagdo 6, em torno do eixo z,; Transl _, ., a
ko Yk 2O

translagdo d;, ao longo do eixo z,; Transl, , , a translagdo g, ao longo do eixo z;; e

T, 7

por fim, Rot representa a rotagdo ¢, em torno do eixo ;.

Ty, )
Esta operagdo resulta na matriz representada pela Equacdo (3), sendo que por

meio dela, é realizado o mapeamento de coordenadas entre os elos do robd manipulador.

Co. ~59.Ca, 5954 Wil
k-1 A = Sﬂk Cﬁk Cak _Ceksak aksak 3
=| ™ : ®)

Sak Cak k

0 0 0 1

Multiplicando todas as matrizes de transformagéo obtidas pelo algoritmo de
Denavit-Hartenberg, obtém-se a matriz de transformacao homogénea que parte da base
a extremidade do efetuador final, ou seja, variando k£ de 0 a n. Essa matriz resultante
pode ser considerada como a solucdo do problema da cinematica direta, como podemos

observar na Equacéo (4), na qual ¢ representa as variaveis de junta (6, para rotativa

e d, para prismatica); R(q), a matriz de rotacéo; e p(q), o vetor posigao.

)
R(()q) p(Q)} )

base T (q)efetuador final - |:O O ]-
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Resumidamente, para um manipulador com n graus de liberdade, determina-se

T, que é uma funcédo de todas as variaveis de junta.
T=A01'A12'A23""'A(n—1)n=1:1[A0i=A0n (5)
Onde cada A; ¢ uma matriz D-H (Denavit-Hartenberg), definida em (3).

Dessa forma, quando T ¢é multiplicada pelo vetor [0 0 0 1]T, a matriz

transforma a origem do sistema de coordenadas nas coordenadas do efetuador final.

2.2 CINEMATICA INVERSA

De acordo com Craig (2017), o problema inverso tem sido o foco da anélise
cinemética de robds manipuladores. Para determinar as combinacdes necessarias para
posicionar e orientar o efetuador final de um rob6é manipulador em um ponto especifico
no espago, deve-se considerar a posigdo atual e calcular os movimentos associados com
cada variavel comum.

Segundo Barrientos (2007), a solu¢do da cinemética direta independe da
configuracdo do robd, o mesmo nao ocorre com o problema cinematico inverso, sendo
que o procedimento para obtencao das equagdes depende exclusivamente da
configuracdo do manipulador.

A cinematica inversa é um dos toépicos de estudo de maior importéncia na
Robética. O entendimento da cinematica inversa fornece uma analise dos movimentos
do robo relacionados ao espago geométrico no qual ele se insere.

A resolucao do problema da cinemética inversa ficaria mais apropriada se fosse

encontrada uma tnica solugédo, ou seja, com a determinacédo de uma relagdo matemaética
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explicita dos valores de junta (qk) em funcdo da posicdo e orientagao (:U, Y, 2, O, ,B,}/)
do efetuador final, onde k£ indica o ntimero da junta, isto é: ¢, = f, (x, Y, 2, P, }/).

Podem ser adotadas diversas técnicas para solucionar o problema da cinemaética
inversa de um manipulador robético, por exemplo: método de Paul, simbolico, analise
da posicao zero, vetores screw, Newton-Raphson, pseudoinversa, integracdo das
velocidades, entre outros.

Exclusivamente para alguns manipuladores roboticos que possuem seis graus de
liberdade e quando suas trés tltimas juntas possuem eixos que se intersectam em um
tnico ponto, é possivel utilizar o método do desacoplamento proposto por Pieper (1968),
que permite separar o problema em duas etapas independentes: uma relacionada aos
trés primeiros graus mais proximos a base; e outra aos trés mais proximos do efetuador
final.

O método de Paul para solucdo do problema cineméatico inverso de
manipuladores roboéticos, citado anteriormente, e que serd comparado com o método

da Teoria de Bases de Grobner, sera apresentado na Subsecgédo 2.2.1 deste trabalho.

2.2.1 Meétodo de Paul

Este método, apresentado por Paul (1981), é muito utilizado em robos industriais
e, com base nele, as coordenadas das juntas sdo determinadas igualando-se os elementos

correspondentes das matrizes T e A, representadas em (5). Busca-se, assim,

igualdades que, apods algumas transformacoes, resultem na coordenada de junta
procurada.
Caso ndo se consiga obter as relagdes desejadas pela Equagao (5), o que

normalmente acontece, pesquisa-se entre matrizes que relacionem sistemas
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intermediarios. Matematicamente isso corresponde a realizar multiplicagdes & esquerda

e/ou a direita em ambos os membros da igualdade (5) pelas inversas das matrizes 4, , ,,

uma de cada vez, de modo a formar novos conjuntos de equagoes.
Para um robd com seis graus de liberdade, por exemplo, pode-se obter as

seguintes equacoes matriciais dentro de um universo maior de combinagcdes:

T=A4,-4A, A, A, A A,
A, T=A4A,-A, A, - Ay - A,
A, VAT T = Ay Ay - Ay - A,
A AT AT T = A A A,
A AT AT AT T = A A,
A AT ATA AT T=A

5 56

A12_1 ) Am_l -T- A56_1 = Ay Ay - Ay

Por inspecao, observa-se os elementos correspondentes em cada equagéo
matricial, buscando-se aqueles que possam fornecer uma expressao que possibilite a
solucdo para a variavel de junta a ser encontrada. Esse procedimento se repete para
outros elementos desta ou das outras equagoes matriciais, até que se chegue a todas as
variaveis de juntas.

Este trabalho visa comprovar que, para a solugdo do problema cinematico
inverso de manipuladores antropomorficos, o método da Teoria de Bases de Grobner,

que serd apresentado no Capitulo 3, é computacionalmente mais eficiente que o método

de Paul.



3 TEORIA DE BASES DE GROBNER

A Teoria de Bases de Grobner é aplicada em areas distintas da Matemética. Por
exemplo, Robbiano (1998), utiliza bases de Grobner para resolver problemas de
Estatistica. Wang (1998), mostra como as bases de Groébner podem ser utilizadas para
solucionar problemas geométricos complexos. Cox, Little e O'Shea (1992), tém dedicado
seus trabalhos para as aplicagoes da Teoria de Bases de Grobner em Geometria, Teoria
dos Grafos e Robotica.

A Teoria de Bases de Grobner permite que seja utilizado um algoritmo para
resolver sistemas de equagodes polinomiais. Mais formalmente, este algoritmo, chamado
algoritmo de Buchberger (BOSE, 1995), aplica técnicas de algebra computacional para
ideais polinomiais especificos, produzindo uma base de Grébner que pode ser usada
para encontrar solucées comuns para um conjunto de diferentes polinébmios nao nulos.

Resumidamente, uma base de Grobner para um sistema de equagdes polinomiais
¢ um novo sistema com as mesmas solucoes, porém mais facil de ser resolvido.

Alguns conceitos iniciais sobre grupos, anéis, dominios, corpos e ideais, que serdao

utilizados ao longo do texto, serdo apresentados na Segéao 3.1.

3.1 GRUPOS, ANEIS, DOMINIOS, CORPOS E IDEAIS

Um grupo (G,+) ¢ um conjunto néo vazio, no qual permite uma operag¢do
binaria, denotada por +, chamada de adi¢ao, que satisfaz as seguintes condicgoes:

(A1) Se a e b pertencem a G, entdo a+b também pertence a G . Propriedade
denominada “Fechamento sob adi¢ao”.

(A2) A adigo ¢ associativa, isto é: Va,b,c € G,(a+b)+c=a+(b+c).
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(A3) G possui um elemento neutro com respeito a adi¢do, denotado por 0 e
chamado de zero, isto é¢: 30 e G tal que a+0=a e O0+a=a, VaecCG.

(A4) Cada elemento de G possui um inverso com respeito a adigdo, isto é: para
cada a € G,3—aeG tal que a+(—a)=0 e (-a)+a=0.

Um grupo abeliano (G,+) satisfaz de (Al) a (A4) e ainda mais a seguinte

condigao:
(A5) A adicdo é comutativa, isto é: Va,be G,a+b=b+a.
Um anel (A, +, -), munido de uma operacao denotada por +, chamada de adicao,

e de uma operacao denotada por -, chamada de multiplicagdo, é um grupo abeliano
com relagio a operagdo +, ou seja, satisfaz as condigdes (Al) a (A5), sendo que as
operacoes satisfazem ainda as seguintes condigoes:

(M1) Se a e b pertencem a A, entdo a-b também pertence a A. Propriedade
denominada “Fechamento sob multiplicagao”.

(M2) - & associativa, ou seja, (a-b)-c=a-(b-c) para quaisquer a,b,c € A.

(M3) - & distributiva relativamente a +, ou seja, a-(b+c)=a-b+a-c e
(b+c)-a=b-a+c-a para quaisquer a,b,c € A.

Utiliza-se simplesmente a letra A para designar um anel arbitrario (4,+,-). Um

anel A diz-se comutativo se - é comutativa, ou seja, se a seguinte condic¢ao for atendida:
(M4) a-b=b-a, Va,be A.
Chama-se anel com unidade, ou anel unitirio, se a operacdo - possui um
elemento neutro, chamado identidade. Dessa forma, a seguinte condigédo é atendida:
(M5) A possui um elemento neutro, diferente de zero, com respeito &

multiplicacdo, denotado por 1 e chamado de um, isto é: EIleA—{O}, tal que

l-a=aea-1=a,Vaec A.
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Um dominio de integridade é um anel comutativo com unidade sem divisores de
zero, ou seja, onde a lei do cancelamento para o produto é valida. Dessa forma, a
seguinte condicao é atendida:

(M6) Se a,be Ae a-b=0,entdo a=0 ou b=0.

Seja (A,+,) um anel, um subconjunto néo vazio B < A ¢é definido como um

subanel de A quando (B, +,-) ¢ um anel, em que + e - s@o as mesmas operagoes de
A.

Um dominio de integridade também ¢é chamado de anel de integridade ou
simplesmente dominio.

Um corpo k é um anel comutativo com unidade em que todo elemento diferente
de zero possui inverso. Dessa forma, a seguinte condicao é atendida:

La=1.

(M7) Se a€ A e a#0, existe um elemento o' € A tal que a-a™' =a
A partir deste ponto, um anel comutativo com unidade serd chamado
simplesmente de anel. O anel principal que sera tratado nesta tese é o de polinémios
em varias variaveis, que sera definido na Secéo 3.2.
Seja A um anel, dizemos que um subconjunto nao vazio I < A é um ideal, se:
i. 0el;
ii. a+bel,Vabel,;

iii. cael,VYael VceA.

O conceito de ideal é fundamental no estudo da Geometria Algébrica. Essa area
combina técnicas de Algebra Abstrata, especialmente de Algebra Comutativa, com a
linguagem e os problemas da Geometria. Os principais objetos da Geometria Algébrica

sao as variedades algébricas, isto é, objetos geométricos definidos por polinémios.
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3.2 ANEIS DE POLINOMIOS

Seja A um anel comutativo e seja A[a:], o conjunto de todos os polinémios na

variavel x com coeficientes em A:
Alz] = {f(:c) =a,+axr+--+az"|n>0,a e A,Vi}. (7)

n

Em A[:L‘] sdo definidas duas operacdes + e - por: se f(:]:) =a, +a,r+-+ax

n

e g(z)=0b,+bz+--+b

m

z" e A[z], entdo:

f(z)+g(z)=(a, +b)+(a, +b)z+-+(a, +b)z" k =max{n,m} (8)

f(z)-g(z)=c, +cz+-+c,,, 2", 9)
onde ¢, =ab, +a,_b +---+apb,.
Dessa forma, tem-se que (A[:U],+,-) é um anel de polindbmios em uma variavel
com coeficientes no anel A.

Algumas defini¢oes e propriedades merecem destaque:

i. O elemento neutro de A[x] ¢ o polinémio nulo, ou seja, 0 =0+ 0z + 02" +---;
ii. ~ Um polinémio é denominado constante se ele é da forma f(z)=q,, com a, =0

para todo i > 0;

iii. A éum subanel de A[z]. Os elementos do anel 4, em A[z], fazem o papel dos

polindmios constantes.
Dado um anel de polinémios A[x] com coeficientes em x, sera considerada a

introdugdo de uma nova variavel y, por exemplo. Observa-se que x é elemento de
Alz] e, portanto, no novo anel, representa uma constante. Neste novo anel,
representado por A[x][y], no qual seus elementos podem ser reescritos na forma
Zaijxiyj,em que a,; € A,;i,j €N

com um numero finito de coeficientes nao nulos a,;.

n
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Considerando,  por  exemplo, z+12”+2z+3,2° +1e€ A[z], tem-se:
(z+1)+ (1;2 + 27 + B)y + (x3 + 1) y* € A[z][y]. Podendo escrever este polindmio na
variavel y como sendo: 1+ z + 3y +2zy + 2’y + 4 + 2°y° .

O anel A[x][y] pode ser escrito como A[x,y]. Analogamente, dado um anel
comutativo com unidade A, A[:c, y,z] pode ser definido e, mais geralmente, o anel de
polindmios A[azl,~--,xn], em n variaveis z,,---,z, com coeficientes em A.

O anel A[:L’l,---,:cn] dos polinémios com n variaveis z,,---,z, pode ser definido
simplesmente por iteragio: A[z,---,z,|=A[z, -z, ]|[z,]. Essa definicio confirma a

possibilidade de reorganizacao dos termos de um polindémio, colocando-se em evidéncia
uma determinada variavel. Por exemplo, 0 polindmio

72y’ + 2’y +y’ + 8z + 5y € R[z,y] pode ser escrito como (73/:2 + 1) v’ + (a:3 + 5)y + 8z,

um polinémio em y com coeficientes em R[z].

3.3 ORDENACAO MONOMIAL

Como polinémios sdo somas de monoémios, faz-se necessario ordenar os seus
termos em ordem decrescente ou crescente. Nesses casos, todos os pares de monoémios

devem ser comparados, e uma ordem entre eles deve ser estabelecida. Isso significa que

B

para todo par de monoémios z“ e z”, exatamente uma das trés relagoes de igualdade

B a B

deve ocorrer: z* >z, 2% =z p

e % <12”, em que T representa a multivariavel

Z,,%,; e a e [, os vetores dos expoentes. Relacoes de ordem em que cada par de
elementos é comparavel por uma destas relagées sdo denominadas ordens lineares ou
totais.

A partir deste ponto, a ordem lexicografica (lex) sera definida.
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Sejam a =(a,,---,a,) e B = (ﬂ1,~--,ﬂn) € Z%,, pode-se afirmar que a >, f se,

n

no vetor diferenca o — f € Z%,, a coordenada nao nula mais & esquerda é positiva.

B

Escreve-se 2% >, _ z”, ou simplesmente z* > z”, se « e B

lex

Por exemplo: (3,0,0) >, (23,4), uma vez que a-pf=(1,-3-4);

(2,3,4) =, (23,1), ja que a—p=(0,0,3). As variaveis z,,---,z, s@o ordenadas da

maneira mais usual pela ordem lexicografica
(1,0,---,0) >, (0,1,---,0) >, -+ >, (0,0,---,1), e consequentemente
xl >-ZeL :L'Q >_lez' e >-lez In .

Tomando como exemplo: f =—52" —8z° + zy°z + 32°2° € ]R[a:, y,z], com relacao

& ordem lexicografica z >, y >, z, tem-se: f=-82" +32°2" + 2’2 — 52°. Observa-se

lex

que os monomios de f estdo escritos em ordem decrescente.

Existem muitas ordens lexicograficas de acordo com a forma como as variaveis
sdo ordenadas. No caso de n variaveis, existem n! diferentes ordens lexicograficas. Em
uma ordem lexicografica, uma variavel domina qualquer monémio envolvendo apenas
variaveis menores, independente do grau total. Por exemplo, para a ordem lexicogréafica
T =y >z, tem-se - y12z8.

Em alguns casos, opta-se por considerar o grau total de um monoémio e ordenar
os monomios de graus maiores primeiro. Neste caso especifico, utiliza-se a ordem

lexicografica graduada (grlex) que sera definida a partir deste ponto.
Sejam az(au"'van) € IB:(ﬂlv"'vﬁn)EZZOa |a|=ZaZ. € |ﬂ|:Zﬂz

Constata-se que a >, B se, |a|>|B|, ou |a|=|p] e a >, B. Portanto, a ordem

grlex
lexicografica graduada ordena os mondémios inicialmente pelo grau total e, quando sédo
iguais, pela ordem lexicografica. Por exemplo: (3, 3,4) > prier (5, 5,2), uma vez que

(3,3.4)=10>9=(522); (3,L4) >, (1,25), ja que |(3,L4)=8=|1L25) e

(3,1,4) =, (1,2.5).
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Retomando o exemplo anterior: f =—5z" —8z" + zy°z + 32%2* € R[z,y,2], com

relacéo a ordem lexicografica graduada T Y e 2 tem-se:

rlex
f =322 + zy’z — 82° — 52°, com os monomios escritos em ordem decrescente.

Uma outra ordem é dada pela ordem lexicografica graduada reversa (grevlex),
que é a mais eficiente das ordens em muitas operagoes algébricas referentes as bases de
Grdébner.

Sejam «a = (al,---,an) e f :(ﬂ1,~-~,ﬂn) e 2%, dizemos que « > renies B 58,
|a| >~ |,8|, ou |a| = |ﬂ| e em a— f e€Z" a primeira coordenada néo nula, iniciando a

4,0,1), um vez que

direita, ¢ negativa. Por exemplo:  (1,3,2) > . (

(13,2) =6>5=|(401); (3,4,12)>,... (4222), ja que |(3,4,1,2) =10 =|(4,2,2,2)
ea—pf= (—1,2,—1,0).
E, finalmente, retomando mais uma vez o exemplo utilizado anteriormente:

f=-52" 82" + 2’z +32°2" € R[:L‘, y,z], com relacdo & ordem lexicografica graduada

reversa T >

grevlex

2 2 2 2 A .
Y - z, tem-se: f=azy’z+32°2" —82” —5z°, com os mondmios

grevlex

escritos em ordem decrescente.

A partir deste ponto, tomando k[ml,-~~,z"] ordenado com relacdo a uma ordem

previamente fixada, entdo, para todo f € k[xl,---,xn], com f #0, tem-se:

n

T
f=>aa" =az” +az® +- +a,z", (10)
j=1

onde os a; pertencem a k, e os z“ sdo ordenados de modo que ™ =z > -+ = %,
Define-se:
i.  Ograude f é multigrau(f)= max{a el |a, # O} = a,, onde 0 Maximo é
tomado com relagéo a >;
o maultigrau( f)

ii. O monoémio lider de f ¢ definido como mi(f)=z" =z :

iii. O coeficiente lider de f é definido como cl(f) = a,;
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iv. O termo lider de f é definido como tl(f) = az™ =cl(f)-ml(f);

v.  f édito ménico se cl(f)=1.

Baseando-se nessas informagoes, de acordo com Boas e Marcos (2013), pode-se

afirmar  que  sejam  f,g €k[z,,---,z,]  polindmios ndo  nulos, entdo:
multigrau(f - g) = multigrau( ) + multigrau(g); e se f+g#0, entéo
multigrau(f + g) < max {multigrau (), multigrau(g)} .

Segundo os mesmos autores, se multigrau(f) # multigrau(g), entdo
multigrav(f + g) = max {multigrau ( f), multigrau(g)} .

Existem dois algoritmos que sdo as bases desta teoria: o Algoritmo da Divisao e
o Algoritmo de Buchberger. O Algoritmo da Divisao decide a pertinéncia de um
polinémio em um ideal de polinémios, dados o polinoémio e uma Base de Grébner para
o ideal em questao. Ja o Algoritmo de Buchberger fornece uma Base de Grobner para

um ideal, com base em um conjunto finito de geradores.

3.4 ALGORITMO DA DIVISAO

A divisao de polindmios é essencial no estudo de ideais em anéis de polinémios.
Faz-se necessario a utilizacdo do algoritmo da divisdo em conjunto com bases de
Grdébner para verificar se um dado polinomio pertence a um ideal.

Os algoritmos da divisdo em anéis polinomiais com uma e com vérias variaveis

serao definidos nas Subsecoes 3.4.1 e 3.4.2, respectivamente.
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3.4.1 Algoritmo da Divisdo em k[z]

Em anéis polinomiais em uma tnica variavel, o algoritmo da divisdo de Euclides

¢ utilizado para dividir polinémios, ou seja, dados dois polinomios f(z),g(z) € k[z],
com g(z)#0. Entdo, existem polinomios tnicos a(z),r(z)ek[z] tais que
f(z)=a(z)-g(z)+r(z), com r(z)=0 ou grau(r) < grau(g).

Dessa forma, como todo ideal I < k[z] é gerado por um tinico gerador, ou seja,
é principal, se I =(g), tem-se f(z) el se r(z)=0.Se f(z)=a(z) g(z)+r(z), com
r(z)#0 e grau(r)<grau(g), pode-se afirmar que f(z)g! (COX, LITTLE e

O'SHEA, 1992).

O algoritmo da divisdo de Euclides pode ser descrito como:

entrada f(z)ek[z] e g(z)ek[z]\ {0}
inicio
a<0
r<f
enquanto 7#0 e grau(r)> grau(g) faca

fim enquanto
fornega a,r
fim

Tomando como exemplo a divisio de f(z)=z'+22"+32"+2+4 por

g(z) =2’ + 22+ 2, nota-se as seguintes etapas:
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i.  Inicialmente, atribui-se f a 7, o divisor ¢ é listado na chave e o quociente a

abaixo da chave. Dessa forma, apresenta-se o seguinte esquema:

roz' +22° +32° + v+ 4 ‘g:x2+2x+2
a:0
ti(r
ii.  Como r#0 e grau(r) = grau(g), a=a+tlg ;:xQ e
g

tl(r)

r=r—-—=2g=1a" 42z + 4. Desse modo, tem-se:

tl(g)

' +22° +32° v+ 4 g:1T° +2x+2

—(x4 +22° + 2x2) a: T

rox’+x+4

iii.  Como r#0 e grau(r) = grau(g), a=a-+ i(y) =2’ +1 e
g
tl(r) )
r=r——-=g=>5x+ 2. Nesse sentido, consta-se:
tl(g)
' +22° +32° vz +4 g: T’ +2x+2
—z' —22° — 227 a:z°+1
+z+4
—(x2 +2x + 2)
r:dr+2
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iv. Com Dbase nesse ultimo passo, observa-se que a condiggo (r=0 e

grau(r) > grau(g) ) ndo ¢é verdadeira, uma vez que grau(r) < grau(g). Com isso,

o algoritmo da divisao é concluido.

Assim, percebe-se que: f(z)=a(z)- g(z)+r(z) com grau(r) < grau(g), ou seja,

(x4+2x3+3x2+x+4)=(az2+1)-(x2+2:z;+2)+(5x+2).

3.4.2 Algoritmo da divisio em k[z,,--,z, ]

Fixada uma ordem monomial > e dado g € k[x1,~--,x"] nao nulo, para qualquer
polinébmio f € k[x1,~--,xn] existem a,r € k[:rl,---,x"] unicamente determinados pelas
condigdes f =ag+r com r(z)#0 e grau(r) < grau(g).

Para a divisdo em anéis polinomiais com vérias variaveis, se faz necessario a

utilizagdo do algoritmo a seguir.

entrada f ek[z,,z,] e gekl[z, -, z,]\{0}
inicio
a <0
r <0
pf
enquanto p#(0 faga
se mi(g) divide mi(p) entdo

PRIV
tl(g)
tl(p)

p<p——77—=9
tl(g)

senao
r<«r+tl(p)

p < p—tl(p)

fim enquanto
fornega a,r
fim
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Tomando como exemplo os polinémios f =2z'+z’y+ay* +13° e g=2"+9°, f
serd dividido por ¢ segundo a ordem lexicografica z > y. Em seguida, pela ordem
lexicografica graduada = >, y.

Efetuando a divisdo de f por g, utilizando a ordem lexicogréafica = > y, nota-

se as seguintes etapas:

i.  Inicialmente, atribui-se f a p, o divisor g é listado na chave e o quociente a e

o resto r abaixo da chave. Dessa forma, apresenta-se o seguinte esquema.

prxt + 2ty +ayt + 9 g:z°+y°
a:0
r:0
.. 2 g _ .4 _ tl(p)_2
ii. Observa-se que ml(g)=2z" divide ml(p)=z". Desse modo, a = a+m =x
g
tl(p)

3 2 3 4 3 .
=p—-——=9g=xy—-zy +xy +y .Dessa maneira, tem-se:

tl(g)

p:ot + 2y +ayt + o g:z° +y’

—(934 +w2y3) a:a’

2y — 2y’ +ayt + 9 r:0
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ii. Pode-se mnotar que ml(g)=2" dividle mi(p)=2"y. Dessa
t(p) t(p) 38,3 aeus
a=a+ =zye p=p-———=g=-2y’ +y°. Assim sendo, consta-se:
tl(g) tl(g)
ot + 2y + zyt + o g:z+y°
—(z* + 2% a: 2’ +ay
praiy -2y +ayt +4°| r:0
—(x?’y + a;y4)
_2P +
iv. Percebe-se que ml(g)=2> dividle mi(p)=-z"y’. Dessa
tl (p) 3 tl (p) 6 3
a=a+ =y’ ep=p-—-—_g=19"+7". Logo, tem-se:
tl(g) tl(g)

'+ 2Py + oyt + P

—(a;4 + x2y3)

gil’2+y3

.CL'3y — 1132y3 + (L’y4 + y3

- (ziﬁy + :Ey4)

p:—-2'y’ +19°

_(_nyS _yG)

¥ +y’

a:x’ +axy—1°

r:0

forma,

forma,
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v. Como ml(g)=2" ndo divide mi(p)=y°. Assim, r=r+t(p)=y" e

p=p- tl(p) =y". Logo, nota-se:

'+ 2y + oyt +° g: x>+’
_(1’4+1E293) a2’ +ay—y°
2y -2y +ayt +° ry’

—(:cgy + a:y4)

'y’ + 9

— (=2’ —3")

p: }/’/ +°

vi.  Finalmente, como ml(g)zfv2 nio divide ml(p):yg. Assim  sendo,

r=r+tl(p)=y’"+y’ e p=p—1tl(p)=0. Logo, tem-se:

o'+ 2y + oyt + o g: x>+’
—(1154+£E2y3) a:x2+xy—y3
o’y — 'y’ + 2yt + 9 ry’ +9°
—(a:?’y + a;y4)
'y’ + 9
—(=2’ —y")

p:y

vii. Com p=0, o algoritmo da divisdo é concluido. Assim sendo, nota-se que:

oty rayt vyt = (v ay—yt) (27 )y
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Agora, efetuando a divisdo de f por g¢, utilizando a ordem lexicografica
graduada z >, ¥, tem-se as seguintes etapas:
i.  Inicialmente, atribui-se f a p, o divisor g é listado na chave e o quociente a e

o resto r abaixo da chave.

pray' +at ity +yt | gyt
a:0
r:0
.. 3 qes = oyt = tl(p) =
ii.  Observa-se que ml(g) =y° divide ml(p) =xy" . Dessa forma, a = a + tl( ) =2y
g
tl(p)

e p=p-— mg =z' + y3. Por conseguinte, tem-se:

p:xy4+x4+x3y+y3 g:y’+2°
3U4+y3 r:0

iii. Pode-se notar que ml(g)zy3 nao divide ml(p)=x4. Assim sendo,

r=r+tl(p)=2z"e p=p—tl(p)=y’. Logo, tem-se:

oyt + 2t + 2Py + o g:y’+2°

—(:ry4 + x3y) a:zy

p:,@z"’/+y3 r:
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iv.  Continuando, percebe-se que ml(g):gf’ divide ml(p)zy . Dessa forma,

tl(p) tl(p) )
a=a+—-—==zy+1 e p=p—-———=g=—2". Desse modo, tem-se:
tl(g) tl(g)
oyt + 2t + 2y + P g:y’+2°
—(xy4 + xBy) a:xy+1
y3 r:zt
—(y3 + xQ)
p:—x
v.  Finalmente, como  ml (g) =y’ ndo divide ml ( p) =2°. Portanto,

r=r+tl(p)=z'-2" e p=p—1tl(p)=0. Logo, tem-se:

oyt + 2t + 2Py +y° g:y + 1z’
—(:Ey4 + ac3y) a:zy+1
y’ rzt — o
o)
p: A

vii Com p=0, o algoritmo da divisdo é concluido. Dessarte, tem-se que:

a:y4+x4+a:3y+y3=(xy+1)-(y3+a:2)+x4—:1;2.

Nos dois exemplos anteriores, pode-se observar que os resultados obtidos apos a
divisdo de f por g sao totalmente distintos, devido a alteragio realizada na ordem

monomial.
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A partir deste ponto, um método que estrutura a divisdo de um polinémio por
varios outros polindmios ao mesmo tempo serda apresentado: o algoritmo da
pseudodivisio.

Inicialmente, fixa-se uma ordem monomial em Z, para um polindémio f e um
conjunto ordenado (917"': 93) de polindbmios em k[xl,---,xn]. O algoritmo da

pseudodivisdo ¢é utilizado para determinacdo dos polinémios a,,-:-,a, € r em

S

k[z,,--,z,] tal que f=ag, +--+ag,+r, onde r=0 ou nenhum monémio em r ¢é
divisivel por qualquer termo lider dos polinémios pertencentes ao conjunto (91»"'7 gs).

Este algoritmo pode ser descrito como:

entrada fek[z,,z,] e g,.9, €k[z, ]\ {0}
inicio

a, <0

a, <0

a, <0
7 <0
pef
enquanto p#(0 faga
se Elz'e{l,---,s} tal que ml(gi) divide ml(p) entao

escolha o menor indice ¢ com essa propriedade

tl(gi)
tl(p)
pp-— f
tl(gi)
sendo
r (—r+tl(p)
p < p—tl(p)

fim enquanto
forneca a,, --,q,

fim
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Analisando o algoritmo, nota-se que a variavel p representa o dividendo
intermediario a cada etapa, a variavel r representa o resto e as variaveis a,,---,a, sdo
0s quocientes.

Tomando como exemplo os polindmios f=2a2’y+azy’+y°, ¢ =2y—-1 e
g, =y° — 1, efetua-se a divisdo de f por g, e g,, utilizando a ordem lexicografica z > ,

tem-se as seguintes etapas:

i.  Inicialmente, atribui-se f a p, os divisores g, e g, s@o listados na chave e os

quocientes a,, a, e o resto 7 abaixo da chave. Tem-se o seguinte esquema:

prry+ay’ +y | giay—1
g9y -1
a, :0
a,:0
r:0
ii.  Observa-se que tl(gl) =gy divide tl(p) = 2%y . Dessa forma, a, =a, + fll((;’)) =z
1
ep=p-tB e iaiy
tl(g,)
p:x2y+:vy2+y2 Giroy—1
_(Q;Qy_g;) gy -1
zy’ +x+ 1y R
a, : 0
r:0
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iii.  Verifica-se que tl(gl) =y divide tl(p) =zy’. Entdo, a, = a, +

tl(p)

tl(g,)

f=z+9y" +y.

bp=p-—

2y +zy’ + 1 g rxy—1
—(ny—a:) gy -1
pray +r+y a:T+y
—(asyQ—y) a, : 0
z+y’+y r:0

tl(p)

tl(g,)

=r+y e

iv.  Nota-se que tl(g,) =2y nao divide t/(p) ==, bem como tl(g,) =y’ nao divide

tl(p)=xz. Neste caso, move-se tl(p)=2z para o

r=r+tl(p)=zep=p—tl(p)=y"+y.

2y + zy’ + 1 g txy—1
—(IQ@/—I) gy -1
o +z+ a,:T+Yy
—(ny—y) a, : 0
p:x+y2+y .z

r,

ou seja,
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v.  Observa-se, a partir desta etapa, que tl(gl) = xy nao divide tl( p) =1, todavia

tl(g,)=y*> divide t(p)=y’. Dessa forma a2:a2+%:1
2
tl(p)
=p- =y+1.
p=p tl(%)f y+
'y +ay’ + oy g rry—1
_(ny_x) G 1Y -1
o’ +z+y a,:T+y
~(zy* - y) a,: 1
Py +y riz
~(v'-1)
y+1

vi.  Nota-se que #l(g,) =2y nao divide t/(p) =y, bem como tl(g,) =y’ nao divide
tl(p)=y. Neste caso, move-se tl(p)=y para o resto r, ou seja,

r:r+tl(p)=$+y e p:p—tl(p)zl.

2y + zy’ + 1 g rxy—1
—(ny—a:) gy -1
'+ T+ oy a:T+y
—(asyQ—y) a, 1
Y+ r:x+y
~(v*-1)
p:y+1
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vii.  Novamente, tl(g,)= 2y ndo divide ¢/(p) =1, bem como tl(g,) = y* nao divide
tl(p)=1. Neste caso, tl(p)=1 ¢é movido para o resto r, ou seja,

r=r+tl(p)=r+y+lep=p-t(p)=0.

2y +xyt + g xy—1
—(:ch—x) gy -1
) +x+ 9y a,:T+y
—(xyZ—y) a,:1
Y+ rix+y+1
~(v*-1)
p: X

viii.  Como p =0, o algoritmo da pseudodivisao é concluido. Dessarte, tem-se que:

x2y+:1;y2+y2:(:L‘+y)-(zy—1)+1-(y2—1)+(:E+y+1).

Tomando como um segundo exemplo, a divisio do polinémio f =2’y -y por
g =1"—-yeg, =zy—1z serd realizada utilizando a ordem lexicografica graduada

T >

grlex

y. Em seguida, os calculos serdo refeitos invertendo a ordem de g, e g,. O

desenvolvimento de todas as etapas destas duas divisdes pode ser consultado no
Apéndice A deste trabalho.

Efetuando a divisao de f por g, e g,, obtém-se:

'y —y g7~y

—(ny—yQ) g TY—T
p:7ﬂ a, :y
a, : 0

riy -y
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Dessa forma, tem-se que: 2’y —y =19 - (1;2 - y) +0-(zy—2z)+ (y2 - y) .
Partindo dos mesmos polinémios f, g, e g,, utilizando a ordem lexicogréfica

graduada z >, vy, efetuando a divisdo de f por g, e g, obtém-se:

T’y -y G TY =7
~(a'y - 2") gi:a’—y
pix’—y a, ;T
—(2* - ) ay:1
0 r:0

Desse modo, tem-se que: 2’y —y =z -(zy —z)+1- (332 - y) .

Nesse exemplo, pode-se observar que a ordem dos divisores interfere nos valores
obtidos para a, e a,.

O polindémio f pertence ao ideal <g1, g2>, uma vez que, no segundo processo de
diviséio, obteve-se f=1z-(g,)+1-(g,). Porém, quando f foi dividido primeiro por g,
e, em seguida, por g,, o resto obtido foi diferente de zero. Dessa forma, bastaria testar

todas as s! possibilidades de se listar os polinémios ¢, g

s

que geram o ideal
I =<gl,~--, gs>. Contudo, o proximo exemplo demonstrard que independente de se
obterem restos ndo nulos para todas as permutagoes possiveis de divisao, um polindmio
pode pertencer ao ideal.

Tomando como um terceiro exemplo, a divisio do polinémio f = z'y”> —y° por
g =1"-yeg, =wy—xz serda realizada utilizando a ordem lexicogrifica graduada

T >,., Y. Em seguida, efetuando a divisdo de f por g, e g,, obtém-se:
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x4y2_y2 ngxQ_y
~(z'y* - 2’y") g =1y —x
x2y3 _ yz a : x?y? N y3
—($2y3—y4) a, -0
p: A royt =y

Desse modo, tem-se: z'y*> —y* = (1:2y2 + yg) . (:1:2 - y) +0-(zy—z)+ (y4 - yg) .
Baseando-se nos mesmos polinémios f, g, e g,, invertendo a ordem de g, e g,.

Efetuando a diviséo de f por ¢, e g,, obtém-se:

gy’ —y’ g =aYy—1
—(z'y’ - 2'y) g=2" -y
'ty — o’ a2y + 2t + o
~(z'y-a") a,: 2" +1
gt -y ri—y +y
—(z" - 2%y)

2’y —y°
~(ay - ")

z’ —y’

-(#* - )

p:y

Logo, tem-se: z'y’ —y* =(2’y +2° + z)- (zy - 2) + (2* +1)- (2" —y) +y - ¢
O desenvolvimento de todas as etapas destas duas divisdes pode ser consultado

no Apéndice A deste trabalho.
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Sabe-se que se o resto da divisdo de um polindémio f por um par de polindémios
9,9, € { /NN gn} for nulo em alguma permutagao escolhida. Entdo f pertence ao ideal,
porém a reciproca nio é verdadeira, uma vez que o polinémio f = z'y> —y° pode ser
determinado com base em uma combinagio contendo g, = 2> —y e g, = zy — , como
por exemplo: f = (1:2y2 + y)g1 + (xy2 + xy)gg. Dessa forma, o polinémio f = z'y* — ¢’
pertence ao ideal I = <x2 -y, Y — x>

Na Secéo 3.5, um tipo especial de geradores, conhecidos como bases de Grébner

de um ideal, serd apresentado. Ele é fundamental para a solucdo do problema da

pertinéncia.

3.5 ALGORITMO DE BUCHBERGER

O algoritmo para calcular uma base de Grobner foi desenvolvido em 1965 por
Bruno Buchberger. Esse método pode ser aplicado a um conjunto nao nulo de
polindbmios de um dado ideal para produzir uma base de Grobner (BUCHBERGER,
1965).

Mais formalmente, de acordo com Kendricks (2007), tem-se a seguinte definigao:

um conjunto de polinébmios nao nulos G :{gl,m, gn} contidos em um ideal [, é

chamado de Base de Grobner para I com respeito a uma dada ordem monomial <, se

e somente se, para todo f eI, com f#0, existe ¢ €1,---,n, de tal modo que ml(g;)
divide ml(f) .

O algoritmo de Buchberger constréi uma Base de Grobner para um ideal com

base em um conjunto finito de geradores, ou seja, dado um ideal I < k[z,,---,z,], uma

base de Grobner pode ser efetivamente construida para I, baseando-se nesse algoritmo.
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Segundo Cox, Little e O'Shea (1992), para desenvolver o Algoritmo de
Buchberger, faz-se necessario entender o conceito de S-polindémio.
Tomando 0 # f,g € k[z,-,z,], e considerando L = mmc(ml(f),ml(g)), a

combinagao S(f,g) __L f-

H(f)

g ¢é denominada S-polindémio de f e ¢, em que

L
tl(g)
(mmc) é o minimo multiplo comum entre os mondémios lideres e pode ser calculado

tomando o maior expoente de cada varidvel entre os mondémios.

De acordo com o critério de Buchberger, considerando I # {0} um ideal
polinomial, a base G = {91,"'7%} de I é uma base de Grobner de I se, e somente se,
o resto da divisdo de S (gi, gj) por G, listados em alguma ordem, é zero para todos os
pares (4,7) com i # j.

Tomando como exemplo: f=z"y’ -2’ +z, g=3z'y+y’ € R[z,y] , com
ordem lexicografica x > y, encontra-se: S ( f, g). Para solucionar este problema, faz-se

necessario determinar L = mmc(ml(f),ml(g)) = mmc(ac3y2,x4y) = z'y*. Logo:

4 2 4 2
Ty Ty
S(fag) = 1}31/2 f_ 3$4y g,

S(f.9)=af -0
(11)
S(f,9)= x(x3y2 -2’y + x)—g(3x4y +y2),

w

3

S(f,g)z—xSy3 + 2 —%.

Dessa forma, um S-polinémio S| f, g) é designado para produzir o cancelamento

de termos dominantes (ADAMS e LOUSTAUNAU, 1994). Além disso, de acordo com
Cox, Little e O'Shea (1992), todo cancelamento de termos dominantes entre polindmios

de mesmo multigrau resulta deste tipo de cancelamento.
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Para verificar se uma base G ={g,,---,¢,} para I ¢ uma base de Grobner, em
que [ é um ideal polinomial, faz-se necessario que, para todo par ¢ # j, o resto da

divisdo de S ( g;, gj) por G, listado em alguma ordem, seja igual a zero.

O algoritmo de Buchberger recebe como entrada um conjunto finito

F={f,f} de geradores de um ideal I de k[z,--,z,] e fornece um conjunto
G o F, que é uma Base de Grobner em [ .

Este algoritmo pode ser descrito como:

entrada Fck[ggl,...,:u,,,] e uma ordem monomial
inicio
G« F
P {(g“gj) 19,9, €Geg # g]}
enquanto P #J faca
escolha(g“gj) cP
remova(g,g,) de P

r <—resto da divisdo de S(gi,gj)por (G)

se r#0

entdo

G« Guir}

P(—(g,?”) para cada geG\{T}
fim se

fim enquanto
forneca G

fim
Tomando como exemplo, serd gerada uma base de Grébner para o ideal

<g1 =2’y -1,9, =y’ — :c> sob a ordem lexicogréfica graduada z >

grlex

y pelo algoritmo

de Buchberger. As seguintes etapas do algoritmo sédo seguidas:

i, Atribuise G ={g, =2’y —1,g, =2y’ —a} e P={(9,,0,)} # 2.
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ii.  Selecionando ( 9, g2), tem-se que P=¢. Dessa forma, sabendo que
L= mmc(ml(gl),ml(g2 )) = mmc(:z:Qy, xy2> = 2°y”, determina-se inicialmente o
S-polinémio S{g,,9,}:

2 9 2 2
_Ty Ty
S{glagz} = x2y 9 — ny 9o

2 2 2 2
S{%uh}=%§§(fy—1)—252@wQ—w%
S{g.9.} =y(2’y -1) - 2(2’ - ), (12)
S{9:9} = 2y —y — 2y’ + 2,
S{9,,0,} = 2* —y.

S { 9,5 gQ} =2’ —y & dividido pelo par de polinémios g, € g,. Desse modo, tem-se

a seguinte pseudodivisao:

g, =2y -1

-y | g=z -z

-y a, : 0
0 a, : 0
riz’—y

Como ¢, =r=12"-y=#0, entdo G:{gl=x2y—1,g2=1;y2—:1:,g3=m2—y} e

P ={(9:9,):(92:9,)} 2 D

ili. Selecionando (g,,9,), tem-se que P ={(g,,9,)} #@. Assim, sabendo que
L= mmc(ml(gQ),ml(gg)) = mmc(a:yg,:cZ) = 2y’ , determina-se inicialmente o S-

polinémio S{g,,g,}:
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2 2 2 2
S{gzagg} = q;:yyg 95 _xw_ggga
2, 2 2 2
S{gzagg} = 252 (ny _;1;)_ xx:;/ (;1;2 —y)7
S{gy9,} = z(2’ - 2) - (2 - y), (13)

5{95,9,} = 2°y* — 2 = 2%y* + ¢,
5{95,9,} =y’ —a*.

S {92, gg} =19’ —2° é dividido pelos polinémios g5 g, € g;. Dessa forma, tem-se

a seguinte pseudodivisao:

—z2 a, :0
—(—x2+y) a,:0
-y a; -1
0 iy’ —y
Como g =r=9y" —-y=#0, entao G = {gl,g2,g3,g4 =y’ —y} e

P ={(995)5(91>9:)(9:,91):(95.9.)} = D .

iv.  Selecionando (g,,g,), tem-se que P = {(gl,gg),(gl,g4),(92,g4 )} # . Desse modo,
sabendo que L =mmc(mi(g,),ml(g,))=mmc (:pQ,ys) =2"’, determina-se

inicialmente o S-polinomio S{g,,q,}:
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2 3
Ty T’y
5{93794} = 2 9s _7947

3

S{g59:) “2/(562 y) - Mf(y‘“’—y),

S{g5 0.} =v" (2" —y) - 2* (¢v" - ), (14)

2 2

S{95,9,} =v’z" —y' — 2%y’ + 2y,
S{95,9,} =2’y —y".

S{gg,g4} =2’y —y" é dividido pelos polinémios 95 9o5 95 € g,. Assim, tem-se a

seguinte pseudodiviséo:

glzxy—l
g, =2y —x
g, =2" -y

cy-y' g =y -y

4

-y +1 a, : 0

—(—y4 + y2) a, : 0

2

-y +1 | a -y
1 | r:=y°+1
0

Como g =r=—y"+1=0, entdo G = {gl,g2,g3,g4,g5 =y’ + 1} e

P ={(995)5(90:9:):(91:95) (92, 9,)+(92:95 )+ (95, 95 ) (9,95 )} = D

v.  Selecionando ( 9.9 ) , tem-se que
P ={(9::95)+(91:9:)+(91:95)+(92-9,) (9295 ) (95,95 )} # @ . Dessa forma, sabendo
que L = mmc(ml(g4),ml(95)) = mmc(y?’,yQ) =1’ , determina-se inicialmente o

S-polinomio S{g,,g;}:
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Como S {94, 95} =0, nao é necessario dividi-lo pelos polinomios g,, g,, 95, g, €
g5 . Desse modo, tem-se: @, =0, a, =0, a; =0, a, =0, a; =0 e =0, entdo

G =1{9,,0:0,909} ¢ P={(9.9):(9::9.):(9::95)-(92:9,)-(92:95 ) (95.95)} = D

vi.  Selecionando ( 95, g5) , tem-se que
P = {(gl,gg),(gl,g4),(gl,gs),(92,94),(g2,gs)} . Assim, sabendo  que
L= mmc(ml(gzi),ml(gg))) = mmec (xQ,yQ) = 2’y?, determina-se inicialmente o S-

polindémio S { 955 g5} :

S{ggags} = :Z:x:g (372 - Z/) - _52 (_y2 + 1),
S{g0:} =9 (2" =)+ 2* (- +1), (16)

S{g5.95} = 2*y" =y’ — 2%y + 2%,
S{9s.95) =2" -y’
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vii.

S {gg, 95} =2’ — 9’ é dividido pelos polinémios 95 9o 955 g, € g5 . Dessa forma,

tem-se a seguinte pseudodivisao:

9 =:1:2y—1

g2:$y2—$

g =2 -y
9=y -y

-y | g=-y +1

—(mQ—y) a,:0

- +y | ay,:0

0 a, :—1
a; : 0
r:0
Como r=0, entao G= {91792,93794795} €

P = {(91793),(91794),(91795),(92794)7(92795)} #= .

Selecionando  (g,,9;), tem-se que P ={(g,,95):(91,9:)>(91:95):(92:9.)} = D
2

Dessa forma, sabendo que L = mmc(ml(gQ),ml(%)) = mmec (xyz,yz) =y,

determina-se inicialmente o S-polinomio S { Gy, g5} :



Capitulo 3. Teoria de Bases de Groébner 60

2

2
5{92795}:%92_%957
2 2
{0y, 95) = == —z) - 2 (=9? +1),
{2 } ny( ) _yZ( )
S{g,.0:} = (20" — z) + 2 (=" +1), (17)
5{95,95} = ay* —x —ay’ +x,

J
$4gy0,) = 0.

Como S {gQ, 95} =0, ndo & necessario dividi-lo pelos polinémios g¢,, g,, 95, g, €
g;. Por conseguinte, tem-se: a, =0, a, =0, a;, =0, a,=0, a, =0 e r=0.

Entdo G ={9,,0,,95.9:-9:} ¢ P =1{(91,9,),(9:9.):(91,9:),(9::9:)} # D .

viii.  Selecionando (g,,9,), tem-se que P = {(gl,g3),(gl,g4),(91,95)} # & . Portanto,
sabendo que L = mmc(ml(gz),ml(g4)) = mmc (:zzy2,y3) =zy’, determina-se

inicialmente o S-polinémio S{g,,g,} :

3
Yy :ry
5{92a94} = xy2 9o — y5 —5 9y

S{g,9.,} = Z (29" - x) —%(y‘g ~y),

S{gp 0.} =y(zy’ —z)-z(y" - y), (18)
5{95,9.} = 2y’ —ay —zy’ + y,
5{92,94}20-

Como S5{g,,9,} =0, nfio é necessario dividi-lo pelos polinémios g,, g,, gs, g, €
g5 . Dessarte, tem-se: a, =0, a, =0, a; =0, a,=0, a,=0 e r=0. Entéo
G ={9.9959::9:) ¢ P = {(91?93)’(91>g4) (9.9 )}’ 7.

ix. Selecionando (g,,g;), tem-se que P = {(gl,gg),(gl,g4)} # . Dessa forma,
sabendo que L = mmc(ml(gl),ml(gS)) = mmc(a:gy, yg) =z%*, determina-se

inicialmente o S-polinémio S { 9,5 95}1
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2 2 2 2

7y Ty
5{91795} = 9~ —=3 9
ry -y

2,2 2,2
5{91,95} = J;:% (ngy _1)— Jin (—y2 + 1),
S{g,,95} = y(x2y - 1) +z° (—y2 + 1), (19)

S{g1,95} = z°y* —y — 2’y* + 2%,

S{91.9:) = 2" ~y.
S{gl,g,)}:x?—y ¢ dividido pelos polinémios g¢,, g¢,, 95, ¢, € g,. Por

9

conseguinte, tem-se a seguinte pseudodivisao:

g, =:1:2y—1
g, =ay’ —

93:952_?4

Como r = 07 entdo G = {91792:93,94795} e P= {(91793)7(91794)} .

X.  Selecionando (gl,g4), tem-se que P = {(gl,gg)} # & . Desse modo, sabendo que
L= mmc(ml(gl),ml(g4)) = mmec (zzy,y3) = 2°y”, determina-se inicialmente o S-

polinémio S{g;,9,}:
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z*y =y’
S{91,9.) = —=—9, ——— 4,
z*y y

(:rQy 1) -2 (4" - ),

y
(v' - ), (20)
S{g,,9,} =2y’ -y’ -2’y + 2%y,
S{gn9.} =2y —y".

S5{9.,,9,} =

91794 = 2(1'2:‘/ 1) T

S{gl,g4} =12’y —y® é dividido pelos polinémios g¢,, ¢,, 95, g, € g;. Portanto,
tem-se:

g, = iy —1

g, =xy’ —x

g3 =2 —Y

Como 7 =0, entdo G = {91,92,93,94,g5} e P= {(gl,gi;)} 0.
xi.  Selecionando (g,,9,), tem-se que P=. Destarte, sabendo que
L= mmc(ml(gl),ml(gg)) = mmc (ny,a:Z) =2y, determina-se inicialmente o S-

polinébmio S {gl, gg}:
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Swn%}=§%yy—€?%,
S{9,.9,} =z—?;(x2y—1)—xx—?(x2 ~y),
S5{g1,94} = (:UQy - 1) - y($2 - y), (21)
S{995} = 'y —1-2"y + ¢,
S{g,,9,} =v* - 1.

S {gl,g3} =y’ —1 ¢ dividido pelos polinémios ¢,, g,, g5, g, € g, Dessa forma,

tem-se a seguinte pseudodivisao:

g =2'y—1
g =y’ -z
g =7~y
9, =y -y
y* -1 g =—y' +1
—(y2—1) a, :0
0 a,: 0
a, : 0
a,:0
a, :—1
r:0

Como r=0 ¢ P=4, entdo G ={g,,9,,9:9,,9;} ¢ 0 algoritmo de Buchberger ¢

concluido.
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Portanto, segundo o algoritmo de Buchberger, a base de Grobner do ideal
<g1 =2’y -1,9, = xy’ — a:> sob a ordem lexicografica graduada x>, y serd
G={2"y-Lay —z2" -y’ —y—y +1}.

Com o auxilio de um software de computacgao algébrica, uma base de Groébner
pode ser calculada mais rapidamente para conjuntos maiores de polinémios nao nulos.

A titulo de exemplificagdo, todas as etapas do algoritmo de Buchberger para

obtencdo da base de Grobner para o ideal <g1 =1’ - 2my,g, = 2’y —2y° + x>, sob a

ordem lexicografica graduada z >, v, exemplo citado por Cox, Little e O'Shea (1992),

sao apresentadas no Apéndice B deste trabalho.

De acordo com Boas e Marcos (2013), para polindmios com vérias variaveis, a
complexidade para a determinagio de uma base de Grobner nao depende somente do
nimero de polinémios no conjunto, porém sim da ordem dos termos.

Uma base de Groébner com respeito a uma ordem lexicografica z, >... >z

n
produz um sistema em que as variaveis sdo sequencialmente eliminadas, até que, por

fim, a ultima equagéo é expressa somente em fungéo da variavel z,. Isso torna mais

eficiente a resolugao de um sistema polinomial (COX, LITTLE e O'SHEA, 1992).

Faugére (1999) apresentou um algoritmo eficiente para calcular uma base de
Grobner: o algoritmo F4; para evitar o maximo de operagoes intermediérias, o algoritmo
calcula sucessivas bases de Grobner truncadas e substitui a reducéo polinomial classica
encontrada no algoritmo de Buchberger pela reducao simultanea de varios polinémios.
Esse mecanismo de reducdo ¢ alcancado por meio de célculo simbdlico e pelo uso
extensivo de métodos de algebra linear esparsa.

Atualmente, o algoritmo F4 é implementado nos sistemas de computacéo
algébrica que incluem pacotes para lidar com Bases de Grébner, incluindo o MAPLE —

software utilizado para gerar as bases utilizadas neste trabalho.



4 CINEMATICA INVERSA DO STAUBLI TS20 POR
MEIO DO METODO DE PAUL

O robd SCARA Stéaubli T'S20 é fabricado pela Staubli Robotics e é normalmente
utilizado para executar tarefas de linha de montagem. A sua escolha se da por conta
de sua geometria simplificada e pelo fato dele possuir diferentes tipos de juntas: trés

rotativas e uma prismatica (Figura 4).

Figura 4: Rob6 SCARA Stdubli T'S20
Fonte: http://www.staubli.com/in/robotics/

Este rob6 possui quatro graus de liberdade, sendo a primeira junta rotativa, a
segunda junta prismatica e a terceira e quarta juntas rotativas (Figura 5). As
caracteristicas de cada junta desse manipulador robdtico estao descritas a seguir.

i. O eixo 6 tem uma rotagio de (+133°) com velocidade maxima de 1205°/ s;
ii. O eixo Z tem um movimento vertical de 100mm com velocidade maxima de

645mm /s;

iii. O eixo § tem uma rotagdo de (+131°) com velocidade méxima de 1715° / s

iv. O eixo ¢ (efetuador final) tem uma rotagdio de (£250°) com velocidade méxima

de 3760° / s.
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Y flange
X flange

= X world

Z flange
g e
5 ®

Figura 5: Juntas do rob6 SCARA Staubli TS20
Fonte: http://www.staubli.com/in/robotics/

Uma vez que o interesse se resume ao posicionamento do rob6 e do respectivo
efetuador no espago, nao sera tratada a atuagdo propriamente dita do efetuador. Essa
abordagem, de acordo com Kendricks (2007), elimina a necessidade de tratar o eixo @
em céalculos futuros.

Neste trabalho, as varidveis de junta @, Z e 0 serao identificadas como 6,, d,

e 6,, com o objetivo de padronizar com o Capitulo 2.
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4.1 CINEMATICA DIRETA DO SCARA STAUBLI TS20

O robo SCARA Staubli TS20 tem quatro graus de liberdade. No entanto, tal
qual proposto anteriormente, o modelo cinemético a seguir incide sobre as trés primeiras
juntas, em que o ultimo elo se refere ao efetuador final do robd. A Figura 6 ilustra as
dimensoes do rob6 Staubli T'S20, alguns desses valores serdao utilizados nas matrizes e

equagoes que serdao construidas a partir deste ponto.

env.@ 32
env. @35 133 110 4110 44
Z world
i N
! &I
! |
( ‘ R>140 )
F Z world
-3
] ©81 0 f== X flange
Y world e
: X world [Z flange it
! SN 2 2
P 1 2 4 “
" = —g—
T = = T
S L8 L] o ?
; ®
[ ]
117 |60

Figura 6: Dimensdes do rob6 SCARA Stdubli TS20
Fonte: http://www.staubli.com/in/robotics/

Os sistemas de coordenadas em cada conjunto junta/elo sdo estabelecidos na

Figura 7.
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Figura 7: Sistemas de coordenadas para o robd6 SCARA Staubli T'S20

Em seguida, cada conjunto junta/elo é descrito em termos dos quatro

parametros a,, d,, a; e 0., apresentados na Secao 2.1. A Tabela 2 descreve os

parametros D-H do rob6 SCARA Staubli TS20.

Tabela 2: Parametros D-H do robd SCARA Staubli TS20

Junta, 1 a; d, a, o,
1 0 347 mm 0 o,
2 110 mm d, 0 0
3 110 mm 0 0 0,

As informagoes apresentadas na Tabela 2 sdo utilizadas para formar as matrizes

de transformagdio A, A4, e A,. Utiliza-se s, para sen(6,) e ¢, para cos(6,).
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¢ -5 0 0

s, ¢ 0 0
— 22
Ao 0 0 1 347 (22)

O 0 0 1

1 0 0 110

01 0 0
A12 = (23)

0 0 1 d

0 0 0 1

c; =83 0 110c,
sy ¢; 0 110s,

A, 0 0 1 o (24)

0O 0 O 1

Multiplicando as matrizes de transformagao A4, , A, e A,;:
T:A01'A12'A23:A01'(A12'A23)
¢ =5 0 0 1 0 0 110| |¢; —s; 0 110c,
s oq 0 0 01 0 O s, ¢, 0 110s, (25)
1o 0 1 347 0 01 d, 0 0 1 0
O 0 0 1 0 0 0 1 0O 0 O 1
¢, =5 0 ¢ —s; 0 110c; +110

47110 0 1 d,

0

s, ¢ 0 0 s ¢ 0 110s,
1
0 1 0 0 0 1

A cinematica direta da posigdo do efetuador do rob6 SCARA Stéubli TS20 é

obtida pela matriz (26).

—8,8, +c,c; —¢;8, —sc; 0 110c,c; —110s;s; +110¢,
_| G tas; —sis tag 0 110s,c; +110c¢;s; +110s, (26)
0 0 1 347 + d,
0 0 0 1

Multiplicando a matriz 7' por [0 0 0 l]T, obtém-se:



Capitulo 4. Cinematica Inversa do St3ubli TS20 por meio do Método de Paul 70

110¢,c; — 110s;s, +110¢,
110s,¢, +110¢;s, + 110s,
347 + d, '
1

(27)

Os trés primeiros elementos da matriz coluna P representam a posi¢do do
efetuador: z =110(c,c; — 8,8, +¢,), y =110(s,¢; + ¢85, +5,) € 2z =347 +d,.

De acordo com Spong e Vidyasagar (2008), para esta familia de manipuladores
seriais, a cinematica direta também pode ser solucionada de forma simplificada com
base no método geométrico. Como se pode observar na Figura 8, os elos do rob6é podem

ser projetados nos eixos = e y do sistema cartesiano.

Lysen (6; + 63)

Figura 8: Solugéo da cinematica direta pelo método geométrico

Com base nos valores das projecoes de L, e L,, conclui-se que o efetuador final

do robo, dado pelo ponto P, é determinado por:
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P =(Lg¢, + Ly,y; Lis, + Ls,). (28)
Utiliza-se s, para sen (6, +6,) e ¢, para cos(6, +6,).
Considerando L, = L, =110, tem-se:
P =(110¢, +110¢,;;110s, +110s,,). (29)
Sabendo-se que: ¢, ¢ igual a (¢, —s5;) e que s, ¢é igual a (s,¢ + s, );
constata-se que os dados obtidos na equagio (29) sdo exatamente iguais aos obtidos
nos dois primeiros elementos da tltima coluna da matriz (27).
Pela geometria do manipulador robético, observa-se que a segunda junta desloca-

se na direcdo do eixo z, as outras juntas nao alteram a coordenada z do efetuador

final, pois as rotagoes ocorrem somente no plano xy (com eixo de rotacéo sendo o eixo
). Dessa forma, é possivel determinar imediatamente que z = d, +347.

A partir deste ponto, o problema da cinematica inversa seréd solucionado para o
rob6  SCARA Staubli TS20 utilizando o método de Paul por meio de Denavit-

Hartenberg.

4.2  CINEMATICA INVERSA DO SCARA STAUBLI TS20

Para resolver o problema da cinematica inversa do rob6 SCARA Staubli T'S20,

determina-se inicialmente a matriz (30) obtida na Secéo 4.1.

CiCy — 8,8, —¢85—8¢c, 0 110 (0103 — 58, + cl)
_|astae —sstac 0 110(5103 + ¢85 + sl) (30)
0 0 1 347 + d,
0 0 0 1

Igualando a matriz (1) a (30), obtém-se:
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n, o, a, <«
n, o, a, Y
n, o, a 2
0 0 0 1
(31)
CCy — 58, —€S3 =8¢ 0 110(0103 - 58, + cl)
| ass s —sstece 0 110(5103 + ¢85 + 81)
0 0 1 347 + d,
0 0 0 1

Pretende-se encontrar os valores de 6,, d, e 6, que satisfacam essas equagoes
na quarta coluna representando z, y e z. Ou seja, busca-se determinar os valores das

juntas que permitirdao o efetuador final alcancar o ponto descrito no espago por:

110((:103 — 55, + cl)
_ 110(8163 + ¢85 + sl) (32)
347 + d, '

1

R B S

Para resolver o problema da cinemética inversa, utiliza-se o método de Paul
(1981). Baseando-se neste algoritmo complementar, cada membro da equagéo

T=A,-A,-A,, apresentada na Secio 4.1, é multiplicado & esquerda por A, de

modo que:

Am_l T = Am_l cAy Ay Ay = Ay Ay, (33)

¢ s 0 0 n, o, a, T ¢; —s; 0 110c; +110

-5, ¢ 0 0 R I 0 110s, ' (34)
0 0 1 -347| |n, o, a, =z 0 0 1 d,
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 O 1

Efetuando a multiplicacdo no primeiro membro da igualdade, tem-se:
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n.c, + nysl 0,C + Oy.S‘1 a.c + aysl zre, +yYs;

-n,$ +nc =08 +0,c  —a.8 +a,c  —xs +yc

n, 0, a, z— 347
0 0 0 1
(35)
c; =83 0 110c¢; +110
s o6 0 110s,
1o 0 1 d,
0 0 O 1

Esta igualdade de matrizes se traduz para igualdades entre os seus elementos.

Particularmente, para os elementos da quarta coluna tem-se:

xc, +ys, = 110¢, + 110, (36)
—zs, + yc, = 110s;, (37)
2 — 347 = d,. (38)

Dessa forma, d, = z — 347, uma das trés varidveis desconhecidas, ¢ determinada.
No entanto, ainda é necessario determinar os angulos 6, e 6,.
Elevando ao quadrado ambos os membros da Equacéo (36), obtém-se:
(ze, +ys,)" = (110¢, +110)’, (39)
72 (¢,) + 2zye,s, + 47 (5,)" = 110%(¢,)" +2(110) ¢, + 110 (40)
Elevando também ao quadrado ambos os membros da Equagao (37), tem-se:
(—zs, +yc, )2 = (110s, )2, (41)
z* (s, )2 —2zyes, + ¥ (¢ )2 =110%(s, )2 . (42)
Em seguida, adicionando as equagoes (40) e (42), obtém-se a Equagéo (43).
2 +y* =2(110) (¢ +1) (43)
Dessa forma:

2+

21107 1. (44)

C3 =
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Destarte, o angulo 6, pode ser determinado. Para isso, ¢, é substituido na
Equacgao (40), obtendo-se (45). Em seguida, adiciona-se o resultado & Equagao (42) e

obtém-se a Equacao (46).

2 4 o2 2
x’ (¢ )2 +2zye,s, + 1 (s, )2 = [m 220y J (45)

x’ (¢, )2 +2zyc,8, +y° (s, )2 + 2’ (s, )2 —2xyc,s, + vy (¢, )2

2 4y 2 L (46)
= + 1107 (s.
& (5)
Simplificando a Equagao (46), obtém-se:
2 2 o’ + yz ’ 2 2
Tty = + 1107 (s, ) . 47
Y [ 290 J ( 3) (47)
Entao:
2
2ty - z’ +y
N 220 (48)
s, == )
’ 110
Logo, considerando tan@, = (8—3), tem-se:
G
2 2\?
2?4yt — T +y
220
6, = arctan| £ > 119 . (49)
Ay
2(110)’
Dessa forma, obtém-se 6, :
\/— 22+ )2 + vy — (220
6, = arctan| ( )( S )) ,—£<03<Z. (50)
z* +y* —2(110) 2 2

Uma vez determinado 6,, 6, pode ser encontrado. Utilizando as Equacoes (36)

e (37), trabalha-se com as incognitas 6, e 0.
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xc, +ys, = 110¢, + 110 (51)
—xs, + yc, = 110s, (52)

Usando eliminag&o, o sistema de equagdes ¢é resolvido, obtendo as Equagdes (53)

e (54).
110¢, +110) — 2110
g = U G l e (53)
T +y
110¢; +110) + y110
¢ = 7(110¢, - )2 it (54)
r+y
Dessa forma, considerando tan@, = [s—lj, tem-se:
cl
110¢, +110) — 2110
6, = arctan y(110¢, )~ #1105, ,—z <6 < z. (55)
2(110¢, +110) + y110s, | 2 2

Simplificando, obtém-se:

—IS, + YCy +
6, = arctan TRV TY ,—£<491 <Z (56)
xCy +YSy + T 2 2

Como s, pode assumir dois valores na Equagao (48), 6, também assume dois

valores, conforme se pode observar nas Equagoes (57) e (58).

2
\/x2+y2_(m2+y2j
220 2 4t
+($ Ty —1Jy+y

110 2(110)’

—T

6, = arctan
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6, = arctan

Simplificando (57) e (58), obtém-se as Equagoes (59) e (60).

y(:z:2 + y2) - x\/—(xQ + yQ)(x2 +° —2202) P p P (50)
——<0 <=
x(m2+y2)+y\/—(l’2+y2)(:102+y2—2202) 2 b2

6, = arctan

6, = arctan

2 2 2 2 2 2 2

ylz" +y )+ z—(2" +y Jlz° +y" —220

x(x2+y2)—y\/—(:c2+y2)(x2+y2—2202) 2 2
Analisando as Equagoes (59) e (60), pode-se observar que solugoes ndo podem

ser obtidas para 6, quando o denominador se anula e quando o argumento da raiz

quadrada é negativo.

O denominador claramente se anula quando z=0 e y =0, ou seja, no ponto

(0,0) . Supondo agora que x # 0 ou y # 0, tem-se que o denominador se anula quando:

x(azQ + y2) = iy\/—(xQ + y2)(x2 +y’ - 2202). (61)

Dessa forma, tem-se:
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9 2
(a:(x2 + yQ)) = (iy\/—(xQ + yQ)(acQ +y° - 2202)) ,
7’ (cc2 + y2)2 =—y (xQ + 3/2)(x2 +y° - 2202),
7’ (x2 + yQ) =—y’ (wQ +y - 2202),
'+ 2%yt = -2y’ -yt + 22077, (62)
'+ 1’y + 2%y + oyt = 22077,
ot +22°y° +yt = 22077,
(2* +4*) =220,
2>+ (y — 110)> = 110

Portanto, z° + (y —110)* = 110° representa uma circunferéncia com centro em

(0,110) e raio 110.

Com relagdo ao argumento da raiz quadrada, o mesmo é negativo somente
quando z* +1y° —220% >0, isto &, fora da circunferéncia com centro em (0,0) e raio
220.

Analisando a Equagao (50), pode-se observar que solug¢des ndo podem ser obtidas

para 6, quando o denominador se anula, ou seja, z° + 4 — 2(110)2 = 0. Dessa forma,

tem-se: z° +y° = 2(110)2, uma circunferéncia com centro em (0,0) e raio 1104/2.

Analisando a Figura 9, pode-se observar os pontos inatingiveis pelo efetuador do
manipulador SCARA Staubli TS20, de acordo com as Equagoes (50), (59) e (60). A
regiio descrita pela inequacio z°+y” —220° >0 representa uma regiio que é
efetivamente externa ao volume de trabalho do manipulador. Dessa maneira, inatingivel
pelo efetuador, porém todos os pontos pertencentes ds duas circunferéncias descritas

pelas equacoes z° +y° =220y e z° +y° = 2(110)2, também pertencem ao volume de

trabalho do rob6 e podem ser atingidos.
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Figura 9: Representagio dos pontos inatingiveis do SCARA Staubli TS20 com base nas
equagoes da cinemética inversa

Esta limitagdo observada nas Equagdes (50), (59) e (60) esta associada aos
A T 4 . ~ . .. . ..
angulos 5 e —g para os quais a tangente nao esta definida. Com isso, justifica-se a
utilizacdo da func¢do Atan2. Informacgoes mais detalhadas sobre a funcdo Atan2 sao

apresentadas no Apéndice C deste trabalho.

Dessa forma, tem-se:
(y(x2 + y2) F ac\/—(a:2 + 3/2)(:102 + y2 — 2202)),

(x(.rz + y2)i y\/—(ac2 + yz)(a:2 +y° —2202))

6, = Atan2 , (63)

d, =z — 347, (64)

0, = AtanQ(i\/—(:cz + yz)(w2 +y’ — (2202)),(x2 oy’ — 2(110)2)). (65)
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Dessarte, as variaveis de junta (6,,d, e 6,) podem ser determinadas, o que
permitira ao efetuador final alcangar o ponto (a:; y;z) no espago.

De acordo com Spong e Vidyasagar (2008), para essa familia de manipuladores
seriais, a cinematica inversa também pode ser solucionada de forma simplificada com
base no método geométrico.

Pela Figura 10, é possivel determinar o valor de m, hipotenusa do triangulo

ABC, em fungdo de L,, L, e 0,.

Figura 10: Determinacao de €5 pelo método geométrico

Utilizando a lei dos cossenos, tem-se:

m® = L’ + L, — 2L, Ly, . (66)
Como y e 6, sdo angulos suplementares, ¢, = —c,. Desse modo, tem-se:

m® = L* + L,* + 2L L, (c,). (67)



Capitulo 4. Cinematica Inversa do Staubli TS20 por meio do Método de Paul 80

Aplica-se o teorema de Pitagoras para o triangulo ABC (Equagao (68)).
m’ =2+ (68)
Igualando as Equagoes (67) e (68), tem-se:
L+ L +2L L, = 2° +y°. (69)

Pode-se determinar cos 6, :

. ' +y’ - L° - L}
’ 2L, L, '

Considerando que (532 +e’ = 1), obtém-se:

2 2 2 2\2
o =t 1| Ty —L 2L (71)
2L,L,

S3

Logo, tendo em vista tan®, :(—
Cs

j, é possivel determinar 6, com base na

Equacgo (72).

2
il_ $2+y2—L12—L32
oL L,

' +y’ - L° - L}
2L1L3

6, = arctan

Substituindo L, e L; por 110 e simplificando, obtém-se a Equagdo (73),

exatamente igual & Equagdo (50).

\/—(x2 + @/2)(3:2 +y’ — (2202))

73
7t + 1y —2(110)° i

6, = arctan|

Para determinar 6,, considera-se o segmento de reta CD, perpendicular a reta

que contém o comprimento do elo L,, conforme observado na Figura 11.
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: T T T
Lysen

Figura 11: Determinacéo de #; pelo método geométrico

Pode-se determinar o angulo f, indicado na figura, como sendo:

L, + Ly,

S = arctan (&j (74)

Considerando, de acordo com a Figura 11, a soma dos angulos S e 6,, tem-se

que:
S+ 0, = arctan (gj (75)
z
Dessa forma:
0 = (IB + 91) -p= arctan(gj — arctan & ) (76)
z L, + Ly,

Como 6, pode assumir dois valores com base na Equagao (71), 6, também

assume dois valores, conforme pode-se observar nas Equagoes (77) e (78).
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2 2 2 22
Ll J1- T +y - L7 - L
2L L,

Yy
6, = arctan [—j — arctan — > - (77)
x L+, ' +y - L~ - L,
oL L,
P4yt L2 — L7 2
—L3 1-— 1 3
oL,
6, = arctan (gj — arctan (78)
x

L +L,

o +y - L - L
2L L,

Substituindo L, e L, por 110 e fazendo as devidas simplificacoes, determinam-

se as Equagdes (79) e (80).

(\/1 (& +) (e o - (2202)))

Y
6, = arctan| = | — arct 79
| = arc an(xj arctan " (79)
—( 1—(x2+y2)(:z:2+y2—(2202)))

6, = arctan (gj — arctan — (80)

T T4y

Sabendo-se que

tan(a—ﬁ)— tana + tan (81)

- l—tane -tan S’
e considerando o =6, + 8, de acordo com a Figura 11, tem-se que 6, = o — . Dessa
forma, pode-se determinar tané com base nas Equacoes (82) e (83).

v, \/1 - (x2 + y2)2(x2 ngQ - (2202))
T T +y

Ly \/1—(:32 + y2)(x2 +y° —(2202))

x 7’ + 9

tand, = tan(a — f) =

1
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y —\/1—(552 +y2)<x2 +y° —(2202))
z i z* +y
tand, = tan(a — f) = (83)
Ly \/1—(:32 +y?)(:n2+y2 —(2202))
! x z’ +y°

Com base nas Equacoes (82) e (83), determinam-se as Equagoes (84) e (85), que

fornecem os valores de 6;, exatamente iguais as Equagoes (59) e (60).

2 2 = (22 + 2 ) (22 + 42 — 220°
0, = arctan y(:nz yQ)_x\/_(:BQ yQ)(:BQ yQ_ 2) (84)
zz:(:c +y) y\/ (cc +y )(x +y 22())
6, = arctan y(x2 ’ yQ) _ x\/—(a:Q ’ yQ)(:EQ - 2202) (85)
] x(x2+y2)+y\/—(x2+y2)(a:2+y2—2202)

Pela geometria do manipulador robotico, observa-se que a segunda junta desloca-
se na direcdo do eixo z. Dessa forma, é possivel determinar imediatamente o valor
dessa variavel de junta prismatica como: d, = z —347.

Devido as mesmas limitagoes observadas nas Equagoes (50), (59) e (60),
deduzidas nesta se¢ao, justifica-se novamente a utilizacdo da funcdo Atan2.

Assim, tem-se:

y(x2 + y2)i x\/—($2 - yQ)(xQ +y° - 2202)),

6, = Atan2 ) (86)
(x(:z:2 + yQ) F y\/—(xz + yZ)(x2 +y° - 2202))

d, = 7 — 347, (87)

0, = AtanQ(i\/—(xQ +y’)(2* 4yt - (220°)), (2 + o7 - 2(110)2)). (88)

O método geométrico, utilizado nesta segéo, obviamente tem sua simplicidade

reduzida & medida que a geometria do robd manipulador se torna mais complexa.
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4.3 CONFIGURACOES SINGULARES

Para esse manipulador robético, existem duas configuracdes de juntas que
requerem calculos adicionais para resolver o problema cinematico inverso. Essas
configuracgoes particulares, denominadas configuragoes singulares, ocorrem quando os
eixos das juntas se intersectam e quando sdo coincidentes.

A partir deste ponto, o conceito de singularidade serda introduzido pelo
Jacobiano, um método suplementar & matriz de Denavit-Hartenberg, que tem como
funcéo a determinacao de configuracoes singulares.

As equacgodes da cinematica direta definem uma funcéo entre o espago cartesiano
(efetuador) e o espago das posi¢oes das juntas. As relagdes entre velocidades sao
determinadas pelo Jacobiano dessa fungdo. De acordo com Craig (2017), Jacobiano é
uma forma multidimensional de derivada usualmente utilizado no planejamento e
execucao de trajetorias, na determinacao de configuragdes singulares, na deducao das
equagoes dindmicas do movimento e na transformacao de forcas e torques do 6rgao
terminal para as juntas do manipulador robético.

O Jacobiano de um manipulador robético é uma matriz de derivadas, e esta
matriz descreve as mudancas diferenciais na localizacdo do efetuador final causadas
pelas mudancas diferenciais nas varidveis das juntas do robo. Utilizando coordenadas
cartesianas, o deslocamento do efetuador final pode ser descrito pelo vetor de
diferenciais D .

Considerando D, como sendo um vetor de movimento diferencial especial que

descreve o deslocamento do efetuador final em termos das coordenadas da junta, tem-

se que: D, = [dg, dg, - dqn]T, para um manipulador com 7 juntas, no qual ¢

representa a variavel de junta rotativa @ ou prismatica d .
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Considerando um manipulador robético, D e D, sdo relacionados pela equacao
(89):
D=JD,. (89)
O Jacobiano inverso estabelece a relagdo entre as velocidades cartesianas do
efetuador final D e as velocidades das juntas D, , € é dado por:
D, =J7D. (90)

Segundo Kendricks (2007), as propriedades do Jacobiano podem ser descritas:

i. O namero de linhas é determinado pelo ntimero de graus de liberdade (a junta
que representa o efetuador final ndo é contabilizada);
ii. O namero de colunas é determinado pelo nimero de juntas do manipulador;

iii.  Em alguns casos, o Jacobiano nao é uma matriz quadrada.

Inicialmente, para determinacao do Jacobiano do manipulador SCARA TS20,
utiliza-se a solucdo cinematica direta, determinada na Secdo 4.1, para descrever a

posi¢io (z,y,z) do efetuador final com base na Equagéo (91).

z 110¢,; + 110¢,
y | =|110s,, + 110s, (91)
z 347 + d,

Pode-se observar que z, que representa a altura da posi¢do do efetuador final,

depende somente de d,, = e y, os quais sdo determinados apenas por 6, e 6,. Cada
configuracédo de junta do robo foi projetada no plano xy, ao ser examinado a partir de
uma vista superior. Com essa perspectiva, o foco é restringido para 6, e 6,

Dessa forma, com base na Equagao (91), é possivel utilizar a seguinte

T 110¢,, + 110c¢
— 13 1 ) (92)
Y 110s,; + 110s,

Para calcular o Jacobiano, a matriz é diferenciada, de tal modo que:

representacao:
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dz do,
)~ o

A obtencéo das expressoes diferenciais, utiliza-se o conceito de diferencial total,

de forma que:

df=i%dxi; f = f (0 2psa, ). (94)

[
Desse modo, tem-se:

0(110¢,; +110¢, ) 0(110¢,; +110¢, )

dr = do, + do,

00, 00, ‘ (95)
dy = 9(110s,, +110s,) 00, + 9(110s,, +110s,) a8,

00, 00, (

Calculando as derivadas parciais, utilizando ainda as identidades que calculam

as fungoes trigonométricas da soma de arcos, obtém-se:

{dx = (-110¢,s, — 110s,¢, —110s,)d6, + (-110¢,s, — 110s,c, ) d6, (96)

dy = (110¢,c, —110s,s, + 110¢, ) d6, + (—110s,s, + 110¢,c, ) d6,

Assim, é possivel identificar a matriz J na Equagao (97) ao compara-la com a

(93):
dr | | -110¢;s, —110s,¢c; —110s, —110¢;s; —110s.c, || A6, (97)
dy | | 110c,c, —110s,5, +110¢c, —110s,5, + 110¢,c, || d6, |
Em seguida, o Jacobiano inverso é calculado:
{ J22 _Jlﬂ
Jl = M (98)
1
Em que:
J,, =-110¢;s, —110s,¢c, —110s,, (99)
J,, =—110¢;s;, —110s,c,, (100)
Jy =110¢,c; —110s;s, +110¢,, (101)
Jy =—110s;s, +110¢c,. (102)

Desse modo, determina-se o determinante do Jacobiano:
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|J| = Jiudyn = Jda, (103)
|7] = (-110¢;s, — 110s,¢, — 110s, ) (~110s;s, + 110¢,c;) (104)
—(—1100133 - 1103103)(1100103 —110s;s, +110¢, ).
Apos alguns cancelamentos, considerando (812 +e’ = 1), tem-se:
|J] = 110%s,%s, + 110°¢,%s, = 110%s,. (105)

Assim, o Jacobiano inverso é definido quando s, # 0. Pode-se afirmar entao que:

o] 1 [y —y|[de (106)
do, | 110°s,|—J,, Jy, ||dy]|

A partir deste ponto, o significado de Singularidade sera explicado com maiores

detalhes.

Existem dois tipos de singularidades: a singularidade interna no volume de
trabalho e a singularidade no limite de volume de trabalho. Uma singularidade interna
no volume de trabalho ocorre dentro do espago de trabalho. A singularidade no limite
de volume de trabalho ocorre quando o manipulador esta totalmente estendido para o
limite externo ou totalmente retraido para o limite interno do seu volume de trabalho,

esta configuracdo particular serda apresentada na Secdo 4.4. A Figura 12 ilustra com

detalhes o volume de trabalho do rob6 SCARA Staubli TS20.
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Z world

¥ world

B4

(=
X world X world

| @S
[
100

262

Figura 12: Volume de trabalho do rob6 SCARA Staubli T'S20
Fonte: http://www.staubli.com/in/robotics/

Segundo Kendricks (2007), em alguns pontos do volume de trabalho, um
manipulador robético perde um ou mais graus de liberdade, reduzindo a sua mobilidade
em algumas diregdes. O ponto no espaco em que isso ocorre é chamado de singularidade
interna no volume de trabalho ou singularidade no limite do volume de trabalho. O
Jacobiano é utilizado para a determinacao dessas configuragoes singulares, uma vez que
no ponto de singularidade, o Jacobiano nao ¢ invertivel, isto ¢, seu determinante é zero.

A partir deste ponto, as configuragoes singulares para o rob6 SCARA Stéubli
TS20 serdao determinadas.

Pela Equacio (105) sabe-se que o Jacobiano néo é invertivel quando 6, é igual
a zero ou 180°, ou seja, quando s, =0. Mas 6, varia segundo o intervalo
—-131° < 6, <131°. Dessa forma, 180° n&o ¢ um angulo que fornece um ponto no interior
do volume de trabalho do rob6. Contudo, quando 6, =0, obtém-se uma singularidade

no limite do volume de trabalho. Substituindo 6, =0 em J, obtém-se:

dr | | —220s, —110s, || d6, (107)
dy | | 220¢, 110¢, ||d6, |
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Todos os pontos pertencentes a circunferéncia de raio 220 com centro na origem,
em que ¢, pode variar dentro dos valores impostos pelo intervalo —133° < 6, < 133°,
sao singularidades no limite do volume de trabalho.

Além disso, o Jacobiano inverso é indefinido exatamente nesses pontos. Dessa
forma, existe uma tunica solugao (isto é, uma tnica configuragdo de juntas) para que o

efetuador do robo6 possa atingir esses pontos.

4.4 EXEMPLOS GENERICOS

Nesta secao, as equacoes deduzidas sdo verificadas nos casos em que os elos do
manipulador sao colineares, quando pretende-se atingir um ponto no interior do volume
de trabalho do manipular e quando um ponto a ser atingido se encontra fora do volume

de trabalho.

Considerando L, e L, colineares, os elos L =110mm e L, =110mm se

encontram alinhados, como pode-se observar na Figura 13. Sendo assim: 8, = 0°.

Figura 13: Robo SCARA Staubli TS20 com elos Ly e L colineares
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Utilizando a Equagéo (29), obtém-se:

2 =110cos (6, +0) +110cos 6, = 220cos b, (108)
y=110sen (6, +0)+110sen 6, = 220sen . (109)

Neste caso, existe uma tnica disposicao para atingir o ponto (a:,y)

Porém, esta é uma configuracdo que deve ser evitada, uma vez que é considerada
singular. Informagoes mais detalhadas sobre essas configuracoes foram apresentadas na
Secao 4.3.

Considerando um ponto no interior do volume de trabalho, os elos L, = 110mm

e L, =110mm estao posicionados de forma que o efetuador esteja em um ponto no

interior do volume de trabalho do robd, como se observa na Figura 14.

X world

Figura 14: Ponto no interior do volume de trabalho do rob6 SCARA Staubli TS20

E possivel determinar (:c; y), em que ¢ =30° e 6, =30°, usando cinematica

direta.

2 = 110cos (30° + 30°) + 110 cos (30°) = 55 + 55/3 (110)

y = 110sen (30° + 30°) + 110sen (30°) = 55v/3 + 55 (111)
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Usando o método da cinematica inversa, esses resultados obtidos sao verificados.

Dada a posigao final descrita por = e y, valores obtidos pelas Equagoes (110) e (111),

pretende-se determinar 6, e 6,. Esses valores sio substituidos nas Equagoes (44) e (48)

deduzidas na Secéo 4.2.

(55 + 5543 )2 + (553 + 55)2 N

- 1= 112
“ 24200 2 (112)
2
(55+ 55J§)2 +(55v3 + 55)2 (1103 4110
- ! 113)
% 110 2 (

Como s, pode assumir dois valores, obviamente 6, também assume dois valores,

conforme as Equagdes (114) e (115). Dessa forma, considerando tan 6, = (8—3} tem-se:
G

6, = arctan = arctan ﬁ =30°,-2 < 6, < z (114)
V3 3 2 2
2
¥
0, = arctan [; = arctan(—?j = —30°,—% <6 < g (115)
3]
2

¥3

5 has Equagoes (53) e (54) para

o 1
Para encontrar 6,, substitui-se s, = 2 e c; =

obter s, e c,.

(55J§ + 55) 110 {*/jj + 110] - (55 + 55J§)110 Gj 1
5 = == (116)
9

(55+ 55J§)2 +(55v3 + 55)2

(55 + 55\/§)£110 (‘/f} + 110] + (55J§ + 55)110 Gj 5

¢ = = (117)

(55+55v3 )2 +(55v3 + 55)2
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Desse modo:

B

)
2

Além disso, faz-se necessario determinar 6,, quando s, = —

6, = arctan = 30°. (118)

(55J§ + 55)(110 {f} + 110] - (55 + 55J§)110 (— ;J
s, = =— (119)

(55+55v3) + ) +(55¢3 + 55)2 2

55 + 55[ (1 + 110] (55J§ + 55)110(—3 1

¢ = == (120)

(55+ 55[ ) +(55¢3 + 55)2 2

Assim:

6, = arctan = arctan(x/g) = 60°. (121)

M\H‘L\J‘&l

Com base na resolucéo de s, , encontra-se duas solugoes para 6, e duas solugoes
correspondentes para 6,. Nesse sentido, existem duas configuracdes de juntas que
posicionam o efetuador final do robd em (z;y) = (55 +554/3;554/3 + 55) . Sao elas:
(6, =30°,6, =30°) e (6, =-30°6, =60°).

Assim, todas as configuragdes de juntas que posicionam o efetuador final do rob6

m (a:,y) = (55 + 55\/5;55\/5 + 55) séo determinadas.

Supondo um ponto fora do volume de trabalho, como se pode observar na Figura

15, o ponto (x; y) se encontra fora dos limites impostos pelo volume de trabalho do

manipulador.
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(x.9)

Figura 15: Ponto fora do volume de trabalho do rob6 SCARA Stéaubli T'S20

Considerando arbitrariamente o ponto (z;y)=(240;240), determinam-se 6, e

Utilizando a Equagao (44), tem-se para c;:

2407 + 240

— 1~ 3,7603. (122)
2(110)

C3

Mas esta é uma indeterminagdo, uma vez que c, & [—1, 1]. Como uma solugéo
para 6, ndo podera ser encontrada, é impossivel também determinar uma solugao para

6,. Dessa forma, este exemplo confirma o fato de que apenas os valores que se

encontram no dominio especificado para cada variavel comum tém solugdes possiveis.
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4.4.1 Analise dos resultados obtidos

Encontram-se d,, 6, e 0,, nesta ordem. Em particular, , e 8, sao determinados
em termos de (x; y) No entanto, pelas equagoes utilizadas, ndo é possivel determinar
as varidveis de junta 6, e 6, que posicionem o efetuador do manipulador em

determinados pontos pertencentes ao seu volume de trabalho, por conta das limitagoes

~ T . . V4 /4 )
observadas na Segado 4.2. Limitagdes associadas aos angulos B e ey para os quais a

tangente nao esta definida. Dessa forma, justifica-se a utilizagdo da fungdo Atan2.

Deseja-se determinar todos os pontos (:z;;y), alcancaveis dentro do volume de

trabalho do robo. Ao escolher trés pontos distintos no espaco, 6, e 0, sao determinados,

. . - V4 /4 Vs T
satisfazendo as condigoes 3 < < 3 e 3 <6, < PX havendo nenhuma, uma ou

duas configuragées que permitem o posicionamento do efetuador do rob6 em um
determinado ponto do espago, como se pode observar na Figura 16. Determina-se o
conjunto de pontos que nao produzem solucdes, o conjunto que produzird uma tnica

solucéo e o conjunto de pontos que produzirdo duas solugoes.

Figura 16: Resumo das solugoes para o rob6 SCARA Stéubli TS20
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Manipulando as equagoes no modelo cinematico para encontrar todas as solugoes
restantes, utilizando a Equagdo (44) e isolando 6, , obtém-se:

6, = arccos L@/Z -1]. (123)
2(110)

Kendricks (2007) desenvolveu uma anélise semelhante para o manipulador
Fanuc A-510, um rob6 do tipo SCARA com trés graus de liberdade.

De acordo com Wenz e Worn (2007), sdo necessarias 81 operagdes de ponto
flutuante (ﬂop)2 para a solucao do problema cineméatico direto de um manipulador do
tipo SCARA, e até 262 operagdes de ponto flutuante para obtencgdo das duas solugoes
para a cinematica inversa desse mesmo manipulador.

A analise do custo computacional é feita de duas formas: em termos de tempo
de execucdo e de numero de operagoes de ponto flutuante realizadas. O tempo de
execucgao é proporcional ao nimero de operagoes de ponto flutuante realizadas pelo
sistema, porém o tempo total ndo depende apenas deste ntmero de operagoes realizadas,
mas também de outros fatores, como taxas de transferéncia de dados, memoria,
quantidade de processamentos por segundo que a CPU é capaz de realizar, dentre
outros; isto é, depende do hardware utilizado.

Como a maioria dos algoritmos numéricos envolvem mais operagoes de ponto
flutuantes do que outras operacdes computacionais, como por exemplo:
armazenamento, testes logicos, entre outras. Pode-se mensurar razoavelmente o custo
computacional de um algoritmo numérico contando o niimero de operacgoes aritméticas

de ponto flutuante que esse algoritmo executa.

? De acordo com Ueberhuber (1997), a contagem do ntimero de operagdes ponto flutuante para execugio
de uma determinada tarefa é o procedimento mais justo para verificacdo da eficiéncia computacional de
um determinado algoritmo. Utiliza-se o termo (flop), que é um acréonimo para “operacio de ponto
flutuante” (em inglés Floating Point Operation). Usualmente o termo (flops) é utilizado como uma
medida de velocidade e significa “operacdes de ponto flutuante por segundo”; o "s" no final do termo néo

denota plural, mas significa exatamente o que o acréonimo apresenta, segundo.
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Dessa forma, tem-se que o numero total de operagdes aritméticas de ponto
flutuante necessarias para resolver um problema indica o custo computacional da
solucédo. Essa informacao representa um importante parametro para a escolha de um
entre varios algoritmos para execucao de uma mesma tarefa.

Os custos de execugao das operacoes mais comuns sao dados na Tabela 3.

Tabela 3: Custo computacional das operagdes mais comuns

Operacao Custo Computacional
Adigdo, Subtragio e Multiplicacéo 1 flop
Divisdo e Raiz Quadrada 4 flop
Funcao exponencial e Fungoes trigonométricas 8 flop

Fonte: (ADDISON; et al., 1993, p. 8, adaptado)

Por meio da analise da geometria do robd e manipulando o modelo cinematico,
mais solugdes sao determinadas em novas configuragdoes geométricas. Porém so foi
possivel determinar essas novas solucoes devido & simplicidade geométrica do robo
SCARA Staubli TS20. No entanto, se a geometria do rob6 é mais complexa, como a de
um robd antropomorfico por exemplo, as solugdes nao sao facilmente encontradas e, em
alguns casos, nao podem ser obtidas.

A cinemaética inversa do manipulador SCARA Staubli TS20 sera solucionada

com base na Teoria de Bases de Grobner, no Capitulo 5.



5 CINEMATICA INVERSA DO STAUBLI TS20 POR
MEIO DA TEORIA DE BASES DE GROBNER

O problema da cinemética inversa em Roboética é simplesmente determinar todas
as combinacoes de configuracdes de juntas que posicionardo o efetuador final do robo
em um determinado ponto no espago. Para resolver esse problema pela Teoria de Bases
de Grobner, deve-se determinar equacdes polinomiais que modelem o movimento do
brago do rob6 em cada configuracao de junta, de modo que o efetuador do robd possa
ser posicionado em um determinado ponto no espago.

Com todos esses elementos, deve-se encontrar um conjunto de solugdes com base

nos possiveis movimentos de cada junta.

5.1 MODELO ALGEBRICO PARA O ROBO SCARA STAUBLI TS20

Cox, Little e O'Shea (1992) desenvolveram um modelo algébrico para a solugao
do problema cinemético inverso de um manipulador planar genérico com dois graus de
liberdade. A partir deste ponto, um modelo algébrico para o SCARA Staubli T'S20 sera
construido  seguindo o mesmo procedimento apresentado pelos autores
supramencionados.

Tomando uma visao superior do robo, pode-se projetar os movimentos de cada

variavel de junta no plano zy, utilizando o ponto (z;y) para representar o efetuador

final no espago. Dessa forma, a modelagem do problema pode ser realizada com

equagoes polinomiais simples.
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Para resolver o problema da cinematica inversa, estas equagbes polinomiais
devem necessariamente descrever o comportamento dos angulos de junta 6; e 63 em

termos do ponto (x; y), conforme pode-se observar na Figura 17.

y—n

Figura 17: Modelo algébrico do SCARA Staubli TS20 (vista superior)

Fazendo a andlise geométrica do modelo e considerando L, = L, =110, sao
deduzidas as Equagdes (124) e (125).
(z —m,y —n) =(110c,,;,110s,,) (124)
(m,n) = (110¢,,110s,) (125)
Podendo-se determinar as equacoes:
m = 110¢,, (126)

n=110s,, (127)
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z—m =110c,, (128)
y—n =110s,,. (129)
Fazendo as devidas substitui¢oes, obtém-se:

z =110¢;; +110¢,, (130)
y =110s,, +110s,. (131)

Usando as identidades de adic¢ao de funcoes trigonométricas, determinam-se:
z =110(¢,¢; — 5,5,) +110¢;, (132)
y =110(s,¢; + s,¢,) +110s;. (133)
Utilizando as identidades trigonométricas (612 +s° = 1) e (032 +s’ = 1), um

sistema de quatro equacgbes com quatro incognitas, é obtido.

110(c,c; — 5,8,) +110¢, —z =0 (134)
110(s,¢; + 85¢,) +110s, —y =0 (135)
¢’ +s8°-1=0 (136)
¢ +s°-1=0 (137)

Pela geométrica do manipulador, observa-se que a segunda junta desloca-se na
diregdo do eixo z. Desse modo, ¢ possivel determinar imediatamente o valor desta
varidvel como: d, = z—347, sendo desnecessario a inclusao desta equagdo no modelo
geométrico do robo.

O software MAPLE? sera utilizado para encontrar uma Base de Grébner para

este sistema de equagoes.

 Além do MAPLE, muitos outros sistemas de computacao algébrica incluem pacotes para lidar com
Bases de Grobner. Entre eles: Singular, muMath, AXIOM, SageMath, Mathematica, Magma, Macaulay,
CoCoA e Reduce.
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5.2 DETERMINACAO DE UMA BASE DE GROBNER

Tomando ¢, =cosé,, s =senf,, s, =send, e c; =cosb,, usando a ordem
lexicografica ¢, >=s;>¢ >s, e as equagdes: f, =L(¢c —ss)+Le —x,
fh=Ly(sc+s¢)+Ls, -y, fi=¢’+s =1, fy=¢+s," -1 e considerando que ¢,
s,, ¢, § atuam como varidveise L,, L,, v e y como coeficientes; utiliza-se o seguinte

codigo no MAPLE:

> with (Groebner) ;

> with (codegen, cost);

> rl:=L3*(cl*c3-s1l*s3)+Ll*cl-x:

> r2:=L3* (cl*s3+c3*sl)+L1l*sl-y:

> r3:=cl”2+s1"2-1:

> r4:=c3"2+s3%2-1:

> GB:=Groebner[Basis] ([rl,r2,r3,r4],plex(c3,s3,cl,sl));

> math operations:=cost (GB);

> V:={additions = 1, divisions = 4, functions = 8, multiplications = 1}:
>

total cost:=eval(cost(GB), V)flop;

No MAPLE, o comando “cost (GB)” é utilizado para calcular o nimero de
operagdes matematicas realizadas para a obtencao da base de Grobner; e o comando
[14 99 1 - ~

eval (cost (GB), V) flop”, para contabilizar o ntmero de operacdes de ponto
flutuante. A contagem de operacdes é expressa como um polindémio com os nomes:
adigoes, multiplicacoes, divisdes, funcdes, atribuigdes, dentre outras operacgoes.

Apos execugao do codigo, as seguintes saidas sdo apresentadas:

> GB := [(4*L1"2*x"2+44*L1"2*y"2) *s172+ (-4*L1"3*y+4*L1*L3"2*y-4*L1*x"2*y-
4*L1*y"3) *s1+L1"4-2*L1"2*L3"2-2*L1"2*xX"2+42*L1" 2%y " 2+L3"4-2*L3"2*x" 2~
2¥L3MN2*y " 24xM44+2*x"2xy " 2+yt4, 2*L1*cl*x+2*L1*sl*y-L1"2+4L3"2-x"2-y"2,
(2*L1*x"242*L1*y"2) *s1+42*L3*s3*L1*x-L1"2*y+L3"2*y-x"2*y-y"3,
2*L1*L3*c3+L1"2+L3"2-x"2-y"2]

> math operations:=30*additions+99*multiplications

> total cost:=129*flop
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Com a realizacdo de 129 operagoes de ponto flutuante, a seguinte base de
Grobner contendo 4 polindémios é obtida:

g, = (4L12332 + ZJlLlr‘)yZ)sl2 + (—4L13y +4L, Ly — 4L’y — 4[/11/3)51

VLA —2L2L? — 2L%7 + 2L + L — 2L%% — 2L + ot + 207 + o, 159
g, =2Lcx +2Lsy—L> + L’ —2° -y, (139)

gy = (2L1x2 + QLIyQ)s1 +2L,s,Lix — Ly + L'y — 2’y — y°, (140)

g, =2¢, L L, + L> + L° —2° —°. (141)

Apbs a substituicao de L, e L, pelos valores dos comprimentos dos elos do robo,
ou seja, L, = L, =110, a seguinte base ¢ determinada:

g, = (484002° + 48400y° ) 5* + (440 — 4404°)s,

(142)
+z' +22%y° + ' — 4840027,
g, = 220c,x + 2208,y — 2° — 1/, (143)
g, = (2202 + 220" ) 5, + 24200zs, — 2’y — v/, (144)
g, = —a* —y* + 24200c, + 24200. (145)

Ao analisar o primeiro elemento na base, pode-se concluir que este elemento é

um polindémio de segundo grau em termos de s,. O discriminante da Equacao (142) é
dado por (146).
(—4402%y — 440y’ )2 — 4(484002° + 48400y” ) (2 + 22" +y' — 484002°)  (146)
Simplificando (146), obtém-se:
~1936002” (2” + 1) (2 + y* — 48400). (147)
Ao examinar o discriminante da equacgéo obtida, havera duas solugoes reais para
s, quando ele for maior que zero, e para cada um dos valores obtidos, havera um valor
correspondente para c,, determinado por substitui¢ao retroativa. Como s, depende de
s,, havera duas solugdes reais para 6, quando @, assumir dois valores distintos.

Dessa forma, conclui-se que existem dois conjuntos distintos quando:
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~1936002” (2” + 3 ) (2” + y* — 48400) > 0. (148)
Como 193600z° (x2 +y2) ¢ sempre positivo, basta verificar em que situacio
—(m2 +y’ - 48400) > 0. Desse modo, tem-se:

—(2” + 4" —48400) > 0,
—z” —y® + 48400 > 0,

—2? —y* > —48400, (149)

 +y° < 48400,

7t + 1y < 2207
Portanto, o discriminante é positivo exatamente no interior da circunferéncia de

raio 220.

A Figura 18 indica todos os pontos atingiveis com duas configuragoes de junta.

Pode-se observar que a regido é descrita por um circulo com raio igual a 220, coincidindo

com o limite do volume de trabalho do manipulador SCARA Stéaubli T'S20.

| e |
400
&‘ R220
N
[
[~
-500 -400 -300 L200 T 600
| . X
I |
R

-300

-400

/\E

Figura 18: Pontos atingiveis com duas configuragdes de juntas
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Igualando (147) a zero, obtém-se como grafico uma circunferéncia com centro
em (0,0) e raio 220, limite do volume trabalho do manipulador, exatamente igual ao
grafico gerado pela equacio z* +1° —220° = 0, apresentada na Segio 4.2.

Considerando os limites angulares impostos pela geometria do SCARA Staubli

TS20, —133° < 6, <133° e —131° < ¢, <131°, pode-se observar na Figura 19 que a area

determinada pelos polinomios da base de Grébner coincide exatamente com o volume

de trabalho do robéo.

400

| ( | | Y werld | I I | |
+ N t R220 1 264 T T
N
1 -

\\ 200

3 1
H—worre

, -200

+250°
: | ‘ﬁ.
A

-400 -200 0 20( { /4’(

Figura 19: Volume de trabalho do manipulador T'S20 por meio da Teoria de Bases de

-4007

Grobner

Retomando o caso em que é considerado um ponto no interior do volume de

trabalho no manipulador SCARA, apresentado na Segao 4.4, os valores de 6, e 0, serdo
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determinados por intermédio da base de Grobner produzida para o SCARA Staubli
TS20, com o objetivo de validar os polindémios gerados.

Incialmente, com base no polinomio (142), encontram-se as raizes da Equagao

(150).
(484002” + 48400y ) 5 + (—4402°y — 440y” ) s, (150)
+z' + 227" + 9" —484002° =0
Sao obtidas:

e ) e )
s = 220(332 + y?) ) ( )
0 )N 20)
S = 220(1;2 + yQ) . ( )

Resumidamente:
N y(ar2+y2)i\/—($2+y2)($2+92_2202), (153)

220(2” + )
Os valores de s, s@o determinados apoés as substituicoes de z e y por
(55 + 553 ), de acordo com o exemplo apresentado na Se¢do 4.4. Obtém-se apods
aproximagoes de até cinco casas decimais:
s,' = 0,86599, (154)
s, " =~ 0,50011. (155)
Dessa forma, s@o obtidos os valores aproximados para 6,:
6,' = 59,99594°, (156)
6" = 30,00728°. (157)
Para determinar 6, os valores encontrados para s, sdo substituidos juntamente

com os valores de = e y por (55 + 5543 ) na Equacio (158), por meio do polindémio

(144) encontrado na base.
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(2202 + 22047 )5, + 24200zs, — 2’y — y* = 0 (158)

Os valores de s, sao obtidos apds aproximagoes de até cinco casas decimais:
s, ' = —0,49986, (159)
s, = 0,49986. (160)

Desse modo, sdo obtidos os valores aproximados para 6, :

6,"' = —29,99074°, (161)
6," = 29,99074°. (162)
Os valores encontrados sdo aproximadamente iguais aos valores determinados
na Secao 4.4. Por conseguinte, pode-se confirmar que, por intermédio dos polinémios

da base de Grobner, gerada com base no modelo geométrico do manipulador robético,

é possivel determinar os valores para 6, e 6, a fim de posicionar o efetuador em um

ponto (z;y).

5.3 CONFIGURACOES GENERICAS

A partir deste ponto, serdo apresentados dois novos casos: inicialmente,
considerando x =0 para o robo TS20; no segundo caso, com o objetivo de ilustrar o

alcance do modelo algébrico, considerar-se-a uma situacéo em que L, # L,. Neste tltimo

caso, sera utilizado um outro modelo de manipulador robético do tipo SCARA, em que
os comprimentos dos elos sejam distintos.

Considerando (z = 0), a titulo de exemplificagfo, substituindo L, e L; por 110,
usando a ordem lexicografica ¢; >s; >=c¢ =5, utiliza-se as equagdes:

2 2
fi=L(ce,—ss)+ L, —z,  f=L(sc;+s¢)+Ls, -y, fi=c +s -1 ¢
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2 2 . . L 1.
fi=¢ +s~ —1 para gerar uma base de Grobner; emprega-se o seguinte cdédigo no

MAPLE:

> with (Groebner) ;

> with (codegen, cost);

> rl:=L3*(cl*c3-s1*s3)+Ll*cl-x:

> r2:=L3* (cl*s3+c3*sl)+Ll*sl-y:

> r3:=cl”2+s172-1:

> r4:=c3"2+s372-1:

> x:=0:

> GB:=Groebner[Basis] ([rl,r2,r3,r4],plex(c3,s3,cl,sl));
> math operations:=cost (GB);

> V:={additions = 1, divisions = 4, functions = 8, multiplications = 1}:
> total cost:=eval (cost(GB), V) flop;

Apos execugao do codigo, as seguintes saidas sdo apresentadas:

> GB := [2*L1*sl*y-L1"2+L3"2-y"2, 4*L1"2*cl"2*y"2+L1"4-2*L1"2*L3"2~
2*L1N2*y " 2+L37N4-2*L3"2*y"2+y~4, L3*s3-cl*y, 2*L1*L3*c3+L1"2+L3"2-y"2]
> math operations:=13*additions+4l*multiplications

> total cost:=54*flop

A base de Grébner para este caso é:
g, =2Lsy— L+ L -y,
g, =4 L2y + L' —2L°L? —2L%° + L' — 2Ly + v,
93 ==Y + Lys,,

g, =2¢,L, L, + L + L —y°.

(163)
(164)
(165)

(166)

Pode-se observar que a base gerada é bem mais simples do que meramente

substituir z = 0 nos polinomios (138) a (141). Substituindo L, e L, por 110, a seguinte

base é obtida:
g, = -y +220s,,
g, = 48400¢,” + y* — 48400,
g, = —¢,y +110s,,

g, = —y° + 24200c, + 24200.

(167)
(168)
(169)

(170)
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Pode-se encontrar imediatamente o valor de y por meio das incognitas s, e ¢,
nos polindémios (167) e (170). O segundo elemento na base ¢ um polindémio de segundo
grau em termos de ¢, e resolvendo a equagao considerando ¢, como sendo a incognita,
até duas solugoes sao determinadas. Para cada uma delas, existe um valor
correspondente para s,, de acordo com o polindémio (169). Dessa forma, existem até
duas configuracoes de juntas para posicionar o brago robético no ponto (x; y) quando
z=0.

O discriminante da Equagao (168) ¢ dado por (171).

~193600y> + 9370240000 (171)

Resolvendo a inequagéo (172), com o objetivo de determinar os pontos atingiveis

pelo efetuador com duas configuracoes distintas:

~193600y° + 9370240000 > 0. (172)
O intervalo —220 < y < 200 é encontrado, confirmando que o efetuador do rob6
pode atingir os pontos (x; y), com z =0, em duas configuragoes distintas, dentro dos

limites impostos pelo volume de trabalho do manipulador robético.
As figuras a seguir ilustram essas configuragdes: a Figura 20 expde duas

configuragdes de juntas para =0 e y > 0; enquanto que na Figura 21 tem-se duas

configuragoes para z =0 e y >0.
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Y world Y world

X world X world

Figura 20: Configuragdes distintas para z = 0e y > 0

¥ world Y world

X world X world

Figura 21: Configuracoes distintas para x = 0e y < 0

Porém, o volume de trabalho do rob6d estudado é parte do interior da
circunferéncia de raio 220, em virtude dos limites impostos aos angulos das juntas 6, e
0, .

No segundo caso, com o objetivo de ilustrar o alcance do modelo algébrico,

considerar-se-a agora uma situagdo em que L, # L,. Neste caso, pode-se utilizar como
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exemplo o modelo TS40, também produzido pela Staubli Robotics, em que L, =230 e
L, =170.

Utiliza-se as equagoes: S =170(¢c; — 8,8;) + 230¢, —
L =170(s,¢; + 8,¢,) +230s, —y, fy=c¢ +s° -1, f =¢’+s° -1, usando a ordem
lexicografica ¢, > s, = ¢, > s, e admitindo que ¢,, s,, ¢, s, atuam como varidveis,
obtém-se a seguinte base de Grobner:

g, = (211600(332 + y2))sl2 + (—920(w2y +y') - 22080000y)s1

+z' +22°y” + 9" — 1636002 + 48000y + 576000000, )
g, =460 (c,z + s,y) — z” — y° — 24000, (174)

g, = (460(2” + 7)), + 78200as, — 2’y — y* — 24000y, (175)

g, = —1° —y° +78200c, + 81800. (176)

Ao analisar o discriminante do primeiro elemento na base, haveria até duas

solugoes reais para s, quando: —846400z° (:c2 +y’ - 3600)(3:2 T 160000) >0.

O grafico desta inequagao é uma coroa circular com raios interno e externo iguais
a 60 e 400, respectivamente. Esse ¢ um resultado 6bvio ao observar o modelo geométrico
do manipulador.

Desse modo, nao existem configuracbes de juntas para posicionar o o6rgao
terminal do brago do rob6 em pontos no interior da circunferéncia de raio 60, como por
exemplo, nos pontos (z,y) = (0,0) e (z,y) =(40,30).

Pode-se afirmar que apenas os pontos (x,y) que obedecam a relacdo

(L, — L,) < {z° +y* <(L, + L,) podem ser atingidos. Este ¢ um resultado 6bvio ao

observar a geometria do braco rob6tico na Figura 22.
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Figura 22: Modelo geométrico do SCARA Stéaubli TS40

Varios modelos de robos do tipo SCARA de diversos fabricantes, como FANUC,
ABB, Kuka, entre outros, se enquadram na referida condicéo. A vista disso, essa anélise
adicional foi realizada. O modelo SCARA Stéubli T'S40 pode ser observado na Figura

23.
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¥ world

Figura 23: SCARA Staubli TS40

Com base na Equagdo (177), pode-se mapear todos os pontos atingiveis pelo
efetuador do rob6 TS40 com uma tinica configuragdo de juntas.

~8464002” (2* + 3" — 3600)(2” + y* - 160000) = 0 (177)

As solucdes ocorrem quando um dos fatores se anula, isto é: 2° =0 ou
2> +1y° —3600 =0, ou z° +y* — 160000 = 0.

Pode-se observar na Figura 24 que a regiao atingivel pelo efetuador do robé com
uma Unica configuragéo de juntas é descrita pelos pontos pertencentes a uma das duas
circunferéncias com raios iguais a 60 e 400. Isso coincide respectivamente com os limites

interno e externo do volume de trabalho do manipulador robotico SCARA Staubli

TS40.
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-500

| )

Figura 24: Pontos singulares de fronteira para o SCARA Stéubli T'S40

Estes pontos devem ser evitados por conta das singularidades no limite de
volume de trabalho do rob6. O assunto aludido foi abordado com mais detalhes na
Secao 4.2 deste trabalho.

A identificacdo de configuragoes singulares é importante por diversas razoes:

i.  as singularidades representam configuracdes de juntas em que a mobilidade do
manipulador é reduzida, ndo sendo possivel um movimento arbitrario ao
efetuador final;

ii. pequenas velocidades do oOrgdo terminal podem corresponder a grandes
velocidades das juntas nas regioes de singularidade;

iii.  nas singularidades, pequenas forcas e torques do Orgédo terminal podem

corresponder a grandes forgas e torques das juntas.

Nesse sentido, verifica-se a importancia de utilizar o método das Bases de
Grobner para a solugdo da cinemética inversa de um manipulador do tipo SCARA,

uma vez que, ao manipular os polinomios da base gerada, é possivel determinar pontos
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que s6 podem ser atingidos pelo efetuador com uma tinica configuragio de junta. Neste
caso, os pontos devem ser mapeados e evitados.

Para essa familia de manipuladores roboticos, ao utilizar-se a Teoria de Bases
de Grobner, é possivel determinar todas as configuragoes singulares sem a necessidade
de emprego de um método complementar, como o Jacobiano, por exemplo, apresentado
na Secao 4.3.

Ao analisar todo o desenvolvimento matematico desta secdo, resumidamente,
tem-se:

i.  existem exatamente duas solugdes reais (configuragdes de juntas), considerando

L =L, =110, quando z # 0 e (z,y) satisfaz:

7’ + 17 < 220%; (178)
ii. exatamente duas solugdes reais (configura¢des de junta) sdo determinadas,

considerando I, = L, =110, quando (0,y) satisfaz:

-220 < y < 220; (179)
iili.  os pontos (:c, y) que nédo atendem qualquer das opcoes acima, uma vez que estao

fora do volume de trabalho do robd, nao representam solugdes reais que

satisfazem:

z” + 17 > 2207 (180)

iv.  considerando L, > L,, apenas os pontos (:U, y) que satisfacam a condigao

(L, — L,) < {z° +y* <(L, + L,) podem ser atingidos.
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5.3.1 Analise dos resultados obtidos

O robo estudado é um manipulador roboético considerado relativamente simples,
formado por quatro graus de liberdade. Concentrando nos trés primeiros graus de
liberdade, a anélise da geometria do robd tornou o problema mais simplificado e
consequentemente, produziu equagdes menos complicadas de serem manipuladas.

Porém, se o método de Paul com base no algoritmo de Denavit-Hartenberg fosse
aplicado a um brago robotico com seis graus de liberdade, determinar todas as solugoes
possiveis poderia ser um trabalho matematicamente exaustivo. A geometria do brago
do rob6 pode ser complexa, e manipular o modelo cinematico para determinar mais
solugdes pode se tornar uma tarefa exaustiva.

Ao calcular uma base de Grobner para robds do tipo SCARA, é possivel
determinar todas as solugoes possiveis. Em particular, usando a base de Grobner, dado

o ponto (:v;y), pode-se facilmente determinar o ntimero méaximo de configuragoes

geométricas para posicionar o efetuador final do robd e, mais importante, é possivel
descobrir todas as solugoes reais que produzem essas configuragoes.

Desta forma, é possivel determinar todas as configuracdes singulares sem a
necessidade de utilizacdo de um método complementar, como o Jacobiano, por exemplo.
Problemas de instabilidade que normalmente surgem quando os calculos séo executados
por algoritmos numéricos em configuragoes quase singulares ndo ocorrem.

Porém, com relagdo ao custo computacional, faz-se necessario uma anélise mais
minuciosa das equacoes deduzidas nas Secoes 4.2 e 5.2 para obtencdo das varidveis de
junta 6, e 0,.

Dividindo a Equagéo (153), deduzida na Seg&o 5.2, por c¢,, obtido pela (143), 2°

polindmio da base de Grébner gerada na mesma secdo, obtém-se a Equagao (181).
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(y(xQ +y2) + x\/—(x2 + yQ)(ac2 +y° —(2202))),
(:I:(:U2 + y2)-T- y\/—(ar:2 + gf)(gv2 + 9 —(2202)))

Quando s, ¢ isolado a partir de (144), 3° polinéomio da base de Grébner gerada
3

6, = Atan2 (181)

na Se¢ao 5.2, s, ¢ substituido nessa mesma equacdo; e o resultado dessa operacdo ¢
dividido por ¢, isolado em (145), 42 polinémio da base de Grébner gerada nessa mesma

secao, obtém-se a Equacdo (182).

0, = Atan2(i\/—(x2 +y?)(a? g’ - (2202)),(3732 +y? - 2(110)2)) (182)

Observa-se que as Equagdes (181) e (182) oferecem as mesmas solugoes
determinadas pelas equagoes deduzidas na Secédo 4.2 para solugdo da cineméatica inversa
do manipulador SCARA Stéaubli TS20 com base no método de Paul, conforme esperado
para as duas aplicagoes, porém com o mesmo custo computacional.

Pode-se afirmar que, com relagdo ao custo computacional, ndo ha vantagem em
se utilizar a Teoria de Bases de Grobner para solucionar a cinemética inversa de
manipuladores do tipo SCARA. As 129 operagoes de ponto flutuante para gerar a base
de Grobner representam um custo computacional extra. Isso ocorre devido a
simplicidade geométrica desta familia de manipuladores roboéticos.

Pelo aludido motivo, um manipulador robético antropomorfico sera utilizado
como estudo de caso, uma vez que um rob6 com esta geometria tem a sua cinematica
inversa solucionada por meio de equacbes nao lineares, transcendentais e que sao

resolvidas com elevado custo computacional.



6 CINEMATICA INVERSA DO PUMA 560 POR
MEIO DO METODO DE PAUL

O Unimation PUMA (Programmable Universal Machine for Assembly) 560 &
um manipulador robético com seis graus de liberdade e todas as juntas rotativas, ou
seja, ¢ um mecanismo 6R. De acordo com Ghosal (2006), o PUMA 560 ¢ um
manipulador robético antropomorfico visto extensivamente em livros da area, de
instituigoes académicas e de pesquisa.

Segundo Craig (2017), o PUMA 560 é um manipulador robético industrial
antropomorfico  desenvolvido por Victor Scheinman na empresa Unimation.
Inicialmente desenvolvido para a General Motors, o PUMA 560 foi baseado em projetos
desenvolvidos por Scheinman na Universidade de Stanford.

Esse manipulador possui seis graus de liberdade, sendo todas as seis juntas
rotativas. Por esse motivo, ele é classificado com um manipulador 6R. As caracteristicas
dele estéo descritas a seguir.

i.  Alcance méaximo de 878 mm do eixo central ao centro do pulso;
ii.  Massa do brago: 83 kg (aproximadamente);
iii.  Repetibilidade: £+ 0,1 mm;
iv.  Velocidade maxima (manipulagéo de uma carga de 2,5 kg): movimentos em linha

reta de 500 mm/s;

v.  Velocidade maxima (manipulagao de uma carga de 4,0 kg): movimentos em linha

reta de 470 mm/s.

O Unimation PUMA 560 é classificado, quanto a sua geometria, como um
manipulador antropomérfico 6R com pulso esférico, uma vez os seus trés ultimos eixos
se cruzam, permitindo a rotacdo em torno de trés eixos simultaneamente. Pulsos

esféricos (spherical wrists) sdo dispositivos roboticos que desacoplam os movimentos de
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posicionamento e orientagao nos robos manipuladores e sdo necessarios para operagoes

que exigem agilidade do manipulador.

6.1 CINEMATICA DIRETA DO PUMA 560

O Unimation PUMA 560 é representado na Figura 25, com os seus seis sistemas

de referéncia fixados aos elos.

d,

Z4, Y5, 26

Figura 25: Sistemas de referéncia do Puma 560
Fonte: Adaptado de (CHAKRAVARTI e SIVAKUMAR, 2016)
Pode-se observar que o sistema de referéncia {0}, ndo mostrado na Figura 25,
coincide com o sistema de referéncia {1} quando @, é nulo. Nota-se também que para

o manipulador Puma 560, assim como para outros robos industriais, os eixos das juntas
4, 5 e 6 se cruzam em um ponto comum, e esse ponto de interseccao coincide com a

origem dos sistemas de referéncia {4}, {5} e {6} , sendo que os eixos dessas trés juntas

sao mutualmente ortogonais.



Capitulo 6. Cinematica Inversa do PUMA 560 por meio do método de Paul 118

De acordo com Craig (2017), para determinar uma matriz geral de transformagao
T para a solugdo da cinemaética direta do manipulador Puma 560, faz-se necessario

construir uma transformagfio que define o sistema {i} em relagio ao sistema {i—1};
. i—1 . . . N .
dessa forma pretende-se determinar " A,. Ao definir um sistema de referéncia para

cada elo, desmembra-se o problema cinemético em n subproblemas, e com o objetivo
de solucionéa-los, desmembra-se ainda cada subproblema em quatro outros.

Inicialmente, definem-se trés sistemas de referéncia intermediarios {P}, {Q} e
{R} para cada elo do manipulador. Observa-se na Figura 26 que o sistema de referéncia
{R} difere do sistema de referéncia {2 - 1} apenas por uma rotagdo de ¢, ,; o sistema
de referéncia {Q} difere de {R} por uma translacdo q, ,; o sistema de referéncia {P}
difere de {Q} por uma rotagdo 6,; e o sistema de referéncia {2} difere de {P} por uma

translacao d,.

elo,

Figura 26: Localizagdo dos sistemas de referéncia intermediarios {P}, {Q} e {R}
Fonte: Adaptado de (CRAIG, 2017)
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Desta forma, tem-se:

-1 4
A, = Rot,, -Transl,, -Rot,,  Transl,

Cp —Sp 0 a,
89Ca . CoCu, ~Su. 5, 4, (183)
891 Sal_l c@ Sal_l Cocz_l Cal_l d??

0 0 0 1

Todos os parametros cinematicos deste manipulador estao listados na Tabela 4,

em que ¢ representa o niimero da junta.

Tabela 4: Parametros cineméticos do Puma 560

1 o, , (graus) a, , (mm) d, (mm) 0. (graus)
1 0 0 0 6,
2 -90 0 0 o,
3 0 a, d, 0,
4 -90 as d, 0,
5 90 0 0 0,
6 -90 0 0 6,

Apo6s a construgdo de todas as matrizes de transformacio (184) a (189) e
multiplicacdo delas (190), obtém-se a matriz de transformacdo homogénea (191),

solugédo do problema da cinemética direta do manipulador Unimation PUMA 560.

¢ =5 0 O
0 0
04 = @ (184)
0 0 10
0 0 1
¢, =5 00
0 0 10
'A = 185
4 -5, —¢, 0 0 (185)
0 0 01
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c; =83 0 a,
) s ¢ 0 0
_ 186
4 0 0 1 4 (186)
0O 0 0 1
¢, -5, 0 aqa
5 0 0 1 d,
A = (187)
-s, —¢, 0 0
0 0 0
e, —s, 0 O]
0O 0 -1 0
‘A = (188)
ss ¢ 0 0
0 0 0 1
¢, s, 0 0]
. 0 0 10
A = 189
4 —s5 —¢; 0 0 (189)
0 0 0 1]
T = 0A1 (01) ’ 1Az (02) : 2‘43 (03) ) 3A4 (‘94) ’ 4‘45 (65) ) 5A6 (‘96) (190)
nCC OII] al ‘/L‘
. n, o, a, Y (191)
n, o, a, 2
0 0 0 1
Em que as entradas de T séo dadas por:
n, =¢ (023 (04(:5c6 - 5455) - 5235505) +s (54(:506 + c436), (192)
n, =5 (023 (eye565 — 8485) — 8238566) — ¢, (8,656 + €485, (193)
N, = =8y (€,65C5 — 8,85 ) = CayS5Co (194)
0, =¢ (623 (_046586 - 54%) + 8235556) +5 (C4C6 - 540586)7 (195)
0, =5 (023 (—ciCs85 — $46) + 8235586) — ¢, (eye5 — 8,658), (196)
0, = =8y, (—C,C555 — 5,C ) + CoSsS5 (197)
a, =—¢ (0230455 + 52305) — 5,55, (198)

a, = =8 (0236485 + 52365) + C18,5;, (199)
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A, = 5)3C,85 — CoyCs (200)

T =c (a2c2 + a,Cy; — d4523) —d,s,, (201)
Y =5, (a0, + a,cyy — d,s,) + dye, (202)
Z = =4Sy, — UyS, — A,Coy. (203)

De acordo com Wenz e Worn (2007), sdo necessarias 544 operagoes de ponto
flutuante (flop) para a solugdo do problema cinematico direto de um manipulador 6R
com base na matriz (191).

A Tabela 5 ilustra o detalhamento de todas as operagoes matematicas realizadas

para solucao do problema cinematico direto de um manipulador 6R.

Tabela 5: Numero de operagdes para solugio da cinemética direta do PUMA 560

+ — * / cos sen Atan2 J ~2

o4 18 128 0 21 22 0 0 0

Utiliza-se a Tabela 3, apresentada na subsecao 4.4.1, para determinar o niimero

total de operagoes de ponto flutuante para solugéo da cinematica direta do PUMA 560.

6.2 CINEMATICA INVERSA DO PUMA 560

Segundo Craig (2017), para a solugao da cinematica inversa de um manipulador
robotico com seis graus de liberdade, tem-se 12 equacoes e 6 incognitas. No entanto,
entre as 9 equacgoes que surgem da porcao de matriz rotacional de T, somente trés séo

independentes. Estas, somadas as equagoes da porgao de vetor posicdo de T', resultam
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em seis equagdes com seis incognitas. Tais equacdes sao nao lineares, transcendentais,
e que sao resolvidas com elevado custo computacional.

A abordagem sistematica para resolver as equacoes cinematicas, proposta por
Paul (1981), reescreve as equagoes cineméticas diretas de varias maneiras. Desse modo,
ambos os lados da equacgdo matricial da cinematica direta sdo pré e poés-multiplicados
por matrizes de transformacio inversa. Ao fazer isso, sdo produzidas equagoes
equivalentes que possuem as mesmas solugdes. Cada equagdo matricial fornece 12
equacoes nao lineares provenientes das trés principais linhas da matriz. A quarta linha
da matriz é sempre trivial.

O principal problema é encontrar nesse universo, equacgdes adequadas que
possam ser resolvidas analiticamente.

Pretende-se solucionar

S
Q
s

~

Il
<
<
<

= 0A1 (‘91)' 1‘42 (‘92)' 2A:s (93)' 3‘44 (04)' 4A5 (05)' 5‘46 (96) (204)

S
-
s

x
™
IS

3

(.

IS
—_ N e 8

)
=)
=)

e determinar (6,) quando T ¢ dado com valores numéricos.
Reescreve-se (204) colocando a dependéncia de (6,) do lado esquerdo da
equagao, esséncia do método de Paul:
[OAl (91)]7l T = lAz (92) ) 2‘43 (93)' 3A4 (94)' 4A5 (95) ’ 5Aﬂ (‘96)' (205)

Invertendo "4, (6,), a Equagio (205) ¢ reescrita como:

¢c,c s 0 0||n, o, a, =
-5 ¢ 0 0 (n, o a, y
0 0 1 0| n, o, a, 2
0 0 0 1[0 O 0 1

(206)
an, +sn, o, +s80, ca,+sa, CT+S8Y

_lan, —sn, ¢o,—so0, —sa,+ca, cy-—sT| 'A,(0)
= = ),

n 0 a z

z z z

0
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sendo '4;(6,) dado por:

1Aﬁ (91) =4, (‘9 ) 2A3 (93)' A, (‘94) 4A5 (‘95) 5Aﬁ (‘96)
¢ —s 0 0| |cg =83 0 aq ¢, —s, 0 a
0 0 1 0 0 0 0 0 1 d
- B 4 (207)
-s, —¢, 0 0|0 O 1 dy||-s, -, 0 O
0 0 01 0 0 0 1]]0 0 0 1
¢, =8, 0 0|[c¢ -5, 0 0] [ A u @
0 0 -1 0 0 0 1 0] |$ o ¢ 7
S Cy 0| |-s, ¢ 0 0| [ @ & y|
0 0 1 0 0O 0 1] |0 0 0 1
em que as entradas de 'A;(6,) sido dadas por:
=Gy (046566 - 5456) 52355 (208)
G = —=5,6,¢, — ¢, (209)
U = =5, (€,65C5 — 8,55 ) — €355 (210)
A = —Cyy (€4C585 + 8,C5) + 5335556 (211)
O = 5,C:5; — C,Cq, (212)
@ = Sy (€,C58;5 + 8,C5 ) + €S5S, (213)
H = —Cy3C455 — 5y36s, (214)
¢ =55, (215)
= 5530455 — G, (216)
@ = UyCy + yCyy — S, (217)
T =d,, (218)
W = =0y = yS, — A,y (219)

Este método, proposto por Paul (1981), é utilizado com o objetivo de separar as
variaveis em busca de uma equacgao solucionavel.
Igualando os elementos (linha 2, coluna 4) dos dois membros da

Equaggo (206), tem-se:
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-, T+ ¢y =d,. (220)
Para solucionar uma equagdo com esta forma, sdo feitas as seguintes

substituigoes trigonométricas:
T = pc,, (221)
Y= PSy (222)
em que:
p=Ar+y, (223)
¢ = Atan2(y,z). (224)

Substituindo (221) e (222) em (220), obtém-se:
d

€8, = §,C4 = j (225)

Com base na equacgao para diferenga de angulos, tem-se:

sen(¢—6,) = % (226)
P
Dessa forma:
d 2
cos(¢—-6)==[1--=. (227)
P
Com base nas Equacoes (226) e (227), determina-se (228)
2
¢ — 6, = Atan2 ﬁ,i —d%
p p
2 2
- Atan2| &+ [P
p p
2
, TS
= Atan2| =, +
p p
2 2 2
= Atan?2 $7im
p p

Finalmente, 6, pode ser determinado por meio da Equagao (229).
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6, = Atan2(y,z) - Atan2(d3,i +y - d32) (229)

Observa-se na Equagao (229), devido ao sinal de mais ou menos, que duas

solucoes possiveis para 6, podem ser determinadas.
Igualando tanto os elementos (linha 1, coluna 4) quanto os elementos
(linha 3, coluna 4) dos dois membros da Equagao (206), tem-se:
CT+ 8Y = UyCy + UyCoy — Sy, (230)
—2 = AySy5 + A,S, + 0oy (231)
Elevam-se ao quadrado as Equagdes (230), (231) e (220).

2 2 2.2 2 2
€T+ 20,57y +87Y =a, ¢y + 20,a5CC

2 2 2 2 (232)
=250y, S0y + Ay Coy” = 2050050, S0y + d,78yy

2 _ 2 2 2 2 272
25 =0y Sy F 20y055,Sy; + 205Cos, Sy + g Sps F 205C0d, S0 + Coy7d, (233)
¢y’ = 2¢.8,my + 8,°1° =d,° (234)

Somando as equagdes resultantes, obtém-se (235).
¢ 1’ +2cs,70y + 87y + 27 +¢*y° — 2¢,8,2y + 5,77 = a,’c)’

+20,0,C,C5 — 20,Co0, 805 + A3 Coy” — 204C0yd S0y + d,78,5° + 0,78, (235)

+20,048,5y; + 20,Cpqll, 8, + A5°855" + 2045C05d, S0y + Coy d, + d7
Apos algumas simplificagoes, a Equagéo (236) é obtida.
2y +2—a) —a —d} —d}? =2a, (a3 (02023 + 52823) +d, (82623 — 62823)) (236)
A partir deste ponto, ¢,, e s, s@o substituidos respectivamente por (c,c; — s,5;)

e (8,6, + 8,¢,), com o objetivo de produzir a Equagao (241).

A3 | Cy | CCq — 8585 ) + S, | S,C5 + S5C
x2+y2+22—a22—a32—d32—d42=2a2 3(2(23 23) 2(23 32)) (237)

—d, (c2 (3203 + 5302) -5, (0203 — 5,5, ))

2 2
a, (c2 Cy = CySySy + Sy €5 + 025233)
2 +yt+2"—a) —a’ —d —d} = 2a, (238)

2 2
—d, (0252c3 +Cy 8y — €S,y + S, 53)
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2 2
a, (03 (c2 + 5, ) — (55,85 + 023233)

4y +20—a) —a’ —d} —d}? =2a, . (239)
—d, (33 (02 + 5, ) + Cy8,Cq — 023203)

?+yt 42 —a) —a) —d —d? =20, (ac, —dysy) (240)

2 2 2 2 2 2 2
[:v +y +2 —a, —a, —d” —d, j:agc3—d433 (241)

2a,
K =a,c, —ds, (242)
Em que:
K- 4y +20—a) —a’ —d} —d} . (243)
2a,

Pode-se observar que a dependéncia de 6, foi eliminada na Equacdo (241). A

Equagao (242) tem a mesma forma que a Equacio (220) e, portanto, pode ser resolvida
utilizando o mesmo tipo de substituicao trigonométrica para gerar uma solugéo para

0, . Dessa forma, tem-se:
—s,d, + c,a, = K. (244)
Para solucionar uma equagdo com esta forma, sdo feitas as substituicoes

trigonométricas:

d, = Ac,, (245)

a; = A4s,,.

(246)
em que:

A=\d}+a, (247)

@ = Atan2(a,,d,). (248)

Substituindo (245) e (246) em (244), obtém-se:

K
CySp = 53Cp = - (249)
A partir da equacao para diferenca de angulos, tem-se:
K
sen(p—6,)=—. (250)

A
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Desse modo:

A

’ 2 2 2

= Atan2 E,i vy - K
A A

Finalmente, 6, pode ser determinado pela Equagao (253).

0, = Atan2(a,,d,) - Atan2(K,i\/a32 +d} —(K)z)

(251)

(252)

(253)

O sinal de mais ou menos em (253) produz duas solugdes distintas para 6,. A

partir deste ponto, a Equacdo (204) é reescrita de forma que todo o lado esquerdo seja

uma fungéo de apenas termos conhecidos e 6, .

|:2A3 (93 )]_1 I:lAz (‘92)]_1 '[0A1 (‘91)}_1 T = 3A4 (04) ) 4A5 (‘95)' 5A6 (6)6)

c; 85 0 —ayc, ¢ 0 -5, 0
=5, ¢; 0 a,s, -5, 0 —¢, 0O
0 01 -4 ||0 1 0 0
0O 0 0 1 0 0 0 1
¢ s 0 0| |n, o a =
- ¢ 0 0 |n, o a y| ,
0 0 1 0] n, o, a, 2 = (‘97
0 0 0 1[0 O 0 1

(254)

(255)
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g o ¢ T

C e L =7A0)
v oo & Y

0 0 0 1

Em que as entradas de * (0) sao dadas por:

1

*

n cscz 2 an,

x

+5n ) —8,Cy — €38, ) T,

*

A= (50, — 8,8,) (€10, + 5,0, ) + (=856, — €55, ) 0.,

x

*

Ho= (0 =88,

I
)@

ca, + sa, )"' —853Cy — 0352)a
w = (0302 - 5382)(Clx + Sly) + (

— (35, )% ) = GyCs,
9 = (—8362 - 0382)(017% + slny)(—CSc2 + 8352)nz,

*

o =(-s,, — 0332)(0101, + sloy) + (=0, + 858, 0.,

*

¢ = (=80, — 6332)(61% + slay) + (= + 838, )a,

*

T = (—8302 - 0382)(Cl$ + Sly) + (—03C2 + 3382)2 + a,S5,
*
v = Clny —5Nn,,
*
w = Cloy — 5,0,
*
5 - _Slaa: + Cla’y7

t//* =cy—857—d,

sendo *A;(6,) dado por:

A (6) ="A(6))- A (6;)- A (6)
¢, -5 0 a||lc -5, 0 O Cq ss 0 0
0 0 1 4|0 0 -10 0 0 10
“l=s, ¢, 0 0l|s, ¢ 0 0||-s —¢, 0 0
0o o0 0 1}]/0 0 0 1 0 0 01
CiCsCs — 8,85  —C,Cs85 — 5,5 —C,S5 Gy

55Co =555, ¢, d,
—8,CCq — C;Ss  S,Cs8 —C,Cs 8,8, 0

0 0 0 1

(256)

(257)
(258)
(259)
(260)
(261)
(262)
(263)
(264)
(265)
(266)
(267)

(268)

(269)
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Igualando tanto os elementos (linha 1, coluna 4) quanto os elementos
(linha 2, coluna 4) dos dois membros da Equagao (256), obtém-se:

CiCo3 T + 8,Col) — Sg3% — GuCy = Gy, (270)

—C1503T — 8,503y — Cp? + QySy = d,. (271)

Essas duas equagdes podem ser resolvidas simultaneamente para s, e ¢,

resultando em:

_ O80T + 5,830,y — 6T — §,d,Y — 0,657 — G52

S, ) 272
# ¢’ + 28,1y + 57y + 2 (272)
¢, - C,C30,T + 31203321; +¢,0,T + 312a32y + a2233z —d;z ‘ (273)
¢,z + 2087y + 587y +2
Apos algumas simplificagoes, tem-se:
B (—a3 - a203)z - (clx + sly) (d4 - a253) 574
So3 = 2 2 J (274)
2+ (cz+sy)
—d,)z—(a; + +
. (a233 4)z (a3 a,c, )2(clzv sly) . (275)

2
2+ (cz +sy)
Observa-se que os denominadores das duas equagoes sdo iguais e positivos, o que

nos permite obter facilmente uma expressdo para determinagdo da soma de 6, e 6,,

em que 6,, denota a soma 6, +0,.

(—a3 - a2cg)z - (clx + sly)(d4 - a253),J

(276)
(a8, —d,) 2z —(a; + a,ey ) (e,z + 8,)

6,, = Atan2[

A Equagao (276) fornece quatro valores para 6,, de acordo com as quatro
combinacoes possiveis de solugdes para 6, e 6;,. Apoés determinacdo dessas quatro

solugoes para 6,;, os valores de 6, sao obtidos por 6, = 0,, — 6, , ou seja:

(-a, —a,cy)z — (cz + s,y)(d, - agsg),J i
3

(277)
(a8, —d,)z —(a; + a,ey ) (c,z + 5,)

6, = AtanQ(

Dessarte:
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g9 - Atan2[(_a3 —a,c,)z—(cz+sy)(d, - a233),J
) =

(a233 - d4)z - (a3 + a203)(cla: + sly)
Atan2(a,,d,)

Ay +2—a) —a —d} —d} (278)

- 2a, ’

—Atan?2 -
t ot +df - 4y 42 —a) —a’ —d —d]
2a,

Igualando tanto os elementos (linha 1, coluna 3) quanto os elementos (linha 3,

coluna 3) dos dois membros da Equagao (256), tem-se:

,CCyy + Q,8,Coy — .5y = —C,5;, (279)
—a,8 +a,c, = 5,5;. (280)
Considerando que s, # 0, pode-se determinar €, como:
(—azsl + aycl),
0, = Atan?2 (281)

—a,¢, (Cy¢; — 8,85 ) — a,s, (Coe; = 8,8;) + @, (€85 + SuCy ))
Quando s, =0, o rob6 encontra-se em uma configuracao singular, na qual os

eixos das juntas 4 e 6 estéo alinhados e produzem o mesmo movimento do tultimo elo
do manipulador. Nessa situagdo indesejada, apenas a soma ou diferenca dos angulos 6,
e 0, podem ser calculados. Tal situacdo pode ser detectada ao verificar quando os dois
argumentos do (Atan2) na Equagao (281) estdo proximos de zero.

A Equagao (204) é reescrita de forma que todo o lado esquerdo seja uma fungao

de apenas termos conhecidos e 6, .

A 0)] - [Pa@)] ['A@)] ['a@)] -T="4(8)"A(8,) (282)
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c, 0 =-s, -—ay, c; 85 0 —ay ¢, 0 =-s, 0
-s, 0 —¢, a8, s, ¢, 0 ays, -5, 0 -, O
0 1 0 —d, 0 0 1 -d 0 1 0 O
0 0 O 1 0 0 0 1 0 0 0 1
(283)
¢, s 00| |n, o a =
-5 ¢ 0 0 n, o, a Yy .
. = 6
0 0 1 0| |n, o a =2 4(0)
0 0 0 1],0 0 0 1
O I' A O
> I r QF
="A (6. 284
L, e (254)
0 0 0 1

Em que as entradas de ‘A, (9) sao dadas por:

%

D= ((04(:3c2 - 043352)01 + 3451)7%

(285)
+((c40302 —€48,5,) 8, — s4cl)ny + (=850, — €408, ),
I'= ((040302 - 043352)01 + 5451)01, (286)
+ ((040302 - 043332)51 - s4cl)oy + (—043302 - 040332)02,
A= ((040302 - c45352)c1 + 5451)% (287)
+ ((046362 —€48,5,) 8, — 3401)% +(—eu850, — 4058, a,
0= ((040302 — 0,85, )¢, + 8481):13 + ((040302 —€18,5,) 8, — 3401)y (288)
+ (—043302 — €10y, ) Z = AyC,Cy — GyCy + Ay,
X = ((—5403(:2 + 5,88, )¢ + 0451)7% + ((—540302 +8,8,5,) 8, — c4cl)ny (289)
+(345302 + 840382)nz7
IT = ((—340302 +5,8,8,) ¢, + 0431)01, + ((—340302 +5,5,5,) 8, — c4cl)oy (200)
+ (343302 + 5,648, )0,,
Y= ((—540302 +5,8,5,) ¢, + c4sl)al, + ((—340302 +5,8,5,) 8, — €4, )ay (201)
+(84850, + 8,658, )a,
Q= ((—540302 +8,8,5,) ¢, + 0451)33 + ((—540302 +8,5,5,)8, — c4cl)y (202)

+(848302 + 846382)Z + @,5,C5 +Q,8, + d3C4,

E= (_3302 - Cssz)clnx + (_5302 - 0382)81n3/ + (_Cscz + 8382)nz7 (293)
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W= (=856, = 658,) €0, + (=856, — ¢45,) 5,0, + (=3¢, + 555, ) 0., (294)
Z= (—5302 — (38, ) c,a, + (—3302 - 0352)51% + (—0302 +5,8,)a,, (295)
A = (=86, — ¢;8,) 3 + (=8;¢, — 68, ) S,y + (—¢30, + 858, ) 2 + a8, —dy, (296)

sendo 'A;(6,) dada por:

'4;:(6,) = A, (6,)- A (6,)

¢, —s; 0 0 ¢ S 0 0 CCo —C8s —s; 0

0 0 -1 0|0 0 10 s, ¢ 0 0 (297)
- ss ¢ 0 0 . -s5 —¢ 0 0 - 5.6, —5.5 ¢; O]

0 0 0 1 0 0 01 0 0 0 1

Igualando tanto os elementos (linha 1, coluna 3) quanto os elementos (linha 3,
coluna 3) dos dois membros da Equagao (284), tem-se:
a, (¢ (e = 5,8,)c, +5.5,)
+a, (31 (Cye; = 8,85) ¢, — 0184) = —S;, (298)
—a, ((0233 + 3203)04)
a, (—c, (cy8; + 5,65))
+a, (—s1 (cys; + 3203)) =c;. (299)

+a, (—(0203 — 5253))

Desse modo, pode-se determinar 6, como:

a, (c] (Coey — 8085 ) ¢y + 3134)
-| +a, (51 (Coey = 8p85) ¢y — 0154) ,
—a, ((0253 +5,¢) 04)
a, (—01 (€y8; + 8,4 ))
+a, (—s1 (s, + 5203))

+a, (—(0203 - 3253))

0, = Atan2(s;,c;) = Atan2 (300)

A Equagao (204) é reescrita de forma que todo o lado esquerdo seja uma fungao

de apenas termos conhecidos e 6.

[4145 (65 )} ) |:3A4 (94 ):I_l : [2143 (93 )T] ) I:lAz (02 )]

-1 -1

['A8)] T ="4,(8,) (301)
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cc 0 s O c, 0 =-s, -—ay, c; 85 0 —ay
-5 0 ¢ O||-s, 0 —c, as, =8, ¢ 0 ays,
0 -1 0 0 0 1 0 —d 0 0 1 —d,
0 0 0 1j].0 0 O 1 0 0 0 1
¢, 0 -s, 0][¢ s 0 O0][n, o a =
-s, 0 -, 0| |-s, ¢ 0 O |n, o a
b 2 ) 1 A 9 G ) _s Aﬁ ( 96)
0 1 0 O 0 0 1 0f|n, o a =
06 06 0 1[0 0 01 0 0 0 1
YooY Qf
E ¥ Z A 4 (%)
0 0 0 1

Em que as entradas de "A, (9) séo dadas por:

2
R
o = (((656463 — 558, ) ¢y — (50,8, + 3503)52)01 + 055431)7%
+ (((050403 — 58, ) ¢, — (€50,8, + 3503)32)31 — 58, )ny

+(—(C5C403 - 8583)82 - (656483 + 8563)62)712,

F*
= (((050403 - 8553)62 - (C5C483 + 8563)82)61 + G55, )OI
+(((C5C463 - 8583)02 - (656483 + 8563)82)81 - C5S4CI)Oy

-|-(—(C5€403 - 8583)5’2 - (656483 + 5563)62)0z7

*
A = (((050403 — 558, )¢, — (50,8, + 3503)32)01 + 053431)%
+(((C5C463 — 558, ) ¢, — (50,8, + 8563)82)81 — €5, )ay

+(—(Csc403 - 8583)82 - (C5C453 + 8503)02)0,2,

e = (((csc4c3 - 5553)02 - (050453 + 5503)32)01 + 055431):1:
+(((csc4c3 - 3553)02 - (050433 + 3503)52)51 - 055401)y
+(—(c5c4c3 - 5553)52 - (050453 + 5503)02)z
—0,CC,Cy + 0yS:S;, + ascsc, +diess, —d,ss,

Y= (((—550403 - 0553)c2 - (—350453 + 0503)52)01 - 353451)7%
+ (((—s5c4c3 - 0533)02 - (—550433 + 0503)32)51 + s5s4cl)ny

+(—(—s5c403 — €585 )8, — (=85¢,8, + cscg)CQ)nz,

(302)

(303)

(304)

(305)

(306)

(307)

(308)
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I = (((—850403 —58y) €y — (85048, + 0503)52)01 - 555481)01
+(((—s5c403 — €58, ) €y — (=85¢,8; + 0503)32)31 + 355401)% (309)

+ (_ (_550403 — G553 ) Sy~ (_556453 + G563 ) Gy ) 0,

Y = (((—350403 —C585) €y — (85048, + 0503)32)01 - 353431)%
+(((—s5c403 — €585 ) Cy — (=85¢48; + 0503)32)31 + 55,6, )ay (310)
+ (—(—550403 —C585) 8y — (=508, + 05(:3)(:2)(12,

*

Q = (((—350403 — 0553)02 - (—350453 + 6503)82)61 — 353451)90
+(((—s5c403 — 6583)02 — (—550433 + 0503)32)31 + 355401)3; (311)
+(—(—350403 — 0583)82 — (—350453 + 0503)02)2

+0,5,C,Cy + AyCsS; + A35,¢, — ds8:5, —d,Cs,

*

= = ((546302 — 5,535, ) € — G5 ) n,

(312)
+((540302 —5,8,8,) 8, + c4cl)ny +(—5,85¢, — 8,648, )1,
N ((540302 - 848382)61 - 6481)% (313)
+((5403c2 — 5,5,8,) 8, + c4cl)oy + (8,840, — 8,645, )0,
7" ((340302 - 545382)61 - 0481)% (314)
+((54cgc2 — 5,8,8,) 8, + c4cl)ay +(—8,8,¢, — 8,658, ) @,
A = ((s4c3c2 — 5,88, )€, — 0451)3: + ((846302 —5,5,5,) 8, + c4cl)y (315)
H(=8,850 — 8,638, ) 2 — 4,8,¢; — 4,8, — dyc,
sendo °A;(6;) dada por:
¢ —S 0 0
. 0 0 10
A (6,) = . 316
Aﬁ( 6) -s; —¢ 0 0 (316)
0 0 01

Igualando tanto os elementos (linha 3, coluna 1) quanto os elementos

(linha 1, coluna 1) dos dois membros da Equacdo (303), tem-se:

-n, (c1 (Cye; — 5,8,)8, — 8164) -n, (sl (Cye; — 5,8,) 8, + clc4)

, (317)
+n, ((c233 + 5203)34)

S¢ =
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n, ((cl (cats = 5,8,) ¢, + 5,8, ) &5 — ¢, (o8, + 3203)35)
c; = | +n, ((((s1 (cye; — 3233)04) - 0184)65) — 5, (cy8, + 8263)85) . (318)

-n, (c4 (0233 + 3203)05 + (0203 - 5253)35)
Dessa forma, pode-se determinar 6, como:

-n, (c1 (CoCy = 8,85) 8, — 3104) -n, (51 (CoCy — 8,85) 8, + 0104)

+n, ((0283 + 8263)84) ’
6, = Atan?2 n, ((C1 (C2C3 ~ 5583 ) €y + 3154)65 ! (6233 + 3203)35) . (319)
+ny (((81 (0203 - 8253)04) - 0184)C5) -5 (6283 + 82C3)85)

-n, (04 (€y8y + 8,¢5) €5 + (ey0 — 3253)55)

Por conta dos sinais de mais ou menos que aparecem na Equacdo (229) e (253),
elas fornecem quatro solucdes. Porém, ainda existem mais quatro solucoes obtidas
quando o punho do manipulador for rotacionado em 180 graus; ou seja, para cada uma

das quatro solugoes inicialmente encontradas tem-se:

6, =6, +180°, (320)
6,'=-6,, (321)
6,' = 6, +180°. (322)

Resumidamente, a solucdo da cinematica inversa deste manipulador robotico é
dada por (323) a (331).
6, = Atan2(y,z) - Atan2(d37-_|- 4y - d32) (323)

6, = Atan2(a,,d,)

Y+ —a) —a] —d —d}
b
2a,

2

2 2 2 2 2 2 2

r+y +2 —a,—a, —d,” —d
i\/a32+d42—{ Y 2 3 3 4}

324
—Atan?2 (324)

2a,
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0, - Atan2[<-% ~ae)z (e + 5.)(d, - )]
2 (a5, - d4)z —(a; + a263)(01$ +59)
(ﬁ L Y —de
2 ’ (325)
—| Atan2(a,,d,) — Atan 2 o’ +d;
+ _ I2+y2+22—a22—a32_d32_d42 2
2a,
0, = AtanQ((—aq,sl + aycl),(—amclc23 — 0,85y +a, 323)) (326)

3 a, (6162364 + 3154)
0, = Atan2 +a, (3102304 - 0134) —a, (52304) , (327)

(az (—01323) +a, (—51323) +a, (—023 ))

L—nz (168, = 51¢,) =, (8,65, + €16, )j

+1, (8y5,) ,
6, = Atan?2 n, ((0102304 + 3154)05 - c152355) (328)
+n, (((3102304 - 0134)05) - 5152335)

-n, (0452305 + 310230455)

6, =6, +180° (329)
6,' = -6, (330)
6,' =6, +180° (331)

Observa-se que as Equagoes (326), (327) e (328) foram obtidas com base nas
Equagdes (281), (300) e (319), substituindo (c,c; —$,8;) € (€8, +8,¢;) POr Cpy € Sy,
respectivamente. Essas substitui¢cdes foram realizadas por conta da necessidade de se
obter equagdes computacionalmente menos onerosas, ou seja, com O menor numero
possivel de operacoes de ponto flutuante.

O namero de operacoes de ponto flutuante aumenta & medida que o ntimero de
solucdes cineméticas se amplia. Em geral, a cinemética inversa gerada contém varias

solugoes. Conhecer todas as solugoes é ttil para otimizar e verificar um processo de
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planejamento de trajetérias. A ordem dos calculos para determinar todas as oito

configuragoes do Unimation PUMA 560 é representada por intermédio de uma

estrutura em arvore na Figura 27.

Oa1) O51) O6(1)
— O3 021 {
Oa(5) O5(s) Os(s)
Oy H
Ba(2) Bs2) B6(2)
— 93(2) 92(3) *|:
Bao) O5(6) b6(6)
O4(3) O53) Os(3)
— O3 02(2) {
O4(7) O5(7) 867
02y H
Oaca) O5(4) O6(4)
O3 O2(4) {
Oa(s) Os(s) Os(s)

Figura 27: Estrutura em arvore das oito configuragdes cinematicas inversas do PUMA 560

Com o objetivo de mensurar o custo computacional para determinar todas as

configuragbes de junta para posicionar e orientar o efetuador no espago, os seguintes

valores de junta: 0:[0°,0°,0°,0°,O°,0°}, escolhidos arbitrariamente, e demais

parametros nao nulos: a, =432, a, =20, d, =125 e d, = 430, foram substituidos em

(190). Assim, obtém-se (332).

1 0
0 -1
0 0

0 0

-1

452
125
-430
1

(332)
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A partir deste ponto, as Equagoes (192) a (203) s@o reescritas substituindo n,,

a a

2 z ) Y z)

x, y e z pelos respectivos valores da matriz numérica

obtida.

Utiliza-se o MAPLE para determinar todos os valores de 6 =[6,,6,,6,,6,,6,,6;],

que permitam ao robd assumir a configuragéo (posigao + orientagao) dada por (332).
Todos esses resultados foram obtidos por meio do codigo em MAPLE apresentado no
Apéndice D deste trabalho.

A Tabela 6 ilustra o detalhamento de todas as operagoes matematicas realizadas

para solucao deste problema, angulo a angulo.

Tabela 6: Numero de operagdes para solugdo da cinematica inversa do PUMA 560, angulo a
angulo, por meio do método de Paul

Angulo Adicao Multiplicagéao Diviséao Funcéo
O 0 0 0 0
Oy 1 1 0 1
Oy 77 134 5 105
Oy 76 134 5 105
Ors) 78 135 5 106
Ora 78 135 5 106
O 0 0 0 0
Os0) 1 1 0 1
Oi) 0 0 0 0
O 0 0 0 0
O 0 0 0 0
0 0 0 0 0
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Angulo Adicao Multiplicagao Diviséo Funcéo
Oy 0 1 0 0
Oyr) 0 0 0 0
Ois) 0 1 0 0
‘95(1) 0 1 0 0
Os5) 80 142 5 113
05 81 142 5 113
O: 80 142 5 113
Os5) 0 1 0 0
Os6) 81 142 5 113
O 80 142 5 113
Os ) 81 142 5 113
Oy 8 12 1 12
Oy ) 264 469 21 376
Os ) 265 469 21 376
Os 1) 264 469 21 376
Oss) 8 13 1 12
Oso) 265 469 21 376
Osr) 265 469 21 376
Oss) 265 469 21 376

De acordo com os dados de desempenho computacional mensurados por meio do
MAPLE, sado necessarias 34402 operagoes de ponto flutuante (2398 adigdes, 4236
multiplicagdes, 178 divisdes e 3382 fungdes) para a solu¢do do problema cinemético
inverso deste manipulador (determinagio das oito configuragoes de juntas) utilizando

as equacoes deduzidas nesta se¢do com base no método de Paul.
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Pode-se observar na Tabela 7 as oito configuragdes de junta distintas, nimero

maximo de configuragdes para esse manipulador.

Tabela 7: Configuragoes de juntas do Puma 560 (em radianos) obtidas com base no método
de Paul

6, (radianos) 6, (radianos) 0, (radianos) 6, (radianos) 6; (radianos) 6 (radianos)

-2,6020 3.1416 -3,0486 3,1416 0,092956 0,53961
-2,6020 3,1416 -3,0486 0 -0,092956 -2,6020
0 0 0 0 0 0
-2,6020 1,6207 0 0 -1,6207 -2,6020
-2,6020 1,6207 0 3,1416 1,6207 0,53961
0 1,5209 -3,0486 0 1,5277 0
0 1,5209 -3,0486 3,1416 -1,5277 3,1416
0 0 0 3,1416 0 3,1416

Foi utilizado o método de Paul (1981) como um segundo algoritmo para resolver
o problema da cinematica inversa dos manipuladores robéticos estudados, porém outros
métodos, computacionalmente mais caros, poderiam ser utilizados, por exemplo: vetores
screw, simbolico, andlise da posicao zero, Newton-Raphson, pseudoinversa, integragao
das velocidades, entre outros.

Existem varios critérios de deciséo possiveis para escolher uma entre todas as
solugdes encontradas, por exemplo, a mais proxima da configuracdo atual, o caminho
mais curto para o alvo e a minimizacdo de energia e tempo. A area de movimento
articular mecanicamente limitada também é considerada. Além disso, existe a
possibilidade de zero solucgées, é o caso quando o ponto que deve ser atingido encontra-
se fora do volume de trabalho ou dentro do volume de trabalho, mas deve ser atingido

em uma orientagdo impossivel.
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Como este trabalho visa comprovar que, ao utilizar a Teoria de Bases de
Grobner, o custo computacional para determinar a solugdo da cinematica inversa de
manipuladores seriais antropomorficos é reduzido consideravelmente, a cinematica
inversa do manipulador antropomorfico PUMA 560 seré solucionada por meio da Teoria

de Bases de Grébner, no Capitulo 7.



7 CINEMATICA INVERSA DO PUMA 560 POR
MEIO DA TEORIA DE BASES DE GROBNER

Devido a configuragdo geométrica desta familia de manipuladores, nao foi

possivel representar os movimentos das seis varidveis de junta no sistema xyz
utilizando o ponto (z;y;z) para representar o efetuador final no espago tridimensional.

Dessa forma, a modelagem do problema nao pode ser feita com equagdes polinomiais
simples que descrevam o comportamento dos angulos de junta, como foi possivel para
o manipulador do tipo SCARA na Secao 5.1.

Para o manipulador PUMA 560, pretende-se determinar todas as configuragoes
de junta para posicionar e orientar o efetuador do manipulador robo6tico no espaco,
esséncia da cinematica inversa.

Guzman-Giménez, et al. (2020), apresentaram um procedimento sisteméatico
para solucdo do problema da cinemética inversa de sistemas roboéticos de cadeia aberta
nao redundantes utilizando a Teoria de Bases de Grobner, apds solugdo da cinematica
direta com base no algoritmo de Denavit-Hartenberg. Os autores também utilizaram
como exemplo o robd antropomérfico Unimation PUMA 560, porém eles se restringiram
as trés primeiras juntas do manipulador robdtico, desconsiderando as trés juntas
responsaveis pela orientacdo do efetuador do robd antropomorfico.

Quando a anéalise cineméatica é limitada as juntas 6,, 6, e 6,, é possivel
determinar os valores dessas variaveis para atingir um ponto (x;y;z), porém sabe-se
que ¢ extremamente necessario determinar os valores das juntas 6,, 6, e 0,

responsaveis pela orientagéo do efetuador no espaco tridimensional. A determinacao de

todas as variaveis de juntas de um manipulador antropomoérfico é fundamental em
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diversas aplicagoes da Robotica Industrial, por exemplo: soldagem, pintura,
movimentagdo de cargas, montagem, entre outros.

Com o objetivo de analisar a eficiéncia computacional para solugéo do problema
da cinematica inversa de robos antropomorficos utilizando a Teoria de Bases de
Grobner, dois casos serdo estudados: o 12 caso utilizardA a mesma matriz de
transformacdo homogénea (332) usada na Sec¢do 6.2 para determinagdo das oito
configuracoes de juntas pelo método de Paul; no 2° caso, uma matriz de transformacio
homogénea obtida por um novo conjunto de variaveis de juntas serd utilizada com o
objetivo de confirmar a eficiéncia computacional para a solugdo da cinemética inversa

ao utilizar a Teoria de Bases de Grobner.

7.1 CINEMATICA INVERSA DO PUMA 560 (12 CASO)

Para atender a este objetivo, sdo substituidos arbitrariamente os seguintes

valores de juntas: € = [O°,0°,O°,0°,O°,O°}, e demais parametros nao nulos: a, =432,
a, =20, d;, =125 e d, = 430 em (190), exatamente conforme realizado na Segéo 6.2.

A partir deste ponto, as equagdes (192) a (203) sdo reescritas substituindo n,,

a a a

> @, T,y e z pelos respectivos valores da matriz numérica

o9
obtida, exatamente igual & matriz (332). Todos esses 12 polindmios, adicionados aos 6
polindémios obtidos por meio da relagao trigonométrica fundamental para cada varidvel
de junta, sdo utilizados para gerar uma base de Groébner utilizando a ordem
lexicografica ¢y = s3> ¢, =8, =¢c, =8, >¢Cy =8, = ¢y =8, > ¢, =5, seguindo a ordem
para determinagdo das variaveis de juntas determinada pelo método de Paul. O codigo
em MAPLE para determinacdo da base, com suas respectivas saidas, pode ser

visualizado no Apéndice E deste trabalho.
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Foram utilizados os mesmos valores atribuidos arbitrariamente no Capitulo 6, e
todos os algoritmos foram executados no mesmo software de Computagao Algébrica,
com o objetivo de comparar a eficiéncia computacional para solug¢do do problema da
cinematica inversa utilizando o método de Paul e a Teoria de Bases de Grébner.

Com a realizagdo de 65 operagdes de ponto flutuante (25 adigdes e 40

multiplicagdes), a seguinte base de Grébner contendo 13 polinémios é obtida:

g, = 2199295, +113000s,, (333)

g, = 125¢, — 4525, — 125, (334)

g, = 18538, +172s,, (335)

g, = 2c, —43s, — 2, (336)

g, = 40752843755, + 189138945, + 97301005, + 104694500s,, (337)

g, = 24325250c, — 2489968755, — 497039545, — 24325250, (338)

G, = 5,5, (339)

Js = 5,5, (340)

gy =c’+s’ -1, (341)

Gy, = 47504664c,s,s, — 47284735¢,s, + 261819000c,s, + 24325250s;, (342)

g, = —510675138s;s, + 12162625¢, — 248519775, — 125388000s, — 12162625, (343)

Gy =—C,8, + 8, + S, (344)

9,3 = —452¢,s, —125¢, + 125¢;. (345)

Wang, Hang e Yang (2006) também apresentaram uma solu¢io para a
cinematica inversa de um manipulador serial 6R utilizando a Teoria de Bases de
Grobner, produzindo uma base de Grobner com 72 polindmios por meio do método de
solugdo da cinemética de mecanismos proposta por Duffy e Crane (1980). Como o
método seguido pelos autores nao é comparado com nenhum outro, a sua eficiéncia

computacional ndo pode ser confirmada.
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Para encontrar todos os valores de 6 = [6’1, 6,.6,,0,,0., 06] , que permitam ao robo

assumir a configuragdo dada por (332), utiliza-se o comando Solve do MAPLE.
Em um total de 409 operagdes de ponto flutuante (25 adigdes, 40 multiplicagoes
e 43 fungoes), obtém-se oito configuragdes de junta distintas, exatamente iguais as

configuragdes determinadas na Secao 6.2, conforme pode-se observar na Tabela 8.

Tabela 8: Configuragdes de juntas (em radianos) do Puma 560 obtidas por meio da Teoria de
Bases de Grobner

6, (radianos) 6, (radianos) 0, (radianos) 6, (radianos) 6 (radianos) 6 (radianos)

-2,6020 3,1416 -3,0486 3,1416 0,092956 0,53961
-2,6020 3,1416 -3,0486 0 -0,092956 -2,6020
0 0 0 0 0 0
-2,6020 1,6207 0 0 -1,6207 -2,6020
-2,6020 1,6207 0 3,1416 1,6207 0,53961
0 1,5209 -3,0486 0 1,5277 0
0 1,5209 -3,0486 3,1416 -1,5277 3,1416
0 0 0 3,1416 0 3,1416

O codigo em MAPLE para determinagao das oito solugdes, com suas respectivas
saidas, encontra-se no Apéndice F deste trabalho.

Todas as solugdes encontradas no Capitulo 6, utilizando o método de Paul para
solugdo da cinemaética inversa do manipulador PUMA 560, foram determinadas pelo
MAPLE realizando 34402 operagoes de ponto flutuante.

Com o objetivo de validar os resultados obtidos, pode-se observar que, na Tabela
9, onde todos os dngulos da Tabela 8 foram convertidos em graus, a linha em destaque

contém os valores das juntas 6 = [0°,0°,0°,0°,0°,0°} utilizados para construir a matriz

de transformacao T utilizada neste caso.
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Tabela 9: Configuragoes de juntas (em graus) do Puma 560 obtidas por meio da Teoria de
Bases de Grobner

6, (graus) 0, (graus) 0, (graus) 0, (graus) 0, (graus) 0; (graus)
-149,084 180,000 174,672 180,000 5,325 30,917
-149,084 180,000 174,672 0 5,325 -149,084
0 0 0 0 0 0
-149,084 92,859 0 0 -92,859 -149,084
-149,084 92,859 0 180,000 92,859 30,917
0 87,141 -174,672 0 87,530 0
0 87.141 174,672 180,000 -87,530 180,000
0 0 0 180,000 0 180,000

Adicionando as 65 operacoes de ponto flutuante para obtencdo da base de
Grobner ao niamero de flop para obtengao das oito configuragoes de junta distintas por
meio da base de Grobner gerada (409 flop); obtém-se 474 operagoes de ponto flutuante.
Pode-se observar que, para este conjunto de configuracoes, houve uma reducao de 34402
para 474 do numero de operagoes de ponto flutuante realizadas para a solucdo do
problema cinematico inverso.

Pode-se observar na Tabela 10 o detalhamento do niimero de todas as operagoes
matematicas realizadas e do nimero de operagoes de ponto flutuante necessarios para

solucéo da cinemética inversa deste manipulador por meio dos dois métodos analisados.



Capitulo 7. Cinematica Inversa do PUMA 560 por meio da Teoria de Bases de Grébner 147

Tabela 10: Dados de desempenho computacional para solugdo da cinematica inversa do
manipulador Puma 560 por meio dos dois métodos

Operagoes de Ponto
Meétodo Operagoes Matematicas
Flutuante
Adicao 2398
Multiplicagéo 4236
Paul 34402 flop
Divisao 178
Funcao 3382
Adigao 25
Multiplicagao 40
Geracao da Base 65 flop
Diviséo 0
Teoria de
Funcao 0
Bases de
Adigao 25
Grobner
Determinacao das | Multiplicacao 40
409 flop
Solugoes Diviséao 0
Funcao 43

Com base nos dados apresentados na Tabela 10, observa-se que o nimero de
operacoes matematicas foi reduzido consideravelmente, e essa redugdo produziu uma
diminui¢do do ntimero de operacoes de ponto flutuante para determinacao de todas as
solucoes.

Com o objetivo de confirmar a eficiéncia computacional para a solugdo da
cinematica inversa de manipuladores robéticos antropomorficos utilizando a Teoria de
Bases de Grébner, uma nova configuracaio de juntas para o manipulador

antropomo6rfico Unimation PUMA 560 sera analisada na Segéao 7.2.
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7.2 CINEMATICA INVERSA DO PUMA 560 (22 CASO)

Considerar-se-4 neste 2° caso, uma matriz de transformacio homogénea obtida
por meio de um novo conjunto de varidveis de juntas arbitrarias.
Sdo substituidos arbitrariamente os seguintes valores de juntas:

o :[—150°,90°,O°,180°,90°,30°], e demais parametros ndao nulos: a, =432, a, =20,
d, =125 e d, =430 em (190), matriz de transformacgio homogénea determinada no

Capitulo 6. Por conseguinte, determina-se a matriz (346).

1 0 0 1275+215\/§

1253

T=0 -1 0 215-—2= (346)
0 0 -1 —452
0 0 0 1

Estes mesmos valores, atribuidos neste caso, foram substituidos nas equagoes,
deduzidas na Secdo 6.2, para a solugdo da cinemética inversa desse manipulador por
meio do método de Paul.

Utiliza-se o MAPLE para determinar todos os valores de 6 =[6,,6,,6,,6,.6;,6;],

que permitam ao rob6 assumir a configuragdo (posigao + orientagdo) dada por (346).
Todos esses resultados foram obtidos pelo codigo em MAPLE apresentado no Apéndice
G deste trabalho.

A Tabela 11 ilustra o detalhamento de todas as operagdes mateméticas

realizadas para solucéo deste problema, angulo por angulo.
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Tabela 11: Numero de operagdes para solu¢do da cinemética inversa do PUMA 560 por meio
do método de Paul — 2° Caso

Angulo Adicao Multiplicagdo Divisao Fungéo
Oy 7 12 1 12
O)2) 8 12 1 12
Oy 11 20 0 12
Oy 91 161 5 125
Ors) 92 161 5 125
Or) 92 161 5 125
Oy 10 19 0 12
Oy 11 19 0 12
1) 0 0 0 0
O, 0 0 0 0
Oy 0 0 0 0
O,4) 0 0 0 0
O 0 1 0 0
Oy6) 0 1 0 0
O,r) 0 0 0 0
Ous) 0 1 0 0
O 0 1 0 0
O:0) 80 142 5 113
0.5 81 142 5 113
0;) 80 142 5 113
O:5) 0 1 0 0
Os6) 81 142 5 113

O 80 142 5 113
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Angulo Adicao Multiplicagao Diviséo Funcéo
O:s) 81 142 5 113
Osn) 8 12 1 12
Oso) 264 469 21 376
Oss) 265 469 21 376
Os sy 264 469 21 376
Oss) 8 13 1 12
Osts) 265 469 21 376
Osr) 265 469 21 376
Oss) 265 469 21 376

De acordo com os dados de desempenho computacional mensurados por meio do
MAPLE, s@o realizadas 34514 operagoes de ponto flutuante (2409 adigoes, 4261
multiplicagdes, 175 divisdes e 3393 fungdes) para a solu¢io do problema cinemético
inverso deste manipulador utilizando as equagdes deduzidas na Segao 6.2 pelo método
de Paul.

Pode-se observar na Tabela 12 as oito configuracoes de junta distintas, ntimero

maximo de configuragdes para esse manipulador.
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Tabela 12: Configuragdes de juntas do Puma 560 (em radianos) obtidas por meio do método
de Paul — 22 Caso

6, (radianos) 6, (radianos) 0, (radianos) 6, (radianos) 0; (radianos) 6 (radianos)

-2,6180 1,5708 0 0 -1,5708 -2,6180
-2,6180 1,5708 0 3,1416 1,5708 0,52361
-2,6180 3,0917 -3,0486 3,1416 0,043080 0,52361
-2,6180 3,0917 -3,0486 0 -0,043080 -2,6180
-0,042214 1,5708 -3,0486 0 1,4778 -0,042211
-0,042214 1,5708 -3,0486 3,1416 -1,4778 3,0994
-0,042214 0,049876 0 0 -0,049871 -0,042211
-0,042214 0,049876 0 3,1416 0,049871 3,0994

A partir deste ponto, as Equagoes (192) a (203) s@o reescritas substituindo n,,

a a

.» 4, 0, T,y e z pelos respectivos valores da matriz numérica
obtida. Todos esses 12 polinémios, adicionados aos 6 polindmios obtidos por intermédio
da relacéo trigonométrica fundamental para cada variavel de junta, sdo utilizados para
gerar uma base de Grobner utilizando a ordem lexicografica
Co ™8 > Cs =85 =€y =8, = Cy =8, >=C3 =8, >=¢, =8 . O codigo em MAPLE para
determinacédo da base, com suas respectivas saidas, pode ser visualizado no Apéndice
H deste trabalho.

Todos os algoritmos foram executados no mesmo software de Computagéo
Algébrica, com o objetivo de comparar a eficiéncia computacional para solucao do
problema da cinemética inversa utilizando o método de Paul e a Teoria de Bases de
Grdébner.

Com a realizacio de 466 operagoes de ponto flutuante (46 adigdes, 100

multiplicagdes e 40 fungdes), a seguinte base de Grobner contendo 12 polindémios é

obtida:
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g, = 8600+/3s, + 320845, + 4300~/3 + 25005, — 6771,
g, = -80214/3s, —1250~/3 + 5521¢, — 86005, — 4300,
g, = 1853s,> +172s,,

g, =2c; —43s, — 2,

g, = 18578641250s,5,/3 + 862257500~/3s, + 9289320625+/3s,

+63910525900s,s; + 4311287504/3 + 2966165800s, + 2148795284s,
+9959875000s; - 665712384,

g = —226593250\/§s1 —113296625+/3 + 537198821c, — 779480780s,
—5780183345s, — 389740390,

G; =8y,

2

gs=¢, —1

g = 433134000¢,5,5,+/3 — 431128750s,¢4+/3 + 216567000¢,5,/3

+1489980960¢, 5,5, — 215564375+/3¢, — 1483082900s,c, + 118212648483,
+332856192¢, + 10743976425,

g, = —46561905005,5,~/3 — 226593250+/3s, — 2328095250~/3s,

—-16017295320s,s, — 11329662543 + 537198821c, — 779480780s,
—2226636864s, — 389740390,

g = G5 t S,

1, = —8021s,¢,~/3 — 1250~/3¢, — 8600s,c, — 4300¢, + 5521¢;.

(347)
(348)
(349)

(350)

(351)

(352)

(353)

(354)

(355)

(356)

(357)

(358)

Para encontrar todos os valores de 6 =[6,,6,,6,,6,,6,,6;], que permitam ao robo

assumir a configuragdo dada por (346), utiliza-se o comando Solve do MAPLE.

Em um total de 954 operagoes de ponto flutuante (46 adigoes, 100 multiplicagoes

e 101 fungoes), obtém-se oito configuragoes de junta distintas, exatamente iguais as

configuragoes determinadas nesta se¢ido (Tabela 12), conforme pode-se observar na

Tabela 13.
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Tabela 13: Configuragdes de juntas (em radianos) do Puma 560 obtidas por meio da Teoria

de Bases de Grobner — 2° Caso

6, (radianos)

6, (radianos)

0, (radianos)

0, (radianos)

0, (radianos)

6; (radianos)

-2,6180
-2,6180
-2,6180
-2,6180

-0,042214

-0,042214

-0,042214

-0,042214

1,5708
1,5708
3,0917
3,0917
1,5708
1,5708

0,049876

0,049876

0
0
-3,0486
-3,0486
-3,0486
-3,0486
0
0

0
3,1416
3,1416

0

0

3,1416

3,1416

~1,5708
1,5708
0,043080
-0,043080
1,4778
-1,4778
-0,049871

0,049871

-2,6180
0,52361
0,52361
-2,6180

-0,042211

3,0994

-0,042211

3,0994

O codigo em MAPLE para determinagao das oito solugdes, com suas respectivas

saidas, encontra-se no Apéndice I deste trabalho.

Utilizando o método de Paul, todas as oito solugdes foram calculadas pelo

MAPLE, sendo necessario a realizacdo de 34514 operacoes de ponto flutuante para

determinagéo das oito configuragoes de juntas distintas.

Pode-se observar na Tabela 14, em que todos os angulos da Tabela 13 foram

convertidos em graus, que a linha em destaque contém os valores das juntas

0= [—150°,90°,0°,180°,90°,30°] , utilizados para construir a matriz de transformacao T

utilizada neste caso.
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Tabela 14: Configuragoes de juntas (em graus) do Puma 560 obtidas por meio da Teoria de

Bases de Grobner — 22 Caso

6, (graus) 0, (graus) 0, (graus) 0, (graus) 0, (graus) 0; (graus)
-150,000 90,000 0 0 -90,000 -150,000
-150,000 90,000 0 180,000 90,000 30,000
-150,000 177,141 -174,672 180,000 2,468 30,000
-150,000 177,141 -174,672 0 -2,468 -150,000
-2,418 90,000 -174,672 0 84,671 -2,418
-2,418 90,000 -174,672 180,000 -84,671 177,582
-2,418 2,857 0 0 -2,857 -2,418
-2,418 2,857 0 180,000 2,857 177,582

Adicionando as 466 operacoes de ponto flutuante para obtencio da base de

Grobner, ao niimero de flop para obtencéo das oito configuragdes de junta distintas por

meio da base de Grébner gerada (954 flop); obtém-se 1420 operagoes de ponto flutuante.

Pode-se observar que, para esse conjunto de configuracoes, houve uma redugéo de 34514

para 1420 do ntimero de operagdes de ponto flutuante realizadas para a solugdo do

problema cinematico inverso.

Na Tabela 15, pode-se observar o detalhamento do ntimero de todas as operacoes

mateméticas realizadas e do niimero de operagoes de ponto flutuante necessérios para

solucdo da cinemética inversa deste manipulador por meio dos dois métodos analisados.
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Tabela 15: Dados de desempenho computacional para solugdo da cinematica inversa do
manipulador Puma 560 por meio dos dois métodos — 2° Caso

Operagoes de Ponto
Método Operagoes Matematicas
Flutuante
Adicao 2409
Multiplicagdo 4261
Paul 34514 flop
Divisao 175
Funcao 3393
Adigao 46
Multiplicagdo 100
Geracao da Base 466 flop
Diviséo 0
Teoria de Bases Funcao 40
de Grobner Adigao 46
Determinacao das Multiplicagéo 100
954 flop
Solugoes Diviséao 0
Funcao 101

Com base nos dados apresentados na Tabela 15, pode-se observar que, mesmo
considerando uma matriz de transformacgao homogénea obtida a partir de um conjunto
de variaveis de juntas n&do nulas, o ntimero de operagdoes matematicas foi reduzido
consideravelmente. Essa diminuicdo pode ser justificada pela reducdo do ntmero de
fungoes utilizadas pelo segundo método, reducéao ocorrida devido ao fato de se trabalhar
apenas com equagoes polinomiais quando uma base de Grébner é utilizada.

A ordem lexicografica (359) foi utilizada originalmente para gerar as bases de

Grobner utilizadas nos dois casos analisados.
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Co > S > Cs > 8 > Cy > 8, > Cy > 8, > C3 > 83 > ¢ > 8 (359)

A titulo de experimentacao, duas novas bases de Grobner, uma para cada matriz
de transformacdo homogénea utilizada nos dois casos analisados, foram geradas com
base na nova ordem lexicografica (360).

CL > 8 > Cy > 85 > Cy =8y > C, > 8, > Cs > 8 > Cg > S (360)

Os codigos em MAPLE para determinagdo destas novas bases, com suas
respectivas saidas, podem ser visualizados no Apéndice J deste trabalho. Observa-se,
por meio das saidas apresentadas pelo MAPLE, que essa nova ordem produz bases
maiores, exigindo maiores esforcos computacionais.

As oito solugoes para cada caso, exatamente iguais as determinadas pela ordem
lexicografica inicialmente escolhida, também sdo determinadas pelo MAPLE.

Pelos dados de desempenho computacional apresentados no Apéndice J, observa-
se que o numero de operagoes de ponto flutuante para determinacao das oito solucoes
s@o relativamente proximos, porém, quando o custo total (geragdo da base de Grébner
+ determinagdo de todas as configuragoes de juntas) é analisado, dados apresentados
na Tabela 16, constata-se que a ordem lexicografica inicialmente escolhida é a melhor
op¢do para os dois casos avaliados, uma vez que o custo computacional total é
aproximadamente 51,92% menor no 1° Caso e, aproximadamente 38,95% menor no 2°

Caso.

Tabela 16: Comparacio do desempenho computacional para solugdo da cineméatica inversa do
manipulador Puma 560 utilizando ordens lexicograficas distintas para os dois casos estudados

Ordem lexicografica 19 Caso 29 Caso

Co ™ S 7 Cy ™85 > Cy 8, > Cy =8, >Cy > 8, >C > 5 474 flop 1420 flop

CL 78 > Cyg 8 > Cy =8 > Cy =8, > Cy ™8 > Cy > S 986 flop 2326 flop
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Por conseguinte, pode-se identificar que, por meio dos dados de desempenho
computacional obtidos, a melhor ordem lexicografica a ser utilizada é aquela que inicie
partindo das variaveis de juntas mais proximas do efetuador final até a base do
manipulador, seguindo a ordem para determinacgéo das varidveis de juntas determinada
pelo método de Paul. Ou seja, para o manipulador Unimation PUMA 560, tem-se

Co ™85 = Cs =8, >=C, =8, = Cy =8, >=C3 =8 > ¢ =8 como sendo a ordem lexicogréfica

que deve ser preferencialmente adotada. Todos os cédigos, com suas respectivas saidas
que confirmam essa afirmagéo, podem ser visualizados neste mesmo Apéndice J.

A eficiéncia computacional ao se utilizar o método da Teoria de Bases de
Grobner para a solucido da cinemaética inversa de manipuladores antropomorficos pode
ser questionada devido ao fato do manipulador PUMA 560 possuir trés eixos que se
cruzam em seu pulso, o que permite o desacoplamento do problema da cinemética
inversa em dois subproblemas: um de posicionamento e outro de orientacgao,
procedimento conhecido como método do desacoplamento de Pieper, mencionado na
Secao 2.2.

Essa caracteristica geométrica implica em uma redugao do esforco computacional
para a determinagdo de uma base de Grébner, bem como para obtencao de todas as

configuracoes de juntas, uma vez que existem apenas dois parametros d, diferentes de

Zero.
Com o objetivo de ilustrar o alcance do método da Teoria de Bases de Grobner,
considerar-se-4 um manipulador 6R com pulso néo esférico. A cinematica inversa deste

manipulador sera resolvida por meio de uma base de Grobner na Secao 7.3.
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7.3 CASO ESPECIAL: MANIPULADOR 6R COM PULSO NAO ESFERICO

Segundo Ghosal (2006), para manipuladores onde trés eixos consecutivos nao se
cruzam, os calculos necessarios para resolver o problema da cinematica inversa sao
muito mais complexos.

Com o objetivo de confirmar a eficiéncia computacional para a solugdo da
cinemética inversa de manipuladores robdticos antropomorficos utilizando a Teoria de
Bases de Grobner, a partir deste ponto, serdo determinadas todas as configuragoes de
juntas de um manipulador 6R com pulso nao esférico.

Todos os parametros cineméticos deste novo manipulador estdo listados na

Tabela 17, em que ¢ representa o ntimero da junta.

Tabela 17: Parametros cinematicos de um manipular 6R com pulso nao esférico

0 o, , (graus) a, , (mm) d, (mm) 0. (graus)
1 0 0 0 0,
2 -90 0 0 0,
3 0 a, d, A
4 -90 ay d, 0,
5 90 0 d; 0,
6 -90 0 0 0y

Diferentemente da Tabela 4, é notado na Tabela 17 a presenca de um terceiro

parametro d,, identificado como d; .
Apos a construgdo de todas as todas as matrizes de transformagao (361) a

(366), e multiplicagao delas (367); obtém-se a matriz de transformagdo homogénea

(368), solugao do problema da cinematica direta deste manipulador.
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Vo)

&

O
o = O O
_ o O O

1 0
0 O

¢, =5 00

1y 0 0 10
- -s, —¢, 0 0

0 0 01

c; =8, 0 a,

1y - s ¢ 0 0
0 0 1 d

0 0 0 1
e, -5, 0 a
iy - 0 0 1 4,
-s, —¢, 0 O

10 0 0 1

¢, —s, 0 0
iy 0 0 -1 d;
o ss ¢ 0 O
10 0 0 1

g =8 0 0

Y - 0 0 10
l-s, —¢, 00

0 0 01

nx OIK afl' iy
n, o, a, 2
0 0 0 1

Em que as entradas de T séo dadas por:
n, = (((e66; — 1883)e, + 818,)65 + (—€1685 = €,655,)85)C

—((cie0¢5 = €,5,84)8, — 8,¢,)5,

(361)

(362)

(363)

(364)

(365)

(366)

(367)

(368)

(369)
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n,= (((020331 - 518253)04 - 6134)65 + (_023153 — 38,5, )85)06 (370)
_( (020331 = 815,53 )54 +c¢cy )86?
n, = ((_6253 — G35, )0405 + (_0263 +5,8,)5; )Cﬁ - (_0253 — G35, )54567 (371)
0, = —(((c,¢,5 = €,8,85)c, + 8,8, )c5 + (—€,C,85 = €,C45,)85)5; (372)
_( (01C263 (15553 )54 — 56 )667
0, = ~(((caCy8) = 818585)C4 = €,5,)C5 + (—C15,85 — €45,5,)5;)5; (373)
_( (020351 — 515553 )54 + ¢y )667
0, = —((=Cy85 = €38,)C,C5 + (CoC5 + 5,85)8; )85 — (—Cy85 — €45,)8,C, (374)
a, = _((010203 — (5,53 )e, + 5,5, )55 + (_610253 — G35,y )05, (375)
a, = _((020351 — 51553 )e, = 6154)55 + (_625153 — 63515 )657 (376)
a, = —(—C,8; — €;5,)C, 85 + (—CyCy + 8,8, )Cs, (377)
T = (—(6162(23 - 013253)54 + 5104)d5 + (010263 - 015253)% (378)
+(_Clc253 - 010352)d4 +¢,6,0, - 8,ds,
y= (_(620331 - 815253)34 - 0164)d5 + (020351 - 515253)a3 (379)
+(=¢,8,8; = €45,8,)d, + 5,¢,a, + ¢ds,
2= (=085 = €48,)8,d5 + (—Cy8y — €38, )y + (—CyC5 + 5,8,)d, — 5,0, (380)
Sdo  substituidos arbitrariamente os seguintes valores de junta:

0= [0°,0°,0°,O°,0°,0°], e demais pardmetros néo nulos: a, =432, a, =20, d, =125,

d, =430 e d, =20 em (367).

Foram utilizados os mesmos valores atribuidos aos parametros a,, a,, d, e d,

do manipulador PUMA 560. Dessarte, determina-se a matriz:

1 0 0 452
0 -1 0 105
0 0 -1 -430]
0 0 0 1

(381)

Este exemplo servird para comprovar que o método da Teoria de Bases de

Grobner é uma solugdo computacionalmente vidvel para a solucdo da cinemaética
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inversa de manipuladores robéticos antropomorficos, inclusive para os que possuem trés
eixos consecutivos que nao se cruzam.

Desse modo, as Equagoes (369) a (380) sdo reescritas substituindo n,, n, , n,,

0 a

z) )

o 0 a a

,» @, T, y e z pelos respectivos valores da matriz numérica obtida

2 Oy
(381).

Todos esses 12 polinémios, adicionados aos 6 polindbmios obtidos por meio da
relagdo trigonométrica fundamental para cada variavel de junta, sdo utilizados para
gerar uma  base de  Grobner, utilizando a  ordem  lexicogréfica
Co ™85 > Cs =8 >C, =8, >Cy =8 >=C3 =8 >¢, >=8. O codigo em MAPLE para
determinacédo da base, com suas respectivas saidas, pode ser visualizado no Apéndice
K deste trabalho.

Com a realizacdo de 1100 operagdes de ponto flutuante (188 adi¢oes e 912
multiplicagdes), uma base de Grobner contendo 14 polinémios é obtida. Por conta do
comprimento dos coeficientes dos polindmios gerados, a base ndo poderd ser
apresentada no corpo do texto desta segédo, alguns coeficientes chegam a ter 315 digitos
Todos os polinémios da base de Grobner podem ser visualizados no Apéndice K deste

trabalho.

Para encontrar todos os valores de 8 =[6,,6,,6,,6,,6,,6,], que permitam ao robd

assumir a configuragdo (posi¢do + orientagdo) dada por (381), utiliza-se o comando
Solve do MAPLE por meio da base de Grobner gerada.

Em um total de 2924 operagoes de ponto flutuante (188 adi¢oes, 912
multiplicagdes e 228 fungoes), obtém-se oito configuragoes de junta distintas, conforme

pode-se visualizar na Tabela 18.
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Tabela 18: Configuragdes de juntas (em radianos) de um manipular 6R com pulso nao
esférico
0, (rad) 6, (rad) 0, (rad) 0, (rad) 0, (rad) 0, (rad)

0 0 0 0 0 0
0 1,5209 -3,0486 0 1,5277 0
-0,083106 0 0 2,6020 0 -2,6851
-2,6851 3,1416 -3,0486 0 -0,092956 -2,6851
-2,6851 1,6207 0 0 -1,6207 -2,6851
-2,6188-0,060089i 31416 31416 1,8665-1,1349i 0 1,800511,0748i
0,089541 1,5470 -3,0755 3,1416 -1,5287 3,0521
1,8314-0,28856i  1,5716-1,3116i  1,5700+1,3116i -0,092287-4,0819i 3,1416 1,9365-4,3538i

O codigo em MAPLE para determinagao das oito solugdes, com suas respectivas

saidas, encontra-se no Apéndice L deste trabalho. Pode-se observar que, das oito
configuracgoes determinadas, o manipulador nao podera assumir duas, uma vez que os
valores de 6 destacados na Tabela 18 sao dados por niimeros complexos.

Com o objetivo de validar os resultados obtidos, pode-se observar na Tabela 19,
onde todos os angulos da Tabela 18 foram convertidos em graus, que a linha em

destaque contém os valores das juntas 6 = [O°,O°,O°,O°,O°,O°] utilizados para construir

a matriz de transformagao (381) utilizada neste caso.

Tabela 19: Configuragdes de juntas (em graus) de um manipular 6R com pulso néo esférico

6, (graus) 0, (graus) 0; (graus) 0, (graus) 0; (graus) O (graus)
0 0 0 0 0 0
0 87,141 -174,671 0 87,530 0
-4,761 0 0 149,083 0 -153,844
-153,844 180,000 -174,671 0 -5,325 -153,844
-153,844 92,859 0 0 -92,859 -153,844
Indeterminado 180,000 180,000 Indeterminado 0 Indeterminado
5,130 88,636 -176,213 180,000 -87,588 174,872
Indeterminado Indeterminado Indeterminado Indeterminado 180,0004209 Indeterminado
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Com o intuito de validar todas as configuragdes de juntas encontradas, todos os
conjuntos de solugoes foram substituidos na Equacio (368), matriz de transformagao
homogénea do manipulador, na ordem apresentada na Tabela 19.

Todas as matrizes obtidas sado aproximadamente iguais & matriz de
transformacao homogénea, exceto as duas matrizes geradas por meio das duas
configuracoes em destaque na Tabela 18, obviamente por conta das variaveis de juntas
complexas, indicando que, efetivamente pelo uso da Teoria de Bases de Grébner, é
possivel obter todas as solugdes possiveis.

Todos os codigos implementados no MAPLE, que confirmam essa afirmagéo,
encontram-se no Apéndice M deste trabalho.

Adicionando as 1100 operacdes de ponto flutuante para obtencdao da base de
Grobner ao numero de operacoes de ponto flutuante para obtencdo das oito
configuragoes de junta distintas pelos polinémios da base gerada (2924 flop); obtém-se
4024 operacoes de ponto flutuante.

Todos os dados de eficiéncia computacional para este manipular 6R com pulso

nao esférico estao representados na Tabela 20.

Tabela 20: Dados de desempenho computacional para um manipular 6R com pulso nao

esférico
Teoria de Bases de Grobner Operagoes Matematicas Operagoes de Ponto Flutuante
Adicao 188
Multiplicagéo 912
Geracao da Base 1100 flop
Diviséo 0
Funcao 0
Adicao 188
Multiplicagéo 912
Determinagao das Solugoes 2924 flop
Diviséo 0
Funcao 228
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Com base nos dados de desempenho computacional apresentados na Tabela 20,
pode-se afirmar que, mesmo para um manipulador 6R com pulso néo esférico, a Teoria
de Bases de Grobner é um método eficiente computacionalmente para solucdo do
problema cinematico inverso de um manipulador antropomorfico, independentemente
de sua configuragdo de juntas do punho.

Mesmo considerando que sua geometria, de acordo com Ghosal (2006), implica
em calculos muito mais complexos para a solugao do problema da cinematica inversa
comparado a um manipulador 6R com punho esférico, o custo computacional total para
determinacdo de todas as solugdes corresponde a aproximadamente 11,7% do custo
total para solucdo de um manipulador 6R com punho esférico utilizando o método de
Paul por meio de uma matriz de transformacio homogénea determinada pela mesma
configuragédo de juntas.

Pode-se afirmar, com base em todos os dados de eficiéncia computacional
obtidos, que o método proposto neste trabalho para a solucdo da cinematica inversa de
um robd manipulador antropomoérfico é mais eficiente computacionalmente que o

método de Paul.



8 CONCLUSOES

Ao utilizar a Teoria de Bases de Grobner para a solucdo da cinemaéatica inversa
de robds do tipo SCARA, um modelo algébrico é desenvolvido para descrever o
comportamento do manipulador robético, sem a necessidade da construcao das matrizes
de transformacgdo homogénea, porém vale salientar que isso é possivel devido apenas a
simplicidade da geometria dessa familia de manipuladores roboticos.

Para manipuladores SCARA, o método da Teoria de Bases de Grébner evita o
problema da determinagdo de solucdes apenas dentro de um dominio limitador. Ao
desenvolver um modelo algébrico usando equagdes polinomiais simples, todo o circulo
unitario é incorporado com o auxilio das identidades trigonométricas. Nao existe a
necessidade da manipulagéo de equagoes do modelo para determinar mais solucoes.

Por meio da utilizacdo das Bases de Grobner, é possivel determinar todos os
pontos que podem ser alcancados dentro do volume de trabalho de um manipulador
SCARA. De fato, quando a Teoria de Bases de Grobner é utilizada para a solugdo da
cinemética inversa dessa familia de manipuladores roboticos, as configuracées de juntas
que devem ser evitadas também podem ser evidenciadas; configuracdes essas,
consideradas singulares.

Com relacao a eficiéncia computacional, foco deste trabalho, apés uma anélise
mais minuciosa das equagbes determinadas por dois métodos para obtengdo das
variaveis de junta rotativas do manipulador SCARA, observacao feita na Subsecao
5.3.1, levando em consideragdo apenas o custo computacional, pode-se afirmar que,
para essa familia de manipuladores robodticos, ndo ha vantagem ao aplicar a Teoria de
Bases de Grobner para solucionar o problema da cinemética inversa, uma vez que as
equagoes para determinacao das duas variaveis de juntas, deduzidas por meio dos dois

métodos, sdo exatamente iguais. Essa desvantagem resume-se ao fato de que, ao se
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utilizar esse método para solucionar o problema da cinematica inversa de manipuladores
do tipo SCARA, adiciona-se um custo computacional extra desnecessario para gerar a
base de Grobner que produzird equagoes exatamente iguais as obtidas pelo método
cléssico.

Como o foco principal deste trabalho é a analise da eficiéncia computacional ao
se utilizar a Teoria de Bases de Grobner para solucionar o problema cinematico inverso
de manipuladores antropomorficos, foi escolhido o Unimation PUMA 560, um
manipulador antropomoérfico 6R com pulso esférico. A escolha desse manipulador deu-
se por conta de sua geometria, uma vez que a sua cinematica inversa ¢é solucionada por
meio de equagoes nao lineares, transcendentais e que séo resolvidas com elevado custo
computacional.

Ao utilizar o método das Bases de Grobner para a solugio da cinemética inversa
de manipuladores roboticos antropomorficos, observa-se, claramente nos testes
realizados durante esta pesquisa, que ele se mostrou computacionalmente mais eficiente
que o método de Paul, uma vez que as equagoes produzidas para determinagéo das seis
variaveis de junta sdo matematicamente mais simples de serem resolvidas. Sendo que,
por meio de substituicbes retroativas, pode-se determinar todas as solugbes de
configuragdes de juntas para posicionar e orientar o efetuador do manipulador robético
no espaco.

Com base nos dados de desempenho computacional obtidos pelas mudancas na
ordem lexicografica para determinagéo das bases de Grébner, a sequéncia que inicia
partindo das variaveis de juntas mais proximas do efetuador final até a base do
manipulador produziu solu¢ées com menor custo computacional.

O numero de operagoes de ponto flutuante necessarias para resolver o problema
da cinematica inversa de um manipulador antropomorfico, ao utilizar uma base de
Grobner, é reduzido consideravelmente. De acordo com os dados de desempenho

computacional obtidos, pode-se afirmar que o método proposto neste trabalho para a
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solugéo da cinematica inversa de um rob6 manipulador 6R mostrou-se ser mais eficiente
computacionalmente que o método de Paul, inclusive para o caso em que o manipulador
robotico ndo possua trés eixos consecutivos que se cruzem, ou seja, para um
manipulador com pulso nao esférico.

Dados obtidos confirmam que, mesmo considerando que sua geometria implica
em calculos muito mais complexos para a solucao do problema da cinematica inversa
comparado a um manipulador 6R com punho esférico, o custo computacional total para
determinacdo de todas as solugdes corresponde a aproximadamente 11,7% do custo
total para solucdo de um manipulador 6R com punho esférico utilizando o método de
Paul por uma matriz de transformacdo homogénea determinada pela mesma
configuracdo de juntas. Dessa forma, entende-se evidenciar a razdo pela qual esse
método é mais eficiente para essa familia de manipuladores robéticos.

Pode-se concluir que a utilizacdo da Teoria de Bases de Grobner para a solugao
da cinematica inversa de manipuladores antropomorficos é uma alternativa com maior
eficiéncia computacional viavel. Em trabalhos futuros, pretende-se demonstrar que esse
método também pode ser eficiente computacionalmente ao ser comparado com outros
para a solucao do problema cinemético inverso de outras classes de manipuladores

roboticos, como, por exemplo, robds seriais redundantes.
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APENDICE A

o e~ AL s 2 2 4 :
A divis@o do polinémio f=z"y—-y por ¢, =z" —yeg, =xy—x sera realizada
utilizando a ordem lexicogréfica graduada z >, ¥, e em seguida, os célculos serdo

refeitos invertendo a ordem de g, e g,, segundo exemplo apresentado na Subsecao

3.4.2.

Tem-se as seguintes etapas para a divisao de f por g, e g,:

i.  Inicialmente, atribui-se f a p, os divisores g, e g, sdo listados na chave e os

quocientes a,, a, e o resto r abaixo da chave. Tem-se o seguinte esquema:

p:riy—vy 917"~y
Gy Yy —1T
a, :0
a, : 0
r:0
ii.  Observa-se que tl(g,)=1" divide t/(p) = 2°y. Dessa forma, a, = a, + zfll((;))) B
|

[
ep=p—;83f=ﬁ—y-

pra’y—y g -y
—(ny—yQ) gy iy — T
y -y a :y
a, : 0
r:0
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iii. ~Percebe-se que tl(g,) =2 nao divide #l(p)=1y’, bem como tl(g,)==zy nao
divide tl(p)zyQ. Dessarte, move-se tl(p)zy2 para o resto 7, ou seja,

r=r+tl(p)=y* e p=p—ti(p)=—y.

gy —y gzt -y
2 2 .
(r-v) |
p:yf —y a Y
a, : 0
ry

iv.  Nota-se que t(g,) = 2” nao divide #/(p) =—y, bem como ¢l(g,) = zy nao divide
tl(p) = —y . Por conseguinte, move-se tl(p) =—y para o resto 7, ou seja,

r=r+tl(p)=y’ -y e p=p—tl(p)=0.

'y -y g 7~y

—(zQy—yz) go XY — T
p:7/y/ a :y
a, :0

riy -y

v. Como p =0, o algoritmo da pseudodivisao é concluido. Dessa forma, tem-se que:

ny—y:y~(m2—y)+0-(zy—x)+(y2—y).

Partindo dos mesmos polinémios f, g, e ¢,, utilizando a ordem lexicografica

graduada x >

grlex

y,0s calculos serao refeitos invertendo a ordem de ¢, e g¢,. Tem-se,

entao, as seguintes etapas para a divisao de f por g, e ¢;:
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i.  Inicialmente, atribui-se f a p, os divisores g, e g, sdo listados na chave e os

quocientes a,, a, € o resto r abaixo da chave. Tem-se o seguinte esquema:

Py —y G, TY—T
gz’ -y
a, :0
a, : 0
r:0

ii. Nota-se que tl(92) =gy divide tl(p) = 2’y . Dessa forma, a, = a, +

tl
p—p—tl((gi))f=fﬂ2—y
Py -y g1y -z
~(#y=2") | gty
-y a :x
a,:0
r:0

=T €
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iii. Observa-se que tl(g,) ==y nao divide tl(p)=2", todavia, tl(g,)=2* divide

tl tl
tl(p) = 2*. Portanto, a2:a2+tl((—§1)):1 e p:p_%fzo'
'y -y g, Ty —7x
~(a%y-a’) g 7 =y
prz’—y a, T
(2" - y) a1
0 r:0

iv.  Como p =0, o algoritmo da pseudodivisao é concluido. Dessa forma, tem-se que:

x2y—y::c-(xy—x)+1-(a;2—y).

A partir deste ponto, a divisaio do polinémio f=z'y*—y*> por
g =1"-yeg, =zy—x serd realizada utilizando a ordem lexicogrifica graduada

T >

grlex

Yy, e em seguida, os calculos serao refeitos invertendo a ordem de ¢, e g, , terceiro
exemplo apresentado na Subsecio 3.4.2 deste trabalho.
Tem-se as seguintes etapas para a divisao de f por g, e g,:
i.  Inicialmente, atribui-se f a p, os divisores g, e g, sdo listados na chave e os

quocientes a,, a, e o resto r abaixo da chave. Tem-se o seguinte esquema.

pra'y’ —y’ g ="~y
G =Y — X
a, :0
a, :0
r:0
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ii. Observase que tl(g,)=2a"

t(p) 5, tl(p)
a =a, +—~=xY e p=p-——=~
o tl(gl) tl(gl)

divide  tl(p)==z"y’. Dessa

forma,

p:zty? — o
_($4y2 _ xzys)
2y — o
iii. Percebe-se que  tl(g) =2’

28 g2
g=12"-y
9o =TY—2
a, : 'y’
a, : 0
r:0

divide  tl(p)=2"%’. Desse  modo,

tl(p) 2 2 3
a, =a, + =Y +y e p=p———=T
L t(g) tl(g,)
4,2 2
ry —Y
—(az4y2—a:2y3)
p:x2y3—y2
—(x2y3—y4)
y' -y

f=y'-v.
=" -y
g =wy—x
a1:x2y2+y3
a, :0

r:0

iv.  Nota-se que #/(g,) = 2° nao divide t/(p) =y", bem como #(g,) = 2y nao divide

tl(p):y4.

7“:7“+tl(p)=y4 e p:p—tl(p)z—yQ.

x4y2 _ yz

_(x4y2 _ x2y3)

4 .
Nesse caso, move-se tl(p)zy para o resto 7, ou seja,

x2y3 _ y2

—(3321/3 _y4)

piyf —y
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v.  Verifica-se que tl(g,) = 2* néo divide t/(p)=—y*, bem como tl(g,)=zy ndo
divide tl(p) = —y*. Nesse caso, move-se tl(p) = —y® para o resto r, ou seja,

r=r+tl(p)=y' -y’ e p=p—ti(p)=0.

'yt =y’ g =2"—y
~(z'y* - 2’y") g =1y -7
2y — o a, 2y oy
—(x2y3 —y4) a, : 0
p: A royt =y

vi.  Com p =0, o algoritmo da pseudodivisao é concluido. Dessa forma, tem-se que:

o'y’ -y =(a:2y2 +y3)-(a:2 —y)+0-(my—m)+(y4 —y2).

Partindo dos mesmos polinémios f, g, e g,, os calculos serao refeitos invertendo
a ordem de g, e g,. Tem-se, entdo, as seguintes etapas para a divisdo de f por g, e

9

i.  Inicialmente, atribui-se f a p, os divisores g, e g, sdo listados na chave e os

quocientes a,, a, e o resto r abaixo da chave. Tem-se o seguinte esquema:

pra'y’ -y’ g=1y—7
g =2~y
a, :0
a, : 0
r:0
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ii.  Observa-se que tl(gQ) = gy divide tl( p) = 2'y’*. Dessarte, a, = a, +

tl(p) 4 2
ep=p-— f=zy—y.
tl(%)
p:a'y’ —y’ g =1y—=
_(3343/2 _ x4y) g, = 22— y
sty -y’ a, : 'y
a, : 0
r:0
iii. Nota-se  que tl(g,) =y tl(p)=z"y. Dessa
_ tl(p) _ .3 3 _ 42
a, al+tl(92)—my+:1: ep=p f=z" -y

t(p)
tl (92)

3

forma,



Apéndice A

180

iv.  Verifica-se que tl(g,) =2y ndo divide tI(p)=2", todavia, tI(g,) =2 divide

t tl
t(p) = & . Desse modo, a, = a, +%zxz e p:p_tl((_i))f:x?y_yg
a'y’ —y’ g =y —
~(a'y" - a'y) g ="~y
'y -y’ a : 2y + o
~(z'y-2) a, : 2
prat—y’ r:0
(o)
o'y -y’

v. Observase que tl(g,)=mzy divide ¢tl(p)=2a"y. Por
a, = a +ttll((gi)) =y+2°+2 e p=p—;l((gi))f=x2—y2.

2y’ —y’ g =1y —1
—(z'y* - 2'y) g=1" -y

o'y — 1 a, Yy +2’ +z

~(z'y-2") a, : 2*

z -y r:0

(=)

pra’y—y’

()

-y

conseguinte,
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vi.  Percebe-se que tl(g,)=zy nado divide tl(p)=2*, todavia, tI(g,) =2 divide

t tl
tl(p)zacQ. Dessa forma a, :a2+ﬁzl e :p__(p)

() p tl(gl)f=—y2+y-

a'y’ —y’ g =1y -2
~(#'y* —a'y) g =1~y
'y -y’ @ TY+1 +x
—(154y—$4) a, 2’ +1
' -y r:0
-

2’y —y’
(=)

pra’ -y
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vii.  Nota-se que tl(g,) = zy ndo divide tI(p) = —y*, bem como tl(g,) = z* nao divide
tl(p) =-y*. Nesse caso, move-se tl(p)=-y® para o resto r, ou seja,

r=r+tl(p)=-y" e p=p-ti(p)=y.

2y’ —y g =ry—a
—(z'y* - a'y) g =2 -y
'y -y a2y + 2t +x
~(z'y - 2) a:2° +1
g —y’ -y’
—(z* - 2%)

'y —y’
~(ay - ")

-

(= -v)

p: A +y
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viii.  Verifica-se que #l(g,) ==y ndo divide t(p)=y, bem como ti(g,)=2" ndo
divide tl(p)=y. Nesse caso, move-se tl(p)zy para o resto r, ou seja,

r=r+tl(p)=—y"+y e p=p—tl(p)=0.

2y’ —y g =wy—a
—(z'y’ - 2'y) g =2 -y
'y -y a2y + 2t +x
~(z'y - 2) a,: 2" +1
' -y ri-y +y
—(z* - 2%)

'y —y’
~(ay - ")

-

-(#* ~v)

Py

ix. Como p=0, o algoritmo da pseudodivisdo é concluido. Portanto, tem-se que:

x4y2—y2:(x3y+x3+x)-(xy—x)+(a:2+1)-($2—y)+y—y2.
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Tomando um exemplo citado por Cox, Little e O'Shea (1992), uma base de

Grobner seréd produzida para o ideal <g1 =1’ —2xy,9, = 2’y — 29" + x> sob a ordem
lexicografica graduada z >, y pelo algoritmo de Buchberger. Todas as etapas do
algoritmo para obtencao da base serdo apresentadas a seguir.
i.  Atribui-se G = {91 =1’ - 2my,g, = 2’y — 2y + 1:} e P= {(gl,gQ)} .
ii.  Selecionando ( 9 gQ), tem-se que P =. Dessa forma, sabendo que
L= mmc(77”Ll(‘(]1),frnl(g2 )) = mmc(a:3,a:2y) = 2’y , determina-se inicialmente o S-

polinémio S{g,,9,}:

3
_zy 'y
5{9,,9,} = g _Tnga

3 3
S{9::9.} = %(1‘3 — 2y) - i—fy’(az?y -2 + 1), (382)

S{g,,9,} = 2’y — 2zy° — 2’y + 2zy” — z°,

2

S{91.9,} = —2".
S {gl,gQ} = -2 ¢ dividido pelo par de polinémios g, € g,. Dessarte, tem-se a

seguinte pseudodiviséo:

g, =1’ —2xy
—x? g =7Yy—20" +1x
0 a, :0

a,:0

r:—a

Como g, =r=-2"#0, entdo Gz{gl=x3—2xy,92=x2y—2y2+x,g3=—x2} e

P = {(91793)7(92793)} # .
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iii.  Selecionando ( gQ,g3), tem-se que P = {(gl,g3 )} # . Desse modo, sabendo que
L= mmc(ml(gz),ml(gg)) = mmc(xzy, 3:2) = 2’y , determina-se inicialmente o S-

polinoémio S{g,,g,}:

2 2
Ty Ty
5{92,93} = a:Qy g9, — _:1:2 9s,

2

2
S{9, 9} = z—f;(ﬁy -2 +z)- i}é (=), (383)

5{95,9,} = 2’y = 24" + x — 2y,
5{92,95} = 24" + .

S {gQ, g3} = -2y° + 2 ¢é dividido pelos polindémios g,> g, € gs. Dessa forma, tem-

se a seguinte pseudodivisao:
g, =1 —2xy
9 =2Y-2y" +x

27 +z | g, =1

x a, :0

0 a, :0
a, : 0
r:=2y" +zx

Como g, =r=-2+x#0, entdo Gz{gl,gwgyg4 = -2y +1;} e

P ={(995)>(91>94)(9:,91):(95.9.)} = D .

iv.  Selecionando (g,,9,), tem-se que P={(gl,gg),(gl,g4),(gQ,g4)} # & . Dessarte,
2

sabendo que L =mmc(ml(gy),mi(g,))=mmec (xQ,yQ) =2"y’, determina-se

inicialmente o S-polinémio S{g,g,}:
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2,2 2,2

7y 7y
S99} = =79 279
2 2 2 2
S194:9.} = gin (=) - f;jz (-2 +2),
v y (384)
x3

S{9s0,} = 2y" =2’y + 5
3

5{93,94} = %

3
S {93,94} = % ¢ dividido pelos polinémios g¢,, ¢,, g, € g,. Por conseguinte, tem-
se a seguinte pseudodivisao:
9 = z’ - 2xy
9 =2y =2y +u

2
g; = —T

—_ 94 =—2y2+x

Como g =r=xy+0, entao G =1{9,,995: 9,95 = Ty} e
P ={(91:95)+(91591)(91:95)+(92:94) (92 95 )+ (952 95 ) (9195 )} # D .

v.  Selecionando (94:95) tem-se que
P={(9,9,):(9.9.)+(9::95)+(92:9,)+ (9295 )+ (93,95 )} # D . Portanto, sabendo que
L =mmec(mi(g,),ml(g;)) = mme(y’,zy) = 2y°, determina-se inicialmente o S-

polinémio S{g,,g;}:
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2 2
5{94795}= xy294_ = 95>

2
5{9,,95} = _$2_yy2(_2y2 + 1‘) - ﬂ(my),

549,95} = zy°

S5{9.: 95}

2

S{g4,g5} :—% ¢ dividido pelos polinomios g, g,, 95, g, € 9s

tem-se a seguinte pseudodivisao:

9
9>
93

N

-— g5

—2zy
2
Yy
2
z 2
2 Y
=-7

=1’ — 2y

=2’y -2y +x

Como r=0,

o S N

T

entao

o

0

G = {91792,93794795}

P ={(0:.9,)-(9,9:):(9::95) (92 9:) (2,95 ) (95.95)} = D .

Selecionando (93, 9s ) )

P = {(91793)7(91»94)7(91795)7(92794)’(92795)} =D

tem-se

Portanto, sabendo

(385)

. Desse modo,

que

que
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L= mmc(ml(gg),ml(%)) = mmc(zz,my) = 2’y , determina-se inicialmente o S-
polindémio S {gg, g5}:

2

2
Ty Ty
3{95795} = _xg gs — - 95,

2 2

Ty Ty
{019} = = (—fvg)—g(:ﬁy), (386)
S{ggags} = $2?/ - xzy’
5{93795} =0.

S {gl, 94} =0 ¢ dividido pelos polinémios ¢,, g,, 95, g, € g;. Por conseguinte,
tem-se a seguinte pseudodivisao:

g, =2 — 2wy

g =7TYy—2y" +x

gy =~

gy = _2y2 +

0 g5 = 1Y

a, : 0
a, : 0

Como r=0, entao G’:{gl,g2,gs,g4,g5} e
P={(9,9:):(9.9.):(9::95)-(9::9.):(9,:95)} = D .
vii.  Selecionando (92795)’ tem-se que

P= {(gl,gg),(gl,g4),(gl,g5),(gg,g4),(92,gs)} # @ . Desse modo, sabendo que
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L= mmc(ml(gQ),ml(g5)) = mmc(a;Qy, :ty) = 2’y , determina-se inicialmente o S-

polindémio S {gQ, 95}:

2 2
5{92795} = %92 _J;_yygm
ny 2 2 ny
Siqg,, =—= -2 -— ,
{9,:95} mQy(x y-2y + 1) o (zy) (387)

5{92,95} =2’y -2y + -2y,
5{95,95} = —2¢" + .

S {g2, g5} = —2y" + 2 ¢ dividido pelos polinémios 915 955 93, g, € g5 . Dessa forma,
tem-se a seguinte pseudodivisao:
g, =2 — 2wy
g =7TYy—2y" +x
gy =~
g, =—2y" +z

2" + 1z gs = 1Y

—(—2y2 + :r) a, : 0

Como r=0, entao G= {91792»93794795} €

P ={(9195):(9:9:):(91:95):(92.9.)} # D
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viil.  Selecionando (g,,9,), tem-se que P = {(gl,g3),(gl,g4),(91,95)} # & . Portanto,
sabendo que L = mmc(ml(gz),ml(g4)) = mmc(ny, y2) =z’y*, determina-se
inicialmente o S-polinémio S{g,,g,}:

2,2 2, 2

Y Y
S 9 = - 3
{92 94} ny 95 —23/2 9,

2,2 2,2

5{95,9,} = %(ﬁy — ot 4 x) _ $2?;2 (—23/2 + x),

(388)
3
S5{95,9,} = 2*y" =2y + 2y — 2%y + %
3

5{95.9,} = % -2y’ +ay.

3
5{92,94} = %—Qy?’ +xy ¢ dividido pelos polinéomios g¢,, ¢,, 9;, g, € g;. Por
conseguinte, tem-se a seguinte pseudodivisao:
g, = z* — 2y
9 =2y =2y’ +w
2

gs =%

g, =2y +x

Lot hay | g =ay

2
z° . 1
y )
—2u° + 2xy a,:0

—(—2y3 + a;y) a;: 0

Yy a ty
—(zy) as : 1
0 r:0

Como r =0, entdo G ={g,,0,. 95,9, 95} ¢ P = {(gl,gg),(gl,g4),(gl,gs)} = .
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ix.  Selecionando (g,,9;), tem-se que P = {(gl,g3),(g1,g4 )} # . Dessarte, sabendo
que L = mmc(ml(gl),ml(g5)) = mmc(x3,xy) = 2°y, determina-se inicialmente o
S-polinémio § { 90,05}

3

3
T
S{9,9:) = %91 - —25y 9

3

3
§{91,95} = 2 (o - 22y) - 2 (ay), (389)

x xy
S{g,,95} = 'y — 2zy” — 2y,
5{9,.95} = —2xy*.

5{9,,9;} = —2zy* ¢ dividido pelos polinoémios g,, g,, 9, g, € gs. Dessa forma,
tem-se a seguinte pseudodivisao:
9 = z* = 2ay

g =7'y—2y" +zx

g; = —%
94 = _2y2 tz
2z g5 =Y

—(—2:1:y2 - 332) a,:0

—a? a, :0
—(—af) a, : 1
0 a,:T

a; : 0

r:0

Como 7 =0, entdo G ={g,,0,,95.91:9s} € P ={(91,95):(9:,9,)} # D .

x.  Selecionando (g,,9,), tem-se que P = {(gl, s )} # & . Portanto, sabendo que
L= mmc(ml(gl),ml(g4)) = mmc(:vS,yZ) = z’y*, determina-se inicialmente o S-

polinémio S{g,,9,}:
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S{g1>g4} -2 :g g9, — f2:ng G5
3.2 3 2
S1q.,q. _ry 3_9 Ty _9? :
{9,9.) = =~ (2" — 229) _2y2( y'+ )

(390)
4
S{g,,9,} = z°y* — 22y’ —2°y* + %
4

T )
S5190.9.) == — 22y
x4
S{9,,9,} = 5 2zy’ ¢ dividido pelos polinémios g,, ¢,, 95, g, € g,. Por
conseguinte, tem-se a seguinte pseudodivisao:
g, =2 — 2wy

G =2y-2y" +zx

2

gy =2
g, =—2y" +z
%4—2:1:y3 95 = 1Y
zt x
—{?—xy] a1:§
'y — 2zy° a,:1-1=0

—(z:Zy — 2% + 33) a;: 0

“2my* +2y° -z | a, Y

—(—2xy3 + xgy) a. : 0

2y + 2 — o r:0

—(—ny +2y° — x)

0

Como 7 =0, entao G = {g17927g3?g47g5} e P= {(91793)} *9.
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xi.  Selecionando ( 9,5 g3) , tem-se que P=. Desse modo, sabendo que
L= mmc(ml(gl),ml(g3 )) = mmec (a:?’,xQ) = 2*  determina-se inicialmente o S-
polinébmio S { 9, gg}:

3 3
T

S{gpgg} = %gl ___932937

3

S{91,95} = ﬁ—i(ﬁ ~2zy) - (~a*), (391)

S{gugg} =1’ - 2y — I37
S{g,95} = 2.

S {91,93} = —2zy ¢é dividido pelos polinémios g¢,, ¢,, 95, g, € g;. Dessarte, tem-
se a seguinte pseudodivisao:

g, = fa— 2xy

g =7Yy—2" +1x

gy =~

g, =-2y" +x

—2xy g5 =y

—(-2zy) | a,:0

0 a, :0

Como r=0e P=9U, entdo G = {gl,gz,gg,g4,g5} e o algoritmo de Buchberger é

concluido.
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Destarte, segundo o algoritmo de Buchberger, a base de Groébner do ideal

<g1 =1’ -2y, g, = v’y — 2" + x) sob a ordem lexicografica graduada -, y serd

G = {x3 —2zy, 2’y — 2y° + 1,—2°, 29" + 1z, :I:y} .
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A funcdo Atan2(y,z) ou Arctan2(y,z) é definida como o angulo no plano
Euclidiano, dado em radianos, entre o eixo x positivo e o raio até o ponto (a:,y) * (0;0).
Basicamente, ao utilizar a funcio Atan2, pretende-se retornar um valor correto e
inequivoco para o angulo @ na conversio de coordenadas cartesianas (:zz;y) em
coordenadas polares (730).

A funcéo arco-tangente de argumento tnico ndo pode distinguir entre dire¢oes

diametralmente opostas. Por exemplo, o angulo anti-horario do eixo z para o vetor

1
(1;1), calculado da maneira usual como arctan(—j, é % (radianos), ou 45°. No

entanto, o angulo entre o eixo = e o vetor (—1; —1) parece, pelo mesmo método, ser

s 37 .
arctan| — |, novamente 7 WeSmO que se possa esperar as respostas vy (—135°) ou

o1 . . :
1 (225°). Além disso, uma tentativa de encontrar o angulo entre o eixo = e os vetores

(O;y), com y # 0, requer avaliacio do arctan(y,0), que falha na divisdo por zero.

A funcdo Atan2 calcula um valor tinico da tangente do arco por meio de duas

variaveis y e x, em que os sinais de ambos os argumentos sao usados para determinar

o quadrante do resultado, selecionando assim o ramo desejado da tangente do arco de

Y
~, dessa forma, tem-se:
x
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arctan| 2 se x>0
T
arctan| 2 |+ 7 serx<0ey=>0
x
arctan| 2 |- 7 sez<0ey<O
Atan2(y,z) = T
+% sez=0ey>0
—% sez=0ey<0
indefinido sex=0ey=0

Os codigos a seguir, implementados no MAPLE, sao utilizados (a titulo de

ilustragéo) para diferenciar as fungoes arctan e Atan2. As sintaxes para as duas fungoes

s@o (arctan(y/x)) e (arctan(y,x)), para arctan e Atan2, respectivamente.

V VVV VYV VYV VYV

V VV VYV VYV VVYV

FitEs st
# Entradas (x>0)

y :=1;

X 1= 2;

alphal := arctan(y/x);
alpha2 := arctan(y,x):;
# Saidas

alphal := arctan(l/2)
alpha2 := arctan(l/2)

FHAFA AR A A A A R A R A

FHAFHH AR dEdEH 4444
# Entradas (x<0 e y<0)

y = -1;

X 1= =23

alphal := arctan(y/x);
alpha?2 := arctan(y,x);

# Saidas

alphal := arctan(1/2)
alpha2 := arctan(1/2)-Pi

FH A A R R R R R R
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SO
> # Entradas (x<0 e y>=0)

>y = 1;

> X 1= =23

> alphal := arctan(y/x);

> alpha2 := arctan(y,x);

> # Saidas

> alphal := -arctan(1/2)

> alpha2 := -arctan(1/2)+Pi

S A

FHH A R R R R
# Entradas (x=0 e y>0)

y = 2;
x = 0;
alphal
alpha?2

# Saidas
Error, numeric exception: division by zero

alpha2 := (1/2)*Pi

FHHH AR R R

arctan (y/x) ;
arctan(y,x);

V VVV VYV VYV VYV

FHH A A S
# Entradas (x=0 e y<0)

y 1= =2;
x := 0y
alphal
alpha?2

# Saidas
Error, numeric exception: division by zero

alpha2 := -(1/2)*Pi

FHAF A

arctan (y/x) ;
arctan(y, x) ;

vV V V VYV YV YV VVYV

FHAHE AR R
# Entradas (x=0 e y=0)

y = 2;
x = 0;
alphal
alpha?2

# Saidas
Error, numeric exception: division by zero

alpha2 := 0

SRR R i

arctan (y/x) ;
arctan(y,x);

V VV VYV VYV YVYVYV
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APENDICE D

A
# Solucdo da Cinemdtica Inversa do PUMA 560 (Método de Paul)- 1° Caso

FHA A A A
with (codegen, cost);

with(linalg);

with (Units[Naturall):;
A

’

#Entradas

B A R A R A R A R A R A R A
cl 1 := cos(thetal 1);
cl 2 := cos(thetal 2);
c3 1 := cos(theta3 1);
c3 2 := cos(theta3 2);
c2 1 := cos(theta2 1);
c2 2 := cos(thetaz 2);
c2 3 := cos(theta2 3);
c2 4 := cos(theta2 4);
c4d 1 := cos(thetad 1);
c4 2 := cos(thetad 2);
c4 3 := cos(thetad 3);
c4d 4 := cos(thetad 4);
c4d 5 := cos(thetad 5);
c4 6 := cos(thetad 6);
c4 7 := cos(thetad 7);
c4 8 := cos(thetad 8);
c5 1 := cos(thetab 1);
c5 2 := cos(thetab5 2);
c5 3 := cos(thetab 3);
c5 4 := cos(thetab 4);
c5 5 := cos(thetab 5);
c5 6 := cos(thetab 6);
c5 7 := cos(thetab 7);
c5 8 := cos(thetab 8);
c6 1 := cos(thetat 1);
c6 2 := cos(theta6 2);
c6_3 := cos(theta6 3);
c6 4 := cos(thetat 4);
c6_ 5 := cos(theta6 5);
c6 6 := cos(thetat 6);
c6 7 := cos(thetat 7);
c6 8 := cos(theta6 8);
sl 1 := sin(thetal 1);
sl 2 := sin(thetal 2);
s3 1 := sin(theta3 1);
s3 2 := sin(theta3 2);
s2 1 := sin(theta2 1);
s2 2 := sin(theta2 2);
s2 3 := sin(theta2 3);
s2 4 := sin(thetaz 4);

( )

s4 1 sin(thetad 1
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> s4 2 := sin(thetad 2);

> s4 3 := sin(thetad 3);

> s4 4 := sin(thetad 4);

> s4 5 := sin(thetad 5);

> s4 6 := sin(thetad 6);

> s4 7 := sin(thetad 7);

> s4 8 := sin(thetad 8);

> s5 1 := sin(thetab 1);

> s5 2 := sin(thetab 2);

> s5 3 := sin(theta5_ 3);

> s5 4 := sin(thetab 4);

> s5 5 := sin(thetab 5);

> s5 6 := sin(thetab 6);

> s5 7 := sin(thetab 7);

> s5 8 := sin(thetab 8);

> s6_ 1 := sin(theta6 1);

> s6_2 := sin(theta6 2);

> s6_3 := sin(theta6_3);

> s6_ 4 := sin(theta6 4);

> s6_5 := sin(theta6 5);

> s6_6 := sin(theta6 6);

> s6_7 := sin(theta6 7);

> s6_8 := sin(theta6_8);

> c2 13 1 := cos(theta2 l+theta3 1);

> s2 13 1 := sin(theta2 l+theta3 1);

> c2 23 1 := cos(theta2 2+theta3 1);

> s2 23 1 := sin(theta2 2+theta3 1);

> c2 33 2 := cos(theta2 3+theta3 2);

> s2 33 2 := sin(theta2 3+theta3 2);

> c2 43 2 := cos(theta2 4+theta3 2);

> s2 43 2 := sin(theta2 4+theta3 2);

> a2 := 432;

> d3 := 125;

> a3 := 20;

> d4 := 430;

> nx := 1;

> ny := 0y

> nz := 0;

> ox := 0;

> oy := -1;

> oz := 0;

> ax := 0;

> ay := 0;

> az := -1;

> x := 452;

> vy := 125;

> z := -430;

> thetal 1 := arctan(y, x)-arctan(d3, sqgrt(-d3"2+x"2+y"2));
> thetal 2 := arctan(y, x)-arctan(d3, -sqgrt(-d372+x"2+y"2));
> theta3 1 := arctan(a3, d4)-arctan((-a2"2-a3"2-d3"2-
d4r2+x"2+y"2+272)/ (2*a2), sqrt(a3”2+d4"2-((-a2”2-a3"2-d3"2-
d4r2+x"2+y"24+272) / (2*a2))"2)) ;

> theta3 2 := arctan(a3, d4)-arctan((-a2"2-a3"2-d3"2-
d4r2+x"2+y~2+272)/ (2*a2), -sqrt(a3”"2+d4"2-((-a2"2-a3"2-d3"2-

d4n2+x"2+y"2+272) / (2%a2))"2));
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> theta2 1 := arctan((-a2*c3 1-a3)*z-(cl 1*x+sl 1*y)*(-a2*s3 1+d4),
(a2*s3 1-d4) *z-(a2*c3 1+a3) * (c1 _1*x+sl 1*y))-theta3 1; B

> theta2 2 := arctan((-a2*c3 1-a3)*z-(cl 2*x+sl 2*y)*(-a2*s3 1+d4),
(a2*s3_1-d4) *z- (a2*c3_1+a3)* (cl_2*x+sl 2*y))-theta3 1; B

> theta2 3 := arctan((-a2*c3 2-a3)*z-(cl 1*x+sl 1*y)*(-a2*s3 2+d4),
(a2*s3 2-d4) *z- (a2*c3 2+a3) * (c1_l*x+sl 1*y))-theta3 2; B

> theta2 4 := arctan((-a2*c3 2-a3)*z-(cl 2*x+sl 2*y)*(-a2*s3 2+d4),
(a2*s3 2-d4) *z- (a2*c3 2+a3) * (cl 2*x+sl 2*y))-theta3 2; a

> thetad4 1 := arctan(-ax*sl l+ay*cl 1, -ax*cl 1*c2 13 1-

ay*c2 13 1*sl l+az*s2 13 1); a -

> thetad4 2 := arctan(-ax*sl 2+ay*cl 2, -ax*cl 2*c2 23 1-

ay*c2 23 1*sl 2+az*s2 23 1); a -

> thetad4 3 := arctan(-ax*sl l+ay*cl 1, -ax*cl 1*c2 33 2-

ay*c2 33 2*sl l1+az*s2 33 2); B -

> thetad4 4 := arctan(-ax*sl 2+ay*cl 2, -ax*cl 2*c2 43 2-

ay*c2 43 2*sl 2+az*s2 43 2); a a -

> thetad4 5 := theta4 1+Pi;

> thetad4 6 := thetad 2+Pi;

> thetad4 7 := thetad 3+Pi;

> thetad4 8 := theta4 4+Pi;

> thetab 1 := arctan(-ax*(cl _1*c2 13 1*c4 1+sl 1*s4 1)-

ay*(c2 13 1*c4 1*sl 1-cl 1*s4 1)+az*s2 13 1*c4 1, -ax*cl 1*s2 13 1-

ay*sl 1*s2 13 l-az*c2 13 1);
> thetab 2 := arctan(-ax*(cl 2*c2 23 1*c4 2+sl 2*s4d 2)-

ay*(c2 23 1*c4 2*sl 2-cl 2*s4 2)+az*s2 23 1*cd4 2, -ax*cl 2*s2 23 1-

ay*sl 2*s2 23 l-az*c2 23 1);
> thetab 3 := arctan(-ax*(cl 1*c2 33 2*c4 3+sl 1*s4 3)-

ay* (c2_33 2*c4 3*sl_1-cl 1*s4_3)+az*s2 33 2*cd 3, -ax*cl 1*s2 33 2-

ay*sl 1*s2 33 2-az*c2 33 2);
> thetab 4 := arctan(-ax*(cl_2*c2 43 2*c4 4+sl 2*s4 4)-

ay* (c2_43 2*c4d 4*sl 2-cl 2*s4_4)+az*s2 43 2%*cd 4, -ax*cl 2*s2 43 2-

ay*sl 2*s2 43 2-az*c2 43 2);

> thetab5 5 := -thetab 1;
> thetab 6 := -thetab 2;
> thetab 7 := -thetab 3;
> thetab5 8 := -thetab 4;
> theta6 1 := arctan(-nx*(cl 1*c2 13 1*s4 1-c4 1*sl 1)-

ny*(c2 13 1*sl 1*s4 14+cl 1*c4 1)+nz*s2 13 1*s4 1,
nx* ((cl 1*c2 13 1*c4 1+sl 1*s4 1)*c5 1-
cl 1*s2 13 1*s5 1)+ny*((c2 13 1*c4 1*sl 1-cl 1*s4 1)*c5 1-

s1_1*s2 13 1*s5 1)-nz*(c2 13 _1*c4 1*sl 1*s5 1+c4_1*c5 1*s2 13 1));

> theta6 2 := arctan(-nx*(cl 2*c2 23 1*s4 2-c4 2*sl 2)-
ny*(c2 23 1*sl 2*s4 2+cl 2*c4 2)+nz*s2 23 1*s4 2,

nx* ((cl 2*c2 23 1*c4 2+sl 2*s4 2)*c5 2-

cl 2*s2 23 1*s5 2)+ny*((c2 23 1*cd4 2*sl 2-cl 2*s4 2)*c5 2-

sl 2*s2 23 1*s5 2)-nz*(c2 23 1*cd4 2*sl 2*s5 2+cd 2*c5 2*s2 23 1));

> theta6 3 := arctan(-nx*(cl _1*c2 33 2*s4 3-c4 3*sl 1)-
ny*(c2 33 2*sl 1*s4 3+cl 1*c4 3)+nz*s2 33 2*s4 3,

nx* ((cl 1*c2 33 2*c4 3+sl 1*s4 3)*c5 3-

cl 1*s2 33 2*s5 3)+ny*((c2 33 2*c4 3*sl 1-cl 1*s4 3)*c5 3-

sl 1*s2 33 2*s5 3)-nz*(c2 33 2*c4 3*sl 1*s5 3+c4 3*c5 3*s2 33 2));

> theta6 4 := arctan(-nx*(cl_2*c2 43 2*s4 4-c4 4*sl 2)-
ny* (c2 43 2*sl 2*s4 4+cl 2*c4 4)+nz*s2 43 2*s4 4,

nx* ((cl 2*c2 43 2*c4 4+sl 2*s4 4)*c5 4-

cl 2*s2 43 2*s5 4)+ny* ((c2_43 2*c4d 4*sl 2-cl 2*s4 4)*c5 4-

s1_2*s2 43 2*s5 4)-nz*(c2_43 2*c4 _4*sl 2*s5 4+c4_4*c5 4*s2 43 2));

> theta6 5 := thetat6t 1+Pi;

200
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theta6 6 := theta6 2+Pi;

theta6 7 := theta6 3+Pi;

theta6 8 := theta6 4+Pi;

cost 1 1 := cost(thetal 1);

cost 1 2 := cost(thetal 2);

cost 3 1 := cost(theta3 1);

cost 3 2 := cost(theta3 2);

cost 2 1 := cost(theta2 1);

cost 2 2 := cost(theta2 2);

cost 2 3 := cost(theta2 3);

cost 2 4 := cost(theta2 4);

cost 4 1 := cost(thetad 1);

cost 4 2 := cost(thetad 2);

cost 4 3 := cost(theta4d 3);

cost 4 4 := cost(thetad 4);

cost 4 5 := cost(thetad 5);

cost 4 6 := cost(thetad 6);

cost 4 7 := cost(thetad 7);

cost 4 8 := cost(thetad 8);

cost 5 1 := cost(thetad 1);

cost 5 2 := cost(thetab 2);

cost 5 3 := cost(thetab 3);

cost 5 4 := cost(thetab 4);

cost 5 5 := cost(theta5 5);

cost 5 6 := cost(thetab 6);

cost 5 7 := cost(thetab 7);

cost 5 8 := cost(thetab 8);

cost 6 1 := cost(theta6 1);

cost 6 2 := cost(theta6 2);

cost 6 3 := cost(thetat 3);

cost 6 4 := cost(theta6 4);

cost 6 5 := cost(theta6 5);

cost 6 6 := cost(thetat 6);

cost 6 7 := cost(theta6 7);

cost 6 8 := cost(thetat 8);

V := {additions 1, divisions = 4, functions =
flop thetal 1 := (eval(cost(thetal 1), V))*flop;
flop thetal 2 := (eval(cost(thetal 2), V))*flop;
flop theta3 1 := (eval(cost(theta3 1), V))*flop;
flop theta3 2 := (eval(cost(theta3 2), V))*flop;
flop theta2 1 (eval (cost (theta2 1), V))*flop;
flop theta2 2 := (eval(cost(thetaz 2), V))*flop;
flop theta2 3 := (eval(cost(theta2 3), V))*flop;
flop theta2 4 := (eval(cost(theta2 4), V))*flop;
flop thetad4 1 := (eval(cost(thetad 1), V))*flop;
flop theta4 2 := (eval(cost(thetad 2), V))*flop;
flop thetad4 3 := (eval(cost(thetad 3), V))*flop;
flop thetad4 4 := (eval(cost(thetad 4), V))*flop;
flop thetad 5 (eval (cost (thetad 5), V))*flop;
flop thetad4 6 := (eval(cost(thetad 6), V))*flop;
flop thetad4 7 := (eval(cost(thetad 7), V))*flop;
flop theta4 8 := (eval(cost(thetad 8), V))*flop;
flop thetab5 1 := (eval(cost(thetab5 1), V))*flop;
flop theta5 2 := (eval(cost(theta5 2), V))*flop;
flop theta5 3 := (eval(cost(theta5 3), V))*flop;

multiplications
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> flop_ thetab 4 := (eval(cost(theta5 4), V))*flop;

> flop_thetab 5 := (eval(cost(theta5 5), V))*flop;

> flop thetab 6 := (eval(cost(theta5 6), V))*flop;

> flop_thetab 7 := (eval(cost(theta5 7), V))*flop;

> flop thetab 8 := (eval(cost(thetab 8), V))*flop;

> flop thetat 1 := (eval(cost(thetat 1), V))*flop;

> flop theta6 2 := (eval(cost(theta6 2), V))*flop;

> flop theta6 3 (eval (cost (theta6 3), V))*flop;

> flop theta6 4 := (eval(cost(theta6 4), V))*flop;

> flop theta6 5 := (eval(cost(theta6 5), V))*flop;

> flop thetat 6 := (eval(cost(thetat 6), V))*flop;

> flop theta6 7 := (eval(cost(theta6 7), V))*flop;

> flop theta6 8 := (eval(cost(theta6 8), V))*flop;

> total cost config 1 := (eval(cost(thetal 1),

V) ) *flop+ (eval (cost (theta3 1), V))*flop+ (eval (cost (theta2 1),
V) ) *flop+ (eval (cost (thetad 1), V))*flop+(eval (cost (theta5 1),
V)) *flop+ (eval (cost (theta6 1), V))*flop; B

> total cost config 2 := (eval(cost(thetal 1),
V))*flop+ (eval (cost (theta3 1), V))*flop+(eval (cost (theta2 1),
V) ) *flop+ (eval (cost (thetad 5), V))*flop+(eval (cost(thetab 5),
V) ) *flop+ (eval (cost (theta6_5), V))*flop;

> total cost config 3 := (eval(cost(thetal 1),
V))*flop+ (eval (cost (theta3 2), V))*flop+(eval (cost (theta2 3),
V))*flop+ (eval (cost (thetad 2), V))*flop+(eval (cost (thetab 2),
V) ) *flop+ (eval (cost (theta6 _2), V))*flop;

> total cost config 4 := (eval(cost(thetal 1),
V))*flop+ (eval (cost (theta3 2), V))*flop+(eval (cost (theta2 3),
V))*flop+ (eval (cost (thetad 6), V))*flop+(eval (cost (thetab 6),
V) ) *flop+ (eval (cost (theta6 6), V))*flop;

> total cost config 5 := (eval(cost(thetal 2),

V) ) *flop+ (eval (cost (theta3 1), V))*flop+ (eval (cost (thetaz 2),
V))*flop+ (eval (cost (thetad 3), V))*flop+(eval (cost (thetab 3),
V) ) *flop+ (eval (cost (theta6 3), V))*flop;

> total cost config 6 := (eval(cost(thetal 2),

V) ) *flop+ (eval (cost (theta3 1), V))*flop+(eval (cost(thetaz 2),
V) ) *flop+ (eval (cost (thetad 7), V))*flop+(eval (cost(thetad 7),
V) ) *flop+ (eval (cost (theta6 _7), V))*flop;

> total cost config 7 := (eval(cost(thetal 2),

V) ) *flop+ (eval (cost (theta3 2), V))*flop+(eval (cost (thetaz 4),
V) ) *flop+ (eval (cost (thetad 4), V))*flop+(eval (cost(theta5 4),
V) ) *flop+ (eval (cost (theta6 _4), V))*flop;

> total cost config 8 := (eval(cost(thetal 2),

V) ) *flop+ (eval (cost (theta3 2), V))*flop+(eval (cost (thetaz 4),
V))*flop+ (eval (cost (thetad4 8), V))*flop+(eval (cost (thetab 8),
V) ) *flop+ (eval (cost (theta6 8), V))*flop;

> thetal 1 rad := evalf(thetal 1, 5);
> thetal 2 rad := evalf(thetal 2, 5);
> theta2 1 rad := evalf(theta2 1, 5);
> theta2 2 rad := evalf(theta2 2, 5);
> theta2 3 rad := evalf(theta2 3, 5);
> theta2 4 rad := evalf(theta2 4, 5);
> theta3 1 rad := evalf(theta3 1, 5);
> theta3 2 rad := evalf(theta3 2, 5);
> thetad4 1 rad := evalf(thetad 1, 5);
> thetad4 2 rad := evalf (thetad4 2, 5);
> thetad4 3 rad := evalf(thetad4 3, 5);
> thetad4 4 rad := evalf(thetad 4, 5);
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# Saidas

cost 11
cost 1 2
cost 31
cost 3 2
cost 2 1
divisions
> cost 2 2
divisions
> cost 2 3
divisions
> cost 2 4
divisions
cost 4 1
cost 4 2
cost 4 3
cost 4 4
cost 4 5
cost 4 ©
cost 4 7
cost 4 8
cost 51
cost 5 2
divisions
> cost 5 3
divisions
> cost 5 4
divisions
> cost 5 5
> cost 5 6
divisions
> cost 5 7
divisions

VVVVVVVVVVVVVVVVVYVVVVVVYVYVYVYVYV

vV VV VYV V VYV VYV

thetad4 5 rad
theta4 6 rad
thetad 7 rad
thetad4 8 rad
theta5 1 rad
thetab5 2 rad
thetab5 3 rad
thetab5 4 rad
thetab 5 rad
thetab5 6 rad
thetab 7 rad
thetab 8 rad
theta6 1 rad
theta6 2 rad
theta6 3 rad
theta6 4 rad
theta6 5 rad
theta6t 6 rad
theta6 7 rad
theta6 8 rad
#########################################################################

O O O O

:= evalf
= evalf
= evalf
:= evalf
:= evalf
:= evalf
= evalf
= evalf
= evalf

= evalf
:= evalf
:= evalf
:= evalf
= evalf
= evalf
= evalf
= evalf
:= evalf

(thetad 5,
(thetad 6,
(thetad 7,
(thetad 8,
(thetab 1,
(thetab 2,
(thetab_3,
(thetad 4,
(theta5 5,
= evalf (theta5 ¢,
(thetad 7,
(theta5_ 8,
(theta6 1,
(theta6_ 2,
(theta6_3,
(theta6 4,
(theta6 5,
(theta6 6,
(theta6_ 7,

= evalf (theta6 8,
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5);

multiplications + functions + additions
=0
= multiplications + functions + additions
77 additions + 105

105 functions +

76

78 additions + 106

78 additions + 106

= multiplications

multiplications
0
multiplications

= multiplications

113 functions +
113 functions +
113 functions +

multiplications
113 functions +

113 functions +

80

81

80

81

80

functions

additions

functions

functions

additions

additions

additions

additions

additions

+

134

134

135

135

142

142

142

142

142

multiplications
multiplications
multiplications

multiplications

multiplications
multiplications

multiplications

multiplications

multiplications
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> cost 5 8
divisions
> cost 6 1
> cost 6 2
divisions
> cost 6 3
divisions
> cost 6 4
divisions
> cost 6 5
> cost 6 6
divisions
> cost 6 7

113 functions

8 additions +
376 functions

376 functions

376 functions

8 additions +
376 functions

376 functions

+ 81 additions + 142 multiplications + 5

12 functions + 12
+ 264 additions +

+ 265 additions +

+ 264 additions +

12 functions + 13
+ 265 additions +

+ 265 additions +

divisions

>

cost 6 8

divisions

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVYVYVVYVVYVYVYVYVYV

flop thetal 1
flop thetal 2
flop theta3 1
flop theta3 2
flop thetaz 1
flop theta2 2
flop theta2 3
flop thetaz 4
flop thetad 1
flop thetad 2
flop thetad 3
flop thetad 4
flop thetad4 5
flop theta4 6
flop thetad 7
flop theta4d 8
flop theta5 1
flop thetab 2
flop thetab 3
flop thetab 4
flop thetab 5
flop thetab 6
flop thetab 7
flop thetab 8
flop theta6 1
flop thetat6t 2
flop thetat6t 3
flop theta6 4
flop thetat6t 5
flop theta6 6
flop theta6 7
flop theta6 8

0

376 functions

10 flop

0

10 flop

1071

= 1070

1081
1081
0
0
0
0
flop

= flop
=0

flop
flop
1146
1147
1146
flop

= 1147

1146
1147

flop
flop
flop
flop

flop
flop
flop

flop
flop
flop

120 flop
3825 flop
3826 flop
3825 flop
121 flop
3826 flop
= 3826 flop
3826 flop

total cost config 1
total cost config 2
total cost config 3
total cost config 4
total cost config 5
total cost config 6
total cost config 7

1192
1194
6062
6065
6053
6052
6072

+ 265 additions +

flop
flop
flop
flop
flop
flop
flop

multiplications + divisions
469 multiplications + 21

469 multiplications + 21
469 multiplications + 21

multiplications + divisions
469 multiplications + 21

469 multiplications + 21

469 multiplications + 21
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total cost config 8 := 6075 flop
total cost := 34402 flop
thetal 1 rad := 0.

thetal 2 rad := -2.6020

theta2 1 rad := 0.
theta2 2 rad := 1.6207
theta2 3 rad := 1.5209
theta2 4 rad := 3.1416
theta3 1 rad 0

theta3 2 rad := -3.0486

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

> thetad4 1 rad := 3.1416
> thetad4 2 rad := 3.1416
> thetad4 3 rad := 0

> thetad4 4 rad := 3.1416
> thetad4 5 rad := 6.2832
> thetad4 6 rad := 6.2832
> thetad4 7 rad 3.1416
> thetad4 8 rad 6.2832
> thetab5 1 rad := 0.

> thetab 2 rad := -1.5277
> thetab5 3 rad := -1.6207
> thetab5 4 rad := 0.092956
> thetab5 5 rad := 0.

> thetab 6 rad := 1.5277
> thetab 7 rad := 1.6207
> thetab5 8 rad := -0.092956
> theta6 1 rad := 3.1416
> theta6 2 rad := 3.1416
> theta6 3 rad := -2.6020
> theta6 4 rad := 0.53961
> theta6 5 rad := 0.

> theta6 6 rad := 0.

> theta6 7 rad := 0.53961
> theta6 8 rad := -2.6020
>

FHAFA A R A A R A R A R A R
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> A A
> # Determinacdo de uma Base de Grobner para o PUMA 560 - 1° Caso
SO
> with (Groebner) ;

> with (codegen, cost);

D
> #Entradas
SO
> a2 := 432;

> d3 := 125;

> a3 := 20;

> d4 := 430;

> nx := 1;

> ny := 0;

> nz := 0;

> ox := 0;

> oy := -1;

> oz := 0;

> ax := 0;

> ay := 0;

> az := -1;

> x := 452;

>y 1= 125;

> z := -430;

> rl := (((cl*c2*c3-cl*s2*s3)*cd+sl*sd) *c5+(-cl*c2*s3-cl*c3*s2)*s5) *c6-
((cl*c2*c3-cl*s2*s3) *sd4-sl*cd) *s6-nx;

> r2 = —(((cl*c2*c3-cl*s2*s3) *cd+sl*sd) *ch+(-cl*c2*s3-cl*c3*s2) *s5) *s6-
((cl*c2*c3-cl*s2*s3) *sd4-sl*c4d) *cb6-ox;

> r3 := —-((cl*c2*c3-cl*s2*s3)*cd+sl*s4) *sb+(-cl*c2*s3-cl*c3*s2)*c5-ax;

> rd := (cl*c2*c3-cl*s2*s3)*a3+(-cl*c2*s3-cl*c3*s2)*dd+cl*c2*a2-sl1*d3-x;

> r5 = (((c2*c3*sl-sl*s2*s3)*cd-cl*sd) *c5+(-c2*sl*s3-c3*sl*s2) *s5) *co-
((c2*c3*sl-sl1*s2*s3) *sd+cl*cd) *s6-ny;

> r6 = —(((c2*c3*sl-sl1l*s2*s3)*cd-cl*sd)*chb+(-c2*sl*s3-c3*sl*s2)*s5) *s6-
((c2*c3*sl-sl*s2*s3) *sd+cl*cd) *c6-oy;

> r7 1= —((c2*c3*sl-s1*s2*s3)*cd-cl*sd) *s5+(-c2*sl1l*s3-c3*sl*s2)*ch-ay;

> r8 := (c2*c3*sl-sl*s2*s3)*a3+(-c2*sl*s3-c3*sl*s2)*d4+sl*c2*a2+cl*d3-y;

> r9 = ((-c2*s3-c3*s2)*cd*ch+(-c2*c3+s2*s3) *s5) *cb6-(-c2*s3-c3*s2) *sd*s6-
nz;

> rl10 := —((-c2*s3-c3*s2)*cd*cS5+ (-c2*c3+s2*s3) *s5) *s6-(-Cc2*s3-c3*s2) *sd*c6-
0z;

> rll := - (-c2*s3-c3*s2)*cd*sb+(-c2*c3+s2*s3) *cb-az;

> rl2 := (-c2*s3-c3*s2)*a3+(-c2*c3+s2*s3)*dd-s2*a2-z;

> rl3 := cl”2+s172-1;

> rld := c2"2+s272-1;

> rl5 := c3"2+s372-1;

> rle := c4"2+s4"2-1;

> rl7 := c5"2+s572-1;

> rl8 := c6"2+s6"2-1;



Apéndice E 207

> GB := Groebner[Basis] ([rl, r2, r3, r4, x5, r6, r7, r8, r9, rl0, rll, rl2,
rl3, rl4, r15, rle6, rl7, rl1l8], plex(c6, s6, c5, sb, c4, s4, c2, s2, c3, s3,
cl, sl));

math operations := cost(GB);
V := {additions = 1, divisions = 4, functions = 8, multiplications = 1}:
total cost := eval(cost(GB), V) flop;

FHA A A
# Saidas

FHA A
> GB := [219929*s172+113000*s1, 125*c1-452*s1-125, 1853*s3"2+172*s3, 2*c3-
43*33-2, 407528437*s1*s3+18913894*s1+9730100*s2+104694500*s3, 24325250*c2-
248996875*%s3-49703954*s1-24325250, sl*s4, sd4*s3, c4"2+s472-1,
47504664*c4*s1*s3-47284735*c4*s14+261819000*c4*s3+24325250*s5, -
510675138*s1*s3+12162625*c5-24851977*s1-125388000*s3-12162625, -
c4*sl+sd+s6, —-452*cd*s1-125*c4+125*co]

> math operations := 25*additions+40*multiplications

> total cost := 65*flop

>t AA A R A R A

vV V.V V V V
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FHA A A
# Solucdo da Cinemdtica Inversa do PUMA 560 (Grdbner -> Solve)- 1° Caso
A
with(linalg);

with (Units[Naturall]) ;

with (codegen, cost);

FHA A
#Entradas

FHA A A A

VVVVVVVVVVVVVYVVYVYVYVYVYVYV

cl := cos(thetal);
c2 := cos (theta?);
c3 := cos(theta3);
cd4 := cos(thetad);
c5 := cos(thetab);
c6b := cos(thetab);
sl := sin(thetal);
s2 := sin(theta2);
s3 := sin(theta3);
s4 := sin(thetad);
s5 := sin(thetab);
s6 := sin(thetao6);

> Eg := 219929*s172+113000*s1l, 125*cl-452*s1-125, 1853*s3"2+172*s3, 2*c3-
43*s3-2, 407528437*s1*s3+18913894*s1+9730100*s2+104694500*s3, 24325250*c2-
248996875*s3-49703954*s1-24325250, sl*s4, s4*s3, c4"2+s4"2-1,
47504664*c4*s1*s3-47284735*%c4*s1+261819000*%c4*s3+24325250*s5, -
510675138*s1*s3+412162625*c5-24851977*%s1-125388000*%s3-12162625, -
c4*sl+sd4+s6, —-452*c4*s1-125*c4+125*%c6;

> sys := {Eq};

> S := evalf(solve(sys, {thetal, theta2, theta3, theta4, thetab, thetab6}),
5);

> math operations := cost(Eq);

>V := {additions = 1, divisions = 4, functions = 8, multiplications = 1};
> total cost := eval(cost(Eq), V);
SO
> # Saidas
SO
>S5 := {thetal = -2.6020, theta2 = 3.1416, theta3 = -3.0486, thetad =
3.1416, thetab = 0.92956e-1, theta6 = .53961}, {thetal = -2.6020, theta2 =
3.1416, theta3 = -3.0486, theta4 = 0., thetab = -0.92956e-1, thetat = -
2.6020}, {thetal = 0., theta2 = 0., theta3 = 0., theta4d = 0., thetab = 0.,
theta6 = 0.}, {thetal = -2.6020, theta2 = 1.6207, theta3 = 0., thetad4d = 0.,
thetab5 = -1.6207, theta6 = -2.6020}, {thetal = -2.6020, theta2 = 1.6207,
theta3 = 0., thetad4 = 3.1416, theta5 = 1.6207, thetat = .53961}, {thetal =
0., theta2 = 1.5209, theta3 = -3.0486, thetad4 = 0., theta5 = 1.5277, theta6
= 0.}, {thetal = 0., theta2 = 1.5209, theta3 = -3.0486, thetad4 = 3.141¢,
thetab = -1.5277, theta6c = 3.1416}, {thetal = 0., theta?2 = 0., theta3 = 0.,
thetad4d = 3.1416, thetab = 0., thetac = 3.1416}

> math operations := 25*additions+40*multiplications+43*functions

> total cost := 409*flop

S AR A R R R R R R R R R R R
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APENDICE G

FHA A A A A
# Solucdo da Cinemdtica Inversa do PUMA 560 (Método de Paul) - 2° Caso
FHA A A
with (codegen, cost);

with(linalg);

with (Units[Naturall):;
A
#Entradas

FHA A A

cl 1 := cos(thetal 1);
cl 2 := cos(thetal 2);
c3 1 := cos(theta3 1);
c3 2 := cos(theta3 2);
c2 1 := cos(theta2 1);
c2 2 := cos(theta2 2);
c2 3 := cos(thetaz 3);
c2 4 := cos(theta2 4);
c4d 1 := cos(thetad 1);
c4d 2 := cos(thetad 2);
c4 3 := cos(thetad 3);
c4d 4 := cos(thetad 4);
c4d 5 := cos(thetad 5);
c4d 6 := cos(thetad 6);
c4 7 := cos(thetad 7);
c4 8 := cos(thetad 8);
c5 1 := cos(thetab 1);
c5 2 := cos(thetab 2);
c5 3 := cos(thetab 3);
c5 4 := cos(thetab 4);
c5 5 := cos(thetab 5);
c5 6 := cos(thetab5 6);
c5 7 := cos(thetab 7);
c5 8 := cos(thetab 8);
c6 1 := cos(theta6 1);
c6 2 := cos(thetat 2);
c6 3 := cos(theta6 3);
c6 4 := cos(thetat 4);
c6 5 := cos(thetat 5);
c6_ 6 := cos(theta6 6);
c6 7 := cos(thetat 7);
c6 8 := cos(theta6_ 8);
sl 1 := sin(thetal 1);
sl 2 := sin(thetal 2);
s3 1 := sin(theta3 1);
s3 2 := sin(theta3 2);
s2 1 := sin(theta2 1);
s2 2 := sin(theta2 2);
s2 3 := sin(theta2 3);
s2 4 := sin(theta2 4);
( )

’

s4 1

sin(theta4 1
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> s4 2 := sin(thetad 2);

> s4 3 := sin(thetad 3);

> s4 4 := sin(thetad 4);

> s4 5 := sin(thetad 5);

> s4 6 := sin(thetad 6);

> s4 7 := sin(thetad 7);

> s4 8 := sin(thetad 8);

> s5 1 := sin(thetab 1);

> s5 2 := sin(thetab 2);

> s5 3 := sin(theta5_ 3);

> s5 4 := sin(thetab 4);

> s5 5 := sin(thetab 5);

> s5 6 := sin(thetab 6);

> s5 7 := sin(thetab 7);

> s5 8 := sin(thetab 8);

> s6_ 1 := sin(theta6 1);

> s6_2 := sin(theta6_ 2);

> s6_3 := sin(theta6_3);

> s6_ 4 := sin(theta6 4);

> s6_5 := sin(theta6 5);

> s6_6 := sin(theta6 6);

> s6_7 := sin(theta6 7);

> s6_8 := sin(theta6_8);

> c2 13 1 := cos(theta2 l+theta3 1);

> s2 13 1 := sin(theta2 l+theta3 1);

> c2 23 1 := cos(theta2 2+theta3 1);

> s2 23 1 := sin(theta2 2+theta3 1);

> c2 33 2 := cos(theta2 3+theta3 2);

> s2 33 2 := sin(theta2 3+theta3 2);

> c2 43 2 := cos(theta2 4+theta3 2);

> s2 43 2 := sin(theta2 4+theta3 2);

> a2 := 432;

> d3 := 125;

> a3 := 20;

> d4 := 430;

> nx := 1;

> ny := 0y

> nz := 0;

> ox := 0;

> oy := -1;

> oz := 0;

> ax := 0;

> ay := 0;

> az := -1;

> x := 125/24215*sqrt (3);

> y 1= 215-125*sqrt(3)*(1/2);

> z := -452;

> thetal 1 := arctan(y, x)-arctan(d3, sqgrt(-d3"2+x"2+y"2));
> thetal 2 := arctan(y, x)-arctan(d3, -sqrt(-d372+x"2+y"2));
> theta3 1 := arctan(a3, d4)-arctan((-a2"2-a3"2-d3"2-
d4r2+x"2+y"2+272)/ (2*a2), sqrt(a3”2+d4"2-((-a2”2-a3"2-d3"2-
d4r2+x"2+y"24+272) / (2*a2))"2)) ;

> theta3 2 := arctan(a3, d4)-arctan((-a2"2-a3"2-d3"2-
d4r2+x"2+y~2+272)/ (2*a2), -sqrt(a3”"2+d4"2-((-a2"2-a3"2-d3"2-

d4n2+x"2+y"2+272) / (2%a2))"2));
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> theta2 1 := arctan((-a2*c3 1-a3)*z-(cl 1*x+sl 1*y)*(-a2*s3 1+d4),
(a2*s3 1-d4) *z-(a2*c3 1+a3) * (c1 _1*x+sl 1*y))-theta3 1; B

> theta2 2 := arctan((-a2*c3 1-a3)*z-(cl 2*x+sl 2*y)*(-a2*s3 1+d4),
(a2*s3_1-d4) *z- (a2*c3_1+a3)* (cl_2*x+sl 2*y))-theta3 1; B

> theta2 3 := arctan((-a2*c3 2-a3)*z-(cl 1*x+sl 1*y)*(-a2*s3 2+d4),
(a2*s3 2-d4) *z- (a2*c3 2+a3) * (c1_l*x+sl 1*y))-theta3 2; B

> theta2 4 := arctan((-a2*c3 2-a3)*z-(cl 2*x+sl 2*y)*(-a2*s3 2+d4),
(a2*s3 2-d4) *z- (a2*c3 2+a3) * (cl 2*x+sl 2*y))-theta3 2; a

> thetad4 1 := arctan(-ax*sl l+ay*cl 1, -ax*cl 1*c2 13 1-

ay*c2 13 1*sl l+az*s2 13 1); a -

> thetad4 2 := arctan(-ax*sl 2+ay*cl 2, -ax*cl 2*c2 23 1-

ay*c2 23 1*sl 2+az*s2 23 1); a -

> thetad4 3 := arctan(-ax*sl l+ay*cl 1, -ax*cl 1*c2 33 2-

ay*c2 33 2*sl l1+az*s2 33 2); B -

> thetad4 4 := arctan(-ax*sl 2+ay*cl 2, -ax*cl 2*c2 43 2-

ay*c2 43 2*sl 2+az*s2 43 2); a a -

> thetad4 5 := theta4 1+Pi;

> thetad4 6 := thetad 2+Pi;

> thetad4 7 := thetad 3+Pi;

> thetad4 8 := theta4 4+Pi;

> thetab 1 := arctan(-ax*(cl _1*c2 13 1*c4 1+sl 1*s4 1)-

ay*(c2 13 1*c4 1*sl 1-cl 1*s4 1)+az*s2 13 1*c4 1, -ax*cl 1*s2 13 1-

ay*sl 1*s2 13 l-az*c2 13 1);
> thetab 2 := arctan(-ax*(cl 2*c2 23 1*c4 2+sl 2*s4d 2)-

ay*(c2 23 1*c4 2*sl 2-cl 2*s4 2)+az*s2 23 1*cd4 2, -ax*cl 2*s2 23 1-

ay*sl 2*s2 23 l-az*c2 23 1);
> thetab 3 := arctan(-ax*(cl 1*c2 33 2*c4 3+sl 1*s4 3)-

ay* (c2_33 2*c4 3*sl_1-cl 1*s4_3)+az*s2 33 2*cd 3, -ax*cl 1*s2 33 2-

ay*sl 1*s2 33 2-az*c2 33 2);
> thetab 4 := arctan(-ax*(cl_2*c2 43 2*c4 4+sl 2*s4 4)-

ay* (c2_43 2*c4d 4*sl 2-cl 2*s4_4)+az*s2 43 2%*cd 4, -ax*cl 2*s2 43 2-

ay*sl 2*s2 43 2-az*c2 43 2);

> thetab5 5 := -thetab 1;
> thetab 6 := -thetab 2;
> thetab 7 := -thetab 3;
> thetab5 8 := -thetab 4;
> theta6 1 := arctan(-nx*(cl 1*c2 13 1*s4 1-c4 1*sl 1)-

ny*(c2 13 1*sl 1*s4 14+cl 1*c4 1)+nz*s2 13 1*s4 1,
nx* ((cl 1*c2 13 1*c4 1+sl 1*s4 1)*c5 1-
cl 1*s2 13 1*s5 1)+ny*((c2 13 1*c4 1*sl 1-cl 1*s4 1)*c5 1-

s1_1*s2 13 1*s5 1)-nz*(c2 13 _1*c4 1*sl 1*s5 1+c4_1*c5 1*s2 13 1));

> theta6 2 := arctan(-nx*(cl 2*c2 23 1*s4 2-c4 2*sl 2)-
ny*(c2 23 1*sl 2*s4 2+cl 2*c4 2)+nz*s2 23 1*s4 2,

nx* ((cl 2*c2 23 1*c4 2+sl 2*s4 2)*c5 2-

cl 2*s2 23 1*s5 2)+ny*((c2 23 1*cd4 2*sl 2-cl 2*s4 2)*c5 2-

sl 2*s2 23 1*s5 2)-nz*(c2 23 1*cd4 2*sl 2*s5 2+c4d 2*c5 2*s2 23 1));

> theta6 3 := arctan(-nx*(cl 1*c2 33 2*s4 3-c4 3*sl 1)-
ny*(c2 33 2*sl 1*s4 3+cl 1*c4 3)+nz*s2 33 2*s4 3,

nx* ((cl 1*c2 33 2*c4 3+sl 1*s4 3)*c5 3-

cl 1*s2 33 2*s5 3)+ny*((c2 33 2*c4 3*sl 1-cl 1*s4 3)*c5 3-

sl 1*s2 33 2*s5 3)-nz*(c2 33 2*c4 3*sl 1*s5 3+c4 3*c5 3*s2 33 2));

> theta6 4 := arctan(-nx*(cl_2*c2 43 2*s4 4-c4 4*sl 2)-
ny* (c2 43 2*sl 2*s4 4+cl 2*c4 4)+nz*s2 43 2*s4 4,

nx* ((cl 2*c2 43 2*c4 4+sl 2*s4 4)*c5 4-

cl 2*s2 43 2*s5 4)+ny* ((c2_43 2*c4d 4*sl 2-cl 2*s4 4)*c5 4-

s1_2*s2 43 2*s5 4)-nz*(c2_43 2*c4 4*sl 2*s5 4+cd_4*c5 4*s2 43 2));

> theta6 5 := thetat6t 1+Pi;

211
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theta6 6 := theta6 2+Pi;

theta6 7 := theta6 3+Pi;

theta6 8 := theta6 4+Pi;

cost 1 1 := cost(thetal 1);

cost 1 2 := cost(thetal 2);

cost 3 1 := cost(theta3 1);

cost 3 2 := cost(theta3 2);

cost 2 1 := cost(theta2 1);

cost 2 2 := cost(theta2 2);

cost 2 3 := cost(theta2 3);

cost 2 4 := cost(theta2 4);

cost 4 1 := cost(thetad 1);

cost 4 2 := cost(thetad 2);

cost 4 3 := cost(theta4d 3);

cost 4 4 := cost(thetad 4);

cost 4 5 := cost(thetad 5);

cost 4 6 := cost(thetad 6);

cost 4 7 := cost(thetad 7);

cost 4 8 := cost(thetad 8);

cost 5 1 := cost(thetad 1);

cost 5 2 := cost(thetab 2);

cost 5 3 := cost(thetab 3);

cost 5 4 := cost(thetab 4);

cost 5 5 := cost(theta5 5);

cost 5 6 := cost(thetab 6);

cost 5 7 := cost(thetab 7);

cost 5 8 := cost(thetab 8);

cost 6 1 := cost(theta6 1);

cost 6 2 := cost(theta6 2);

cost 6 3 := cost(thetat 3);

cost 6 4 := cost(theta6 4);

cost 6 5 := cost(theta6t 5);

cost 6 6 := cost(thetat 6);

cost 6 7 := cost(theta6 7);

cost 6 8 := cost(thetat 8);

V := {additions 1, divisions = 4, functions =
flop thetal 1 := (eval(cost(thetal 1), V))*flop;
flop thetal 2 := (eval(cost(thetal 2), V))*flop;
flop theta3 1 := (eval(cost(theta3 1), V))*flop;
flop theta3 2 := (eval(cost(theta3 2), V))*flop;
flop theta2 1 (eval (cost (theta2 1), V))*flop;
flop theta2 2 := (eval(cost(thetaz 2), V))*flop;
flop theta2 3 := (eval(cost(theta2 3), V))*flop;
flop theta2 4 := (eval(cost(theta2 4), V))*flop;
flop thetad4 1 := (eval(cost(thetad 1), V))*flop;
flop theta4 2 := (eval(cost(thetad 2), V))*flop;
flop thetad4 3 := (eval(cost(thetad 3), V))*flop;
flop thetad4 4 := (eval(cost(thetad 4), V))*flop;
flop thetad 5 (eval (cost (thetad 5), V))*flop;
flop thetad4 6 := (eval(cost(thetad 6), V))*flop;
flop thetad4 7 := (eval(cost(thetad 7), V))*flop;
flop theta4 8 := (eval(cost(thetad 8), V))*flop;
flop thetab5 1 := (eval(cost(thetab5 1), V))*flop;
flop theta5 2 := (eval(cost(theta5 2), V))*flop;
flop theta5 3 := (eval(cost(theta5 3), V))*flop;

multiplications
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1};
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> flop_ thetab 4 := (eval(cost(theta5 4), V))*flop;

> flop_thetab 5 := (eval(cost(theta5 5), V))*flop;

> flop thetab 6 := (eval(cost(theta5 6), V))*flop;

> flop_thetab 7 := (eval(cost(theta5 7), V))*flop;

> flop thetab 8 := (eval(cost(thetab 8), V))*flop;

> flop thetat 1 := (eval(cost(thetat 1), V))*flop;

> flop theta6 2 := (eval(cost(theta6 2), V))*flop;

> flop theta6 3 (eval (cost (theta6 3), V))*flop;

> flop theta6 4 := (eval(cost(theta6 4), V))*flop;

> flop theta6 5 := (eval(cost(theta6 5), V))*flop;

> flop thetat 6 := (eval(cost(thetat 6), V))*flop;

> flop theta6 7 := (eval(cost(theta6 7), V))*flop;

> flop theta6 8 := (eval(cost(theta6 8), V))*flop;

> total cost config 1 := (eval(cost(thetal 1),

V) ) *flop+ (eval (cost (theta3 1), V))*flop+ (eval (cost (theta2 1),
V) ) *flop+ (eval (cost (thetad 1), V))*flop+(eval (cost (theta5 1),
V)) *flop+ (eval (cost (theta6 1), V))*flop; B

> total cost config 2 := (eval(cost(thetal 1),
V))*flop+ (eval (cost (theta3 1), V))*flop+(eval (cost (theta2 1),
V) ) *flop+ (eval (cost (thetad 5), V))*flop+(eval (cost(thetab 5),
V) ) *flop+ (eval (cost (theta6_5), V))*flop;

> total cost config 3 := (eval(cost(thetal 1),
V))*flop+ (eval (cost (theta3 2), V))*flop+(eval (cost (theta2 3),
V))*flop+ (eval (cost (thetad 2), V))*flop+(eval (cost (thetab 2),
V) ) *flop+ (eval (cost (theta6 _2), V))*flop;

> total cost config 4 := (eval(cost(thetal 1),
V))*flop+ (eval (cost (theta3 2), V))*flop+(eval (cost (theta2 3),
V))*flop+ (eval (cost (thetad 6), V))*flop+(eval (cost (thetab 6),
V) ) *flop+ (eval (cost (theta6 6), V))*flop;

> total cost config 5 := (eval(cost(thetal 2),

V) ) *flop+ (eval (cost (theta3 1), V))*flop+ (eval (cost (thetaz 2),
V))*flop+ (eval (cost (thetad 3), V))*flop+(eval (cost (thetab 3),
V) ) *flop+ (eval (cost (theta6 3), V))*flop;

> total cost config 6 := (eval(cost(thetal 2),

V) ) *flop+ (eval (cost (theta3 1), V))*flop+(eval (cost(thetaz 2),
V) ) *flop+ (eval (cost (thetad 7), V))*flop+(eval (cost(thetad 7),
V) ) *flop+ (eval (cost (theta6 _7), V))*flop;

> total cost config 7 := (eval(cost(thetal 2),

V) ) *flop+ (eval (cost (theta3 2), V))*flop+(eval (cost (thetaz 4),
V) ) *flop+ (eval (cost (thetad 4), V))*flop+(eval (cost(theta5 4),
V) ) *flop+ (eval (cost (theta6 _4), V))*flop;

> total cost config 8 := (eval(cost(thetal 2),

V) ) *flop+ (eval (cost (theta3 2), V))*flop+(eval (cost (thetaz 4),
V))*flop+ (eval (cost (thetad4 8), V))*flop+(eval (cost (thetab 8),
V) ) *flop+ (eval (cost (theta6 8), V))*flop;

> thetal 1 rad := evalf(thetal 1, 5);
> thetal 2 rad := evalf(thetal 2, 5);
> theta2 1 rad := evalf(theta2 1, 5);
> theta2 2 rad := evalf(theta2 2, 5);
> theta2 3 rad := evalf(theta2 3, 5);
> theta2 4 rad := evalf(theta2 4, 5);
> theta3 1 rad := evalf(theta3 1, 5);
> theta3 2 rad := evalf(theta3 2, 5);
> thetad4 1 rad := evalf(thetad 1, 5);
> thetad4 2 rad := evalf (thetad4 2, 5);
> thetad4 3 rad := evalf(thetad4 3, 5);
> thetad4 4 rad := evalf(thetad 4, 5);
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# Saidas

cost 11
cost 1 2
cost 31
cost 3 2
cost 2 1
cost 2 2
divisions
> cost 2 3
divisions
> cost 2 4
divisions
cost 4 1
cost 4 2
cost 4 3
cost 4 4
cost 4 5
cost 4 6
cost 4 7
cost 4 8
cost 51
cost 5 2
divisions
> cost 5 3
divisions
> cost 5 4
divisions
> cost 5 5
> cost 5 6
divisions
> cost 5 7
divisions
> cost 5 8
divisions
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>
>
>
>
>
>
>
>
>
>

thetad4 5 rad
theta4 6 rad
thetad 7 rad
thetad4 8 rad
theta5 1 rad
thetab5 2 rad
thetab5 3 rad
thetab5 4 rad
thetab 5 rad
thetab5 6 rad
thetab 7 rad
thetab 8 rad
theta6 1 rad
theta6 2 rad
theta6 3 rad
theta6 4 rad
theta6 5 rad
theta6t 6 rad
theta6 7 rad
theta6 8 rad
#########################################################################

= 12 functions
= 11 additions

O O O O

theta
theta
theta
theta
theta
theta
theta

:= evalf (
= evalf (
= evalf (
:= evalf (
1= evalf (
:= evalf (
= evalf (
= evalf (theta
= evalf (theta
= evalf (theta
= evalf (theta
:= evalf (theta
:= evalf (theta
:= evalf (theta
= evalf (theta
= evalf (theta
= evalf (theta
= evalf (theta
:= evalf (theta
= evalf (theta

11 additions
91 additions

+ 4+ 4+ +

92 additions +

92 additions +

multiplications
multiplications

=0
= multiplications

multiplications
113 functions +

113 functions +
113 functions +

multiplications
113 functions +

113 functions +

113 functions +

4 s,
4 6,
4 7,
4 8,
5.1,
5 2,
5 3,
5 4,
5 5,
5 6,
5 7,
58,
61,
6 2,
6 3,
6 4,
65,
6_6,
6 7,
6.8, 5);

Ne Ne Ne Ne Ne Ne Ne N

. N

Ne Ne Ne  Ne  Ne o Ne N

~e

[C2BNC BNC NG NG NG NG NG NG BNC NG G NG BN G BN G BN G BN G I C )
~

~.

19 multiplications + 10 additions
12 functions + 19 multiplications
20 multiplications + 12 functions

125 functions + 161 multiplications + 5
125 functions + 161 multiplications + 5

125 functions + 161 multiplications + 5

80 additions

81 additions

80 additions

81 additions

80 additions

81 additions

142

142

142

142

142

142

multiplications
multiplications

multiplications

multiplications
multiplications

multiplications
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S i i i i i
12 functions + 7 additions + 12 multiplications + divisions
8 additions + 12 functions + 12 multiplications + divisions
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> cost 6 1 := 8 additions + 12 functions + 12
> cost 6 2 := 376 functions
divisions

> cost 6 3 := 376 functions
divisions

> cost 6 4 := 376 functions
divisions

> cost 6 5 := 8 additions +

> cost 6 6 := 376 functions
divisions

> cost 6 7 := 376 functions
divisions

> cost 6 8 := 376 functions
divisions

> flop thetal 1 := 119 flop

> flop thetal 2 := 120 flop

> flop theta3 1 := 125 flop

> flop theta3 2 := 126 flop

> flop theta2 1 := 127 flop

> flop theta2 2 := 1272 flop

> flop theta2 3 := 1273 flop

> flop theta2 4 := 1273 flop

> flop theta4 1 := 0

> flop thetad4 2 := 0

> flop thetad4 3 := 0

> flop thetad4 4 := 0

> flop thetad 5 := flop

> flop thetad4 6 := flop

> flop thetad 7 := 0

> flop thetad4 8 := flop

> flop thetab 1 := flop

> flop thetab 2 := 1146 flop

> flop thetab 3 := 1147 flop

> flop thetab 4 := 1146 flop

> flop theta5 5 := flop

> flop thetab 6 := 1147 flop

> flop thetab 7 := 1146 flop

> flop thetab 8 := 1147 flop

> flop theta6 1 := 120 flop

> flop theta6 2 := 3825 flop

> flop theta6t 3 := 3826 flop

> flop theta6 4 := 3825 flop

> flop thetat 5 := 121 flop

> flop theta6t 6 := 3826 flop

> flop theta6 7 := 3826 flop

> flop theta6t 8 := 3826 flop

> total cost config 1 := 492 flop
> total cost config 2 := 494 flop
> total cost config 3 := 6489 flop
> total cost config 4 := 6492 flop
> total cost config 5 := 6490 flop
> total cost config 6 := 6489 flop
> total cost config 7 := 6490 flop
> total cost config 8 := 6493 flop
>

total cost :=

34514 flop

+ 264 additions +

+ 265 additions +

+ 264 additions +

12 functions + 13
+ 265 additions +

+ 265 additions +

+ 265 additions +

multiplications + divisions
469 multiplications + 21

469 multiplications + 21
469 multiplications + 21

multiplications + divisions
469 multiplications + 21

469 multiplications + 21

469 multiplications + 21
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thetal 1 rad
thetal 2 rad
theta2 1 rad
theta2 2 rad
theta2 3 rad
theta2 4 rad
theta3 1 rad
theta3 2 rad
thetad4 1 rad
thetad4 2 rad
thetad4 3 rad
thetad4d 4 rad
thetad 5 rad
thetad4 6 rad
thetad 7 rad
thetad4 8 rad
theta5 1 rad
thetab 2 rad
thetab5 3 rad
theta5 4 rad
thetab 5 rad
thetab 6 rad
thetab 7 rad
thetab5 8 rad
theta6 1 rad
theta6t 2 rad
theta6 3 rad
theta6t 4 rad
theta6 5 rad
theta6 6 rad
theta6 7 rad
theta6 8 rad

3
3
0
=3
6.2832
6
3
6
0

= -0.04221
= -2.6180

.049876
.5708
.5708
.0917

O(A)I—‘HO

= —3 0486

.1416
.1416

.1416

.2832
.1416
.2832
.49871e-1

= -1.4778
= -1.5708
= 0.43080e-1

-0.49871e-1

= 1.4778

= 1.5708

= -0.43080e-1
= 3.0994

= 3.0994

= -2.6180

= 0.52361

-0.42211e-1

= -0.42211le-1
= 0.52361

-2.6180
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SO
> # Determinacdo de uma Base de Grobner para o PUMA 560 - 2° Caso

D
> with (Groebner) ;

> with (codegen, cost);

D
> #Entradas

D
> a2 := 432;

> d3 := 125;

> a3 := 20;

> d4 := 430;

> nx = 1;

> ny := 0;

> nz := 0;

> ox := 0;

> oy := -1;

> oz := 0;

> ax := 0;

> ay := 0;

> az := -1;

> x := 125/24215*sqrt (3) ;

>y 1= 215-125*sqgrt(3)*(1/2);

> z = —-452;

> rl := (((cl*c2*c3-cl*s2*s3)*cd+sl*sd) *ch5+(-cl*c2*s3-cl*c3*s2)*s5) *c6-
((cl*c2*c3-cl*s2*s3) *sd4-sl*cd) *s6-nx;

> r2 = —(((cl*c2*c3-cl*s2*s3) *cd+sl*sd)*ch+(-cl*c2*s3-cl*c3*s2) *s5) *s6-
((cl*c2*c3-cl*s2*s3) *sd4-sl*cd) *c6-ox;

> r3 1= —((cl*c2*c3-cl*s2*s3) *cd+sl*sd) *s5+(-cl*c2*s3-cl*c3*s2) *ch-ax;

> rd := (cl*c2*c3-cl*s2*s3)*a3+(-cl*c2*s3-cl*c3*s2)*dd+cl*c2*a2-sl1*d3-x;

> r5 1= (((c2*c3*sl-sl*s2*s3)*cd-cl*sd) *cS5+(-c2*sl*s3-c3*sl*s2) *s5) *co6-
((c2*c3*sl-sl*s2*s3) *sd+cl*cd) *s6-ny;

> r6 := —(((c2*c3*sl-sl1*s2*s3)*cd-cl*sd) *ch+(-c2*sl*s3-c3*sl*s2)*sh) *s6-
((c2*c3*sl-sl*s2*s3) *sd+cl*cd) *c6-oy;

> r7 = —((c2*c3*sl-s1*s2*s3)*cd4-cl*sd) *s5+(-c2*sl1l*s3-c3*sl*s2)*ch-ay;

> r8 := (c2*c3*sl-sl*s2*s3)*a3+(-c2*sl*s3-c3*sl*s2)*dd+sl*c2*a2+cl*d3-y;

> r9 := ((-c2*s3-c3*s2)*cd*ch+ (-c2*c3+s2*s3) *sb) *co6-(-c2*s3-c3*s2) *sd*s6-
nz;

> rl0 := = ((-c2*s3-c3*s2)*cd*ch+ (-c2*c3+s2*s3) *s5) *s6-(-c2*s3-c3*s2) *sd*co-
0z;

> rll := - (-c2*s3-c3*s2)*cd*s5+ (-c2*c3+s2*s3) *c5-az;

> rl2 := (-c2*s3-c3*s2)*a3+(-c2*c3+s2*s3) *dd-s2*a2-z;

> rl3 := cl™2+s172-1;

> rld := c2"2+s2"2-1;

> rl5 := c3"2+s372-1;

> rl6 := c4"2+s472-1;

> rl7 := c5"2+s572-1;

> rl8 := c6"2+s672-1;

> GB := Groebner|[Basis] ([rl, r2, r3, r4, r5, r6, r7, r8, r9, r10, rll, rl2,

rl3, rl4, rl1l5, rle6, rl7, rl8], plex(c6, s6, c5, sb, c4, s4, c2, s2, c3, s3,
cl, sl)):
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math operations := cost(GB);
V := {additions = 1, divisions = 4, functions = 8, multiplications = 1}:
total cost := eval(cost(GB), V) flop;

B i i i i
# Saidas

FHH A R R R R
> GB := [8600*sgrt (3)*s1+32084*s1"2+4300*sqrt (3)+2500*s1-6771, -

8021*sqgrt (3) *s1-1250*sqrt (3) +5521*c1-8600*s1-4300, 1853*s372+172*s3, 2*c3-
43*s3-2,
18578641250*s1*s3*sqrt (3)+862257500*sqrt (3) *s1+9289320625*sqgrt (3) *s3+639105
25900*%s1*s3+431128750*sqrt (3) +2966165800*s1+2148795284*s2+9959875000*s3~-
665712384, -226593250*sqrt (3)*s1-113296625*sgrt (3)+537198821*c2~
779480780*s1-5780183345*%s3-389740390, s4, c4~2-1,
433134000*c4*s3*sl*sqrt(3) -

431128750*s1*cd*sqrt (3)+216567000*c4*s3*sqrt (3)+1489980960*c4*s3*sl-
215564375*sqrt (3) *c4d-
1483082900*s1*c4+11821264848*c4*s3+332856192*c4+1074397642*s5, -
4656190500*s1*s3*sgrt (3)-226593250*sgrt (3) *s1-2328095250*sqrt (3) *s3-
16017295320*s1*s3-113296625*sqgrt (3)+537198821*c5-779480780*s1~-
2226636864*s3-389740390, -c4*sl+s6, -8021*sl*cd*sqrt (3)-1250*sqrt(3) *cd-
8600*s1*c4-4300*c4+5521*c6]

> math operations := 46*additions+100*multiplications+40*functions

> total cost := 466*flop

> A A A A R A R

vV V. V V V V
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FHA A A
# Solucdo da Cinemdtica Inversa do PUMA 560 (Grdbner -> Solve)- 2° Caso
A
with(linalg);

with (Units[Naturall]) ;

with (codegen, cost);

FHA A
#Entradas
B kA

VVVVVVVVVVVVVYVVYVYVYVYVYVYV

cl := cos(thetal);
c2 := cos (theta?);
c3 := cos(theta3);
cd4 := cos(thetad);
c5 := cos(thetab);
c6b := cos(thetab);
sl := sin(thetal);
s2 := sin(theta2);
s3 := sin(theta3);
s4 := sin(thetad);
s5 := sin(thetab);
s6 := sin(thetao6);
> Eq := 8600*sqrt(3)*s1+32084*s1"2+4300*sqgrt (3)+2500*s1-6771, -

8021*sqgrt (3)*s1-1250*sqgrt (3) +5521*c1-8600*s1-4300, 1853*s372+172*s3, 2*c3-
43*s3-2,
18578641250*s1*s3*sqgrt (3) +862257500*sqrt (3) *s1+9289320625*sgrt (3) *s3+639105
25900*%s1*s3+431128750*sqrt (3)+2966165800*%s1+2148795284*s2+9959875000*s3~
665712384, -226593250*sgrt (3)*s1-113296625*sqrt (3)+537198821*c2-
779480780*s1-5780183345*s3-389740390, s4, c472-1,
433134000*c4*s3*sl*sqgrt (3) -

431128750*s1*cd*sqgrt (3)+216567000*c4*s3*sqrt (3)+1489980960*c4*s3*sl-
215564375*sqgrt (3) *cd-
1483082900*s1*c4+11821264848*c4*s3+332856192*c4+1074397642*s5, -
4656190500*s1*s3*sgrt (3) -226593250*sqgrt (3) *s1-2328095250*sgrt (3) *s3-
16017295320*s1*s3-113296625*sqrt (3)+537198821*c5-779480780*s1~-
2226636864*s3-389740390, -c4*sl+s6, —-8021*sl*cd*sqrt(3)-1250*sqrt(3) *cd-
8600*s1*c4-4300*c4+5521*co6;

> sys := {Eq};

> S := evalf (solve(sys, {thetal, theta2, theta3, theta4, thetab, thetab6}),
5);

math operations := cost(Eq);

V := {additions = 1, divisions = 4, functions = 8, multiplications = 1};
total cost := eval(cost(Eq), V);

FH A
# Saidas
iiididtddtddtsdtdttdtdddtddsddtdttdttdttittittittidtddtsdtitttddtdtsdtaiii
>S := {thetal = -2.6180, theta2 = 1.5708, theta3 = 0., theta4d = 0., thetab
= -1.5708, theta6 = -2.6180}, {thetal = -2.6180, theta2 = 1.5708, theta3 =
0., theta4d = 3.1416, theta5 = 1.5708, thetac = .52361}, {thetal = -2.6180,
theta?2 = 3.0917, thetal3 = -3.0486, thetad4 = 3.1416, theta5 = 0.43080e-1,
theta6 = .52361}, {thetal = -2.6180, theta2 = 3.0917, theta3 = -3.0486,
theta4 0., theta5 = -0.43080e-1, theta6 = -2.6180}, {thetal = -0.42214e-

vV V.V V V V
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1, theta2 = 1.5708, theta3 = -3.0486, theta4d = 0., theta5 = 1.4778, thetat
= -0.42211e-1}, {thetal = -0.42214e-1, theta2 = 1.5708, theta3 = -3.048¢,
thetad4 = 3.1416, thetab = -1.4778, theta6t = 3.0994}, {thetal = -0.42214e-1,
theta?2 = 0.49876e-1, theta3 = -4.7424*10"(-6), theta4d = 0., thetab = -
0.49871e-1, thetat = -0.42211le-1}, {thetal = -0.42214e-1, theta2 =
0.49876e-1, theta3 = -4.7424*10"(-6), thetad = 3.1416, theta5 = 0.49871e-1,
theta6o = 3.0994}

> math operations := 46*additions+100*multiplications+10l1*functions

> total cost := 954*flop

> AA A A A A A R A R
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APENDICE J

B kR
iiigdgsgsssssdsdsatatstasasssspdsdssdsdsdtatdtatdtstdpdadadtatdtdtsddiddidid
# Alteracdo da Ordem Lexicogrdfica para Anadlise da Eficiéncia

# Computacional - Andlise Realizada no 1° e 2° Casos

# Determinacdo da Base de Grdbner e Solucdes (Grdbner -> Solve)
B i i
B i i kR

FHA A
# Determinacdo de uma Base de Grobner para o PUMA 560 - 1° Caso - 2

# Ordem lexicografica (cl, sl, <3, s3, c2, s2, c4, s4, c5, s5, c6, so6)
FHE A S S S
with (Groebner) ;

with (codegen, cost);

FHE A A
#Entradas

FHE A A
a2 := 432;

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

> d3 := 125;

> a3 := 20;

> d4 := 430;

> nx := 1;

> ny := 0;

> nz := 0;

> ox := 0;

> oy := -1;

> oz := 0;

> ax := 0;

> ay := 0;

> az := -1;

> x 1= 452;

> vy = 125;

> z := -430;

> rl = (((cl*c2*c3-cl*s2*s3)*cd+sl*s4d)*cb+(-cl*c2*s3-cl*c3*s2) *s5) *c6-
((cl*c2*c3-cl*s2*s3) *sd4-sl*cd) *s6-nx;

> r2 = —(((cl*c2*c3-cl*s2*s3) *cd+sl*sd)*ch+(-cl*c2*s3-cl*c3*s2) *s5) *s6-
((cl*c2*c3-cl*s2*s3) *sd4-sl*cd) *cb6-ox;

> r3 := —-((cl*c2*c3-cl*s2*s3)*cd+sl*s4) *sb+(-cl*c2*s3-cl*c3*s2)*c5-ax;

> rd := (cl*c2*c3-cl*s2*s3)*a3+(-cl*c2*s3-cl*c3*s2)*dd+cl*c2*a2-sl1*d3-x;
> r5 = (((c2*c3*sl-sl*s2*s3)*cd-cl*s4d)*cb+(-c2*sl*s3-c3*sl*s2)*s5)*c6-
((c2*c3*sl-sl1*s2*s3) *sd+cl*cd) *s6-ny;

> 1r6 = —(((c2*c3*sl-sl1*s2*s3)*cd-cl*s4)*ch+(-c2*sl*s3-c3*sl*s2)*s5) *s6-
((c2*c3*sl-sl1l*s2*s3) *sd+cl*cd) *c6-oy;

> r7 1= —((c2*c3*sl-s1*s2*s3)*cd-cl*sd) *s5+(-c2*sl1l*s3-c3*sl*s2)*ch-ay;

> r8 := (c2*c3*sl-sl*s2*s3)*a3+(-c2*sl*s3-c3*sl*s2)*d4+sl*c2*a2+cl*d3-y;
> r9 := ((-c2*s3-c3*s2)*cd*c5+(-c2*c3+s2*s3) *s5) *c6-(-c2*s3-c3*s2) *sd*s6-
nzy;

> rl0 := = ((-c2*s3-c3*s2)*cd*ch+ (-c2*c3+s2*s3) *s5) *s6-(-c2*s3-c3*s2) *sd*co6-
0z;

> rll := —-(-c2*s3-c3*s2)*cd*s5+ (-c2*c3+s2*s3) *c5-az;
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> rl2 := (-c2*s3-c3*s2)*al3+(-c2*c3+s2*s3)*dd-s2*a2-z;

> rl3 := cl”"2+s172-1;

> rld := c2"2+s272-1;

> rl5 := c3"2+s372-1;

> rlo := c4"2+s4"2-1;

> rl7 := c5"2+s5%2-1;

> rl8 := c6"2+s6"2-1;

> GB := Groebner[Basis] ([rl, r2, r3, r4, r5, ro6, 7, r8, r9, r10, rll, rl2,

rl3, rl4, rl15, rle, rl7, rl1l8], plex(cl, sl, c3, s3, c2, s2, c4, s4, c5, s5,
c6, s6));

math operations := cost(GB);
V := {additions = 1, divisions = 4, functions = 8, multiplications = 1}:
total cost := eval(cost(GB), V)flop;

FHH A R R R R R
# Saidas
S i i i i i
> GB := [c672+s672-1, 48368765041*s5*%s6"3-12769000000*s5*s6,
113000*c6*s5*s6-188679*s5*s56"2,
8720828021042293873*s5%"2*s672+2300098765968000000*c6*s5~-
2302234777057000000*s572-3840533938620144000*s5*s6,
287779347132125000*c6*s5%2~
480512561394178875*s5%2*s6+1089092105707183794*s5*s6"2~
287512345746000000*s5, 25943128713538131870062500*s5"3~
55116487554029776576904500*%s5%2*s6+107200400293469877668597389*s5%s6"2~
25895011028699959056000000*s5, -
1183339869120*c6*s5+8741785039205*%s572+1110167046212*s5*s6+7882815906450*c5
-7882815906450, 2546719886125*s5%2*s6~
5410536888481*s5*s672+236098810000*s4+236098810000*s6, -
2546719886125*s5%2*s6+5410536888481*s55*%5672+65292812500*c4-65292812500*co,
4083486344100*c6*s5-
43708925196025*%s572+1078062982364*s5*s6+39597400832400*s2,
401042384057562300*c6*s5~-
385206757752568325*s5%2+113989410760005823*s5*s6+17026882357932000*c2~
17026882357932000, 9469462635900*c6*s5-
8741785039205*s572+1181349205663*s5*s6+7919480166480*s3,
9469462635900*c6*s5-8741785039205*s572+1181349205663*s5*s6+368347914720*c3~-
368347914720, 4503286800*c6*s5-
4507468825*s572+2056917943*s5*s6+813297442*s1, 1017742816800*c6*s5~-
1018687954450*s5%2+464863455118*s5*s6+50831090125*%c1-50831090125]

> math operations := 44*additions+109*multiplications

> total cost := 153*flop

> oA A A R A R R A R R A R R A

vV V.V V V V

> AR AR R R R A R R A R R R R

s E S LSS LIS EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE
# Solucdo da Cin. Inversa do PUMA 560 (Grébner -> Solve)- 1° Caso — 2

# Ordem lexicogréafica (cl, sl, c3, s3, c2, s2, c4, s4, c5, s5, c6, s6)
iiididtddtddtsdtdttdtdddtddsddtdttdttdttittittittidtddtsdtitttddtdtsdtaiii
with(linalg);

with (Units[Naturall]) ;

with (codegen, cost);

FH A
#Entradas
iiididtddtddtsdtdttdtdddtddsddtdttdttdttittittittidtddtsdtitttddtdtsdtaiii
cl := cos(thetal);

V VV VYV VYV YVYVYVYV
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> ¢c2 := cos(theta2);
> ¢3 := cos (theta3);
> c4 := cos(thetad);
> c5 := cos(thetad);
> c6 := cos(theta6);
> sl := sin(thetal);
> s2 := sin(theta2);
> s3 := sin(theta3);
> s4 := sin(thetad);
> s5 := sin(thetab);
> s6 := sin(thetao);

> Eg := c6"2+s6"72-1, 48368765041*s5*s6"3-12769000000*s5*s6,
113000*c6*s5*s6-188679*s5*s6"2,
8720828021042293873*s5%2*s6"2+2300098765968000000*c6*s5-
2302234777057000000*s5%2-3840533938620144000*s5*s6,
287779347132125000*c6*s5%2~-
480512561394178875*s5"2*s6+1089092105707183794*s5*s6"2~
287512345746000000*s5, 25943128713538131870062500*s5"3~
55116487554029776576904500*s572*s6+107200400293469877668597389*s5*s6"2~-
25895011028699959056000000*s5, -
1183339869120*c6*s5+8741785039205*%s572+1110167046212*s5*s6+7882815906450*c5
-7882815906450, 2546719886125*s5"2*s6—
5410536888481*s5*s672+236098810000*s4+236098810000*s6, -
2546719886125*s5"2*s6+5410536888481*s5*s6"72+65292812500*c4-65292812500*c6,
4083486344100*c6*s5-
43708925196025*s572+1078062982364*s5*s6+39597400832400*s2,
401042384057562300*c6*s5-
385206757752568325*s572+113989410760005823*s5*s6+17026882357932000*c2-
17026882357932000, 9469462635900*c6*s5-
8741785039205*s572+1181349205663*s5*s6+7919480166480*s3,
9469462635900*%c6*s5-8741785039205*s5%2+1181349205663*s5*s6+368347914720*c3~-
368347914720, 4503286800*c6*s5-
4507468825*%s572+42056917943*s5*s6+813297442*s1, 1017742816800*c6*s5-
1018687954450*s5%2+464863455118*s5*s6+50831090125*c1-50831090125;

> sys := {Eq};

> S := evalf(solve(sys, {thetal, theta2, theta3, theta4, thetab, thetab6}),
5);

> math operations := cost(Eq);

>V := {additions = 1, divisions = 4, functions = 8, multiplications = 1};
> total cost := eval(cost(Eq), V);
SO
> # Saidas
SO
>S := {thetal = -2.6020, theta2 = 3.1416, theta3 = -3.0486, thetad4 =
3.1416, thetab = 0.92956e-1, theta6 = .53961}, {thetal = -2.6020, theta2 =
3.1416, theta3 = -3.0486, theta4 = 0., thetab5 = -0.92956e-1, thetat = -
2.6020}, {thetal = 0., theta2 = 0., theta3 = 0., theta4d = 0., thetab5 = 0.,
theta6 = 0.}, {thetal = -2.6020, theta2 = 1.6207, theta3 = 0., thetad4 = 0.,
theta5 = -1.6207, theta6c = -2.6020}, {thetal = -2.6020, theta2 = 1.6207,
theta3 = 0., thetad4 = 3.1416, thetab = 1.6207, theta6 = .53961}, {thetal =
0., theta2 = 1.5209, theta3 = -3.0486, thetad4 = 0., theta5 = 1.5277, theta6
= 0.}, {thetal = 0., theta2 = 1.5209, theta3 = -3.0486, thetad4 = 3.141l¢,
thetab = -1.5277, theta6c = 3.1416}, {thetal = 0., theta?2 = 0., theta3 = 0.,
thetad4 = 3.1416, thetab5 = 0., theta6 = 3.1416}

> math operations := 44*additions+109*multiplications+85*functions

> total cost := 833*flop
D
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SO
> # Determinacdo de uma Base de Grobner para o PUMA 560 - 2° Caso - 2

> # Ordem lexicogréafica (cl, sl1, c3, s3, c2, s2, c4, s4, c5, s5, c6, s6)
SO
> with (Groebner) ;

> with (codegen, cost);
SO
> #Entradas
SO
> a2 := 432;

> d3 := 125;

> a3 := 20;

> d4 := 430;

> nx = 1;

> ny := 0;

> nz := 0;

> ox := 0;

> oy := -1;

> oz := 0;

> ax := 0;

> ay := 0;

> az := -1;

> x := 125/2+215*sqrt (3);

> y 1= 215-125*sqrt(3)*(1/2);

> z := —-452;

> rl := (((cl*c2*c3-cl*s2*s3)*cd+sl*sd)*c5+(-cl*c2*s3-cl*c3*s2) *s5) *c6-
((cl*c2*c3-cl*s2*s3) *sd-sl*c4d) *s6-nx;

> r2 := —(((cl*c2*c3-cl*s2*s3)*cd+sl*sd) *ch5+(-cl*c2*s3-cl*c3*s2)*s5) *s6-
((cl*c2*c3-cl*s2*s3) *sd-sl*cd) *c6-0x;

> r3 := —((cl*c2*c3-cl*s2*s3)*cd+sl*sd) *s5+ (-cl*c2*s3-cl*c3*s2) *ch-ax;

> rd := (cl*c2*c3-cl*s2*s3)* a3+ (-cl*c2*s3-cl*c3*s2) *dd+cl*c2*a2-sl*d3-x;

> r5 = (((c2*c3*sl-sl*s2*s3)*cd-cl*sd) *c5+ (-c2*sl*s3-c3*sl*s2) *s5) *co-
((c2*c3*sl-sl*s2*s3) *sd+cl*cd) *s6-ny;

> 1r6 = —(((c2*c3*sl-sl1l*s2*s3)*cd-cl*s4d)*cb+(-c2*sl*s3-c3*sl*s2)*s5) *s6-
((c2*c3*sl-sl*s2*s3) *sd+cl*cd) *c6-oy;

> r7 1= —((c2*c3*sl-s1*s2*s3)*cd4-cl*sd) *sb+(-c2*sl*s3-c3*sl*s2)*ch-ay;

> r8 := (c2*c3*sl-sl*s2*s3)*a3+(-c2*sl*s3-c3*sl*s2)*d4+sl*c2*a2+cl*d3-y;

> r9 = ((-c2*s3-c3*s2)*cd*ch+(-c2*c3+s2*s3) *s5) *cb6-(-c2*s3-c3*s2) *sd*s6-
nz;

> rl0 := —((-c2*s3-c3*s2)*cd*ch+t (-c2*c3+s2*s3) *s5) *s6-(-Cc2*s3-c3*s2) *sd*c6-
0zZ;

> rll := —(-c2*s3-c3*s2)*cd*sb+(-c2*c3+s2*s3) *cb-az;

> rl2 := (-c2*s3-c3*s2)*al3+(-c2*c3+s2*s3)*dd-s2*a2-z;

> rl3 := cl”"2+s1"2-1;

> rld := c2"2+s272-1;

> rl5 := c3"2+s372-1;

> rle := c4"2+s4"2-1;

> rl7 := c5"2+s5%2-1;

> rl8 := c6"2+s6"2-1;

> GB := Groebner|[Basis] ([rl, r2, r3, r4, r5, r6, r7, r8, r9, r10, rll, rl2,

rl3, rl4, rl15, rle, rl7, rl1l8], plex(cl, sl, c3, s3, c2, s2, c4, s4, c5, s5,
c6, s6));

> math operations := cost (GB);
> V := {additions = 1, divisions = 4, functions = 8, multiplications = 1}:
> total cost := eval(cost(GB), V)flop;
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B i i i i
# Saidas

FHH A R R R R R
> GB := [1029383056*s6"4+232922400%s6"2*sgrt (3)-662611528*s6"2~
58230600*sqgrt (3)+101316441, -33113421124371848*s6"3*sqgrt(3) -
59941592980713600*s6"3+7132677097292405*sqrt (3) *s6+1145678183800557*c6+1498
5398245178400*s6, -50000847174814957273733556*s5*s6"3*sqrt(3) -
83329034622291539548805000*s5*s673+12500211793703739318433389*s5*s6*sgrt (3)
+271600894150995002759880*s6"2*sqrt (3)+1721369565654543565045175*s5"2+17241
252250419522556614150*%s5*s6+172483214421692292404000*s6"2~
67900223537748750689970*sqgrt (3)+31012833316714527147375,
48433939745656366469286264*s5*s6"3*sqrt (3)+80158604144767261635652000*s5*s6
~3-12108484936414091617321566*s5*s6*sqgrt (3) -
271013981331775935559020*s6"2*sgrt (3)-16281629689435465926516600*s5*s6~-
172110488809132553966000*s6"2+67753495332943983889755*sqrt (3)+1799757773985
406517092800*c5-1835983051175891602706700, s4, -
122189312821784*s6"3*sqrt (3) -
241937186380500*s673+30547328205446*sqrt (3) *s6+5187820067925*c4+70859936730
975*%s6, -10081112585503797404487960*s5*s6"3*sqgrt (3) -
16812491183097501116544800*s5*s6"3+2520278146375949351121990*s5*s6*sgrt (3) +
54202796266355187111804*s6"2*sgrt (3)+3485002391985624573672600*s5*s6+344220
97761826510793200*s6"2~

13550699066588796777951*sqrt (3)+361625748075207262969344*s2~
11171070621288537935844,

862948876070339984225935752*s5*s6"3*sqrt (3)+1724396876870665502898380000*s5
*s673-

215737219017584996056483938*s5*s6*sqrt (3)+131983507067696425096968012*s6"2*
sqgrt (3)-512246824845795205441981800*s5*%s6+83817616362589665915959600*s6"2~
32995876766924106274242003*sgrt (3)+38874767918084780769204480*c2+1961939872
3416998379703500,

401003818684458834060852168*s5*s6"3*sqrt (3)+801310195456268591461420000*s5*
S6"3-

100250954671114708515213042*s5*s6*sqrt (3)+30624579890490680718169260*s6"2*s
qrt (3)-238036039640672238201196200*s5*s6+19448485235431978598158000*s6"2~
7656144972622670179542315*%sqgrt (3)+194373839590423903846022400*s3+1399212407
9444550518381100,

401003818684458834060852168*s5*s6"3*sqrt (3)+801310195456268591461420000*s5*
s6"3-

100250954671114708515213042*s5*s6*sqrt (3)+30624579890490680718169260*s6"2*s
qrt (3)-238036039640672238201196200*%s5*s6+19448485235431978598158000*s6"2~
7656144972622670179542315*sgrt (3)+9040643701880181574233600*c3+495148037756
4368944147500, 2759224*s6"2*sgrt (3)-802100*s6"2~-

689806*sgrt (3)+2156300*s1+1278675,

802100*s6"2*sgrt (3)+2759224*s672+75525*sqrt (3)+552100*c1-689806]

> math operations := 68*additions+207*multiplications+68*functions

> total cost := 819*flop

> AA A R A R A A R R A R

vV V V

> oA A A A R A R A R R A R R R R R R R A

iiididtddtddtsdtdttdtdddtddsddtdttdttdttittittittidtddtsdtitttddtdtsdtaiii
# Solucdo da Cin. Inversa do PUMA 560 (Grdbner -> Solve)- 2° Caso — 2

# Ordem lexicogréafica (cl, sl, c3, s3, c2, s2, c4, s4, c5, s5, c6, s6)
ifididtddtddtsdtddtdtdddtddsddtdttdtdddtitgdtditttdddddsdtitdsddtdmaadaiiai
with(linalg);

with (Units[Naturall):;

with (codegen, cost);

B A R R R R R A R A R A R A

vV V.V V V V VYV
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> #Entradas
SO
> ¢l := cos(thetal);
> c2 := cos(theta2);
> ¢3 := cos (theta3);
> c4 := cos(thetad);
> c5 := cos(thetad);
> c6 := cos (theta6);
> sl := sin(thetal);
> s2 := sin(theta2);
> s3 := sin(theta3);
> s4 := sin(thetad);
> s5 := sin(thetab);
> s6 := sin(thetao);

> Eq := 1029383056*s674+232922400*s6"2*sqrt (3) -662611528*s6"2~-
58230600*sqrt (3)+101316441, -33113421124371848*s6"3*sqrt(3)-
59941592980713600*s6"3+7132677097292405*sqrt (3) *s6+1145678183800557*c6+1498
5398245178400*s6, -50000847174814957273733556*s5*s6"3*sqrt (3) -
83329034622291539548805000*%s5*s673+12500211793703739318433389*s5*s6*sqrt (3)
+271600894150995002759880*s6"2*sqrt (3)+1721369565654543565045175*s5%2+17241
252250419522556614150*s5*s6+172483214421692292404000*s6"2—-
67900223537748750689970*sqgrt (3)+31012833316714527147375,
48433939745656366469286264*s5*s6"3*sqrt (3)+80158604144767261635652000*s5*s6
~3-12108484936414091617321566*s5*s6*sqrt (3) -
271013981331775935559020*s6"2*sqrt (3)-16281629689435465926516600*s5*s6-
172110488809132553966000*%s6"72+67753495332943983889755*sqrt (3)+1799757773985
406517092800*c5-1835983051175891602706700, s4, -
122189312821784*s6”3*sqgrt (3) -
241937186380500*s673+30547328205446*sqrt (3) *s6+5187820067925*c4+70859936730
975*s6, —-10081112585503797404487960*s5*s6"3*sqrt(3) -
16812491183097501116544800*%s5*s6"°3+2520278146375949351121990*s5*s6*sqgrt (3) +
54202796266355187111804*s6"2*sqrt (3)+3485002391985624573672600*s5*s6+344220
97761826510793200*s6"2-

13550699066588796777951*sqrt (3)+361625748075207262969344*s2~-
11171070621288537935844,

862948876070339984225935752*s5*%s6"3*sqrt (3)+1724396876870665502898380000*s5
*36"3-

215737219017584996056483938*s5*s6*sqrt (3)+131983507067696425096968012*s6"2%*
sqrt (3)-512246824845795205441981800*s5*s6+83817616362589665915959600*s6"2~-
32995876766924106274242003*sqrt (3)+38874767918084780769204480*¢c2+1961939872
3416998379703500,

401003818684458834060852168*s5*s6"3*sqrt (3)+801310195456268591461420000*s5*
S6”3-

100250954671114708515213042*s5*s6*sqrt (3)+30624579890490680718169260*s6"2*s
grt (3)-238036039640672238201196200*s5*s6+19448485235431978598158000*s6"2~-
7656144972622670179542315*sqrt (3)+194373839590423903846022400*s3+1399212407
9444550518381100,

401003818684458834060852168*s5*s6"3*sqrt (3)+801310195456268591461420000*s5*
S6"3-

100250954671114708515213042*s5*s6*sqrt (3)+30624579890490680718169260*s6"2*s
grt (3)-238036039640672238201196200*s5*s6+19448485235431978598158000*s6"2—
7656144972622670179542315*sqrt (3)+9040643701880181574233600*c3+495148037756
4368944147500, 2759224*s6"2*sqrt (3)-802100*s6"2-

689806*sqgrt (3)+2156300*s1+1278675,

802100*s6"2*sgrt (3)+2759224*s672+75525*sqgrt (3) +552100*c1-689806;

> sys := {Eq};

> S := evalf(solve(sys, {thetal, theta2, theta3, theta4, thetab, thetab6}),
5);
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math operations := cost(EQ);

V := {additions = 1, divisions = 4, functions = 8, multiplications = 1};
total cost := eval(cost(Eq), V);
A
# Saidas

FHA A A
>S := {thetal = -2.6180, theta2 = 1.5708, theta3 = 0., theta4d = 0., thetab
= -1.5708, theta6o = -2.6180}, {thetal = -2.6180, theta2 = 1.5708, theta3 =
0., thetad4d = 3.1416, thetab = 1.5708, theta6 = .52361}, {thetal = -2.6180,
theta?2 = 3.0917, theta3 = -3.0486, thetad4 = 3.1416, thetab = 0.43080e-1,
theta6 = .52361}, {thetal = -2.6180, theta2 = 3.0917, theta3 = -3.048¢6,
thetad4d = 0., thetab = -0.43080e-1, thetat = -2.6180}, {thetal = -0.42214e-
1, theta2 = 1.5708, theta3 = -3.0486, theta4d = 0., thetab = 1.4778, theta6
= -0.42211e-1}, {thetal = -0.42214e-1, theta2 = 1.5708, theta3 = -3.0486,
thetad = 3.1416, thetab = -1.4778, theta6 = 3.0994}, {thetal = -0.42214e-1,
theta?2 = 0.49876e-1, thetal3 = -4.7424*10"(-6), theta4d = 0., thetab5 = -
0.49871e-1, thetat = -0.42211e-1}, {thetal = -0.42214e-1, theta2 =
0.49876e-1, theta3 -4.7424*%10" (-6), thetad = 3.1416, thetab = 0.49871e-1,
theta6 = 3.0994}

> math operations := 68%*additions+207*multiplications+154*functions

> total cost := 1507*flop

S oA H A A A A R R A R R R R R R

>
>
>
>
>
>
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> A A
> # Determinacdo de uma Base de Grobner para um manipular 6R com pulso

> # ndo esférico

D
> with (Groebner) ;

> with (codegen, cost);

D
> #Entradas

D
> a2 := 432;

> a3 := 20;

> d3 := 125;

> d4 := 430;

> db5 := 20;

> nx := 1;

> ny := 0;

> nz := 0;

> ox := 0;

> oy := -1;

> oz := 0;

> ax := 0;

> ay := 0;

> az := -1;

> x := 452;

> vy := 105;

> z = =430;

> rl := (((cl*c2*c3-cl*s2*s3)*cd+sl*s4) *c5+ (-cl*c2*s3-cl*c3*s2) *s5) *co-
((cl*c2*c3-cl*s2*s3) *sd4-sl*c4d) *s6-nx;

> r2 1= —(((cl*c2*c3-cl*s2*s3)*cd+sl*s4d) *chb+(-cl*c2*s3-cl*c3*s2) *s5) *s6-
((cl*c2*c3-cl*s2*s3) *sd-sl*cd) *c6-0ox;

> r3 = —((cl*c2*c3-cl*s2*s3) *cd+sl*sd) *s5+(-cl*c2*s3-cl*c3*s2) *ch-ax;

> rd := (-(cl*c2*c3-cl*s2*s3) *sd+sl*cd) *d5+ (cl*c2*c3-cl*s2*s3) *a3+ (-
cl*c2*s3-cl*c3*s2) *d4+cl*c2*a2-sl1*d3-x;

> r5 = (((c2*c3*sl-sl*s2*s3)*cd-cl*sd) *c5+ (-c2*sl*s3-c3*sl*s2) *s5) *co-
((c2*c3*sl-sl1*s2*s3) *sd+cl*c4d) *s6-ny;

> r6 = —(((c2*c3*sl-sl1l*s2*s3)*cd-cl*sd)*chb+(-c2*sl*s3-c3*sl*s2)*s5) *s6-
((c2*c3*sl-sl*s2*s3) *sd+cl*cd) *c6-oy;

> r7 1= —((c2*c3*sl-s1*s2*s3)*cd4-cl*sd) *sb+(-c2*sl*s3-c3*sl*s2)*ch-ay;

> r8 = (-(c2*c3*sl-s1*s2*s3)*sd-cl*cd)*d5+ (c2*c3*sl-sl*s2*s3) *a3+ (-
c2*sl*s3-c3*sl*s2)*d4+sl*c2*a2+cl*d3-y;

> r9 := ((-c2*s3-c3*s2)*cd*ch+(-c2*c3+s2*s3) *s5) *cb6-(-c2*s3-c3*s2) *sd*s6-
nzy;

> rl0 := —((-c2*s3-c3*s2)*cd*ch+t (-c2*c3+s2*s3) *s5) *s6-(-c2*s3-c3*s2) *sd*c6-
0z;

> rll := —-(-c2*s3-c3*s2)*cd*s5+ (-c2*c3+s2*s3) *c5-az;

rl2 := —(-c2*s3-c3*s2) *sd4*d5+ (-c2*s3-c3*s2) *a3+ (-c2*c3+s2*s3) *dd-s2*a2-z;;
> rl3 := cl”2+s172-1;

> rld := c2"2+s2"2-1;

> rl5 := c3"2+s372-1;

> rle := c4"2+s472-1;
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> rl7 := c5"2+s5%2-1;
> rl8 := c6"2+s672-1;
> GB := Groebner[Basis] ([rl, r2, r3, r4, r5, ro6, 7, r8, r9, r10, rll, rl2,

rl3, rl4, r15, rle, rl7, rl1l8], plex(c6, s6, c5, s5, c4, s4, c2, s2, c3, s3,
cl, sl));

> math operations := cost(GB);

> V := {additions = 1, divisions = 4, functions = 8, multiplications = 1}:
> total cost := eval(cost(GB), V)flop;

D
> # Saidas
S
> GB :=

[1175262138064162505664198980608584518451937095726344321*s1711+291012009866
0049753263028747695997083011770034930582000*s1710+2362053508278532447802867
82923617524667297708528815600*s1"9~-
4734749428568907931203608683602748172679010491784560000*s1"8~-
3795196768655369223929571145636498266957223725005600000*s177+76209076484127
9462235536831923509016134687212288000000*s176+22383029987510793324995255080
95909448387768222016000000*s175+1126569760199489107367796576802269937236141
478400000000*s174+244795034437095997479399787925968867890469273600000000*s1
~3+22516360120786744090852388691772088529715200000000000*s172+7245140171869
17029611823349836316672000000000000000*s1, -
283052426792554008658514169501696018630425161770570947535393698853216259827
674663198215607942306033565665918109653664765859648675790576135722397283024
405830749239177219873979934251437028982370662008653153907091410148499576064
4785025069263199251*s1710-
635479207058847345758669374875124482703358127674277234515918851427921084345
429598178184533827302630982812222472200151174320068493886540653779568418693
286567428669598051746688082991196085579479541247367805453294883373895270374
9607748938467892000*%s179+493182198003350327362631982166935012957631186381000
199074086507125147704377236852958900924500982170466281337044161486262626708
340049955854200964129226220926508043036202216253708891212940959795831238674
1268733671553929319577581979741978478730150*s178+11249885525822857744335602
203026983938352224551742598592303054125857937875502993373175533516742207884
713882685494203582195337183856193301668385300622995367304747882402539432734
275299539981149891953883820647940253709628596534010973971231679360000*s1"7+
651189623397073113727918835706579360211982590007860953985179941286277672038
052762545641886201099179693917206491192464399742771486800025365475394333832
404347099777940851347396636643720591607703216320825174573117505480077797880
9034063342097350000*s1"6-
346064862810178634708480929912601878277188980644895027892219952459970051484
259343415360066489816450310304244684574417132032875415422327570613074297212
013484756540628391301471441934258484838223977699182047668631451017981620420
7486388659328000000*s175-
463354336579047181166230550950592588450377946160221632194240915097545657529
596531129446810612426471000949652277889482460313834144769430876716981118153
119735530636430564722936124794035183712649713796568431535597531020999145293
2472822466608500000*s1"4~-
158835585885749367032601484036841178783780881037544688567243980538256589769
400212202299020071550805930112270847361855389242464378865883751808178296982
294395257022712306076920300975360099246102806868393852027825527439153632417
7859470950400000000*s1"3-
180221227765503853142259295293707410256694886409625875888383046294881275793
813865469901377363438143089135441704922822694343204217821422113069334122946
961777756921087534256663140622791462768659432645442991308011005425227449268
000076742850000000*s172+131201282638551012386923693699872286259953436365277
026412222048585319953556366958877995772053618963906823940678846987235990016
242205007202440399767363387752006342221472679742174016656567534724316215312
6595418807603370345424949398437500000000*c1~-
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653391069948016616533671522145717128721438108120886386243125664643333353735
616636765157568497574607674668105421920268860697388094831930889932986885996
247285028628182857821442758079833703104323721795336914799565713673095465266
0531200000000000*s1-
131201282638551012386923693699872286259953436365277026412222048585319953556
366958877995772053618963906823940678846987235990016242205007202440399767363
387752006342221472679742174016656567534724316215312659541880760337034542494
9398437500000000,
876725743464079477511344180357144697327104025283766499818432699107580918755
00182961850731222655603753507151640218312767989515873017*s1710+149237571151
279833229391548026652794137547854433391117053438502563519700868088446658202
634473273824093689712043408074945811101112000*s179~-
743383246631069181362993652300839528590812037717224506528097433585269758029
95632416317268658335610764981779941494168185641548471800*s1"8~-
239966155772204989830731220471781300526894182608524098848559402943128291412
310784047529402418332144022459709781695828914153240576000*s1"7~-
104175988377018752376212163303255753175298651383390178752228138574427095124
568259019089262407478854125891077929050118100350634000000*s176+353773212924
734114967140956393315186250790799954208925749232648249255237999926276787083
42426473545024359267119168664495122326400000*s175+2216198180955176999683025
766045282902661584368744049832856165444756223105917040396688805286943666491
3300183771850836833060531200000*s174*s3+38844017338442678954007192990361014
833745225422830829080106948126763168998935199804318169697645759830000681440
848135003610624000000*s174+232602570436806004731533524572274954140648991699
285865919357536845899262030312280116319675867750571005570152298960619529728
00000000*s173*s3+1058015380294093309533322693804877836190826111721956546498
8812182990512575047338629382210672478056286473434928227458308505600000000*s
173+469762117748909436544873100299715687705507468562803218242011561541899245
88898402231608664970485377876292684828235463893227520000000*s172*s3+1070800
765265894095066700827283496847307590202520530192689523160081059881307434858
248398031842218605149387504312961033830400000000*s172+453692162149355274892
114301001516194934600432425265819681186303169929224826805296308691647964070
050120232128350400829440000000000*s1*s3+36187276459371972874397712979813379
593048311748142591975945366745538906210685681091952873882515716035823793453
190348800000000000*s1,
626081198172040227469794483219851288076758513747635496229318228041211344381
663430954191716729258046886677736223538810601113096202264671344469348114034
543425197103189544441845284216782163820554707066291027156413583733746603*s1
~10+13768703652547816590591011879058547809844073302538842635198569605234194
546613846469260745405647386216278027021939984710706397726233397190822036511
443027081070915382573329604268944468836145789890992642728162066744455385453
15*s1"9-
333499939973840853389828137379180221430564481076075558222218627677506437758
009704023699776566081753441029984039017106756784534028224491509875783106513
067919719964349609572172444699228976166637753153498032127688168738580500*s1
/\8_
247783264931835917973995753435462079343126305113867375764016345922029166766
488333893574426869832409585372292015072626834678333842914770714596865768413
3497374690122107984957064859130023191371517017316803878494621226624420000*s
1~7-
117731857853565546757437977508844893546770536476116123187313082021489978113
110698397906312974330859850607041946324551034099415946549968396001065691392
0244545173481871058804405356662080106670401311088249550812000099302400000*s
176+85223909663778781139136912862622020423503951524887821065835654894811006
471917497846145976401805170757597924866962752840117124484825298128955142247
912921476871436229627677458014175178747212573074974156715040211734778200000
0*s175+91701866144980251253973002045778435205506901473231842384243854909260
713007448820585980012234123387927095634580940678691588297118282059779308249
829381229205342994941524772595230745862038632830244902537062500537993284800
0000*s1"4-
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338483872126896271619073921355358639784894605137602262889721295523352969911
919928193859561565429374959122097700188837070435091583539164288308914651037
71309047111908000365796497018065221677090310800967905468140000000000000*s1"
3*s3+2950877555412530379558151441607379746778824487301023289765067040493038
824011993875464693477264434887928042256723107882957659578445252376843788821
851422554912622550318269588680248628455983414076834490870264527746662400000
00*s1"3-
206049654056785492357407546643788855672036673376260998841701152270252066818
935044455930744720852660206668514536085491332763500526033714246160677532789
46835725310705481788094519684427036104904578295496069032800000000000000*s1"
2*s3+1738201133811633623191628878153651965041249570127625957347156346733665
453022520851435369942800626678832079855658215080605198618944703835940705595
848096655908675750435719892489461631428515755192423593844931033600000000000
0*s1*s372+37678484658660510780950512682434884842364623496041297731747082182
059724806710225412595154639742019488559124876248506681866098409133243625931
614426720968369498205823409263722476564367833338229913947836003098705920000
000000*s1"2-
892201493408564695449081676085625790693289534135447714487598808070013994553
854498446602373258418004010434087489951660822898027148261212764607596098133
377622036583468997587767256761453178922820526019191681536000000000000*s1*s3
+15745639723184635366870703421806136953056191024241998497634597479589392665
576878972907268045297434151055468017632643985236713081075427665131352533252
63005221889028134441557706834396424036627049828216288174080000000000000*s1,
466423985101030474686309172727568303566867338512131804388383032464879463122
223707783032130634404524834196718315829528415984627546643144990139916631113
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> math operations := 188*additions+912*multiplications

> total cost := 1100*flop
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APENDICE L

FHA A A
# Solucdo da Cinemdtica Inversa para um manipular 6R com pulso

# ndo esférico (Grdbner -> Solve)

FHAFF A A A
with(linalg);

with (Units[Natural]);

with (codegen, cost);
A
#Entradas
A

VVVVVVVVVVVVVVVYVYVYVYVYVYVYV

cl := cos(thetal);
c2 := cos(theta?);
c3 := cos(thetal3);
cd4 := cos(thetad);
c5 := cos(thetab);
c6 := cos(thetao);
sl := sin(thetal);
s2 := sin(theta2);
s3 := sin(theta3);
s4 := sin(thetad);
s5 := sin(thetab);
s6 := sin(thetao6);
> Eq :=
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17029611823349836316672000000000000000*s1, -
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052762545641886201099179693917206491192464399742771486800025365475394333832
404347099777940851347396636643720591607703216320825174573117505480077797880
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346064862810178634708480929912601878277188980644895027892219952459970051484
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279833229391548026652794137547854433391117053438502563519700868088446658202
634473273824093689712043408074945811101112000*s179-
743383246631069181362993652300839528590812037717224506528097433585269758029
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00000000*s173*s3+1058015380294093309533322693804877836190826111721956546498
8812182990512575047338629382210672478056286473434928227458308505600000000*s
173+469762117748909436544873100299715687705507468562803218242011561541899245
88898402231608664970485377876292684828235463893227520000000*%s172*s3+1070800
765265894095066700827283496847307590202520530192689523160081059881307434858
248398031842218605149387504312961033830400000000*s1"2+453692162149355274892
114301001516194934600432425265819681186303169929224826805296308691647964070
050120232128350400829440000000000*s1*s3+36187276459371972874397712979813379
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546613846469260745405647386216278027021939984710706397726233397190822036511
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614426720968369498205823409263722476564367833338229913947836003098705920000
000000*s1"2-
892201493408564695449081676085625790693289534135447714487598808070013994553
854498446602373258418004010434087489951660822898027148261212764607596098133
377622036583468997587767256761453178922820526019191681536000000000000*s1*s3
+15745639723184635366870703421806136953056191024241998497634597479589392665
576878972907268045297434151055468017632643985236713081075427665131352533252
63005221889028134441557706834396424036627049828216288174080000000000000*s1,
466423985101030474686309172727568303566867338512131804388383032464879463122
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941728827273497678515297651343510355251874415392243398917734682245249208913
703843562*s1710+56631016012465763438878025205095821025306501266303658581011
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733471061958611922130610234889467039597629798226171569338965964663928076527
097799673265457654183239338366205606076472657113900548520906108241920000000
000000*s1*s3-
333341275837994421381579667753156145809092693024565319795258945710821335985
514164981457482475033686253704590388866832367060106271030701694485424888344
135098135247920417246833712168671743503060660365015041065444722438223956945
633557060250312525858381152422964428559446596763395559189353361121280000000
000000*s3"2-
775602673412167419785738686388645396238810768435179730779732347148941724260
159850258114215164750898027789304504452753356503518026896409588797608314945
358475859775865101826663939845736153153389332377953881550743535328166216315
490182396572992933608069371761645610749704128465293901792238812184576000000
00000*s1-
309415539363923585955918525923059131565914426336887398838556603681928061465
237109426933011255832671536088448714976228640768150451253538539943297791663
201494221600875940455776570388621370116170715503413853552382581000402161870
744586154144920423354784448012681498716809577136017464547052229427200000000
00000*s3+150576899001392615043147258524141610107443282412008079538143394556
666110876708843088903661808394021893100752389286450630520245482306846920816
505815925675145766756670892642130716855789038859290658276855148369591867584
175040014617305062094642583286350743434250686283374169751808671377333772288
0000000000000*s6, -
290538680283773904796977003140003362761413787446210007248818010973278030240
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024482794938344080521785221801040122272910532589653358426680968803755327280
519037658514208530929881572184260537419393206606255489331789163278364317087
885124705088984746649922365551726519012924251686912990588609131089*s1710-
529532827070422354077074788320443900043911305936345543584380341750580065613
047188050709478142462268756185941201816103172826591396199550697255652082892
801680740623565156765124238258668334998269360271549268726585586584327950673
427061622781836176663950092344704963956852028685944009336199701600*s179+283
077015178500252580214435231915373062922746850609684541802402212643816603421
713845913408658808000750946515311549747171221692033864758346759203162081928
593734193133918835350437320859200722116878477688256275557999883772254066058
346255471928844371511564011333583624121013456844917013023411600*s178+973910
611438293502293071374937938635949183237006485231690625068071379074611843934
925833947225601671948837211768966077788291541407965230566852758888393002030
143883411383683662196750579792207041790015603181285981513376448134514538775
635528945679498602459138536012030109707802837332651246640000*s1"7+296164922
399405914427225056111775668773754937367573901289223142712291012808905750947
383689512187665871895995096262403050632135850409166811173501605412577125636
486350077542614294328958224315055929730595232862659237718680433841643171521
713267437128656575375092288747222448031554045914554400000*s1"6-
370065279364038118294469952002545271267870856019753050654615040752038877448
277822646613713156043317462666161557233135408691347448889051790347612284640
9248927404784313222307400934695178084454697778083587126953719434427452409¢61
675522618488987567408135373266033508547477226304171001189312000000*s1"5~-
295538270610922739156731781498035580628178234306314901846629265775717808514
325710730733503204143648740106416439266220260092404765008372013923982172294
280651392649007510458713030824233280324196365581738987719771716126767359330
465633062811900590385368915363610171811109092627065285863744000000*s1"4~
824065931638023901335662212798719134949465704271037819067055652745991589891
136201504501131737109492875407392982635659278757414369156007482150339931344
369328959092624977824751682737041193237394984260094530142092754148613425724
27402508983513783776231459578100259391719208891650621043200000000*s1"3~-
118337359219600233062921607242477930859367889710056927326453429575933979981
107040267883314602108965634814798137614357565899831105209028018588476759590
698647550849727714690513197841454904766272130192143110461572163401858848948
48180578397453268355366493072731401889305125006465632870400000000*s172+3817
981655108875623472341233371934370932954257342627926346514033885795955532319
449713116651418162875965903615378547466498707046535394940981769310003485742
551694636920536982674813553234225335804262997415640039655603307650123357994
4408876208795894296797736753210761007598576640000000000000*c6-
143788534792163517844679107533203980300712584362265787013814626035167078578
375029288157145772271570811787666957942256691854527126493003637324175559814
104584599490987259708833854251421094164040692106570609246403857290373337253
7931197678873701817500849212780324592844890579738828800000000000*s1~
381798165510887562347234123337193437093295425734262792634651403388579595553
231944971311665141816287596590361537854746649870704653539494098176931000348
574255169463692053698267481355323422533580426299741564003965560330765012335
79944408876208795894296797736753210761007598576640000000000000;

> sys := {Eq};

> S := evalf(solve(sys, {thetal, theta2, theta3, theta4, thetab, thetab6}),
5);

> math operations := cost(Eq);

> V := {additions = 1, divisions = 4, functions = 8, multiplications = 1};
> total cost := eval(cost(Eq), V);
SO
> # Saidas

> HHHAHH AR R
>S := {thetal = 0., theta?2 = 0., theta3 = 0., thetad4d = 0., thetab = 0.,
theta6 = 0.}, {thetal = 0., theta2 = 1.5209, theta3 = -3.0486, thetad4 = 0.,

theta5 = 1.5277, theta6 = 0.}, {thetal = -0.83106e-1, theta?2 = 0., theta3l3 =
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0., theta4d = 2.6020, theta5 = 0., thetac = -2.6851}, {thetal = -2.6851,
theta?2 = 3.1416, thetal3 = -3.0486, theta4d = 0., theta5 = -0.92956e-1,
theta6 = -2.6851}, {thetal = -2.6851, theta2 = 1.6207, theta3 = 0., theta4
= 0., theta5 = -1.6207, thetac = -2.6851}, {thetal = -2.6188-0.60089%e-1*1I,
theta?2 = 3.1416, theta3 = 3.1416, theta4d = 1.8665-1.1349*I, theta5 = 0.,
theta6 = 1.8005+1.0748*I}, {thetal = -0.89541le-1, theta?2 = 1.5470, theta3 =
-3.0755, thetad4 = 3.1416, theta5 = -1.5287, thetac = 3.0521}, {thetal =

1.8314-.28856*I, theta2 = 1.5716-1.3116*I, theta3 = 1.5700+1.3116*I, theta4
= -0.92287e-1-4.0819*I, thetab = 3.1416, theta6 = 1.9365-4.3538*I}

> math operations := 188*additions+912*multiplications+228*functions
> total cost := 2924*flop

S oA A R A R A R A R R A R R R R A
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D i
# Teste de Solugdes para um manipular 6R com pulso ndo esférico

B A R A R A R A R A R A R

VvV Vv

FHA A A R R
#Determinacdo da Matriz de Transformacdo Homogénea
B i i kR
# Entradas
B i kR
with (Units[Naturall]) ;
thetal := 0*'deg';
theta2 := 0*'deg';
theta3 := 0*'deg';
thetad := 0*'deg';
thetab := 0*'deg';
theta6 := 0*'deg';
a2 :=
a3 := 20;
d3 := 125;
d4 := 430;
ds := 20;

Matrix (4, 4, [[cos(thetal), -sin(thetal), O,
cos (thetalt), o0, 01, [0, O, 1, 0], [0, O, O, 111
[[cos (theta2), -sin(theta2), 0, 0], [0, 0, 1, O

VVVVVVVVVYVVVVVVYVYVYV

0], I[sin(thetal),
) . Matrix (4, 4,
], [-sin(theta2), -
4

cos (theta?2), 0, 0], [0, O, O, 1]1) . Matrix(4, , [[cos(theta3), -
sin(theta3), 0, a2], [sin(theta3), cos(theta3), 0, 0], [0, O, 1, d3]1, [0,
0, 0, 1]1) . Matrix(4, 4, [[cos(thetad4), -sin(theta4), 0, a3], [0, 0, 1,
d4], [-sin(theta4d4), -cos(theta4), 0, 01, [0, O, O, 1]1]1) . Matrix(4, 4,
[[cos(thetab), -sin(theta5), 0, 0], [0, 0, -1, d5], I[sin(thetab),

cos (thetab5), 0, 0], [0, O, O, 11]) . Matrix(4, 4, [[cos(thetao6), -
sin(thetao), 0, 0], [0, O, 1, 0], [-sin(theta6b), -cos(thetao), 0, 0], [0,

0, 0, 111)=:

> o HHHHH A A
> # Saidas

> HHHHH A A
> Matrix (4, 4, [[1, O, O, 4521, [0, -1, O, 1051, [O, O, -1, -4301, [0, O,
0, 111)

> HHhH AR A A A AR AR A A A AR A AR A A R A R H

R sz EE LTI EEEEEEEEEEEEE LSRR LR LR EE LR R

> #Configuracdo de Juntas 1 {thetal = 0., theta2 = 0., theta3 = 0.,

> #thetad4d = 0., theta5 = 0., theta6 = 0.}

> HHHAHH A AR

> # Entradas

S o HHHH AR A R A R

> with (Units[Naturall):;

> thetal := 0;

> theta2 := 0;
0
0

’

> theta3
> thetad :=

’
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> thetab := 0;

> theta6 := 0;

> a2 := 432;

> a3 := 20;

> d3 := 125;

> d4 := 430;

> d5 := 20;

> Matrix (4, 4, [[cos(thetal), -sin(thetal), 0, 0], [sin(thetal),

cos (thetal1), 0, 01, [0, O, 1, 01, [0, O, O, 111) . Matrix(4, 4,

[[cos (theta2), -sin(theta2), 0, 0], [0, O, 1, 0], [-sin(theta2), -

cos (theta?2), 0, 01, [0, O, O, 11]) . Matrix(4, 4, [[cos(theta3), -
sin(theta3), 0, a2], [sin(theta3), cos(theta3), 0, 0], [0, O, 1, d3], [0,
0, 0, 1]11) . Matrix (4, 4, [[cos(thetad4), -sin(theta4), 0, a3], [0, 0, 1,
d4], [-sin(thetad4), -cos(theta4), 0, 0], [0, O, O, 1]1]) . Matrix (4, 4,
[[cos (thetab), -sin(thetab), 0, 0], [0, 0, -1, d5], [sin(thetab),

cos (thetab), 0, 01, [0, 0, 0, 111 . Matrix (4, 4, [[cos(theta®b), -
sin(theta6), 0, 0], [0, O, 1, 0], [-sin(theta6), -cos(theta6), 0, 01, [O,

0, 0, 111)~-

> HHdH AR A A A A A A A A A A A A A A AR A A AR A AR AR HH
> # Saidas

> oHHHH A A
> Matrix(4, 4, [[1, O, O, 452], [0, -1, O, 1051, [O, O, -1, -430]1, [0, O,
0, 111)

> oHHHH A A

S A
> #Configuracdo de Juntas 2 {thetal = 0., theta2 = 1.52009,

> #theta3 = -3.0486, theta4 = 0., thetab = 1.5277, theta6 = 0.}
SO
> # Entradas

S A
> with (Units[Naturall);

> thetal := 0;

> theta2 := 1.5209;

> theta3 := -3.0486;

> thetad := 0;

> thetab := 1.5277;

> theta6 := 0;

> a2 := 432;

> d3 := 125;

> a3 := 20;

> d4 := 430;

> Matrix (4, 4, [[cos(thetal), -sin(thetal), 0, 0], [sin(thetal),

cos (theta1), 0, 01, [0, O, 1, 01, [0, O, O, 111) . Matrix(4, 4,

[[cos (theta2), -sin(theta2), 0, 0], [0, O, 1, 0], [-sin(theta2), -

cos (theta?2), 0, 0], [0, O, O, 11]) . Matrix(4, 4, [[cos(theta3), -
sin(theta3), 0, a2], [sin(theta3), cos(theta3), 0, 0], [0, O, 1, d31, [0,
0, 0, 11]) . Matrix(4, 4, [[cos(thetad4), -sin(theta4), 0, a3], [0, 0, 1,
d4], [-sin(theta4), -cos(theta4), 0, 01, [0, O, O, 11]) . Matrix(4, 4,
[[cos (thetab), -sin(theta5), 0, 0], [0, O, -1, d5], [sin(thetab),

cos (thetab5), 0, 0], [0, O, O, 11]1) . Matrix(4, 4, [[cos(thetao6), -
sin(thetao), 0, 01, [0, O, 1, 0], [-sin(theta6), -cos(theta6), 0, 01, [0,

0, 0, 111)~;
S o HHHH AR A A A A
> # Saidas
> HHHH At A
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> Matrix (4, 4, [[.999999999951847, 0, -0.5214571830e-11, 452.008673623161],
(0, -1, 0, 105], [-0.5214571830e-11, 0, -.999999999951847, -
430.0066033025261, [0, O, 0O, 111)

> OHHHH R A

D
> #Configuracdo de Juntas 3 {thetal = -0.83106e-1, theta2 = 0.,

> #theta3 = 0., theta4 = 2.6020, thetab5 = 0., theta6 = -2.6851}

D
> # Entradas
SO
> with (Units[Naturall):;

> thetal := -0.83106e-1;

> theta2 := 0;

> theta3 := 0;

> thetad := 2.6020;

> thetab5 := 0;

> theta6 := -2.6851;

> a2 := 432;

> d3 := 125;

> a3 := 20;

> d4 := 430;

> Matrix (4, 4, [[cos(thetal), -sin(thetal), 0, 0], [sin(thetal),

cos (thetal), 0, 01, [0, O, 1, 01, [0, O, O, 111) . Matrix(4, 4,

[[cos (theta2), -sin(theta2), 0, 0], [0, O, 1, 0], [-sin(theta2), -

cos (theta?2), 0, 01, [0, O, O, 1]]) . Matrix(4, 4, [[cos(theta3), -

sin (theta3), 0, a2], [sin(theta3), cos(theta3), 0, 01, [0, O, 1, d3], IO,
0, 0, 111) . Matrix(4, 4, [[cos(theta4), -sin(theta4), 0, a31, [0, O, 1,
d4], [-sin(theta4), -cos(theta4), 0, 01, [0, O, O, 11]) . Matrix(4, 4,
[[cos (thetab), -sin(thetab5), 0, 0], [0, O, -1, d5], [sin(thetab),

cos (thetab), 0, 01, [0, 0, 0, 111 . Matrix (4, 4, [[cos(thetab6), -
sin(theta6), 0, 0], [0, O, 1, 0], [-sin(theta6), -cos(theta6), 0, 01, [0,

0, 0, 111);

b sz E LTI EEEEEEE LSS LSRR LR R LR EE LR R E
> # Saidas
SO A
> Matrix (4, 4, [[1.00000000003393, -0.5999917413e-5, 0, 452.000356528767],
[-0.5999917413e-5, -1.00000000003393, 0, 105.0000325243241, [0, O, -1, -
4301, [0, O, O, 111)

R sz E AL EEEEEEEEEEE SRR LR E LR EE LR L L

SO
> #Configuracdo de Juntas 4 {thetal = -2.6851, theta2 = 3.141l¢,

> #theta3 = -3.0486, theta4d = 0., thetab = -0.92956e-1, theta6 = -2.6851}
SO
> # Entradas
SO
> with (Units[Naturall):;

> thetal := -2.6851;

> theta2 := 3.1416;

> theta3 := -3.0486;

> thetad := 0;

> thetab := -0.92956e-1;

> theta6 := -2.6851;

> a2 := 432;

>

d3 := 125;
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> a3 := 20;

> d4 := 430;

> Matrix (4, 4, [[cos(thetal), -sin(thetal), O,
cos (theta1), 0, 01, [0, O, 1, 01, [0, O, O, 1711
[[cos (theta2), -sin(theta2), 0, 0], [0, O, 1, O

0], [sin(thetal),

) . Matrix (4, 4,

], [-sin(theta2), -

cos (theta?2), 0, 01, [0, O, O, 11]) . Matrix(4, 4, (theta3),

sin(theta3), 0, a2], [sin(theta3), cos(theta3), 0, 01, [ ,

0, 0, 1]1) . Matrix (4, 4, [[cos(thetad4), -sin(thetad4), 0, a3], [

d4], [-sin(theta4), -cos(theta4), 0, 01, [0, O, O, 11]) . Matrix

[[cos (thetab), -sin(thetab), 0, 01, [0, 0, -1, d5], [sin(thetab)

cos (thetab5), 0, 01, [0, O, O, 171] ,
0, 1, 01, 0

[[cos )
0, 0, 1, d3]
0

+ [0,
0, ’
(4, 4,

1,

) . Matrix (4, 4, [[cos(thetab)
[-sin(theta6b), -cos(thetao),

sin (theta6), , 01, [0,
0, 0, 111);
[F3EEE TSI LS E s EEE RS EEEEE R R
# Saidas
[FdEEE TSI E AR EEEE LR R R R
Matrix (4, 4, [[.999999999322015, 0.3781262525e-9, 0.394945821308723e-4,

>
>
>
>
452.018192355595], [-0.3781263080e-9, -.999999999906298,
0
0
>

01, [0, 0O,

.193953167710315e-4, 105.002646157679], [0.394945821308744e-4,
.193953167710246e-4, -.999999999044330, -429.995951209629], [0, O, O, 111)
S i i i

FE A
#Configuracdo de Juntas 5 {thetal = -2.6851, theta2 = 1.6207,
#theta3 = 0., thetad4d = 0., thetab = -1.6207, theta6 = -2.6851}
FE A
# Entradas
FHE A A
with (Units[Naturall]) ;
thetal := -2.6851;
theta2 := 1.6207;
theta3 := 0;
thetad := 0;
thetab := -1.6207;
theta6 := -2.6851;
a2 := 432;
d3 := 125;
a3 := 20;
dd := 430;
Matrix (4, 4, [[cos(thetal), -sin(thetal), O,
cos (thetal1), 0, 01, [0, O, 1, 01, [0, O, 0O, 111
[[cos(theta2), -sin(theta2), 0, 01, [0, O, 1, O

VVVVVVVVVYVVVVYVVYVYVYV

0], I[sin(thetal),

) . Matrix (4, 4,

1, [-sin(theta2), -

cos (theta2), 0, 01, [0, 0, O, 111) . Matrix(4, 4, [[cos(thetal),

sin(theta3), 0, a2], [sin(theta3), cos(theta3), 0, 0], [0, O, 1,

0, 0, 1]1) . Matrix(4, 4, [[cos(thetad4), -sin(thetad), 0, a3], [

d4], [-sin(theta4), -cos(theta4), 0, 01, [0, O, O, 11]) . Matrix

[[cos (thetab), -sin(thetab), 0, 01, [0, 0, -1, d5], [sin(thetab)

cos (theta5), 0, 01, [0, 0, 0, 11] P
OI 1’ 14 O

o], [0, 0O,

OI 14
(4, 4,
) . Matrix (4, 4, [[cos(thetab) -
sin(thetao), [-sin(thetab), -cos(thetao6),
0, 0, 111)=;
FHA At
# Saidas

>

>

> oA A A R A R R A R A R A R
>

[

[

0] 01, [0,

Matrix (4, 4, [[1.00000000010102, -0.443223235%9e-11, 0, 452.011884201337],
0.4432232359%9e-11, -1.00000000009417, 0.3469446952e-17, 104.999548298594],
0, 0, -1.00000000001120, -429.9876177543001, [0, O, O, 111)

> o HF A R A R R R A A A A R S
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A
#Configuracdo de Juntas 6 {thetal = -2.6188-0.60089%9e-1*TI,
#theta2 = 3.1416, theta3 = 3.1416, thetad = 1.8665-1.1349*T,
#thetab = 0., theta6 = 1.8005+1.0748*1}
FHA A A
# Entradas
FHA A A A
with (Units[Naturall) ;
thetal := -2.6188-0.60089%e-1*1;
theta?2 3.1416;
theta3 := 3.1416;
thetad4 := 1.8665-1.1349*TI;
thetab := 0;
theta6 := 1.8005+1.0748*1I;
a2 := 432;
a3 := 20;
d3 := 125;
dd := 430;
ds := 20;;
a2 := 432;
d3 := 125;
a3 := 20;
dd := 430;
Matrix (4, 4, [[cos(thetal), -sin(thetal), O,
cos (thetal), 0, 01, [0, O, 1, 0], [0, O, O, 1711
[[cos (theta?), -sin(theta2), 0, 0], [0, O, 1, O

VVVVVVVVVVVVVVVVVYVYVVYVYVVYV

0], I[sin(thetal),

) . Matrix (4, 4,

] [-sin(theta?2) -

4 theta3 -

d3]
0

4
OI 4
(4, 4,
4

cos (theta2), 0, 01, [0, 0, 0, 111) . Matrix(4, 4, [[cos( ),
sin(theta3), 0, a2], [sin(theta3), cos(theta3), 0, 0], [0, O, 1,
0, 0, 11]1) . Matrix (4, 4, [[cos(thetad4), -sin(thetad), 0, a3l, [
d4], [-sin(theta4), -cos(theta4), 0, 01, [0, O, O, 11]) . Matrix
[[cos (thetab), -sin(theta5), 0, 01, [0, 0, -1, d5], [sin(thetab)
cos (thetab), 0, 01, [0, O, O, 1711 ,

0, 1, , 0

0]

) . Matrix (4, 4, [[cos(thetab)
sin (thetao), [-sin(theta6b), -cos(thetao),
0, 0, 111)~-

FHAF A A ARt ddHH 4444
# Saidas

FHAF A A AR ddEH 4444
Matrix (4, 4, {(1, 1) = .9999965820697341+0.2933761116593464e-7*1, (1, 2)
-0.26146896861089734e-2+0.10998657640204357e-4*1, (1, 3) =
.12753263139150141e-4+0.44108726997463617e-6*I, (1, 4) =
452.01223111894507+0.30055763125415247e-1*I, (2, 1) = -0.2614689733213318e-
2+0.10998660885608302e-4*I, (2, 2) = —-.9999965820968673-
0.29343245418547714e-7*1, (2, 3) = 0.73493986987558495e-5-
0.765409831740589%94e-6*I, (2, 4) = 104.95180771978026+0.6147737040222978e-
3*I, (3, 1) = 0.12734011557032434e-4+0.44316827928320046e-6*I, (3, 2) = -
0.7382724278313082e-5+0.7643939623875249%9e-6*1, (3, 3) = -
.9999999999460303+.0*I, (3, 4) = -429.996637768013+0.11943352280505518e-
3*I, (4, 1) = .0+.0*I, (4, 2) = .0+.0*I, (4, 3) = .0+.0*I, (4, 4) =
1.0+.0*I}, datatype = complex[8])
> o HHHH At A A A A

01, 10, 0O, » 01, [0,

v Vv Vv Vv

(@]

FH A
#Configuracdo de Juntas 7 {thetal = -0.89541e-1, theta2 = 1.5470,

#theta3 = -3.0755, thetad4 = 3.1416, thetab = -1.5287, theta6 = 3.0521}

FH A

vV V V V
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> # Entradas
SO
> with (Units[Naturall):;

> thetal := -0.89541le-1;

> theta2 := 1.5470;

> theta3 := -3.0755;

> thetad := 3.1416;

> thetab := -1.5287;

> theta6 := 3.0521;

> a2 := 432;

> d3 := 125;

> a3 := 20;

> d4 := 430;

> Matrix (4, 4 [[cos (thetal -sin(thetal), O, 1, [sin(thetal),

0, 0, 1]

' ), (
cos (thetal), 0, 01, [0, O, 1, 0], [O, ]
14 [O’ O’ 1’ O

[[cos (theta2), -sin(theta2), 0, 0]

0

) . Matrix (4, 4,
] [-sin(theta?2) -
4

cos (theta2), 0, 01, [0, O, O, 111) . Matrix (4, 4, (theta3),
sin(theta3), 0, a2], [sin(theta3), cos(theta3), 0, 01, [0, O, 1,
0, 0, 1]11) . Matrix(4, 4, [[cos(thetad4), -sin(thetad4), 0, a3], [
d4], [-sin(theta4), -cos(theta4), 0, 01, [0, O, O, 11]) . Matrix
[[cos (thetab), -sin(theta5), 0, 01, [0, 0, -1, d5], [sin(thetab)
cos (thetab), 0, 01, [0, 0, 0, 111 ,

0, 1, , 0

0]

[[cos

4
OI 4
(4, 4,
14

» 01, [0,

) . Matrix (4, 4, [[cos(thetab)
sin (thetao), [-sin(theta6b), -cos(thetao),
OI OI 111)~

S A
> # Saidas

S A
> Matrix (4, 4, [[.999999979197256, -0.486588026861190e-4, -
0.198542439551065e-3, 451.940596102804], [-0.486538021897270e-4, -
.999999998585281, 0.251947775171076e-4, 105.007512796025], [-
0.198543662927508e-3, -0.251851169417926e-4, -.999999980031386,
430.0774310244371, [0, O, O, 111)

> oA A R A R A R A R R A R

01, 10, 0O,

R sz E LTI EEE LSS LSRR LR LR R LR EE LR
> #Configuracdo de Juntas 8 {thetal = 1.8314-.28856*TI,

> #theta2 = 1.5716-1.3116*I, theta3 = 1.5700+1.3116*TI,

> #thetad -0.92287e-1-4.0819*I, theta5 = 3.141¢6,

> #theta6 1.9365-4.3538*1}

R sz EE LTI EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE LR EEEEEEEEE LR
> # Entradas
SO
> with (Units[Naturall):;

> thetal := 1.8314-.28856*I;

> theta?2 1.5716-1.3116*1I;
>
>
>
>
>
>
>
>
>
c
[

theta3 1.5700+1.3116*1;
thetad := -0.92287e-1-4.0819*I;
thetab := 3.1416;

theta6 := 1.9365-4.3538*I;;
a2 := 432;
d3 := 125;
a3 := 20;

d4 430;

Matrix (4, 4, [[cos(thetal), -sin(thetal), 0, 0], [sin(thetal),
os (thetal1), 0, 01, (O, O, 1, 01, [0, O, O, 11]) . Matrix(4, 4,
[cos (theta2?), -sin(theta2), 0, 0], [0, O, 1, 0], [-sin(theta2),
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cos (theta?2), 0, 01, [0, O, O, 11]) . Matrix(4, 4, [[cos(theta3), -
sin(theta3), 0, a2], [sin(theta3), cos(theta3), 0, 0], [0, 0, 1, d3] [o,
0, 0, 1]11) . Matrix (4, 4, [[cos(thetad4), -sin(theta4), 0, a3], [0, 0, 1,

d4], [-sin(theta4d4), -cos(theta4), 0, 01, [0, O, O, 1]]1) . Matrix(4, 4,
[[cos(thetab), -sin(theta5), 0, 01, [0, 0, -1, d5], I[sin(thetab),

cos (theta5), 0, 01, [0, O, O, 11]) . Matrix(4, 4, [[cos(theta6), -
sin(thetao), 0, 01, [0, O, 1, 0], [-sin(theta6), -cos(thetao), 0, 01, [0,
0, 0, 111):

D
> # Saidas

D
> Matrix (4, 4, {(1, 1) = .9807184853771105-0.3267537986175739%-2*1, (1, 2)
= -.19613514883894823-0.16337303466343656e-1*1, (1, 3) =
0.5064143354213364e-4-0.28840333903338856e-3*I, (1, 4) = 449.2354392429275-
82.45454915002816*I, (2, 1) = -.19613514646465546-0.16337306160949083e-1*1,
(2, 2) = -.980718482270504+0.3267540000194913e-2*1, (2, 3) = -
0.29381387527746365e-3-0.4920689604871094e-4*1, (2, 4) =
22.05238648781841+2.9191554638131265*T, (3, 1) = 0.10554595294921896e-3-
0.26855662835287893e-3*1, (3, 2) 0.2736651843433706e-

3+0.10303676349405176e-3*I, (3, 3) = -.9999999974490915-
0.14696262804504432e-9*1, (3, 4) = -430.0025315818767-.5932998702367621*1,
(4, 1) = .0+.0*1, (4, 2) = .0+.0*1, (4, 3) = .0+.0*I, (4, 4) = 1.0+.0*1},

datatype = complex[8])
SO
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