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Resumo

Neste trabalho fazemos o estudo de ferramentas que permitem modelar o problema
do Caminho de Rede e do Embaralhamento de Cartas por Transposi¢coes Adjacentes.
Utilizamos a técnica de Acoplamento entre cadeias de Markov para estudarmos sua taxa
de convergéncia, isto é, o tempo necessario para que a distribui¢ao da cadeia esteja bem

perto da distribuicao estacionaria.

Palavras-chave: Cadeias de Markov; Tempos de mistura; Distancia de variacao total;

Acoplamento; Caminhos de rede; Embaralhamento de cartas.
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Abstract

In this work, we undertake the study of tools that enable the modeling of the Network
Path and the Shuffle of Cards by Adjacent Transpositions problems. We employ the
technique of coupling between Markov chains to investigate their convergence rate, i.e.,

the time required for the chain’s distribution to be close to the stationary distribution.

Keywords: Markov Chains; Mixing times; Total Variation Distance; Coupling; Lattice

path; Card shuffling.
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Introducao

A Cadeia de Markov é um conceito cunhado pelo matematico russo Andrei Andre-
evich Markov, que estudou a alternancia de vogais e consoantes no poema Onegin de
Poshkin no inicio do século XX. Ele desenvolveu um modelo probabilistico no qual os
resultados sucessivos dependiam de todos os predecessores apenas por meio de predeces-
sores imediatos. O modelo lhe deu uma boa estimativa das frequéncias relativas das vogais
na poesia. Na mesma época, o matematico francés Henri Poincaré estava trabalhando
em sequencias de varidveis aleatorias que eram na verdade cadeias de Markov. Pesquisas
tém mostrado uma grande aplicacao e utilidade das Cadeias de Markov em &areas como
Fisica, Quimica, Medicina, Misica, reconhecimento de fala através de sistemas de reco-
nhecimento de voz, sistemas de informagao e em aplicagoes da internet como o PageRank

de uma péagina na web.

Para uma compreensao adequada deste texto, é essencial que o leitor possua conhe-
cimento prévio em conceitos fundamentais e alguns resultados de Probabilidade. Entre
eles, destacamos a Esperanca Condicional, que foi usada em parte das demonstragoes.
Organizamos este trabalho em trés capitulos, com o objetivo de facilitar a compreensao

dos temas discutidos.

No Capitulo 1, nos concentramos na exposicao tedrica essencial para alcancarmos
os resultados descritos nos capitulos subsequentes. Nesse capitulo, estabelecemos as de-
finicoes fundamentais e conceitos relacionados as cadeias de Markov, bem como duas
demonstracoes do Teorema da Convergéncia, sendo uma delas conduzida por meio do

acoplamento de cadeias de Markov.

No Capitulo 2, apresentamos o exemplo do Embaralhamento Top to random pre-
sente no livro [I]. Também apresentamos o exemplo da Coleta de Cupons, o qual foi
utilizado para determinar estimativas para o tempo de mistura, isto é, o tempo no qual

consideramos as cartas bem embaralhadas.

Por fim, no Capitulo 3, fundamentamo-nos no artigo de Wilson [2], no qual apre-

sentamos as cadeias de Markov no Caminho de Rede e o processo de Embaralhamento
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de cartas por transposicoes adjacentes. Obtivemos estimativas para o tempo de mis-
tura de cada uma dessas cadeias. Normalmente, a andlise do Embaralhamento de cartas
por transposicoes adjacentes é realizada utilizando grupos de permutacoes. No entanto,

conforme sugerido pelo artigo, desmembramos o problema e o analisamos por meio do
Caminho de Rede.



Capitulo 1

Cadeia de Markov

Nesse capitulo serao introduzidos conceitos sobre cadeias de Markov, com o objetivo
de fornecer ao leitor ferramentas basicas para a leitura do trabalho. Esse capitulo tem

como referéncia o livro [I].

1.1 Definicoes e exemplos

Seja ) = {x1, 9, ...,x,} um conjunto finito. {2 serd chamado de espago de estados,

onde cada z € Q) é chamado de estado.

Defini¢ao 1.1. Uma funcao pu : Q — (0,1) é uma distribuicao de probabilidade em um

conjunto finito ), se:
i) p(x) =0,

i) 3 ) = L.

€N

Desta forma dado um conjunto B C €2, a probabilidade de B é dada por: u(B) =

> p().

zeB

Definicao 1.2. Uma matriz quadrada P é estocdstica quando suas entradas sao reais

nao negativas e a soma em cada linha é sempre igual a 1.

Exemplo 1.3. Matrizes estocasticas de ordens 2 e 3.

0,3 0,7
P1: )
0,6 0,4
1—
sz( P p),ondeOSpSleOﬁqgl,

qg 1—g¢q
3



0,1 0,3 0,6
Ps=|0 05 05
1 0 0

Note que naturalmente podemos associar a cada linha de uma matriz estocastica
a uma distribuicao p € Q. O que nos motiva a definir Cadeias de Markov utilizando
matrizes, pois uma Cadeia de Markov finita pode ser entendida como um processo que se
move entre os elementos de um conjunto finito €2 da seguinte maneira: quando x € €2, a

proxima posigao é escolhida de acordo com a distribui¢ao de probabilidade fixa P(z,-).

Definigao 1.4. Uma sequéncia de varidveis aleatdrias (Xg, X1, ...) € uma Cadeia de Mar-
kov com espaco de estados €2 e matriz de transicao P se, para todo x,y € Q,t > 1, e todos
os eventos H, | = N'_{{X, = x,} satisfazendo P(H,_; N {X; = x}) > 0, nds temos:
P{Xi1 =ylHi1 N{Xy =2}} = P{X11 =y| Xy = 2} = P(x,y).

Essa ultima equagao é conhecida como Propriedade de Markov, isto significa que
a probabilidade condicional de proceder do estado x para o estado y é a mesma, nao
importando a sequéncia de estados anteriores a x : xg, 1, ..., T;—1. E exatamente por isso

que a matriz quadrada P de ordem |{2| é suficiente para descrever as transigoes.

P(zg,x9) P(xo,x1) -+ P(xo,2,)

P(Z‘l,l‘()) P('rluxl) P(I’l,xn>
P p—

P(ﬂfi,ﬂfo) P(ﬂfi,%) P(xi;xn>

P(z,,x0) P(xn,x1) -+ Plzg,x,)

Note que a x;-linha de P é a distribuigao P(z;,-). Entao P é estocdstica, isto é, todas as

suas entradas sdo nao negativas e »_ P(z,y) = 1, para todo x € .
yeN

Exemplo 1.5. Um certo sapo vive em um lago com dois lirios leste(l) e oeste(o). Hd
muito tempo, ele encontrou duas moedas no fundo do lago e levou uma para cada lirio.
Todas as manhas, o sapo decide se deve pular jogando a moeda do lirio atual. Se a moeda
cair cara, o sapo pula para o outro lirio. Se a moeda cair coroa, ele permanece onde estd.
Sejam Q = (l,0) o espago de estados e (Xo, X1,...) a sequéncia de lirios ocupados pelo
sapo no Domingo, na Sequnda, ... Suponha que a moeda do leste tem probabilidade p de

cair cara, e a do oeste, tenha q de cair esse mesmo resultado, com p,q # 0.



1-q

QL

R—_“

p
Figura 1.1: diagrama ilustrado para a cadeia de Markov do exemplo (|1.5))

As regras do sapo para pular implicam que, se definirmos

. (P(l,l) P(z,o)> _ (1—p p )
P(o,l) P(o,0) ¢ 1—q)

entao (Xo, X1,...) € uma Cadeia de Markov com matriz de transicao P. Observe que
a primeira linha de P € a distribuicao condicional de X,11 quando X, = [, enquanto a
sequnda linha € a distribuicao condicional de X;y1 quando X; = o.

Suponha que o sapo passe o domingo no bloco leste. Quando ele acorda na sequnda-feira,
ele tem probabilidade p de se mudar para o bloco oeste e probabilidade 1 — p de ficar no

lirio leste. Isto é
P{Xi=0,Xo=1l}=1—-peP{Xi=0,Xog=1}=p.
O que acontece terca-feira? Considerando as duas possibilidades para X, vemos que
P{Xo=1Xo=1} =(1-p)(1—p)+pg e P{Xo=0Xo=1}=(1-p)p+p(l—0q).

Embora pudéssemos continuar escrevendo formulas como essas, podemos armazenar nos-

sas informacoes de distribuicao em um vetor linha
= (P{X; =1,Xo =1}, P{X; =0, Xo = 1}).
Nossa suposicao de que o sapo comec¢a no bloco leste pode agora ser escrita como
po = (1,0), p1 = poP, po =P = MOPZ;
Desta forma multiplicar por P a direita atualiza a distribuicao em outra etapa:
e = 1P, para todo t > 1.
De fato, para qualquer distribuicdo py,

e = poP*, para todo t > 0.



FEscrevendo o = (P(Xo =1), P(Xo = 0)) = (1,0), dai podemos obter

= poP = (1 —p,p)

pe = P = ((1—p)*+pg, (1 —p)p +p(1 —q)).

Definicao 1.6. Dizemos que uma Cadeia de Markov com matriz de transicio P € irre-
dutivel se para quaisquer dois estados x,y € S existe um inteiro t tal que P'(x,y) > 0,

onde P! € a matriz de transicdo para t passos.

Ser irredutivel significa que sempre é possivel irmos, apds um certo numero de t
passos, do estado x para o estado y. Dita de outra forma, para quaisquer x,y € €2, existe
uma sequencia de saltos com probabilidade positiva que sai de x e chega em y, isto é,

existem x = xg, r1,...,T, = y tais que
P(xo,x1)P(x1,22) -+ P(xp_1,2,) > 0.

No exemplo (1.5) temos que P(z,y) > 0, Vz,y € €, logo essa cadeia de Markov é

irredutivel.

Defini¢ao 1.7. O conjunto 7(x) := {t > 1 : P'(x,z) > 0} € o conjunto de tempos de
retorno de x, e indica os tempos t tais que € possivel sair do estado x, e retornar a ele
proprio exatamente um tempo t depois. Chamamos de periodo do estado x o M DC' dos

tempos de retorno de x, ou seja, M DC(1(x)).

Definicao 1.8. Diz-se que uma cadeia de Markov P com espaco de estados € € aperiddica

se, para todo x € ), x possui periodo 1. Caso contrario, diz-se que P € periodica.

Proposicao 1.9. Se P ¢ uma cadeia de Markov irredutivel e aperiodica, com espago de

estados (), entdo existe um inteiro nao-negativo r tal que P"(x,y) > 0, para todo x,y € €.

Essa proposicao sera importante na demonstracao do Teorema da Convergéncia. A

demonstracao de [1.9 pode ser encontrada no livro [I].

Exemplo 1.10. Tome uma Cadeia de Markov com espago de estados {1,2,3,4,5} e seja

P sua matriz de transicao:
1/3 1/3 1/3 0 0

1/4 1/2 1/4 0 0
P 0
P=1]1/2 0 1/2 0 o0 |=
0 P
0 0 0 2/53/5

0 0 0 1/5 4/5




onde PL=|1/4 1/2 1/4| e P, =
/2 0 1/2
Note que se comegarmos com estado inicial © no conjunto {1,2,3}, teremos que os

1/3 1/3 1/3 <

2/5 3/5
1/5 4/5)°

proximos estados estarao nesse conjunto. Da maneira semelhante se comecarmos com
estado inicial y no conjunto {4,5}. Isto significa que, para qualquer inteiro t, temos:

Pi(xz,y) = P'(y,z) =0 com x € {1,2,3} ey € {4,5}. Portanto essa matriz é redutivel.

1.2 Distribuicao estacionaria

Analisando o problema do Exemplo temos que p; = 1P, para todo t > 1.
Queremos saber como a distribuicao y; se comporta a longo prazo, isto é, quando t — oco.
Se essa distribuigao converge para uma distribuigao m, entao deve satisfazer m = 7P, e
entao, queremos saber quais condicoes uma Cadeia de Markov deve satisfazer para que

possamos garantir a existéncia de 7 e sua unicidade.

Definigao 1.11. (Distribuicdo estaciondria) Dada uma Cadeia de Markov (Xo, Xy, ...)
com matriz de transicao P, uma distribuicao de probabilidade w em € € dita estaciondria,

ou invariante, se m = TP, ou de forma equivalente, se w(y) = > w(x)P(z,y), Y,y € Q.
e

Retomando o Exemplo (1.5)), seja m = (7(1), 7(0)), onde 7(1) + 7(0) = 1, entao para

encontrar essa distribuicao, é suficiente resolver o sistema de equacgao:

(r(1),1 —=m(l)) = (7(1),1 —x(l)) <1 -p P )

qg 1—gq

q p
" er(o)= —.
p+q p+q

que nos d& como solugao: m(l) =
Exemplo 1.12. Um grafo G = (V, E) nao ordenado consiste em um conjunto de vértices
V' e um conjunto de arestas E. Onde E ¢ formado por pares de vértices, ou seja, & C
{(z,y);z,y € V,x # y}. Quando (z,y) € E escreveremos x ~ vy, isto significa que x €
vizinho de vy, isto €, x e y formam uma aresta. O niumero de vizinhos de x, o degrau
de x, serd denotado por deg(x). Entdo, dado um grafo G = (V, E), definimos o passeio
aleatorio simples em G como sendo a cadeia de Markov com espago de estado V e matriz

de transicao:
1

P(z,y) = { deg(z)
0 caso contrdrio.

sex ~ 1,



Ou seja, quando a cadeia estd no vértice x, ela examina todos os vizinhos de x, escolhe
um uniformemente ao acaso e se move para o vértice escolhido.
Seja 7w a distribuicao de probabilidade estaciondria, notemos que para todo vértice y € V

temos:

deg(x
> deg(x)P(z,y) =) ) _ deg(y).

= deg(z)
) ) deg(y)

E como Y deg(y) = 2|E|, entdo 7 terd coordenadas m(y) = SIE VyeV.

yev
De fato: > w(y)=1c¢e

yev

deg(x) 1 1
P — . — _— = V V

Exemplo 1.13. Considere uma cadeia de Markov que tenha como matriz de transicao
uma matriz simétrica P. Se P € simétrica, ela € igual a sua transposta, isto nos diz que
P(z,y) = P(y,z). Afirmamos que a distribuicio uniforme é a distribui¢do estacionaria

dessa cadeia.

1
De fato, seja |Q)] = n, entdo m(x) = —, Vx € Q, jd que
n

S w(@)Pry) = 3 Ply,a) = -3 Plya) = = 7ly).

z€Q €N e

Exemplo 1.14. Uma probabilidade p em ) é dita reversivel, com respeito a matriz es-
tocdstica P, se
m(x)P(x,y) = 7(y)P(y,x), Yo,y € Q.

Afirmamos que se p € reversivel, entao p € invariante.

De fato, seja j reversivel, temos:

> u)Ply,x) =Y w(@)P(e,y) = px) Y Ple,y) = p(x), Yo,y € Q.

yeQ yeQ yeQ

Exemplo 1.15. Passetio aleatorio em Grupos. Dada uma distribuicao de probabi-
lidade p em um grupo (G,-), definimos a caminhada aleatéria em G com distribui¢do de
incremento p da sequinte forma: € uma cadeia de Markov com espaco de estados G, que
se move multiplicando o estado atual a esquerda por um elemento aleatorio de G selecio-
nado de acordo com p. De forma equivalente, a matriz de transicao P dessa cadeia tem

entradas
P(g,hg) = pu(h)

para todo g, h € G.



Proposicao 1.16. Seja P a matriz de transicao de uma caminhada aleatoria em um
grupo finito G e seja U a distribuicao de probabilidade uniforme em G. Entdao, U € uma

distribuicao estaciondria para P.

Demonstracao. Considere p como a distribuicao de incremento da caminhada aleatoria.

Para qualquer g € G,

> Um)P(h,g) = |G|ZP 9.9 ’G|ZM =U(g).

heG keG keG

Para a primeira igualdade, reindexamos definindo k = gh™*. O

Definicao 1.17. (Tempos de chegada e de retorno) Seja (Xo, X1,...) uma Cadeia de
Markov com espaco de estados finitos ) e matriz de transicao P. Para x € ), definimos

o tempo de chegada (hitting time) para x como
T, = min{t > 0: X; = z},

a primeira vez que a cadeta visita o estado x. Para situacoes onde isso acontece apenas

em um tempo positivo, definimos também
. i=min{t > 1: X, =z}
Quando Xy = x chama-se 7,7 de primeiro tempo de retorno (first return time).

Lema 1.18. Para quaisquer estados x ey de uma Cadeia de Markov irredutivel,

E (1)) = E(1,) | Xo = x) < oo0.

Demonstracao. A definicao de irredutibilidade implica que existe um inteiro » > 0 e um
real ¢ > 0 tal que para quaisquer estados z,w € 2, existe um j < r com P/(z,w) > e.
Assim, para qualquer valor de X;, a probabilidade de alcancar o estado y em um tempo

entre t e t + r é pelo menos €. Portanto, para £ > 0 temos
P(rf>kr)= Y Pur) >kr, He—op {Xm1)r = 20-1)r})s (1.1)
Zo,-",Z(kﬂ)ﬁéy

onde H(, o), = ﬂs N {X = z,}. Denote a probabilidade dentro do somatério de W,

desenvolvendo-a temos:

W = Pu(r] > kr, Hi—o)p, {X(k—1)r = Z(e-1)r})
= Pu(r) > kr|H—2p { Xk—1)r = 21y }) Po(Hz—2), { X (h—1)r = 2(k=1)r})
= Pu(r) > kr|X—1yr = 2—1)r) Po(Ha—2)r, { X(k—1)r = Z(h—1)r})
P, (1 > 1) Po(H -2, A X (h-1)r = 2(h-1)r})
(1 —e)Py(Hz—2yrs {X(k=1)r = Zh—1)r})-

IN
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Juntando esse resultado com (|1.1]), temos

Px(T; > k"f’) < Z (1 — 5)Px(H(z—2)7’7 {X(k’—l)r - Z(k—l)r})

20, 7z(k71)r#y

= (1 - 5) Z Pm<H(z—2)r7 {X(k—l)r = Z(k—l)r})

20, 7Z(k—1)r7£y .
=(1—-¢) Z P( U {Xo= 20, Xe—1)r = Z(h—1)r})
205 2 (k—1)r Y 202 (k—1)r 7Y
=1 —¢e)P{r, > (k—1)r})
(1.2)
Repetindo (1.2)), obteremos
Py(r) > kr) < (1—¢) (1.3)

Lembre-se de que quando Y é uma variavel aleatoria de valor inteiro nao negativo, temos

iP<Y>t):iE[1y>t] =F ily>t Z_llY>t

t>0 t>0 t>0 t>0

=E = E[Y].

Como P,(7, > t) é uma funcdo decrescente de t, (1.3) ¢é suficiente para juntar todos os
termos da expressao correspondente para F,(7,"):
E (1) = ZPI(T;_ >1) < ZTPI(T; > kr) < Zr(l — )" < o0
>0 k>0 k>0

]

De posse desse resultado agora podemos demonstrar a seguinte proposi¢ao que ga-

rante a existéncia e unicidade da distribuicao estacionaria.

Proposicao 1.19. Seja P a matriz de transicao de uma Cadeia de Markov irredutivel,

entao:

(i) Eziste uma unica distribuicao de probabilidade m € 2 tal que m = 7P e w(z) > 0
para todo x € €.

(ii) m(x) = Ea(r?)

Demonstracao. Seja z € €2 um estado arbitrario da cadeia de Markov irredutivel. Exami-
naremos de perto o tempo que a cadeia gasta, em média, em cada estado entre as visitas

a z. Portanto, defina
7.(y) := E,(ndmero de visitas a y antes de retornar a z)

para cada estado y. Entao podemos escrever

%Aw::54§:1uﬁ%i>ﬂ::E:E41MF%J>J::Ejpﬂxy:%rj>t}
t=0 t=0 t=0
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Sabemos que E, 7 = i P.(1} > t), que implica 7,(y) < E,7;. Portanto o Lema (|1.18))
garante que 7,(y) < cfg Opara todo y € Q. Partindo da definigdo, mostraremos que m, é
estacionaria:
(7P)(y) = Y _Fo(z)P(z,y) =Y > PAX, =x,77 > t}P(z,y). (1.4)
z€Q 2€Q t=0
Como o evento {77 > t 4+ 1} = {7 > t} é determinado apenas por Xy, ..., X;, ele é

independente do evento X;,; = y, quando condicionado em X; = x, o que nos da

PAX, =2, X,y =y, 70 >t +1}
PAX,=2, Xy =y, 77 >t +1}
PAX, =z, 1} >t+1} (1.5)

=P{X;=z,7) >t+1}PAXi1 =y| Xy =2, 7 >t +1}
= Pz{Xt =z, T; >t+ 1}Pz{Xt+1 = y’Xt = 35} .

=PA{X,=uz,7 >t+1}

Dai,
P{X,=2,Xip1=y, 7 >t+1}=P{X,=x,7) >t+1}P(x,y). (1.6)

Invertendo a ordem da soma em ([1.4]) e usando a identidade (|1.6)), temos que

(7P)y) = > Y PAXi=2 Xy =y >t+1}
t=0 zeN
= ZPZ{ U [Xt :x] N |:Xt+1 =y, 7 Zt+1]}
t=0 e

= > PAXep =y, 7 >t+1}
=0

= ZPZ{Xt =y, 7.0 >t}
=1

= Y PAX =y, 7S >t} - PAXo=y, 7 >0} + > PAX, =y, 7f =t}
t=0 t=1

~z(y) - PZ{XO = y} + Pz{)(q—;L - y}

=(y)-

No dltimo passo foi levado em conta que P.{ Xy =y} = P.{X_+ = y}. De fato, se y = z,
temos P.{Xo =y} = P.{Xo =2} =1e P{X_+ =y} = P.{X,+ = 2} = 1, pela definicdo
de 7. Se y # z, temos P.{Xo =y} =0e P.{X + =y} =0.

Portanto (7, P)(y) = 7.(y) para todo y € 2. Isso prova que 7, ¢ estacionario. Finalmente,

I
=

I
N

para obter uma medida de probabilidade, normalizamos por Y 7,(z) = E.(7)"):
z€eQ)

7. (x) = Zﬁz%(j()x) = Eiz((:iz)’ que satisfaz 7, = 7. P, Vz € Q.
z€Q

z
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Se x = z, temos 7,(2) = 1, pois é o nimero de visitas a z antes de retornar a z, temos:

1
=0 = )
Se x # z, tomando s € €, dai
7s(T) 1
= B T T By

Pela unicidade (assuma, pois provaremos logo em seguida), m, = m,, Vs,z € Q, dai
m.(x) = ms(x), Vs, x,z € Q (isto significa que m, ndo depende da escolha de z). Entao

tomando x = s temos que:

m.(s) = ms(s) = ———, ou ainda, 7(s) =

Para mostrar a unicidade, suponha que existam duas medidas estacionarias py e us € €.

Se Z;—Efs% for constante, entao existe C' € R tal que,

’“(3 =C=C=C) @)= Cm(r) =3 m) =

e e e

para todo x € €. Logo p; = ps.

Suponha agora que Z ;Eg nao seja constante, entao existe um um estado s € 2 tal que

p(s) ~ pa(z) pa(s) - pa(d)
() S (o) Para todo x € Q. Também existe ao menos um j € € tal que & e < m
Como 7(z) > 0 para todo € €, lembrando que P é irredutivel, temos:
p(s) = > my)P
yeQ
()
= 12(y) Py, s)
o 12(y)
fi1(s)
>y 12(y)P(y, s)
yeg pia(s)
= = pu(s),
yEQ
gerando um absurdo! Portanto o quociente entre as distribuicoes é constante. O

1.3 Distancia de variacao total

Agora estamos prontos para discutir o comportamento de longo prazo de cadeias de
Markov finitas. Como estamos interessados em quantificar a velocidade de convergéncia
de familias de cadeias de Markov, precisamos escolher uma métrica apropriada para medir

a distancia entre as distribuicoes.
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Definicao 1.20. A distancia de variacao total entre duas distribuicoes de probabilidade

1w evem ) € definida por
1= vllry = max |u(4) — v(A)] (1.7)

Esta definicao é explicitamente probabilistica: a distancia entre y e v é a diferenca
maxima entre as probabilidades atribuidas a um tunico evento pelas duas distribuigoes.
L=p p

¢ 1-—gq

) . Suponha que o sapo comece na almofada leste, isto é, 7 = (1, 0)

No Exemplo (1.5), sua matriz de transi¢ao é ( ) e sua distribuicao esta-

4 p
pt+q’ ptq
e defina A; = (1) — w(l). Como existem apenas dois estados, existem apenas quatro

clondria é m = (

eventos possiveis com A C €, esses quatro eventos sao 0, {I},{o} e Q.
e = 7llry = A¢ = [PX(L,1) — 7 ()] = [m(0) — P'(L,0)].
Como nem sempre é facil calcular a distancia de variacao total pela definicao, agora

daremos trés caracterizacoes alternativas extremamente tteis.

Proposicao 1.21. Sejam p e v duas distribuicoes de probabilidade em €. Entao

=l = 5 3 ) — vl (1.9

ISy

Demonstracao. Seja B = {x : u(z) > v(z)} eseja A C Q um evento qualquer. Escrevendo

A como uma uniao disjunta (AN B) U (AN B°), temos:

pA) = v(A) = S ule) =3 ()

= (Z pla) + ) u<w>> - ( D v+ Y V(f’f>>
— (Z p(x) — Z V(l’)>+< Z p(z) — Z V@))

Observe que se x € ANB¢, entao p(zr) <v(x)= >, wplx)— > v(r)<0,daltemos
zeANB® z€ANBC
que:

u(A) —v(A) < pu(AnB) —v(ANB) (1.9)

De maneira semelhante, escrevendo B = (AN B) U (A°N B), temos:

p(B) ~w(B) = 3 ulw) ~ > wl)

= (Z ple) + Y u(ﬂf)) - ( > @)+ Y ’/(9”))

— (Z pla) — Y u(:l:))—l—( PICOEES V(ﬂf)>-

r€ANB r€ANB r€EANB r€ANB
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Agora note que se x € A°N B, entao p(z) > v(z) = >, wlx)— > wv(r) >0, dal

r€EANB r€EANB
temos que:
w(B) —v(B) > u(AnB)—v(ANB). (1.10)
Entao pelas equagoes (1.9)) e (1.10) temos que:
1(A) —v(A) < u(B) —v(B). (1.11)

Como tomamos A qualquer, podemos escrever p(A°¢) — v(A°) < u(B) — v(B), por outro

lado temos:

(A7) = v(A9) =1 = p(A) = (1 = v(A4)) = —(u(A) - v(A4)),

com isso podemos reescrever a desigualdade ((1.11]) como —(u(A) —v(A)) < u(B) —v(B),
que é equivalente a —(u(B) — v(B)) < u(A) — v(A). Portanto,

[u(A) = v(A)| < u(B) — v(B). (1.12)

Também temos que u(B) — v(B) = 1 — u(B¢) — (1 — v(B°)) = v(B°) — u(B°), entao
podemos escrever a desigualdade (|1.12)) como:

20u(A) — v(A)| < p(B) — v(B) + v(B°) - u(B°).

Quando tomamos A = B(ou A = B°), entao |u(A) —v(A)| é igual ao seu maximal, entao:

= vl = Slu(B) ~ v(B) + v(BY) — (B
- %[Z te) = @) + 3 o) = (o))
= %Z n(x) — vz
O
A prova da Proposicao também mostra que:
=l = X nle) vl (113)

zeN
w(z)>v(z)
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Demonstracao. De fato, pela Proposicao temos:

1
I =vlrv = 5> ln@) = v(w)]

e
o T @i Y b -t
w(x)>v(x) v(z)>p(z)
:% o ule) —v@)]+ Y [u(@) - v(@)]
(@) >v(x) () >v(x)
= > @) —v().
(@) v ()

]

Podemos ainda dizer que a distancia de variacao total é uma métrica no conjunto de
todas as distribuicoes de probabilidade em €2. De fato, quaisquer que sejam as distribuicoes

i, v enem () temos:
. _ _ B > 0-
D) [l =vlrv = max|p(A) —v(A)] = 0;
i) [n=vlrv =max|u(A) - v(A)] = max|v(4) — p(A)] = |lv = pllrv;
iii) Usando a Proposigao juntamente com a desigualdade triangular temos:

1
le=vliry = 5> lu(@) = v(w)]

FISY)

1
= 5" Iua) = (@) + (@) — v(x)

€N
1
< 3 (Z (@) = (@) + Y [n(x) - u(a:)|)

= |l —=nlrv +|n—v|rv.

Proposicao 1.22. Sejam p e v duas distribuicoes de probabilidade em ).  Entdo a

distancia de variagao total entre elas satisfazem:

1
ln = vlirv = gsup {Z Flo)u(z) = Y fle)v(z); max|f(z)] < 1} (1.14)

€N z€Q
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Demonstra¢ao. Quando f satisfaz max |f(z)] <1, entdao nés temos:
e

1 1
S r@n@) = 3 r@p@)| < 531 ke - v@)

e e e

1
< 53 Ine) — wa)

= |u—vlrv

o que mostra que o lado direito de (1.9) ndo é maior que ||p — v||ry. Agora defina

1, se p(x) < v(z),

fi(z) =
—1, se p(x) > v(z).
Entao:
1 1
3 S @) =) faw@)| = 52 [ (@) [p(x) — v(z)]
1
=3 > ) —v@)]+ D [p(r) — ()]
(@2 0() V(@) ()

= |lu—vlrv.

E como

1 1
55up {Z f(@)u(x) =) fla)v(x); max |f(z)] < 1} 25 [Z fr(@)u(@) =) [ ()],

e e e e

segue que

1
5P {Z fl@)u(x) =Y flo)(); max | f(«)] < 1} > = vllrv.

e e

Com isso completamos nossa demonstracao. O]

1.4 Acoplamento entre distribuicoes de probabilidade

Definicao 1.23. Um acoplamento de duas distribuicoes de probabilidade jv e v é um par
de varidveis aleatorias (X,Y), definido em um tunico espago de probabilidade (2, F, P),
tal que a distribuicao marginal de X € p e a distribuicao marginal de Y é v. Ou seja, um
acoplamento (X,Y") satisfaz P{X =z} = p(x) e P{Y =y} =v(y), comx ey em .
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O acoplamento é uma técnica geral e poderosa; pode ser aplicado em varios cami-
nhos. Vamos estudar essa técnica de forma introdutoria, mostrando a estreita conexao
entre acoplamentos de duas variaveis aleatérias e a distancia de variacao total entre essas
variaveis.

Dado um acoplamento (X,Y’) de p e v, se ¢ é a distribuigdo conjunta de (X,Y") em Q x
isto significa que ¢(z,y) = P{X = z,Y = y}, entédo ¢ satisfaz:

Y qlwy) =) P{X =Y =y} = P{X =z} = u(x)

ye ye

Y alzy) =Y P{X =2Y =y} =P{Y =y} =v(y).

€N €N
Por outro lado, dado uma distribuicao de probabilidade ¢ no espago produto €2 x € que

satisfaz:

> alzy) = p(x) e > qlw,y) = v(y).

yeN e
Entao existird um par de varidveis aleatérias (X,Y') tendo ¢ como sua distribuigao con-

junta. E consequentemente este par (X,Y) é um acoplamento de p e v.

Exemplo 1.24. Considere o lancamento de duas moedas honestas e associe o valor 1 a
face cara e 0 a face coroa. F sejam i e v duas distribui¢oes de probabilidade definidas em

{0,1}. Veja duas maneiras que podemos acoplar p e v:

i) Uma maneira de acoplar pn e v € definir (X,Y) como um par de resultados de
1
1’
para todo x,y € {0,1}. A probabilidade conjunta ¢, em {0,1} x {0,1} € dada por:

langamentos de moedas honestas e independentes, tal que P{X = z,Y = y} =

wleg)= 0 Vo) € {011

i1) Qutra maneira de acoplar p e v é tomar X como cara ou coroa e fazer Y = X.
Nesse caso temos P{X =Y =0} = P{X =Y =1} =3, e P{X #Y} =0. Entao
a probabilidade conjunta qs é dada por:

1
@(z,y) = 2 se (z,y) = (0,0), (z,y) = (1,1)

0, se (xz,y) =(0,1),(z,y) = (1,0).

Exemplo 1.25. Imagine agora o langcamento de um dado honesto de 6 faces numerados
de 1 a 6 e de uma moeda honesta. Associe a cada face o valor do seu nimero e a moeda
o valor 1 a face cara e 2 a face coroa. Desta forma, considere y e v duas distribuicoes em
0 =1{1,2,3,4,5,6}. Podemos acoplar p e v definindo o par (X,Y) com X os resultados
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L
127

para todo v € Q ey € {1,2} e P{X =xz,Y =y} =0, para todo x € Q ey € {3,4,5,6}.

Logo, a probabilidade conjunta é:

do lan¢amento do dado e Y os do lancamento da moeda, dai: P{X = z,Y =y} =

g(z.y) = T TEy) €2 {12}

0, caso contrario.

Quaisquer duas distribuigoes i e v tém um acoplamento independente. No entanto,
quando i e v nao sao identicos, nao sera possivel que X e Y tenham sempre o mesmo
valor. Quao perto um acoplamento pode chegar de ter X e Y idénticos? A distancia
de variagao nos da a resposta. A seguinte proposi¢cao nos permite limitar inferiormente
P{X #Y}.

Proposicao 1.26. Sejam p e v duas distribuigoes de probabilidade em ). Entao:

|l — vy = inf{P{X #Y};(X,Y)€é um acoplamento de e v}. (1.15)

Mostraremos, de fato, que existe um acoplamento (X,Y’) que atinge o infimo em
(1.15)). Chamaremos esse acoplamento de étimo.

Demonstrag¢ao. Primeiro notamos que para qualquer acoplamento (X,Y') de u e v e qual-

quer evento A C €2, temos:

uw(A) —v(A) = P{X e A} - P{Y € A}

= P{(XeAYecAUXecAYecA}

—P{YeAXecAUY ecAXecA}

= P{(XeAYecA}+P{(XecAY A}
—P{(YeAXecA}-P{(Y c AAX € A)}
P{(XeA\Y ecA}-P{(Y e AX e A}
P{(X €AY € A)}
P{X £Y}.

IA

IN

De maneira semelhante podemos obter: v(A) — u(A) < P{Y # X} = P{X # Y}. Dai

segue que:

|V (A)—pu(A)||7v = max lu(A)—v(A)] < inf{P{X #Y};(X,Y) é um acoplamento de p e v}.
S

Vamos mostrar a igualdade, para isto vamos construir um acoplamento tal que P{X # Y’}

seja exatamente igual a || —v||ry. Faremos isso forcando X e Y a serem iguais sempre que
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,u-I I-|
ﬂﬂr I HH i HHq;u

1'FI

Figura 1.2: Como cada uma das regioes I e II tem area ||y — v||7v e u e v sdo medidas de

probabilidades, a regiao III tem édrea 1 — ||u — v||rv. A figura foi retirado do livro [IJ.

possivel. Considere a Figura (1.2)), a regiao III, limitada por p(z) Av(z) = min{u(z), v(z)}
pode ser visto como a sobreposicao entre as duas distribuigoes. Informalmente, nosso
acoplamento procede escolhendo um ponto na uniao das regioes I, I e III. Sempre que
“pousarmos” na regiao I1I, tomamos X =Y. Caso contrario, aceitamos que X deve estar
na regiao [ e Y deve estar na II.

Uma vez que essas regides tem suporte disjunto, X e Y nao pode ser igual. Mais formal-

mente usamos o seguinte procedimento para gerar X e Y. Seja

p= Z,u(x) Av(z). (1.16)

€
escreva
Su v = Y o+ Y v
e TEQ z€Q
(@) <v(z) (@) >v(x)
adicionando e subtraindo Z p(z) no lado direito da Equacao (|1.16]) temos:
() >1()
Su@ave) = S w@+ S v Y w@+ Y u)
el z€EQ z€Q z€Q z€EQ
p(@)<v(w) (@) >v () (@) >v () (@) >v(z)
= 1= > [ue)—v@)]
zeQ
(@) >v(x)
Obtemos assim:
S @) Av() = 1=l — vl = p, (1.17)
z€Q)

onde nés usamos ([1.13)) para a primeira igualdade. Agora, jogue uma moeda com proba-

bilidade de dar cara igual a p.
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i) Se a moeda der cara, entdo escolha uma valor Z de acordo com a distribui¢ao de

probabilidade:

x) ANv(x
Yrrr(x) :MedeﬁnaX:Y:Z.
p

ii) Se a moeda der coroa, escolha X de acordo com a distribuigao de probabilidade:
pu(x) —v(z)

V1= ||M —v|lrv

0, caso contrario.

, se p(x) > v(z);

e independentemente escolha Y de acordo com a distribuicao de probabilidade:

v(z) — p()
Vi = [ = vy

0, caso contrario.

, se v(z) > v(x);

Note que por

g o) —vo]

|p(x) — v(z)|lrv B

(@) —v(@)llev = Y [ulz) —v(@)] =
€N zeQ
w(@)2v(z) w(@)>v(z)

podemos concluir sem muito esforco que v; e v, sao distribuicoes de probabilidades.

Ainda temos que:

pyir + (L= p)yr = p(x) Av(z) + p(z) —v(z) = v(r) + p(z) — v(r) = p()

Py + (L= p)yr = pl(e) Av(z) +v(e) — p(e) = ple) + v(v) — ple) = v(z).

De modo que a distribuicao de X é p e a distribuigao de Y é v. Observe que no caso da
moeda dar caroa, X # Y, jd que 77 e y;7 sao subconjuntos disjuntos. Assim, X =Y se,

e somente se o lancamento da moeda der cara. Portanto, chegamos ao seguinte resultado
PIX #Y} =[lp—vlrv. O

Agora estamos prontos para provar que cadeias de Markov irredutiveis e aperiddicas
convergem as suas distribuigoes estacionarias. Mas antes disso, vamos examinar algumas
defini¢bes cruciais que serao uteis para restringir o tempo necesséario para que duas dis-
tribuicoes atinjam uma distancia especifica determinada pela variacao total. Nosso foco
reside em limitar a distancia méxima entre P'(zy,-) e 7, independentemente do valor de

xo pertencente a €.
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Definicao 1.27. Sejam x,y € Q) definimos:

d(t) = wax||P'(z, ) = 7() v (1.18)
(t) = max | P'(2.,) = P'(y, v (1.19)

Proposicao 1.28. Seja d(t) e d(t) definidas em (T.18)) e (1.19)), respectivamente, entdo:

d(t) < d(t) < 2d(t)

Demonstracio. Usando as definicoes de d(t) e d(t) e, a desigualdade triangular, temos:

d(t) = max|P'(z,) — P'(y,")|lrv
z,yeN
= max ||P'(z,:) —7+7 - P'(y,")||lrv
z,yeN
< max[[|P'(z,) = wllvr + [Py, ) = wllrv]
< max||P'(z,) = wllve + max||[P(y, ) — wllzv
= 2d(t)

Para mostrar que d(t) < d(t), observe primeiro que, como 7 é estacionaria, temos m(A) =

S w(y)Pt(y, A) para qualquer conjunto A (Essa é a defini¢ao de estacionariedade se A
yeN
for um conjunto unitério {x}. Para obter isso para A arbitrario, basta somar sobre os

elementos em A) e ainda P'(z, A) = > w(y)P'(x, A). Desta forma, temos:
yeN

d(t) = | P(z, ) =7()llrv = max||P(z, A) —(A)|
= maX|Z VP (x, A) — Zw(y)Pt(y,Aﬂ

ACQ
ye yeQ
_ t _ pt
- e&%% 7T<y>|})(x7‘4) I)(y7/4”
yeN
< 4 _ pt
< %;W(y) max |P'(z, A) — P'(y, A)|
Y

= S w )| P'(x, A) — P(y, A)lzv

yeN

< max|[|P(z,) = P'(y. ) rv

z,yef

= d(t),

onde a tultima desigualdade é proveniente do fato de que a média ponderada de um

conjunto de niimeros nunca é maior do que o seu elemento maximo. O
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Proposicao 1.29. Deize P denotar a colecao de todas as distribuicoes de probabilidade

em 2. E seja m uma distribuicao estaciondria para a cadeia de Markov P, entao

d(t) = sup [|pP" — v (1.20)
nEP
e
d(t) = sup |[uP' — vP|7y. (1.21)
w,VEP

Demonstragao. 1° demonstremos ((1.20). Tome de modo arbitrério uma distribui¢ao de
probabilidade p € ). Usando a proposicao [1.21] temos:

|
Pt =xllzv = 5> InP'(y) =7 ()]

yeQ

I P )~ S ate)s)
yeQ xzeN €N

< —ZZM )Pz, y) — 7 (y)]
yeQ e

1 ¢

= Zu($)§ZIP(x,y)—W(y)I
z€Q yeQ

= Y p@)||P(z,-) - 7lrv
€

< max | P(z,-) — 7llrv,

€

tomando o supremo, temos:

sup [|pP* = wllry < max [Pz, ) = llrv = d().
HEP

Por outro lado, pela definicao de supremo temos que:

d(t) = max || P'(z,-) — wlzv < sup [uP" — 7rv,
reQ HEP

com isso demonstramos a igualdade.

Agora demonstremos Tome arbitrariamente p e v, duas distribuicoes de probabili-
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dade em ). Entao temos:

1
[Pt = vP v = 52 |uP*(2) — vP'(2)]

z€Q)
= —ZIZ (y)uP'(z) = > v(y)P'(y. )]
zeQ ye ye
< —ZZ (9)[nP'(2) = P'(y, 2)|
z2€Q ye2
= > uly ZluPt — P'(y,2)|
yeQ zGQ
= > vl = Py, ey < max P = Py, )y
yeN Y
= maxo ZHuPt P'(y, w)|lrv
wGQ
1
_ _ t o t
= max_ SO (@) P, w) =Y p(x) Py, w)
weEN TEN e
< t t
< maxs ZZ# )|P! (2, w) = P'(y,w)]
weN zeN
= maXZM )Pz, -) = Py, ) llrv
e
< maxmax | Pz, ) = P'(y, ) lrv = d(2).

Entao, tomando o supremo sobre p e v temos:

Como em

1.20]

sup [|[uP" —vP'||ry < d(2).
u,veEP

a demonstracio de sup ||uP' — vP'||ry > d(t) é bvia. O
wvEP

Lema 1.30. Seja P a matriz de transicao de uma cadeia de Markov com espago de

estados em ) e sejam p e v duas distribuicoes de probabilidade em 2. FEntao, podemos

afirmar que:

|uP = vPlrv < [lp—vllrv.

(Isso mostra, em particular, que ||uP™ —||ry < |uP!—7||7rv, ou seja, avancar a cadeia

s0 pode mové-la para mais perto da estacionariedade)
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Demonstracao.
1
luP =vPllzv = 5> |nP(w) = vP(w)

1

= 521D uEP(zw) = Y v()P(zw)
1

= 5212 P w)(u(z) - v(:)
weN 2€N
1

< XS P w)lu() - ()]
weN zeN
1

= 533 P wln) - )
1

= ()~ Y Plew)

1
— 52 lu(z) —v(z)| =g —v|rv.

z€Q

Corolario 1.31. Nds temos que d e d sao ndao crescentes, isto é:

d(t+1) <d(t)

d(t+1) <d(t).

Demonstracao. Considere P irredutivel e aperidédica com distribuicao estacionaria m € €2,
isto nos diz que m = P'w. Para a primeira desigualdade seja p uma distribuicao qualquer

em (2, temos que:
|pP ™ = 7llry = [[(uP") P — 7Pllrv < |[uP* — 77y,

tomando o supremo sobre p e usando [I.18] chegamos na desigualdade desejada. Para a

segunda desigualdade, sejam p e v distribuigoes genéricas em (2, temos que:
[P = v P |y = ||(uP')P — (vP) Py < ||pP' = vP||7v,

tomando o supremo sobre p e v e, usando chegamos na desigualdade desejada. [

Proposicao 1.32. A funcio d é sub-multiplicativa: d(s +t) < d(s)d(t).
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Demonstracao. Fixe x,y € 2, e deixe (Xj,Ys) ser o acoplamento étimo de P*(x,-) e
P*(y,+), cuja existéncia é garantida por (|1.15)). Portanto,

1P*(z,-) = P*(y, ) lrv = P{Xs # Y.}
Dado que P** é o produto matricial de P* e P* e a distribuigao de X* é P*(x, ), temos

Pz, w) = ZPS x,2)P'(z,w) ZP{X = 2} P'(z,w) = E(P"(X,,w)).

Combinando isso com a identidade similar P***(y, w) = E(P!(Ys, w)) permite-nos escrever

P (z,w) — P (y,w) = E(P'(X,,w)) — E(P'(Y;, w)) = E(P"(X,, w) — P'(Ys, w)).
(1.22)

Combinar as esperanca ¢ possivel, uma vez que X, e Y's sao definidos juntos no mesmo
espaco de probabilidade. Somando sobre w € () e aplicando a proposicao|1.21] temos

que:
1
1P, ) = Py = 5D [B(P! (X w) = PH(Ys w))|

1
< E(5 ) [P{(Xow) = P(Y,w)))

= E(”Pt(XSa ) - Pt(YS‘v )HTV)
= E(lx,zv, - [|[PY(Xs,-) — P'(Ye, ) |lzv)-

Dessa forma, vemos que a quantidade dentro da esperanca é ||P'(X,, ) — PY(Ys, ") |lrv e,

é exatamente 0 sempre que X, = Y;. Além disso, essa distancia é limitada por d(t). Isso

mostra que,
1P (@, ) = Py, )lley < E(lx,zv)d(t)
— PX, £V }d()
= [|P*(z,-) = P*(y, ) lrvd(t).
Finalmente, maximizando sobre z,y completamos a prova. O

Corolario 1.33. Quando c et sao inteiros nao negativos quaisquer, vale a desigualdade:

d(ct) < d(ct) < d(t)°. (1.23)

Demonstracio. £ uma simples aplicacio das proposicoes (11.28) e (|1.32)) ]
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1.5 Tempo de mistura

E 1til introduzir um parametro que mede o tempo requerido por uma Cadeia de

Markov para que a distancia até a estacionaridade seja pequena.
Defini¢ao 1.34. Seja e € [0, 1] definimos o tempo de mistura(mizing time) por:

tmiz(€) == min{t : d(t) < e}

Observe que a escolha de € € [0,1] é necesséria pois 0 < d(t) < 1. Mais ainda,

vamos mostrar que a escolha de € deve ser menor que 1/2. De fato, usando a defini¢ao de

tempo de mistura, (1.33)) e ((1.32) temos que:

dai
d(lt iz (€)) < (26). (1.24)

Se 1/2 < ¢ < 1 a desigualdade (1.24]) é satisfeita trivialmente. Para isso nao ocorrer,

basta escolher ¢ € [0,1/2). Em particular ao escolhermos ¢ = 1/4 e substituirmos em

temos:

Como [ é inteiro nao negativo, entao podemos escolher, convenientemente, [ = [log, e71] >
0. Substituindo esse valor em (|1.25)), temos:

1 1

d(DOgQ 5_1—|tmi96) < 2_HOg2 5_1—| < 9[logy e~ 1] = 2logy et =¢

Pela definicao de tempo de mistura, segue que:

tmiz(2) < [l0gy €™ Vtimia-

1.6 Teorema da Convergéncia

O Teorema da Convergéncia é amplamente reconhecido como um resultado alta-

mente relevante na teoria de cadeias de Markov. Quando consideramos uma cadeia de
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Markov com matriz de transicao P, se P for irredutivel, pela Proposicao [1.19, entao ha
uma unica distribuicao estacionaria. Adicionando a hipdtese da cadeia ser aperiddica, o
Teorema da Convergéncia nos fornece uma estimativa do tempo necessario para que a

distribuicao da cadeia convirja para a distribuicao estacionaria.

Teorema 1.35. (Teorema da Convergéncia) Suponha que P seja irredutivel e aperiddica,

com distribuicdo estaciondria w. Entdo existe uma constante o € (0,1) e C' > 0 tal que

max || P'(z,-) — 7|7y < Cal.
e

Vamos provar de duas formas, onde a segunda forma sera feita apds aprofun-
darmos um pouco na teoria de acoplamento em Cadeias de Markov. A forma da prova
apresentada aqui decompoe a cadeia em uma mistura de amostragem repetida e indepen-
dente da distribuicao estacionaria e outra cadeia de Markov. Para isso demonstraremos

antes dois lemas que serao uteis.

Lema 1.36. Se M ¢ uma matriz estocdstica e Il uma matriz de || linhas, em que cada

linha € o vetor estaciondrio w, entao MII = II.

Demonstracao. Com efeito, sejam x,y € €2, temos:

(M) (z,y) = Y M(z, k)(k,y) = w(y) Y M(z, k) =TI(z,y).

ke keQ

Lema 1.37. Se n1M = =, entao IIM = 1II.

Demonstracao. A demonstracao é imediata, pois todas as linhas de II sao formadas pelo

vetor 7. O

Agora vamos a primeira demonstragao do Teorema da Convergéncia [1.35

Demonstracao. Seja P irredutivel e aperiddica, pela proposicao [1.9, existe um inteiro
positivo r tal que P" tem somente entradas positivas. E pela Proposicao m, w(y) >0
para todo y € €, entao defina II a matriz com || linhas, em que cada linha é o vetor 7.

Para algum ¢ > 0 suficientemente pequeno, temos que
P'(z,y) = on(y),
para todos x,y € ). Tome 6 =1 — ¢, a equacao

P = (1-0)I+6Q (1.26)
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define uma matriz estocédstica ). De fato isolando @ em ([1.26)) temos:

P —(1-0)1
)

dai temos que

e também
5 Qo - Dl ) 0 OT M) _12020)
yeQ

Para todo x € ). Agora provemos, por inducao sobre k, que
P = (1 — 6" + 0*QF, (1.27)

para k € N\ {0}.
Se k =1, temos P" = (1-0)I14+60Q), o que é verdade por nossa hipétese ([1.26)). Assumindo

que ¢ valido para k = n, segue que
privth) — prpr — [(1 — g™ + 6"Q"|P".
Distribuindo e expandindo P" no segundo membro e usando , temos
Pt — (1 — gMIIP" + 6"Q"P"

= (1-0"IIP" +6"Q"[(1 - O)I + 6Q)]
— (1= 0P + (1 - 6)0"Q "L + 6 Q" .

Usando que IIP" = II e Q™11 = II, pelos lemas e[1.36] temos que
Pt — (1 — M+ (1 — )" + "1 Q !
— (1 o en + Qn . 0n+1) + 0n+1Qn+1
— (1 o 9n+1)1—[ + 8n+1Qn+1.
Isso estabelece (1.27)) para k = n + 1, portanto ela vale para todo k € N\ {0}. Multipli-
cando ((1.27) por P7:
Prk-f—j — [(1 o 9k)H+0ka]P]
= (1—6"1P +0*Q*Pi
= IIP7 — 0"IIP7 + 0*Q" P7.
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Usando que IIP? = II, pelo lema [1.37, segue que
Prk-i-j =11+ ek’(QkP] _ H)’
ou
P T1 = 0F(QFP7 —1I). (1.28)

Para completar a prova somamos os valores absolutos dos elementos na linha xy em ambos

os lados da equagao ([1.28)) e dividindo por 2. Portanto, para qualquer zq € €, temos:

1 , o* .
52 | PR (2, ) — T (0, )| = EZ |QF PI (g, 2) — I(xo, 2)|,

€ e

usando a proposicao e lembrando que II(xg, -) = 7, segue que

[P (0, -) = w (2o, ) |2v = 0°|Q"Pj(x0,-) — m(xo, ) |lov < 6" (1.29)
o* o*
Como Rt > 0, tome C' como uma cota superior de ok Desta forma, obtemos de
(11.29))

max || PV (xg, ) — 7|7y < 0F = COFI
€

Em particular, dado t € N com ¢ > r, existem j,k € N, tal que 0 < j <ret=rk+ 7.

Além disso, tome o« = 0 =1 — 4, dai « € [0, 1]. Portanto, obtemos

max || P! (o, ) — 7||ry < 0F = Cal.
HISY)

1.7 Acoplamento de Cadeias de Markov

Jéa definimos em|[1.23|os acoplamentos entre duas distribuigoes. E vimos que sao uteis
porque permitem que a comparagao entre distribuigoes seja reduzida a uma comparacao
entre variaveis aleatorias. A Proposigao caracteriza ||y — v||ry como o minimo, entre
todos os acoplamentos (X,Y) de u e v, da probabilidade de X e Y serem diferentes.
Isso fornece um método eficaz para obter limites superiores para a distancia. Agora
extrairemos mais informagoes acoplando nao apenas pares de distribuicoes, mas trajetorias
inteiras de cadeias de Markov. Vamos analisar o seguinte exemplo para fixar melhor essa

idéia.

Exemplo 1.38. Um passeio aleatdrio simples no segmento {0,1,...,n} é uma cadeia de
Markov que se move para cima ou para baixo a cada passo com igual probabilidade. Se o

passeio tentar sair do intervalo quando estiver em um ponto de fronteira, ele permanece
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parado. E intuitivamente claro que P(x,n) < P'(y,n) sempre que x < y, pois isso
significa que a probabilidade de estar no valor “topo”n apdst etapas nao diminui a medida
que aumentamos a altura da posicao inicial.

Uma prova simples utiliza um acoplamento das distribuicoes P'(x,-) e P'(y,-). Sejam
A1, Ay, ... uma sequéncia de varidveis aleatorias independente identicamente distribuidas
com valores {—1,+1} e média zero, de modo que cada A; seja igualmente provdvel de ser
+1 ou —1. Vamos definir dois passeios aleatérios em {0,1,...,n}: o passeio (X;) comeg¢a
em x, enquanto o passeio (Y;) comega em y.

Usaremos a mesma regra para os movimentos em ambas as cadeias (X;) e (Yi): se Ay =
+1, mova a cadeia para cima, se possivel, e se Ay = —1, mova a cadeia para baizvo,
se possivel. Portanto, as cadeias se movem em sincronia, embora comecem em alturas
diferentes. Contudo, uma vez que as duas cadeias se encontram (necessariamente em 0
ou n), elas permanecem juntas a partir desse momento. Claramente, a distribui¢do de
X € P'(x,-), e a distribuicao de Yy é P'(y,-). E importante ressaltar que X, e Y, sio
definidos no mesmo espago de probabilidade subjacente, pois ambas usam a sequéncia (Ay)

para determinar seus movimentos.

Figura 1.3: Acoplamento dos passeios aleatérios X; e Y; em {0,1,2,3,4,5}. As Cadeias

permanecem juntas depois de se encontrarem.

Entao, se v <y, entao Xy <Y, para todo t. Em particular, se X; = n, o estado "topo”,

entao devemos ter que Y; = n também. A partir disso, podemos concluir que

P'(z,n) = P{X; =n} < P{Y; =n} = P'(y,n).

Vamos apresentar agora a definicao de acoplamento de cadeias de Markov e usaremos

esta técnica para encontrar limitantes para o tempo de mistura.

Definicao 1.39. Um acoplamento de cadeias de Markov com matriz de transicao P é

um processo (X, Y1), com a propriedade de que tanto (X;) quanto (Y:) sao cadeias
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de Markov com matriz de transicao P, embora as duas cadetas possam ter distribuicoes

iniciais diferentes.

Qualquer acoplamento de cadeias de Markov com matriz de transicao P pode ser
modificado para que as duas cadeias permanecam juntas o tempo todo apds sua primeira

visita simultanea a um tnico estado - mais precisamente, de forma que:

se X, =Y,, entao X; =Y, parat > s. (1.30)

Observagao: Para construir um acoplamento que satisfaca a condicao , basta
executar as cadeias de acordo com o acoplamento original até que se encontrem; em
seguida, execute-as juntas.

Notagao: Se (X;) e (Y;) sdo cadeias de Markov acopladas com X, = z e Yy = v,

escrevemos P, , para a probabilidade no espaco em que (X;) e (Y;) estao definidos.

Teorema 1.40. Seja P uma matriz de transicao irredutivel, com espago de estados €, e
seja 7 sua distribui¢ao estaciondria. Seja {(Xy,Y:)} um acoplamento satisfazendo ((1.30))

onde Xo =z e Yy =1y. Seja Teouple 0 primeiro tempo que as cadeias se encontram:
Teoupte = min{t : X; = Y, }.

Entao

Hpt(x7 ) - Pt(ya ')HTV S Px,y{Tcouple > t}

Demonstragao. Note que P'(z,z) = P, ,{X; = z} e P'(y, 2) = P,,{Y; = z}. Consequen-
temente, (X;,Y;) é um acoplamento de P'(z,-) com P'(y,-), entdo pela Proposicao [L.15]
temos que:

| P (z,-) — Py, )lrv < Puoy{X: # Yi}. (1.31)

Como X, # Y, se, e somente se Teoupie > ¢, € por (1.30), Pp o { Xt # Y2} = Poy{Tcoupie > t},
logo de ([1.31]) obtemos

||Pt('r7 ) - Pt(% ')HTV S Pz,y{Tcouple > t}

]

Corolario 1.41. Suponha que para cada par de estados x,y € €2, exista um acoplamento
(X4, Y:) com Xog =z e Yy = y. Para cada acoplamento desses, S€ja Teoupie 0 primeiro
momento em que as cadetas se encontram. Entao,

d(t) < max Py y{Teoupie >t}
z,y€eN
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Demonstracao. Basta usar a primeira desigualdade do Lema [1.28, e o Teorema [1.40}

lembrando que d(t) = max, yeq || P'(z, ) — P*(y,-)||, obtemos

d(t) S d(t) = max ||Pt(x7 ) - Pt(ya )H S max Pa:,y{Tcouple > t}
z,yeN z,yef)

a desigualdade desejada. O]

Este resultado é crucial para estimar o tempo de mistura. Ele indica que, ao criar
um acoplamento que satisfaca a condigao , o Corolario nos assegura que a
distancia total variacional entre a distribuicao da cadeia apds t passos e a distribuicao
estacionaria é, no maximo, a probabilidade de as cadeias nao se encontrarem antes do
instante ¢. Essa probabilidade é avaliada maximizando sobre todos os possiveis estados
iniciais. Em outras palavras, a medida em que as cadeias estao distantes (de acordo com
a distancia total variacional) apés ¢t passos é, no méaximo, a probabilidade de que elas
ainda nao tenham se encontrado até esse momento, considerando o pior caso entre todos
os pares de estados iniciais possiveis. Essa relagao é 1util para entender como a distancia
entre as cadeias de Markov esta relacionada a probabilidade de encontro entre elas.
Demonstracao do teorema da convergeéncia [1.35, agora usando a técnica de acoplamento

de cadeias de Markov.

Demonstracao. Considere X; e Y; duas cadeias de Markov com matriz de transicao P,

irredutivel e aperiédica, e com distribui¢oes p e v, respectivamente. Considere (X, Y})

um acoplamento que satisfaga ((1.30). Daf Pt(:c,j = puP' e P'(y,) = vP'. Entdo pelo

Teorema [1.40] e tomando u = J, e v = 7w, onde 7 é a distribuicao estacionaria, temos:
HPt — 7THVT < P:L‘(Tcouple > t) (132)

A idéia aqui é mostrar que P(Teoupe < 00) = 1 e que P(Teoupe > t) = 0 converge

rapidamente para 0. Para isso, como P ¢ aperiddica e irredutivel, pela Proposigao (1.9

temos que existe r tal que € = mi% P"(z,y) > 0. Fixando um zy € Q tome J, = {X, #
x,ye

xg, Yy # o}, entado temos que:
P(J,) <1-—ce¢.
De fato, podemos estimar
P(J,) < P(X,#x9)=1—P(X, =x0) <1—¢. (1.33)
Apéds r passos temos:

P(J2r|<]r) S (1 _5)
P(Jy) < (1 —¢)?
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Procedendo indutivamente, temos para k inteiro:
P<Tcouple > k’T’) - P(r]kr) S (1 — €)k.

Portanto quando k£ — 00, P(Teoupie > kr) — 0. Ou ainda P(7Tepupe < 00) = 1. Pela

divisao euclidiana escrevemos t = kr +n, com n < r e k,b € Z,. Portanto, temos:

P(Tcouple > t) = P(Tcouple > kr + b)

IA

P(Tcouple > k?“, Teouple > b)

P(Teouple > k1)
(1—e)k.

Substituindo k por =", segue que

P<Tcouple > t)

IN

(1-2)"
< (1-e)r(l-9)7.

n

Tome o = (1 — &)+ € (0,1). Como n < r, (1 — &)™ é uma cota superior para (1 —e) 7+ .

Portanto, escolhemos C' = (1 — ¢)~!. Pela desigualdade ((1.32), o resultado segue
||Pt - 7T||VT S COét.

O

Definicao 1.42. Tempo de Parada (Stopping Time). Dada uma sequéncia (X:)52,
de varidveis aleatdrias em Q, uma varidvel aleatdoria T com valores em {0,1,2,3,...,00} é
um tempo de parada para (X;) se, para cada t € {0,1,2,...}, existe um conjunto By C Q1
tal que

{r =t} = {(Xo, X1, ..., Xy) € B;}.

Em outras palavras, um tempo aleatorio T € um tempo de parada se, e somente se, a

func¢ao indicadora 1,—; for uma fun¢ao do vetor (Xo, X1, ..., X¢).
Exemplo 1.43. Tempo de Chegada (Hitting Time). Fize A C Q. Definimos
T4 =min{t > 0: X, € A},
ou seja, T4 € a primeira vez que a sequéncia (X;) estd em A. Equivalentemente,
{ra=t}={Xot A X1¢A,.,X;1¢A X, € A}

Portanto, T4 € um tempo de parada.
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Definicao 1.44. Tempo Estaciondrio Forte. Um tempo estaciondrio forte para uma
cadeia de Markov (X;) com distribui¢ao estaciondria m € um tempo de parada aleatorio

T, possivelmente dependendo da posicao inicial x, tal que
PAX: =y|r =1} =7(y). (1.34)

Em outras palavras, para um dado T, a varidvel aleatoria X, tem uma distribuicdo m e
¢ independente de T sob a medida de probabilidade usual P,. A equagao pode ser
reescrita como:

PAX: =y, 7 =t} =n(y)P{r =t}

Lema 1.45. Seja (X;) uma cadeia de Markov irredutivel com distribuicao estaciondria

7. Se T € um tempo estaciondrio forte para (X;), entdo para todo t > 0,

Pr <t,X, =y} = P{r < t}n(y). (1.35)

Demonstracao. Seja Zy, Zs, ... seja a sequéncia 7.i.d. usada no representante de mapea-

mento aleatério de (X;). Para qualquer s <,
Pir=s,Xi=y} =) PAX,=y|r =5, X, =2}P{r =5, X, = 2}. (1.36)
2€Q

Como 7 é um tempo de parada para (Z;), o evento {7 = s} ¢é equivalente a {(Z1, ..., Zs) €
B} para algum B C Q°. Também, para os inteiros r, s > 0, existe uma fungao fr Qo
Q, tal que

Xovs = fo(Xo, Zoi,y ooy Zoir).

Como os vetores aleatérios (71, ..., Zs) € (Zsi1, ..., Zsir) 0 independentes,

PAX,=ylr=5X,=2} = PAfiii(2,Zes1,.... %) =y|(X1,...X, € B, X, = 2)}
= Pt_s(z,y).

Portanto, usando a defini¢ao juntamente com a igualdade acima, (1.36) pode ser

reescrita como

Pir=s,X,=y} =) P (z,y)n(2)P{r = s} = <Z Pz, y)w(z)) P {1 = s}.
z€Q z€Q (137)

Por hipétese, m é distribuicao estaciondria da cadeia, entdao satisfaz 7 = 7P'* ou de

forma equivalente 7(y) = > m(2)P'"%(z,y), entdo a igualdade ([1.37) fica assim:
2€Q

PAr =3, X, =y} =n(y)P.{r = s}.
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Finalmente temos:

PAr<t,X;, =y} =) Pfr=sX =y} =) ny)P{r =s} =n(y)P{r <t}.

s<t s<t

A proposigao que conecta o tempo estacionério forte com d(t) é a seguinte:
Proposicao 1.46. Se 7 ¢ um tempo estaciondrio forte, entao

t
— D) — < .
(t) = max | P!(z, ) = 7llzy < max Po{r > £}

Entretanto, antes vamos provar dois lemas que nos auxiliarao na prova da Proposicao
Vamos introduzir um parametro s, (), chamado distancia de separagao e definida

por:

_ ~ Play)
Sz (t) := max 1 0

Também definimos

s(t) == max S (1).

Provemos a seguinte relagao entre s,(t) e tempos estaciondrios fortes:
Lema 1.47. Se 7 € um tempo estaciondrio forte, entdo
s:(t) < P {1 > t},

e portanto s(t) < max PA{T > t}.
ze

Demonstracao. Fixe x € 2. Observe que para qualquer y € €2, temos

P'(z,y) B PAX: =y} PAX, =y, 7 <t}
b m(y) b m(y) =1- 7(y)

usando o Lema [1.45] temos

Pt Z, ™ Pg: T S t
T AL )l Gt P S S
™(y) (y)
que garante o resultado. O]

Lema 1.48. A distancia de separacao s,(t) satisfaz
[P (@) = 7llrv < su(t),

e portanto d(t) < s(t).



Demonstragao. Usando resultado equivalente a ((1.13)), temos que:

1P (z,-) = llov = > Iny) - Plx,y)]
yeQ
Pt(z,y)<n(y)

P'(z,y)
= Z m(y) |1 - )
yeR y
Pt(z,y)<m(y)
Pl(z,y
< max 1—¥ Zﬂ(y)
y ) |

= s.(t).

Portanto a Proposicao [1.46 segue do resultado dos dois lemas anteriores.
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Capitulo 2

Embaralhamento Top to random

2.1 O modelo

Considere o seguinte método (lento) de embaralhar um baralho com n cartas: pegue
a carta do topo e insira-a uniformemente e aleatoriamente no baralho. Este processo
eventualmente misturard o baralho - as disposigoes sucessivas do baralho formam uma
caminhada aleatéria no grupo S, das n! permutagbes possiveis das cartas, o que, de
acordo com a Proposigao [1.16] possui uma distribui¢ao estaciondria uniforme. Quanto
tempo devemos embaralhar usando esse método até que a disposicao do baralho esteja
proxima do aleatério? Seja Ty, 0 momento um passo apds a primeira ocasiao em que
a carta original de baixo chega ao topo do baralho. Mostramos agora que a disposicao
das cartas no momento 7, é distribuida uniformemente no conjunto S, de todas as
permutagoes de {1,...,n} e, além disso, esse elemento aleatério de S,, é independente do

tempo Typ.

Proposigao 2.1. Seja (X:) a caminhada aleatoria em S, correspondente ao embaralha-
mento Top-to-random em n cartas. Dado no tempo t que existem k cartas abaizo da carta
original de bairo, cada uma das k! ordenacoes possiveis dessas cartas tem igqual probabi-
lidade. Portanto, se Ty, € um embaralhamento apds a primeira vez que a carta original

de baixo vai para o topo do baralho, entao a distribuicao de X,, € uniforme sobre S,, e

Ttop
0 tempo Ty, € independente de X, .
Demonstrac¢ao. Provemos por indugao e chame de J a carta originalmente de baixo.
Quando t = 0, nao ha cartas abaixo de J, e a afirmacao é trivialmente valida. Agora su-
ponha que a afirmacao seja verdadeira no tempo ¢. Existem duas possibilidades no tempo
t + 1: ou uma carta é colocada abaixo de .J, ou nao. No segundo caso, as cartas abaixo

de J permanecem em ordem aleatéria. No primeiro caso, dado que a carta é colocada
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abaixo de J, cada uma das k + 1 possiveis posicoes para a carta tem igual probabilidade,
e assim cada uma das (k + 1)! ordenagoes é equiprovavel.

Temos ainda que, no tempo ¢t = 73, — 1 as cartas que estao abaixo de J estao distribuidas
uniformemente. Portanto, a ordem das cartas em 7, ¢ uniforme e 7;,, ¢ independente de
Xriop m

Se pararmos de embaralhar precisamente um embaralhamento apds a carta original
de baixo subir para o topo do baralho pela primeira vez, entao a ordem das cartas neste

momento é exatamente uniforme sobre todas as disposicoes possiveis. Ou seja, X,, tem

Ttop
exatamente a distribuigao estacionaria da cadeia. Agora seja A o conjunto de disposi¢oes

em que a carta J esta no topo. Entao, 74 = 7y, + 1 é um tempo de parada.

2.2 Coleta de cupons

Vamos introduzir agora um exemplo que serd 1til para analisar melhor o embara-

lhamento Top-to-random.

Exemplo 2.2. Coleta de Cupons. Uma empresa emite n tipos diferentes de cupons.
Um colecionador deseja um conjunto completo. Supomos que cada cupom que ele adquire
tem igual probabilidade de ser de cada um dos n tipos. Quantos cupons ele deve obter
para que sua colecao contenha todos os n tipos? Pode nao ser ¢bvio por que isso € uma
cadeia de Markov. Seja X; o numero de tipos diferentes representados entre 0s primeiros
t cupons do colecionador. Claramente, Xo = 0. Quando o colecionador possui cupons
de k tipos diferentes, faltam n — k tipos. Das n possibilidades para seu prorimo cupom,
apenas n — k irao expandir sua cole¢ao. Portanto

P{XtJrl:k—i_l‘Xt:k}:T

k
P{XtJrl - k‘Xt = k} = ;

Cada trajetoria dessa cadeia € ndao decrescente. Uma vez que a cadeia chega ao estado
n (correspondente a uma cole¢ao completa), ela é absorvida ld. Estamos interessados no

numero de passos necessarios para alcancar o estado absorvente.

Proposicao 2.3. Considere um colectonador tentando completar um conjunto completo
de cupons. Suponha que cada novo cupom seja escolhido de forma uniforme e independente

do conjunto de n tipos possiveis, e seja T o niumero (aleatorio) de cupons coletados quando
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o conjunto contém pela primeira vez todos os tipos. Entao,
B =nY
T)=mn —.
k=1 k

Demonstra¢ao. A esperanca F(7) pode ser calculada escrevendo 7 como uma soma de
variaveis aleatérias geométricas. Seja 7, o nimero total de cupons acumulados quando a

colecao contém pela primeira vez k cupons distintos. Entao,
T=Tp,=T1+(To—T1) 4+ + (T — Tuz1)-

Além disso, 7, — T,_1 € uma variavel aleatoria geométrica com probabilidade de sucesso
(n —k+1)/n, apds coletar 7,_; cupons, faltam n — k 4 1 tipos na cole¢ao. Cada cupom
subsequente sorteado tem a mesma probabilidade (n — k + 1)/n de ser um tipo ainda
nao coletado, até que um novo tipo seja finalmente sorteado. Assim, E(7, — 7_1) =
n/in—k+1)e

3
N
—_
3

]

A seguinte proposicao nos afirma que é improvavel que 7 seja muito maior que seu

valor esperado.

Proposicao 2.4. Seja 7 uma varidvel aleatoria de coleta de cupons, como na Proposi¢ao

2.3, Para qualquer ¢ > 0,
P{r > [nlogn+cnl} <e*

Demonstragao. Seja A; o evento de o i-ésimo tipo nao aparece entre os primeiros [n log n+

cn| cupons sorteados. Observe primeiro que

P{r > [nlogn+cnl]} =P (0 AZ-) < iP(AZ-).

i=1
Uma vez que cada tentativa tem probabilidade 1 — n~! de nao sortear o cupom i e as

tentativas sao independentes, o lado direito acima esta limitado superiormente por:

n 1 [nlogn+ecn] 1 [nlog n+cn
S (1-- N - (2.1)
=1 n "
1 [nlogn+ecn]
= nexplog (1 — —) (2.2)
n

1
= nexp|[nlogn + cn]log <1 - —) : (2.3)
n



Agora, usando uma propriedade conhecida de logaritmos que diz que: log(1l + z) <

1

aj’
sempre que |z| < 1, temos que log (1 — 1) < —%. Além disso, como [nlogn + cn] >

nlogn + cn, entao

nlogn + cn

1
[nlogn + cn]log (1 - —) < | —-—| =-logn—c (2.4)
n n

Entao combinando ([2.3)) e (2.4), temos que:

n 1 [nlogn+cn]
Z (1 - —) < nexp(—logn —c) =e*
n
i=1

[]

Voltando agora ao embaralhamento top-to-random, Considere o movimento da carta
original de baixo. Quando ha k cartas abaixo dela, a chance de que ela suba uma carta
permanece k/n até que um embaralhamento coloque a carta do topo embaixo dela. Assim,

a distribuicao de 7, ¢ a mesma que o tempo do coletor de cupons.

Proposicao 2.5. Para o Embaralhamento Top-to-random, d(nlogn + an) < e~*, para

todo n.

Demonstragao. Veja, como Ty, ¢ um tempo estaciondrio forte e pela Proposicao temos

que para todo a > 0 temos:
P{1op > [nlogn +an]} < e ?,

e pela Proposicao temos o resultado desejado. O

Corolario 2.6. t,,.(¢) < nlogn + log(e~')n, para todo n.

Demonstragdo. Basta tomar @ = loge™! na Proposicio [2.5 []

A seguinte proposicao traz uma cota inferior para o tempo de mistura.

Proposigao 2.7. Seja (X;) a cadeia Top-to-Random em n cartas. Para qualquer e > 0,

existe uma constante ag tal que o > ag implica que para n suficientemente grande,
dy,(nlogn —an) >1—e¢.
Em particular, existe uma constante oy tal que para n suficientemente grande,

tmiz > nlogn — ain.
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Demonstragao. Defina o evento A; como
A; = {As j cartas originais da parte inferior estdo em sua ordem relativa original}.

Deixe id denotar a permutagao identidade. Nés iremos cotar || P'(id, -) — ||z por baixo.
Seja 7; o tempo necessario para que a carta inicialmente na posicao j da parte inferior, a
contar do fundo, chegue ao topo. E seja 7;; o tempo que a carta inicialmente na posicao

j, a contar do fundo, leva subir da posi¢ao i para a posicao ¢ + 1. Entao

n—1
T]: E Tj,i-
i=j

As varidveis {7;;}""! sdo independentes e 7;; tem distribuicdo geométrica com parametro
Js Js
) n 11— % n—i n? n?
p = — Portanto, E(7;;) = — e Var(rj;) = —— = - — < —. Por outro lado,
n 7 = n i 7
n
n

sabemos que log(1 +x) < z, para x € [0,1]. Dai > 1/i > log2+1og(3/2) + ...+ log(n +
i=1
1/n) = log(n + 1) > logn. Por isso,

n

Z Z__1>n(;% Z

S|

)—n>nlogn—logj—1)

n2
< .
)_.7'—1

P{r; <nlogn —an} < P{r;— E(7;) <nlogn —an —n(logn —logj — 1)}

Var(r;) <n

QZ(

Suponha que a > log j + 2. Entao,

= P{r;— E(1;) < —an+nlogj +n}
P{rj — E(1;) < —n(a —logj — 1)}
< P{lr; - B(r;)| > nla —logj — 1},

Usando a desigualdade de Chebyshev nesta tltima desigualdade temos

Var 7;
(n(a—logj —1))2

n2

P{rj <nlogn —an} <

= 712(04—]10;3'—1)2
1
T - D(a—logj —1)?
1
S -
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Defina t,,(a) = nlogn—an. Se 7; > t,, entdo as j cartas originalmente contadas do fundo

do baralho estdao em sua ordem relativa original no tempo %, («), entdo para o > log j + 2,

1
P (id Aj) > P{r; > t(a)} > 1 — —
] —

Por outro lado, para a distribuicao estacionaria uniforme,
1 1
™ (Aj) = =< —.
T g—=1

Portanto, para a > log 7 + 2,

d(ta(@) > |[|P"9(id, ) — 7|7y
> P)(id, Aj) — m(A;)

> -2

7 —1

Suponha que n > e* 2. Entao, defina j = [¢*~?]. Defina também

2

g(a) = 1—W-

Como d(t,()) > g(a),
lim infd(t,(a)) > g(a),

n—oo

e quando o« — oo, g(a) — 1. O



Capitulo 3

Caminho de rede e Embaralhamento
de cartas por transposicoes

adjacentes

Este capitulo tem como objetivo estudar o tempo de mistura em dois exemplos de
cadeias de Markov: o embaralhamento de cartas por transposicoes adjacentes e o mo-
delo de caminho de rede. O estudo desses exemplos nos permitird compreender como as
propriedades das cadeias de Markov podem ser aplicadas em contextos praticos, como no
embaralhamento de cartas, e como o modelo do caminho de rede pode ser uma ferramenta
util para analisar o tempo de mistura nesses casos.

O embaralhamento de cartas por transposicoes adjacentes é um problema classico em
teoria das permutacoes e tem aplicagbes em algoritmos de ordenacao e criptografia. Ao
estudarmos o tempo de mistura neste contexto, buscamos entender quantas operacoes de
embaralhamento sao necessarias para que as cartas estejam suficientemente embaralha-
das.

Por sua vez, o modelo de caminho de rede é uma abstragao comum em diversos campos,
como ciéncia da computagao e fisica estatistica. Veremos que este modelo pode ser uti-
lizado como uma ferramenta analitica poderosa para encontrar o tempo de mistura em
processos de embaralhamento, proporcionando insights valiosos sobre a dinamica desses
sistemas.

Ao combinar a andlise do embaralhamento de cartas com a abordagem do modelo de
caminho de rede, esperamos obter uma compreensao mais profunda do tempo de mistura
em cadeias de Markov, contribuindo assim para a teoria e aplicacao desses modelos em

contextos praticos. Esse capitulo tem como referéncia o artigo de Wilson [2].
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3.1 Cadeia de Markov no Caminho de rede

Considere um retangulo a x b composto por caixas 1 x 1 giradas 45°, de modo que
os lados de comprimento a estejam orientados noroeste/sudeste. Um Caminho de rede
(veja Figura (3.2))) é uma travessia do canto mais a esquerda até o canto mais a direita
do retangulo, viajando ao longo das bordas das caixas 1 x 1, de modo que cada movi-
mento seja para cima e para a direita (nordeste) ou para baixo e para a direita (sudeste).
Esses caminhos de rede podem ser codificados como strings (sequéncia de caracteres) de
comprimento a + b consistindo em a 0's (movimentos para baixo) e b 1’s (movimentos
para cima). Existem n!/(a!b!) tais caminhos de rede, onde por conveniéncia deixamos
n=a-+b.

Considere a seguinte cadeia de Markov para gerar aleatoriamente um caminho de rede
entre os cantos opostos do retangulo a x b. Dado um caminho, a cadeia de Markov esco-
lhe aleatoriamente uma das (n — 1) colunas internas (assumimos n > 2) e entao decide
aleatoriamente se deve tentar empurrar o caminho para cima naquele ponto ou tentar
empurrd-lo para baixo. Se empurrar o caminho para cima (ou para baixo) resultar em
um caminho invélido, a cadeia de Markov simplesmente fica ociosa durante essa etapa.
Veja Figura para melhor entendimento.

Deixando um pouco mais claro: Cada passo da cadeia de Markov é uma transformacao de
sua trajetoria, como vimos nem toda transformacao é valida. Em outras palavras, cada

caminho de rede é um estado dessa cadeia, e a matriz que representa essa cadeia tem

n!
ordem o Usando como exemplo a cadeia de Markov definida no retangulo 4 x 5 temos
ald!
9!
i 126 trajetorias, logo teriamos que ter uma matriz de ordem 126. Contudo, dado

um caminho qualquer no retangulo a x b, é sempre possivel, apdés um certo nimero de
passos, chegar a qualquer outro caminho no retangulo. Assim, a nossa cadeia de Markov
no Caminho de rede é irredutivel, e, pela Proposigao [1.19] existe uma (e tnica) distri-

buicao estacionaria para essa cadeia.

3.1.1 Propriedade de contragao

Estabeleceremos uma cota inferior para o tempo de mistura calculando o desloca-
mento de um caminho quando nao foram dados passos suficientes e mostramos que isso
geralmente difere do deslocamento de um caminho aleatério escolhido uniformemente ao
acaso. E também estabeleceremos uma cota superior para o tempo de mistura mostrando

que, apos um numero suficiente de passos, partindo dos caminhos superior e inferior, o
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Figura 3.1: Escolhido o ponto z temos duas opgoes: subir ou descer. Em (a) o caminho
de subida nao ¢é valido, entao permanece no mesmo lugar. J4 o movimento de descida é

vélido. Em (b) ambos os movimentos sao proibidos, logo a trajetéria permanece a mesma.

espago esperado entre eles é tao pequeno que os caminhos quase com certeza se fundiram
no mesmo caminho.

Serd 1til mais tarde usar coordenadas horizontais que variam de —n /2 a n/2. Deixe h(x)
denotar a altura do caminho na posi¢ao x em relacao a linha que conecta os cantos opostos
da caixa. Ou seja, h(r) é o nimero de movimentos para cima & esquerda da posicao x
menos o numero esperado de tais movimentos para cima. Assim, h(—n/2) = h(n/2) =0
e h(x) = h(zx — 1) 4+ a/n se houve um movimento para cima entre z — 1 e z, ou entao
h(z) = h(z—1)—b/n se houve um movimento para baixo. Para o exemplo na Figura (3.2),
as alturas mudam de +4/9 = a/(a + b) para movimentos para cima e —5/9 = —b/(a + b)

para movimentos para baixo, e sao as seguintes:
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Figura 3.2: Um caminho de rede através do retangulo 4 x 5, com as caixas 1 X 1 por
baixo dele sombreadas. Aqui, a =4, b=5en =29, e a codificagao do caminho de rede é
011011100.

x| -9/2|-7/2|-5/2|-3/2|-1/2 | 1/2 |3/2 | 5/2 | 7/2|9/2
h(z)| 0 |-5/9|-1/9|3/9 |-2/9|2/9]6/9]10/9|5/9| 0 |

A fungao de deslocamento de h que achamos 1util é

n/2 5%‘
O(h) = Z h(x) cos — (3.1)
z=—n/2

onde 0 < < 7. Esta funcao pesa os desvios da expectativa mais fortemente perto do
meio do caminho do que perto dos seus pontos finais. Dados dois caminhos de rede com
funcoes de altura h e il, onde h < h para todo z, defina a funcao de lacuna como h—he
a lacuna como
®(h,h) = ®(h— h) = d(h) — ®(h).

Observe que, como 0 < § < , a lacuna é estritamente positiva quando os caminhos A
e h sao diferentes e é igual a 0 caso contrario. Apds a cadeia de Markov ter alcancado
o equilibrio, de modo que cada caminho tenha a mesma probabilidade, FE[h(x)] = 0,

portanto, o deslocamento esperado é E[®(h(z))] = 0.

Lema 3.1. Seja a fungao de deslocamento ® definida por (3.1)). Suponha que h seja uma
fungdo de altura (portanto, ®(h) é o deslocamento) e f = ou h = h—h seja uma funcdo
de lacuna (entio ®(h) é uma lacuna) e 0 < f < 7. Seja h' a funcao de altura ou lacuna

apos um passo da cadeia de Markov. Entao

— 1+ cos(B/n)

n—1

E[@(1) — ®(h)|h] < o (h),

com igualdade quando B = w. O coeficiente do lado direito é limitado por

32 — 1+ cos(8/n) (2
_ < <
2n?(n—1) — n—1 - 2n?

(3.2)
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Demonstracao. Suponha que escolhamos um local x, lancemos uma moeda e ajustemos
a altura de acordo. Nesse caso, o valor esperado da nova altura em z é simplesmente
[h(x + 1) + h(x — 1)]/2. Assuma que escolhemos cada local (exceto —n/2 e n/2) com
probabilidade 1/p, onde p = n — 1 é o nimero de posi¢oes que podem ser escolhidas.
Entao, seja denotando a variavel h atualizada no préximo passo,

p—1 Lh(z 4+ 1)+ h(z —1)

B[N (x)|h] = Th(ﬂﬂ) + » 5 ;

quando —n/2 < x < n/2, considerando que E[h'(£n/2)] = 0, de modo que

n/2—1
E[®(h)|h] = [ Z h'(x cos—!h}
r=—n/2+1
n/2—1
= Z E[N(z cos—!h}
z=—n/2+1
n/2—1
= > cos@E[h/@)yh]
x=—n/2+1 n
n/2—1
Br [P—1 Lh(x+1)+ h(x—1)
= cos — | ——h(x) + -
x—;/Q—f—l p p 2
= n/il (COS& p-1 ~h(x )+Cos@-1~ h(x+1)+h(m_1))
rz=—n/2+1 " p nop 2
n/2—1 n/2—1
p—1 fr 1 B
= — h(x)cos — + — (h(z+1) 4+ h(x — 1)) cos —
p x:;/2+1 " 2p z—;/2+1 "
p—1 1 n2 1 Bx
= T@(h) * 35 > (h(z+1)+ h(z — 1)) cos —.
z=—n/2+1
Como E[®(h)|h] = ®(h) temos que:
n/2—1
E[®(W)—®(h)|h] = E[®(W)|h]—E[®(h)|h] = %@(h)—i—%p Z (h(z4+1)+h(x—1)) cos Bn—x,

r=—n/2+1
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reescrevendo temos que
n/2—1 n/2

E[®() — d(h)|h] = —a 2p S h Cos—

p r=—n/2+1 y=-n/2
lz—yl=1

n/2—1  n/2—1

:_—1 Z Zh cos—

p x—fn/2+1y—fn/2+1
lz—y|=1
n/2—1 n/2—1
-1 1 Bx
= ?@(h)nt% Yo Ay Y cos ==
y=—n/2+1 w=—n/2+1
lz—yl=1
n/2—1 n/2
1 1 Bx
< ?(I)(h)+2_p Z h(y) Z cos ——.
y=—n/2+1 |x:7'f|L/21
r—y|=

Essa desigualdade é justificada pelo fato de que, para x = 4+n/2, temos cos(£5/2) > 0,
pois § < 7, e também porque assumimos que h = h—h >0 . Calculando o somatério

onde z esta variando, segue que

n/2—1

—1 Bly+1) Bly—1)
P0G — () < = eos 20D 4 o B =107
[®(R') — B(h)|h] < > O(h)+— > h(y)|cos —— +cos —— (3.3)
yf—n/2+1
Pela identidade trigonométrica cos(aw + 0) + cos(av — 0) = 2cos(a) cos(f), segue que
By +1 By —1 I5;
(:osL + cos M = QCos—ycos —. Dali, a inequacao (3.3) pode ser reescrita
n n n n
da seguinte forma
n/2—1
—1 1 By B
E[®(h)— @ < —0 — 2 cos — cos —
[@(K) = @(h)|n] < —@(h)+ o > hly)2cos—cos—
y=—n/2+1
n/2—1
~1 By
= —d(h —cos— h(y cos—
o) 2
y—fn/2+1
~1 1 B
= —®(h)+ —cos—P(h
(1) + — cos (1)
I s cos(ﬁ/n)q)(h)
p
I Cos(ﬁ/n)q)(h)'
n—1

A igualdade ocorre quando 8 = 7.

Para limitar superiormente o lado direito de , usamos a desigualdade cos(z) < 1 —
22 )2+x1 /24 = 1+ (2?/2)(—1 +x2/12) (que pode ser obtida tomando como base a Série de
Maclaurin cos(z) = 3% & 1) ", que vale para todo x € R). Entao, tomando = = §/n,

1+ cos(B/n) _ 1 .(5/271) ( (5{;0): 252[ —(82/12)/n] /(n=1). (3.4)

1
n—1 —n—1 +
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Se 3 = 0 obtemos a igualdade. Como 8 < 7 implica que 3 < 7 = $%/12 < 72/12, logo
B/12<1l<n=—p*/12>-n=n—(6%/12)/n>n—1= n[l— (82/12)/n?| > n—1,

agora dividindo ambos os lados desta tltima desigualdade por n(n — 1), temos:

B B2
2 2 2 2
1 - (82/12)/n }/(n 1) >1/n= _@[1 — (82/12)/n }/(n ~D<—55  (39)
O resultado segue de (3.4) e de (3.5)). A cota inferior de (3.2)) é mais facil. Basta usar a
desigualdade cos(z) > 1 — %2 que o resultado é imediato. O
3.1.2 Cota Superior
Teorema 3.2. Quando n € grande, apos
2 1 b
+_§<>n3 log %
T €

etapas, a distancia de variacao da estacionariedade € € e a probabilidade de que os dois

caminhos extremos se uniram € 1 —e. (O termo o(1) é uma func¢ao apenas de n.)

2+ o(1) a
O que esse teorema nos diz é que se t = 5 n®log —, entao d(t) < e, isso
7 €
24 o(1) ab
implica, pela Definicao |1.34} que t,,;, < Trﬁ log =

Demonstracao. A ideia aqui é criar um acoplamento especifico entre duas trajetorias
extremais (estado inicial). O objetivo é achar um tempo t tal que Plrepupe > t] < €.
Usando o Coroldrio (1.41), isso implica que d(t) < e. Apds isso vamos minimizar sobre
todos os tempos ¢ satisfazendo P[Toupe > t] < €.

Para obter a cota superior, consideramos um par de caminhos acoplados hy e hy tais que
ﬁo é o caminho mais alto e h, é o caminho mais baixo. As sequencias izt e hy sdo geradas
pela cadeia de Markov usando “os mesmos movimentos aleatérios”, de modo que ]AZH_l
e hyy1 sdo obtidos de hy e h:, respectivamente, por ordenacio ou desordenacio (mesma
decisao aleatéria tomada em ambos os casos) no mesmo local aleatério x.

Como o acoplamento foi definido, é claro que hy > hy (o que também pode ser provado
por inducio sobre t). Seja ®(t) = ®(hy — hy); () = 0 se, e somente se iy = hy.

Vamos mostrar por indugao sobre ¢ que

. 1 — cos(B/n)

Bl ()] < @, —

(3.6)

Suponha que a cadeia tenha inicio com ®,,, logo escrevemos E[®,] = E[®,|P¢] = E[P,|Po]—
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Figura 3.3: Um exemplo de um par de caminhos acoplados, sendo hy a trajetéria azul e by
a preta. Observe que, embora representando apenas 5 passos dessas cadeias, a trajetéria

azul estarda sempre acima da preta até que elas coincidam.

E[®o|Do] + E[Po|Po] = E[P1 — Po|Po] + Py. Entao, pelo Lema temos

B < @+ —— g0y _ g, (1 - M) |

n—1 n—1

Tomando como valida nossa hipdtese de indugao para t e usando o Lema temos que

E[@] = Y yP(®r =)
— zy:yZP(qu =y, = 2)
- iyz P(Pps1 = y|Py = 2) P(®; = 2)
- Xy:P(cht =2) Y yP(Pry1 = y|&; = 2)

Y

= ) P(® = 2)E[@111| P = 2]

< Y PP =2) (1—1_;O—i(f/n)) z
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) e
B 1 — cos(/n) Eo

N B n—1 (@]

< a1 1 —;Oi(f/n)

Além disso, usando a parte direita da desigualdade do Lema [3.2] juntamente com o fato

de que |%| < 1, temos que

sm)\' g
1 —cos(8/n 2 N
B (8/n) (2N s
n—1 2n
Consequentemente
t
1 —cos(B/n) B2t
Eot) <Pp|l———| <O -
(1)) < ———| <@ep |5

No entanto, usando a desigualdade de Markov, onde ®,;, ¢ o menor valor positivo as-

sumido por ®, temos que E[®;] > P[P, > Ppin|Puin = P[P > 0]Ppin. Assim, apds

t > (2/8*)n31og(Pg/(Pmin€)) passos, temos

B2(2/B%)n° 1og(Po/ (Pumin€))
2n3

= &g exp[—1og(Po/(Pmin€))]/ Pumin

= @0(@min5/@o)/q)min =E.

P[(I)t > 0] S E[q)t]/q)mln S q)() exXp | — /q)min

Portanto para valores de ¢t > (2/8%)n3log(®o/(®Pmine)), d(t) < e. Além disso 1 — ¢ <
P[®, = 0] < 1, isto significa que a probabilidade de que os dois caminhos extremos se
uniram é de pelo menos 1 — ¢.

Vamos agora encontrar uma estimativa para t. Pela funcao de deslocamento dada em

(3.1) temos que

n/2

A - - . - . x
Oy = D(ho — ho) = ®(ho) — R(ho) = > (o — ho) cos %
x=—n/2
n/2 . .
Considerando que cosﬁ—f < 1, temos que &5 < > (ho — ho). Como hgy é o caminho
z=—n/2

mais alto, entao ele deve percorrer, no retangulo a x b, n = b 4 a passos, sendo b passos

no sentido nordeste e em seguida a passos no sentido sudeste, dai izo(—n/Z +b)=b-a/ne
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ho(—n/2+b+a) =b-a/n—a-b/n = 0. Tomando k € {0,1,--- ,b}, ho(—n/2+k) = -ka/n
eparak € {b+1,b+2,--- b+a}, ho(—n/2+ k) = -ba/n — (k —b) - b/n. Calculando o

somatorio

n/2 b b+a
- ka ba (k—0b)b
R M
r=-—n/2 k=0 k=b+1
b b+a
ba®> b
= N R+ 2N (k-b)
n non
k=0 k=b+1
a bb+1) ba*> b (1+a)a
- . +— .
n 2 n n 2
— b b+1 a 1+a
B 2n n 2n
_ab
= 5

De modo semelhante hg é o caminho mais baixo, logo deve percorrer a passos no sentido
sudeste e em seguida b passos no sentido nordeste, daf ho(—n/2+a) = —a-b/n e ho(—n/2+
a+b)=—a-b/n+b-a/n=0.Tomando k € {0,1,--- ,a}, ho(—n/2+k) = —k-a/n e
para k € {a+1,a+2,--- ,a+b}, ho(—n/2+ k) = —b-a/n+ (k — a) - a/n. Dai, pode-se

n/2 n/2 ab
facilmente ver que > hg = — >, hy = 5 Portanto, ®q < ab. Por outro lado,
z=—n/2 x=—n/2

temos P,y # 0, quando minimizamos hy # 0. Como hy(z) = fzt(a:) - fzt(a:), desejamos

que
0, sex#n/2—-1
hi(r) =
1, sex=n/2—-1.
Dali,
L B(n/2 1)
Sin = O(hy) = Z hi(z cos—: cos —— = = cos(3/2 — B/n) > cos(5/2).
n
x=—n/2

sinx

Por outro lado sabemos que lim = 1, usando que sin(7m — 3)/2 = cos(/2), isso

z—0
implica que Py, > cos(f/2) ~ (7 — £)/2. Aqui usamos o simbolo &~ para denotar

cos(3/2)
(m—5)/2

K = (2/B*)n3log(®o/(Pmine)), para obter uma cota melhor para nosso tempo de mistura.

o fato de que ~ 1, quando  — w. Agora vamos minimizar a expressao

= (2/8)n’ log(®o/(Pmine)) ~ (2/5%)(log ab/e — log(m — B)/2)n’

Desejamos que ®,,;, — 0, tendo isso em vista, escolhemos convenientemente § = 7 —
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1/logn, ja que para n grande,  — 7 — 0. Entao
K =~ (2/(m—1/logn)®)[logab/e —log1/(2logn)|n’
= (2/(m —1/logn)®)[logab/e + log 2 + log(log n)| n*
= (2/(m —1/logn)?) {14—

Contudo, para n grande temos que 2/(m — 1/logn)? ~ 2/7* e também podemos assumir

log 2 + log(logn)
logab/e

} n*logab/c.

que ab/e > n, implica logab/e > logn, segue que

2 log 2 + log(1
K~ 2 |1+28 + log(log n) n*logab/e
2 logn
2 log 2 + log(1 2
~ | 2428 +log(logn) 2 n*logab/s
w2 logn 2

Q

2
{F + O(log(logn)/log n)] n’logab/e

= n” log —.
0 €
O simbolo © significa que, dadas duas fungoes f e g que sejam nao negativas para valores

grandes de z, escrevemos g(z) = O(f(x)), se existem constantes positivas c e d, tais que

cg(z) < f(x) < dg(z) para z suficientemente grande. O

3.1.3 Cota Inferior

Vamos obter uma cota inferior para o tempo de mistura quando o retangulo nao é

muito estreito. Para a demonstracao do Teorema |3.4] usaremos o seguinte lema técnico:

Lema 3.3. Se uma funcao ® no espaco de estados de uma cadeia de Markov satisfaz
E[q)(XH_l)’Xt] == (1 — ’}/)(I)(Xt>, € E[(A@)%Xt} S R, onde A® = q)(Xt+1) - (I)(Xt) €
Dk € 0 valor mdazrimo assumido por ®, entao, quando o numero de etapas da cadeia de

Markov t € limitado por
- 10g Ppax + 5 log(ve/(4R))
- —log(1 —7)
ed<y<2— V2 & 0,58 (ou entdo 0 < v <1 et € impar), entio a distincia de varia¢ao

da estacionariedade € pelo menos 1 — e.

Demonstracao. Nesta demonstracao, se nao for dito diferente, Xy sempre seja um ponto
inicial deterministico da cadeia (X;)ieny. Assim, para qualquer t temos que E[®,] =
E[®:|Xo], onde ®; = ®(X;). Note que E[®;|Xo] = Po(1 — 7). De fato, pela nossa
hipétese E[®1|Xo] = Po(1 — 7). Supomos agora que E[®;|X;] = Po(1 — 7)" seja vélida
para algum ¢ > 1. Entao

E[®;1|Xo] = E[E[®:11]X]| Xo] = E[(l — fy)CI)t|X0] =(1- 7)E[¢t|){0} — (1 — )t 1.
(3.7)
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Pela suposi¢ao sobre 7, em equilibrio F[®] = 0, e escrevemos & = &.,. De fato, em
equilibrio temos que E[®;] = E[®iy1] = (1 —7)E[P;]. Se v =1, entdo E[®;] = E[Py44] =
0. Se v # 1, entao vyE[®;] = 0, como v # 0, logo E[®,;] = 0.

Com A; denotando ®;,1 — ®;, nds temos:

7., = 7 +29,A, + A7, entdo
E[®; |X:] = E[(9] +20:A + A7)|X,]
B[] Xy] + 20 [E[®41 — O] + E[A]|X]
7 +20,[(1— )P, — ] + R
(1—27)®? + R.

IN

R

Afirmamos agora que E[®7] < (1 — 27)'®Z + 5 bara todo ¢ > 2. De fato, pelo resultado
g

anterior, F[®3] = F[®%|X,] < (1 — 2v)®2 + R. Dai, para t = 2

&
=
[

E[E[®2X,]] < E[(1 — 27)®? + R], entdo
E[®3] < (1-27)E[®1]+R.

Isso implica que

E[®3] < (1—-29)[(1—27)®) + R] + R

2 252 2q2 , B (3.8)
E[®3] < (1 =29)"05+ (2 - 2y)R < (1 —2y) ot 5
Continuando por induc¢ao obtemos que
E®},] = E[E(®{,|X)] <E[(1-27)%; + R]
= (1-29)E[®?] + R
R
< (1-2y) (1—27)t<1>3+g +R
R
— 1—9 t-‘rl(I)Q -
( 7) ot 2
Calculemos agora a variancia de @, (lembre que E[®;] = E[®;|Py]), temos:
R
Var[®,] = E[®f] - B[®/]* < (1-27)'®) + > @5(1 — ), (3.9)
R
Var[®] < of[(1—27)"—(1—7)*] + o (3.10)

Vamos analisar o lado direito da desigualdade ([3.10). Como (1—7)? = 1—2y+72 > 1—27,

R
entao quando ¢ é fmpar, (1 —7)* > (1 —2v)¢, isso implica que Var[®;] < o No entanto,
8

quando t é par, nds precisamos ter (1 —=)2 > |1 — 27|, que é satisfeito quando v < 2 —+/2
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R
ou-~y > 2+ \/5, dai Var[®;) < g
Da desigualdade de Chebychev temos:
€
P [|c1>t ~ B(®)| > \/R/@s)] <z (3.11)

Isso implica que
€
P [\q»t — B(®,)| < \/R/(yg)} >1--. (3.12)
Suponha agora que E[®;] > \/4R/(~e). Neste caso temos a seguinte inclusao de eventos:
{10 — E[®4]] < VR/(ye)} S{Pr = VR/(72)} (3.13)

Dai, por ((3.12])
g
P [@t > \/R/(fyg)} >1--. (3.14)

Por outro lado, usando que E[®..] = 0,

P|®x > VR/(9)| < - (3.15)
Dai, denotando com d(t) a variagao total entre ®; e $,
d(t) = HljllX‘P((I)t €A)— P(d, €A

> |P(®, > /R/(72)) — P(® > v/R/(79))] (3.16)

>1—c.

E esse tempo é limitado por

E[®;] = ®o(1 —~)* > +/4R/(e), vamos isolar ¢
(1=7)" = &' V4R/(y%)
(1= < ®ov/7e/(4R)
—tlog(1 —7) < log(®oy/ve/(4R)), note que —log(l — ) > 0, dai
. < log(Poyye/(4R))

—log(1 =)

Agora vamos escrever ®,,,,, como o estado inicial que maximiza P, e o resultado segue. [

Teorema 3.4. Se min(a,b) > 1, entdo depois de

1—o(1)

3 .
5— " log min(a, b)

™

passos, a distancia de varia¢ao da estacionariedade é 1 — o(1).

Observagao: min(a, b) > 1 significa que o menor valor entre a e b é muito maior do

que 1. Em nosso contexto, isso implica que a e b crescem para o infinito com n.
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Demonstracao. Comecemos mostrando que a funcao ® satisfaz a propriedade de contracao

do Lema [3.3] De fato, tomando § = 7, da definicao da funcao ® temos

n/2
Ad = 3 [H(z) - h(z)] cos%.
r=—n/2

Lembre que A’ é obtido de h, ou mantendo a mesma trajetéria, ou empurrando um ponto
da trajetéria para cima ou para baixo. Se A’ = h suponha que seja num ponto k qualquer

no intervalo [—n/2,n/2], nesse caso teremos que
k
AD = [/(k) — h(k)] cos — = |AD| < 1 = (AD)? < 1,
n

isso implica que 0 < E[(A®)?|h] < 1.
Por outro lado, pelo Lema temos que

El() — o()|H] - -1+ cos(ﬂ/n)q)

n—1
1 — cos(m/n)
E[®(W)|hl=1— ——] ®(h).
n—1
1 — cos(m/n) — 1+ cos(m/n) w2 72
Tomando v = 1 = — 1 > 25 Além disso 23 ¢ uma boa
n— n— n n

aproximagao para . De fato, da expansao de Taylor do cos em torno de zy = 0, temos

que:
22
cos(z) = cos0+ zcos 0+ 5 cos” 0 + O(2%), substituindo x = 7/n
m 37,3
cos(m/m) = 1-— ot O(m’/n?).
Substituindo esse valor em vy obtemos:
1 —1+47%/2n% — O(m3/n?3) w2
= = —_— O 3 4 .
7 n—1 2n%(n —1) (7"/n)
2n3 n w2
Agora, note que v - — = —0(2/n) = 1, quando n — oo. Portanto v ~ —. A
™ n-1 2n3

restricao em vy é satisfeita quando n > 3.

Para obter uma cota R, observe que qualquer caminho h pode ter no maximo 2 min(a, b)
pontos extremos locais(pontos que podem ser empurrados para baixo ou para cima no
proximo passo da cadeia). Dai como temos um total de n — 1 pontos que podem ser

escolhidos, e desses pontos extremos locais temos probabilidade ser empurrado de 1/2,

min(a, b) min(a, b)
entdo P[A® # 0] = — Mas |A®| < 1, entdao max, E[(A®(h))?] < ——7 = R
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O caminho méximo maximiza ®, dando ®, = ©(ab), lembre que ¥y < ab quando ho e ho
sao extremais. Entao, pelo Lema[3.3] d(t) > 1 — ¢, quando

log ab + £ log(ve/4R)

< 3.17
—log(1 =) (317)
Considere agora as seguinte simplificagoes, considerando quando n é grande:
R 7 n-1 w2
(i) 7/B~ 2n® min(a,b)  2n2min(a,b)
(ii) Simplificando o numerador de (3.17)):
1 1 w2 £
logab+ =1 4R) =~ logab+ =1 —_— . —
08 ab + 2 og(12/4R) 08 a0+ 2 %8 (2n2 min(a, b) 4)
1 m2e 1 .
~ logab—logn + 3 log <) 3 log min(a, b).

Por hipétese min(a, b) > 1. Entao, sem perda de generalidade, suponha que a = min(a, b),
dai logab = log a(n — a) = logmin(a, b) + log(n — a). Com isso temos que:
2

1 1 1
log ab + 5 log(ye/4R) =~ logmin(a,b) + log(n —a) —logn + 5 log (%) b log min(a, b)

m2e

1 ) a 1
5 log min(a, b) + log (1 — ﬁ) + 5 log (—) .

Q

8

Como a = min(a,b) = a < n/2 = a/n < 1/2 = log (1 — a/n) > log1/2, e estd dltima
igualdade implica que log1/2 < log (1 — a/n) < 0, em outras palavras < log (1 — a/n)

tem o comportamento de uma constante, daf log (1 — a/n) + 3 log (7% /8) € —O(1). Logo
1 1 .
log ab + 5 log(ve/4R) =~ 5 log min(a, b) — O(1).

(iii) Lembrando que log(1+ z) < z, Vo > —1. Dailog(l —v) < —y = —log(l —v) <~
Portanto de (i), (ii) e (iii) a desigualdade (3.17)) pode ser reescrita como:
log ab + L log(~ve /4R 17 i b — O(1 1 m3
8 2 1os(re/ )z 3 log min(a, b) (1) ~ | =logmin(a,b) — O(1) il
—log(1 —7) v 2 ?
< [1/7* = O(1)/(7*log min(a, b))] n* log min(a, b)

t < [1/7*—o(1)]n®logmin(a,b).

~
VAN

O ultimo passo da desigualdade é justificado pelo fato de que

min(a,b) > 1 = lim logmin(a, b) = co = lim O(1)/(7*log min(a, b)) = 0,

n—oo n—oo

fazendo com que O(1)/(7w?logmin(a,b)) € o(1). O
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3.2 Embaralhamento de cartas por transposicoes ad-

jacentes

O embaralhamento de cartas por transposicoes adjacentes € um método de misturar
um baralho de cartas trocando a posicao de cartas adjacentes. Nesse processo, vocé pega
duas cartas consecutivas e as troca de lugar. Esse procedimento é repetido vérias vezes

para garantir uma distribuicao aleatéria das cartas.

*0
> > >
<
L 2 B 2

e

> O
> > >
L
L 2 2 B 2

j=at 4

Figura 3.4: Exemplo de permutacao com 5 cartas de um baralho.

O embaralhamento de cartas por transposicoes adjacentes pode ser modelado por uma
cadeia de Markov. Consideramos um baralho com n cartas classificadas de 1 a n, do topo
ao fundo, onde os estados de nossa cadeia serao as permutacoes das cartas, totalizando
n! estados. Nossa cadeia escolhe ao acaso uma carta i € {1,--- ,n — 1} e atualizamos a
cadeia da seguinte forma: jogamos uma moeda J, se sair cara trocamos a ¢-ésima carta
com a (i + 1)-ésima, se sair coroa, nada acontece. Observe que, dada uma permutagao
(estado) de n cartas, é sempre possivel, apds um certo nimero de embaralhadas (tempo),
chegar a qualquer outra permutagao (estado). Isso nos diz que nossa cadeia de Markov é
irredutivel. Desta forma, pela Proposicao m Essa cadeia de Markov tem uma (e tinica)
distribuicao estacionaria.

A mesma atualizacao aleatéria definida por 7 e J pode ser aplicada a mais de uma per-
mutacao para obter cadeias de Markov acopladas. Uma permutacao nos nimeros 1,--- ,n
tem associadas a ele (n+ 1) fungdes de limite, onde a i-ésima fungao de limite (0 < i <n)
é uma sequencia de 7 1’s e n — i 0’s, com os 1’s nas localizagoes dos 7 maiores nimeros da
permutacao. A permutacao pode ser recuperada dessas funcoes de limite simplesmente
somando-as (veja Figura [3.5).



111111
111111
011111
011011
011010
010010
000010
000000

265374

29

Figura 3.5: A permutacao 2653741 e suas 8 funcgoes limite mostradas como caminho de

rede. Demos destaque as 3* e 5% funcoes limites.

Também podemos representar as permutagoes através de uma matriz (n+ 1) x n, onde as

linhas sao as fungoes de limite. Quando um par adjacente aleatério de nimeros dentro da

permutagao sao transpostos, por exemplo (i, + 1), nds transpomos as colunas (i, + 1).

Exemplo 3.5. Considere um baralho com 5 cartas. Seja o estado inicial a permutagao

xo = 43152, transpomos o par (1,5), resultando na permuta¢io x1 = 43512. Em sequida

transpomos o par (4,3) resultando na permutagio xo = 34512. Denote Alt] e 4y a

representacao matricial e a i-ésima funcdao limite do estado t, respectivamente. Na forma

matricial temos:

— Alzq]

O O = = e
o O O o O =
O R = = =
o O O O = o=

—_ = =

0
0

(eI T R e )

o O o o o =

o O O O = =

— Alxs]

[ T s B S e T

O R = = =

o O O O O =

o O O O = =

Observe que em cada matriz, as i-éstmas fungoes limite tem a mesma quantidade de 1’s,

a menos da ordem (e de 0’s também). Podemos analisar cada linha dessas matrizes como

um caminho de rede. Escolhendo a 4" fungao limite de cada estado temos: xo[sa)) € T1(f()

€ T2[f(4)]
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=> =

TO[f(4)] T1[f(4)] T2[f(4)]

Figura 3.6: Atualizacao da cadeia iniciada em xy = 43152 em relagao a 4° funcao limite,

vista em caminhos de rede.

A permutacao identidade 12...n e seu reverso n(n — 1) - - -1 fornecem os caminhos
minimo e maximo para qualquer funcao limite. A ideia é analisar essas permutacoes
através das fungoes limite, ja que cada fungao limite representa um caminho de rede. Em
outras literaturas, como no capitulo 8 de [1], os embaralhamentos de cartas sdo analisados
estudando o grupo simétrico. N6s seguiremos o método de Wilson [2] utilizando as fungoes
limite. Dessa forma, vamos utilizar os resultados obtidos na cadeia de Markov no Caminho

de rede para analisar esse tipo de embaralhamento.

Teorema 3.6. Apds (1/7% — o(1))n3logn embaralhamentos, a distancia de variacio da
estacionariedade ¢ 1 — o(1) e a probabilidade de coalescéncia é o(1). Apds (6/m* +
o(1))n3logn embaralhamentos, a distincia de variagio da estacionariedade € o(1) e a

probabilidade de coalescéncia é 1 — o(1).

Demonstragao. Dada qualquer permutagao, queremos que, apos um certo tempo &, Ty
esteja perto da estacionariadade para todos os i’s entre 0 e n, ou seja, queremos que
todas as fungoes limites estejam perto da estacionariadade. Dai, para obter s6 uma cota
inferior, vamos sé investigar a [n/2]-ésima fungao limite (s, /o). Pelo Teorema ,
apés [1/7% — o(1)|n3logn passos, a distancia de variagdo apenas desta funcdo limite &
estacionariedade é pelo menos 1 — o(1). Isso nos da a cota inferior. Para obter o limite
superior, tome as permutacoes x = 123---n ey =n---321 e a elas associamos as n + 1
funcoes de limite. Nés queremos que todas coincidam. Sejam f; e g; as i-ésimas fungoes de
limite de x e y, respectivamente. Considere o evento A; = {f; e g; diferem depois de [%—l—
o(1)]n®log(n®/§) passos}, para cada i € {1,...,n+1}. Pelo Teorema temos P(A;) <
)
n+1

. Dai

P(z e y diferem depois de [% + o(1)]n®log(n’/) passos) < P (UM{P(A)})
(n+1)P(A;)

A

=J.

IN

(n+1)

n+1



Tomand B
0§ < 1, mas com logd~t < logn, daf logn?/§ ~ logn?, logo:

{% + 0(1)} n®log(n?/6) ~ [% + 0(1)} n®logn.
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