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Resumo

Nesta dissertacao estudaremos duas formas de hiperbolicidade nao uniforme:
funcoes racionais semi-hiperbdlicas e aquelas que atendem a condicao topoldgica de Collet-
Eckmann. Nosso objetivo é apresentar uma caracterizacao desses tipos de hiperbolicidade
em relacao a medida de maxima entropia. Este trabalho incluird uma anélise do conceito
de hiperbolicidade e sua conexao com a semi-hiperbolicidade e a condicao TCE (Collet-

Eckmann). Todo o trabalho foi baseado num artigo de Rivera-Letelier [20].

Palavras-chave: Hiperbolicidade; Semi-hiperbolicidade; Condi¢ao Topologica de Collect-

Eckmann; Medida de Entropia Maxima; Medidas duplicadoras; Jacobiano.
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Abstract

In this dissertation, we will study two forms of non-uniform hyperbolicity: semi-
hyperbolic rational functions and those that satisfy the Collet-Eckmann topological con-
dition. The objective is to present a characterization of these types of hyperbolicity in
relation to the measure of maximum entropy. This work will include an analysis of the
concept of hyperbolicity and its connection with semi-hyperbolicity and the TCE (Collet-

Eckmann) condition. All the work is based on an article written by Rivera-Letelier [20]

Keywords:Hyperbolicity; Semi-hyperbolicity; Collect-Eckmann Topological Condition;

Maximum Entropy Measure; Doubling Measures; Jacobian
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2 Capitulo 1. Introdugao

Nesta dissertacao, abordaremos dois tipos de hiperbolicidade nao uniforme: fungoes
racionais semi-hiperbdlicas e aquelas que satisfazem a condicao topoldgica de Collet-
Eckmann (TCE), dando uma caracterizagao em termos da medida de entropia maxima.
O objetivo principal é demontrar o Teorema A, bem como o Teorema B, que serdao apre-
sentados nas secoes 1.9 e 1.11, respectivamente. Antes de apresentarmos tais resultados,
vamos dar abordar o conceito de hiperbolicidade e ver como ele se relaciona com o de
semi-hiperbolicidade e a condicao TCE. Também vamos explicar porque é importante
estudar hiperbolicidade (e condigoes fracas de hiperbolicidade) em Dinamica Complexa.
Como ambos os Teoremas A e B dao uma caracterizacao de hiperbolicidade nao uniforme
em termos da medida de entropia méaxima, também falaremos um pouco sobre entropia,
pressao topoldgica e o Principio Variacional, os quais estao intimamente relacionados com

os resultados principais que apresentaremos nesta dissertacao.

Sobre a organizacao do texto. Colocamos na introducao todos os resultados e mo-
tivagoes. A leitura dos demais capitulos aprofunda tais conceitos e oferece uma demons-

tragdo detalhada dos Teoremas A e B enunciados nesta introdugao (segoes 1.9 e 1.11).

1.1 Hiperbolicidade

Defini¢ao 1.1 (Hiperbolicidade). Dada f uma func¢do racional de graw maior o igual

a dois, diremos que f ¢ uma funcao hiperbdlica se existe uma métrica conforme

p=(2)ldz],

sendo y(z) > 0 uma fungdao C, tal que f expande p uniformemente sobre seu conjunto

de Julia, ou seja, existe A > 1 tal que

L7 > A,
para todo z € J(f).

Conjunto pés-critico. Definimos o conjunto pés-critico de f como o fecho das érbitas

futuras dos pontos criticos de f, isto é

P(fl="|J fo).

ceCrit(f),n>0

As funcoes hiperbdlicas racionais podem ser caracterizadas conforme descrito no

resultado a seguir.

Teorema 1.2 (Caracterizacao de fungoes hiperbdlicas). Seja f : C — C uma funcgao

racional com grau > 2. FEntao temos que as sequintes condigoes sao equivalentes.
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1. O congunto pds-critico P(f) € disjunto do seu conjunto de Julia J(f).
2. O conjunto de Julia nao contém ciclos parabélicos ou pontos criticos.
3. Se z é um ponto critico de f, entdo f"(z) tende a um ciclo atrator quando n — oo.

4. Eziste uma métrica conforme p definida em uma vizinhanca de J(f) tal que
I f ()|, > A >1 para todo z € J(f).

Demonstragao. Ver [11, p. 45] ]

Exemplo 1. Consideremos a fungao f(z) = 2", onde n > 1. Vamos verificar que f é uma
funcao hiperbdlica. Primeiramente, observe que z = 0 é o tnico ponto critico de f. Além
disso, z = 0 também é um ponto fixo, com multiplicador A = |f’(0)| = 0, o que significa
que z = 0 é um ponto atrator. Portanto, se considerarmos a k-ésima iteracao de f, temos
que f*(z) = (z")k. E evidente que f *(0) = 0 para qualquer valor de k, e assim a condigao

3 do teorema ¢ satisfeita. Concluimos que f é uma funcao hiperbdlica.

1.1.1 Parametros Misiurewicz

Considerando-se a familia quadratica f.(z) = 2%+c, dizemos que ¢ é um parametro
Misiurewicz se o ponto critico 0 da funcio f.(z) = 2% + ¢ é estritamente pré-periédico,
isto é,

FRUR0) = £10) e FR(N0)) £ £77(0).

Quando o parametro é Misiurewicz, fica claro que o omega-limite do ponto critico
¢ um O6rbita periddica a. Veremos mais adiante que « é repulsora. Observe também, que
como consequéncia direta da defini¢cao, ambos 0 e ¢ estao fora de . De fato, como ¢ possui
uma Unica pré-imagem, o ponto critico 0 também deveria pertencer a a caso tivéssemos
c € Q.

Uma propriedade cléssica dos parametros Misiurewicz, encontrada em [5] e [11],

¢ dada pelo seguinte resultado.

Teorema 1.3 (Douady-Hubbard, 1984). Se ¢ for um parametro Misiurewicz da familia
quadrdtica f.(z) = 2% + ¢, entdo existe um n > 0 tal que f"(c) pertence a uma drbita

periodica repulsora de f.. Além disso,

J(fe) = K(f.) ={2€ C:{f*z)} € limitado},
de onde seque que o conjunto de Julia cheio possui interior vazio.

Demonstragao. Ver o artigo de Douady e Hubbard [5] com a prova original.
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Exemplo 2 (Misiurewicz nao é hiperbdlico). Apresentaremos agora um exemplo de

uma funcao que nao é hiperbdlica. Para isto, usaremos os parametros de Misiurewicz.
Seja f. = z? + ¢, onde ¢ é um parametro de Misiurewicz. Como z = 0 é pré-

periddico e eventualmente levado numa érbita fechada repulsora, temos que 0 € J(f,).

Assim, pelo item 1 do teorema 1.2, temos que f. nao é hiperbdlica.

1.1.2 Movimentos holomorfos

Considere uma variedade complexa e conexa chamada X. Uma familia holomorfa
de fungoes racionais, parametrizadas por X, é uma funcao f : X x C — C tal que para
cada ponto x € X, a fungao f.(z) = f(z,z) é uma fungao racional holomorfa em C.

Seja E C C. Uma funcao
h:X xE—C

serda um movimento holomorfo de E, com ponto base xyg € X, se satisfizer as seguintes

condicoes:
1. h(zy,z) = z para qualquer z € F;
2. h(z,-) for injetiva para todo = € F;
3. Para cada z € E, a fungao h(-, z) é holomorfa sobre X.
Um fato fundamental dos movimentos holomorfos é:

Teorema 1.4 (A-Lema). Um movimento holomorfo h : X x E — C tem wma inica
extensio continua H : X x E — C. Além disso, para cada x € X a fungdo H(zx,-) é um

homeomorfismo de E sobre sua imagem.
Demonstragao. Ver [22, p. 245] ]

Seja f: X x C uma familia holomorfa de funcoes racionais. Dado A\, denotamos
por Jy o conjunto de Julia correspondente a f. Diremos que .J) se move holomorficamente
em Ay € X se existir um movimento holomorfo i : U x Jy, — C onde U é uma vizinhanca
de g tal que

ha(Jx,) = € hao fr(2) = faohy,

sempre que A € U. Observemos que este movimento holomorfo h), se existir, devera ser

unico.

Teorema 1.5 (Hiperbolicidade implica estabilidade estrutural). Os conjuntos de
Julia de uma familia holomorfa de func¢oes racionais hiperbélicas fx, com A € X, se

movem holomorficamente em cada ponto \g de X.
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Figura 1.1: O Conjunto de Mandelbrot

1.1.3 O conjunto de Mandelbrot

Muitas pesquisas ja foram realizadas sobre familias de fungoes racionais, espe-
cialmente sobre os chamados polinomios quadraticos. Dado que qualquer polindémio
quadratico, podemos sempre conjugé-lo a algum f.(z) = 22 + ¢, com ¢ € C. Esta é,
por definicao, a familia quadratica.

Chamaremos conjunto de Mandelbrot, ao conjunto definido por
M ={c: f?(0) nao tende a co quando n — oco}.

Definicao 1.6. Uma componente U do interior do conjunto de Mandelbrot M ¢é hi-

perbolica se, para algum cy € U, f., for hiperbdlica.

Segue da estabilidade estrutural de fungoes hiperbdlicas (Teorema 1.5) que se U
for uma componente hiperbdlica, entao f. deve ser hiperbdlica para qualquer ¢ € U. Em
particular, de acordo com nosso primeiro exemplo, temos que se z pertencem a mesma
componente conexa do ponto z = 0, entao a funcao f. serd hiperbdlica.

Observemos que, se ¢ nao pertence a M, entdo f'(0) — oo, que é um ponto
fixo superatrator, cumprindo assim com o item 3 do teorema 1.2, o que mostra que f. é
hiperbdlica se ¢ estiver no complementar de M.

A luz destes resultados, surgem algumas perguntas:
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e Que tipo de comportamento a funcao f, terd se ¢ € AM? Resposta: uma classi-
ficagao parcial inclui em OM parametros semi-hiperbdlicos, parabdlicos (incluindo
1/4), Collet-Eckmann, de Siegel, Cremer, Misiurewicz, renormalizéveis, finitamente
renormalizéveis, infinitamente renormalizdveis (e.g. Feigenbaum e outros). Apesar
disso, a maioria dos parametros em dM nao estd em nenhuma destas classes, em-
bora a dimensao dos semi-hiperbélicos seja a mesma de dimy (OM) = 2! Isso mostra

o quao complicada ¢é a fronteira do Conjunto de Mandelbrot.

Nesta dissertacao, falaremos apenas de dois tipos de f. quando ¢ € OM

semi-hiperbolicidade e a condigcao topoldgica de Collet-Eckmann.

e Todos as componentes no interior do conjunto de Mandelbrot sao hiperbdlicas?

Resposta: este é um dos principais problemas em aberto em Dinamica Holomorfa.

Na segao a seguir, tentaremos dar uma resposta (pelo menos parcial) & primeira

pergunta.

1.2 Semi-hiperbolicidade

Seja f uma funcgao racional com grau maior ou igual a dois. Seja r > 0 pequeno
e seja € C. Dado m > 1, vamos considerar o conjunto B(f"(z),r) e denotaremos por

W a componente conexa de f~™(B(f™(x),r)) que contem a x. Assim, a funcao

"W — B(f™(x),r) (1.1)

é um recobrimento ramificado.
Definiremos o grau semi-local de f” em z, com este r pré-fixado, como sendo

o grau da fungao 1.1.

Definicao 1.7. Seja f uma fungao racional com grau maior o igual a dois. Diremos que
f € uma funcao semi-hiperbdlica se existe um r > 0 suficientemente pequeno, e um
D > 1 tal que para todo m > 1 e todo x € J(f) o grau semi-local de f™ em x é menor

ou iqual a D.

O resultado a seguir, encontrado em [23], oferece uma boa caracterizagdo das

fungoes semi-hiperbdlicas.

Teorema 1.8. Seja f uma funcdao racional com grau maior ou igual a dois. Entdao, f é

semi-hiperbolica se, e somente se

e f nao possui pontos criticos recorrentes em seu conjunto de Julia, isto €, se zy €

ponto critico, entao zy ¢ w(zo).
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e f nado possui ciclos parabdlicos em seu conjunto de Julia.

Exemplo 3 (Hiperbolicidade implica semi-hiperbolicidade). Pelo Teorema 1.2,
especificamente no item 2, temos que toda as funcoes hiperbdlicas nao contem ciclos
parabdlicos ou pontos criticos em seu conjunto de Julia. Em particular, se f é hiperbolica,
entao f nao contem ciclos parabdlicos ou pontos criticos recurrentes em seu conjunto de

Julia, portanto, pelo Teorema anterior, f é semi-hiperbélica.

Exemplo 4 (Semi-hiperbélico mas nao hiperbdlico). Como vimos no Exemplo 2, se
¢ é um ponto de Misiurewicz a fungao f.(z) = z? + ¢ nao é hiperbdlica. Agora, queremos
ver que f. é semi-hiperbdlica.

De fato, como z = 0 é estritamente pré-periddico temos que 0 ¢ w(0). Resta
apenas mostrar que f. nao tem ciclos parabdlicos.

Suponhamos, por contradi¢ao, que o = {zp, 21, -+ , 2m—1} € um ciclo parabdlico
de tamanho m.

Pelo Teorema 2.3 de [1] temos que a bacia de atragdo imediata associada ao ciclo
de zp contém o ponto critico z = 0. Mas ¢ é Misiurewicz, logo w(0) = «a, de onde segue
que « é repulsora, pelo Teorema 1.3. Logo a é um ciclo parabdlico e repulsor ao mesmo

tempo. Absurdo.

1.3 Similaridade entre J(f.) e M em torno de um

parametro Misiurewicz

Em 1990, Tan Lei (ver [11]) mostrou que o conjunto de Mandelbrot é auto-similar
em torno de todo parametro Misiurewicz ¢, bem como J(f.) é auto-similar em torno de
¢ € J(f.), quando ¢ é Misiurewicz. Além disso, ambos J(f.) e M sao similares entre si
em torno de c.

Para exemplificar, tomemos o parametro de Misiurewicz ¢ = ¢ para a familia
quadratica f.(z) = 2% + ¢. Se dermos um zoom apropriado em M numa vizinhanga de
i € OM, entao veremos uma copia de M, a menos de rotacao. Por outro lado, podemos
ver nas figuras 1.2 e 1.3 que existe um zoom apropriado de M em torno de ¢ que se parece

bastante com o conjunto de Julia de f;(z) = 2% + 1.

1.4 A dimensao de Hausdorff de oM

Em 1998 M. Shishikura (ver [21]) demonstrou um dos resultados mais importantes

em Dinamica Complexa.
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Figura 1.2: Zoom de M em torno do parametro de Misiurewicz ¢ = i. A figura foi obtida
de [11].

Figura 1.3: O conjunto de Julia de f(z) = 2% + i. O parametro é Misiurewicz, logo i

pertence a intersegao J(f;) N OM.

Teorema 1.9 (Shishikura, 1998). A dimensao de Hausdorff da fronteira do conjunto
de Mandelbrot ¢ 2. Além disso, para qualquer aberto U interseptando OM, temos

dimpy (OM N U) = 2.
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A demonstracao original de Shishikura se baseia na bifurcacao de pontos parabdlicos.
Recentemente, Kawahira e Kisara (ver [10]) deram uma demonstragao alternativa,

mostrando que semi-hiperbolicidade é abundante na familia quadratica:

Teorema 1.10 (Kawahira and Kisara, 2021). Seja S o conjunto dos parametros
semi-hiperbdlicos da familia quadrdtica f.(z) = z* + ¢ que nao sao hiperbdlicos, tampouco

Misiurewicz. Entdo o fecho de S € exatamente OM. Além disso,

dimg {c € OM : f, € semi-hiperbdlica } = 2.

1.5 Entropia métrica

Nesta secao, exploraremos os conceitos de entropia (que nos da informagao sobre
a complexidade de um sistema) e pressao, e como eles estdo relacionados por meio do
Principio Variacional.

Nos concentraremos na definicao de entropia métrica, seguindo a abordagem de
Kolmogorov, ou seja, através da entropia de partigoes.

Seja (X, A, 1) um espago de probabilidade. Uma particao do conjunto X é uma
colecao A de subconjuntos nao vazios e disjuntos de X tais que a uniao de todos estes

conjuntos é igual a X.

Definicao 1.11. Seja A uma particao finita do conjunto X. A entropia da particao A

com respeito a | € dada por

hu(A) == p(A)Inp(A),

AcA

onde In € o logaritmo natural, e por convengao 0ln(0 = 0.

Dadas duas particoes A e B, é possivel definir uma nova particao A V B de X

COmo segue:

AVvB={ANnB;Ac€ Ae B € B}.

A entropia condicional de A dado B é dada por

hu(A\B) = hu(AV B) — h,(B).

Se desenvolvermos as duas entropias, teremos:
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h,(A\B) = Z (AN B)Inu(AN B) —i-z,u )In u(B)

ANBEAVB BeB
Z (AN B)Inu(AN B) Jrz:,uXﬁB)ln,u(B)

ANBEAVB BeB
Z (AN B)Inu(AN B) +qu UAﬂBlnu(B) (1.2)

ANBEAVB BeB  AcA '
Z (AN B)Inpu(AN B) —i—ZZ (AN B)Inu(B)

ANBEAVB BeB AcA

BeB AGA M(B)

Como a funcdo ¢(x) = zInz, com x > 0 é convexa, temos que

(> aiw) < aip().

n(AN B)

temos
B;

Tomando a; = u(B;) e x; =
h.(A\B) < h,(A),

e em consequéncia h,(AV B) < h,(A)+ h,(B).
Dada uma particao A e T : X — X uma transformacao mensuravel, denotaremos

por A" a particao \/I—y T~*(A). Como h,(A") é subaditiva temos que o limite

lim —h“ (A")

n— 00 n

existe.
Desta maneira, podemos definir a entropia da particao A com respeito a trans-

formacao T e a probabilidade p, T—invariante, como o seguinte nimero:

h,(T,A) := lim M

n—o00 n

Com base nessa entropia, é possivel estabelecer uma definicao de entropia que esteja

exclusivamente ligada a medida e a dinamica selecionadas.

Defini¢ao 1.12 (Entropia métrica). A entropia métrica de T : X — X com respeito

a medida de probabilidade 1, T—invariante, é:

hu(f) = sip h, (T, A)

onde o supremo ¢ tomado sobre todas as parti¢oes finitas de X .
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1.6 Pressao

Seja T" uma transformagao continua de um espago métrico compacto X. Seja ¢
uma funcao continua de X em R, a qual chamaremos de potencial.
Seja U uma cobertura aberta finita de X. Definiremos W,,,(U) como o conjunto

de todos os produtos formais
U=0U,U; U, ,U,_,,

onde Us;; € Y. O nimero m ¢é chamado de tamanho do produto formal.

Definimos
XU)={ze X :THz) € U, parak=0,--- ,m— 1},

e denotamos

Smo(U —sup{m o(T xEX(U)}

k=0
No caso de X (U) = 0, diremos que S,,¢(U) = —oo. Um subconjunto ¢ C W,,,(U)
¢ chamado de cobertura de X, se X = Jycy X(U).
Dado m > 1, definimos

U) = inf > exp(Sup(U),

onde € varia em todos os subconjuntos de W,,,(U) que sdo coberturas de X.

Teorema 1.13. O limite

1
P(o,U) = lim —1InZ,,(¢,U)
n—oo M
existe e € finito.

Demonstragao. Ver [3, p. 33] O

Defini¢ao 1.14 (Pressao topolégica). O limite de P(¢,U) quando U] — 0 eziste e é

chamado de pressao topologica do potencial ¢, ou simplesmente pressao de ¢.

1.7 Medida de entropia maxima

Um resultado significativo no contexto da Formalismo Termodinamico relaciona

a entropia métrica e a pressao: o Principio Variacional.
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Teorema 1.15 (Principio variacional). Seja f : X — X wum endomorfismo de um

espaco métrico compacto e seja ¢ : X — R uma fun¢do continua. Entao

Py(0) = sup ( +f ¢du)

onde o supremo € tomado sobre todas as medidas invariantes por f.
Demonstragao. Ver [3, p. 40] O

Se ¢ = 0, entdo definimos Pf(¢) como sendo a entropia topoldgica de f, que
denotaremos por hyy,(f). Uma medida g € M(f) tal que h,(f) = hiop(f) é chamada de
medida de entropia maxima.

No trabalho realizado por Ricardo Mane em [13], é mostrado que as fungoes
racionais com grau maior que 2 tém uma medida Uinica que maximiza a entropia métrica.
Alem disso, em [7] e [17], é demonstrado que essa medida satisfaz h,(f) = In(d).

Por outro lado, em [12], é demostrado o seguinte resultado.

Teorema 1.16. Se [ é uma fun¢ao racional com grau d > 2, entao existe uma medida

de probabilidade f—invariante py tal que:

1. O suporte de puyg € J(f).

2. us(f(A)) = dug(A), para todo conjunto de Borel A C C tal que f|4 € injetiva. Além

disso, py € a unica medida f—invariante que satisfaz esta propriedade.

8. A entropia dessa medida € hy,(f) = In(d).

Como consequéncia de ambos os resultados, temos que toda fungao racional com

grau maior ou igual a 2 tem uma tunica medida de entropia maxima, e ela tem suporte

em J(f).

1.8 Medidas duplicadoras

Definicao 1.17 (Medida Duplicadora). Uma medida de Borel p em um espago métrico
(X, d) diz-se duplicadora se existem constantes Cy, > 0 e r, > 0 tais que para cada x € X
er € (0,r.) temos

p(B(x,2r)) < Cop(B(z, 7).

Exemplo 5. Seja 1 a medida de Lebesgue do espaco R". Uma propriedade que satisfaz

esta medida é que dado um conjunto de Borel U, para todo ¢ > 0 temos que

p(tU) = t"u(U).
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Portanto, se U = B(x,2r) para algum x, entao

p(B(x,2r)) = 2"u(B(z,r)).

Portanto a medida de Lebesgue p de R™ é duplicadora com constante C, = 2.

1.9 Teorema A

O primeiro resultado que demonstraremos com detalhes neste trabalho é como
caracterizar as funcoes semi-hiperbdlicas em termos de sua medida de entropia maxima.

Este resultado foi obtido por J. Rivera-Letelier em [20].

Teorema 1.18 (Teorema A de Rivera-Letelier, [20]). Uma funcdo racional complexa
de grau pelo menos dois é semi-hiperbolica se, e somente se, sua medida de entropia

maxima é duplicadora em seu conjunto de Julia.

1.10 Condicao topolégica de Collet-Eckmann

Nesta secao definiremos a condicao topolégica de Collect-Eckmann. Um dos
nossos principais objetivos nesta dissertagao é transcrever a demonstracao do Teorema
1.20 — originalmente apresentado no artigo de J. Rivera-Letelier como Teorema B —, que
enunciaremos nesta secao, depois de algumas consideracoes preliminares a respeito da

condigao topolégica de Collet-Eckmann (TCE).

Defini¢ao 1.19 (Condigao Topolégica Collect-Eckmann). Uma fun¢ao racional f
satisfaz a condi¢ao TCE se existir um r > 0, e constantes D > 1 e § € (0,1), tais que,
para cada ponto x € J(f), o conjunto G, de inteiros m > 1 para os quais o grau semi-local
de f™ em x € menor ou igual a D, satisfaca:

lim inf lﬁ(Gx N{1,...,n}) > 0.
n

n—oo

Exemplo 6. As funcgoes semi-hiperbodlicas satisfazem a condicao TCE. De fato, se f é
uma funcao semi-hiperbdlica, por definicao temos que existe um r > 0 e um D > 1 tal
que para todo m > 1 e todo = € J(f) o grau semi-local de f™ em z é menor ou igual que
uma constante D. Portanto temos que G, = N. Assim,

lim inf ljj(G;r N{l,---,n})=1>80,
n

n—o0

para qualquer 6 € (0,1).
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1.11 Teorema B

O segundo resultado que apresentaremos é uma nova caracterizacao das fungoes

racionais que satisfazem a condigao TCE.

Teorema 1.20 (Teorema B de Rivera-Letelier [20]). Seja f uma fungdo racional
com grau mator ou igual a dois. Seja py sua medida de mdxima entropia. Entao f satisfaz
a condicao TCE se, e somente se, existem constantes rq > 0, a > 0, e C > 0 tais que,

para quaisquer x € J(f) er € (0,19), € verdade que

pr(B(z,r)) = Cre.
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2.1 Medidas duplicadoras

Recordemos que uma medida de Borel p em um espago métrico (X,d) diz-se
duplicadora se existem constantes C, > 0 e r, > 0 tais que para cada x € X e r € (0,7,)

temos

p(B(x,2r)) < Cop(B(z, 7).

Lema 2.1. Seja (X,d) um espago métrico compacto e seja p uma medida duplicadora
sobre X. Entao existem constantes C' > 0, o > 0 tal que para um r > 0 suficientemente

pequeno e cada x € supp(X) temos que
p(B(x,r)) > Cre.

Demonstracao. Sejam r, > 0 e C, > 0 as constantes associadas com a propriedade
duplicadora de p. Para todo 2 € X vamos considerar B(z,r,/4). E claro que a unido

B X, Ty 4) é uma cobertura aberta de X, ortanto existem n elementos de X tais que
p q
rzeX

X C U B(wy,r./4). Sejam z; tais que B(xj,7./4) N supp(p) # O e que

i=1
supp(p) C OIB($j,T*/4)-

Ag?o_ra, seja ¢ = min{p(B(x;,7.))}. Assim dado = € supp(p) tem que existir um
z; tal que x € B(z;,r./4) e é claro que B(x,r./2) D B(xj,7./4), portanto
p(B(z,r./2)) > ¢, para tudo x € supp(p).

Dado r € (0,7,), seja n > 0 o enteiro tal que 2"r < r, < 2"y Aplicando a

propriedade duplicadora, temos que
Cup(B(z,7)) = p(B(z,2r)).
Se 2r € (0,r,) aplicamos novamente
C.p(B(z,2r)) > p(B(z,2%r)),

e temos
C2p(B(z,7)) = p(B(z, 2°r)).
p(B(z,2"r))
C." '
Lembrando que se A C B entao p(A) < p(B), temos que se x é tal que p(B(z,7./2)) > ¢

Aplicando n-vezes temos C,"p(B(z,r)) > p(B(z,2"r)), ouseja, p(B(x,r)) >

.
e 2"r < r, < 2"y entao ?* < 2"r e portanto

p(B(z,2'r)) = p(B(z, ) > <

e assim
p(B(z,r)) = C."p(B(z,2"r)) = C. 7 "e.
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Entao tomando o = log, C, e C'=r,~%c o lema é cumprido.
7"
= Cr,* e como

Em efeito, e = ¢
T

2% <7,

(2%r)* < (r)*

portanto
C."r* <.
Assim,
Cr® c."
p(B(z,r)) > C. e > CL*" > C’C*nra =Cre.

]

Definicao 2.2. Conjuntos Uniformemente Perfeitos. Um subconjunto compacto K
de C ¢ uniformemente perfeito se existem n > 1 e 7 > 0 tal que para cada x € K e
xz € (0,7) o anel B(z,nr) \ B(z,r) intercepta K.

Obs 1. Por [9] temos que o conjunto de Julia de uma fun¢do racional sdo uniformemente

perfeitos.

Lema 2.3. Seja J um subconjunto compacto perfeitamente uniforme de Ce p uma medida

duplicadora com suporte em J. Entao se cumpre

1. Eziste um nyg > 1, g9 € (0,1) e ry tal que para cada r € (0,19) e x € J temos
p(B(x,nor) \ B(z, 1)) = eop(B(z,7)).
2. Eziste n; >0 ery > 0 tal que para cada r € (0,71) e x € J temos que

p(B(z,mr)) > 2p(B(z,7)).

Demonstracgao. 1. Identificamos as constantes correspondentes

e C,>0er, >0 as constantes associadas a propriedade duplicadora de p.

e /) > 1e 7 > 0 as constantes associadas a propriedade uniformemente perfeita

de J.

e Sejam n > 1 o suficientemente grande tal que 2" > 2(5 + 1).

A

Te T

e SejarcJerc (O,min{Qn,2

}) esejax’ € B(x,2nr)\ B(x,2r) tal que 2’ € J.
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Como p é duplicadora, por um lado temos que p(B(2',2"r)) < C."p(B(2',r)), e por
outro lado, como 2" > 2(7 + 1) entdo 2"r > 2(n + 1)r, e portanto,
B(z',2"r) C B(2,2(n + 1)r).
Assim p(B(2',2(n+ 1)r)) < p(B(2',2"r)). Logo temos que
p(B(a',2(7 +1)r)) < p(B(a',2"r)) < Cp(B(',7)).
Como B(z,r) C B(x',2(n+1)r) se tem p(B(z,r)) < p(B(2',2(n+1)r)), e portanto,

p(B(x,7)) < C."p(B(2', 7).

Logo como =’ € B(x,2(7r)) \ B(z,2r), temos B(z',r) C B(x, (274 1)r)\ B(z,r), e
portanto,

p(B(x, (20 + 1)r) \ B(z,r)) = p(B(x',7)).
Finalmente

p(B(z, (20 +1)r) \ B(z,r)) = C.7"p(B(z, 7).

Tomando g =2N+1,c0=C, " erg = min{;—z, g} se cumpre (1).

. Sejam 1y > 1, e € (0,1) e 79 > 0 os dados na parte (1). Sejan > 1 o suficientemente

grande tal que (14 ¢9)" > 2.

Pelas propriedades da medida, temos

p(B(x,nor)) = p(B(x,r)) + p(B(x, nor) \ B(x,7))
e pela parte (1)
p(B(x,nor)) = p(B(x,7)) + €0p(B(x, 7))
= (1 +20)p(B(z,7))
para r € (0,79)

Vamos a provar por indugao que vale p(B(z,nir)) > (1 + £0)"p(B(z, 1)),

com r € (0,m"r9).

Pelo anterior é certo para n = 1. Vamos ver que se é certo para n, também é certo

para n + 1.

p(B(z,n5*'r)) = p(B(x, 15 (nor)))
> (14 €0)"p(B(z,m07))

> (14 ¢9)" M p(B(z,7)).
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Finamente tomando a n > 1 tal que (1 + &¢)" > 2 temos
p(B(x,m57)) = (1 +€0)"p(B(w, 1)) = 2p(B(x, 1))

para r € (0,1, "r0).

Tomando m; = nf, r1 = nyre se cumpre (2).

2.2 Dimensao de Hausdorff

O conceito matematico de Dimensao de Hausdorff foi inicialmente introduzido
em 1918 pelo matematico Félix Hausdorff. Entre as varias abordagens existentes sobre
as dimensoes de fractais, a Dimensao de Hausdorff é amplamente utilizada [6].

Lembremos que o diametro de um conjunto U é definido como a maior distancia

entre quaisquer dois pontos pertencentes a U, ou seja:
diam(U) = sup{|z —y| : z,y € U}.

Definicao 2.4. Seja X C R™. Uma cole¢ao enumerdvel de subconjuntos U; C R™ de X,
¢ uma 0—cobertura de X se X C \J;=, U; e para cada i € N temos que diam(U;) < 4.

Tomemos um X subconjunto de R™ e s um numero positivo. Entao para cada

0 > 0 podemos definir
Hi(X) = inf {Z diam(U;)® : {U;} é uma d—cobertura de X.}
i=1

Isso implica que consideramos todas as d-coberturas de X e buscamos minimizar
a soma das s-ésimas poténcias dos diametros. A medida que o valor de § diminui, as J-
coberturas de X também se tornam mais refinadas. Consequentemente, o infimo aumenta

a medida que ¢ se aproxima de zero. Dessa forma, estabelecemos a seguinte definigao:

HA(X) = lim Hi(X).
0—0
Este limite existe para qualquer conjunto X de R", embora seu valor possa ser

oo ou 0.
Definigao 2.5. A s-medida de Hausdorff do conjunto X € o nimero H*(X).

A proposicao a seguir mostra que uma medida de Hausdorff s— é de fato uma

medida.

Proposicao 2.6. Seja E, FF C R™ e s > 0 entao
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1. H*(0) =0
2. Se E C F entao H*(E) < H*(F).
3. Se {E;} € uma colegcio disjunta de conjuntos de Borel , entdo
1 JE) =Y H(E
i=1 i=1
Uma propriedade importante de las s—medidas é
Proposicao 2.7. Se F CR" y A > 0 entao
H(AF) = NH?(F),
onde \F' = { )z : x € F'}, isto €, o conjunto F multiplicado pelo fator \.
Demonstracao. Seja {U;} uma d—cobertura de F' entao {A\U;} é uma \d— cobertura de

AF. Assim,

$s(AF) = inf {Z diam(A\U;)® : {\U;} é uma Aj—cobertura de )\F}

i=1

= inf {)\5 Z diam( U;)® : {U;} é uma d—cobertura de F}

A% inf {Z diam( U;)* : {U;} é uma J—cobertura de F}

Portanto, se § — 0 temos que
HINF) = N4 (F).
[

E evidente que quando X C R™ e § < 1, a quantidade H3(X) ndo aumenta a

medida que s varia. Por outro lado, se t > s e {Ui} é uma J-cobertura de X, entdo:
Zdlam P < Zdlam )i=f diam(U;)® < 6 diam(U;)°.

Portanto, temos que
HE < S TTHE.
Assim, podemos observar que quando 6 — 0, temos que H! = 0 se H* < oo. Por
outro lado, se H' > 0 entao obrigatoriamente H* = oco. Desta forma, a funcao s — H*
possui um tnico ponto de descontinuidade, sqg. Se sg > 0, entao este ponto corresponde

ao valor donde a funcao “salta”’de oo para 0. A este valor sy da-se o nome de dimensao
de Hausdorff de X.
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Definicao 2.8. A dimensdo de Hausdorff do conjunto X ¢ definida por
dimpg(X) =inf{s > 0: H*(X) =0} =sup{s > 0: H*(X) = co}.

onde,
oo, se 0<s<dimg(X)

0, se s>dimg(X)

Se s = dimy (X)) temos que H*(X) pode tomar qualquer valor, incluindo 0 e co.
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Neste capitulo apresentaremos alguns resultados de Anélise Complexa que serao
usados ao longo desta exposicao.

Defini¢ao 3.1. Seja f uma fungdo analitica e zy € C tal que f'(zy) = 0. Entdo dizemos

que zo € um ponto critico de f.

Proposicao 3.2. Seja f uma funcao analitica. Entao [ € injetiva numa vizinhanga de

2p € C se e somente se f'(zy) # 0.

Definicao 3.3. Seja zg € C um ponto fizo de uma funcao analitica f. Diremos que f

tem k-pontos fizos em zy se zg € uma raiz de multiplicidade k para a fungio f(z) — z.

Lema 3.4. Seja zyp € C um ponto fixzo de uma funcao analitica f, e seja ¢ analitica,
injetiva e com derivada ndo nula em wma vizinhanca de zy. Entdo ¢ o f o ¢! tem o

mesmo numero de pontos fizos que f tem em zy.
Demonstracao. Ver [1, p. 28] O

Definicao 3.5. Uma funcao racional é uma funcdao R : C—C da forma

onde P e () sao ambos polinomios, nao sendo ambos o polinomio zero. Vamos assumir
que eles nao tém zeros em comum. Assim, R esta determinado por P e Q) unicos, salvo

por produto por escalar, e o grau de R é

grau(R) = max{grau(P), grau(Q)}.

~

Proposigao 3.6. A funcao f : C — C ¢ analitica se, e somente se f € uma funcgao

racional.

Demonstra¢ao. (—=). Primeiro, provaremos que f tem uma quantidade finita de polos

21, ..., zn em C, onde dy, ..., d,, denotam suas respectivas multiplicidades. De fato, como f

1
é limitada em C quando z — o0, entao existe um r > 0 tal que w — f <—) nao possui
w

polos em B(0,7). Em particular, f ndo tem polos em |z| > 1/r, z € C. Como W é
compacto, f tem uma quantidade finita de polos neste conjunto.

Agora, definimos g(z) := (2 — 21)%...(z — 2,)% f(2) e provaremos que g é um
polinomio. Note que z1, .., 2z, sao singularidades removiveis de g e é analitica em qualquer
outro ponto, portanto g é uma funcao inteira. Além disso, como f tem um polo em oo,

. . 1 PR .. L .
entao existe um d > 0 tal que f (—) w? ¢ limitada em uma vizinhanca préxima ao zero,
w

ou seja, f(z)z~% é limitada perto de co. Logo, g(z)z~(@+dit-+dn) ¢ limitada perto de oo,
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o que implica que g é uma funcao inteira, ou seja, g é um polinomio de grau no maximo
d+dy+ ...+ d,.
Finalmente, temos que

f(a) = )

Iy (2 — 25)%°

ou seja, f é uma funcao racional.

(«<=). Trivial, ja que as fungbes racionais sao analiticas. m

Proposicao 3.7. Uma fun¢ao racional R(z) possui o mesmo nimero de polos e raizes

em @, desde que eles sejam contados com multiplicidade. Este nimero é igual ao maior
dos graus de P e Q).

P
Demonstracao. Seja R(z) = %, onde grau(P(z)) = n e grau(Q(z)) = m, de modo
z
que
anz™ + ...ag
R(z) = .

Se m = n, entdao R(c0) € C e, portanto, todas as raizes e polos de R estao em C.
Assim, R tem exatamente n polos e raizes.

Se n > m, entdo R tem n raizes e m polos pertencentes a C. Além disso, temos
1

também o polo oo, cuja multiplicidade é por defini¢do a multiplicidade do 0 em 1/R (—) .
z

Isso é:

Q(L/z)  bp2"™™ 4. 4 b

P(1/z) Ay + ... + apz"

e, portanto, o 0 tem multiplicidade n —m. Logo, temos que R tem m+ (n —m) = n pélos

no total. O mesmo raciocinio se aplica ao caso em que m > n. O

Proposicao 3.8. Se R é uma funcao racional de grau d > 0, entdo para qualquer w € C,

a equacao R(z) = w tem exatamente d solugoes, contando multiplicidade.

Demonstragao. Se w # 0o, o nimero de solugoes da equagao R(z) = w é igual ao nimero
de raizes de R(z) — w, ou seja, o numero de raizes de
P(z) — wQ(z)

Q(z)

Observe que, como P e () nao tém zeros em comum, entao P — w@ e () tampouco tém

R(z) —w =

zeros em comum. Assim, R(z) —w e R(z) tém o mesmo grau, e pela proposi¢ao anterior
tém o mesmo nimero de raizes. Portanto, R(z) = w tem d solugoes.
No caso em que w = 0o, o nimero de solugoes de R(z) = w ¢ igual ao nimero de

polos de R, que, como dissemos, é d. O
Proposicao 3.9. Se R, S sdao funcgoes racionais, entao

grau(R o S) = grau(R) - grau(S).



26 Capitulo 3. Geometria Conforme

Demonstracao. Seja f = Ro S. E evidente que f é uma funcao racional por ser uma
composicao de fungoes racionais. Se w € C , observe que se o grau de R for grau(R) = dy,
entdo R(z) = w tem d; solugoes, conforme a proposicao 3.8.

Considerando z1,zy, - -+ , x4 as solugdes de R(x) = w, pela proposi¢ao anterior,
temos que S(z) = z; possui grau(S) = dy solugdes, contando a multiplicidade. Dessa
forma, concluimos que f(z) = R(S(z)) = w possui em um total de grau(R) - grau(S)
solugoes, considerando a multiplicidade. Portanto, grau(R o S) = grau(R) - grau(sS).

]

Corolario 3.10. Se R € uma funcdo racional, entio grau(R") = (grau(R))", onde R™ =

Ro..oR,n vezes.

az+b
wt onde ac — db # 0, €
chamada transformacao de Mébius. Nos diremos que duas fungoes racionais f e h sdo

conjugadas se existe uma transformagdao de Mobius tal que h = go fog L.

Defini¢ao 3.11. Uma funcao racional da forma g(z) =

Proposicao 3.12. Sejam R e S duas funcgoes racionais conjugadas e seja g uma trans-

formacdo de Mdébius tal que R = go Sog~t. Entdo:
1. grau(R) = grau(S).
2. 8™ e R™ sao conjugadas para qualquer nimero inteiro n > 1.

3. Se R tem n pontos fizos em zy, entdo S tem n pontos fixos em g(zy). Em outras

palavras, R e S tém o mesmo numero de pontos fizos contando multiplicidade.
4. R e S tém o mesmo numero de pontos criticos.

Proposicao 3.13. Se R é uma fungao racional de grau d, entao R tem no mdximo 2d —2

pontos criticos.

Demonstracao. [!, Pag. 59] O

3.1 Conjunto de Julia

Nesta secao, estaremos tratando todas as fungoes como fungoes analiticas repre-
sentadas por f: U C C— C, onde U é um conjunto aberto. Além disso, introduziremos

a notacao f* para representar a composicao de f consigo mesma k vezes.

Definicao 3.14. Diremos que um ponto z € um ponto fixo se satisfizer a condi¢do
f(z) = z. Além disso, diremos que um ponto z € periédico com periodo k se for um
ponto fivo de f*, onde k > 1.
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Definicao 3.15. Dada uma funcao f e um ponto z € U, definimos a orbita futura de z

da sequinte forma:
0t (=) = [J r*({=}).
k=1

De forma semelhante , definimos a orbita passada como:

0 (z) = J r =)
k=1
Denominaremos a drbita total de z como O(z) = OT(2) U O~ (2).

Definicao 3.16. Se zy for um ponto periodico de periodo p > 1, a orbita futura de
zo, denotada por O (zy) = {z1,22,** ,2p-1,20}, € chamada de ciclo periddico ou drbita

periddica. Observa-se que se wy, we € OT(2g) entao O (wy) = OF (wy).

Definimos o multiplicador de um ciclo periédico de periodo p como A = (f?)'(z),
onde z é qualquer ponto pertencente ao ciclo. Se p = 1, temos que o ciclo consiste em um
unico ponto fixo, e, nesses casos, podemos substituir a palavra “ciclo”por ”ponto fixo”.

Diremos que um ciclo é:
1. Repulsor se [A| > 1;
2. Indiferente se |\| = 1;
3. Atrator se |A| < 1;
4. Supertrator se |\| = 0.

Proposicao 3.17. Seja zy um ponto fizo de f e A seu multiplicador. Entdo, existe uma

vizinhanca U de zy tal que
1. f™(2) = 2o se || < 1.
2. Existe N tal que fN(2) ¢ U se 2z # 25 e |A| > 1.
Demonstracao. Ver [1, Pag. 28] O

Defini¢do 3.18 (Julia e Fatou). Dado uma fung¢do holomorfa f : C — C, nos cha-
maremos Congunto de Julia de f o fecho do conjunto de pontos periodicos repulsores
de f, denotado por J(f). O Conjunto de Fatou de f é denotado por F(f) e dado por
C\J(f).

Definicao 3.19. Seja zg um ponto fizo atrator de f, chamaremos bacia de atracao de
Zo ao conjunto:
A(z) = {2 €U : f¥(2) = 20,k — oo}.
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FE bacia de atracao imediata de zy, ao componente conexo de A que contem
z9. Se O = {20, 21, ,2p—1} € um ciclo periédico atrator de periodo p, entio a bacia de
atragdo da orbita O, A(O) é a uniao das bacias de atra¢ao de cada z; como ponto fixo
de fP e, de maneira semelhante, sua bacia imediata de atracao € a unido das bacias de

atragcao imediatas.
Alguns fatos importantes sobre os conjuntos de Julia e de Fatou sao os seguintes:
Teorema 3.20. O conjunto de Julia € um conjunto nao vazio.

Teorema 3.21. O conjunto de Julia € completamente invariante, ou seja:

Esta propriedade também se aplica ao conjunto de Fatou.
Teorema 3.22. Para qualquer n > 1, temos que J(f) = J(f™).

A demonstracao destes trés teoremas estd disponivel em [/]

3.2 Meétrica esférica

Seja C = C U {00} o plano extendido. Definimos a métrica esférica como segue:

2|dz|

ds = .
TP

Denotamos £() o comprimento de  com relacao a métrica esférica, logo

2
/ds_/ 2 @)
1+h

A distancia esférica, denotada por dist(zy, z2) é definida como sendo o comprimento ¢(~)
da geodésica minimizante que liga z; até zs.
Por outro lado podemos observar o plano estendido como uma superficie regular

em R3 por meio da projecao estereografica f : C :— R3

f(z>:( 202y 7|z|2—1)

224+ 17 |22+ 17 |22+ 1

Onde z = x 4+ iy. Desta forma também temos a distancia d’ na esfera herdada do espago

Euclidiano tridimensional, que é dada por

|Zl —22|

d(Zl,ZQ)
VI+ [Py + [z
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Vamos mostrar que ambas as distancias sao equivalentes na esfera de Riemman.
Dados dois pontos z,w na esfera, podemos considerar o plano formado por esses pontos
e a origem. Esse plano intercepta a esfera em um grande circulo C'. Vale ressaltar que,
na esfera, as geodésicas de menor distancia sao arcos de grandes circulos.

Seja A o triangulo formado pelos pontos z,w e o origem o. Seja 6 o angulo do
triangulo que é oposto ao lado zw. E evidente que os lados tem comprimento
|Zo| = |[wo| = 1. Além disso, a distancia entre a corda que une z e w é dada por d'(z, w).

Por outro lado, por trigonometria béasica temos que o comprimento do arco de
uma circunferéncia é d(z,w) = 6 = r. Portanto, se tracarmos a bissetriz do angulo 6 é

formado um triangulo retangulo, se pode deduzir o seguinte:

2sin(0/2) = d'(z,w),

d(z,w)
2

Entao temos que 2 sin( ) =d'(z,w). Como o sin(z) é acotado da seguinte forma

2z )
— <sin(z) <z,
m

Temos,

%d(w’z> < d(z,w) < d(z,w).

3.3 Modbdulo de anéis

Dizemos que duas superficies X e Y sao conformemente equivalentes se existir
uma funcao biholomorfa f : X — Y. O Teorema da Uniformizacao de Riemann [16, Teo
1.1] nos diz que todas as superficies nao triviais simplesmente conexas sao conformemente
equivalentes umas as outras. Isso nao é verdade para superficies duplamente conexas, e o

exemplo mais simples de que isso nao é verdade é dado pelo teorema a seguir:
Teorema 3.23. Dado R > r > 0, definimos o anel A(r, R) como
A(r,R):={z€C:r < |z] < R}.

Sejam Ay = A(rq, Ry) e Ay = A(ra, Ry), existe uma equivaléncia conforme f : Ay — Ay

se e somente se, Ri/r1 = Ry /9.
Demonstragao. Ver [2, Teorema 2.7.1] O

Isso nos diz que nao podemos usar o mesmo dominio uniformizado para todas
as superficies de Riemann com grupo fundamental igual a Z. Para esses casos, a escolha

conveniente é a familia com todos os raios externos iguais a um.
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Teorema 3.24. Seja A uma superficie de Riemann duplamente conectada, ou seja, uma
que satisfaca m(A) = 7Z, entao A € conformemente equivalente a um anel A(1,R). A
fung¢ao que nos da a equivaléncia conforme é unica, exceto pela rotagao ou inversao do

anel.

Demonstragao. Ver [2, Teorema 2.7.3] ]

Com base nesse teorema, podemos afirmar que cada superficie de Riemann du-
plamente conexa é conformalmente equivalente ao anel A(R) = {z € C: 1 < |z] < R}
para algum 1 < R < oo, onde o valor de R é unicamente determinado por A. Em todo

caso, chamaremos A de anel. Definimos o médulo de A como

mod (A) = In(R).

O modulo de um anel é um invariante conforme, e os Teoremas 3.23 e 3.24 nos
dizem que essa quantidade é bem definida e nao dependem da escolha do anel.

Seja A um anel contido na esfera de Riemann. Note que o complementar de
A constitui-se de duas componentes conexas, que denotaremos provisoriamente por C
e Cy. Seja B C A um outro anel. O complementar de B na esfera também determina
duas componentes conexas, que podemos denotar por D; e D,. Existem casos em que
D; continua contido em A. Em outros casos, isso nao acontece: é quando dizemos que
B esta contido em A de forma nao trivial. Neste caso, podemos reordenar os indices de
forma que Dy D By e Dy D Bs. No nivel do grupo fundamental, isso significa que ha uma
injecao natural 71 (B) — 7 (A) e que B separa as componentes do bordo de A.

Recordemos que O(1) denota uma quantidade indeterminada z tal que |z| < C,
onde C' > 0 é uma constante fixa que nao depende de nenhuma variavel em questao no

enunciado de um resultado.

Teorema 3.25. Para qualquer anel A C C com um maodulo suficientemente grande existe

um anel da forma A(r, R) contido em A de forma nao trivial com
mod (A) = mod B+ O(1).
Demonstragao. Ver [1, pag 11] ]
Sejam U e V regides do plano da esfera de Riemann (abertos e conexos). Dizemos

que f : U — V é prépria quando a pré-imagem de qualquer compacto em V' é um compacto

em U.

Teorema 3.26. Seja f : U — V uma aplicagcao préopria de grau d cujos valores criticos
encontram-se num compacto K CV e seja K' = f71(K). Se A CV for um anel que estd

contido em V' \ K de forma nao trivial, entio f~'(A) também € um anel e

mod (f*(A)) = mod (A)/d.
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A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [!1], nd pdgina 67.

3.4 Distorcao de anéis

Uma regiao no plano complexo ¢é definida como qualquer subconjunto aberto,
conexo e nao vazio. Uma funcao analitica complexa f definida em uma regiao U C C
é chamada de univalente se for injetiva. Recordemos que se f : U — C for univalente,
entdo V = f(U) é aberto e existe a inversa f~1 : V — U, que também é uma aplicacio
univalente.

Chamaremos S o espaco das fungoes univalentes cujo dominio é o disco unitario
A ={z:|z] < 1} e que satisfazem f'(0) =1 e f(0) = 0.

Dizemos que uma regiao U é conformemente equivalente a um anel A(r, R) se
existir uma fungao univalente f : A(r, R) — U que seja sobrejetora.

Uma formulagao classica do Teorema da distorcao de Koebe pode ser encontrada
no livro Complex Dynamics and Renormalization do autor Curtis T. McMullen e diz o
seguinte:
Teorema 3.27. O espaco S de funcoes univalentes é compacto na topologia de con-

vergéncia uniforme em conjuntos compactos. Portanto, para todo f € S, r < 1 e

z,y € A(r) existe C(r) (que depende exclusivamente de r) tal que

Cr) = lz—yl
‘ 1
< |f <
ot <@l
com C(r) — 1 quando r — 0.
Demonstracao. Ver [14, p. 15] e [1]. O

Teorema 3.28. Seja F a familia de todas as funcoes univalentes f : B,(a) — C tais
que, p >0 ea € C. Para cadar € (0,1) existe uma constante C(r) tal que para qualquer
f: B,(a) = C, temos

()] _ |f(z) = f(y)|

ol < HE =Tl < el
onde x,y € B,,(a). Alem disso, se x € B,,(a)
1 f'(z)
a0 = [ =0

com C(r) — 1 se r — 0. Como consequéncia,

F@
P ="

para quaisquer x,y € B,,(a).
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Demonstragao. Seja f € F e seja g : A — B,(a) dada por g(z) = pr + a. Considere a
funcao f : A — C dada por

foy = LA S _ e+ a) - fla)
(79)(0) pf(a)

Esta funcao satisfaz as condigoes do Teorema 3.27, e por conseguinte, para

z,y € A(r) é certo que

L _ @) = )
= e 2
1 £l
o < @l =00
onde C(r) nao depende de f € F e C(r) — 1 quando r — 1.
Logo,
L _ |flpr+a) = fla) = flpy +a) + f(a)]
at) = AT @i~y =

Como g estabelece uma bijecao entre A(r) e B,,(a), entdo podemos tomar z = pr +a e

w = py + a, temos que
|z —w| = lpz +a—py—al =plz -yl

portanto,
1

)~ fw)
o < |7 < o)

(a)l[z —w|

isto é,

|f'(@)] _ [f(2) = f(w)] ,
C(r) = |z — w| < |f(a)lC(r)

para quaisquer z,w € B,,(a).

Além disso, pelo mesmo Teorema 3.27, temos que

o <@l <)
sempre que x € A(r). Portanto
|f'(px + a)p]
o) = @ =
Assim, se z = pr + a temos
1 f'(2)
e = 7| =
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A seguir, a menos que seja especificado o contrario dist = dg ¢ a métrica esférica
e lg(7y) € o comprimento esférico da curva. Vale ressaltar que C com esta distancia é um
espaco métrico e, portanto, faz sentido falar da distancia entre um ponto e um conjunto,

ou da distancia entre dois conjuntos compactos.

Teorema 3.29. Seja Ar/4 0 espago de todas as fungoes univalentes ¢ : A(1,8) — C que
satisfacam diamg(p(A(L,8))) < m/4. Para ¢ € A4, s,t € [1,8], seja

d,(s,t) = inf{dist(z,y) : z € p(Cs) e y € p(Ct)}

dy(s,t) = sup{dist(z,y) : z € p(Cs) e y € ¢(Cy)}.

1. Para toda regiGgo A C C conformemente equivalente a um anel, sejam 01 A e DA cada
uma das componentes que formam a fronteira de A. FEntao, existe uma geodésica

minimizante v cuja imagem estd contida em A tal que ¥(0) € 01 A e y(1) € DA e

d(01A, 0,A) ;= inf{dist(z,w) : 2 € hA ew € A} = La(7).

2. Dado € € (0,1) existe M. > 0 tal que

para quaisquer ¢ € Ayjyes <t, o <71 em (1+€,8—¢), com|s—t| >ecel|o—7|>e.

Demonstragao. 1. Como 9 A e 8, A sao fechados em C, ambos sdo compactos e, por-
tanto, 01 A X 0, A também é compacto. Como dist é uma funcdo continua existem
z1 € 29 de tal forma que

d(01 A, 0, A) = dist(z1, 22).

Por outro lado, sabemos que a distancia entre dois pontos na esfera de Riemann é

igual a £s(7), onde v é uma geodésica minimizadora que conecta z; com z,.

Queremos ver que a imagem da funcio v estd contida em A. Suponha que ([0, 1])

nio estd contido em A, entdo existem a < b pertencentes a (0, 1), tais que
1((0,a) VA £ 0 ou (b, 1)) NA A 0.

Portanto, existe um ¢ € (0,a) U (b, 1) tal que y(c) € AU, A. Consequentemente,
ou 7y =7 |jo,q OU7Y =7 |pa], € uma curva que conecta 01 A com 0, A, onde {(5) <
ls(7), o que contradiz o fato de que d(01A, 02A) = dist(z1,2,). Por conseguinte
v C A
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2. Como diam p(A(1,8))) < 7/4, podemos considerar uma rotacao na esfera de Rie-

mann C, de modo que p(A(1,8)) esta totalmente contida no hemisfério sul. Note
que o hemisfério sul é um subconjunto compacto de C e, portanto, temos que a
métrica euclidiana e a métrica esférica sao equivalentes no hemisfério sul de C. Seja

Ky, a constante de equivaléncia, de modo que

Ko 0lpe < 0] < Kollvllpug-

Sejame € (0,1) es <t,o <7em (14¢,8—¢) quesatisfaz |[s—t| > ce o —7| > ¢.

Agora, para cada ponto a € A(1+ ¢,8 — ¢) considere a bola B(a,&’) com &' = ¢/2,

é claro que a uniao de todas estas bolas é uma cobertura aberta de A(1 +¢,8 — ¢),

portanto, existe uma quantidade finita de q; tais que |J;_, B(a;,€’) é uma cobertura

aberta de A(1+¢,8 —¢) , pois este é compacto. Logo, pelo Teorema 3.28 existe

uma constante C' = C'(¢') tal que

1
— <
o=

¢'(a;)
para quaisquer z € B(a;,€') e p € Ay s,

Sejam | ()| = nfhic{p'(a,)} € [/ (a,)] = min{'(a)}, entio temos que para todo
1= Jj=

r € A(l+¢,8—¢), é certo que

1

o l¥'(ai)l < (@) < Ol (ain) - (3.1)

Como A(1,8) é conexo, para a;, € a;, existem a;,, a;,, ..., a;_, tais que
’ / .
Blai;, ") N Blai,,,, ") # 0;

com j € {0,...,k — 1}, sendo aj, = aj,.

Tomando x; € B(ay,,€") N B(a,,, '), pelo Teorema 3.28 temos que:

I / / /
Spl(a'l()) S O 7 Spl(xo) S 027 e Spl(xk’—Q) < 02 , SO/ (xk’) < O
¢ (7o) ¢'(21) ¢ (Tr-1) ¢ (aj,)
Multiplicando temos
Qol(aio) 2\k
| < (CF)F = C.. 3.2
o] =) 42)

Observe que k = k(g) < n e depende solo de ¢.

Finalmente, seja x € ¢(Cy) e y € ¢(Cy), entao existem 1 e y; tais que suas normas
sdo iguais a s e t, respectivamente, e © = p(z1) e y = ¢(y1). Ambos os pontos estao
conectados por uma curva v C A(1,8) cujo comprimento euclidiano é no maximo
de 8.
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Assim,

dist(a,) < felo o) = [ 107 (@)cdo
— [ 19 (@) - (@)l da

< [ Kollg'(v(e)) - v (@) |ucda

Kol¢'(v(@)) - /(@) ]da
| (3.3)

0
1

0

= KoCl¢'(aiy)|c(v)

< KoClg'(ai,)| - 8
Por outro lado, d (o, 7) = dist(x(Cy), ¢(Cr)), onde ¢(C,) e ¢(Cr) formam a fron-
teira do @(A(o,T)).
(

70) € ¢(Cs) e vy
tem lc(p) > |0 — 7| > €. Assim,

Pela parte 1) existem uma curva v C ¢(A(o,7)) tal que
1) € ¢(C,). Observe que a curva p = (p~' o) C Ao, 7)

dy(0,7) = Lla(7) = le(pop)

= [1eo @l
- / 1@ (0(e))) - (@) s

> / K5 (p(e))] - |0/ () dar
> / K5 'OVl (a)] - 10/ ()| dar

(3.4)

1
= KO (ay) / 7 (@)lda

= Ky'C7Y¢' (ajo)|le(p)
> Ky 'C7Y ¢ (agy)e.

Portanto, temos

Y
A
o

~
~—

N

KoCl¢'(aq,)|87,
d(o,7) > Ki'CM¢(aj,)le.
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Assim, 3
To(sst) _ KoCli ()7
dy(0,7) = Kg'CY¢'(aj)le

S (K00)20687T/8.

Fazendo M = (K,C)*C.87 /¢ finalizamos a prova.

Teorema 3.30 (Distorc¢ao). Dados R > r > 0, seja
A(r,R):=={2z€ C:r <|z| <R}
Existem constantes M e 0 tais que, para cada func¢do univalente
v:A(1,8) — C,

que satisfaz diam(p(A(1,8))) < 0, e para cada x delimitado pela imagem de @, temos que

sup{dist(z,y) : y € p(A(2,4))}
inf{dist(z,y) : y € p(A(2,4))}

Demonstracao. Claramente A(1,8) e ¢(A(1,8)) sdo conformemente equivalentes e, por-
tanto, C — p(A(1,8)) = EUF, com ENF = {.

Sem perda de generalidade, seja ' o conjunto tal que

< M.

diam(p(A(1,8))) = diam((p(A(1,8))) U E).

Diremos que z € C é delimitado por p(A(1,8)) se z € E.
Para qualquer regiao U C C, conformemente equivalente a um anel com

diam(U) < 0, e x delimitado por U definimos:

d(z,U) = sup{dist(z,y) : y € U}

d(z,U) = inf{dist(z,y) :y € U}.

Seja x delimitado por p(A(1, 8)), é evidente que também é delimitado por ¢(A(2,4)).
Sem perda de generalidade, suponha que ¢(C3) seja a fronteira delimitado por p(A(2,4))
e p(Cy) sua outra fronteira. Além disso, seja 6 = 7/4 e ¢ = 1/10. Entao temos que
d(z, p(A(2,4))) = d(z, (Cy)) e d(z, p(A(2,4))) = d(z, p(Cy)).

Observe que, dado que ¢(Cy) é um conjunto fechado, ele também é compacto em
C. Portanto, podemos encontrar um ponto x4 € Cy tal que d(z, p(Cy)) = dist(x, ¢(z4)).
Vamos considerar a geodésica minimizante vy que conecta x com ¢(z4). Esta trajetéria
intersecta ¢(C5/2) em @(x3/2) e intercecta ¢(Cy) em (x2), onde x5 € Cs/5 € x5 € C.

Consequentemente, temos:
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d(z,9(2,4)) = le(y) = dist(z,p(w3/2)) + dist((w3/2), p(22)) + dist((w2), p(24))
< d(w,0(Csp2)) + dyp(3/2,2) + dy(2,4).

De maneira semelhante, encontramos um ponto ys € Cy tal que d(x, p(Cy)) =
dist(x, p(y2)). Portanto, hd uma geodésica minimizante p que conecta x a ¢(y2). Além
disso, identificamos um ponto ys/» € Cso no qual p intersecta p(Cs2) como p(ys/2).

Assim,

d(x, p(A(2,4))) = dist(z, p(y2)) = dist(z, p(ys/2) + dist(p(ys2), p(y2))
> d(x,¢(Csy2)) +d,(3/2,2).

Desta forma, temos que

d(z, p(A(2,4))) _ d(z,0(Cs2)) +dyp(3/2,2) + dyp(2,4)
(7, p(A(2,4))) ~ d(z,0(C3/2)) + d,(3/2,2)

IS8

d(ZL‘, 90(03/2)) ZZl{?<3/27 2) C_l@(27 4)

= d(z, 9(Csy2)) +d,,(3/2,2) " 4z, p(Cp2) +d,(3/2,2)  d(z, (Csp2)) +d,(3/2,2)

_ Al p(Cap)) | A(3/2.2) | dp(2,4)
= A, (o)) | 4,3/2,2) | 4,(3/2,2)

Assim, pelo item 2) do Teorema 3.28, temos que para ¢ = 1/10 existe um M, 1o tal que

d,(2,4) d,(3/2,2)
— = < My e —=— < Mijo.
d,(3/2,2) d,(3/2,2)
Deixando-nos como resultado:
d A(2,4 d(z,¢(C
(2.0(AC.H) _ A eCop)
d(7, p(A(2,4))) 9595790(03/2))
d(z, (C
Nosso objetivo agora ¢ encontrar um limite superior de % Considere
alx, p{Lg/2
3
a seguinte parametrizacao de Cy/o, seja y(t) = 5(008(27rt),sen(27rt)),t € [0,1]. Entao,

¢(C3/2) é a imagem de ¢ o e, portanto, £a(¢(Cs/2)) = La(p 0 7).
Note que para cada y € ¢(Cs/2) existe um tinico grande circulo que passa por x

e y, € o menor segmento do circulo que liga x com y é uma geodésica minimizante 7y; e

dist(r, y) = (o).

Este circulo deve se interceptar com ¢(Cs/5) em outro ponto ¢; logo
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dist(z,y) < dist(y,y) < le(p o 7).

Assim,
Ehwmcwﬁ)éﬁdwov):=.A!K¢07Y®HWS

==AWWM%ﬂ%®SAKWM®NW®W

Lembrando a prova do teorema anterior, sabemos que para qualquer z € A(1+¢,8 — ¢)

com € = 1/10 existe |¢'(a;,)| e C tal que |¢'(2)] < Cl¢'(ay,)|. Portanto,

1
de,0(Coa)) < [ Kol (s 1Y (9)lds
0
3
< KoCl¢'(ai)|le(v) = KoCly'(ai,) |27 - 5= 3T IKoCp (aiy)]-
Por outro lado, tomando 0 = 6/5 e 7 = 3/2, temos que

d(z,0(Cs/2)) > d,(6/5,3/2).

Como |o — 7| > € = 1/10, pelos calculos feitos em 3.4 temos que

d,(6/5,3/2) > Ky 'C' ¢ (azy) e

Recordemos que |¢'(aj,)| é tal que C~1¢'(aj,)| < |¢'(2)| para qualquer z € A(1+¢,8 —¢).

Finalmente, pelo visto em (3.2), temos que

< (..

‘ ¢’ (i)
¥ (aj,)

Assim,

Zl(xu @(03/2)) 37TKOC’S0,(CZ7,' )‘ 37T(KOC¢)2CE ,
< o= < — 307(KoC)2Cy 0.
d(z, 90(03/2)) o KglC—l\gp/(ajoﬂg - c m(KoC) 1/10

Tomando M = 307 (KyC)*Ci /19 + 2Mi /10 temos

Az, p(A(2,4))
d(z, o(A2.4)) =

para qualquer x delimitado por p(A(1,8)) e ¢ € Ay /a. ]
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A Definicao 1.19, dada na introducao, apresenta a condigao topologica de Collet-
Eckmann para funcoes racionais. Além da condigao TCE, temos as seguintes condi¢oes

equivalentes (ver Teorema 4.3).

Defini¢ao 4.1 (Diminui¢ao Exponencial de Componentes — DEC). Seja f uma
fung¢ao racional de grau maior ou igual a dois. Dizemos que [ possui diminuicdo ex-
ponencial de componentes se exitem constantes rq > 0 e X > 1 tais que, para cada
x € J(f), 0<r <ry, e cada inteiro m > 1, cada componente conexa W de f~"(B(x,r))
satisfaz

diam(W) < A™™.

Definig¢ao 4.2 (Hiperbolicidade Uniforme em Orbitas Periédicas — HUP). Seja f
uma funcao racional de grau maior ou igual a dois. Dizemos que f possui hiperbolicidade
uniforme em orbitas periodicas se existe um A > 1 tal que, para qualquer ponto periodico

p € J(f) de periodo n > 1, temos

[(f) ()] = A™.
Em particular, todos os ciclos periodicos dentro do conjunto de Julia sao repulsores.

No trabalho realizado por F. Przytycki, J. Rivera-Letelier, e S. Smirnov em [19]
podemos encontrar o teorema que relaciona as defini¢oes dadas nesta secao. Uma versao

simplificada do teorema é apresentada a seguir:

Teorema 4.3 (Caracterizagao da condigao topolégica de Collet-Eckmann). Se
f C > C for uma funcdo racional de grau maior ou igual a dois, entdo as sequintes

condicoes sao equivalentes
1. Hiperbolicidade Uniforme em Orbitas Periddicas.
2. Diminuicao Fxponencial de Componentes.
3. Condigcao Topologica de Collect-Eckmann.
Demonstragao. Ver [19] O

No trabalho de Nicolae Mihalache [15], podemos encontrar um exemplo de uma
funcao que satisfaz a condicao de Diminuicao Exponencial de Componentes que, pelo teo-
rema acima deve satisfazer a condicao TCE. Essa fun¢ao tem um ponto critico recorrente,
portanto nao é semi-hiperbdlica. O que indica que nem todas as fungoes que satisfazem
a condicao TCE sao semi-hiperbdlicas.

Nosso objetivo é demonstrar o Teorema B ja apresentado na introducao; por

conveniéncia, iremos repeti-lo aqui:
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Teorema B. Seja f uma funcgdo racional com grau maior ou igual a dois. Seja py sua
medida de mdxima entropia. Entao f satisfaz a condicao TCE se, e somente se, existem
constantes 1o > 0, a« > 0, e C > 0 tais que, para quaisquer x € J(f) er € (0,rq), €
verdade que

pr(B(z,1)) = Cr".

A demonstracao original estd no artigo de J. Rivera-Letelier [20]. Daremos es-
sencialmente a mesma demonstragao, com a diferenca de que nos aprofundaremos mais

nos pré-requisitos e detalhes.

4.1 Jacobiano

Uma funcao mensuravel f : M — M é dita localmente invertivel se existir uma
cobertura numeravel {Ay : k > 1} de M por conjuntos mensurdveis tais que f é invertivel
em cada Ag. Os subconjuntos mensuraveis destes conjuntos A, serao chamados dominios
de invertibilidade.

Defini¢ao 4.4 (Jacobiano). Seja p uma medida probabilidade sobre M, nao necessari-
amente invariante por f. Uma fun¢ao mensurdvel £ : M — [0,00) € um Jacobiano de f
relativo a p se a restricao de & a qualquer dominio de invertibilidade A ¢é integravel com
relagao a p e satisfaz

pumwz/;@. (4.1)

Dizemos que uma medida p é nao singular em relagao a transformagao f se, para

qualquer A que seja dominio de invertibilidade com medida nula, temos p(f(A)) = 0.

Teorema 4.5. Seja f: M — M uma transformacgao localmente invertivel e seja p uma
medida boreliana de M, nao singular com relagao a f. Entao, existe algum Jacobiano
de f com relagao a p e ele € essencialmente unico: dois Jacobianos quaisquer coincidem

exceto em um conjunto de medida nula por p.

Agora nos restringiremos ao caso de uma fungao racional de grau maior ou igual
a dois, ou seja, M é a esfera de Riemann. A partir de agora escreveremos J,(f) ou J,
para referir-se ao Jacobiano de f com respeito a p. Queremos mostrar que o Jacobiano
de f com respeito a sua medida de maxima entropia py é constante igual a d = grau(f).

Sabemos pelos resultados apresentados em [12] que py satisfaz:

p(f(A)) = d- ps(A).
Por outro lado, seja A um dominio de invertibilidade e J,, o Jacobiano de f.

Entao, temos que:
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mmmzéam

e portanto,

@ pr(4) = py(£(A) = [ Ty

d/dpr/prd,Of.
A A

Como o Jacobiano ¢ tinico, entao temos que J,, = d em cada dominio de invertibilidade

(4.2)

A. Logo, usando uma particao conveniente de C temos que

/ J,,dpy = d.
C

Agora, considere V' um conjunto aberto conexo de Ce seja m > 1 um inteiro.
Seja W uma das componentes conexas de f~" (V). Considere a fungao f™ : W — V e
definimos seu grau por D. Como o grau é D, podemos particionar W em W1y, ..., Wp de
forma que f™|yw, : Wi — V seja invertivel e pp(W\ U2, W;) = 0.

Observe que f™: C — C tem grau igual a grau(f)™. Portanto,

pr(V) = grau(f)" ps(W;)

para todo W;. Logo,

Z pr(V) = Z grau(f)" ps(W;)

Dp;(V) = grau(f)™ Yy _ o (W)

Dps(V) = grau(f)" ps (W)

e portanto,
= ———7—7—pV). 4.3
gmu(f)mpf( ) (4.3)

Na proxima segao, apresentaremos a demonstragao do Teorema B.

ps(W

4.2 Demonstracao do Teorema B

Demonstra¢ao. Suponha que f satisfaca a condicao TCE, entao f deve satisfazer a
condicao DEC, ja que ambas sao equivalentes. Sejam 7o > 0 e A > 1 as constantes
dadas pela condicao DEC. J& que p; tem suporte em J(f), temos que existe um € > 0

tal que, para qualquer x € J(f) é satisfeito que ps(B(z, 1)) > .
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1
Sejam = € J(f) e € (0,1). Tomemos n > 1 tal que ™ <r< s Seja W

a componente conexa de f~"(B(f™(z),r9)) tal que x pertenece a W. Considere a fungao

fr: W — B(f™(x),ry) e denote por D > 1 seu grau, entao é verdade que

ps(W) = Dgrau(f)™"ps(B(f"(x), 70)).

Logo,

ps(W) > Dgrau(f)™"e > egrau(f) ™.

Como o diam(WW) < A™" (pela condigao DEC), entao é claro que W C B(z,7). Final-
In(grau(f))
In(A)

mente, se definimos « := e C: =A™, temos que

pr(B(x,7)) = ps(W) = egrau(f)™ = e((A)*) ™" = e((A) )"

e como,

L <r< !
AT An—l
entao,
ro1
X
e portanto,
(W)™ > (A H* = (A )7
Assim,

pf(B($,?)) > cre.

Reciprocamente, suponha que f é uma funcao racional para a qual existem cons-
tantes 79 > 0, a > 0 e C' > 0 tal que para quaisquer = € J(f) e r € (0,7ry) temos
que

ps(B(z,r)) > Cre.

Nosso objetivo é mostrar que f satisfaz a condicao de HUP. Seja n > 1 natural e
seja p um ponto periddico repulsor de f com periodo n. Entao, como p é repulsor, temos
(/™) (p)| > 1 e pelo Teorema da fungao inversa, existe uma inversa local ¢ de f definido

em uma vizinhanca de p a qual fixa o punto p. Além disso, se tomarmos r; suficientemente
1

(f*)(p)

pequeno, temos que ¢ é bem definida em B(p,r1) e ¢'(p) =
Considere a funcao h : A — C definida por

_w(riz4p) —p
M2 = o)

é claro que h € §. Pelo Teorema do quarto do Koebe temos que

Y

B(0,1/4) C h(A).
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Portanto,
r
B(p.1¢' (1)) € ¢(B(p,m)),

fazendo C7 = r1/4 temos,

B(p, Ci|(f™)' ()| ") € o(B(p, 1)),

e de forma semelhante, para cada k > 1 temos

B(p, Cil(f") (0)|™*) € " (B(p,m1)).

Finalmente, temos que

(grau(f)™)ps (" (B(p,11))) = ps(f" (" (B(p.11)))) = pr(B(p,11)),

entao
(e 17y (B ) = st Bl = o (B (st ) ).

e segue-se que

Como isto ¢ verdade para todos os k > 1, segue-se que |(f")(p)| > grau(f)™*. Isto

mostra que f é uniformemente hiperbélico em érbitas periédicas com A = grau(f)V/® O

Para um funcao racional f que satisfaz a condicao TCE, determinaremos agora
a constante 6tima « teorema do acima. Para cada inteiro n > 1 e cada ponto periédico p

de periodo n, definimos

1 n
x(p) = —|(f") (p)].
e
Xper = {X(p) : p é ponto periédico de f}.
Em [19], é mostrado que a condi¢do DEC ¢é valida para cada A € (1, Xper)-

Além disso, na prova do teorema mostra que, se a é uma constante para a qual

a conclusdo deste teorema é valida, entdao |(f") (p)| > grau(f)™?, logo

(") ()] = grau(f)™
(I ) > ")

o
nin(grau(f)) _ In(grau(f))
(/)@ ~  Xper
1
Por outro lado, provamos que a conclusao do teorema é valida se a = W e como
n

A < eXrer gegue-se que:



4.2.

Portanto, basta escolher o >

Demonstracao do Teorema B

A < eXrer

In(A) < Xper
L
Xper  1n(A)
in(grau(f)) _ In{grau()
Xper In(\)

In(grau(f))
Xper

:OC,

45
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Seja f uma funcao racional de grau maior ou igual a dois. O conceito de semi-
hiperbolicidade foi introduzido na sec¢ao 1.2 da introdugao. O objetivo principal deste

capitulo é oferecer uma demonstracao detalhada do seguinte resultado:

Teorema 5.1 (Teorema A de [20]). Uma fung¢ao racional compleza de grau pelo menos
dois € semi-hiperbolica se, e somente se, sua medida de entropia mdxima € duplicadora

em seu conjunto de Julia.

5.1 Pares bons em torno dos pontos criticos

Denotamos por Crit(f) o conjunto dos pontos criticos de f e por Crit'(f) o
conjunto de pontos criticos de f que pertencem ao seu conjunto de Julia. Dizemos que
f possui conexoes criticas quando existir um ponto critico ¢ no conjunto de Julia que é
levado por alguma f™ num outro ponto critico no conjunto de Julia. Se ¢ for um ponto
critico no conjunto de Julia e nenhum iterado f™(c) for um ponto critico, entdo diremos
que ¢ é um ponto critico exposto.

Denotamos por £,,..(f) o grau local maximal de f em um ponto critico de f que
esteja no conjunto de Julia. A primeira observacao é que o nimero de pontos criticos é
finito, 1ogo .. (f) estd sempre bem definido. A segunda observagao é que existe uma
diferenca entre grau local e grau semi-local. Esta ultima definicao foi dada na introducao
e claramente depende de uma constante r > 0, usualmente bem pequena. Ja o grau local
de f em zy é sempre 1 se zp nao for um ponto critico, e quando f’(zy) = 0, o grau local

em zp € aquele natural m tal que

h(z) = f(z + 20) — f(20)

é localmente conjugada a fungao g(z) = 2™ numa vizinhanga de 0 suficientemente pe-
quena. O grau semi-local deve coincidir com o grau local desde que r > 0 seja suficien-
temente pequeno. O problema é que, na defini¢ao de grau semi-local, o valor de r > 0 ¢
fixado a priori, e isso faz toda a diferenca.
Também definimos 6;,;( f) como sendo o supremo dos valores €y,q.(f"), n > 0.
Como o nimero de pontos criticos de uma funcao racional é sempre no maximo
2d — 2, onde d ¢é o grau da funcao, temos

—_

gmaz(f) S 22(172-

Além disso, se f nao possui conexdes criticas, entao ez (f) = lmaz(f)-
Pares bons. Suponha que f seja uma funcao racional de grau maior ou igual a

dois. Seja V' uma vizinhanca de Crit’(f) e suponha que V ¢ disjunta das orbitas dos
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pontos criticos que nao pertencem a J(f). Dizemos que V é um conjunto bom de f se
as seguintes propriedades sao satisfeitas: cada componente conexa de V' é simplesmente
conexa e contem exatamente um ponto de Crit’(f); e para cada n > 1, o conjunto f"(9V)
e disjunto de V.

Dados V e V conjuntos bons de f tais que V C V, diremos que (V, V) é um par
bom de f se f*(OV)N V = 0 para todo n > 1. Dizemos que uma funcio racional possui
pares bons arbitrariamente pequenos se existe uma sequencia (V,,, Vn) de pares bons de f

com

V, C U B(c,ry),
ceCrit/ (f)

onde r,, — 0.

As defini¢oes de conjunto bom de f e par bom de f podem ser dadas a vizinhancas
de subconjuntos de Crit’(f). Seja 4 um subconjunto de Crit'(f) e seja V uma vizinhanca
de € tal que V é disjunta das orbitas dos pontos criticos que nao pertencem a J(f).
Dizemos que V é um conjunto bom de f relativo a € se as seguintes propriedades sao
satisfeitas: cada componente conexa de V' é simplesmente conexa e contem exatamente
um ponto de €; e para cada n > 1, temos f*(OV)NV = . E importante observar que
todo conjunto bom de f é um conjunto bom de f relativo a % .

Analogamente, se V' e V sdo conjuntos bons de f relativos a € tais que V C V,
diremos que (V, V) é um par bom de f relativo a € se f*(dV) NV = {.

Dados dois discos topoldgicos U ,U de C tais que U C U definimos

mod (U;U) = sup{ mod (A); A C U é um anel que separa U de C\U}.

Suponha que f é racional de grau maior ou igual a dois e (V, V) é um par
bom de f, entdo denotamos V¢ (respectivamente \70) como a componente conexa de V'

(respectivamente f/) que contém c e definimos
mod (V;V) :=min{ mod (V¢ V°): ¢ e Crit'(f)}.

Uma propriedade importante das fungoes racionais que satisfazem a condicao
TCE é que elas tém pares bons arbitrariamente pequenos com moédulo arbitrariamente

grandes.

Lema 5.2. Seja f uma funcdo racional de grau maior ou igual a dois que tem pares bons
arbitrariamente pequenos com modulos arbitrariamente grandes. Entao para qualquer
ponto critico recorrente cog no conjunto J(f), qualquer k no intervalo (0,1), 7 > 0 e
qualquer inteiro N > 2 existe um ponto critico ¢ € Crit'(f), um r € (0,7) e um inteiro
m > 1, tal que f(co) € Ble,r). Alem disso, seja U a componente conezxa da pré-imagem
de B(e,r) que contém cy e U a componente conexa da pré-imagem de B(c, kr) que contém

Co, entao
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1. diam(U) < 7.
2. O grau de f™ em Ueo grau de f™ em U sao os mesmos.

3. O conjunto A := U\U € um anel e

f™:A— B(e,r)\Bl(c, kr)

—_

¢ um recobrimento cujo grau €, no minimo N e no mdzimo Lpq.(f)N.

Demonstrag¢ao. Seja ¢y um ponto critico recorrente que pertence a J(f). Sem perda de
generalidade, podemos supor que ¢y é um ponto exposto. Caso contrario, algum elemento
de sua orbita futura deve ser um ponto exposto, e assim podemos substituir ¢y por esse

elemento. De fato, considere a orbita futura

co — c1 = flcg) = o= f(c1) = ...

de ¢y e suponha, por absurdo , que nehum ponto da orbita seja exposto. Entao para cada
n € N temos que ¢, € Crit'(f).

O conjunto {c,}22; nao possui pontos repetidos, caso contrario teriamos uma
orbita fechada com ponto criticos dentro do conjunto de Julia, o que nao é possivel. Logo,
temos um conjunto infinito {c¢, }22, de pontos criticos, o que é um absurdo pois o nimero
de pontos criticos em uma funcao racional é finito. Assim, algum iterado ¢, = f(co) deve
ser exposto.

Seja 6y o conjunto dos pontos criticos pertencentes a J(f) cuja érbita futura se
acumula em c¢g. E claro que %y # 0, pois , por hipdtese, ¢y é um ponto critico recorrente
eco€ J(f).

Recordemos que o w — limite de um z € Céo conjunto de todos os w € C para
0s quais existe uma sequéncia de iterados f™(z) — w quando k — oco. Este conjunto é
denotado por w(z). Note que todo conjunto w — limite é fechado e invariante para frente,
isto é, f(w(z)) C w(z). Em particular, se z; € w(z) entdo w(z;) C w(zo).

Por definigao, %, C Crit'(f) é o conjunto dos pontos criticos ¢ tais que ¢y € w(c).
E claro que %, ¢ finito, 6.

Afirmamos que, para todo ¢ € Crit(f)\%p, o conjunto w(c) ¢ disjunto de %,. De
fato, no caso que ¢ ¢ J(f), ndo hé nada o que provar uma vez que existe um conjunto
bom péra f ( e por defini¢do, as orbitas dos pontos criticos fora de J(f) ndo se acumulam
em nenhum ponto de Crit'(f)). Portanto, podemos assumir que ¢ € Crit'(f)\%,. Como
¢ & 6o, entdo ¢y ¢ w(c). Se algum outro ponto de 6y = {c1,ca,...c,} pertencer a w(c),
digamos ¢; € w(c), entdo

co € w(ey) C wle),
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logo ¢y € w(c). Concluimos que % é disjunto de w(c), para todo ¢ € Crit'(f)\%o.

Assim se tomamos ry > 0 o suficientemente pequeno e dado ¢ € Crit(f) existe
n > 1 tal que f"(c) € B(%,ro), entdo ¢ € 6.

Fixemos uma orbita periddica O de periodo maior ou igual a dois, que seja
disjunta de Crit’(f). Existe um my tal que, se W C C ¢ um disco topoldgico disjunto de
O; K C W é um compacto e W\ K é um anel com modulo maior que o igual que my,
entdao diam(K) < r, e para cada x € K existe um r € (0,r,) tal que K C B(x,kr) e
B(z,r) C W.

Seja n um numero inteiro suficientemente grande para que 2" > N. Por hipdtese,
podemos escolher um par bom tao pequeno quanto quisermos com um modulo tao grande
quanto desejamos. Seja (V, V) um par bom tal que 1% seja disjunto de O, que
V C B(Crit'(f),ro) e com mod (V,V) > 3€m)nm0.

Podemos observar que qualquer pull-back W de Vé disjunto de O; se nao fosse
este o caso, entdo existiria um z € WNQO, logo f(z) pertenceria a O e V, o que contradiz

o facto de tais conjuntos serem disjuntos.

1. Seja 6} o conjunto dos pontos expostos de 6. Tomaremos ¢y € 6.

Vamos construir, por inducao, uma sequéncia de pares bons ((Vn, Vi) n>o de f que

sejam relativos a % da seguinte forma:

e Para cada ¢ € % denotaremos por \700 (respectivamente, V) a componente

conexa de V' (respectivamente, V') que contém c e definimos

VO::UVOC e VO::UVOC.
cEE cE€E
Como VO ¢é subconjunto de Ve Vb é subconjunto de V', é claro que (VO, Vo) é

um par bom de f relativo a %;.

e Suponhamos que, para n > 0, o par bom (Vn, V) estd bem definido. Como
a Orbita de cada ¢ € €} se acumula em ¢y, existe um inteiro m > 1 tal que
f™(c) € V,,. Denotaremos m,,(c) o primeiro inteiro que satisfaz f™()(c) € V, e
denotamos Anc+1 (resp V7, ;) ao pull-back de V, (resp V,,) por f™(©) que contém

C.

e Podemos observar que

fmn(c)( nc—i—l) C fm"(c)(vc-u) cV,C Vna

n

implica que
/¢ e
Vn+1 n+1-
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e E claro que ‘A/nCH NV, # (0, pois ¢ pertence a ambos os conjuntos. Suponhamos
que existe um y € V;H\Vn. Como VTSH ¢ conexo, existe um caminho que
conecta y e com ¢, logo deve existir um z € 9V, tal que z € ‘A/Tfﬂ. Assim,
fm@(z) € V,, o que contradiz o facto de (V,,,V,) ser um par bom de f

relativo a 6. Portanto, temos que ‘A/n%rl C Va.

e Finalmente, podemos definir

¥ . e L c
Visr = J Ve e Vi = {J Vi,

cE€b cE€b

o qual sera um par bom para f relativo a %;.

2. Sejan > 1 dado e seja (Vn, V) o par bom de f relativo a % correspondente.

e Suponhamos que f néo tem conexdes criticas. Entdo temos que f(c) € f(V)
nao é um ponto critico. Portanto, podemos encontrar uma vizinhanca U de
f(¢) onde fmm(©=1 & injetiva. Assim, temos que f™(@~1 é univalente em f(V°).

e No caso de f ter conexdes criticas, pode acontecer que fmn(©)~1

c)—1

nao seja uni-
valente em f(V¢). Mas, neste caso, f™! seria uma funcao unicritica, e este

ponto estd em 4.

e Em qualquer um dos casos acima referidos, terfamos que f™#(¢) nao tem pontos
criticos em V¢, \V,¢, . Além disso, o grau de f™(9 em V,, é o mesmo que o

grau de ™) em V.

3. Seja my =0 e para cada j € {1,...,n} seja ¢; € 6} e m; tal que fmj(f/,fo) =V

n—j°
Seja dy = 1 e para cada j € {0,...,n — 1} denotamos por d; o grau de f™»~" :
V;ij — V. Assim, o grau de f7n"3 V', = Vi édjeparacadaj € {0,...,n—

1} temos que

2d; < dji1 < lmae(f)d,.

—

Como cada d; pode ser no minimo 2 e no maximo ¥,,q,(f), temos que 2" < d,, <

ém/;(f)” Além disso, existe um j € {1,...,n} tal que

N < dp/d; < loman(f)N.

I ~rCi > S : ~ . -
Como fm»=mi : V7 o — Vi tem grau d;j < imq.(f)’ € ndo possui pontos criticos em

7Cj Cj
V.2 \V,;, temos que

mod (V. V) = 7' mod (Vi, V") > 3molman(f)" .

n—j’ " n—j
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Agora, seja V um disco topoldgico compacto contido em V:ﬂ ;» tal que

—

Vi, €V, mod (V2 V) = mglmes (f)7 ¢ mod (V,V;2)).

n—j’

Pela escolha de my, temos que existe um r € (0,7,) tal que V:*
B(¢j,r)CcV C V,fij.

i C Blcj,kr) e
Seja Bo pull-back de 1% por f™ que contém a cg. Analogamente, sejam UeU os
pull-backs de B(c;,xr) e B(cj,r) por f™ que contém cy, respectivamente. Como
o grau de f™ : ‘A/HCO — f/ncj_
mod (V: B) > my.

; ¢ menor ou igual a nq.(f)"/, entdo segue-se que
Novamente, pela escolha de mg, temos que diam U< diam(é) < r,. Como

Vo cUcUcV®ecomo o grau de fmi : Ve — V,fij é igual a d,,/d; e nao tem
pontos criticos em VO\V;° a conclusdo do lema é valido para esta escolha de r e

para ¢ = ¢; € m =my;.
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5.2 Demonstracao do Teorema A

Estamos prontos para dar uma demonstra¢ao do Teorema 5.1 (Teorema A). Esta
demonstragao que apresentaremos é a mesma de [20], porém bem mais detalhada, demons-
trando diversas passagens que foram apenas enunciadas (sem demonstra¢do) na prova

original.

Demonstracao. A implicacao de que a medida de entropia maxima de uma funcao semi-
hiperbdlica racional é uma medida duplicadora em seu conjunto de Julia foi provada
por Haissinsky e Pilgrim, como mencionado na referéncia “Coarse expanding conformal
dynamics” (2009) de Haissinsky e Pilgrim [3].

Portanto, resta-nos mostrar que, se f é uma func¢ao racional de grau maior ou
igual a dois, cuja medida de entropia méxima ¢ duplicadora em seu conjunto de Julia,
entao ela é semi-hiperbdlica.

Seja f uma fungao racional de grau maior ou igual a dois. Seja p; sua medida
de entropia maximal, e sejam 7, > 0 e C, > 0 as constantes associadas a sua propriedade

duplicadora, ou seja,

pf(B(‘T’ QT)) > C*,Of(B(ZL‘, T))v

sempre que x € J(f) e 0 <r < r,.

Em [23] é provado que f é semi-hiperbdlica se nao tem pontos periédicos pa-
rabdlicos nem pontos criticos recorrentes no conjunto de Julia.

Pelo Lema 2.1 e pelo fato de que py tem suporte em J(f), existem constantes
C > 0ea > 0 tal que, para um r > 0 suficientemente pequeno e cada = € J(f),
temos que p(B(z,r)) > Cr®. Assim, a condigdo do Teorema 4 ¢é satisfeita e, portanto,
f cumpre com a condicao TCE. Consequentemente, segue-se que f nao possui pontos
periddicos parabdlicos, visto que, quando f é TCE, toda orbita fechada no conjunto de
Julia é uniformemente repulsora. Resta provar apenas que f nao possui pontos criticos
recurrentes em seu conjunto de Julia.

Suponha, por contradi¢do, que f tem um ponto critico recorrente ¢q € J(f).
Como foi mencionado anteriormente em (Obs 1), o conjunto J(f) é uniformemente per-
feito. Logo, sua medida de entropia maxima p; satisfaz a hipétese do Lema 2.3. Sejam
n > 1er; >0 as constantes dadas pelo Lema 2.3. Além disso, sejam M > 0e d > 0 as
constantes dadas pelo Teorema 3.30.
Afirmacao 1: podemos reduzir r, > 0, se necessario, e assumir que r, < d, e que para

quaisquer r € (0,7,], € € (0,1) e z € C, temos

mod(B(z,r)\B(x,er)) + In(e)| < 1/10.
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Com efeito, a métrica esférica

2|dz|
ds =
TP

¢ localmente aproximada pelo produto da métrica euclidiana por uma constante local.

Isso segue da continuidade da funcao

() = —2

R
Para fixar as idéias, suponhamos r seja suficientemente pequeno de modo que ds ~ Cy|dz|

e B(z,r) seja bem préximo do conjunto
{z € C:Cylz — x| < r}.
Entao B(z,r) \ B(z,er) é aproximadamente o conjunto

A, ={2z€C:lz—zx|<r/Cy e |z—x|>er/Cy}

er r
—{zeC.a)<|z—:L’|<5O

A funcao .
p(z) = —(z: —2)

er

é um automorfismo conforme de C que leva o disco que consiste dos pontos z tais que

|2 — 2| < & no disco unitdrio D; a imagem de A, por ¢ é

A(%):{z:1<|z|<%}.

mod (A;) = mod (A(1/€)) =1In(1/e) = —Ine.

Assim,

Concluimos que o médulo de B(z,r) \ B(x,er), sendo aproximado pelo médulo de A,,

deve ser

mod (B(x,r) \ B(x,er)) ~ —In(e).

Usando a compacidade da esfera de Riemann podemos escolher um r, > 0 suficientemente

pequeno tal que

mod(B(x,r) \ B(x,er)) +In(e)| = ‘mod(B(x, r)\ B(z,er)) — (—1In(e))| < %,

sempre que 0 <r <r,ee€ (0,1).
Isso demonstra a Afirmacao 1.

Agora sejam k, ¢, N > 0 inteiros tais que
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o 28 > ).
o 20> Ck,
° 2N/2 Sn{ < 2N+1/2

Afirmacgao 2: Tomando 7; suficientemente grande podemos assumir que N > 2.
De fato, recordemos a propriedade que define 17; > 1 é a de ser uma constante

para a qual
ps(B(x,mr)) = 2ps(B(z,r))

sempre que r € (0,71) e x € J(f), onde ps é a medida de entropia maxima de f. Fica claro
que podemos sempre aumentar o valor de ;. Notemos que se 1; — 0o, entdao 7} — oo, e
de nt < 2N+1/2 segue que N também tende para infinito. Em particular, podemos tomar
1, suficientemente grande de modo que N > 2.

Como f satisfaz a condigcao TCE, temos que f tem pares bons de diametro
arbitrariamente pequenos com médulo arbitrariamente grande [18, Prop 3.2]. Assim,

f cumpre com a hipoteses do Lema 5.2. Portanto, para N e ¢y como acima, e tomando

rn=68 e K= Th—(umzﬁx(f))f
existem U, U, A,m,r,c dados pelo Lema 5.2.
Seja rg := kr. Pelo Lema 5.2, temos que A = U\U, onde U é a componente
conexa de f~™(B(c,r)) que contém a ¢y, e U é a componente conexa de f~™(B(c,9))
que contém a c¢o. Além disso, U \ U é um anel e a aplicacio f™ : A — B(e,r) \ Blc,ro)
¢ um recobrimento que possui o mesmo grau de f™ : U — B(c,ry), sendo que todos os
pontos criticos de f™ : U— B (c,7) estao em U. Desta forma, considerando-se a restrigao
de f™ ao conjunto U, vemos que a pré-imagem do anel B(c,r)\ B(c, r9) é A, bem como a
pré-imagem de B(c, 1) é U. Disso segue que se Q2 C B(c,r) for qualquer regiao contendo
B(c,19), entdo qualquer componente conexa da pré-imagem de €2 por f™|; deve conter U,
o que faz com que exista somente uma componente conexa da pré-imagem. Em particular,

concluimos o seguinte: seja

145Cmas ()£ —5lmas(f))
(Lt5tmar(D)Ey o (-5maz (1)

T =m r>Tp.

Entao f~"(B(c,r1)) possui uma tnica componente conexa em U. De forma anéloga, se
tomamos 1y = niwm”(f))gro = 7]1_(1+5€m”(f))€7’ > 19, temos que f~"™(B(c,12)) possui una
finica componente conexa em U.

Vamos denotar tais componentes conexas como B e B respectivamente. E claro

que f™ tem o mesmo grau em U, U,B, B.
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Por (4.3),

oi(fM(B) e pp(B) =

p(B) =

s ).

Portanto, R R
pr(B) _ psf™(B))
ps(B)  ps(f™(B))
Agora, usando item 2 do Lema 2.3 indutivamente temos que

(5.1)

pr(F7(B)) = ps(Ble,m))
— ps(Ble,n oy
= ps(B(

(B

o

n

5Cman (f))E
e, i g))

5lmaz (f))
e’ ry)

= 2'p;(f"™(B)) > Clps(f™(B)).

Agora precisaremos usar alguns fatos sobre o grupo de isometrias da esfera.
Observagao sobre o grupo SO(3). Nem toda transformagao de Mobius é uma isome-
tria de C com relacao a métrica esférica
2|dz|

s = T\ZP
De fato, o grupo de isometrias das esfera de Riemann pode ser identificado com o grupo
SO(3), o qual consiste de todas as rotagdes do espago tridimensional em torno de uma
reta que passa pela origem. Todos os elementos de SO(3) sao transformagoes de Mdbius
e a func@o 1/z pertence a SO(3). O grupo SO(3) é bem “menor” que o grupo das trans-
formagoes de Mobius.

Um fato interessante que ocorre com isometrias é que se f € SO(3) e f(a) = b,
entao f leva qualquer familia de circulos concéntricos em a (com respeito a métrica esférica
ds) numa outra familia de circulos concéntricos em b (com respeito a ds).

(Fim da observagao).

Como a fronteira de ID na esfera é o equador e 0 € D corresponde ao pdlo sul,
existem uma isometria ¢y e A > 0, tais que a transformacao de Mébius ¢1(z) = @o(A2)
leva 0 em c e o disco D em B(e, r3). Usando a projegao estereografica, vemos que a familia
de circulos |z| = R no plano corresponde a uma familia de circulos na esfera, todos eles
concéntricos no polo sul, com relacao a métrica esférica. Disso segue que ¢; leva a familia
de circulos |z|] = R numa familia de circulos com respeito a métrica esféria, todos eles
centrados em c. Este fato, aparentemente supérfluo, é todavia fundamental no célculo das

proximas desigualdades utilizando médulo de anéis.
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Afirmacgao 3. B(c,r) C o1({z € C: |z| < nfexp(1/10)}) C o1({z : |2] < 2V},
(Observe que a nogao de bola nao é a euclidiana, mas sim aquela que provém da métrica
esférica.)

De fato, sabemos que ¢ leva D em B(c, ). Consideremos o anel

Ay = B(e,n'ry) \ Ble,ry).
Pelo que vimos anteriormente,

1
lmod(A;) — In(n;)| < o

Seja B; = ;' (A1). Logo By = {2 : 1 < |2| < R;} para algum R;. Como ¢; é biholomorfa,

segue que mod (B;) = mod (A;), visto que mod ¢ um invariante conforme. Assim,

1
(1) = ()| < o5

de onde segue que
1
In(Ry) < In(nf) + —
10
Ry < nfexp(1/10).
Concluimos que
1 (Ble,m1)) C {2+ |z] < nfexp(1/10)}.
Equivalentemente,

B(e,r1) C gi1({z « |2] < niexp(1/10)}).

Segue de 1t exp(1/10) < 20V+D/2) exp(1/10) < 2V que

Be,r1) € or({z + 2] < miexp(1/10)}) C pi({z : 2] < 2V}).

Isso termina a demonstrangao da Afirmagao 3.
Este argumento envolvendo mdédulo de anéis relacionados por ¢; é repetido mais
vezes (implicitamente) logo a seguir.

: -y
Usando as desigualdades ! > 2V/2 ¢ ;™" > /19 temos que

Ty 1/10
T > e /
5maa(s) ~  Allmas(r) 1/10
T > e/
Z (77;1[>Zm‘am(f) 61/10
(22N)‘€maz(f) 61/10

>
> (QN)ETZI\U)el/lO.
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—

~5 _ ,
Logo 1, Del/10 < (27N Ymaz() | e daf

B(e,ro) © pr({z « [o] <y "m0 e10)) € oy ({2 1 2] < 27 Vim0,

1+50¢

Como 1, D > 4NG - (£)el/10 temos que

(14560l -
Ble,m) D pi({z 1]zl <my D11 D ({2 1 |z] < 4Nme= (D)),
Desta forma, provamos que

f™(B\B) = fM(B)\f™(B) = B(e,r1)\B(c,r5) C ¢1({z : |2] < 2YP\@1(D) = 1 (A(1,2").
Logo,

~

fM(B\ B) C ¢1(A(1,2")).
Analogamente,

o1 (A2 Nmos (D) yNbnaz(DY) « B(e, r)\Ble,r9) = f™(A).

Como o grau de f™ : A — B(c,r)\B(c, 1) é pelo menos N e no maximo fm/:x(f)N, segue

do Teorema 3.26 que

1 4Nz@<f) n 4NZ@<f>
)
Nlaz(f) N
Portanto,
w In(2) <mod(A) < Mln@).
Ngmax(f) N

De onde segue que
310(2) < mod(A) < 30y (f) In(2)

In(8) < mod(A) < In(23me=(1),
Analogamente, mostra-se que
mod (B\ B) < 1In(2).

Concluimos que existe uma aplicacao univalente ¢ : A(1,8) — A tal que 3\? C p(2,4).
(Isso segue da defini¢ao de médulo: se A possui médulo In(R), entdo existe uma aplicagao
univalente ¢ : A(1, R) — A).



60 Capitulo 5. Semi-hiperbolicidade

Usando o Lema 3.30, temos que existe um r’ > 0 tal que
Bl(co,7") € B C B C Bleg, Mr') C Blcg, 2%1").

Usando (5.2) e (5.1), temos que

pr(Bleo,1")) < ps(B) < C-4ps(B) < O Fps(Bleo, 240")).

Isto contradiz a propriedade duplicadora de py em J(f). Logo, f nao pode ter
pontos criticos recorrentes em J(f) e mostramos que f é semi-hiperbdlica.

A demonstragao esta completa. O]
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