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RESUMO

O Controle Estatistico de Processos (CEP) é um poderoso conjunto de ferramentas uti-
lizadas na resolugao de problemas, a fim de reduzir a variabilidade e obter a estabilidade
de produtos, servigos ou processos (Montgomery, 2016). O Gréafico de Controle é uma
técnica de monitoramento amplamente utilizada, cujo principal objetivo é detectar a
ocorréncia de causas especiais que levam a mudanca do processo quao breve ela ocorra.
Um grande desafio no controle estatistico de qualidade é o monitoramento e identificacao
de mudancas em caracteristicas da qualidade avaliadas simultaneamente. O grafico de
controle de processos multivariados baseado na estatistica 72 de Hotelling é o mais po-
pular no que diz respeito ao monitoramento do vetor de médias. Porém, ele parte do
pressuposto de que os dados seguem uma distribuicdo normal multivariada (o que, na
pratica, raramente ocorre) e sao nao-correlacionados. Baillo e Cuevas (2006) propuseram
o uso de regioes de tolerancia, obtidas a partir de uma estimativa de conjunto de niveis
de densidade, como ferramenta de detecgdo de mudancas. Verdier (2013), por sua vez,
sugeriu que tal estimativa fosse realizada com base numa modelagem via Cépulas, que
sao ferramentas simples e versateis para modelagem multivariada. Neste trabalho de dis-
sertacao de mestrado, apresentamos uma extensao da abordagem nao-normal baseada em
fungoes cépula, introduzida por Verdier (2013), para o caso trivariado. Em ambos os ca-
sos explorados (bivariado e trivariado), consideramos também as abordagens paramétrica
e semi-paramétrica com uso de marginais Kernel (tal como em Verdier, 2013), e ainda
apresentamos o caso totalmente nao-paramétrico. Assim, inicialmente comparamos a
regiao de tolerancia bivariada derivada da modelagem via copula com a usual baseada na
estatistica T2 de Hotelling, ambas construidas sob a abordagem de estimacao de conjunto
de niveis de densidade. Especialmente para o caso multivariado (d > 2), apresentamos
uma proposta inédita de grafico de controle para deteccao visual de mudancas no vetor
de médias, intitulado Gréfico de Controle ¢,, que é andlogo a tradicional regiao de to-
lerancia. As simulagoes aqui realizadas permitiram a variagao: (i) da distribuic¢ao original
dos dados, em que consideramos os casos paramétrico (cdépula e marginais paramétricas),
semi-paramétrico (cépula paramétrica e marginais Kernel) e nao-paramétrico (cépula
nao-paramétrica); (ii) do grau de associagao entre as variaveis (fraca, moderada e forte);
(iii) e da magnitude das mudangas ocorridas no vetor de médias. Por fim, aplicamos a
metodologia proposta a um conjunto de dados bivariados sobre qualidade da agua me-
dida através do potencial hidrogenionico (pH) e quantidade de nitrato, bem como a um
conjunto de dados trivariados relacionados as medicoes da deflexao, curvatura e resisti-
vidade de termostatos bimetalicos em latao e aco. Ambos os conjuntos de dados estao
disponiveis no pacote MSQC (Santos-Fernandez, 2012) do programa estatistico R.
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Palavras-chave: CEP Multivariado. Comprimento Médio da Sequéncia. Conjunto de
Niveis de Densidade. Cépula. Regiao de Tolerancia.



ABSTRACT

The Statistical Process Control (SPC) is a powerful set of quality tools used to reduce
variability and obtain stability of products, services or processes (Montgomery, 2016).
The Control Chart is a widely used process monitoring technique, whose main goal is to
detect the occurrence of special causes that lead to the change of process as soon as it
occurs. A major challenge in statistical quality control is the monitoring and detection
of changes in quality characteristics evaluated simultaneously. The multivariate process
control chart based on the Hotelling’s T statistic is the most popular for monitoring the
mean vector. However, it assumes that the data follow a multivariate normal distribu-
tion (which in practice rarely occurs) and are uncorrelated. Baillo and Cuevas (2006)
proposed the use of tolerance regions obtained from density level set estimates as a de-
tection tool. Recently, Verdier (2013) suggested the use of copula-based models, which
are simple and flexible tools for multivariate modeling, for obtaining such estimates. In
this work, we present an extension of the non-normal approach based on copula functions
introduced by Verdier (2013), that is, we explore the trivariate copulas case in addition to
the bivariate one. For both situations, we consider the parametric and semi-parametric
approaches (the latter one, with the use of Kernel margins, as in Verdier, 2013), and we
also present a totally non-parametric approach. Thus, we first compared the bivariate
tolerance region derived from the copula modeling with the usual one based on the Ho-
telling’s T statistic, both constructed under the approach of density level set estimation.
Particularly for the multivariate case (d > 2), we propose a new control chart for visual
detection of changes in the process mean vector, called c,-chart, which is analogous to
the traditional tolerance region. The simulations performed here allowed the variation
of: (i) the original data distribution, where we considered the parametric (parametric
copula and marginal distributions), semi-parametric (parametric copula and Kernel mar-
gins) and non-parametric (non-parametric copula) cases; (ii) the degree of association
between the variables (weak, moderate and strong); (iii) and the magnitude of changes
in the mean vector. Finally, we applied the proposed methodology to a bivariate data set
related to water quality measured by potential of hydrogen (pH) and phosphates, as well
as to a trivariate data set on measurements of the deflection, curvature and resistivity
from brass and steel bimetal thermostats. Both data sets are available in the MSQC
package (Santos-Fernandez, 2012) of the R software.

Keywords:  Multivariate SPC. Average Run Length. Density Level Set. Copula.
Tolerance Region.
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INTRODUCAO

Na hora de selecionar produtos, os consumidores tém se tornado cada vez mais exigentes.
A qualidade do produto, seja ele um bem ou servico, é um dos fatores mais importantes
para a tomada de decisoes. Logo, atender as necessidades e expectativas dos clientes,
bem como lidar com o mercado cada vez mais competitivo, é um grande desafio para as
empresas que querem se destacar entre as demais.

Segundo Montgomery (2016), a defini¢ao tradicional de qualidade diz que produtos
e servicos devem adequar-se as especificagoes exigidas por seus usuarios. Louzada et al.
(2013) complementa que “a qualidade é um conceito de suma importancia para qualquer
empresa, pois é mediante a sua consideragao, seu aprimoramento e sua aplicagao continua
que se pode atingir o nivel de exceléncia em quaisquer dos objetivos fixados e atividades
executadas”.

Todo produto ou servico possui um conjunto de elementos que descrevem o que o
consumidor ou usudrio classifica como qualidade. Em geral, esses parametros sao chama-
dos de caracteristicas da qualidade. Estas, quando medidas continuas (peso, diametro,
espessura, etc.), sao classificadas como varidveis, ou se medidas em geral sob forma de
contagem (nuimero ou proporgao de itens conformes ou nao-conformes, em bom estado
ou defeituoso, etc.), sdo classificadas como atributos. Ainda hoje, é uma missao dificil e
onerosa para as organizagoes fornecer produtos que apresentem as mesmas caracteristicas
de qualidade de uma unidade para outra. A variabilidade é a responséavel por isso.

Existe variabilidade em todo produto. Se esta for pequena, provavelmente nao cau-
sard impacto para o cliente, mas sendo grande, o cliente podera perceber e classificar
a unidade como inaceitavel. As fontes de variabilidade podem ser muitas: diferencas
na matéria-prima utilizada, no desempenho dos equipamentos e até mesmo na maneira
como diferentes operadores realizam a mesma tarefa. E papel exclusivo da Estatistica
descrever a variabilidade. Portanto, metodologias estatisticas, tais como: Controle Es-
tatistico de Processos, Planejamento de Experimentos e Amostragem de Aceitagao, sao
fundamentais para a melhoria e manutencao da qualidade. O Controle Estatistico de
Processos ou CEP, como é conhecido, ¢ um poderoso conjunto de ferramentas utilizadas
na resolugao de problemas, a fim de diminuir a variabilidade e obter a estabilidade do
processo produtivo ou servigo prestado (Montgomery, 2016). Todo e qualquer processo
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de producao, mesmo que planejado de forma correta e cuidadosamente, apresentara certa
variabilidade inerente ou natural que, em suma, é o efeito de diversas causas pequenas e
inevitaveis, ou seja, causas aleatérias (ou comuns). Se um processo opera apenas na pre-
senca dessas causas de variagao, dizemos que ele esta sob controle estatistico, enquanto
que um processo que opera sob causas atribuiveis (ou especiais) de variagdo, ou seja,
oriundas de fontes de variabilidade que nao pertencem ao conjunto de causas aleatérias,
é dito estar fora de controle.

Uma das principais ferramentas do CEP, também considerada a mais sofisticada, é o
Grafico de Controle. Desenvolvido na década de 1920 por Walter A. Shewhart, um fisico
dos laboratorios da Bell Telephones, o grafico de controle é uma técnica de monitoramento
do processo amplamente utilizada, que tem como objetivo principal detectar a ocorréncia
de causas especiais que levam a mudanca do processo o quao breve ela ocorra. Com o
processo sob controle, esperamos que os dados variem em torno de uma média fixa de
uma maneira aleatoria, em outras palavras, os dados sao nao-correlacionados. Assumimos
ainda, com frequéncia, que a distribuigdo da caracteristica da qualidade é normal (ou
Gaussiana). Ao lidar com uma caracteristica de qualidade numérica, usualmente é de
interesse monitorar tanto seu valor médio como sua variabilidade por meio dos gréficos
de controle. A Figura 1 mostra um exemplo de grafico de controle padrao, extraido de
Montgomery (2016). Ele contém uma linha central (LC) representando o valor médio
da caracteristica da qualidade e outras duas linhas chamadas limite inferior de controle
(LIC) e limite superior de controle (LSC) escolhidos de modo que, se o processo esté
sob controle, espera-se que todos os pontos amostrais estejam entre eles. Os gréaficos de
controle podem ser empregados nas fases I e II do processo. A fase I consiste na andlise
retrospectiva, em que definem-se os limites de controle “confidveis” (isto é, quando o
processo esta sob controle estatistico) para serem utilizados na fase seguinte. A fase II
consiste no monitoramento do processo, comparando as estimativas obtidas em amostras
coletadas periodicamente com esses limites de controle.

O CEP, juntamente com outros procedimentos estatisticos, formam uma base técnica
para o controle e a melhoria da qualidade. Esses métodos precisam ser implementados
como parte de um gerenciamento orientado e eficaz, que tem como objetivo principal
direcionar a filosofia da melhoria da qualidade e garantir a implementacao da mesma em
todos os setores do negécio. Desenvolvido pela Motorola na década de 1980, o programa
Seis Sigma foca na redugao da variabilidade para o nivel em que falhas e defeitos tém
baixissimas probabilidades de ocorréncia. Em outras palavras, de modo que os limites
de especificacao estejam a, pelo menos, seis desvios-padrao da média. Diversas empresas
atuam no nivel de qualidade Trés Sigma. Numa caracteristica de qualidade com dis-
tribuigdo de probabilidade normal com limites de especificagao trés sigmas (u £ 30), a
probabilidade de produzir um produto dentro das especificacoes é de 0,9973, ou 27.000
partes por milhao (ppm) de itens defeituosos. O programa Seis Sigma emprega uma abor-
dagem composta por cinco passos para a solucao do problema: Definir, Medir, Analisar,
Melhorar e Controlar (DMAMC, ou ainda, DMAIC, do inglés Define, Measure, Analyze,
Improve and Control). O método DMAMC utiliza, além de ferramentas bésicas, os
graficos de controle, planejamento de experimento e andlise de capacidade dos sistemas
(Montgomery, 2016).
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Limite superior de controle

Linha central

N\ . e

Caracterfstica da qualidade da amostra
0

Limite inferior de controle

T T T
5 10 15

Nimero da amostra ou tempo

Figura 1.1 Exemplo de um gréfico de controle padrao.

Rotineiramente, o monitoramento e controle do processo sao feitos em apenas uma
caracteristica de qualidade numeérica por vez. Porém, na pratica, o controle e monito-
ramento do processo envolvem diversas varidveis relacionadas. Nestes casos, a aplicacao
de graficos de controle univariados a cada variavel individualmente, apesar de possivel,
nao é a solugao mais eficaz, logo sao necessarios métodos multivariados que considerem
as variaveis conjuntamente. O famoso grafico T? de Hotelling (Hotelling, 1947), bas-
tante empregado no monitoramento do vetor de médias do processo, ¢ uma extensao do
grafico X (Shewhart, 1931). Similar ao grafico univariado, o 7% de Hotelling parte do
pressuposto de que as variaveis seguem uma distribuigao normal multivariada e os dados
sao nao-correlacionados. Como proposta para contornar o problema da autocorrelacao
entre os dados, Boone (2010) propds o uso do grafico Z, que, apesar de apresentar alguns
bons resultados, superou o tradicional 72 de Hotelling apenas quando houve mudancas
simultaneas no vetor de médias. J& para solucionar o problema da nao-normalidade mul-
tivariada dos dados, o autor sugeriu o uso de quatro graficos de controle nao-paramétricos
ou livres de distribuicao, que demonstraram melhores resultados do que o 72 de Hotelling
quando nao havia certeza da distribuicao.

A fim de resolver problemas de deteccao de mudanca na distribuicao de vetores
aleatérios independentes observados sequencialmente, Baillo e Cuevas (2006) propuseram
o uso de regioes de tolerancia, definidas em termos de conjuntos de niveis de densidade
estimados de maneira plug-in. Seu estudo tomou como base um modelo de mistura nor-
mal e comparou, por meio de estudos de simulagao, o desempenho do modelo de mistura
paramétrico com um modelo nao-paramétrico (Kernel), mediante o uso da medida Ave-
rage Run Length (ARL), também conhecida em portugués como Comprimento Médio da
Corrida (CMC), Comprimento Médio da Sequéncia (CMS), ou ainda, Nimero Médio de
Amostras (NMA). Mais recentemente, inspirado na abordagem da estimagao de conjun-
tos de niveis de densidade, Verdier (2013) propos o uso de cépulas (Nelsen, 2006) para
modelar a distribuicao multivariada, afirmando que tal proposta apresenta vantagens,
como maior flexibilidade do que a modelagem de mistura Gaussiana, além de evitar o
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problema da dimensionalidade encontrado nas abordagens nao-paramétricas. Em seu tra-
balho, a estimagao dos parametros dos modelos de copula empregados, foi feita através
do método classico da méxima pseudo-verossimilhanca, também conhecido por método
da estimacao em dois estagios no contexto de sobrevivéncia e confiabilidade, isto é, para
dados com censura (Shih e Louis, 1995), ou ainda, método da inferéncia para as margi-
nais (ou IFM, do inglés Inference Function for Margins) (Joe e Xu, 1996). Em suma, tal
método estima, via méxima verossimilhanca, os parametros das distribui¢oes marginais
paramétricas, ou entao, via abordagem de Kernel, por exemplo, no caso de distribuigoes
marginais nao-paramétricas. Em seguida, considera uma pseudo-verossimilhanca para
estimar o parametro (ou parametros) da cépula em questao.

Ainda com base no grafico T? de Hotelling bivariado, Sukparungsee et al. (2016) pro-
puseram o uso de cdpulas para modelar a dependéncia entre duas distribuigoes marginais
exponenciais com média igual a 1, quando o processo esta sob controle, a fim de detectar
grandes mudancas no vetor de médias. J& Sukparungsee et al. (2017) apresentaram uma
proposta para deteccao de mudancas mais sutis no vetor de médias do processo, base-
ada no grafico de controle multivariado de Somas Acumuladas (ou MCUSUM, do inglés
Multivariate Cumulative Sum) (Crosier, 1988). Os autores assumiram novamente margi-
nais exponenciais de parametro 1, com dependéncia modelada por meio de copulas, mas
com extensao de sua proposta original para o caso trivariado. Uma comparacao entre
o desempenho do grafico MCUSUM e o do grafico de controle multivariado de Médias
Moéveis Exponencialmente Ponderadas (ou MEWMA, do inglés Multivariate Exponen-
tially Weighted Moving Average) (Lowry et al., 1992), ambos bivariados com também
distribuicoes marginais exponenciais de média 1 e dependéncia modelada através de co-
pulas, foi feita em Kuvattana et al. (2015).

Por fim, Busababodhin e Amphanthong (2016) realizaram uma revisao de literatura
sobre a modelagem via cépula para o CEP Multivariado, em que apresentaram os princi-
pais artigos aqui citados e compararam os resultados obtidos para os graficos 72 de Ho-
telling, MCUSUM e MEWMA bivariados, com marginais exponencialmente distribuidas
de parametro 1 e dependéncia modelada através de fungoes cépula.

1.1 OBJETIVOS

A maioria dos procedimentos de CEP Multivariado baseia-se na suposicao de normali-
dade multivariada das varidveis do processo, como é o caso dos gréficos de controle 7?2 de
Hotelling, MCUSUM e MEWMA. Entretanto, quando a distribuicao do vetor aleatério
¢ nao-normal multivariada, esses procedimentos nao se adaptam, a exemplo da regra 7>
de Hotelling (Boone, 2010). Uma das alternativas apresentadas na literatura sobre CEP
para o problema da nao-normalidade consiste na transformacao das variaveis a fim de nor-
malizd-las. Para casos univariados, existem as transformagoes clédssicas de Box-Cox (Box
e Cox, 1964) e Johnson (1949a). Posteriormente, Johnson (1949b) propos a aplicacao
dessas transformagoes marginalmente a fim de obter uma distribuicao normal bivariada
e multivariada (Johnson e Ramberg, 1978). Waterhouse et al. (2010) verificaram que
as transformagoes inversa e logaritmo natural nas marginais foram suficientes para tor-
nar seus dados normais e obter normalidade multivariada. Porém, uma vez realizada a
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transformacao, a variavel perde sua interpretabilidade, isto é, sua identidade absoluta.

Baillo e Cuevas (2006) propuseram, para o caso multivariado ndo-normal, o uso de
regies de tolerancia sob modelagens paramétrica (mistura Gaussiana) e ndo-paramétrica
(Kernel), estimadas segundo a abordagem de conjunto de niveis de densidade, tal que,
para um processo sob controle, a probabilidade pré-fixada de que uma observacao caia
fora da regiao de tolerancia seja a. Verdier (2013) complementou o trabalho de Baillo
e Cuevas (2006), propondo o uso de copulas para modelar a distribui¢do multivariada
paramétrica, com a vantagem, segundo ele, desta ser uma abordagem mais flexivel do
que a modelagem de mistura Gaussiana, e também sem o problema da dimensionalidade
encontrado nas abordagens nao-paramétricas.

O presente trabalho de dissertacao de mestrado se propoe a refazer o estudo bivariado
da abordagem nao-normal baseada em fungoes cépula de Verdier (2013), indo mais além
ao considerar o caso totalmente nao-paramétrico. E ainda, explorar em profundidade o
caso trivariado, o que ainda nao foi feito na literatura, segundo o nosso conhecimento.
Para ambas as situacoes, consideramos as abordagens paramétrica e semi-paramétrica
com uso de marginais Kernel, e apresentamos o caso totalmente nao-paramétrico. Assim,
inicialmente comparamos a regiao de tolerancia derivada da modelagem via copulas com a
usual baseada na regra 7 de Hotelling, ambas construidas sob a abordagem de estimacao
de conjunto de niveis de densidade. Em adicao, apresentamos um grafico de controle
inédito, aqui intitulado Grafico de Controle c¢,,, o qual permite a deteccao visual de
mudangas no vetor de médias do processo em contextos multivariados (ou d-variados, com
d > 2), especialmente quando d > 2, pois a tradicional regiao de tolerancia sé contempla
o caso bivariado. Os estudos de simulagdo aqui realizados permitiram a variagao: (i)
da distribuicao original dos dados, em que consideramos os casos paramétrico (cépula
e marginais paramétricas), semi-paramétrico (cépula paramétrica e marginais Kernel) e
nao-paramétrico (cépula ndo-paramétrica); (ii) do grau de associagdo entre as varidveis
(fraca, moderada e forte); (iii) e da magnitude das mudangas ocorridas no vetor de médias
do processo.

A metodologia proposta foi ilustrada com aplicacao a dois conjuntos de dados reais:
um bivariado, referente a qualidade da agua medida através do potencial hidrogenionico
(pH) e quantidade de fostato encontrados; e outro trivariado, relacionado a medigdes da
deflexao, curvatura e resistividade de termostatos bimetalicos de latao e aco. Ambos os
conjuntos de dados estao armazenados e disponiveis no pacote MSQC (Santos-Fernandez,
2012) do software estatistico R.

1.2 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira. No Capitulo 2, é realizada uma
breve revisao metodolégica sobre: o grafico de controle multivariado 72 de Hotelling e
as medidas de avaliacao da performance desse tipo de grafico; a regiao de tolerancia
e o gréfico de controle ¢, (que, no melhor do nosso conhecimento, é inédito na litera-
tura), ambos gerados sob a abordagem de conjunto de niveis de densidade; a teoria de
copulas, que abrange a funcao densidade de cépula, as medidas de dependéncia para as
familias paramétricas mais usuais, a copula nao-paramétrica (que ainda esté sendo difun-
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dida), e os métodos de estimagao. Estudos de simulacdo sao apresentados no Capitulo 3,
considerando-se as abordagens paramétrica, semi-paramétrica e nao-paramétrica, para os
casos bivariado e trivariado. Neste capitulo, iniciamos com um estudo de recuperacgao de
parametros, depois com as regioes de tolerancia para deteccao de mudancas no vetor de
médias do processo, estimadas com base em funcoes cépula, finalizando com a analise da
performance das ferramentas CEP implementadas. O Capitulo 4 trata das aplicacoes das
técnicas apresentadas na dissertacao a dois conjuntos de dados: um nao-normal bivariado
e outro com normalidade trivariada. No Capitulo 5, os principais resultados do trabalho
sao explicitados e propostas para trabalhos futuros sao sugeridas.



METODOLOGIA

Neste capitulo sao apresentados os principais detalhes acerca das diferentes metodologias
empregadas neste trabalho, a saber: o grafico de controle multivariado mais popular e
suas caracteristicas (Se¢@o 2.1); as medidas mais comumente usadas para a avaliagao da
performance de graficos de controle (Segao 2.2); a abordagem baseada em conjuntos de
niveis de densidade para a construcao de regioes de tolerancia, bem como o novo grafico
de controle ¢, (Secao 2.3); os conceitos fundamentais da teoria de copulas, incluindo
as familias paramétricas mais conhecidas e a cépula nao-paramétrica utilizada, além do
método cldssico de estimagao paramétrica IFM (Segao 2.4).

2.1 GRAFICO DE CONTROLE 72 DE HOTELLING

Rotineiramente, supoe-se que exista apenas uma caracteristica da qualidade de interesse
dentro do processo; nestas condigoes, chamamos o processo de univariado. Porém, a
maioria dos cendrios de controle do processo possui diversas variaveis relacionadas entre si.
A aplicacao de gréficos de controle univariados a cada variavel individualmente, apesar de
possivel, nao é a solu¢ao mais eficaz, uma vez que o uso de graficos independentes distorce
o monitoramento simultaneo das variaveis, levando a uma probabilidade de erro tipo I e
a uma probabilidade de um ponto ser plotado corretamente sob controle que nao sejam
iguais aos seus niveis anunciados para os graficos de controle individuais (Montgomery,
2016). Frisen (2011) faz um alerta: “As avaliacoes de graficos de controle multivariados
sao consideravelmente mais complexas do que os univariados. No entanto, o esforgo para
especificar o problema é recompensador. Medidas simples podem ser enganosas.”.

Por essa razao, faz-se necessario o uso de métodos multivariados que considerem as
variaveis do processo conjuntamente. O procedimento mais famoso para o monitora-
mento e controle de processos multivariados, mais especificamente, do vetor de médias
do processo, é o grafico T? de Hotelling. Trata-se de uma extensdo direta do grafico X
de Shewhart (1931), desenvolvida por Hotelling (1947). Similar ao grafico univariado, o
T? de Hotelling parte do pressuposto de que as varidveis seguem uma distribuicao nor-
mal multivariada e os dados sao nao-correlacionados. Vale lembrar que, para evitar o
problema da nao-normalidade, considerar subgrupos ou amostras de tamanho n > 3 ja é
suficiente para garantir robustez em relacdo a hipétese de normalidade do gréafico X, uma

7
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vez que o Teorema Central do Limite serd devidamente aplicado (Korzenowski e Wer-
ner, 2012). Sendo assim, nos concentraremos exclusivamente em subgrupos de tamanho
unitario (isto é, n = 1), como segue.

Considere m amostras de tamanho n = 1 para d caracteristicas de qualidade, em
que a distribuicao de probabilidade conjunta dessas caracteristicas é normal d-variada.
Sejam ainda p e X, o vetor de médias das caracteristicas de qualidade sob controle e a
matriz de covariancias, respectivamente. Na pratica, é muitas vezes necessario estimar
tais parametros por meio de X e S, admitindo que o processo em questdo esteja sob
controle.

Nestas circunstancias, a estatistica de teste do grafico 72 de Hotelling é dada por
(Montgomery, 2016):

" =(X-X)S'(X - X).

O LSC na fase I é dado por:

(m —1)*

LSC = B..a

m—d—1,
27 2

em que Ba;d/2,(m—-d—1y/2 ¢ 0 a-ésimo quantil da distribuicdo Beta com parametros d/2 e
(m—d—1)/2.
Na fase II, o LSC é calculado como:

dm+1)(m —1)

LSC =

a;d,m—d»

m?2 — md

sendo Fy. 4m—a 0 a-ésimo quantil da distribuicao F de Snedecor com d graus de liberdade
no numerador e m — d graus de liberdade no denominador.
Por sua vez, o LIC, em ambos os casos, serd sempre igual a zero.

Segundo Montgomery (2016), o vetor de médias do processo pode ser estimado através
de:

— L —m
Xy 7 2= K1
X5 =3 X
J— -1 21
X = _ = | ™" 7 (2.1)
_ | <—m
X m Zi:l Xai
em que Xy; corresponde a i-ésima observagao da k-ésima variavel, com k = 1,2,... d.

Os autores destacam ainda a necessidade do uso de estimadores mais sofisticados para a
matriz de covariancias no caso de observagoes individuais. Um possivel estimador pode
ser obtido pela combinacao das observacoes disponiveis:

Sy = —— Z(X - X)(X -X). (2.2)

Holmes e Mergen (1993) também apresentam outro estimador, o qual considera a
diferenga entre pares consecutivos, ou seja, v; = X;11 — X;, para i = 1,2,...,m — 1.
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Essas diferencas sao organizadas em uma matriz:

v}
O
vl
Por fim,
1 V'V
SQ = §m (23)

O gréfico T? de Hotelling é um grafico do tipo Shewhart, logo, usa informacao ex-
clusivamente da amostra corrente e, portanto, é relativamente insensivel a pequenas e
moderadas mudangas no vetor de médias do processo (Montgomery, 2016). Como alter-
nativas, sao indicados os graficos MCUSUM (Crosier, 1988) e MEWMA (Lowry et al.,
1992). Conhecidos como graficos de controle ponderados pelo tempo (ou ainda, graficos
de controle “com memdria”), eles sdo mais eficazes do que o gréafico T? de Hotelling para
detectar pequenas mudangas no vetor de médias. Existem ainda algumas abordagens
mais recentes, como os graficos de controle Bayesianos propostos por Wang (2012), os
graficos de controle baseados em redes neurais apresentados por Psarakis (2011), e os
graficos de controle nao-paramétricos introduzidos por Boone (2010).

2.2 AVALIACAO DA PERFORMANCE DE GRAFICOS DE CONTROLE

Nos processos de producao, o desempenho do grafico de controle é geralmente medido em
termos do nimero de amostras até que um sinal seja observado (Lee Ho et al., 2018). Em
outras palavras, é o nimero esperado de observagoes provenientes da nova distribuicao
(pés-mudanga), e registradas antes que a alteracao seja detectada (Baillo e Cuevas, 2006).

A métrica mais utilizada para essa anélise é a Average Run Length (ARL), também co-
nhecida em portugués como Comprimento Médio da Sequéncia (CMS), ou ainda, Numero
Médio de Amostras (NMA), dentre outras denominagdes. De acordo com suas carac-
teristicas, podemos dizer que o comprimento da sequéncia (ou corrida) segue uma distri-
buicao geométrica e, se as observagoes do processo forem independentes, o ARL pode ser
calculado como:

ARL = 1,
p

em que p é a probabilidade de que qualquer ponto ultrapasse os limites de controle (Mont-
gomery, 2016). Quando o processo estd sob controle, dizemos que p serd a probabilidade
de ocorréncia do erro tipo I, isto é, a probabilidade de que qualquer ponto ultrapasse os
limites quando o processo esté sob controle (p = ). Por exemplo, para o gréafico X com
limites trés sigmas, p = a = 0,0027, e o ARL serd igual a 1/0,0027 & 370. Neste traba-
lTho (mais precisamente, no Capitulo 3), adotamos o = 0,05, logo o ARLy nominal (sob
controle) serda ARLy = 20. Ou seja, mesmo que o processo esteja sob controle, um alarme
falso sera dado, em média, a cada 20 amostras. Caso o processo esteja fora de controle,
p=1— 0 (em que (3 é a probabilidade de nao se detectar um deslocamento no vetor de
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médias do processo na primeira amostra subsequente) e denotaremos ARL;, interpretado
como o numero esperado de amostras necessarias para se detectar um deslocamento real
na distribuicao.

Montgomery (2016) chama a atengdo para o uso do ARL para descrever o desem-
penho dos graficos de controle, visto que a distribuicao do comprimento da sequéncia é
geométrica, o que faz com que seu desvio-padrao seja muito grande, além de ser uma dis-
tribuigao bastante assimétrica. A fim de minimizar esses impactos, Lee Ho et al. (2018)
sugeriram o uso também do Desvio-Padrao do Comprimento da Sequéncia (SDRL, do
inglés Standard Deviation of the Run Length):

1—p

SDRL = /=

Y

bem como do Comprimento Mediano da Sequéncia (MRL, do inglés Median Run Length):
MRL = log(0,5)/ log(1 — p).

Quando o processo esta sob controle, é esperado que o ARLg esteja proximo do seu
valor nominal. E quando o processo esta fora de controle, valores pequenos do ARL; sao
preferiveis (Lee Ho et al., 2018).

2.3 REGIAO DE TOLERANCIA

De acordo com Baillo e Cuevas (2006), detectar uma mudanca na distribuigao de vetores
aleatorios independentes observados sequencialmente, é um grande desafio do CEP, espe-
cialmente quando a distribuicao multivariada do vetor, antes da mudanca, é nao-normal.
A fim de contornar este problema, os autores utilizaram regioes de tolerancia como ferra-
menta de deteccao, as quais sao definidas em termos de conjuntos de niveis de densidade,
que, por sua vez, sao estimados de forma plug-in. Tal abordagem foi empregada anterior-
mente para o caso Gaussiano em Fuchs e Kenett (1998), e ndo-paramétrico em Baillo et
al. (2001). Ja Polansky (2001) usou essa ideia para avaliar a capacidade de um processo
de manufatura.

Baillo e Cuevas (2006) compararam, por meio de um estudo de simulagao, baseados
na abordagem proposta, um estimador de densidade paramétrica (mistura Gaussiana) e
um estimador nao-paramétrico (Kernel). Cadre et al. (2013) revelaram a importancia
dessa abordagem: “conjuntos de niveis de densidade sao usados em diversas areas ci-
entificas, incluindo estatistica e aprendizado de méaquina, imagens médicas, visao com-
putacional ou sensoriamento remoto, e com aplicagoes para classificacao/agrupamento
nao-supervisionado, reconhecimento de padroes, anomalias ou deteccao de novidades,
por exemplo”. Verdier (2013) construiu uma regiao de tolerancia obtida a partir de uma
estimativa do nivel de densidade, baseada na abordagem plug-in, em que a densidade
¢ estimada usando modelagem de copulas, alegando que a mesma tem a vantagem de
ser mais flexivel do que uma modelagem de mistura Gaussiana, e evita o problema de
dimensionalidade encontrado com abordagens nao-paramétricas.

Seja X = (X1,...,Xy) um vetor aleatério de R? com funcoes de distribucao acu-
mulada (fda) continuas Fj(.), 7 = 1,2,...,d. Seja ainda h a densidade de X. Nosso
objetivo é decidir se uma nova observacao, X, x, k > 1, foi gerada de h. Essa decisao
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serd baseada numa amostra aleatéria preliminar de h, ou seja, a partir de um conjunto
de observagoes X1, ..., X, independentes e identicamente distribuidas (iid) extraidas de
h em um periodo de monitoramento sob controle. Em seguida, a regiao de tolerancia é
definida. Se X, ficar fora da regiao de tolerancia, entao o processo é declarado como
fora de controle.

2.3.1 Conjunto de Niveis de Densidade

Consideremos um método baseado na estimativa de conjunto de niveis, com probabilidade
1 — « pré-especificada, da densidade h. Na regido de tolerancia {h > c}, usualmente
necessitamos estimar h, o que pode ser feito a partir do estimador plug-in h,,. Logo, um
alarme “fora de controle” sera disparado sempre que X, x ¢ {h, > ¢,}, ou seja, um
alarme falso ocorrerd com probabilidade «, em que ¢, é dado por (Verdier, 2013):

/ hp(x)dr =1-— a,
{hnzcn}

ou seja, ¢, é o a-ésimo quantil de h,. Na pratica, Baillo e Cuevas (2006) sugeri-
ram que o nivel ¢, seja estimado via procedimento de Monte Carlo, tal como geramos
uma amostra auxiliar X7,..., X de h,; assim, ¢, serd dado pelo a-ésimo percentil de
hn(X7),. .., hy(X5). Os autores provaram ainda que, sob certas condigdes, a probabili-
dade de alarme falso com este procedimento converge para « a medida que n tende ao
infinito. Para maiores detalhes, ver Baillo e Cuevas (2006), Cadre et al. (2013) e Verdier
(2013).

Neste trabalho, utilizamos funcgoes cépula para estimar h, nos casos paramétricos e
semi-paramétrico, e estimadores Kernel para o caso nao-paramétrico.

2.3.2 Grafico de Controle ¢,

Para finalizar esta secao, propomos um novo grafico de controle com o objetivo de de-
tectar, de maneira visual, mudancas ocorridas no vetor de médias do processo para casos
multivariados (d > 2), especialmente em grandes dimensées (quando d > 2), uma vez
que a regiao de tolerancia aqui apresentada sé contempla o caso bivariado.

O grafico proposto é obtido sob a 6tica de conjunto de niveis de densidade, em que,
na fase I, estima-se o valor de ¢,, adotando determinado nivel de significancia «, conforme
apresentado na Secao 2.3.1. O grafico ou carta de controle é entao construido apenas com
um limite inferior (LIC = ¢,), e o valor da densidade (calculada com base no modelo de
copula estimado) h; = fi(z;,y;) de cada observagao (x;,v;), ¢ = 1,...,n, é plotada. Na
fase II, as densidades das novas observacoes sao monitoradas com base no ¢, encontrado
na fase I. Caso hy < c,, para algum £ =n+ 1, ..., um alarme ¢é gerado e sua causa deve
ser investigada. A performance do grafico proposto sera discutida brevemente nas Secoes
4.1 e 4.2, com base nas aplicacoes bivariada e trivariada, respectivamente.
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2.4 TEORIA DE COPULAS

Usualmente, é de interesse conhecer a funcao de distribui¢do conjunta de duas ou mais
variaveis aleatorias. Naturalmente, é mais facil de se obter as fungoes de distribuicao
marginais das varidveis em questao. Como alternativa, abordaremos o uso de funcoes
copula para modelar a funcao de distribuicao conjunta de variaves aleatérias.

Segundo Nelsen (2006), as copulas sao fungoes que unem fungoes de distribuicao multi-
variadas a suas funcoes de distribui¢cao marginais unidimensionais. Ou alternativamente,
sao funcoes de distribuicao multivariadas cujas marginais unidimensionais sao uniformes
padrao, isto é, Uniforme(0,1). Além disso, Fisher (1997) diz que as cépulas interessam
aos estatisticos por serem uma forma de estudo de medidas de dependéncia livres de
escala, e também por servirem como ponto de partida para a construcao de familias de
distribuicoes multivariadas.

Uma cépula C' é uma funcio de distribui¢do d-dimensional C: [0,1]¢ — [0,1], de
modo que suas marginais univariadas tenham distribui¢ao uniforme no intervalo [0, 1],
i.e. U; ~ Uniforme(0,1), para j =1,2,...,d.

Assim, uma cépula bivariada é uma fungao de distribuicao bivariada C, como segue:
C(ur,ug) = P(Uy <uq, Uy <wg).

Enquanto que, num contexto trivariado (d = 3), podemos escrever uma cépula como
sendo:

Cuy, ug,uz) = P(Uy < uy, Uy < ug,Us < ug).

Neste caso, as variaveis Uy, Uy, Us ~ Uniforme(0, 1) sdo originadas por uma transformagao
especial, chamada de transformacao integral de probabilidade, segundo a qual U; =

F;(Y;), em que Fj representa a fda da varidvel aleatéria Yj, j = 1,2, 3.

O Teorema de Sklar (1959) complementa: seja H (x1, s, ...,Tq) uma funcao de dis-
tribuicdo multivariada com distribui¢oes marginais Fi (z1), Fy (x2),..., Fy(xq). Se estas
forem todas continuas, entao existe uma unica cépula C' : [0, 1]d — [0, 1], tal que:

H(xl,xg,...,xd) :C(Fl ($1)7F2($2)7"'7Fd($d))7

para todo (1, Ty, ..., x4) € (—00,00)%. Tomando Fj (z;) = u;, com u; € [0,1], obtemos
T = Fj_1 (uj), j=1,2,...,d. E, os substituindo em (2.4), obtemos a cépula:

C (uryuz, . uq) = H(FT () By (uz) oo i (ua)),

para todo (uy,us, . .., uq) € [0,1]%
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2.4.1 Funcao Densidade de Cépula

Podemos calcular a densidade de uma cépula c(uq, us, . .., uy) da seguinte maneira:
5d
. =—— —(C e
C<u17 Uz ) Ud) 5U15U2 o 5ud (uly Uz, ,Ud)
54 _
H(FT (w), Fy ' (u2), - Fy ' (ug)) (2.4)

- ouiduy . .. 0ug
h(FT (), Fy '(ug), -, Fy ' (ua))

1, f(F ()

Caso a densidade da cépula c e as densidades marginais f;(.) sejam conhecidas, entao
podemos calcular Fy(xy), Fo(xs),. .., Fy(xy). Assim,

Wiy, @y ..., xq) = c(Fi(21), Fa(xs), . .., Fa(xq)) Hfj(xj).

2.4.2 Maedidas de Associacao

Quando se deseja estudar o grau de associacao entre variaveis aleatorias, é comum utilizar
o coeficiente de correlacao de Pearson. Este, também é o parametro que mede o grau de
dependéncia entre as distribui¢oes marginais quando usamos as copulas elipticas Gaussi-
ana (ou normal) e t-Student. Em contrapartida, Trivedi e Zimmer (2005) lembram que
o coeficiente de correlagao de Pearson nao pode ser utilizado para mensurar dependéncia
de funcoes nao-lineares.

As medidas de associagao entre variaveis aleatorias X7, X, ..., Xy, denominadas 7 de
Kendall e p de Spearman, podem ser representadas por meio de cépulas e, além disso,
dependem apenas da copula de X, Xo,..., X3 Ou seja, sao medidas invariantes em
escala, logo, seus valores nao se alteram sob transformagoes estritamente crescentes de
X1, Xs, ..., Xy Portanto, elas sao preferiveis em relagao ao coeficiente de correlagao de
Pearson. Neste trabalho, adotaremos o 7 de Kendall como medida de dependéncia entre
as variaveis do processo.

O 7 de Kendall pode ser calculado a partir da funcao de distribuicao da cépula como
segue:

1 d
Td:ﬁ<2 /"'/[(]’l]dc(ul,u2,"' s ua) dC' (ur, ug, - - - 7Ud)—1)7

com uy, U, - . ., uq € [0,1].
Assim, na versao bivariada, o 7 de Kendal pode ser resumido em:

1 1
Ty = 4/ / C'(uy, ug)c(uy, ug)duydug — 1.
0o Jo

E na versao trivariada:

1 1 1
1

7'3:§///C(ul,uz,ug)c(ul,U2,U3)du1du2du3__' (2:5)
3Jo Jo Jo 3
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2.4.3 Familias Paramétricas de Cépulas

E de suma importancia selecionar uma copula adequada para modelar a estrutura de
dependéncia entre as variaveis do processo, sendo que as familias paramétricas de cépulas
mais comumente utilizadas na literatura sao as Arquimedianas e as elipticas.

2.4.3.1 Cébpulas Arquimedianas

Seja ¢ uma fungao denominada funcao geradora da céopula C'. Dizemos que C' pertence
a familia Arquimediana se:

Cluy, ug, ..., uq) = ¢ (go_l(ul) + o Hug) + ...+ gp_l(ud)) ,

para (uy, s, ...,uq) € [0,1]%, e a classe de funcoes continuas, positivas e convexas
¢ : [0,1] — [0, 0], tais que ¢(0) = 1.
As cépulas Arquimedianas mais empregadas sao:

e Coépula de Clayton (Joe, 2014):

Clug,ug, . yug;0) = [uy? +u® + .o+ ug® — (d—1)] 7 (2.6)

com fungao geradora ¢(t) = (t7% — 1), em que 0 € [—1,00)\{0}.
O 7 de Kendall da cépula de Clayton (2.6) é dado por (Genest et al. 2011):

d—1
K= —”ﬂl(;%) '
— Caso Bivariado:
Clur,uzi 0) = [’ +uy” = 1]70, (27)
com relagao entre o 7 de Kendall e seu parametro 6 dada por: 8 = 12_%
— Caso Trivariado:
C(uy, ug, us; ) = [ufe%—uz_e—l—uge—Q]_%. (2.8)

Ap6s alguns cédlculos, Ferreira e Louzada (2019) encontraram que a relacgao
entre o 7 de Kendall e o parametro 6, para o caso trivariado, é similar ao caso
bivariado, isto é, § = 27

1-73°
e Cépula de Frank (Joe, 2014):

1 Hc.l: (1-— 679”7')
Cluy,ug, ..., ug;0) = —Elog (1 - (]11_ e=0)d-1 )

cuja fungao geradora é ¢(t) = —log (%» com ¢ € (—o0,00)\{0}.
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— Caso Bivariado:

1 (e7fur —1)(e 2 — 1)
C(uq,uz;0) :—Elog (1+ e :
com relacao entre o 7 de Kendall e o parametro # dada por: Dl(z)fl = 17772,

em que D;(0) = %foe ﬁdt ¢ a fungao Debye do 1° tipo.

— Caso Trivariado:

1 —Ouy __ 1 —Oug 1 —Ous _ 1
C(ur, ug, uz; 0) = —glog (1 + (e )(e )(e )) |

(7= 1p

O 7 de Kendall ndo possui forma fechada e seu célculo numérico (aproximado)
pode ser feito mediante o uso da expressao geral de 73 (2.5) e a aplicacao da
funcao adaptintegrate(.) do pacote cubature do R.

e Cépula de Gumbel (Joe, 2014):

1
d 0

C(uy,ug, ..., uqg;6) =expg — [Z(—loguj)‘g] ,

j=1
com funcao geradora dada por ¢(t) = exp{—t7}, com 6 € [1,0).
— Caso Bivariado:
0 0%
C'(uy,ug;0) = exp {— [(—logul) + (—logus) } 0 } ,

sendo a relagao entre o 7 de Kendall e o parametro 6 dessa copula, dada por
=1

1—m2°

— Caso Trivariado:
1
C(u1, ug,us; ) = exp {— [(— loguy)’ + (—logug)’ + (— 10gu3)0} 0} :

Novamente, o 7 de Kendall nao possui forma fechada e seu cédlculo numérico pode
ser feito usando a expressao geral de 73 e a fungdo adaptintegrate(.) do pacote
cubature do software R.

2.4.3.2 Cébpulas Elipticas
Originarias de distribuicoes elipticas multivariadas, as cépulas elipticas mais famosas sao
a Gaussiana (ou normal) e a t-Student (ou simplesmente, cépula t).

Uma coépula eliptica é obtida através da expressao:

C (uy,ug, ..., ug; X) = Hy (Hil (uy), H ' (ug), ..., H? (ud);Z), (2.9)
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em que: H~!(.) representa a fungao quantil da distribuigao univariada subjacente; Hy (.; %)

¢ a fda conjunta da distribuicao multivariada subjacente, a qual geralmente po
de parametros de locacao 0y.4 € matriz de correlagao Yg.4.
Para os casos trivariados que iremos estudar, utilizaremos as estruturas de

ssui vetor

dispersao

(isto é, matrizes de correlacdo Y) mais conhecidas, a saber: permutével (ex), autore-
gressiva de ordem 1 (arl), Toeplitz (Toep) e nao-estruturada (un), que apresentam as

respectivas estruturas:

L pop L p1 pi L p1 p2 L p ope
pro1opr | pe1opr | pr 1 p e pp 1 ps |, (210
piopo 1 i opmo 1 p2 pr 1 p2 ps 1

com p; € [-1,1], j =1,2,3.
e Cépula Gaussiana:

C(U17u27 ey Udy Z) - (I)d (q)—l (U’l)?q)_l (UQ) ). '7CI)_1 (ud)’z) s

em que ®71(.) é a fungao quantil da distribuicio Normal(0, 1) e ®4(.; X) representa

a fda conjunta da distribuicao normal d-variada com vetor de médias O e
correlagao (ou de covariancias) ¥. De acordo com Genest et al. (2011),
para o calculo do 7 de Kendall é dada por:

Td —

d 1
sendo U um vetor aleatério d-variado distribuido uniformemente.

— Caso Bivariado:

& Hur) o (u2)
C(uq, us; p) :/ / Ga,p(t1, t2)dt 1 dts,

matriz de
a formula

em que ¢ ,(.) é a densidade da distribui¢do normal bivariada com vetor de

p

J, com p € [—1,1].

médias (0,0)" e matriz de correlacao E

A relagao entre o 7 de Kendall e o coeficiente de correlacao p é dada por:

p = sin (%7—2).

— Caso Trivariado:

o H(ur) @ M(uz) 2 '(us)
Cl(ur, ug, ug; X) :/ / / P35 (t1, o, t3)dtidtadts,

em que ¢3x(.) denota a densidade da distribui¢do normal trivariada com vetor
de médias (0,0,0)/ e matriz de correlacao X tal como as apresentadas em
(2.10).

A relagao entre o tau de Kendall (7) e os coeficientes de correlagao p =
(p12, P13, pa3)’, com pi; = Corr (X;, X;), segundo Genest et al. (2011), pode

ser dada da seguinte maneira: 73 = = [arcsin(p12) + arcsin(pi3) + arcsin(pos)].
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e Cébpula t:
C(ur,ug,...,ug; 2, v) =Ty, (TI_V1 (uy) ,leyl (ug), ... ,Tfyl (uq) ; Z) ,

em que 77, (.) e Ty,(.) sdo, respectivamente, a fun¢ao quantil da distribui¢do t-
Student com graus de liberdade v > 0, e a fda d-variada da distribuicao t-Student
com graus de liberdade v > 0 e matriz de covariancias Y tal como as apresentadas
em (2.10).

Segundo Genest et al. (2011), o célculo do 7 de Kendall para a cépula t é feito de
maneira analoga ao da cépula Gaussiana.

— Caso Bivariado:
C(ula Uz; P, y) = T2,1/ (Tltzjl (u1)> Tir}(u2>a p) :

Observe que v controla o peso nas caudas, isto é, quanto menor v mais pesadas
sao as caudas. Uma copula Gaussiana bivariada com coeficiente de correlagao
p pode entao ser considerada como o caso limite de uma coépula t bivariada

A . 2 . ‘
com o mesmo parametro p, quando v — oco. Ademais, 7, = = arcsin (p), que ¢
o mesmo resultado observado para a cépula Gaussiana bivariada.

— Caso Trivariado:
Clua, ug, ug; B, v) = Ty (11 (1), Th ) (u2), Tr ) (us); )
cujo 7 de Kendall é idéntico ao da cépula Gaussiana trivariada.

2.4.4 Cépula Nao-Paramétrica

Apesar da grande variedade de familias de cépulas paramétricas, Nagler (2018) afirma
que elas nao téem flexibilidade e ainda correm o risco da mé especificagao. Para tanto, ele
sugere o uso dos estimadores de densidade bivariada Kernel, que sao populares na analise
exploratéria de dados e largamente utilizados em diversas areas.

Seja uma cépula bivariada C'. Entao, sua respectiva densidade bivariada, baseada no
estimador de Kernel usual, serd dada por:

. RS
Calur, up) = — > Ky, (ur = Uy K, (g — Uyy), (2.11)
=1

com (uy,usz) € [0,1]% e Kp(.) = K(./b)/b. A fungao do Kernel K(.) é tipicamente assumida
como uma fdp simétrica e limitada em R?. O parametro b;, é conhecido como parametro
de suavizacao ou largura de banda (em inglés, bandwidth), tal que b;, >0, j =1,2.
Nagler (2018) alerta para o problema trazido pelo estimador Kernel em questao: uma
consideravel massa de probabilidade fora do quadrado unitario, fazendo com que ¢, nao
seja uma fdp em [0,1]>. Trés abordagens foram entao propostas a fim de solucionar
o problema acima descrito: o método de reflexao de espelho, proposto por Gijbels e
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Mielniczuk (1990); o método beta kernel e o método da transformacgao, ambos propostos
por Charpentier et al. (2006). Este dltimo sugere transformar os dados para que tenham
suporte em todo o R? (ao invés do quadrado unitdrio). Essa transformacao resulta em
uma fungao densidade de cépula tal como a apresentada em (2.4). Apds o dominio ter
sido transformado, aplicam-se as técnicas padroes do Kernel para estimar a densidade,
depois realiza-se uma transformacao reversa adequada para produzir uma estimativa da
densidade da copula. Considerando o estimador Kernel para as fungoes de distribuicao
marginais, a densidade da cépula nao-paramétrica bivariada sera dada por:

1
nfy (F7H(u1))

én(uh UQ) -

1a(F5 () iilem (Fy () = Fy Y (Un)) Ky, (Fy Hug) — Fy ' (Us)) -

Segundo Charpentier et al. (2006), essa abordagem pode ser estendida considerando-
se diferentes transformacoes Fy e Fy, diferentes kernels K; e K5, ou diferentes larguras
de banda by, e by,, para as duas variaveis aleatorias em questao.

E comum usar para a transformacao, o inverso da fda normal padrao, uma vez que esti-
madores Kernel tendem a apresentar bons resultados para varidveis aleatorias Gaussianas
(Nagler, 2018). Sob esta dtica, a fungao densidade bivariada da cépula ndo-paramétrica
¢ dada por:

é(T)(ul’UQ) _ fn (Cbil(ulx (I)il(UQ)) ’ (2'12)

" 5@ 1()) 6 (0 (w))
em que ¢(.) é a fdp da distribui¢d normal padrao. Este procedimento é ilustrado na Figura
2.1, extraida de Nagler (2018), em que o painel esquerdo mostra os dados originais da
densidade de cépula; ao lado dele, vemos os dados transformados depois que a inversa da
fda da normal padrao foi aplicada; o terceiro grafico mostra uma estimativa Kernel da
densidade para os dados transformados; e finalmente, o quarto e tltimo grafico exibe a
correspondente estimativa Kernel da densidade de cépula.

v
op o oA 0F 0F 10

T T \. T T T
00 02 04 08 08 10
u

(a) (b) () (d)

T T T T T T
-3 -2 41 0 1 2 3
x

Figura 2.1 Tlustragao do método da transformacao: (a) amostra da cépula; (b) amostra trans-
formada; (c) estimativa Kernel da densidade para a amostra transformada; (d) estimativa Kernel
da densidade de cépula. Fonte: Nagler (2018).

Para a obtencao de fn, podemos usar as seguintes transformacoes disponiveis no
pacote kdecopula (Nagler, 2018) do software R:
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e Transformacao Classica: proposta por Charpentier et al. (2006), e ja apresen-
tada/discutida anteriormente;

e Transformacao de Verossimilhanga Local (TLL, do inglés Transforma-
tion Local Likelihood): proposta por Geenens et al. (2017), ela apresenta algu-
mas possiveis variacoes para a aproximacao logaritmica da densidade, como:

— Linear;
— Polinomial quadratica;

— Linear com larguras de banda mais préximas em vez de fixas;

Polinomial quadrética com larguras de banda mais préximas em vez de fixas.

Tais métodos usam uma matriz de larguras de banda proporcional a raiz quadrada da
matriz de covariancias empirica, justificando a escolha dessas transformacoes com base
em uma afirmagao de Nagler (2018), que diz que, geralmente, essa é uma boa escolha
porque “estica” os Kernels de maneira semelhante a forma dos dados. Para maiores de-
talhes acerca de tais procedimentos, recomendamos a leitura dos artigos originais citados
anteriormente.

2.4.5 Estimacao dos Parametros

Existem algumas situacoes em que a estimacao dos parametros é feita de forma simples
e direta, visto que seus estimadores sao funcoes da medida de dependéncia. No nosso
caso, o 7 de Kendall. Entretanto, para algumas cépulas mais complexas, multivariadas,
sao necessarios outros métodos de estimagao paramétrica.

2.4.5.1 Caso Paramétrico

E comum utilizar o método de maxima verossimilhanca (MV) para estimar o vetor de
parametros das distribuicdes marginais e da cépula em estudo. Seja X; = (X1, ..., Xi)',
¢t =1,...,n, observacoes independentes de uma distribuicao d-variada. Suponha que as
marginais tenham fda Fj e fdp f;, 7 =1,...,d, e a cépula de densidade c seja empregada
para modelar a estrutura de dependéncia delas. Seja 3; o vetor de parametros da marginal
j, 3 =1,...,d, e a o vetor de parametros da cépula. Entao, o vetor a ser estimado sera

= (BY,...,8,,a’). A fungao de verossimilhanca, segundo Yan (2007), é dada por:

n

LO) = [[c(Fi(Xi; BY), -, Fal Xia: By); HH (X3 B))- (2.13)

i=1 Py

Aplicando o logaritmo na fungao de verossimilhanga, obtemos:

() =log(L(6)) = Y _log e (Fi(Xit; B1), -, Ful Xia; B); e 303 ok (X ).

=1 j=1

(2.14)
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O estimador de MV de 0 ¢é entao dado por:

O\ry = argmax ((0),
0cod

em que O é o espaco paramétrico de dimensdo d. A estimacdo via método de MV
consiste em obter os valores do vetor 8 que maximizam a funcao de verossimilhanga (2.13).
Para tanto, basta tomar o logaritmo da funcao de verossimilhanca, ou simplesmente,
log-verossimilhanca, dada em (2.14), derivé-la em relagdo a cada um dos parametros e,
por fim, igualar o resultado a zero. Em geral, esses estimadores de MV nao possuem
expressoes com forma fechada, o que requer o uso de métodos numéricos para a obtencao
de suas estimativas. No software R, é possivel estimar os parametros sob o método
de MV mediante o uso das fungoes fitCopula(.) e fitMvde(.) do pacote copula criado
por Yan (2007). Ambas as fungdes estao conectadas a fungao optim(.). Contudo, este
procedimento resulta na estimagao de todos os parametros simultaneamente, exigindo,
portanto, um alto esforco computacional.

Um novo método de estimacao de modelos baseados em cépulas, denominado método
da inferéncia para as marginais (IFM, do inglés Inference Function for Margins), foi
proposto por Joe e Xu (1996). Nele, a estimacao dos parametros é feita em duas etapas:
na primeira etapa, estima-se os parametros das distribui¢oes marginais (por exemplo, via
método da MV para os casos totalmente paramétricos; e via abordagem de Kernel para
0s casos semi-paramétricos); e, na segunda etapa, estima-se o vetor de parametros da
copula por meio de uma pseudo-verossimilhanca. Tal método também é conhecido como
método da estimacao em dois estagios, no contexto de sobrevivéncia e confiabilidade, isto
é, para dados com censura (Shih e Louis, 1995). Yan (2007) nos alerta que, a medida
que a dimensao d fica maior, o niimero de parametros aumenta por consequéncia e o
problema de otimizacao fica mais dificil, evidenciando entao o ganho computacional com
o uso do método IFM, pois cada tarefa de maximizacao envolve um nimero pequeno de
parametros por vez. Anjos et al. (2004) diz ainda que o método IFM é mais eficiente
quando comparado com o de MV exata.

Quando cada distribuicao marginal tem seus proprios parametros, a primeira estapa
consiste na estimacgao via MV para cada uma delas:

Bj = argr%aXZIngj(Xij;ﬁj), j=1,...,d.

i=1

Em seguida, dados 3,,...,8,, estima-se o parametro de associagao o da cépula, por meio
da pseudo-log-verossimilhanca:

O = arg moz}xz logc <F1(Xi1; B, Fa(Xia: By); a> .

i=1

O emprego do termo pseudo, neste caso, decorre do uso de Bj, ao invés do verdadeiro
Bj, j =1,...,d. Neste trabalho, para a estimagao dos parametros, aplicamos o método
IFM para os modelos paramétricos. Empregamos a fungao optim(.) na obtencao de
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estimativas via método de MV das distribuigbes marginais paramétricas (com uso do
método de otimizagdo numérica de quasi-Newton “L-BFGS-B”), e a funcao fitCopula(.)
para estimar o parametro (ou parametros) da cépula.

2.4.5.2 Caso Semi-Paramétrico

Muitos procedimentos semi-paramétricos podem ser encontrados na literatura, como
por exemplo, nos trabalhos de Clayton (1978), Clayton e Cuzick (1985), Genest et al.
(1995) e Oakes (1994), dentre outros. Joe (2014) explica que a inferéncia semi-paramétrica
para modelos baseados em copulas, pode ser feita usando marginais nao-paramétricas de
maneira que:

a = argmnglogc (Fl(Xﬂ), . ,Fd(Xid); oz) , (2.15)
i=1

em que ele sugere o uso de funcdes de distribuicao empiricas Fj(x) = n~ [0, [(X;; <
x)— %], 7 =1,...,d. Em suma, tais procedimentos se resumem em estimar as fun(;oes de
distribuicao marginais usando alguma técnica nao-paramétrica e, posteriomente, conside-
rar uma familia de copula paramétrica e estimar seus parametros conforme sugerido em
(2.15). No presente trabalho, optamos pelo uso de suavizadores tipo Kernel para estimar
as fdp’s das distribuicoes marginais fJ e, entao, calcular F = [ f] z;)dx;. Seguindo

Verdier (2013), o estimador Kernel nao-paramétrico de f] sera:

A N 1 i x—XZ] -
fj(x)—%;K(T>, ji=1,...,d (2.16)

em que K(.) é uma funcao Kernel e b é a largura de banda ou constante de suavizagao
(bandwidth). Para o célculo da densidade, acumulada, quantis e geragdo de nimeros
pseudo-aleatorios com base na distribuicao de Kernel univariada, empregamos, respec-
tivamente, as fungoes dkernel(.), pkernel(.), qkernel(.) e rkernel(.) do pacote spatstat,
criado por Baddeley e Turner (2005), e que tem como base a fungao density(.). Esses
autores definem o Kernel padronizado quando b = 1 e, portanto, a largura de banda b
serda o desvio-padrao do Kernel. Neste trabalho, adotamos o Kernel padronizado com

média 1 = 0 e desvio-paddo 0 = b = 1, e variamos as seguintes fun¢oes Kernel (Zucchini,
2003):

e Retangular ou Uniforme: K(u) =1, para |u| < 1;

e Triangular: K(u) =1 — |u|, para |u| < 1;

1 ,—u?/2.
27r8 ’

Normal ou Gaussiano: K(u) =

Biweight ou Quadratico: K(u) = 32(1 —u?)?, para |u| < 1;

3(1_1 u2
Epanechnikov ou Parabdlico: K (u) = 4(1—\/5), para |u| < v/5.
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2.4.5.3 Caso Nao-Paramétrico

A funcao kdecop(.) do pacote kdecopula, criado por Nagler (2018), apresenta os re-
sultados da estimacao para os métodos de transformacao descritos na Secao 2.4.4. O
método pode ser especificado por meio do argumento method, a exemplo: kdecop(...,
method=“T"). A sele¢ao da largura de banda b ¢é feita de forma automatica (apesar da
possibilidade do usuario definir a largura de banda manualmente por meio do argumento
bw, que Nagler (2018) nao recomenda), conforme o método de transformacao utilizado,
conforme mostramos a seguir.

e Transformagao Classica (method=“T”): permite uma matriz de larguras de
banda, definida pela regra de referéncia normal no dominio transformado (Nagler,
2014), tal que:

B=n! 621Z/2

em que 3z é a matriz de covariancias empirica de ®~1(Uy;) e &~ 1(Uy), i = 1,...,n.
e Transformacgao de Verossimilhanca Linear Local (method=“TLL1");

e Transformacao de Verossimilhancga Polinomial Quadratica Local (method=“TLL2"):
para ambos os casos TLL1 e TLL2, em que a matriz de larguras de banda ¢ fixa,
esta serd definida pela regra geral:

B =3n" UL = 1+ |g/2),

em que ¢ é o grau do polindmio, |.| denota a fungao piso (ou floor), e Y7 é a matriz
de covariancias empirica de ®~1(Uy;) e @ 1(Uy), i = 1,...,n. Tal regra garante
que a matriz de larguras de banda desapareca na taxa ideal de quadrado médio.

e Transformacao de Verossimilhanga Linear Local com larguras de bandas
mais préximas em vez de fixas (method=“TLLInn", em que nn vem do inglés
nearest-neighbor);

e Transformacao de Verossimilhanga Polinomial Quadratica Local com lar-
guras de bandas mais préximas em vez de fixas (method=“TLL2nn"): para
ambos os casos TLLInn e TLL2nn, que empregam métodos de vizinhos mais
préximos, os parametros de suavizagao sao selecionados com base na validagao
cruzada de minimos quadrados univariados no primeiro componente principal no
dominio transformado (Nagler, 2018).

O ajuste pelos métodos de verossimilhanca local pode ser feito mediante o uso do
pacote locfit, criado por Loader (2013).



ESTUDOS DE SIMULACAO

Neste capitulo, sao apresentados e discutidos os principais resultados dos estudos de
simulacao realizados com o objetivo de avaliar o desempenho da metodologia descrita no
Capitulo 2.

3.1 ESPECIFICACOES GERAIS

As simulagoes realizadas foram divididas entre os casos bivariado e trivariado, e subdi-
vididas ainda entre os casos paramétrico, semi-paramétrico e nao-paramétrico, conforme
mostrado a seguir (para todos os casos adotamos tamanho amostral n = 250).

e Contexto Bivariado Paramétrico: Para os casos paramétricos a seguir, consi-
deramos a cépula de Clayton bivariada (2.7) com parametro § = 2/3, 2 e 6 (que
correspondem a medidas 7 de Kendall iguais a 0,25; 0,50 e 0, 75, respectivamente,
isto é, a graus de dependéncia fraca, moderada e forte entre as marginais), e distri-
bui¢oes marginais variadas.

Caso 1: Amostra artificial gerada da cépula de Clayton bivariada com distribuigoes
marginais simétricas (normal e logistica) especificadas a seguir.
— Distribuicio Marginal 1: X ~ Normal(u,c?), com média u = 0 e variancia

0? =1, e fdp dada por:

1 (@—p)
f(z) = e, —00< T < 00. (3.1)

vV 2mo?

— Distribuicao Marginal 2: 'Y ~ Logistica(u, s), com parametro de locacao u = 1
e parametro de escala s = 2, e fdp definida como:

f@%é@@{{(?) (1+eXp{%})]_2}, —00 <y < o00. (3.2)

Neste caso, E[Y] = =1 e Var[Y] = &

352

0,822.
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Caso 2: Amostra artificial gerada da cépula de Clayton bivariada com as distri-
buigbes marginais especificadas a seguir.

— Distribuicio Marginal 1: X ~ Normal(u,o?), com média y = 0 e variancia
0? =1, e fdp dada em (3.1).

— Distribuicao Marginal 2: 'Y ~ Weibull(a, b), com parametro de forma a =1 e
parametro de escala b = 1, e fdp definida como:

fly) = % (%)a_leXp {— (%)} y > 0. (3-3)

Neste caso, E[Y] = 0['(1+1/a) = 1 e Var[Y] = *[I'(1+2/a) — (T'(1+1/a))?] =

1, em que I'(t) = [;° w' e “dw representa a fungao gama.

Caso 3: Amostra artificial gerada da copula de Clayton bivariada com ambas as
distribuigoes marginais assimétricas Weibull(a, b), de parametros a = 1 e b =1, e
fdp dada em (3.3).

Caso 4: Amostra artificial originada da distribui¢ao normal bivariada com vetor

1
e 0,75 (associagao fraca, moderada e forte, respectivamente), e fdp conjunta dada
por:

de médias p = (0,0)" e matriz de covariancias > = E; p]’ com p = 0,25; 0,50

) = s o0 { 50— WS e | (5.0
em que j = 2.

Contexto Bivariado Semi-Paramétrico: Para o caso semi-paramétrico, utili-
zamos a copula de Clayton bivariada (f = 2/3, 2 e 6, representando os graus de
dependéncia fraca, moderada e forte, respectivamente), com distribui¢oes marginais
conforme especificadas a seguir.

Caso 5: Distribui¢bes marginais normal padrao , com fdp definida em (3.1), e
estimamos a cépula Clayton variando os tipos de fungao kernel (presentes da Segao
2.4.5.2) empregada nas marginais.

Contexto Bivariado Nao-Paramétrico: Para o caso nao-paramétrico, utiliza-
mos a copula de Clayton bivariada (0 = 2/3, 2 e 6), com distribuigdes marginais
como especificado a seguir.

Caso 6: Distribui¢oes marginais Kernel Gaussiano padronizado. Variamos o método
de transformagao kernel (ver Secao 2.4.5.3) para verificar a adequabilidade do mo-
delo de cépula nao-paramétrica aos dados originais.

Contexto Trivariado Paramétrico: Para os casos paramétricos a seguir, consi-
deramos a cépula de Clayton trivariada (2.8) com parametro § = 2/3, 2 ¢ 6 (graus
de dependéncia fraca, moderada e forte, respectivamente), e distribuigdes marginais
variadas.
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Caso 7: Amostra artificial gerada da copula de Clayton trivariada com as seguintes
distribuicoes marginais:

— Distribui¢io Marginal 1: X ~ Normal(u,0?), com u=0e o? =1, e fdp dada

por (3.1).

— Distribuicao Marginal 2: 'Y ~ Logistica(u, s), com p=1e s =2, e fdp dada
por (3.2).

— Distribui¢ao Marginal 3: W ~ Weibull(a,b), com a = 1 e b = 1, e fdp dada
por (3-3)-

Caso 8: Amostra artificial originada da cépula de Clayton trivariada, com as trés
distribuigoes marginais assimétricas Weibull(a, b), de parametros a =1 e b =1, e
fdp dada por (3.3).

Caso 9: Amostra artificial originada da distribuigao normal trivariada, com fdp
dada por (3.4) em que j = 3, e cujos parametros sao g = (0,0,0)" e ¥ com estru-
tura de correlagao permutavel (ex), representada pela primeira matriz do conjunto
(2.10), para a qual consideramos p; = 0,25 (associacdo fraca), 0,50 (associagao
moderada) e 0,75 (associagao forte).

e Contexto Trivariado Semi-Paramétrico: Para o caso semi-paramétrico tri-
variado, empregamos a cépula de Clayton trivariada (§ = 2/3, 2 e 6), com as
distribuicoes marginais conforme especificado a seguir.

Caso 10:Distribuigoes marginais normal padrao , com fdp definida em (3.1), e
estimamos a cépula Clayton variando os tipos de fungao kernel (presentes da Segao
2.4.5.2) empregada nas marginais.

3.2 RESULTADOS E DISCUSSAO

Nesta secao apresentamos os resultados e discussoes referentes as simulagoes que aborda-
ram estudos de recuperagao de parametros (Secao 3.2.1), regiao de tolerancia estimada
(Segao 3.2.2) e qualidade do ajuste (Secao 3.2.3).

3.2.1 Recuperacao de Parametros

Inicialmente, foi realizado um estudo de recuperacao dos parametros para as distribuicgoes
marginais, estimados pelo método de MV. Em seguida, tais estimativas foram usadas para
estimar o parametro da copula por meio da maxima pseudo-verossimilhanca, com o apoio
das fungoes optim(.) e fitCopula(.) do pacote copula (Yan, 2007).

Neste estudo de simulagao, feito com o auxilio do software R (R Core Team, 2016),
fixamos a semente 100 e geramos M = 1.000 amostras (réplicas) de tamanhos n = 50,
100, 250, 500 e 1.000, do modelo de cépula bivariado no contexto paramétrico e semi-
paramétrico, variando também o grau de dependéncia entre as distribuicoes marginais
em fraca (1 = 0,25), moderada (m» = 0,50) e forte (15 = 0, 75).
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Tabela 3.1 Média e desvio-padrao (entre parénteses) das M = 1.000 estimativas, para 7o =

0,25 (Caso 1).

ESTUDOS DE SIMULACAO

Tamanho amostral

n = 100

n = 250

n = 500

n = 1000

Parametro n = 50
Clayton 6 =2/3 0.6047(0.2284)
Normal w=0 0.0048(0.1428)
o2 =1 0.9817(0.0983)
Logistica pw=1 1.0153(0.4845)
s =2 1.9622(0.2420)

0.6473(0.1632)
-0.0010(0.0995)
0.9906(0.0677)
1.0128(0.3359)

1.9884(0.1688)

0.6557(0.1022)
-0.0005(0.0606)
0.9946(0.0445)
0.9959(0.2122)

1.9948(0.1063)

0.6627(0.0776)
-0.0018(0.0449)
0.9986(0.0319)
0.9952(0.1552)

2.0005(0.0739)

0.6639(0.0542)
-0.0001(0.0298)
0.9997(0.0218)
1.0022(0.1081)

1.9987(0.0547)

Tabela 3.2 Média e desvio-padrao (entre parénteses) das M = 1.000 estimativas, para 7o =
0,50 (Caso 1).

Tamanho amostral

Parametro n = 50 n = 100 n = 250 n = 500 n = 1000
Clayton 7 =2 1.8570(0.3668)  1.9373(0.2699) _ 1.9633(0.1811) _ 1.9902(0.1195) __ 1.0865(0.0890)
Normal nw=0 -0.0054(0.1401)  -0.0006(0.1006)  0.0004(0.0626)  -0.0016(0.0429)  -0.0003(0.0318)
o2 =1 0.9855(0.1011) 0.9952(0.0699) 0.9949(0.0459) 0.9978(0.0315) 0.9991(0.0218)
Logistica w=1 0.9888(0.4915)  1.0038(0.3493)  1.0090(0.2282)  1.0035(0.1510)  0.9976(0.1116)
s=2 1.9862(0.2293)  1.9855(0.1615)  1.9966(0.1058)  2.0014(0.0745)  1.9973(0.0526)

As Tabelas 3.1, 3.2 e 3.3 mostram o valor médio e desvio-padrao calculados com base
nas 1.000 estimativas dos parametros, obtidas através do método IFM para o Caso 1,
segundo os graus de dependéncia fraca, moderada e forte, respectivamente. E possivel
notar que, a medida que o tamanho amostral cresce, as estimativas médias tendem a
se aproximar do parametro populacional, bem como o erro-padrao tende a diminuir. Os
resultados sao muito proximos para os diferentes graus de associacao entre as distribuicoes
marginais.

A Figura 3.1 mostra o Viés (painel esquerdo) e o Erro Quadrético Médio (EQM)
(painel direito), calculados com base nas 1.000 estimativas para o parametro 6 da cépula
de Clayton bivariada, considerando os diferentes tamanhos amostrais. Através dessa fi-
gura, podemos notar que ambas as medidas tendem a se aproximar de zero a medida que
n aumenta, mas essa convergéncia ¢ mais lenta quanto maior for o grau de associacao
entre as variaveis. Assintoticamente, podemos ver que o estimador de maxima verossimi-
lhanca do parametro 0 é nao-viesado e tem EQM consistente. Resultados similares foram
observados para os Casos 2, 3 e 4 (ver Apéndice).

Tabela 3.3 Média e desvio-padrao (entre parénteses) das M = 1.000 estimativas, para 1o =
0,75 (Caso 1).

Tamanho amostral

Parametro n = 50 n = 100 n = 250 n = 500 n = 1000
Clayton =6 5.3807(0.7591) 5.6257(0.5571) 5.8555(0.3762) 5.9330(0.2665) 5.9470(0.1967)
Normal pw=20 0.0010(0.1358) 0.0025(0.1003) -0.0014(0.0618) -0.0014(0.0446) 0.0023(0.0327)
o2 =1 0.9869(0.0941)  0.9972(0.0705)  0.9984(0.0458) 0.9989(0.0315)  0.9994(0.0219)
Logistica pw=1 1.0020(0.4616)  1.0119(0.3519)  0.9888(0.2133) 0.9953(0.1526)  1.0058(0.1140)
s=2 1.9809(0.2384)  1.9973(0.1667)  1.9962(0.1035) 1.9985(0.0760)  1.9973(0.0511)
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Figura 3.1 Viés e EQM das estimativas do parametro 8 da cépula de Clayton bivariada, de
acordo com o grau de dependéncia (Caso 1).

Tabela 3.4 Média e desvio-padrao (entre parénteses) das M = 1.000 estimativas, para 7o =
0,25 (Caso 5).

Kernel(0,1)

Tamanho amostral
n = 250

Parametro n = 50 n = 100 n = 500 n = 1000

Gaussiano 0 =2/3 0.6891(0.2616) _ 0.6308(0.1833) _ 0.6740(0.1103) _ 0.6687(0.0764) _ 0.6688(0.0521)
Retangular 0=2/3 0.7015(0.2577)  0.6806(0.1790)  0.6756(0.1062)  0.6700(0.0734)  0.6676(0.0530)
Triangular 0=2/3 0.6976(0.2502)  0.6846(0.1716)  0.6754(0.1074)  0.6729(0.0759)  0.6707(0.0536)
Epanechnikov 0=2/3 0.6797(0.2448)  0.6848(0.1785)  0.6791(0.1086)  0.6744(0.0778)  0.6713(0.0533)
Biweight 6 =12/3 0.6907(0.2446)  0.6745(0.1774)  0.6667(0.1134)  0.6693(0.0786)  0.6698(0.0552)

Para o Caso 5 (semi-paramétrico), fizemos um estudo de recuperagdo apenas do
parametro da cépula de Clayton bivariada, por meio da méaxima pseudo-verossimilhanca
(segundo estigio do método IFM), mediante o uso da fungao fitCopula(.) do pacote
copula. Variamos o tipo da funcao Kernel marginal utilizada, mas mantivemos seus
parametros 4 = 0 e 0 = b = 1 fixos. E possivel notar, através da Tabela 3.4, que
o parametro recuperado de acordo com a fungao Kernel empregada nas marginais, se
aproxima do verdadeiro valor de # = 2/3 conforme aumenta o tamanho da amostra.
Comportamento similar é notado na recuperagao do parametro § = 2 (ver Tabela 3.5) e
do parametro § = 6 (ver Tabela 3.6).

Os graficos contendo o Viés e o EQM, para o estudo de recuperacao do parametro 6
da cépula de Clayton bivariada com marginais Kernel, sao apresentados de acordo com o
grau de dependéncia entre essas marginais: fraca (Figura 3.2), moderada (Figura 3.3) e
forte (Figura 3.4). Neles, percebemos, em suma, que o viés da estimacao diminui quando
o tamanho amostral aumenta, exceto quando as marginais apresentam funcoes Kernel
Epanechnikov e Biweight, visto que, nestes dois casos, o Viés se mostra instavel para os
tamanhos amostrais menores que n = 500. Ja o EQM diminui com o aumento do tamanho
da amostra, de maneira muito similar entre as diversas fungoes Kernel empregadas, nos
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Tabela 3.5 Média e desvio-padrao (entre parénteses) das M = 1.000 estimativas, para 7o =
0,50 (Caso 5).

Tamanho amostral

Kernel(0,1) Parametro n = 50 n = 100 n = 250 n = 500 n = 1000
Gaussiano 6 =2 2.0568(0.4129) 2.0400(0.2740) 2.0164(0.1828) 2.0051(0.1252) 2.0024(0.0884)
Retangular 6 =2 2.0438(0.3860) 2.0269(0.2745) 2.0143(0.1734) 2.0052(0.1222) 2.0048(0.0870)
Triangular 6 =2 2.0239(0.3857) 2.0340(0.2786) 2.0112(0.1779) 2.0049(0.1206) 2.0045(0.0905)
Epanechnikov 6 =2 2.0315(0.4001) 2.0115(0.2675) 1.9968(0.1714) 2.0040(0.1234) 2.0021(0.0845)
Biweight 6 =2 2.0429(0.4176) 2.0334(0.2891) 2.0001(0.1745) 2.0180(0.1237) 2.0045(0.0892)

Tabela 3.6 Média e desvio-padrao (entre parénteses) das M = 1.000 estimativas, para 7o =
0,75 (Caso 5).

Tamanho amostral

Kernel(0,1) Parametro n = 50 n = 100 n = 250 n = 500 n = 1000
Gaussiano =06 6.1043(0.8936) _ 6.0483(0.5016) _ 5.0984(0.3695) _ 6.0128(0.2775) _ 6.0020(0.1899)
Retangular 0=6 6.1266(0.8812)  6.0753(0.6246)  6.0076(0.3721)  6.0107(0.2741)  6.0118(0.1951)
Triangular 0=6 6.0636(0.8682)  6.0602(0.5837)  6.0106(0.3803)  6.0198(0.2793)  6.0129(0.1972)
Epanechnikov 0=6 6.1146(0.9351)  6.0358(0.6190)  6.0227(0.3736)  6.0094(0.2712)  5.9988(0.1868)
Biweight 6 =6 6.1483(0.8894) 6.0670(0.6411) 6.0266(0.3891) 5.9963(0.2723) 6.0056(0.1924)

diferentes graus de dependéncia entre as variaveis.

O estudo de recuperacao dos parametros para os casos trivariados (Casos 7, 8, 9
e 10) foi feito de maneira andloga aos casos de amostras bivariadas tanto paramétricos
quanto semi-paramétricos. Seus resultados estao apresentados no Apéndice.

3.2.2 Regiao de Tolerancia

Nesta secao, sao comparadas as regioes de tolerancia bivariadas obtidas da modelagem
via copulas paramétricas, semi-paramétricas e nao-paramétrica, as construidas com base
no tradicional gréfico de controle multivariado 7% de Hotelling (descrito na Segao 2.1).
A escolha da familia de cépulas geradora foi feita de maneira arbitraria, isto é, adotamos
a copula de Clayton, variando o seu pardmetro 6 em 2/3, 2 e 6, que correspondem,
respectivamente, aos graus de dependéncia fraca (15 = 0,25), moderada (75 = 0,50) e
forte (72 = 0,75) entre as marginais.

Para a construgao das regioes de tolerancia tedricas e estimadas sob a abordagem de
conjunto de niveis de densidade, foram utilizadas N = 2.000 réplicas de Monte Carlo
para cada distribui¢do em estudo. Assumimos o = 0,05 em todos os casos.

e Contexto Paramétrico: O tamanho da amostra artificial de aprendizagem da
cépula de Clayton foi de n = 250, com distribui¢coes marginais variando conforme
os Casos 1, 2, 3 e 4 apresentados no inicio deste capitulo. Foram estimadas as
regioes de tolerancia baseadas na abordagem de conjunto de niveis de densidade
(descrita na Segao 2.3.1), considerando as copulas de Clayton, Frank, Gumbel,
Gaussiana e t (adotamos o parametro graus de liberdade fixo igual a 4) , além da
regra T2 de Hotelling (distribui¢do normal bivariada).
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Figura 3.2 Viés e EQM das estimativas do parametro 6 da cépula de Clayton bivariada, de

acordo com o tipo de fungao Kernel das marginais (Caso 5 - dependéncia fraca).
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Figura 3.3 Viés e EQM das estimativas do parametro 8 da cépula de Clayton bivariada, de

acordo com o tipo de fungao Kernel das marginais (Caso 5 - dependéncia moderada).
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Figura 3.4 Viés e EQM das estimativas do parametro 6 da cépula de Clayton bivariada, de
acordo com o tipo de fungao Kernel das marginais (Caso 5 - dependéncia forte).

As regides de tolerancia para o Caso 1, em que temos duas marginais simétricas,
quando a dependéncia é fraca, sao apresentadas na Figura 3.5. Nela, é possivel perceber
que a regiao estimada pela copula de Clayton é muito similar a regiao tedrica. A tradi-
cional regra T2 de Hotelling também apresentou regiao similar a teérica, bem como as
demais familias de copulas testadas. Quando o nivel de dependéncia entre as marginais
aumenta (12 = 0,50), as copulas de Frank, Gumbel e ¢ comecam a se distanciar da regiao
esperada (Figura 3.6). Para o grau de dependéncia forte, a Figura 3.7 mostra que a regiao
de tolerancia estimada pela cépula de Clayton é ainda mais proxima da esperada.

Clayton Copula

Frank Copula

Gumbel Copula

ogistica(t 2)

018

a5 0 -

normal(0,1)

tCépula

ogistica(1,2)

018

Figura 3.5 Regido de tolerancia teérica (linha continua) e

1 - dependéncia fraca).

estimada (linha tracejada) (Caso

Quando analisamos a regiao tedrica gerada pelo Caso 2, em que temos uma marginal
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Clayton Copula Frank Copula Gumbel Copula

ogistica(t 2)

normal(0,1) normal,1) nomal0,1)

tCépula Normal Copula 2 Hotelling

ogistica(1,2)

Figura 3.6 Regido de tolerancia teérica (linha continua) e estimada (linha tracejada) (Caso
1 - dependéncia moderada).

Clayton Copula Frank Copula Gumbel Copula

ogistica(1 2)

normal(0,1) normal,1) nomal0,1)

tCépula Normal Copula T2 Hotelling

ogistica(1 2)

Figura 3.7 Regiao de tolerancia teérica (linha continua) e estimada (linha tracejada) (Caso
1 - dependéncia forte).

simétrica e outra assimétrica, vemos que as regioes estimadas através de todas as familias
de cépulas se adequam bem & mesma, enquanto a regiao gerada pela regra T? de Hotelling
ja se distancia da tedrica mesmo quando o grau de associacao entre as distribuicoes
marginais ¢é fraca (Figura 3.8). Para o grau de associacdo moderada (Figura 3.9), além
da copula de Clayton, as copulas de Frank e Gaussiana permanecem se ajustando bem.
Por fim, para o grau de associagao forte (Figura 3.10), vemos que as cépulas de Clayton
e Frank continuam apresentando regiao de tolerancia estimada bem proxima da tedrica.

As regioes de tolerancia tedricas e estimadas para o Caso 3, em que as duas distri-
bui¢oes marginais sao assimétricas, sao apresentadas nas Figuras 3.11, 3.12 e 3.13, para
os graus de associacao 7, = 0,25; 0,50 e 0,75, respectivamente. Levando em consideracao
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Clayton Copula Frank Copula Gumbel Copula

b1, 1)
b1, 1)

normal(0,1) normal(0,1) normal(,1)

tCépula Normal Copula 2 Hotelling

welbu(1 1)
welbu(1 1)

Figura 3.8 Regido de tolerancia teérica (linha continua) e estimada (linha tracejada) (Caso
2 - dependéncia fraca).

Clayton Copula Frank Copula Gumbel Copula

welbui(1 1)
welbui(1 1)

normal(0,1) normal,1) norma,1)

tCopula Normal Copula T2 Hotelling

b1, 1)
b1, 1)

Figura 3.9 Regido de tolerancia teérica (linha continua) e estimada (linha tracejada) (Caso
2 - dependéncia moderada).

o nivel de dependéncia, inicialmente apenas a cépula t e a regra T2 de Hotelling nao apre-
sentaram regioes proximas a tedrica. Posteriormente, a regiao estimada pela copula de
Gumbel se distanciou. Por fim, apenas a cépula de Clayton apresentou regiao estimada
similar a esperada.

O Caso 4 retrata a tradicional situagiao em que a regra T2 de Hotelling ¢ indicada (dis-
tribuicdo normal bivariada das duas caracteristicas estudadas). Além da regiao tedrica
gerada por esta regra (elipse), temos também a regido estimada pela mesma e pelas
familias de cépulas. Na Figura 3.14 (associacdo fraca), todas as regides estimadas sao
muito similares. Para dependéncia moderada, as familias de cépulas passam a apresentar
regioes de tolerancia mais distantes da tradicional, com excegao da cépula Gaussiana (Fi-
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Clayton Copula Frank Copula Gumbel Copula
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normal(0,1) normal,1) nomal0,1)

tCépula Normal Copula 2 Hotelling

welbu(1 1)
welbu(1 1)

Figura 3.10 Regiao de tolerancia tedrica (linha continua) e estimada (linha tracejada) (Caso
2 - dependéncia forte).

Clayton Copula Frank Copula Gumbel Copula

weibul(1.1)
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tCopula Normal Copula T2 Hotelling
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weibul(1,1) weibul(1 1) webul(1,1)

Figura 3.11 Regiao de tolerancia tedrica (linha continua) e estimada (linha tracejada) (Caso
3 - dependéncia fraca).

gura 3.15), que mantém o comportamento muito semelhante ao da regra 7% de Hotelling
mesmo quando o grau de dependéncia entre as distribuigdes marginais é forte (Figura
3.16).

e Contexto Semi-Paramétrico: O tamanho da amostra artificial da cépula de
Clayton foi de n = 250 com marginais Kernel padronizado, e tipo de funcao Ker-
nel variando conforme apresentado na Secao 2.4.5.2. Foram estimadas regioes de
tolerancia baseadas na cépula de Clayton com marginais Kernel Gaussiano, Retan-
gular, Triangular, Epanechnikov e Biweight, além da regra T? de Hotelling.

Para verificar a adequabilidade da proposta semi-paramétrica (Caso 5), a regiao de



34 ESTUDOS DE SIMULACAO

Clayton Copula Frank Copula Gumbel Copula
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tCépula Normal Copula 2 Hotelling
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weibul(1,1) weibul(1,1) weibul(1 1)

Figura 3.12 Regiao de tolerancia tedrica (linha continua) e estimada (linha tracejada) (Caso
3 - dependéncia moderada).

Clayton Copula Frank Copula Gumbel Copula

welbui(1 1)
welbui(1 1)
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tCopula Normal Copula T2 Hotelling

bl 1)
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weibul(1,1) weibul(1,1) weibul(1 1)

Figura 3.13 Regiao de tolerancia tedrica (linha continua) e estimada (linha tracejada) (Caso
3 - dependéncia forte).

tolerancia tedrica (paramétrica) foi comparada com as regioes estimadas pelos diferentes
Kernels, e também com a estimada via regra T? de Hotelling. A Figura 3.17 revela
que o Kernel Retangular deve ser desconsiderado mesmo quando o grau de associacao é
fraco. Quando este é moderado, a regra T2 de Hotelling apresenta regiao mais distante da
tedrica do que as demais regides estimadas via Kernel (Figura 3.18). O Kernel Gaussiano
apresentou regiao de tolerancia estimada mais préxima da tedrica, seguido do Kernel
Triangular, do Kernel Biweight e do Kernel Epanechnikov, quando a associacao entre as
marginais é forte (Figura 3.19).

e Contexto Nao-Paramétrico: Foram estimadas regioes de tolerancia baseadas na
cépula nao-paramétrica com transformacao T, TLL1, TLL2, TLL1-nn e TLL2-nn
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T2 Hotelling Clayton Copula Frank Copula

nomal(0,1)
nomal(o,1)
o

normal(0,1) normal,1) nomal0,1)

Gumbel Cépula tCopula Normal Cépula

normal0,1)
normalo,1)
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Figura 3.14 Regiao de tolerancia tedrica (linha continua) e estimada (linha tracejada) (Caso
4 - dependéncia fraca).

T2 Hotelling Clayton Copula Frank Copula
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Gumbel Copula tCopula Normal Copula
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Figura 3.15 Regiao de tolerancia tedrica (linha continua) e estimada (linha tracejada) (Caso
4 - dependéncia moderada).

(ver Secdo 2.4.5.3), além da regra T? de Hotelling.

As Figuras 3.20, 3.21 e 3.22 comparam a regiao de tolerancia tedrica gerada a partir
da cépula de Clayton (com parametro = 2/3, 2 e 6, respectivamente) e distribuigoes
marginais Kernel Gaussiano padrao (Caso 6), com as regioes estimadas através da cépula
nao-paramétrica variando o método de tranformacao, e também com a regiao estimada
pela regra T? de Hotelling. Quando 75 = 0,25, todas as regides estimadas apresentam
resultados satisfatérios. Para 7, = 0, 50, a transformacao Log Linear Local nn deixa de ser
adequada. Considerando 7 = 0,75, todos os métodos de transformacao propostos para
a copula nao-paramétrica, exceto o comentado anteriormente, tém regioes de tolerancia
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T2 Hotelling Clayton Copula Frank Copula

normal(0,1) normal(0,1) normal(,1)

Gumbel Cépula tCépula Normal Cépula

Figura 3.16 Regiao de tolerancia tedrica (linha continua) e estimada (linha tracejada) (Caso
4 - dependéncia forte).

Kernel Gaussiano Kernel Retangular Kemnel Triangular

normal(0,1) normal(0,1) normal(,1)

Kemel Epanechnikov Kemnel Biweight T2 Hotelling

Figura 3.17 Regiao de tolerancia tedrica (linha continua) e estimada (linha tracejada) (Caso
5 - dependéncia fraca).

estimadas mais bem ajustadas & tedrica do que a estimada pela tradicional regra 72 de
Hotelling.

3.2.3 Auvaliacao da Performance

Para avaliar o desempenho das ferramentas CEP utilizadas no controle e monitoramento
de processos (tal como os graficos de controle), é comum empregar a medida CMS, ou
como é também conhecida, ARL (descrita na Segao 2.2). Quando o processo esta sob
controle, o ARL é o niimero esperado de amostras retiradas necessario para se detectar
um deslocamento no vetor de médias do processo.
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Kernel Gaussiano Kernel Retangular Kemel Triangular
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Figura 3.18 Regiao de tolerancia tedrica (linha continua) e estimada (linha tracejada) (Caso
5 - dependéncia moderada).
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Figura 3.19 Regiao de tolerancia tedrica (linha continua) e estimada (linha tracejada) (Caso
5 - dependéncia forte).

Andlogo a Verdier (2013), na fase I de implementacao, as regides de tolerancia foram
construidas com base numa amostra artificial de aprendizagem de tamanho n = 250 da
copula de Clayton (ver Secao 2.3). Na fase II, n = 500 observagoes foram geradas do
processo sob controle e n = 500 observagoes foram geradas do processo fora de controle
(foram considerados aqui os seguintes acréscimos na média de cada uma das distribuigdes
marginais individual e concomitantemente: 0,25; 0,50; 0,75; 1,00; 2,00; 3,00 e 4,00).
Repetimos as fases I e II descritas acima M = 1.000 vezes via Monte Carlo, o que nos
permitiu obter as estimativas médias do ARLy, ARL; e SDRL’s. Admitindo a = 0, 05,
o valor nominal dessas medidas, quando o processo estd sob controle, serda ARLy = 20 e
SDRL =~ 19, 49.
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Classica Log-inear Local Log-quadratica Local

kernel(,1) kemel(0,1) kernel(0,1)

Log-linear Local nn Log-quadratica Local nn 2 Hotelling

Figura 3.20 Regiao de tolerancia tedrica (linha continua) e estimada (linha tracejada) (Caso
6 - dependéncia fraca).

Classica Log-linear Local Log-quadratica Local

kemel0,1) kemel(0,1) kernel(0,1)

Log-linear Local nn Log-quadrtica Local nn T2 Hotelling

Figura 3.21 Regiao de tolerancia tedrica (linha continua) e estimada (linha tracejada) (Caso
6 - dependéncia moderada).

e Contexto Paramétrico Bivariado: Foram estimados o ARL e seu respectivo
desvio-padrao (SDRL), com o processo sob controle e fora de controle, para os casos
paramétricos (Casos 1, 2, 3 e 4), em que variamos as fung¢oes cépula usadas na
estimagao: Clayton, Frank, Gumbel, Gaussiana e t (adotamos o parametro graus de
liberdade fixo igual a 4), e comparamos com as estimativas geradas pela tradicional
regra T2 de Hotelling.

As Tabelas 3.7, 3.8 e 3.9 trazem os resultados das simulacoes do ARLgy, ARL; e SDRL,
considerando graus de dependéncia fraca, moderada e forte, respectivamente, para o Caso
1, em que as distribuigoes marginais sao simétricas. O CMS quando o processo esta sob
controle (ARLg), quando estimado com base na cépula de Clayton, ficou em torno de



3.2 RESULTADOS E DISCUSSAO 39

Classica Log-inear Local Log-quadrtica Local

Log-linear Local nn Log-quadratica Local nn 2 Hotelling

Figura 3.22 Regiao de tolerancia tedrica (linha continua) e estimada (linha tracejada) (Caso
6 - dependéncia forte).

18, portanto, préximo do valor nominal (ARLy = 20), independentemente do grau de
associacao entre as variaveis.Bem como mostrou uma maior rapidez na identificacao da
falta de controle, isto é, uma reducao significativa no ARL;, quando o grau de dependéncia
aumenta. Além disso, as estimativas do ARLy obtidas da cépula Gaussiana quando
7 = 0,25 (19,5358) e 75 = 0,50 (18,6247), também ficaram parecidas com o valor
esperado. Porém, tal medida caiu para 16,9417 quando 7 = 0,75. A regra T? de
Hotelling apresentou estimativas do ARLy bem inferiores ao valor nominal. Quando
ocorrem mudangas sutis (shift menor ou igual a um) na média da varidvel com distribuigao
normal, a cépula de Clayton identifica isso, reduzindo o ARL; gradativamente. J4 quando
ocorrem maiores mudangas (shift de dois a quatro), a cépula de Clayton apresenta grande
reducao no ARL{, que fica em torno de 1, ou seja, basta de uma a duas amostras para que
seja identificada uma real mudanca no processo quando o shift for de 2, 3 ou 4 unidades
na média da varidavel com distribuicao normal. O mesmo é observado quando ocorrem
mudancas simultaneas e de mesma magnitude no vetor de médias. A identificacao passa
a ser mais lenta quando a mudanga é efetuada na varidvel com distribuicao logistica (tais
achados foram similares entre os trés niveis de dependéncia estudados).

Analisando os resultados obtidos para o Caso 2 (uma distribuigao marginal simétrica
e outra assimétrica), vemos na Tabela 3.10 que as cépulas de Clayton (21,2730), Frank
(20,3178) e t (20,4140) apresentaram bons resultados para o ARLy quando o grau de as-
sociacao é fraco, e ARL1 decrescente a medida que a magnitude da mudanca aumenta, de
maneira muito similar entre elas. Novamente, o decréscimo do ARL; é mais stutil quando
a mudanga ocorre na outra variavel que nao a normalmente distribuida. Quando o grau de
associacao ¢ moderado, o ARL, das cépulas de Frank (16,8112) e t (15,2966) diminuem
e se distanciam do valor nominal, podendo gerar muitas paradas desnecessarias devido
a alarmes falsos, enquanto a cépula de Clayton apresenta um leve aumento (22,6501)
(Tabela 3.11). Aumentando ainda mais o grau de associagao entre as variaveis, apesar
de apresentar outro pequeno aumento, a cépula de Clayton (24, 1324) ainda parece ser a
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Tabela 3.7 Comparagao dos valores de ARLy e ARL;, com SDRL entre parénteses, consi-
derando diferentes fungdes cépula e diferentes shifts nas médias das varidveis (Caso 1 - de-

pendéncia fraca).

Normal

Logistica

Cépula

Clayton

Frank

Gumbel

t

Gaussiana

T2 Hotelling

(0,1)

(1,2)

18.4047(17.8977)

17.6224(17.1151)

13.6429(13.1334)

14.8974(14.3887)

19.5358(19.0293)

14.4676(13.9586)

(0.25,1)

(0.50,1)

0.75,1)
(1,1)
(2,1)
(3,1)
(4,1)

(1,2)

16.5546(16.0469)

13.101(12.5911)
9.691(9.1774)
7.0197(6.5005)
2.3047(1.7341)
1.2282(0.5294)
1.0184(0.1367)

16.4614(15.9536)

14.0442(13.5349)
10.6733(10.161)
7.6961(7.1787)
2.3647(1.7964)
1.2225(0.5216)
1.0166(0.1298)

13.2855(12.7757)

11.1175(10.6058)
8.6147(8.0993)
6.3864(5.8652)
2.1179(1.5387)
1.1738(0.4517)
1.0107(0.1038)

13.4836(12.974)
10.8571(10.345)
8.1526(7.6363)
5.9209(5.3978)
2.0179(1.4332)
1.1596(0.4303)
1.0092(0.0964)

18.3197(17.8127)

15.0011(14.4924)

11.1759(10.6642)
8.0418(7.5252)
2.4053(1.8385)
1.2274(0.5283)
1.0169(0.1311)

13.3245(12.8147)

10.7721(10.2600)
8.0955(7.5790)
5.9121(5.3890)
1.9866(1.4000)
1.1447(0.4070)
1.0079(0.0893)

(0,1)

18.4481(17.9412)
18.0434(17.5362)
17.6267(17.1194)
17.3865(16.8791)
13.9063(13.3969)
10.1090(9.5960)
7.1766(6.6578)

17.6747(17.1674)
17.8795(17.3723)
17.5009(16.9935)
17.1574(16.6499)
14.4856(13.9767)
10.9333(10.4213)
7.7375(7.2203)

14.0865(13.5773)
13.9078(13.3985)
13.7065(13.197)
13.6192(13.1096)
11.5532(11.0419)
8.7986(8.2836)
6.3413(5.8199)

14.8148(14.3061)
14.6572(14.1483)
14.241(13.7319)
13.9311(13.4218)
11.4114(10.8999)
8.4605(7.9448)
5.9463(5.4233)

19.6186(19.1121)
19.784(19.2775)
19.163(18.6563)
18.7765(18.2697)
15.7883(15.2801)
11.7115(11.2004)
8.2616(7.7455)

14.6049(14.0961)
14.6203(14.1115)
14.5281(14.0192)
14.269(13.7599)
12.1086(11.5978)
9.2423(8.7280)
6.6508(6.1304)

(2,1)
(3,1)
4,1

(5,2)

16.8902(16.3826)

13.5722(13.0626)
10.0626(9.5495)
7.3197(6.8013)
2.4225(1.8564)
1.3074(0.6339)
1.0426(0.2108)

17.1274(16.6199)

14.4392(13.9302)

11.0207(10.5089)
8.1248(7.6084)
2.5711(2.0098)
1.3268(0.6585)
1.0426(0.2107)

13.3088(12.7991)

11.4184(10.9069)
8.8303(8.3153)
6.6224(6.102)
2.2641(1.6917)
1.2474(0.5555)
1.0277(0.1688)

13.6672(13.1577)

11.1699(10.6582)
8.5313(8.0157)
6.3964(5.8752)
2.2035(1.6285)
1.2361(0.5403)
1.0247(0.1592)

18.7455(18.2387)

15.6784(15.1702)

12.0071(11.4962)
8.7437(8.2285)
2.6563(2.0976)
1.3399(0.6749)
1.0442(0.2149)

13.5685(13.0590)

11.2661(10.7545)
8.6283(8.1129)
6.4154(5.8942)
2.2078(1.6329)
1.2350(0.5387)
1.0242(0.1574)

Tabela 3.8 Comparagao dos valores de ARLg e ARLy,

com SDRL entre parénteses, consi-
derando diferentes fungdes cépula e diferentes shifts nas médias das varidveis (Caso 1 - de-
pendéncia moderada).

Normal

Logistica

Cépula

Clayton

Frank

Gumbel

t

Gaussiana

T2 Hotelling

18.4176(17.9106)

16.9119(16.4043)

12.0624(11.5516)

14.9943(14.4857)

18.6247(18.1179)

13.9373(13.428)

~~—~— C
W=

=

-

14.6735(14.1647)
9.8965(9.3832)
6.681(6.1608)
4.6339(4.1035)
1.6063(0.9869)
1.0385(0.2000)
1.0003(0.0163)

16.2006(15.6927)

13.0212(12.5112)
9.4116(8.8975)
6.4344(5.9133)
1.5749(0.9515)
1.0276(0.1683)
1.0002(0.0156)

11.1049(10.5931)
9.107(8.5924)
6.8844(6.3648)
4.935(4.4067)
1.5166(0.8852)
1.0112(0.1064)
1.0000(0.0053)

12.9072(12.3971)
9.5852(9.0714)
6.7688(6.2489)
4.7080(4.1782)
1.4415(0.7977)
1.0107(0.1038)
1.0000(0.0063)

16.8554(16.3478)

12.9806(12.4706)
9.1652(8.6508)
6.1963(5.6743)
1.5741(0.9506)
1.0198(0.1420)
1.0001(0.0119)

12.1678(11.6571)
9.306(8.7918)
6.6654(6.1451)
4.6607(4.1306)
1.3870(0.7327)
1.0088(0.0944)
1.0000(0.0060)

—~—
o O

~—
o OO
ASASASNSNSNSND \SNSNSN,

S

~ ot
ot O wt
NN N

18.7892(18.2824)
18.3857(17.8787)
17.4789(16.9715)
16.5267(16.0189)
11.3271(10.8155)
7.3107(6.7923)
4.8266(4.2976)

16.8930(16.3854)
17.1786(16.6711)
16.9394(16.4318)
16.3548(15.8469)
13.1068(12.5969)
9.2745(8.7603)
6.0067(5.4840)

12.1127(11.6019)
11.9872(11.4764)
11.8217(11.3107)
11.3996(10.8882)
9.3357(8.8215)
6.8534(6.3336)
4.7293(4.1997)

14.9939(14.4852)
14.5045(13.9956)
14.0371(13.5278)
13.5329(13.0233)
10.1943(9.6814)
7.0004(6.4811)
4.6202(4.0898)

18.7850(18.2781)
18.6220(18.1151)
18.0187(17.5115)
17.5494(17.0421)
13.7707(13.2613)
9.5240(9.0101)
6.1926(5.6706)

14.0750(13.5658)
14.0375(13.5282)
13.8217(13.3123)
13.4622(12.9526)
10.8689(10.3568)
7.7346(7.2173)
5.1366(4.6095)

0.2
(0.5

—~
o
O U1 e e e e e e O

15.6245(15.1162)

11.5586(11.0472)
8.3472(7.8313)
6.0314(5.5088)
2.1754(1.5991)
1.2077(0.5008)
1.0062(0.0788)

16.9716(16.4640)

14.3225(13.8135)

11.1349(10.6231)
8.1334(7.6170)
2.4242(1.8581)
1.174(0.4519)
1.0039(0.0629)

11.3675(10.8560)
9.5729(9.0591)
7.4747(6.9568)
5.6957(5.1716)
1.9625(1.3744)
1.0867(0.3069)
1.0005(0.0232)

13.1154(12.6055)
10.4550(9.9424)
7.7635(7.2463)
5.7378(5.2138)
1.9385(1.3488)
1.0814(0.2966)
1.0005(0.0234)

17.4715(16.9642)

14.2150(13.7059)

10.7520(10.2398)
7.8164(7.2993)
2.3177(1.7476)
1.1383(0.3967)
1.0019(0.0437)

12.5316(12.0212)
10.1595(9.6466)
7.7038(7.1864)
5.7128(5.1888)
1.9147(1.3234)
1.0704(0.2744)
1.0005(0.0232)

mais indicada em relacao as demais familias de cépulas, que apresentaram ARLy’s muito
pequenos (Tabela 3.12). Nas trés tabelas apresentadas, é possivel perceber que a regra T
de Hotelling apresentou ARLy em torno de 5, demonstrando sua inadequabilidade para
o Caso 2, independente do nivel de associacao.

Estudando o caso em que ambas as distribui¢oes marginais sdo assimétricas (Caso
3), observamos que, além da Clayton (21,8579), as cépulas de Frank (21, 2585), Gumbel
(18,8829) e Gaussiana (22,6193) apresentaram boas estimativas do ARL( para 6 = 2/3
(Tabela 3.13). Para # = 2, apenas as cépulas de Clayton (20,4307) e Frank (19, 1939)
demonstraram bons resultados, como pode ser visto na Tabela 3.14. J& na Tabela 3.15,
sao exibidos os resultados para § = 6, em que vemos que apenas a copula de Clayton
(21,7647) apresentou ARLg préximo de 20. Assim como no Caso 2, a regra T2 de Hotel-
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Tabela 3.9 Comparagao dos valores de ARLy e ARL1, com SDRL entre parénteses, consi-
derando diferentes fungdes cépula e diferentes shifts nas médias das varidveis (Caso 1 - de-
pendéncia forte).

Cépula

Clayton

Frank

Gumbel

t

Gaussiana

T2 Hotelling

18.4980(17.9910)

14.3225(13.8135)

11.5972(11.0859)

11.9096(11.3986)

16.9417(16.4341)

14.9370(14.4283)

10.0122(9.4991)
4.2931(3.7600)
2.5651(2.0036)
1.8571(1.2616)
1.0364(0.1943)
1.0000(0.0065)
1.0000(0.0000)

12.5713(12.0610)
7.9885(7.4718)
4.0302(3.4947)
1.9556(1.3671)
1.0206(0.1450)
1.0000(0.0062)
1.0000(0.0000)

10.239(9.7261)
7.6127(7.0951)
5.0808(4.5534)
3.2382(2.6922)
1.0066(0.0815)
1.0000(0.0020)
1.0000(0.0000)

9.6208(9.1070)
6.2017(5.6797)
3.5302(2.9886)
1.9636(1.3756)
1.0038(0.0618)
1.0000(0.0035)
1.0000(0.0000)

14.3041(13.7950)
9.9323(9.4190)
5.9695(5.4466)
3.18(2.6329)
1.0110(0.1053)
1.0000(0.0032)
1.0000(0.0000)

12.0444(11.5336)
8.3130(7.7970)
5.2199(4.6933)
3.0462(2.4966)
1.0077(0.0883)
1.0000(0.0032)
1.0000(0.0000)

A~ s~ O
SO WwN =
e

RSN

(5,2)

17.7387(17.2314)
15.3459(14.8375)
12.6528(12.1425)
10.0430(9.5299)
4.0570(3.5217)
2.3091(1.7386)
1.6748(1.0631)

14.6934(14.1845)
14.4751(13.9662)
13.8240(13.3146)
12.8304(12.3202)
7.3951(6.8770)
3.0981(2.5496)
1.6261(1.0091)

11.5527(11.0414)
11.3737(10.8622)
10.9876(10.4756)
10.5110(9.9986)
7.8741(7.3572)
4.9166(4.3882)
2.7297(2.1729)

11.7827(11.2716)

11.3117(10.8001)

10.6270(10.1146)
9.9114(9.3981)
6.3236(5.8021)
3.1827(2.6357)
1.5386(0.9103)

16.8163(16.3087)
16.5552(16.0474)
15.9964(15.4883)
15.1217(14.6132)
10.5760(10.0636)
5.8202(5.2967)
2.4976(1.9340)

15.1067(14.5981)
15.0227(14.5141)
14.7519(14.2431)
14.1957(13.6865)
10.5666(10.0542)
6.2047(5.6828)
2.7819(2.2265)

(1.25,2)

(1.50,2)

(1.75,2)
(2,2)
(3,2)
(4,2)
(5,2)

12.7969(12.2867)
6.8313(6.3116)
4.3210(3.7881)
3.1324(2.5845)
1.3510(0.6886)
1.0023(0.0477)
1.0000(0.0014)

14.1451(13.6359)

11.0040(10.4921)
7.5905(7.0728)
4.6401(4.1098)
1.1518(0.4182)
1.0008(0.0284)
1.0000(0.0000)

10.4795(9.9670)
8.4109(7.8950)
6.1743(5.6522)
4.3752(3.8428)
1.1819(0.4636)
1.0000(0.0066)
1.0000(0.0000)

10.0863(9.5733)
7.4245(6.9064)
5.1491(4.6221)
3.4460(2.9033)
1.0406(0.2055)
1.0000(0.0055)
1.0000(0.0000)

15.0975(14.5890)

11.6735(11.1623)
8.1880(7.6717)
5.5015(4.9765)
1.1440(0.4059)
1.0001(0.0118)
1.0000(0.0000)

12.7204(12.2101)
9.7082(9.1946)
6.9237(6.4042)
4.7643(4.2349)
1.1191(0.3651)
1.0001(0.0077)
1.0000(0.0000)

Tabela 3.10 Comparacao dos valores de ARLy e ARL;, com SDRL entre parénteses, consi-
derando diferentes fungdes cépula e diferentes shifts nas médias das varidveis (Caso 2 - de-
pendéncia fraca).

Normal

Weibull

Cépula

Clayton

Frank

Gumbel

t

Gaussiana

T2 Hotelling

(0,1)

21.273(20.7670)

20.3178(19.8115)

24.4511(23.9459)

20.414(19.9077)

23.5671(23.0617)

5.3215(4.7955)

(0.25,1)
(0.50,1)
1)

19.7887(19.2822)
16.7347(16.2270)
13.1957(12.6859)
10.0555(9.5424)
3.5285(2.9869)
1.7200(1.1129)
1.1928(0.4796)

19.2123(18.7056)

16.4842(15.9764)
13.0859(12.576)
9.9008(9.3875)
3.3637(2.8197)
1.6467(1.0320)
1.1713(0.4480)

22.1259(21.6201)

18.1534(17.6464)

13.8681(13.3587)
10.4210(9.9084)
3.3016(2.7567)
1.6141(0.9956)
1.1643(0.4374)

18.8182(18.3114)

15.5797(15.0714)

11.9852(11.4743)
8.9998(8.4850)
2.9861(2.4353)
1.5471(0.9200)
1.1653(0.4390)

21.8369(21.3311)
18.2996(17.7926)
14.2373(13.7282)
10.6610(10.1487)
3.3831(2.8394)
1.6060(0.9866)
1.1388(0.3976)

5.1321(4.605)
4.6894(4.1594)
4.1055(3.5707)
3.4788(2.9365)
1.7111(1.1030)
1.1193(0.3654)
1.0073(0.0858)

16.0870(15.5790)

12.8614(12.3513)

10.6658(10.1535)
9.2270(8.7126)
6.2546(5.7328)
4.9075(4.3790)
4.1781(3.6439)

15.1851(14.6766)

12.3289(11.8184)
10.1827(9.6698)
8.8499(8.3349)
6.0141(5.4914)
4.7338(4.2042)
4.0141(3.4783)

18.1587(17.6516)
14.4513(13.9423)
11.8977(11.3867)
10.1922(9.6793)
6.7577(6.2377)
5.2356(4.7091)
4.4265(3.8945)

15.5212(15.0129)

12.4378(11.9273)
10.4831(9.9705)
9.0886(8.5740)
6.1450(5.6228)
4.8411(4.3122)
4.0970(3.5620)

17.4271(16.9197)

13.9249(13.4155)

11.4411(10.9297)
9.8672(9.3538)
6.6039(6.0834)
5.1284(4.6013)
4.3468(3.8142)

3.6521(3.1122)
2.8427(2.2887)
2.3876(1.8202)
2.1040(1.5241)
1.5910(0.9696)
1.3974(0.7452)
1.2984(0.6224)

15.1971(14.6886)

10.8502(10.3381)
7.9352(7.4184)
5.9712(5.4483)
2.4921(1.9283)
1.4820(0.8452)
1.1405(0.4002)

14.6864(14.1776)

10.7931(10.2809)
7.9935(7.4768)
6.0189(5.4962)
2.4600(1.8951)
1.4462(0.8033)
1.1253(0.3755)

16.7937(16.2861)

12.0954(11.5846)
8.6960(8.1807)
6.4890(5.9680)
2.4803(1.9161)
1.4299(0.7840)
1.1186(0.3642)

14.6821(14.1733)

10.5635(10.0510)
7.8323(7.3153)
5.8480(5.3245)
2.3255(1.7556)
1.3801(0.7243)
1.1099(0.3492)

16.7386(16.2309)

11.7503(11.2392)
8.6760(8.1607)
6.4794(5.9584)
2.5211(1.9583)
1.4434(0.8000)
1.1095(0.3485)

3.5519(3.0107)
2.6509(2.0920)
2.1272(1.5485)
1.7944(1.1940)
1.2003(0.4903)
1.0316(0.1804)
1.0016(0.0404)

ling resultou em estimativas inferiores ao esperado para todos os valores de 6. O estudo
de Verdier (2013), em que a amostra de aprendizagem foi gerada da cépula de Frank com
distribui¢oes marginais assimétricas positivas Fisher(10,15), também revelou a falha no
desempenho do T2 de Hotelling para dados com essas caracteristicas, pois apresentou alta
taxa de alarmes falsos, e apontou para o bom desempenho da abordagem via copulas.
Sukparungsee et al. (2016) simulou o ARLg e o ARL; baseados na regra T? de Hotelling,
para as c6pulas Gaussiana, Clayton, Frank, Gumbel e Joe (Joe, 2014), com marginais
assimétricas Exponencial(A = 1), grau de dependéncia moderada (12 = 0,50/ = —0, 50)
e forte (72 = 0,80/m = —0,80) (para os casos de dependéncia negativa, as copulas foram
limitadas a Gaussiana, Clayton e Frank). Os autores frisaram que a escolha da cépula que
melhor se adequa a esse tipo de dados esta intimamente ligada ao tipo de dependéncia.
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Tabela 3.11 Comparacao dos valores de ARLy e ARL1, com SDRL entre parénteses, consi-
derando diferentes fungdes cépula e diferentes shifts nas médias das varidveis (Caso 2 - de-
pendéncia moderada).

Normal

Weibull

Cépula

Clayton

Frank

Gumbel

t

Gaussiana

T2 Hotelling

(0,1)

22.6501(22.1444)

16.8112(16.3036)

17.2729(16.7655)

15.2066(14.7882)

18.4054(17.8984)

5.488(4.9629)

(0.25,1)

(0.50,1)

0.75,1)
(1,1)
(2,1)
(3,1)
(4,1)

20.9477(20.4416)

16.6956(16.1879)

12.7782(12.2681)
9.5721(9.0583)
3.2975(2.7524)
1.5672(0.9428)
1.0348(0.1897)

16.129(15.621)
13.5866(13.077)
10.3629(9.8502)
7.7097(7.1924)
2.5444(1.9823)
1.3175(0.6468)
1.0653(0.2638)

15.0693(14.5607)

11.9056(11.3946)
8.8648(8.3498)
6.4556(5.9346)
2.2147(1.6401)
1.2907(0.6125)
1.0661(0.2654)

13.6627(13.1532)

11.0059(10.494)
8.4252(7.9094)
6.152(5.6299)
2.2201(1.6458)
1.3409(0.6762)
1.1173(0.3602)

16.2718(15.7639)

13.0395(12.5295)
9.7063(9.1927)
7.0326(6.5135)
2.2502(1.6773)
1.1850(0.4682)
1.0098(0.0995)

5.2697(4.7434)
4.7738(4.2445)
4.0974(3.5625)
3.3763(2.8325)
1.4461(0.8032)
1.0196(0.1415)
1.0001(0.0101)

(0,1)

16.9492(16.4416)

13.3593(12.8496)

11.2221(10.7104)
9.6393(9.1256)
6.4447(5.9236)
5.0172(4.4894)
4.2205(3.6868)

12.9698(12.4598)
10.487(9.9745)
8.9295(8.4147)
7.8332(7.3161)
5.3139(4.7879)
4.229(3.6953)
3.5905(3.0543)

13.3248(12.8151)

11.1143(10.6025)
9.4079(8.8938)
8.2367(7.7205)
5.6717(5.1475)
4.4926(3.9611)
3.8242(3.2864)

12.0334(11.5226)
9.992(9.4788)
8.5083(7.9927)
7.5477(7.0300)
5.2599(4.7336)
4.1995(3.6655)
3.5800(3.0391)

14.0548(13.5456)

11.6158(11.1045)
9.8493(9.3359)
8.5324(8.0168)
5.8358(5.3123)
4.5673(4.0364)
3.8784(3.3412)

3.6722(3.1325)
2.8186(2.2640)
2.3448(1.7757)
2.0558(1.4732)
1.5509(0.9243)
1.3673(0.7086)
1.2744(0.5913)

(2,1)
(3,1)
4,1

(1,5)

15.8791(15.3709)

11.163(10.6512)
8.0982(7.5817)
6.1143(5.592)
2.589(2.0283)
1.5075(0.8747)
1.0773(0.2885)

12.7982(12.2880)
9.5209(9.0070)
7.2707(6.7522)
5.5686(5.0439)
2.3086(1.7381)
1.3125(0.6404)
1.0523(0.2345)

12.3253(11.8147)
9.1438(8.6293)
6.8498(6.3301)
5.1902(4.6634)
2.068(1.4862)
1.2548(0.5654)
1.0541(0.2387)

11.2329(10.7213)
8.4201(7.9043)
6.3758(5.8545)
4.8967(4.3682)
2.0294(1.4454)
1.2665(0.5809)
1.0797(0.2933)

13.2450(12.7352)
9.7354(9.2218)
7.2754(6.7569)
5.4490(4.9237)
2.1693(1.5926)
1.2235(0.5229)
1.0131(0.1152)

3.5458(3.0045)
2.5806(2.0196)
2.0425(1.4592)
1.7103(1.1022)
1.1418(0.4024)
1.0088(0.0943)
1.0001(0.0071)

Tabela 3.12 Comparacao dos valores de ARLg e ARL;, com SDRL entre parénteses, consi-
derando diferentes fungdes cépula e diferentes shifts nas médias das varidveis (Caso 2 - de-
pendéncia forte).

Normal

Weibull

Cépula

Clayton

Frank

Gumbel

Gaussiana

T2 Hotelling

(0,1)

24.1324(23.6271)

9.8354(9.3220)

11.7096(11.1984)

t
10.2927(9.7800)

14.4793(13.9704)

5.6838(5.1596)
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21.0962(20.5901)

16.0169(15.5089)

10.9868(10.4749)
5.7221(5.1981)
1.2195(0.5174)
1.0003(0.0186)
1.0000(0.0000)

6.3623(5.8409)
3.8376(3.3000)
2.2363(1.6627)
1.4802(0.8430)
1.0946(0.3217)
1.0117(0.1088)
1.0019(0.0442)

9.9331(9.4198)
7.386(6.8678)
5.2198(4.6932)
3.6415(3.1014)
1.3803(0.7245)
1.0618(0.2561)
1.0084(0.0922)

8.8065(8.2915)
6.5996(6.0791)
4.6404(4.1101)
3.2379(2.6919)
1.3215(0.6518)
1.0850(0.3037)
1.0307(0.1779)

12.1990(11.6883)

8.9431(8.4283)
6.1415(5.6192)
4.0587(3.5234)
1.1096(0.3488)
1.0002(0.0126)
1.0000(0.0000)

5.4528(4.9275)
4.8858(4.3572)
4.0850(3.5500)
3.1769(2.6298)
1.0690(0.2717)
1.0000(0.0060)
1.0000(0.0000)
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18.0226(17.5154)
14.4881(13.9792)
11.9594(11.4485)
10.2028(9.6899)
6.4163(5.8951)
4.7445(4.2149)
3.7448(3.2061)

9.6937(9.1801)
9.1495(8.6350)
8.6646(8.1493)
8.0626(7.546)
6.1692(5.6471)
4.9565(4.4284)
4.2074(3.6735)

10.0880(9.5749)
8.6032(8.0877)
7.5021(6.9842)
6.6699(6.1496)
4.6323(4.1020)
3.6439(3.1039)
3.0412(2.4915)

8.8185(8.3035)
7.5713(7.0536)
6.6916(6.1714)
5.9292(5.4062)
4.1219(3.5872)
3.2158(2.6693)
2.6978(2.1402)

12.0496(11.5388)
10.2847(9.7719)

8.7941(8.2791)
7.7063(7.1889)
5.1587(4.6318)
3.9556(3.4192)
3.2636(2.7180)

3.6572(3.1173)
2.7525(2.1963)
2.2703(1.6983)
1.9825(1.3957)
1.4933(0.8583)
1.3238(0.6547)
1.2390(0.5442)
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16.8845(16.3768)

11.8206(11.3096)
8.5580(8.0425)
6.1569(5.6347)
1.7377(1.1323)
1.0066(0.0814)
1.0000(0.0000)

6.81100(6.2911)
4.7034(4.1735)
3.1269(2.5789)
2.0280(1.4439)
1.1884(0.4731)
1.0100(0.1003)
1.0013(0.0359)

9.0770(8.5625)
6.9824(6.4631)
5.3240(4.7980)
3.9511(3.4147)
1.4229(0.7757)
1.0575(0.2466)
1.0069(0.0835)

8.1563(7.6400)
6.3480(5.8266)
4.8286(4.2997)
3.6121(3.0717)
1.3373(0.6716)
1.0629(0.2586)
1.0189(0.1389)

11.0936(10.5818)

8.2477(7.7315)
6.2047(5.6828)
4.5581(4.0272)
1.3079(0.6345)
1.0003(0.0179)
1.0000(0.0000)

3.5359(2.9944)
2.5126(1.9495)
1.9616(1.3734)
1.6305(1.0139)
1.0747(0.2834)
1.0001(0.0106)
1.0000(0.0000)

Ja Kuvattana et al. (2015) utilizou essas mesmas distribui¢oes marginais e comparou a
eficiéncia, também por meio do ARL, dos graficos de controle MCUSUM e MEWMA,
usando as cépulas de Frank e Clayton para especificar a forte dependéncia. Observou-se
que o grafico MCUSUM teve melhor performance que o grafico MEWMA quando ocorreu
mudanca no parametro de uma das marginais, porém, o desempenho entre as copulas de
Frank e Clayton nao foi bastante variado.

O Caso 4 representa uma situacio tipica em que a regra 72 de Hotelling é reco-
mendada (normalidade bivariada). Assim sendo, encontramos ARLg’s iguais a 19, 7691,
19,5358 e 19, 8122, quando as dependéncias sao, nesta sequéncia, fraca, moderada e forte
(Tabelas 3.16, 3.17 e 3.18, respectivamente). Nessas condigoes, as cépulas Gaussiana
(17,7601), Clayton (17,9115) e Frank (18,3103) tiveram valores de ARL( vizinhos ao
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Tabela 3.13 Comparacao dos valores de ARLy e ARL;, com SDRL entre parénteses, consi-
derando diferentes fungdes cépula e diferentes shifts nas médias das varidveis (Caso 3 - de-
pendéncia fraca).

Coépula
Weibull ‘Weibull Clayton Frank Gumbel t Gaussiana T2 Hotelling
(1,1) (1,1) 21.8579(21.3521)  21.2585(20.7525)  18.8829(18.3761)  16.7723(16.2646)  22.6193(22.1137) _ 14.1335(13.6243)
(1,1.25) (1,1) 13.6444(13.1349)  13.3422(12.8325)  12.0575(11.5467)  10.9714(10.4595)  14.0560(13.5468) 9.3770(8.8629)
(1,1.50) (1,1) 9.5129(8.9991) 9.2611(8.7469) 8.5093(7.9937) 7.8578(7.3408) 9.6813(9.1677) 6.8201(6.3003)
(1,1.75) (1,1) 7.1672(6.6485) 6.9922(6.4729) 6.5015(5.9807) 6.0692(5.5467) 7.2524(6.7338) 5.3318(4.8059)
(1,2) (1,1) 5.7423(5.2184) 5.6024(5.0778) 5.2592(4.7328) 4.9439(4.4157) 5.7709(5.2471) 4.3894(3.8572)
(1,3) (1,1) 3.3189(2.7742) 3.2384(2.6924) 3.1161(2.5678) 2.9927(2.4420) 3.3015(2.7565) 2.7341(2.1774)
(1,4) (1,1) 2.4959(1.9323) 2.4423(1.8768) 2.3786(1.8108) 2.3072(1.7367) 2.4766(1.9123) 2.1398(1.5617)
(1,5) (1,1) 2.0918(1.5112) 2.0519(1.4692) 2.0111(1.4260) 1.9642(1.3761) 2.0737(1.4921) 1.8413(1.2446)
(1,1) (1,1.25) 14.2719(13.7628)  14.0434(13.5341)  12.6473(12.137) 11.4684(10.957) 14.8205(14.3118) _ 10.0882(9.5751)
(1,1) (1,1.50)  10.1102(9.5972) 9.926(9.4127) 9.0613(8.5466) 8.3378(7.8218) 10.3991(9.8865) 7.5182(7.0004)
(1,1) (1,1.75) 7.6619(7.1444) 7.5011(6.9832) 6.9413(6.4218) 6.4661(5.9451) 7.8114(7.2943) 5.923(5.3999)
(1,1) (1,2) 6.1344(5.6122) 6.0123(5.4896) 5.6097(5.0852) 5.2621(4.7357) 6.2201(5.6982) 4.8718(4.3431)
(1,1) (1,3) 3.5144(2.9726) 3.4452(2.9024) 3.2989(2.7539) 3.1596(2.6122) 3.5172(2.9755) 2.9872(2.4364)
(1,1) (1,4) 2.6157(2.0558) 2.5635(2.0020) 2.4839(1.9198) 2.4048(1.838) 2.6039(2.0436) 2.2930(1.7218)
(1,1) (1,5) 2.1749(1.5985) 2.1366(1.5583) 2.0894(1.5087) 2.0362(1.4526) 2.1613(1.5843) 1.9534(1.3647)
(1,1.25)  (1,1.25) _ 10.1024(9.5894) 10.0343(9.5212) 9.1356(8.6211) 8.4384(7.9226) 10.5308(10.0183) 7.5045(6.9866)
(1,1.50) (1,1.50) 6.2092(5.6872) 6.1888(5.6668) 5.7424(5.2185) 5.4119(4.8864) 6.4495(5.9285) 4.9745(4.4465)
(1,1.75) (1,1.75) 4.4374(3.9055) 4.4459(3.9141) 4.1852(3.6511) 3.9897(3.4537) 4.5992(4.0686) 3.742(3.2032)
(1,2) (1,2) 3.4916(2.9495) 3.5035(2.9616) 3.3264(2.7818) 3.1984(2.6517) 3.6049(3.0643) 3.0388(2.4891)
(1,3) (1,3) 2.0872(1.5063) 2.0948(1.5144) 2.0348(1.4511) 1.9929(1.4067) 2.1313(1.5528) 1.9408(1.3513)
(1,4) (1,4) 1.6652(1.0525) 1.6689(1.0565) 1.6361(1.0202) 1.6141(0.9956) 1.6881(1.0777) 1.5856(0.9636)
(1,5) (1,5) 1.4710(0.8324) 1.4740(0.8359) 1.4524(0.8106) 1.4377(0.7933) 1.4864(0.8503) 1.4190(0.7711)

Tabela 3.14 Comparacao dos valores de ARLy e ARL;, com SDRL entre parénteses, consi-
derando diferentes fungdes cépula e diferentes shifts nas médias das varidveis (Caso 3 - de-
pendéncia moderada).

Coépula
Weibull Weibull Clayton Frank Gumbel t Gaussiana T2 Hotelling
(1,1) (1,1) 20.4307(19.9244) _ 19.1039(18.6872)  14.2507(13.7416) _ 13.9295(13.4202) _ 17.5778(17.0705) _ 13.3786(12.8689)
(1,1.25) (1,1) 13.1756(12.6657)  12.6752(12.165) 9.7964(9.283) 9.5932(9.0795) 11.703(11.1919) 9.1186(8.6041)
(1,1.50) (1,1) 9.2587(8.7445) 8.8764(8.3615) 7.185(6.6663) 7.0545(6.5354) 8.3292(7.8132) 6.6988(6.1786)
(1,1.75) (1,1) 7.0054(6.4861) 6.6995(6.1793) 5.5892(5.0645) 5.5061(4.9811) 6.3232(5.8017) 5.2609(4.7346)
(1,2) (1,1) 5.6121(5.0876) 5.342(4.8161) 4.5703(4.0395) 4.5022(3.9709) 5.0908(4.5635) 4.3301(3.7974)
(1,3) (1,1) 3.2213(2.6749) 3.0309(2.4811) 2.7752(2.2195) 2.7425(2.186) 2.9514(2.3999) 2.6868(2.1288)
(1,4) (1,1) 2.3952(1.8281) 2.2575(1.6848) 2.1421(1.5641) 2.1188(1.5396) 2.2208(1.6465) 2.092(1.5115)
(1,5) (1,1) 1.986(1.3994) 1.8815(1.2879) 1.8273(1.2295) 1.8113(1.2122) 1.8631(1.268) 1.796(1.1956)
(1,1) (1,1.25) 13.6679(13.1584)  13.3422(12.8325)  10.2659(9.7531) 10.0422(9.5291) 12.3147(11.8041) 9.7392(9.2256)
(1,1) (1,1.50) 9.771(9.2575) 9.5334(9.0196) 7.5843(7.0666) 7.4542(6.9362) 8.8697(8.3547) 7.3133(6.7949)
(1,1) (1,1.75) 7.4266(6.9085) 7.2127(6.6941) 5.9332(5.4102) 5.8439(5.3204) 6.7899(6.27) 5.7792(5.2555)
(1,1) (1,2) 5.9596(5.4367) 5.7569(5.2331) 4.8707(4.342) 4.8013(4.2721) 5.4589(4.9337) 4.7729(4.2435)
(1,1) (1,3) 3.4067(2.8634) 3.2329(2.6867) 2.9177(2.3654) 2.8847(2.3317) 3.1313(2.5833) 2.9068(2.3542)
(1,1) (1,4) 2.5096(1.9464) 2.371(1.8029) 2.2236(1.6495) 2.2021(1.627) 2.3245(1.7546) 2.2259(1.6519)
(1,1) (1,5) 2.0699(1.4882) 1.9603(1.372) 1.8867(1.2935) 1.8709(1.2765) 1.936(1.3461) 1.8908(1.2978)
(1,1.25) (1,1.25) 10.0685(9.5554) 10.1906(9.6777) 8.0275(7.5109) 7.8927(7.3757) 9.4463(8.9323) 7.484(6.9661)
(1,1.50) (1,1.50) 6.3998(5.8785) 6.6272(6.1067) 5.4901(4.965) 5.4239(4.8984) 6.2308(5.709) 5.1289(4.6019)
(1,1.75)  (1,1.75) 4.6834(4.1534) 4.8841(4.3555) 4.2025(3.6686) 4.1561(3.6218) 4.6483(4.1181) 3.943(3.4065)
(1,2) (1,2) 3.7458(3.207) 3.9111(3.3743) 3.4589(2.9164) 3.4271(2.884) 3.7551(3.2164) 3.2592(2.7135)
(1,3) (1,3) 2.3069(1.7363) 2.3882(1.8208) 2.2299(1.6561) 2.2174(1.643) 2.3324(1.7628) 2.1396(1.5614)
(1,4) (1,4) 1.8469(1.2506) 1.8985(1.3061) 1.8126(1.2136) 1.805(1.2054) 1.8694(1.2749) 1.7546(1.1506)
(1,5) (1,5) 1.6272(1.0102) 1.6641(1.0513) 1.607(0.9876) 1.6017(0.9818) 1.6439(1.0289) 1.5658(0.9413)

gerado pela tradicional regra sob fraca dependéncia. O mesmo se deu sob dependéncia
moderada para as copulas Gaussiana (17,3076) e Frank (17,8565). J& considerando um
grau forte de dependéncia, ainda assim as cépulas Gaussiana e Frank tiveram ARLg’s
préximos ao gerado pela T? (17,2759 e 19, 7161, respectivamente). E sabido que a regra
T? de Hotelling nao é sensivel a pequenas mudancas, sendo possivel notar nos resultados
do ARL; que as redugoes sao significativas, independente do nivel de associagao, quando
a magnitude da mudanca é superior a um. Em contrapartida, as estimativas para o ARL;
obtidas pela cépula Gaussiana foram muito préximas as encontradas no 72 em todas as

situagoes de mudancas apresentadas e, quando estas eram pequenas, as estimativas fo-
ram em sua maioria menores do que as apresentadas pela regra classica. Esses resultados
corroboram com os achados de Verdier (2013), ou seja, apesar da regra T2 ser a mais
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Tabela 3.15 Comparacao dos valores de ARLy e ARL;, com SDRL entre parénteses, consi-
derando diferentes fungdes cépula e diferentes shifts nas médias das varidveis (Caso 3 - de-
pendéncia forte).

Weibull

Weibull

Coépula

Clayton

Frank

Gumbel

t

Gaussiana

T2 Hotelling

(1,1)

21.7467(21.2408)

13.5516(13.0420)

10.535(10.0225)

9.6800(9.1664)

13.8689(13.3595)

13.5044(12.9948)

(1,1)

14.0556(13.5464)
9.4611(8.9471)
6.8067(6.2869)
5.1342(4.6071)
2.241(1.6677)
1.3881(0.7340)
1.13(0.3832)

9.4109(8.8968)
6.4299(5.9088)
4.6262(4.0958)
3.5188(2.9772)
1.8046(1.2050)
1.3834(0.7282)
1.2371(0.5416)

7.6625(7.1450)
5.6274(5.1030)
4.3251(3.7923)
3.492(2.9499)
2.0957(1.5154)
1.6505(1.0361)
1.4514(0.8095)

7.1142(6.5953)
5.2214(4.6949)
4.0022(3.4664)
3.2242(2.6779)
1.9186(1.3275)
1.5162(0.8846)
1.3417(0.6771)

9.6514(9.1377)
6.8354(6.3156)
5.0882(4.5609)
3.9915(3.4555)
2.1751(1.5987)
1.6189(1.0009)
1.3853(0.7306)

9.3032(8.7890)
6.7355(6.2154)
5.1834(4.6566)
4.1763(3.6422)
2.4631(1.8984)
1.8883(1.2951)
1.6243(1.0070)

14.8796(14.3709)
10.2676(9.7548)
7.4881(6.9701)
5.6690(5.1448)
2.4611(1.8963)
1.4669(0.8275)
1.1578(0.4275)

10.2497(9.7369)
7.2028(6.6842)
5.2147(4.6882)
3.9525(3.4161)
1.9341(1.3441)
1.4295(0.7836)
1.2575(0.5690)

8.1237(7.6073)
6.1134(5.5911)
4.7243(4.1946)
3.8085(3.2705)
2.2054(1.6305)
1.7056(1.0970)
1.4833(0.8467)

7.5532(7.0355)
5.6989(5.1748)
4.3874(3.8551)
3.5188(2.9772)
2.0220(1.4375)
1.5622(0.9371)
1.3666(0.7078)

10.3323(9.8196)
7.4894(6.9715)
5.6245(5.1000)
4.4047(3.8726)
2.3279(1.7582)
1.6904(1.0803)
1.4235(0.7765)

10.0482(9.5351)
7.5066(6.9887)
5.8270(5.3034)
4.7104(4.1806)
2.6885(2.1306)
2.0057(1.4203)
1.6965(1.0870)

11.6179(11.1067)
7.6146(7.0970)
5.6642(5.1400)
4.5556(4.0246)
2.7767(2.2211)
2.1694(1.5928)
1.8643(1.2694)

8.9965(8.4818)
6.5568(6.0361)
5.1583(4.6313)
4.2823(3.7491)
2.7374(2.1808)
2.1645(1.5876)
1.8688(1.2742)

7.0183(6.4991)
5.2885(4.7623)
4.3016(3.7686)
3.6751(3.1355)
2.4949(1.9312)
2.0324(1.4485)
1.7831(1.1817)

6.6504(6.1301)
5.0882(4.5609)
4.1737(3.6395)
3.5858(3.0451)
2.4621(1.8974)
2.0129(1.4279)
1.7694(1.1668)

8.6978(8.1825)
6.2767(5.7550)
4.9351(4.4068)
4.1170(3.5822)
2.6671(2.1086)
2.1270(1.5483)
1.8446(1.2481)

8.0578(7.5412)
5.7512(5.2273)
4.5221(3.9909)
3.7838(3.2455)
2.4912(1.9274)
2.0070(1.4216)
1.7573(1.1536)

eficiente, a modelagem de cépulas se ajusta muito bem ao caso em estudo.

Tabela 3.16 Comparacao dos valores de ARLg e ARL;, com SDRL entre parénteses, consi-
derando diferentes fungdes cépula e diferentes shifts nas médias das varidveis (Caso 4 - de-
pendéncia fraca).

Normal

Normal

T2 Hotelling

Cépula

Gaussiana

t

Clayton

Frank

Gumbel

(0,1

(0,1

10.7691(19.2626)

17.7601(17.2529)

13.8106(13.3012)

17.9115(17.4043)

18.3103(17.8033)

14.5726(14.0637)

(0.25,1)

(0.50,1)

0.75,1)
(1,1)
(2,1)
(3,1)
(4,1)

(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)

16.0359(15.5279)

11.8201(11.309)
8.152(7.6356)
5.7343(5.2104)
1.9456(1.3564)
1.1768(0.4561)
1.0212(0.147)

14.5113(14.0023)
10.4115(9.8988)
7.2229(6.7043)
5.071(4.5436)
1.805(1.2054)
1.144(0.406)
1.0156(0.1258)

11.4054(10.8939)
8.3895(7.8737)
5.9605(5.4376)
4.2764(3.7432)
1.6563(1.0426)
1.1128(0.3542)
1.011(0.1053)

14.7102(14.2014)

10.6783(10.166)
7.4356(6.9176)
5.2485(4.7221)
1.8626(1.2675)
1.1597(0.4303)
1.0182(0.136)

14.9638(14.4551)

10.7557(10.2435)
7.4555(6.9375)
5.2248(4.6982)
1.8386(1.2418)
1.1521(0.4186)
1.0168(0.1306)

12.0337(11.5229)
8.831(8.3159)
6.2548(5.7331)
4.4678(3.9362)
1.6968(1.0873)
1.1212(0.3686)
1.0121(0.1106)

(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)

(0.25,1)

(0.50,1)

(0.75,1)
(1,1)

18.6804(18.1735)
15.6922(15.184)

11.9677(11.4568)
8.7904(8.2753)
2.7287(2.1719)
1.3653(0.7062)
1.0574(0.2463)

17.2141(16.7066)

15.0875(14.5789)

12.1616(11.6509)
9.4019(8.8878)
3.0803(2.5314)
1.4646(0.8248)
1.0792(0.2923)

13.4945(12.9849)

12.1083(11.5975)

10.1086(9.5955)
8.0252(7.5085)
2.7516(2.1954)
1.3696(0.7115)
1.057(0.2453)

16.7398(16.2321)

14.3649(13.8559)

11.6036(11.0924)
9.0271(8.5124)
3.1208(2.5726)
1.4956(0.8609)
1.0885(0.3103)

17.691(17.1837)
15.4512(14.9428)
12.481(11.9705)
9.6248(9.1111)
3.1523(2.6048)
1.4861(0.85)
1.0843(0.3024)

14.2841(13.775)
12.733(12.2228)
10.4809(9.9683)
8.1995(7.6833)
2.7818(2.2263)
1.3849(0.7301)
1.0612(0.2549)

(0.25,1)
(0.50,1)
(0.75,1)

15.8927(15.3846)

10.8227(10.3106)
7.0469(6.5278)
4.6581(4.1279)
1.532(0.9028)
1.0556(0.2424)
1.0021(0.0454)

14.367(13.858)
9.8887(9.3753)
6.5324(6.0116)
4.4095(3.8774)
1.5101(0.8777)
1.0542(0.2391)
1.0021(0.0462)

11.3823(10.8708)
8.1542(7.6379)
5.6242(5.0998)
3.9456(3.4092)
1.49(0.8545)
1.0566(0.2446)
1.0025(0.0499)

14.0893(13.5801)
9.4783(8.9644)
6.1816(5.6596)
4.1453(3.6108)
1.4536(0.812)
1.0452(0.2175)
1.0016(0.04)

14.6473(14.1385)
9.9612(9.4479)
6.5184(5.9976)
4.3683(3.8359)
1.4961(0.8615)
1.0515(0.2328)
1.002(0.0444)

11.9295(11.4185)
8.3702(7.8543)
5.6723(5.1481)
3.9074(3.3705)
1.4497(0.8074)
1.0475(0.2231)
1.0018(0.043)

e Contexto Semi-Paramétrico Bivariado:
paramétrico, uma vez que consideramos os dados gerados de uma copula de Clayton
com distribui¢oes marginais normal padrao e estimamos o ARL também da copula
de Clayton, porém variando os tipos de funcao Kernel para as marginais. Continu-
amos a comparacao com a regra 12 de Hotelling. Vale ressaltar que esta proposta
pode ser considerada quando nao é possivel definir as distribuigoes marginais pa-
ramétricas, ou quando nao se tem certeza das mesmas.

O Caso 5 expode o contexto semi-

Considerando fraca associagao entre as variaveis, a Tabela 3.19 mostra que nenhuma
das fungoes Kernel utilizadas apresenta ARLq préximo de 20 (valor nominal). A regra T
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Tabela 3.17 Comparacao dos valores de ARLy e ARL;, com SDRL entre parénteses, consi-
derando diferentes fungdes cépula e diferentes shifts nas médias das varidveis (Caso 4 - de-
pendéncia moderada).

Normal

Normal

T2 Hotelling

Coépula

Gaussiana

t

Clayton

Frank

Gumbel

(0,1)

(0,1)

19.5358(19.0293)

17.3076(16.8002)

14.1407(13.6315)

16.3143(15.8064)

17.8565(17.3493)

13.1641(12.6543)

=~
e

Rt dta BEIN
ot O Ut
== =

—

(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)

15.5977(15.0894)
11.0079(10.496)
7.3212(6.8028)
5.0058(4.4779)
1.6728(1.0609)
1.0943(0.3213)
1.0063(0.0797)

13.8389(13.3295)
9.613(9.0993)
6.4519(5.9308)
4.4411(3.9092)
1.5799(0.9572)
1.0773(0.2885)
1.0046(0.0683)

11.4419(10.9305)
8.1537(7.6373)
5.6298(5.1054)
3.9669(3.4307)
1.5224(0.8918)
1.0715(0.2769)
1.0045(0.0669)

13.7155(13.2061)

10.1077(9.5947)
7.1035(6.5845)
5.0352(4.5075)
1.7701(1.1675)
1.1213(0.3689)
1.0097(0.099)

14.4504(13.9415)

10.1692(9.6563)
6.8821(6.3625)
4.741(4.2115)
1.6428(1.0276)
1.0889(0.3112)
1.0057(0.0755)

10.4341(9.9215)
7.4173(6.8992)
5.1321(4.605)
3.635(3.0948)
1.45(0.8077)
1.0567(0.2448)
1.0031(0.0555)

—~
e e e = =
COoowWwH
e

18.6289(18.122)

15.1598(14.6513)

11.0368(10.5249)
7.7869(7.2698)
2.247(1.6739)
1.2063(0.4989)
1.0201(0.1431)

16.8107(16.303)

14.4171(13.9081)
11.1957(10.684)
8.2996(7.7835)
2.4878(1.9239)
1.2631(0.5764)
1.0285(0.1713)

13.8202(13.3108)

12.1797(11.669)
0.8348(9.3214)
7.4819(6.964)
2.3408(1.7716)
1.228(0.5291)
1.0228(0.1526)

14.748(14.2392)

12.3521(11.8415)
9.9139(9.4007)
7.6943(7.1769)
2.7484(2.1921)
1.3647(0.7055)
1.0493(0.2274)

17.1898(16.6823)

14.6847(14.1759)
11.4584(10.947)
8.5524(8.0369)
2.6028(2.0425)
1.2963(0.6198)
1.0346(0.1891)

13.2521(12.7422)

11.7922(11.2811)
9.4233(8.9093)
7.0435(6.5244)
2.1632(1.5863)
1.1863(0.4701)
1.0167(0.1303)

(4,1

4,1

16.3351(15.8272)

11.6626(11.1514)
7.8853(7.3684)
5.3467(4.8209)
1.748(1.1435)
1.1082(0.3462)
1.0075(0.0871)

14.3633(13.8543)

10.3169(9.8042)
7.0564(6.5373)
4.897(4.3684)
1.6841(1.0734)
1.0985(0.329)
1.007(0.0838)

11.8382(11.3272)
8.7146(8.1994)
6.1531(5.6309)
4.3791(3.8467)
1.6451(1.0302)
1.0994(0.3305)
1.0076(0.0874)

12.0182(12.4082)
8.8737(8.3588)
5.9515(5.4286)
4.0917(3.5567)
1.5065(0.8735)
1.0637(0.2604)
1.0035(0.0593)

14.6977(14.1889)

10.2912(9.7785)
6.9345(6.4151)
4.7541(4.2246)
1.6356(1.0196)
1.087(0.3076)
1.0056(0.0751)

11.0407(10.5288)
8.2056(7.6894)
5.8752(5.3519)
4.2481(3.7146)
1.6531(1.0391)
1.1061(0.3426)
1.0087(0.0937)

Tabela 3.18 Comparacao dos valores de ARLy e ARL;, com SDRL entre parénteses, consi-
derando diferentes fungdes cépula e diferentes shifts nas médias das varidveis (Caso 4 - de-
pendéncia forte).

Normal

Normal

T2 Hotelling

Coépula

Gaussiana

t

Clayton

Frank

Gumbel

(0,1)

(0,1)

19.8122(19.3057)

17.2759(16.7685)

15.9495(15.4414)

15.3851(14.8767)

19.7161(19.2096)

13.4956(12.986)

(0.25,1)
(0.50,1)
1)

(0,1)
(0,1)

14.2499(13.7408)
8.836(8.3209)
5.3124(4.7863)
3.4119(2.8687)
1.2263(0.5268)
1.0091(0.0958)
1.0001(0.0073)

12.7707(12.2605)
7.9188(7.4019)
4.863(4.3343)
3.1718(2.6246)
1.2067(0.4994)
1.0078(0.0886)
1.0000(0.0063)

11.9798(11.4689)
7.6619(7.1444)
4.8436(4.3147)
3.2232(2.677)
1.2448(0.552)
1.0121(0.1106)
1.0001(0.0092)

13.4655(12.9558)
9.9802(9.467)
6.9476(6.4282)
4.841(4.3121)
1.5756(0.9524)
1.0483(0.225)
1.0009(0.0304)

15.2179(14.7094)
9.7888(9.2753)
6.0274(5.5047)
3.8543(3.3169)
1.281(0.5999)
1.0125(0.1125)
1.0001(0.0086)

9.6506(9.137)
6.1903(5.6683)
3.9957(3.4598)
2.7412(2.1847)
1.1811(0.4625)
1.0073(0.086)
1.0000(0.0066)

18.0109(17.5037)

12.8251(12.315)
8.0907(7.5743)
5.1036(4.5764)
1.4301(0.7843)
1.0246(0.1588)
1.0003(0.016)

16.4144(15.9066)

12.6021(12.0917)
8.5865(8.071)
5.5952(5.0706)
1.525(0.8947)
1.0342(0.1881)
1.0005(0.0228)

15.3374(14.829)

12.3713(11.8608)
8.7675(8.2523)
5.8336(5.3101)
1.5726(0.9489)
1.0396(0.2029)
1.0007(0.0262)

13.1334(12.6235)

10.5108(9.9983)
8.1769(7.6606)
6.2839(5.7622)
2.1887(1.613)
1.1557(0.4242)
1.0068(0.083)

18.5487(18.0418)

14.3291(13.8201)
9.8789(9.3655)
6.5334(6.0126)
1.7164(1.1089)
1.0611(0.2546)
1.0014(0.0379)

13.6923(13.1828)

11.1939(10.6823)
7.7155(7.1981)
5.0041(4.4763)
1.4142(0.7653)
1.0228(0.1528)
1.0003(0.016)

16.6761(16.1684)
12.325(11.8144)
8.5917(8.0762)
5.9703(5.4474)
1.9723(1.3848)
1.1736(0.4513)
1.0185(0.1374)

14.5798(14.0709)

10.7719(10.2597)
7.5833(7.0657)
5.3712(4.8455)
1.8666(1.2719)
1.1534(0.4207)
1.016(0.1273)

13.4474(12.9377)
9.9804(9.4672)
7.0936(6.5746)
5.0777(4.5504)
1.8532(1.2575)
1.1599(0.4307)
1.0182(0.1362)

12.3503(11.8397)
8.6928(8.1775)
5.9827(5.4598)
4.192(3.6579)
1.5805(0.9579)
1.0873(0.3081)
1.0069(0.0834)

16.3924(15.8845)

11.706(11.1949)
7.9438(7.427)
5.4596(4.9343)
1.8196(1.2212)
1.136(0.3931)
1.0129(0.1143)

11.1749(10.6632)
8.3884(7.8726)
6.1353(5.6131)
4.5282(3.9971)
1.8117(1.2127)
1.165(0.4384)
1.0208(0.1457)

tem o melhor desempenho (17,0184). Na Tabela 3.20, com grau moderado de associacao,
o Kernel Gaussiano passa a apresentar um desempenho superior as demais propostas
(22,3784), que permanece quando ha alta dependéncia (20,2790) (Tabela 3.21). Aqui,
sao observados também melhores resultados para o ARL; a partir da menor mudanga
considerada de 0,25 na média de apenas uma das marginais ou de ambas. Verdier (2013)
também abordou a proposta semi-paramétrica com marginais Kernel Gaussiano e largura
de banda estimada via método plug-in. Quando ele considerou amostra de aprendizagem
oriunda da distribuicao normal bivariada, a taxa de alarmes falsos gerada pela proposta
foi um pouco inferior a nominal quando os dados estavam sob controle, e muito proxima

a da regra classica quando fora de controle.

Quando a amostra de aprendizagem foi

gerada da copula de Frank com distribui¢oes marginais Fisher (10,15), a abordagem semi-
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paramétrica teve desempenho inferior a proposta de cépulas paramétricas e superior a
T?, mas chama a atencao para a escolha do parametro de suavizacao e sugere que ela
pode ser feita levando em conta uma transformacao log-linear. Vale lembrar que, no nosso

estudo, mantivemos os parametros fixos e variamos apenas a funcao Kernel.

Tabela 3.19 Comparacao dos valores de ARLg e ARL;, com SDRL entre parénteses, con-
siderando diferentes funcoes Kernel e diferentes shifts nas médias das varidveis (Caso 5 -
dependéncia fraca).

Normal

Normal

Kernel

Gaussiano

Retangular

Triangular

Epanechnikov

Biweight

T2 Hotelling

(0,1)

(0,1)

25.0225(24.5174)

5.9581(5.4352)

15.2527(14.7443)

11.0244(10.5125)

15.1754(14.6669)

17.0184(16.5108)

(0.25,1)

(0.50,1)

(0.75,1)
1

(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)

22.1661(21.6603)

16.5366(16.0288)

11.5818(11.0706)
8.0422(7.5256)
2.4042(1.8374)
1.2433(0.5500)
1.0199(0.1425)

5.6259(5.1015)
4.7929(4.2637)
3.8627(3.3254)
3.0619(2.5126)
1.4505(0.8083)
1.0590(0.2499)
1.0022(0.0465)

13.7257(13.2163)

10.6879(10.1756)
7.8394(7.3224)
5.6809(5.1567)
1.9663(1.3784)
1.1511(0.4171)
1.0091(0.0956)

10.1088(9.5958)
8.1090(7.5925)
6.1332(5.6110)
4.5807(4.0499)
1.7567(1.1530)
1.1123(0.3535)
1.0054(0.0739)

13.5766(13.0671)

10.5854(10.0730)
7.7540(7.2367)
5.6323(5.1079)
1.9599(1.3717)
1.1521(0.4187)
1.0091(0.0956)

15.6981(15.1899)

12.4835(11.9730)
9.1394(8.6250)
6.5316(6.0108)
2.0725(1.4909)
1.1586(0.4286)
1.0092(0.0962)

(0.25,1)
(0.50,1)
(0.75,1)
(1,1)
(2,1)
(3,1)
(4,1)

22.1219(21.6162)

16.5180(16.0102)

11.5869(11.0757)
8.0566(7.5400)
2.4018(1.8349)
1.2411(0.5470)
1.0195(0.1409)

5.6109(5.0864)
4.7638(4.2344)
3.8427(3.3051)
3.0557(2.5063)
1.4469(0.8041)
1.0579(0.2476)
1.0023(0.0479)

13.7283(13.2189)

10.7027(10.1905)
7.8347(7.3176)
5.6741(5.1499)
1.9589(1.3705)
1.1500(0.4153)
1.0093(0.0968)

10.0735(9.5605)
8.0968(7.5803)
6.1173(5.5950)
4.5745(4.0437)
1.7544(1.1504)
1.1108(0.3509)
1.0058(0.0761)

13.5955(13.0859)

10.5937(10.0813)
7.7582(7.2410)
5.6205(5.0960)
1.9561(1.3676)
1.1506(0.4163)
1.0093(0.0967)

16.733(16.2253)

13.8939(13.3846)

10.3961(9.8835)
7.4761(6.9581)
2.2620(1.6896)
1.1961(0.4842)
1.013(0.1149)

(0.25,1)
(0.50,1)
(0.75,1)
(1,1)
(2,1)
(3,1)
(4,1)

20.9424(20.4363)

13.8228(13.3135)
8.4539(7.9382)
5.3133(4.7872)
1.6101(0.9911)
1.0955(0.3235)
1.0100(0.1004)

5.4856(4.9605)
4.3802(3.8478)
3.3199(2.7752)
2.5370(1.9747)
1.2858(0.6062)
1.0450(0.2168)
1.0041(0.0642)

13.1316(12.6217)
9.2906(8.7763)
6.1494(5.6272)
4.1435(3.6090)
1.4989(0.8647)
1.0804(0.2946)
1.0084(0.0919)

9.7407(9.2272)
7.2063(6.6876)
5.0018(4.4739)
3.5278(2.9862)
1.4289(0.7829)
1.0695(0.2726)
1.0071(0.0843)

12.9289(12.4189)
9.1061(8.5916)
6.0226(5.4999)
4.0798(3.5447)
1.4920(0.8568)
1.0793(0.2925)
1.0083(0.0913)

16.1504(15.6424)

12.1145(11.6037)
8.1478(7.6315)
5.3834(4.8577)
1.6727(1.0608)
1.1101(0.3497)
1.0124(0.1119)

Tabela 3.20 Comparagao dos valores de ARLy e ARL;, com SDRL entre parénteses, con-
siderando diferentes fungoes Kernel e diferentes shifts nas médias das varidveis (Caso 5 -
dependéncia moderada).

Normal

Normal

Kernel

Gaussiano

Retangular

Triangular

Epanechnikov

Biweight

T2 Hotelling

(0,1

(0,1

22.3784(21.8727)

6.1846(5.6626)

14.5163(14.0074)

11.1912(10.6795)

14.7093(14.2005)

16.4577(15.9498)

(0.25,1)

(0.50,1)

0.75,1)
(1,1)
(2,1)
(3,1)
(4,1)

(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)

17.9817(17.4746)

11.6556(11.1443)
7.4764(6.9585)
4.9958(4.4679)
1.5913(0.9701)
1.0338(0.1868)
1.0002(0.0148)

5.6479(5.1236)
4.4811(3.9496)
3.4136(2.8704)
2.5921(2.0315)
1.1969(0.4854)
1.0044(0.0662)
1.0000(0.0035)

12.4242(11.9137)
8.6997(8.1845)
5.9375(5.4145)
4.1315(3.5970)
1.4229(0.7757)
1.0183(0.1363)
1.0001(0.0094)

9.7857(9.2722)
7.1116(6.5926)
5.0517(4.5242)
3.6284(3.0882)
1.3512(0.6889)
1.0109(0.1048)
1.0000(0.0065)

12.3186(11.8080)
8.5803(8.0648)
5.8878(5.3645)
4.1338(3.5993)
1.4388(0.7945)
1.0166(0.1298)
1.0001(0.0086)

14.398(13.8890)

10.8073(10.2952)
7.4977(6.9798)
5.0862(4.5589)
1.3958(0.7433)
1.0106(0.1036)
1.0001(0.0073)

(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)

(0.25,1)

(0.50,1)

(0.75,1)
(1,1)
(2,1)
(3,1)
(4,1)

17.9070(17.3998)

11.6282(11.1169)
7.4411(6.9231)
4.9842(4.4562)
1.5882(0.9665)
1.0340(0.1875)
1.0002(0.0148)

5.6256(5.1012)
4.4686(3.9370)
3.4030(2.8596)
2.5898(2.0291)
1.1961(0.4843)
1.0045(0.0673)
1.0000(0.0020)

12.4097(11.8992)
8.6712(8.1559)
5.9217(5.3986)
4.1225(3.5878)
1.4194(0.7716)
1.0185(0.1374)
1.0001(0.0084)

9.7466(9.2331)
7.1235(6.6046)
5.0328(4.5051)
3.6209(3.0806)
1.3480(0.6849)
1.0109(0.1050)
1.0000(0.0049)

12.3381(11.8275)
8.5757(8.0602)
5.8705(5.3472)
4.1261(3.5915)
1.4355(0.7906)
1.0167(0.1305)
1.0001(0.0073)

15.4088(14.9004)

12.0980(11.5873)
8.5483(8.0328)
5.8293(5.3058)
1.5096(0.8771)
1.0151(0.1238)
1.0001(0.0075)

(0.25,1)
(0.50,1)
(0.75,1)

(4,1)

(0.25,1)

(0.50,1)

(0.75,1)
(1,1)
(2,1)
(3,1)
(4,1)

18.9072(18.4004)

12.6994(12.1891)
7.9656(7.4488)
5.1945(4.6678)
1.7370(1.1314)
1.1435(0.4050)
1.0172(0.1324)

5.7882(5.2646)
4.6863(4.1563)
3.6006(3.0600)
2.7853(2.2299)
1.4083(0.7583)
1.0787(0.2914)
1.0081(0.0904)

13.4163(12.9067)
9.8883(9.3749)
6.7243(6.2042)
4.6140(4.0835)
1.7021(1.0932)
1.1429(0.4041)
1.0177(0.1342)

10.4452(9.9326)
7.9859(7.4692)
5.6571(5.1328)
4.0406(3.5051)
1.6291(1.0124)
1.1287(0.3812)
1.0156(0.126)

13.1099(12.6000)
9.5140(9.0001)
6.4612(5.9402)
4.4584(3.9267)
1.6750(1.0633)
1.1356(0.3924)
1.0164(0.1292)

15.0943(14.5858)

11.8161(11.3051)
8.4950(7.9794)
5.9611(5.4382)
1.9982(1.4123)
1.2162(0.5127)
1.0315(0.1804)

e Contexto Nao-Paramétrico Bivariado: Para compor o caso nao-paramétrico,
geramos dados da cépula de Clayton com distribuigoes marginais Kernel Gaus-
siano(0,1). Posteriormente, sem mexer nas marginais, estimamos a cépula nao-
paramétrica considerando diferentes tipos de transformacao de Kernel. Ainda com-
paramos os resultados obtidos com os da regra T2 de Hotelling. Vale ressaltar que
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Tabela 3.21 Comparacao dos valores de ARLg e ARL;, com SDRL entre parénteses, con-
siderando diferentes funcoes Kernel e diferentes shifts nas médias das varidveis (Caso 5 -
dependéncia forte).

Kernel
Normal Normal Gaussiano Retangular Triangular Epanechnikov Biweight T2 Hotelling
(0,1) (0,1) 20.279(19.7727) 6.049(5.5264) 13.0596(12.5496) 10.7094(10.1971) 13.2398(12.7300) 15.1566(14.6480)
(0.25,1) (0,1) 10.4188(9.9062)  4.5568(4.0259) 7.7871(7.2699) 6.8519(6.3322) 7.7236(7.2062) 12.4589(11.9484)
(0.50,1) (0,1) 4.3554(3.8229) 2.7222(2.1652) 3.6984(3.1591) 3.5855(3.0447) 3.8043(3.2663) 8.2912(7.7751)
(0.75,1) (0,1) 2.5309(1.9684) 1.7420(1.1369) 2.1801(1.6039) 2.1765(1.6002) 2.2821(1.7106) 4.8015(4.2723)
(1,1) (0,1) 1.8066(1.2071) 1.3066(0.6329) 1.5918(0.9706) 1.5507(0.9241) 1.6229(1.0055) 2.4778(1.9136)
(2,1) (0,1) 1.0313(0.1797) 1.0020(0.0444) 1.0148(0.1224) 1.0087(0.0937) 1.0128(0.1139) 1.0069(0.0831)
(3,1) (0,1) 1.0000(0.0051) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0028) 1.0000(0.0014) 1.0000(0.0024) 1.0000(0.0024)
(4,1) (0,1) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000)
(0,1) (0.25,1)  10.3681(9.8554)  4.5592(4.0283) 7.7534(7.2361) 6.8517(6.3320) 7.7147(7.1974) 13.4243(12.9146)
(0,1) (0.50,1) 4.3469(3.8143) 2.7179(2.1608) 3.6955(3.1562) 3.5891(3.0483) 3.8049(3.2668) 0.4183(8.9043)
(0,1) (0.75,1) 2.5275(1.9649) 1.7388(1.1334) 2.1751(1.5987) 2.1722(1.5957) 2.2778(1.7061) 5.6282(5.1037)
(0,1) (1,1) 1.8028(1.2030) 1.3057(0.6317) 1.5900(0.9686) 1.5480(0.9211) 1.6203(1.0026) 2.9348(2.3829)
(0,1) (2,1) 1.0314(0.1799) 1.0020(0.0447) 1.0146(0.1218) 1.0087(0.0939) 1.0128(0.1137) 1.0107(0.1039)
(0,1) (3,1) 1.0000(0.0065) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0028) 1.0000(0.0014) 1.0000(0.0028) 1.0000(0.0028)
(0,1) (4,1) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000)
(0.25,1)  (0.25,1)  17.8508(17.3436)  6.0258(5.5032)  13.1825(12.6727)  10.8169(10.3048)  12.9222(12.4122)  13.6556(13.1461)
(0.50,1) (0.50,1) 12.3956(11.8851) 5.1710(4.6442) 10.5088(9.9963) 8.8599(8.3449) 10.1033(9.5902) 11.1423(10.6306)
(0.75,1) (0.75,1) 8.1995(7.6833) 4.1179(3.5832) 7.5489(7.0311) 6.5812(6.0606) 7.2253(6.7067) 8.5631(8.0476)
(1,1) (1,1) 5.5834(5.0588) 3.2369(2.6908) 5.3919(4.8663) 4.8328(4.3038) 5.1659(4.639) 6.4509(5.9298)
(2,1) (2,1) 1.9319(1.3418) 1.5404(0.9123) 1.9705(1.3829) 1.8804(1.2867) 1.9131(1.3217) 2.3987(1.8317)
(3,1) (3,1) 1.1839(0.4666) 1.1011(0.3336) 1.1983(0.4875) 1.1794(0.4601) 1.1836(0.4662) 1.3175(0.6467)
(4,1) (4,1) 1.0227(0.1522) 1.0103(0.1019) 1.0255(0.1616) 1.0223(0.1511) 1.0228(0.1527) 1.0491(0.2270)

tal proposta pode ser considerada quando, além da dificuldade de identificar as
distribui¢oes marginais, temos problemas na escolha da familia de cépulas ideal.

Os resultados apresentados na Tabela 3.22 (dependéncia fraca) revelam bons ajus-

tes da proposta nao-paramétrica (Caso 6) sob as transformagoes Cléssica (21,9819) e
Log-Linear Local (20,1491). Quando a dependéncia é moderada, a tranformacao Log-
Linear Local continua com bom desempenho (21, 2513), seguida da Log-Quadratica Local
(19, 8863), da Log-Quadratica Local nn (22,4770) e da Cléssica (24,2931) (Tabela 3.23).
Ao considerar forte dependéncia, observamos na Tabela 3.24 que apenas a transformacao
Classica apresenta bons resultados (ARLg = 21,0155), sendo que essa proposta ainda
se mostrou sensivel as mudancas ocorridas no vetor de médias. A regra T2 de Hotelling
nao apresentou resultados satisfatorios sob esta ética, mostrando entao que, quando nao
se tem boa especificacao da familia de cépulas, a proposta nao-paramétrica sob trans-
formacao Cldssica tem desempenho superior & 72 de Hotelling. Vale ressaltar que, aqui,
apesar das marginais serem Kernel, elas apresentam simetria.

e Contexto Paramétrico Trivariado: A partir deste momento, serao apresentados
os resultados da avaliagao de desempenho para o caso trivariado. Sob o contexto
paramétrico, iremos variar a familia de copulas, que pode ser a Clayton, Frank.
Gumbel, Gaussiana e t (nestas duas ultimas, iremos variar ainda a estrutura de
correlagao) e comparé-las com a regra T? de Hotelling. Os Casos 7 e 8 consideram
amostras oriundas da cépula de Clayton, enquanto que, no Caso 9, as amostras
sao geradas da distribuicao normal padrao trivariada.

Para analisar o Caso 7, em que aparecem trés distribuicoes marginais distintas, te-
mos as Tabelas 3.25, 3.26 e 3.27, em que 73 = 0,25; 0,50 e 0,75, respectivamente. Na
primeira condigao acima, as cépulas de Clayton (24,1278), Gumbel (19,7234) e a regra
T2 (20,2355) tiveram ARLj mais perto de 20. Na segunda, a cépula de Frank (22,4406)
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Tabela 3.22 Comparacao dos valores de ARLy e ARLy, com SDRL entre parénteses, conside-
rando diferentes transformacoes de Kernel e diferentes shifts nas médias das varidveis (Caso 6
- dependéncia fraca).

Kernel

Kernel

Transformagao Kernel

Cléassica

Log-linear L

Log-quadrética L

Log-linear L-nn

Log-quadrética L-nn

T2 Hotelling

(0,1)

(0,1)

21.9819(21.4761)

20.1491(19.6427)

18.0434(17.5362)

29.1988(28.6944)

23.6172(23.1118)

16.8839(16.3763)

(0.25,1)

(0.50,1)

0.75,1)
(1,1)
(2,1)
(3,1)
(4,1)

(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)

19.2020(18.6953)

14.4928(13.9838)
10.3827(9.8701)
7.1780(6.6593)
7.2170(6.6984)
1.2459(0.5535)
1.0265(0.1649)

17.2885(16.7810)

13.3426(12.8328)
9.5182(9.0043)
6.6968(6.1766)
6.7557(6.2356)
1.2573(0.5688)
1.0327(0.1837)

15.8650(15.3568)

11.9821(11.4712)
8.6115(8.0961)
6.217(5.6951)
6.235(5.7132)
1.2475(0.5556)
1.0343(0.1884)

25.6608(25.1558)

18.8900(18.3832)

13.2013(12.6915)
9.0537(8.5391)
9.0486(8.534)
1.2893(0.6107)
1.0274(0.1679)

20.0682(19.5618)

14.9303(14.4216)
10.4741(9.9615)
7.3897(6.8715)
7.3560(6.8377)
1.2416(0.5477)
1.0224(0.1512)

15.7198(15.2116)

12.4583(11.9478)
9.1498(8.6353)
6.5024(5.9815)
6.5380(6.0173)
1.1583(0.4281)
1.0093(0.0967)

(0,1)

(0.25,1)
(0.50,1)
(0.75,1)
(1,1)
(2,1)
(3,1)
(4,1)

20.0739(19.5675)

15.1391(14.6306)

10.8679(10.3558)
7.6928(7.1754)
2.3931(1.8259)
1.2559(0.5669)
1.0212(0.1471)

17.9205(17.4133)

13.8804(13.3711)
9.9723(9.4591)
7.1275(6.6086)
2.3179(1.7478)
1.2393(0.5446)
1.0197(0.1419)

16.5865(16.0787)

12.9631(12.4531)
9.4672(8.9532)
6.8365(6.3167)
2.2677(1.6956)
1.2329(0.5358)
1.0187(0.1379)

25.8786(25.3737)

19.7083(19.2018)

13.6348(13.1252)
9.4857(8.9718)
2.6609(2.1023)
1.3100(0.6372)
1.0285(0.1712)

21.6319(21.1260)

16.6434(16.1356)

11.8754(11.3644)
8.3675(7.8516)
2.4713(1.9068)
1.2607(0.5733)
1.0218(0.1494)

16.7107(16.2030)

13.8393(13.3299)
10.4143(9.9017)
7.4635(6.9455)
2.2643(1.6920)
1.1978(0.4868)
1.0133(0.1160)

(2,1)
(3,1)
4,1

(0.25,1)

(0.50,1)

(0.75,1)
(1,1)
(2,1)
(3,1)
(4,1)

18.1706(17.6635)

11.7319(11.2207)
7.2485(6.7299)
4.6007(4.0701)
2.1682(1.5915)
1.0776(0.2892)
1.0076(0.0875)

16.4447(15.9368)

10.9448(10.4328)
6.7902(6.2703)
4.4105(3.8784)
2.1194(1.5403)
1.0730(0.2798)
1.0071(0.0843)

15.3624(14.8540)
10.2178(9.7050)
6.4249(5.9038)
4.2032(3.6693)
2.0835(1.5025)
1.0713(0.2763)
1.0068(0.0830)

23.1707(22.6652)

14.3583(13.8493)
8.5553(8.0398)
5.3033(4.7772)
2.3270(1.7573)
1.0967(0.3256)
1.0105(0.1030)

19.5672(19.0606)

12.9022(12.3921)
7.9106(7.3938)
4.9542(4.4260)
2.2486(1.6756)
1.0865(0.3065)
1.0088(0.0942)

16.1645(15.6565)

12.0624(11.5516)
8.1177(7.6012)
5.3581(4.8323)
2.3449(1.7759)
1.1095(0.3486)
1.0123(0.1115)

Tabela 3.23 Comparacao dos valores de ARLy e ARLy, com SDRL entre parénteses, conside-
rando diferentes transformagoes de Kernel e diferentes shifts nas médias das varidveis (Caso 6
- dependéncia moderada).

Kernel

Kernel

Transformacao Kernel

Cléssica

Log-linear L

Log-quadratica L

Log-linear L-nn

Log-quadrética L-nn

T2 Hotelling

(0,1)

(0,1

24.2931(23.7878)

21.2513(20.7453)

19.8863(19.3798)

36.8487(36.3453)

22.4770(21.9713)

15.2625(14.7540)

(0.25,1)

(0.50,1)

0.75,1)
(1,1)
(2,1)
(3,1)
(4,1)

(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1

18.7913(18.2845)

12.6014(12.0911)
8.0989(7.5824)
5.1852(4.6584)
5.1802(4.6534)
1.0483(0.2250)
1.0008(0.0278)

16.3940(15.8861)

10.9397(10.4277)
7.0477(6.5286)
4.5233(3.9921)
4.5287(3.9976)
1.0706(0.2750)
1.0013(0.0358)

15.2877(14.7793)
10.0347(9.5216)
6.3003(5.7787)
4.1196(3.5849)
4.1100(3.5752)
1.0945(0.3216)
1.0035(0.0588)

30.6523(30.1481)
22.7118(22.2062)
15.0507(14.5421)
10.1387(9.6257)
10.1075(9.5945)
1.1204(0.3672)
1.0013(0.0366)

17.4404(16.9331)

11.5043(10.9929)
7.2710(6.7525)
4.6347(4.1044)
4.6260(4.0956)
1.0356(0.1921)
1.0003(0.0166)

13.3433(12.8336)
10.1262(9.6132)
7.0441(6.5250)
4.8433(4.3144)
4.8004(4.2712)
1.0094(0.0974)
1.000(0.0057)

(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)

(0.25,1)

(0.50,1)

0.75,1)
(1,1)
(2,1)
(3,1)
(4,1)

22.1749(21.6691)

15.8043(15.2961)
10.2743(9.7615)
6.7485(6.2285)
1.8633(1.2683)
1.0534(0.2371)
1.0006(0.0237)

19.5771(19.0706)

13.8692(13.3599)
9.0512(8.5366)
5.9504(5.4274)
1.7557(1.1519)
1.0463(0.2201)
1.0004(0.0193)

18.1871(17.6800)

12.8942(12.3842)
8.4309(7.9151)
5.6135(5.0890)
1.7280(1.1216)
1.0428(0.2112)
1.0003(0.0186)

32.0225(31.5186)
23.7102(23.2048)
16.4042(15.8963)
10.8554(10.3433)
2.5816(2.0207)
1.1312(0.3853)
1.001(0.0320)

20.7641(20.2580)

14.9678(14.4592)
9.6178(9.1041)
6.1963(5.6743)
1.6706(1.0585)
1.0370(0.1958)
1.0003(0.0162)

14.3848(13.8758)

11.2936(10.7820)
8.0702(7.5537)
5.5391(5.0143)
1.4721(0.8337)
1.0133(0.1161)
1.0001(0.0075)

(0.25,1)

(0.50,1)

0.75,1)
(1,1)
(2,1)
(3,1)
(4,1)

(0.25,1)

(0.50,1)

(0.75,1)
(1,1)
(2,1)
(3,1)
(4,1)

19.8776(19.3711)

12.7864(12.2762)
8.0186(7.5020)
5.2368(4.7103)
2.4029(1.8360)
1.1421(0.4028)
1.0171(0.1317)

17.5052(16.9978)

11.6379(11.1267)
7.3319(6.8136)
4.7920(4.2628)
2.3066(1.7360)
1.1281(0.3802)
1.0146(0.1216)

16.5826(16.0749)

11.0271(10.5152)
7.0425(6.5233)
4.6500(4.1198)
2.2970(1.7261)
1.1212(0.3687)
1.0135(0.1171)

27.0739(26.5692)

16.4685(15.9607)
9.5863(9.0725)
5.9358(5.4128)
2.6334(2.0740)
1.1633(0.4358)
1.0207(0.1455)

19.4727(18.9661)

13.1320(12.6221)
8.2133(7.6971)
5.3166(4.7906)
2.4250(1.8589)
1.1448(0.4071)
1.0176(0.1339)

14.0040(13.4948)

10.9599(10.4479)
7.9618(7.4450)
5.6379(5.1135)
2.3706(1.8026)
1.2032(0.4945)
1.0296(0.1744)

e a Gaussiana com estrutura de correlagao arl (20, 2881) ficaram com o posto de melho-

res.

Na tultima condigao, apenas a Clayton (25,9578) teve ARLy préximo ao nominal,

ainda que superior. Considerando o Caso 8, com cépula de Clayton e trés distribuicoes
marginais assimétricas Weibull, observamos nas Tabelas 3.28, 3.29 e 3.30 o desempenho
das abordagens via modelagem de cépulas e regra T? de Hotelling para os respectivos
graus de dependéncia: fraco, moderado e forte. Fica evidente que, independente do nivel
de associacdo, a regra T? de Hotelling nao apresentou bons resultados. Na Tabela 3.28,
as copulas de Clayton (24, 3013), Gumbel (21,5072), t (23,5882) e Gaussiana (23,0744),

ambas com estrutura de correlacao arl, tiveram ARLg proximo do ideal.

Na Tabela

3.29, nenhuma das propostas apresentou resultados satisfatérios, nem mesmo a copula

de Clayton (32,3687) que, com 73 = 0, 75, teve melhor valor de ARLy = 27, 0358.
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Tabela 3.24 Comparacao dos valores de ARLy e ARL;, com SDRL entre parénteses, conside-
rando diferentes transformagoes de Kernel e diferentes shifts nas médias das varidveis (Caso 6
- dependéncia forte).

Kernel

Kernel

Transformacao Kernel

Cléassica

Log-linear L

Log-quadrética L

Log-linear L-nn

Log-quadrédtica L-nn

T2 Hotelling

[CHD)

(0,1)

21.0155(20.5094)

17.5279(17.0205)

14.9321(14.4234)

42.2476(41.7446)

17.4813(16.9739)

15.9079(15.3997)

(0.25,1)

(0.50,1)

(0.75,1)
(1,1)
(2,1)
(3,1)
(4,1)

(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)

14.2345(13.7254)
6.4532(5.9322)
2.8259(2.2716)
1.684(1.0732)
1.6875(1.0771)
1.0003(0.0180)
1.0000(0.0000)

10.8970(10.3850)
4.5361(4.0050)
2.1739(1.5974)
1.5011(0.8673)
1.5004(0.8665)
1.0006(0.0247)
1.0000(0.0000)

8.3619(7.8460)
3.3002(2.7552)
1.8812(1.2876)
.4412(0.7974)
.4409(0.7971)
.0017(0.0411)
.0000(0.0000)

35.2933(34.7897)

24.6767(24.1716)

15.1423(14.6338)
7.9183(7.4014)
7.9133(7.3964)
1.0011(0.0335)
1.0000(0.0000)

10.6421(10.1298)
4.0388(3.5033)
2.0718(1.4901)
1.5301(0.9006)
1.5324(0.9033)
1.0000(0.0051)
1.0000(0.0000)

13.0310(12.5210)
8.5291(8.0135)
5.0073(4.4794)
2.5801(2.0191)
2.5787(2.0176)
1.0000(0.0002)
1.0000(0.0000)

(0,1)

(0.25,1)

(0.50,1)

(0.75,1)
(1,1)
(2,1)
(3,1)
(4,1)

17.7639(17.2566)
9.0724(8.5578)
4.1808(3.6467)
2.2573(1.6847)
1.1096(0.3487)
1.0011(0.0325)
1.0000(0.0000)

15.0119(14.5032)
7.1696(6.6508)
3.2752(2.7298)
1.9108(1.3192)
1.0715(0.2767)
1.0006(0.0238)
1.0000(0.0000)

-

1
1

1

1
T.7184(11.2072)
5.0220(4.4943)
2.5183(1.9554)
1.6577(1.0441)
1.0583(0.2484)
1.0004(0.0201)
1.0000(0.0000)

35.3607(34.8571)

26.3089(25.8040)

17.0666(16.5590)
10.1601(9.6472)
1.3458(0.6822)
1.0016(0.0403)
1.0000(0.0000)

13.113(12.6031)
5.3465(4.8206)
2.4242(1.8581)
1.6389(1.0232)
1.0258(0.1627)
1.0000(0.0042)
1.0000(0.0000)

13.8282(13.3188)
9.7792(9.2657)
5.8846(5.3613)
3.0701(2.521)
1.0118(0.1092)
1.0000(0.0051)
1.0000(0.0000)

(0.25,1)
(0.50,1)
(0.75,1)

17.1609(16.6534)

12.2139(11.7032)
8.2656(7.7494)
5.7108(5.1868)
2.0447(1.4615)
1.1911(0.4771)
1.0244(0.1581)

15.0589(14.5503)
11.0249(10.513)
7.6168(7.0993)
5.3295(4.8035)
1.8407(1.2440)
1.1815(0.4631)
1.0227(0.1522)

13.3174(12.8076)
9.7180(9.2044)
6.6962(6.1760)
4.7314(4.2018)
1.6522(1.0380)
1.1470(0.4107)
1.0167(0.1302)

31.4347(30.9306)

18.4352(17.9282)
11.0448(10.533)
7.0270(6.5078)
3.0390(2.4893)
1.2319(0.5345)
1.0310(0.1787)

15.9266(15.4185)
11.414(10.9025)
7.8054(7.2883)
5.3869(4.8612)
1.7285(1.1222)
1.1801(0.4611)
1.0223(0.1510)

T4.1175(13.6083)
11.5492(11.0379)
8.9405(8.4257)
6.6516(6.1312)
1.9535(1.3648)
1.3335(0.6669)
1.0518(0.2333)
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3.2 RESULTADOS E DISCUSSAO 55

O Caso 9 representa a extensao trivariada do Caso 4. Nele, os dados originais sao
oriundos da distribuicao normal trivariada com vetor de médias nulo e matriz de co-
variancias permutével (ex). Com associagao fraca (Tabela 3.31), a regra T? j& apresentou
resultados satisfatérios (ARLg = 22,8697), bem como todas as familias de cépulas con-
sideradas. O mesmo ocorre quando o nivel de associagdo é moderado (ver Tabela 3.32).
Ao considerar forte dependéncia, a regra T? de Hotteling mantém seu bom desempenho
(23,1214). De maneira similar, os bons ajustes se deram com a cépula de Frank (22,0692)
e a cépula Gaussiana, considerando todas as estruturas de covariancias estudadas. Em
particular, considerando a estrutura original dos dados (permutével), a cépula Gaussiana
apresentou ARLg = 23, 5549. Portanto, tais familias de cépulas, notadamente, a Frank e
a Gaussiana (esta ultima, independente da estrutura da matriz de covariancias) se ajus-
tam tao bem quanto o grifico 72 de Hotelling, quando os dados seguem distribuicao
normal trivariada.

e Contexto Semi-Paramétrico Trivariado: Esta é a tltima situagao a ser explo-
rada, em que uma amostra gerada da cépula de Clayton com distribui¢oes marginais
normal padrao foi utilizada e o ARL foi estimado via abordagem semi-paramétrica,
em que fixamos a copula de Clayton e variamos as fungoes Kernel nas marginais.

A Tabela 3.34 mostra os resultados do estudo de avaliagao da performance para o
Caso 10, quando o grau de dependéncia é fraco. A regra T? de Hotteling teve melhor
desempenho (ARLy = 20,3990), sendo que, dos Kernel considerados, o Gaussiano foi o
que obteve melhor resultado (26,2812). Os resultados com grau de dependéncia mode-
rado estao na Tabela 3.35, onde vemos que o desempenho do Kernel Gaussiano melhorou
(23,7914), enquanto o do T? piorou, aumentando, assim, o niimero de ocorréncias de
alarmes falsos (15,2341). Na Tabela 3.36 (dependéncia forte), observamos que o Kernel
Gaussiano continuou apresentando bons resultados para o ARL quando o processo esta
sob controle (19, 6680), assim como se mostrou sensivel para detectar mudancas, de mag-
nitude variando de 0,25 a 4 unidades, no vetor de médias do processo. Tais resultados
foram similares ao do Caso 5 (semi-paramétrico bivariado).

Nao foi possivel simular a proposta nao-paramétrica trivariada por limitacoes compu-
tacionais do pacote kdecopula utilizado, o qual contempla apenas a abordagem bivariada.
Nagler (2018) informa que essa limitagao se deve ao fato de que o pacote usa inter-
polacao para avaliar e renormalizar os estimadores. Assim, para mais de duas dimensoes,
o nimero de pontos de grade explode rapidamente e torna a abordagem de interpolacao
invidvel. Como sugestao, ele indica o pacote kdevine (Nagler, 2017), que implementa
um estimador Kernel para densidades multivariadas baseadas em cépulas vine (Nagler e
Czado, 2016).
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Tabela 3.34 Comparacao dos valores de ARLy e ARL;, com SDRL entre parénteses,

ESTUDOS DE SIMULACAO

siderando diferentes funcoes Kernel e diferentes shifts nas médias das varidveis (Caso
dependéncia fraca).

con-
10 -

Normal

Normal

Normal

Kernel

Gaussiano

Retangular

Triangular

Epanechnikov

Biweight

T2 Hotelling

(0,1)

(0,1)

(0,1)

26.2812(25.7764)

1.5118(3.9805)

12.938(12.4279)

9.1558(8.6414)

12.7587(12.2485)

20.399(19.8927)

(0.25,1)

(0.5,1)

0.75,1)
(1,1)
(2,1)
(3,1)
(4,1)

(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)

(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)

23.3187(22.8132)

17.9122(17.405)

12.9286(12.4185)
9.2203(8.706)
2.7459(2.1896)
1.3165(0.6455)
1.0238(0.1562)

4.2737(3.7404)
3.773(3.2346)
3.1914(2.6446)
2.6636(2.105)
1.4096(0.7598)
1.0528(0.2357)
1.0014(0.0376)

11.8433(11.3323)
9.615(9.1013)
7.411(6.8929)
5.5713(5.0466)
2.0172(1.4324)
1.1565(0.4254)
1.0066(0.0815)

8.4785(7.9628)
7.1076(6.5887)
5.6501(5.1258)
4.3819(3.8496)
1.7796(1.1778)

1.1126(0.354)

1.0037(0.061)

11.6309(11.1196)

9.4334(8.9194)
7.2502(6.7316)
5.4526(4.9273)
1.996(1.41)
1.1542(0.4219)
1.0064(0.0803)

19.8934(19.3869)

16.7802(16.2725)

12.8301(12.3199)
9.2863(8.772)
2.6475(2.0885)
1.255(0.5657)
1.0135(0.1169)

(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)

(0.25,1)

(0.5,1)

(0.75,1)
(1,1)
(2,1)
(3,1)
(4,1)

(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)

23.3995(22.894)

17.8584(17.3512)

12.9156(12.4055)
9.192(8.6776)
2.748(2.1917)
1.3153(0.644)
1.0238(0.1561)

4.2684(3.7351)
3.7651(3.2266)
3.1861(2.6392)
2.659(2.1003)
1.4085(0.7585)
1.0528(0.2357)
1.0014(0.0376)

11.8523(11.3413)
9.6434(9.1297)
7.4005(6.8824)
5.5794(5.0547)
2.017(1.4322)
1.157(0.4261)
1.0067(0.082)

8.4874(7.9717)
7.1009(6.5819)
5.6235(5.099)
4.3686(3.8362)
1.7771(1.1752)

1.113(0.3547)
1.0038(0.0617)

11.6825(11.1713)

9.4573(8.9434)
7.2289(6.7103)
5.4571(4.9318)
1.9958(1.4098)
1.1544(0.4222)
1.0065(0.0808)

19.91(19.4036)
16.645(16.1373)
12.5543(12.0439)
9.0223(8.5077)
2.5762(2.0151)
1.2363(0.5406)
1.0117(0.1089)

(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)

(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)

(0.25,1)

(0.5,1)

(0.75,1)
(1,1)
(2,1)
(3,1)
(4,1)

23.2623(22.7568)

17.9643(17.4571)

12.8816(12.3715)
9.2013(8.6869)
2.7429(2.1865)
1.3152(0.6439)
1.0237(0.1559)

1.2748(3.7415)
3.7691(3.2307)
3.1951(2.6483)
2.6654(2.1069)
1.4076(0.7575)
1.0529(0.236)
1.0014(0.0373)

11.8366(11.3255)
9.6334(9.1197)
7.4136(6.8955)
5.5754(5.0508)
2.0145(1.4296)
1.1565(0.4255)
1.0066(0.0816)

8.491(7.9753)
7.0967(6.5778)
5.6347(5.1103)
4.373(3.8406)
1.7787(1.1768)
1.113(0.3546)
1.0037(0.0612)

11.633(11.1218)

9.4356(8.9216)
7.2548(6.7363)
5.4473(4.9219)

1.9941(1.408)
1.1539(0.4214)
1.0064(0.0803)

19.3806(18.874)

16.2946(15.7867)

12.458(11.9475)
9.1353(8.6208)
2.6729(2.1146)
1.261(0.5737)
1.015(0.1234)

(0.25,1)

(0.5,1)

(0.75,1)
(1,1)
(2,1)
(3,1)
(4,1)

(0.25,1)

(0.5,1)

(0.75,1)
(1,1)
(2,1)
(3,1)
(4,1)

(0.25,1)

(0.5,1)

(0.75,1)
(1,1)
(2,1)
(3,1)
(4.1)

20.8646(20.3585)

12.7314(12.2212)
7.3651(6.8468)
4.4909(3.9595)
1.4391(0.7949)
1.0629(0.2585)
1.0065(0.0809)

4.0365(3.501)
3.2251(2.6788)
2.5034(1.94)
1.9853(1.3987)
1.1724(0.4495)
1.0258(0.1628)
1.0025(0.0505)

10.9531(10.4412)
7.592(7.0743)
4.9956(4.4677)
3.3857(2.842)
1.3523(0.6902)
1.0531(0.2365)
1.0057(0.0754)

7.9179(7.401)
5.7999(5.2763)
4.036(3.5005)
2.8811(2.328)
1.3009(0.6256)
1.0463(0.2202)
1.0049(0.0704)

10.6799(10.1676)

7.3704(6.8522)
4.8518(4.323)
3.3042(2.7592)
1.3426(0.6782)
1.0515(0.2328)
1.0054(0.074)

20.3277(19.8214)

15.9617(15.4536)

10.622(10.1097)
6.7391(6.219)
1.7543(1.1503)
1.1169(0.3614)
1.0147(0.1219)

Tabela 3.35 Comparagao dos valores de ARLg

e ARLy, com SDRL entre parénteses,

con-

siderando diferentes fungoes Kernel e diferentes shifts nas médias das varidveis (Caso 10 -

dependéncia moderada).

Normal

Normal

Normal

Kernel

Gaussiano

Retangular

Triangular

Epanechnikov

Biweight

T2 Hotelling

(0,1

(0,1)

(0,1)

23.7914(23.286)

5.4757(4.9505)

17.4131(16.9057)

12.1262(11.6155)

17.7091(17.2019)

15.2341(14.7257)

(0.25,1)

(0.5,1)

(0.75,1)
(1,1)
(2,1)
(3,1)
(4,1)

(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)

(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)

19.152(18.6452)

13.1093(12.5993)
8.7639(8.2488)
5.9294(5.4064)
1.7858(1.1846)
1.0395(0.2025)
1.0000(0.0062)

5.0003(4.4724)
4.2201(3.6863)
3.4725(2.9301)
2.8156(2.261)
1.3563(0.6952)
1.0093(0.0967)
1.0000(0.0000)

14.8929(14.3842)

11.2271(10.7155)
8.1372(7.6208)
5.8272(5.3036)
1.8009(1.201)
1.0305(0.1771)
1.0000(0.0020)

10.6085(10.0961)
8.2688(7.7527)
6.2339(5.7121)
4.6347(4.1044)
1.6546(1.0407)
1.0198(0.1421)
1.0000(0.0014)

14.8355(14.3268)

10.9912(10.4793)
7.9115(7.3946)
5.658(5.1337)
1.8107(1.2116)
1.0304(0.177)
1.0000(0.0024)

14.1515(13.6423)

11.2862(10.7746)
8.1897(7.6735)
5.6998(5.1757)
1.4735(0.8353)
1.0054(0.0738)
1.0000(0.0014)

(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)

(0.25,1)

(0.5,1)

(0.75,1)
(1,1)
(2,1)
(3,1)
(4,1)

(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)

19.2589(18.7523)
13.1358(12.6259)
8.7195(8.2042)
5.9222(5.3991)
1.7841(1.1827)
1.0395(0.2026)
1(0.0055)

5.0079(4.48)
4.2319(3.6983)
3.4712(2.9289)
2.8206(2.2661)
1.3564(0.6953)
1.0092(0.0965)
1.0000(0.0000)

14.8276(14.3188)

11.1949(10.6833)
8.1077(7.5912)
5.8232(5.2996)
1.7991(1.1991)
1.0307(0.1778)
1.0000(0.0028)

10.5666(10.0542)
8.2602(7.7441)
6.2296(5.7077)
4.6414(4.1112)
1.651(1.0367)
1.02(0.1427)
1.0000(0.0014)

T4.7271(14.2183)
10.9647(10.4527)
7.8733(7.3563)
5.6571(5.1328)
1.8075(1.2081)
1.0306(0.1776)
1.0000(0.0014)

14.0885(13.5793)

11.1575(10.6457)
8.041(7.5244)
5.557(5.0323)
1.4395(0.7953)
1.0042(0.0646)
1.0000(0.0000)

(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)

(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)
(0,1)

(0.25,1)

(0.5,1)

(0.75,1)
(1,1)
(2,1)
(3,1)
(4,1)

19.2411(18.7345)

13.1306(12.6207)
8.7365(8.2213)
5.925(5.4019)
1.7858(1.1846)
1.0393(0.202)
1.0000(0.0053)

5.0016(4.4737)
4.2311(3.6975)
3.474(2.9316)
2.8217(2.2672)
1.3551(0.6937)
1.0091(0.0958)
1.0000(0.0000)

14.8131(14.3043)
11.1797(10.668)
8.1302(7.6138)
5.8193(5.2957)
1.801(1.201)
1.0303(0.1767)
1.0000(0.0035)

10.5548(10.0423)
8.2397(7.7235)
6.222(5.7001)
4.6426(4.1123)
1.653(1.039)
1.0199(0.1423)
1.0000(0.0014)

14.7619(14.2531)

10.9479(10.4359)
7.901(7.3841)
5.6547(5.1304)
1.8105(1.2114)
1.0303(0.1766)
1.0000(0.0035)

14.8641(14.3554)
12.5606(12.0502)
9.5918(9.078)
6.85(6.3303)
1.7118(1.1039)
1.015(0.1235)
1.0000(0.0032)

(0.25,1)

(0.5,1)

(0.75,1)
(1,1)
(2,1)
(3,1)
(4,1)

(0.25,1)

(0.5,1)

(0.75,1)
(1,1)
(2,1)
(3,1)
(4,1)

(0.25,1)

(0.5,1)

(0.75,1)
(1,1)
(2,1)
(3,1)
(4,1)

18.2989(17.7919)

11.4519(10.9404)
6.9899(6.4706)
4.5301(3.9989)
1.6275(1.0106)
1.1235(0.3724)
1.0147(0.1223)

1.715(4.1852)
3.6951(3.1557)
2.8691(2.3157)
2.292(1.7209)
1.3154(0.6441)
1.063(0.2589)
1.0067(0.0823)

13.6986(13.1892)
9.0527(8.5381)
5.8998(5.3766)
4.032(3.4965)
1.6087(0.9895)
1.1295(0.3824)
1.0168(0.1305)

9.8971(9.3838)
6.9686(6.4493)
4.8066(4.2775)
3.4565(2.9139)
1.5355(0.9068)
1.1156(0.3592)
1.0147(0.1222)

13.4336(12.924)
8.7843(8.2692)
5.7087(5.1846)
3.9235(3.3868)
1.5866(0.9647)
1.1222(0.3703)
1.0152(0.1243)

15.0702(14.5616)
12.639(12.1287)
9.4701(8.9561)
6.7081(6.1879)
2.1396(1.5615)
1.2651(0.5791)
1.0455(0.2182)

3.3 CONSIDERACOES FINAIS

Aqui, retomamos e discutimos um pouco mais os principais resultados do estudo de re-
cuperacao de parametros, regioes de tolerancia estimadas e qualidade dos ajustes da
abordagem via copulas proposta. Com tamanho amostral assumindo os seguintes valores
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Tabela 3.36 Comparacao dos valores de ARLy e ARL;, com SDRL entre parénteses, con-
siderando diferentes fungoes Kernel e diferentes shifts nas médias das varidveis (Caso 10 -
dependéncia forte).

Kernel
Normal Normal Normal Gaussiano Retangular Triangular Epanechnikov Biweight T2 Hotelling
0,1) 0,1) 0,1) 10.668(19.1615) 57111(5.187)  13.3955(12.8858) _ 9.6583(9.1446) _ 13.4261(12.9164) _ 13.2661(12.7563)
(0.25,1) (0,1) 0,1) 12.2745(11.7638) _ 4.7386(4.209) 9.2644(8.7501) 7.0132(6.494) 9.0087(8.494) 11.8649(11.3539)
(0.5,1) (0,1) (0,1) 5.4888(4.9637) 3.453(2.9104) 5.0973(4.57) 4.2482(3.7147) 5.0012(4.4733) 8.723(8.2077)
(0.75,1) (0,1) (0,1) 2.9894(2.4387) 2.3683(1.8001) 2.8724(2.3191) 2.6101(2.0501) 2.9572(2.4058) 5.4937(4.9686)
(1,1) (0,1) (0,1) 2.0184(1.4337) 1.6327(1.0163) 1.8739(1.2797) 1.7534(1.1494) 1.961(1.3728) 2.9549(2.4034)
(2,1) (0,1) (0,1) 1.036(0.193) 1.0006(0.0249) 1.0149(0.1231) 1.0029(0.0537) 1.0094(0.0976) 1.0019(0.0435)
(3,1) (0,1) (0,1) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000)
(4,1) (0,1) (0,1) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000)
(0,1) (0.25,1) 0,1) 12.2983(11.7877)  4.7431(4.2136) 9.2543(8.74) 6.9959(6.4767) 8.9752(8.4604) 12.1812(11.6705)
(0,1) (0.5,1) (0,1) 5.4852(4.96) 3.4575(2.9149) 5.0906(4.5633) 4.2515(3.7181) 5.0048(4.4769) 9.2739(8.7596)
(0,1) (0.75,1) (0,1) 2.988(2.4373) 2.3703(1.8022) 2.8731(2.3198) 2.6089(2.0488) 2.9568(2.4054) 6.0428(5.5202)
(0,1) (1,1) (0,1) 2.0197(1.4351) 1.6305(1.0139) 1.8738(1.2795) 1.7531(1.1491) 1.9607(1.3725) 3.371(2.8271)
(0,1) (2,1) (0,1) 1.0361(0.1933) 1.0007(0.0255) 1.0151(0.1239) 1.0028(0.0528) 1.0097(0.0989) 1.0033(0.0578)
(0,1) (3,1) (0,1) 1.0000(0.0014) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000)
(0,1) (4,1) (0,1) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000)
(0,1) (0,1) (0.25,1)  12.282(11.7714) 1.743(4.2135) 9.2863(8.772) 7.0235(6.5043) 9.0015(8.4868) 10.8871(10.375)
(0,1) (0,1) (0.5,1) 5.4955(4.9704) 3.4572(2.9146) 5.0925(4.5652) 4.24(3.7064) 5.0063(4.4784) 7.3878(6.8696)
(0,1) (0,1) (0.75,1) 2.9819(2.431) 2.3694(1.8012) 2.8674(2.314) 2.6075(2.0474) 2.95(2.3984) 4.3503(3.8177)
(0,1) (0,1) (1,1) 2.0174(1.4327) 1.6321(1.0157) 1.8734(1.2792) 1.7516(1.1474) 1.9585(1.3701) 2.2017(1.6266)
(0,1) (0,1) (2,1) 1.0353(0.1913) 1.0006(0.0238) 1.0148(0.1224) 1.0027(0.0522) 1.0093(0.0968) 1.0006(0.0238)
(0,1) (0,1) (3,1) 1.0000(0.0020) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000)
(0,1) (0,1) (4,1) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000) 1.0000(0.0000)
(0.25,1)  (0.25,1) _ (0.25,1) _ 16.792(16.2844) _ 5.3134(4.7874)  12.8823(12.3722)  9.4277(8.9137)  12.543(12.0326)  11.0589(11.4479)
(0.5,1) (0.5,1) (0.5,1) 11.5231(11.0118) 4.4208(3.8888) 9.8532(9.3398) 7.5769(7.0592) 9.5138(9.0000) 10.1383(9.6253)
(0.75,1)  (0.75,1)  (0.75,1) 7.6066(7.089) 3.5491(3.0079) 7.023(6.5038) 5.6818(5.1576) 6.778(6.2581) 8.2718(7.7557)
(1,1) (1,1) (1,1) 5.2537(4.7273) 2.8578(2.3042) 5.082(4.5547) 4.3043(3.7713) 4.9174(4.389) 6.5884(6.0678)
(2,1) (2,1) (2,1) 1.9246(1.334) 1.4894(0.8537) 2.0059(1.4204) 1.858(1.2626) 1.9468(1.3576) 2.7558(2.1997)
(3,1) (3,1) (3,1) 1.1856(0.4692) 1.0933(0.3193) 1.2181(0.5154) 1.1833(0.4658) 1.1984(0.4876) 1.4752(0.8373)
(4,1) (4,1) (4,1) 1.0229(0.1531) 1.0097(0.0987) 1.0297(0.1748) 1.0235(0.1552) 1.0257(0.1625) 1.0876(0.3086)

n = 50, 100, 250, 500 e 1000, estimamos os parametros das distribui¢oes marginais por
meio do método da MV, depois carregamos esses valores para estimar o parametro da
copula de Clayton, que variou entre § = 2/3, 2 e 6 (conforme grau de dependéncia),
através do método da maxima pseudo-verossimilhanca. Na situacao semi-paramétrica,
fixamos os parametros e variamos o tipo de funcao Kernel das marginais para estimar
apenas o parametro da cépula de Clayton. A medida em que o tamanho amostral au-
menta, a média das estimativas tende a se aproximar do verdadeiro valor do parametro,
tanto das marginais quanto da cépula, assim como o viés e o0 EQM tendem a se aproxi-
mar de zero. Porém, essa convergéncia é mais lenta quando o grau de associagao entre as
variaveis aumenta. No Caso 5 (semi-paramétrico), podemos concluir que, independente
da fungao Kernel considerada nas marginais, o parametro estimado da cépula adotada
terd boas propriedades. Esses resultados compreendem os casos bivariados e trivariados.

Para os casos de nao-normalidade multivariada, ditos Casos 1, 2 e 3, as regioes es-
timadas via modelagem de copulas apresentaram-se mais proximas das regioes teoricas
(essa evidéncia se torna mais nitida conforme aumentamos o grau de dependéncia entre
as distribuigoes marginais) do que a tradicional abordagem do T2 de Hotelling. Em al-
guns casos, esse resultado foi possivel até para outras cépulas que nao a de origem dos
dados. Verdier (2013) revelou achado similar quando comparou regides de tolerancia da
amostra de aprendizagem, de tamanho n = 500, gerada da copula de Frank com 6 = 5
(o que resulta num 75 & 0,50, ou seja, grau de dependéncia moderada) com marginais
Fisher(10,15). A regido estimada com base na modelagem de cépulas mostrou-se mais
adequada do que a gerada pelo T? de Hotelling. Verdier (2013) também comparou a
proposta semi-paramétrica com marginais Kernel Gaussiano e largura de banda obtida
através de método plug-in, mas nao encontrou resultados satisfatérios. O mesmo acredita
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que isto se deve a escolha do parametro de suavizagao. Contrariamente, nossa proposta
semi-paramétrica do Caso 5, também apresentou regioes de tolerancia estimadas me-
lhores do que as oriundas do 72 de Hotelling. Aqui, variamos o tipo da funcao Kernel
e fixamos os parametros das marginais, média u = 0 e desvio-padrao igual a largura
de banda ¢ = b = 1. Marginais Kernel Gaussiano permitiram a construcao de regioes
estimadas mais préximas das tedricas. Para finalizar, trazemos a proposta da construcao
de regioes de tolerancia estimadas através da copula nao-paramétrica com marginais
Kernel Gaussiano(0,1) (Caso 6), variando os métodos de transformacao do Kernel e fa-
zendo ainda uma comparacao com a regiao estimada via T? de Hotelling. Com excecao
da Transformacdao Log Linear nn, todas as transformacoes Kernel utilizadas na copula
nao-paramétrica geraram regioes de tolerancia melhores ajustadas a tedrica do que a
tradicional baseada na abordagem do 72 de Hotelling.

Comparamos ainda com o desempenho da tradicional regra T2 de Hotelling através
do Comprimento Médio de Corrida (ARL). Nos Casos 1, 2 e 3, paramétricos bivariados,
a modelagem via copulas apresentou bons desempenhos, uma vez que ocorra a correta
especificacao das distribui¢oes marginais e da familia de cépulas a serem estimadas. Além
disso, observamos a performance deficiente da regra 72 quando os dados nao seguem
distribuigdo normal bivariada, igualmente aos achados de Verdier (2013). Os Casos 4
e 9 validam os pressupostos necessarios para o uso do 72, a normalidade bivariada e
trivariada, respectivamente. E como esperado, a regra T2 tem seu ARLy muito perto do
valor nominal (20). A proposta de modelagem via cépulas através da familia Gaussiana,
teve resultado semelhante a classica sob controle e se mostrou mais sensivel que a mesma
na detecgao de mudangas em diversas magnitudes. O dltimo caso bivariado (6) mostrou
que, quando nao se é possivel definir as distribui¢bes marginais paramétricas, a estimacao
via Kernel Cléssico tem desempenho superior & 72. Considerando as amostras trivariadas,
os Casos 7 e 8 estao no contexto paramétrico. Sob esta dtica, vimos que, mesmo sob
correta especificacao da familia de Clayton, quando a dependéncia entre as marginais é
moderada, ocorre um aumento no ARLg inesperado. Mas, seu desempenho é ressaltado
quando estd sob forte associacao. Nas propostas semi-paramétricas bivariada e trivariada,
vimos que, quando a dependéncia é fraca, o T? apresentou valores préximos ao nominal,
porém, com o aumento da dependéncia, marginais Kernel Gaussiano se sobressairam em
relacao as demais propostas.
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Neste capitulo, mostramos duas situacoes praticas em que aplicamos a metodologia CEP
apresentada/discutida na disserta¢do. Na Sec¢ao 4.1, consideramos um conjunto de dados
bivariados relacionados aos niveis de pH e fosfato medidos num teste de qualidade de
agua. Ja na Secao 4.2, utilizamos um conjunto de dados trivariados sobre medidas de
deflexao, curvatura e resistividade de termostatos bimetalicos em latao e aco. Ambos
os conjuntos de dados estao disponiveis no pacote MSQC (Santos-Fernandez, 2012) do
software R.

4.1 APLICACAO BIVARIADA

O conjunto de dados intitulado wateri, armazenado no pacote MSQC do R, possui 30 ob-
servagoes referentes aos niveis de pH, fosfato (mg/L), nitrato (mg/L), oxigénio dissolvido e
sélidos totais (mg/L) medidos em um teste de qualidade de dgua. Para fins de ilustracao,
utilizamos apenas a variavel transformada X = 1/pH e a varidvel Y = 1/y/fosfato.
Excluimos ainda a observacao 12, restando n = 29 observacoes no conjunto de dados
(tais tranformagoes foram necessarias para manter a rela¢do positiva entre as varidveis,
apresentar uma proposta nao-normal dos dados e mante-los mais homogéneos). A Ta-
bela 4.1 apresenta as principais medidas-resumo das varidveis em estudo. Observe que
X variou de 0,1160 a 0, 1855, com mediana e média muito préximas (0, 1456 e 0, 1462,
respectivamente) e desvio-padrao igual a 0,0174. A varidvel Y apresentou valor minimo
de 1,9610 e maximo de 5,000. Ademais, metade das observacoes de Y se encontram
abaixo de 2,8870 e seu valor médio ¢ de 2,9200, indicando uma leve assimetria positiva.

Tabela 4.1 Medidas-resumo do conjunto de dados water! (n =29). D.P. = Desvio-Padrao.

Variavel Minimo 1° Quartil Mediana Média 3° Quartil Maximo  D.P.
X 0.1160 0.1346 0.1456  0.1462 0.1575 0.1855  0.0174
Y 1.9610 2.6730 2.8870  2.9200 3.1620 5.0000  0.5688

Na Figura 4.1 sao apresentados o histograma, o grafico de densidade Kernel, o gréfico
de probabilidade normal e o boxplot para cada varidavel estudada. Esses graficos dao
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indicios de que a variavel X segue uma distribuicao normal de probabilidades, ao contrario
da varidvel Y cuja distribui¢do apresenta leve assimetria a direita (devido a presenca de
um outlier superior). A fim de comprovar tais suspeitas, aplicamos o teste de normali-
dade univariada de Shapiro-Wilk (SW) (Shapiro e Wilk, 1965), mediante o uso da funcao
shapiro.test(.). Aplicamos ainda uma generalizagao do teste de SW (Gonzalez-Estrada e
Villasenor-Alva, 2009) para normalidade multivariada, por meio do uso da fun¢ao mvSha-
piro. Test(.) do pacote muvShapiroTest. Os resultados obtidos estdo apresentados na Ta-
bela 4.2, em que W denota a estatistica do teste de SW e MV W representa a estatistica
do teste generalizado de SW. Observe que nao temos evidéncias suficientes, ao nivel de
significancia de 5%, para rejeitar a hipétese de normalidade da varidvel transformada
X (W = 0,9808, com p-valor = 0,8581). Entretano, ao nivel de significancia de 5%,
rejeitamos a hipétese de normalidade da varidvel transformada Y (W = 0,8731, com
p-valor = 0,0024). Rejeitamos também a hipétese de normalidade bivariada de (X,Y)
(MVW =0,9013, com p-valor = 0,0013).

Sample Quarti
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Figura 4.1 Histograma, grafico de densidade Kernel, grafico de probabilidade normal e bozplot
das varidveis X (painéis superiores) e Y (painéis inferiores).

Tabela 4.2 Resultados dos testes de normalidade univariada e bivariada.

Varidvel Estatistica do Teste p-valor
X W = 0.9808 0.8581

Y W =0.8731 0.0024
(X,Y) MVW =0.9013 0.0013

Para analisar como essas duas variaveis se relacionam, construimos o grafico de dis-
persao mostrado na Figura 4.2. Observa-se a existéncia de uma associacao positiva
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de grau moderado entre elas, com coeficiente de correlacao tau de Kendall dado por
Tn = 0,5783.

Grafico de Dispersédo

Fosfato
I

Figura 4.2 Gafico de dispersao entre X (1/pH) e Y (fosfato).

Confirmada a relacao de dependéncia positiva e moderada entre X e Y, iremos aplicar
a abordagem paramétrica de CEP bivariado discorrida nesta dissertacao. Inicialmente,
selecionamos a distribui¢do univariada que melhor se adequa a varidavel Y (adotamos
a distribuicao normal para a variavel X devido aos resultados apresentados na Figura
4.1 e Tabela 4.2), com base no critério de Akaike (AIC, do inglés Akaike information
criterion) (Akaike, 1977). Entre as distribuigoes candidatas: normal (AIC = 52,5596),
gama (AIC = 48,8620), Weibull (AIC = 58,9891) e logistica (AIC = 47,2012), esta
ultima foi a que obteve o melhor ajuste segundo o AIC (isto é, possui o menor valor de
AIC dentre todos os modelos testados). O teste de aderéncia de Kolmogorov-Smirnov
confirma a boa adequabilidade da distribuicao logistica em representar os dados dessa
variavel (D = 0, 1501, com p-valor = 0,5537). Em seguida, estimamos, via método IFM,
os parametros das distribui¢oes marginais e os usamos para estimar o(s) parametro(s)
das copulas candidatas. As familias de cépulas candidatas foram as mesmas usadas
nos estudos de simulagao (para a cépula t, estimamos também o parametro graus de
liberdade v): Clayton (AIC = —125,2316), Frank (AIC = —122,3888), Gumbel (AIC =
—109, 5409), Gaussiana (AIC = —122,3888) e t (AIC = —120,0088). Novamente, usamos
o critério AIC para selecionar a familia de copulas mais adequada aos dados, assim a
Clayton (é = 2,1567, 75 = 0,5188) foi a selecionada. Realizamos o teste de bondade
do ajuste da cépula estimada por meio da funcao gofCopula(.) (Genest et al, 2009),
assim nao rejeitamos a hipdtese de que os dados sao oriundos da familia de Clayton
(S, = 0,0321, com p-valor = 0,3931).

Na Figura 4.3 é exibida a regiao de tolerancia construida sob a ética de conjunto de
niveis de densidade baseada em fungoes copula, com nivel de significancia de 5%. Além de
plotar os pares de observagoes (1, 41), - .., (%29, Y29) utilizados na estimagao dessa regiao
(fase I), também plotamos uma sequéncia de 25 novas observagdes do mesmo processo
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(fase II), disponiveis no conjunto de dados water2 do pacote MSQC. Nota-se que a regiao
de tolerancia estimada a partir da copula de Clayton com distribui¢oes marginais normal
e logistica, se adequou bem ao comportamento dos dados. Dois alarmes “falsos” foram
identificados, as observagoes 2 e 5 (quantidade aceitavel e, até mesmo esperada, mediante
o nivel de significancia adotado). Bem como, quatro novas observagoes foram identificadas
como fora de controle (observagoes 15, 18, 21 e 24).

Clayton Cépula o
Fasel 24

Fasell

pH

Figura 4.3 Regiao de tolerancia estimada pela cépula de Clayton com distribui¢oes marginais
normal e logistica, considerando os dados bivariados do teste de qualidade de dgua.

Para finalizar, geramos o grafico ¢, (apresentado na Sec¢ao 2.3.2) para o conjunto de
dados bivariados considerado (ver Figura 4.4). Repare que tal gréfico conseguiu identificar
exatamente os mesmos pontos fora de controle e os alarmes “falsos” encontrados por meio
da regiao de tolerancia estimada (ver Figura 4.3).

4.2 APLICACAO TRIVARIADA

Para explorar a proposta trivariada, escolhemos as varidveis X = deflexao (107% 1/K),
Y = curvatura (107% 1/K) e Z = resistividade (107! Q - mm?/m) de termostatos bi-
metalicos em latao e ago do conjunto de dados bimetall (fase I) do pacote MSQC. Demos
sequéncia ao monitoramento com os dados presentes no conjunto bimetal2 (fase II). Em
ambos os conjuntos de dados, tem-se n = 28 observagoes.

Algumas medidas-resumo dos dados dessas varidveis na fase I estao presentes na Ta-
bela 4.3. A amplitude da deflexdo dos termostatos foi de 1,35, com média (21,02) e
mediana (21,07) aproximadamente iguais. A curvatura média é de 40,02 e, além disso,
50% dos termostatos apresentam curvatura inferior a 40,03 e resistividade inferior a
15,22. As trés variaveis aparentam simetria na distribuicao dos dados, além de terem
baixa variabilidade.

Os histogramas, os graficos de densidade Kernel, os graficos de probabilidade normal
e os bozxplots exibidos na Figura 4.5 mostram que as trés variaveis em estudo parecem ser
normalmente distribuidas. Além disso, temos evidéncias suficientes para nao rejeitar a
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Figura 4.4 Grafico de controle da densidade com identificacdo do nivel ¢, (linha horizontal

continua), bem como das fases I e IT (linha vertical tracejada), considerando os dados bivariados
de teste de qualidade de agua.

Tabela 4.3 Medidas-resumo do conjunto de dados bimetall (n = 28).

Variavel Minimo 1° Quartil Mediana Média  3° Quartil Méaximo D.P.
X 20.4200 20.8100 21.0700  21.0200  21.2200 21.7700  0.3031
Y 39.7300  39.9400 40.0300  40.0200  40.1100 40.3100  0.1362
Z 14.3500 14.9800 15.2200  15.1900  15.4100 15.7100  0.3260

hipétese de normalidade univariada, ao nivel de 5% de significancia, das varidveis deflexao
(W = 10,9803, com p-valor = 0,8588), curvatura (W = 0,9819, com p-valor = 0,8927) e
resistividade (W = 0,9650, com p-valor = 0,4562), bem como nao rejeitamos a hipétese
de normalidade trivariada dessas varidaveis (M VW = 0,9670, com p-valor = 0, 6062) (ver
Tabela 4.4).

Tabela 4.4 Resultados dos testes de normalidade univariada e trivariada.

Variavel Estatistica do Teste p-valor
X W =0.9803 0.8588
Y W =0.9819 0.8927
Z W = 0.9650 0.4562
(X,Y,2) MVW =0.9670 0.6062

A Figura 4.6 mostra os graficos de dispersao dessas trés variaveis tomadas duas-a-
duas. Note que existe uma aparente relagao positiva de grau variando de fraco a moderado
entre as combinagoes das variaveis, o que pode ser confirmado através dos coeficientes de
correlagao tau de Kendall a seguir: 712 = 7,,(X,Y) = 0,4400, 7!1* = 7,,(X, Z) = 0, 2005,
3 =1,(Y,Z) = 0,4249.



64 ESTUDOS DE CASO

(b)
(c)
A Ve I

Figura 4.5 Histograma, grafico de densidade Kernel, grifico de probabilidade normal e bozplot
das varidveis: (a) deflexao; (b) curvatura; (c) resistividade de termostatos bimetélicos em latao
e ago.
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Figura 4.6 Matriz de dispersao entre as varidveis deflexao, curvatura e resistividade de ter-
mostatos bimetdlicos em latao e ago.

Sob tais condicoes, o uso do grafico de controle tradicional 72 de Hotelling é altamente
recomendado como ferramenta de deteccao de mudangas no vetor de médias do processo.
Logo, o apresentamos, com « = 0,05, na Figura 4.7(a). Na fase I, esse gréafico identificou
os pontos 8 e 25 como fora de controle. Durante o monitoramento na fase II, cinco alertas
foram dados (observagoes 8, 9, 15, 18 e 19).

Seguindo a proposta aqui apresentada, estimamos os parametros das distribuicoes
marginais normais univariadas via método da MV e, em seguida, usamos suas estima-
tivas para estimar o(s) parametro(s) das cépulas candidatas (método IFM), cujos resul-
tados estao disponiveis na Tabela 4.5 (para a cépula t, estimamos também o parametro
graus de liberdade v). Portanto, a cépula Gaussiana (p; = 0,6049) sob estrutura de co-
variancias autoregressiva de ordem 1 (arl), foi a que apresentou melhor ajuste aos dados
(AIC = —17,4483). Realizamos o teste de bondade do ajuste da cépula estimada, base-
ado na estatistica de Cramér-von Mises (Genest et al, 2009), mediante o uso da fungao
gofCopula(.) do pacote copula (Yan, 2007), em que nao rejeitamos a hipdtese de que os
dados sao oriundos da familia Gaussiana com estrutura de dispersao arl (.S, = 0,0182,
com p-valor = 0,9036). Usamos entao a abordagem via conjunto de niveis de densidade
para obter o ¢, baseado na familia de copula selecionada. O grafico de controle ¢, foi
gerado de maneira analoga a apresentada na Secao 4.1. Seu desempenho usando a cépula
Gaussiana para estimar o comportamento de dados que apresentam normalidade trivari-
ada, foi muito semelhante ao do gafico de controle 7% de Hotelling (ver Figura 4.7(b)).
Observamos também que o grafico ¢, aqui proposto identificou os mesmos pontos fora de
controle que a abordagem classica, em ambas as fases I e II.
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Figura 4.7 (a) Gréfico de controle T? de Hotelling, e (b) Grafico de controle ¢, para os dados
de deflexao, curvatura e resistividade de termostatos bimetalicos em latao e ago (fases I e II).



Tabela 4.5 Critério AIC para as diferentes familias de cépulas candidatas.

Coépula AIC
Clayton -12.7471
Frank -11.6743
Gumbel -9.9990
t (Toep) -13.3202
t (arl) -15.2619
t (ex) -12.0055
t (un) -11.3818
Gaussiana (Toep) -15.4702
Gaussiana (arl) -17.4483
Gaussiana (ex) -14.0881
Gaussiana (un) -13.4958







CONSIDERACOES FINAIS

Para finalizar o trabalho, neste capitulo apresentamos as principais consideracoes a res-
peito dos estudos de simulacao e de caso realizados, e também sugestoes para trabalhos
futuros.

5.1 CONCLUSOES

Grande parte dos procedimentos de CEP Multivariado baseia-se na suposi¢ao de norma-
lidade multivariada das variaveis do processo, como é o caso, por exemplo, do tradicional
grafico de controle T? de Hotelling. Entretanto, quando a distribuicao do vetor aleatério
¢ nao-normal multivariada, é expresso na literatura que esse procedimento nao se adap-
ta/aplica. O presente trabalho propoe o uso de regides de tolerancia estimadas sob a
abordagem de conjunto de niveis de densidade como ferramenta de deteccao de mu-
dancas no vetor de médias do processo, quando os dados sao originados de distribuigoes
nao-normais multivariadas. Para tanto, sugerimos o uso de fungoes cépula para modelar
a dependeéncia entre as distribuigoes marginais, variando o grau de associacao entre as
variaveis, a magnitude das mudancas ocorridas no vetor de médias e familias de cépulas
paramétricas e nao-parameétricas.

Inicialmente, realizamos um estudo de simulagao (recuperagao de parametros) usando
o método classico da inferéncia para as marginais (ou método IFM), em que, primeira-
mente, sao estimados os parametros das distribui¢oes marginais através da MV e, poste-
riormente, carrega-se esses resultados obtidos para estimar o(s) parametro(s) da cépula
por meio da méxima pseudo-verossimilhanga. Estimativas de médias, desvios-padrao (ou
erros-padrao), bem como o Viés e o EQM foram usados para analisar o comportamento
dos EMVs obtidos pelo método IFM. Em seguida, regioes de tolerancia foram estimadas
com base na modelagem de cépulas para situacoes completamente paramétricas, semi-
paramétricas e nao-paramétricas, e também comparadas com a regra T2 de Hotelling.
A medida em que as distribui¢oes marginais se distanciavam da distribui¢ao normal, a
regra T? revelou-se falha/limitada como ferramenta de deteccao de mudanga. Isso ficou
mais evidente conforme o grau de associacao entre as variadveis aumentava. Regides de
tolerancia contruidas a partir de cépulas com marginais Kernel Gaussiano, bem como esti-
madas através da copula nao-paramétrica sob transformacao Kernel Classica, também se
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mostraram melhor ajustadas a regiao tedrica do que a regiao construida sob a abordagem
T? de Hotelling para dados nao-normais multivariados.

Outro estudo de simulacao realizado teve o intuito de mensurar e comparar a quali-
dade dos ajustes feitos através das funcoes cépula com o tradicional gréfico T? de Hotel-
ling. Para tanto, utilizamos estimativas do ARL e SDRL quando o processo estava sob
controle, e quando ocorreram mudancas nas médias de cada variavel separada e simulta-
neamente. As mudancas estudadas foram de 0,25; 0,50; 0,75; 1,00; 2,00; 3,00 e 4,00
unidades. Os resultados obtidos corroboraram aqueles encontrados pelo estudo gréfico
da regiao de tolerancia. Nos casos paramétricos bivariados com distribui¢coes marginais
nao-normais, a familia de cépulas de Clayton (que deu origem aos dados) obteve os me-
lhores desempenhos, especialmente quando havia forte dependéncia entre as varidveis.
No caso da normalidade bivariada, a copula Gaussiana apresentou valores de ARLy bem
préximos dos obtidos pelo T2, que se adequa muito bem independente do grau de asso-
ciacdo. Ademais, a cépula detectou mudancas sutis mais rapidamente, caso em que o
T? nao é indicado. Nos contextos semi-paramétricos e paramétricos, a supremacia das
funcgoes copula sé ficam evidentes quando o grau de dependéncia é moderado ou forte, o
que também ocorre para o caso trivariado semi-paramétrico.

Por fim, a aplicacao da metodologia proposta ao conjunto de dados bivariados refe-
rentes ao pH e niveis de fosfato medidos em um teste de qualidade de dgua, em que uma
das distribuicoes marginais era assimétrica, permitiu a construcao da regiao de tolerancia
baseada na cépula de Clayton, a qual se ajustou bem aos dados. Apresentamos também
uma proposta de Grafico de Controle ¢,, que identificou mudancas no processo de ma-
neira andloga a regiao de tolerancia. O caso trivariado foi explorado num conjunto de
dados relacionados a medidas de deflexdao, curvatura e resistividade de termostatos bi-
metalicos em latao e aco com distribuicao normal multivariada. Aplicamos a tradicional
regra T2 de Hotelling e comparamos com o grafico ¢, sendo que ambos indentificaram as
mesmas mudangas ocorridas no vetor de médias do processo. Ressaltamos, no entanto,
que a poposta de grafico de controle apresentada nesta dissertacao produziu resultados
satisfatérios em situagoes com ou sem normalidade multivariada dos dados.

5.2 PROPOSTAS FUTURAS

Com base nos achados deste trabalho, uma série de estudos podem ser propostos para
complemento e aprimoramento da abordagem apresentada. Por exemplo:

e Inserir as técnicas aqui propostas no software CEP Online (Louzada et al, 2019),
para uso dinamico e disseminacao da abordagem via copulas;

e Aplicar a metodologia proposta a mais processos de producao reais, de preferéncia
cujos dados tenham sido coletados recentemente;

e Estender as simulagoes, considerando outras familias de cépulas com caracteristicas
distintas;

e Explorar também os casos de dependéncia negativa entre as variaveis;
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Quando na situacao semi-paramétrica, uma extensao da metodologia pode consi-
derar a selecao apropriada dos parametros do Kernel empregado, bem como gerar
combinacao entre a funcao Kernel empregada e os tipos de transformagcoes possiveis;

Para as propostas multivariadas (d > 2), estudar o desempenho do gréfico de
controle ¢, para deteccao visual de mudancas no vetor de médias;

Estender a proposta nao-paramétrica para o caso trivariado, considerando o proce-
dimento sugerido por Nagler (2018);

Por fim, desenvolver medidas para avaliacao da capacidade de processos multivari-
ados baseada em fungoes copula.
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APENDICE

Tabela 1 Média e desvio-padrao (entre parénteses) das M = 1.000 estimativas, para 7o = 0,25

(Caso 2).
Tamanho amostral
Parametro n = 50 n = 100 n = 250 n = 500 n = 1000
Clayton 6 =2/3 0.6968(0.2809) 0.6698(0.1943) 0.6707(0.1259) 0.6673(0.0849) 0.6685(0.0612)
Normal pn=20 -0.0076(0.1393) 0.0018(0.1026) -0.0043(0.0631) -0.0016(0.0446) 0.0012(0.0309)
o2 =1 0.9880(0.1005) 0.9906(0.0717) 0.9972(0.0447) 0.9963(0.0311) 0.9985(0.0219)
Weibull a=1 1.0305(0.1194) 1.0134(0.0818) 1.0054(0.0505) 1.0023(0.0364) 1.0018(0.0251)
b=1 1.0090(0.1535) 0.9978(0.1030) 1.0009(0.0697) 0.9998(0.0451) 0.9996(0.0345)

Tabela 2 Média e desvio-padrao (entre parénteses) das M = 1.000 estimativas,

para 15 = 0,50

(Caso 2).
Tamanho amostral
Parametro n = 50 n = 100 n = 250 n = 500 n = 1000
Clayton 6 =2 1.9969(0.5350) 1.9957(0.3652) 1.9966(0.2272) 2.0000(0.1606) 2.0024(0.1160)
Normal pn=20 -0.0052(0.1425) 0.0024(0.1007) -0.0001(0.0613) -0.0009(0.0450) -0.0001(0.0319)
o2 =1 0.9830(0.1031) 0.9940(0.0683) 0.9962(0.0442) 0.9971(0.0317) 0.9983(0.0223)
Weibull a=1 1.0293(0.1168) 1.0146(0.0818) 1.0073(0.0506) 1.0029(0.0340) 1.0017(0.0247)
b=1 0.9967(0.1520) 1.0081(0.1091) 1.0039(0.0658) 1.0005(0.0473) 1.0005(0.0334)

Tabela 3 Média e desvio-padrao (entre parénteses) das M = 1.000 estimativas, para 7 = 0, 75

(Caso 2).
Tamanho amostral
Parametro n = 50 n = 100 n = 250 n = 500 n = 1000
Clayton 6 =6 5.7604(1.2805) 5.8182(0.8622) 5.9249(0.5495) 5.9785(0.3978) 5.9921(0.2767)
Normal pn=20 -0.0047(0.1413) 0.0001(0.1025) 0.0021(0.0664) -0.0028(0.0446) -0.0015(0.0315)
o2 =1 0.9847(0.0990) 0.9956(0.0726) 0.9988(0.0427) 0.9987(0.0316) 1.0000(0.0219)
Weibull a=1 1.0279(0.1209) 1.0111(0.0815) 1.0053(0.0488) 1.0015(0.0338) 0.9997(0.0240)
b=1 0.9979(0.1493) 1.0030(0.1068) 1.0018(0.0692) 0.9979(0.0475) 0.9983(0.0343)
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Tabela 4 Média e desvio-padrao (entre parénteses) das M = 1.000 estimativas, para 7o = 0,25
(Caso 3).

Tamanho amostral

Parametro n = 50 n = 100 n = 250 n = 500 n = 1000
Clayton o =2/3 0.6339(0.2347) _ 0.6475(0.1676) _ 0.6539(0.1045) _ 0.6618(0.0750) _ 0.6624(0.0556)
Weibull a=1 1.0242(0.1148)  1.0101(0.0802)  1.0065(0.0525)  1.0040(0.0353)  1.0014(0.0256)
b=1 1.0153(0.1522)  1.0018(0.1023)  1.0040(0.0665)  1.0010(0.0471)  1.0009(0.0326)
Weibull a=1 1.0268(0.1158)  1.0147(0.0795)  1.0057(0.0497)  1.0030(0.0359)  1.0023(0.0251)
b=1 1.0083(0.1488)  1.0013(0.1050)  1.0010(0.0678)  1.0019(0.0472)  1.0006(0.0343)

Tabela 5 Média e desvio-padrao (entre parénteses) das M = 1.000 estimativas, para 7o = 0, 50
(Caso 3).

Tamanho amostral

Parametro n = 50 n = 100 n = 250 n = 500 n = 1000
Clayton 6 =2 1.8999(0.3759) 1.9331(0.2706) 1.9647(0.1817) 1.9911(0.1260) 1.9908(0.0851)
Weibull a=1 1.0301(0.1126)  1.0134(0.0821)  1.0060(0.0503)  1.0025(0.0349)  1.0017(0.0248)
b=1 1.0075(0.1521) 1.0009(0.1094) 1.0009(0.0674) 1.0016(0.0447) 1.0001(0.0328)
Woibull a=1 1.0321(0.1201)  1.0131(0.0829)  1.0055(0.0488)  1.0015(0.0345)  1.0026(0.0248)
b=1 1.0038(0.1557)  1.0017(0.1125)  1.0034(0.0690)  1.0030(0.0462)  1.0002(0.0336)

Tabela 6 Média e desvio-padrao (entre parénteses) das M = 1.000 estimativas, para 7o = 0,75
(Caso 3).

Tamanho amostral

Parametro n = 50 n = 100 n = 250 n = 500 n = 1000
Clayton =6 5.4737(0.7420)  5.6808(0.5727) _ 5.8307(0.3736) _ 5.9461(0.2725) _ 5.9736(0.1908)
Weibull a=1 1.0251(0.1174)  1.0153(0.0818)  1.0081(0.0501)  1.0015(0.0341)  1.0009(0.0247)
b=1 1.0058(0.1487)  1.0080(0.1068)  0.9995(0.0685)  1.0012(0.0463)  0.9985(0.0314)
Weibull a = 0.5 1.0258(0.1157) 1.0172(0.0806) 1.0055(0.0504) 1.0014(0.0347) 1.0009(0.0239)
b=1 1.0048(0.1477) 1.0046(0.1064) 1.0028(0.0684) 1.0008(0.0455) 0.9985(0.0328)
Tabela 7 Média e desvio-padrao (entre parénteses) das M = 1.000 estimativas, para de-

pendéncia fraca (Caso 4).

Tamanho amostral

Parametro n = 50 n = 100 n = 250 n = 500 n = 1000
p=10.25 0.2476(0.1441) _ 0.2474(0.1036) _ 0.2487(0.0657) __ 0.2493(0.0467) 0.2485(0.0323)
Normal w=0 0.0018(0.1392)  0.0016(0.1003)  0.0019(0.0641) 0.0021(0.0451) 0.0018(0.0311)
02 =1 0.9779(0.1990)  0.9882(0.1457)  0.9974(0.0941) 0.9990(0.0653) 0.9986(0.0453)
Normal =20 -0.0030(0.1380) 0.0016(0.0963) -0.0003(0.0613) -0.0002(0.0446) -0.0006(0.0305)
o2 =1 0.9890(0.1981)  0.9948(0.1396)  0.9976(0.0895)  0.9973(0.0633) 0.9975(0.0434)
Tabela 8 Média e desvio-padrao (entre parénteses) das M = 1.000 estimativas, para de-

pendéncia moderada (Caso 4).

Tamanho amostral

Parametro n = 50 n = 100 n = 250 n = 500 n = 1000
p = 0.50 0.4933(0.1571) 0.4953(0.1128) 0.4981(0.0718) 0.4989(0.0507) 0.4981(0.0351)
Normal w=0 0.0013(0.1388)  0.0018(0.0998)  0.0018(0.0639)  0.0020(0.0452)  0.0017(0.0310)
o2 =1 0.9790(0.1984)  0.9884(0.1455)  0.9973(0.0943)  0.9989(0.0658)  0.9983(0.0451)
Normal uw=0 -0.0026(0.1377)  0.0017(0.0962)  -0.0000(0.0614)  0.0001(0.0448)  -0.0003(0.0305)
o2 =1 0.9889(0.1996) 0.9943(0.1403) 0.9974(0.0894) 0.9973(0.0629) 0.9973(0.0437)
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Tabela 9 Média e desvio-padrao (entre parénteses) das M = 1.000 estimativas, para de-

pendéncia forte (Caso 4).

Tamanho amostral

Parametro n = 50 n = 100 n = 250 n = 500 n = 1000
p=0.75 0.7391(0.1764) 0.7432(0.1265) 0.7476(0.0808) 0.7484(0.0568) 0.7477(0.0393)
Normal pnw =0 0.0007(0.1383) 0.0019(0.0991) 0.0016(0.0636) 0.0018(0.0454) 0.0014(0.0309)
o2 =1 0.9806(0.1983) 0.9890(0.1450) 0.9971(0.0941) 0.9986(0.0659) 0.9979(0.0449)
Normal pn=0 -0.0021(0.1375) 0.0019(0.0963) 0.0003(0.0616) 0.0005(0.0451) 0.0000(0.0305)
02 =1 0.9882(0.2008) 0.9935(0.1413) 0.9972(0.0897) 0.9974(0.0628) 0.9971(0.0440)
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Figura 1 Viés e EQM das estimativas do Caso 2, de acordo com o grau de dependéncia.
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Figura 2 Viés e EQM das estimativas do Caso 3, de acordo com o grau de dependéncia.
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Figura 3 Viés e EQM das estimativas do Caso 4, de acordo com o grau de dependéncia.

Tabela 10 Média e desvio-padrao (entre parénteses) das M = 1.000 estimativas, para 73 = 0,25
(Caso 7).

Tamanho amostral

Parametro n = 50 n = 100 n = 250 n = 500 n = 1000
Clayton 0 =2/3 0.6095(0.1429) 0.6486(0.1106) 0.6541(0.0705) 0.6587(0.0508) 0.6628(0.0365)
Normal p=0 -0.0034(0.1447) -0.0041(0.0968) 0.0033(0.0620) 0.0026(0.0449) -0.0006(0.0312)
o2 =1 0.9950(0.1018) 0.9984(0.0674) 0.9986(0.0461) 0.9984(0.0315) 0.9974(0.0211)
Logistica p=1 0.9843(0.5104) 0.9976(0.3417) 1.0038(0.2168) 0.9894(0.1548) 0.9979(0.1141)
s =2 1.9838(0.2452) 2.0022(0.1660) 1.9933(0.1045) 1.9977(0.0733) 1.9958(0.0537)
Weibull a=1 1.0269(0.1178) 1.0128(0.0820) 1.0067(0.0500) 1.0021(0.0351) 1.0002(0.0231)
b=1 0.9985(0.1438) 1.0019(0.1050) 0.9992(0.0647) 0.9987(0.0472) 1.0000(0.0337)

Tabela 11 Média e desvio-padrao (entre parénteses) das M = 1.000 estimativas, para 73 = 0, 50

(Caso 7).
Tamanho amostral

Parametro n = 50 n = 100 n = 250 n = 500 n = 1000

Clayton =2 1.8295(0.2321)  1.9036(0.1721)  1.9648(0.1156)  1.9765(0.0869)  1.9869(0.0590)
Normal w=0 -0.0090(0.1386)  0.0003(0.1016)  -0.0018(0.0636)  0.0002(0.0443)  0.0010(0.0318)
o2 =1 0.9950(0.1025)  0.9943(0.0686)  0.9969(0.0451)  0.9987(0.0310)  1.0005(0.0229)
Logfstica =1 0.9966(0.4997)  0.9927(0.3376)  0.9989(0.2247)  0.9931(0.1535)  1.0012(0.1080)
s=2 1.9639(0.2345)  1.9825(0.1643)  1.9943(0.1041)  1.9987(0.0743)  1.9985(0.0552)
Weibull a=1 1.0271(0.1165)  1.0149(0.0823)  1.0057(0.0515)  1.0018(0.0363)  1.0010(0.0249)
b=1 0.9972(0.1437)  0.9996(0.1089)  1.0016(0.0671)  1.0003(0.0462)  1.0001(0.0329)

Tabela 12 Média e desvio-padrao (entre parénteses) das M = 1.000 estimativas, para 73 = 0,75
(Caso 7).

Tamanho amostral

Parametro n = 50 n = 100 n = 250 n = 500 n = 1000
Clayton 6 =26 5.2216(0.5226) 5.6009(0.4056) 5.8254(0.2586) 5.9014(0.1939) 5.9556(0.1370)
Normal n =20 0.0041(0.1372) -0.0033(0.1024) 0.0010(0.0641) 0.0003(0.0445) 0.0007(0.0319)
o2 =1 0.9977(0.1025) 0.9973(0.0700) 0.9997(0.0457) 0.9983(0.0309) 0.9986(0.0223)
Logistica p=1 1.0195(0.4839) 0.9899(0.3603) 0.9991(0.2176) 1.0010(0.1519) 1.0026(0.1080)
s =2 1.9883(0.2404) 1.9935(0.1667) 1.9987(0.1045) 1.9953(0.0740) 1.9972(0.0515)
Weibull a=1 1.0262(0.1213) 1.0105(0.0828) 1.0048(0.0511) 1.0032(0.0355) 1.0016(0.0247)
b=1 1.0085(0.1465) 0.9994(0.1034) 1.0007(0.0664) 1.0011(0.0473) 1.0008(0.0334)
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Tabela 13 Média e desvio-padrao (entre parénteses) das M = 1.000 estimativas, para 73 = 0,25

Tamanho amostral

n = 50

n = 100

n = 250

n = 500

n = 1000

(Caso 8).
Parametro
Clayton 6 =2/3
Weibull “= i
Weibull o= i
Weibull iy

0.6266(0.1540)
1.0371(0.1216)
1.0061(0.1524)
1.0291(0.1174)
1.0066(0.1498)
1.0297(0.1163)
1.0088(0.1480)

0.6422(0.1139)
1.0149(0.0839)
1.0066(0.1090)
1.0118(0.0817)
1.0056(0.1059)
1.0154(0.0795)
1.0015(0.1064)

0.6527(0.0706)
1.0059(0.0484)
1.0008(0.0682)
1.0091(0.0491)
1.0021(0.0672)
1.0082(0.0517)
1.0025(0.0666)

0.6642(0.0524)
1.0030(0.0335)
0.9982(0.0461)
1.0032(0.0336)
0.9986(0.0459)
1.0024(0.0359)
1.0003(0.0471)

0.6633(0.0365)
1.0021(0.0251)
0.9991(0.0338)
1.0026(0.0243)
1.0011(0.0339)
1.0014(0.0255)
1.0001(0.0337)

Tabela 14 Média e desvio-padrao (entre parénteses) das M = 1.000 estimativas, para 73 = 0, 50

Tamanho amostral

n = 50

n = 100

n = 250

n = 500

n = 1000

1.8442(0.2489)
1.0275(0.1139)
1.0023(0.1511)
1.0265(0.1133)
1.0095(0.1509)
1.0307(0.1195)
1.0006(0.1441)

1.9149(0.1735)
1.0112(0.0794)
0.9968(0.1039)
1.0123(0.0784)
0.9972(0.1058)
1.0141(0.0818)
0.9954(0.1032)

1.9706(0.1221)
1.0034(0.0504)
0.9997(0.0648)
1.0036(0.0489)
1.0007(0.0640)
1.0044(0.0489)
1.0005(0.0676)

1.9849(0.0827)
1.0019(0.0359)
1.0022(0.0486)
1.0024(0.0345)
1.0023(0.0482)
1.0013(0.0353)
1.0027(0.0486)

1.9932(0.0602)
1.0007(0.0248)
0.9997(0.0335)
1.0006(0.0255)
0.9995(0.0341)
1.0010(0.0248)
0.9993(0.0345)

Média e desvio-padrao (entre parénteses) das M = 1.000 estimativas, para 73 = 0,75

Tamanho amostral

n = 50

n = 100

n = 250

n = 500

n = 1000

(Caso 8).
Parametro
Clayton 0 =2
Weibull ‘Z - 11
Weibull ez
Weibull o=
Tabela 15
(Caso 8).
Parametro
Clayton =26
Weibull ‘; - 11
Weibull ‘; - 11
Weibull ‘Z - 11

5.3410(0.5260)
1.0238(0.1184)
1.0014(0.1525)
1.0241(0.1223)
1.0007(0.1509)
1.0232(0.1193)
1.0017(0.1561)

5.6720(0.3865)
1.0093(0.0766)
1.0016(0.1027)
1.0120(0.0800)
1.0015(0.1031)
1.0082(0.0770)
1.0027(0.1054)

5.8167(0.2668)
1.0081(0.0503)
1.0044(0.0675)
1.0070(0.0512)
1.0061(0.0693)
1.0072(0.0509)
1.0057(0.0681)

5.9017(0.1818)
1.0033(0.0342)
1.0006(0.0481)
1.0026(0.0349)
1.0017(0.0471)
1.0036(0.0351)
1.0005(0.0477)

5.9486(0.1349)

1.0016(0.0245)
1.0005(0.0339)
1.0021(0.0246)

0.9997(0.0333)

1.0017(0.0246)
1.0000(0.0333)

Tabela 16 Média e desvio-padrao (entre

pendéncia fraca (Caso 9).

parénteses) das M = 1.000 estimativas, para de-

Tamanho amostral

n = 50

n = 100

n = 250

n = 500

n = 1000

Parametro

p12 = 0.25

p13 = 0.25

p23 = 0.25
nw=20
Normal 02 =1
Normal H2: 0
o =1
Normal ,u2: 0
g =1

0.2395(0.1449)
0.2439(0.1449)
0.2424(0.1440)
-0.0037(0.1424)
0.9841(0.1927)
-0.0051(0.1379)
0.9717(0.2006)
-0.0001(0.1428)
0.9640(0.1904)

0.2464(0.1021)
0.2484(0.1033)
0.2453(0.1068)
-0.0008(0.1020)
0.9922(0.1353)
-0.0003(0.1011)
0.9831(0.1337)
0.0016(0.1012)
0.9843(0.1348)

0.2473(0.0637)
0.2501(0.0656)
0.2473(0.0671)
0.0013(0.0646)
0.9975(0.0892)
-0.0004(0.0604)
0.9995(0.0931)
0.0000(0.0631)
0.9984(0.0920)

0.2497(0.0462)
0.2482(0.0470)
0.2487(0.0464)
0.0018(0.0455)
0.9955(0.0634)
-0.0018(0.0445)
0.9961(0.0637)
-0.0000(0.0451)
0.9970(0.0632)

0.2499(0.0337)
0.2484(0.0340)
0.2494(0.0308)
-0.0006(0.0324)
0.9983(0.0441)
0.0011(0.0313)
0.9982(0.0450)
0.0023(0.0303)
1.0005(0.0450)

Tabela 17 Média e desvio-padrao (entre parénteses) das M = 1.000 estimativas, para de-
pendéncia moderada (Caso 9).

Tamanho amostral

n = 50

n = 100

n = 250

n = 500

n = 1000

Parametro

p12 = 0.50

p13 = 0.50

p23 = 0.50
Normal nw=20
0?2 =1
Normal M27 0
o =1
Normal H2 =0
o =1

0.4892(0.1568)
0.4857(0.1590)
0.4851(0.1564)
0.0099(0.1444)
0.9872(0.1993)
0.0046(0.1382)
0.9817(0.1948)
0.0063(0.1421)
0.9840(0.1999)

0.4959(0.1089)
0.4984(0.1101)
0.4961(0.1090)
0.0039(0.1024)
0.9885(0.1382)
0.0041(0.1003)
0.9879(0.1440)
-0.0015(0.0978)
0.9797(0.1413)

0.4957(0.0720)
0.4947(0.0701)
0.4979(0.0713)
-0.0031(0.0628)
0.9976(0.0900)
-0.0017(0.0617)
0.9969(0.0881)
-0.0002(0.0629)
0.9971(0.0877)

0.5005(0.0500)
0.4991(0.0491)
0.4996(0.0493)
-0.0004(0.0441)
0.9923(0.0603)
-0.0011(0.0451)
0.9941(0.0617)
-0.0005(0.0452)
0.9967(0.0616)

0.5005(0.0347)
0.5002(0.0346)
0.4995(0.0344)
0.0010(0.0312)
0.9986(0.0435)
0.0008(0.0309)
0.9998(0.0460)
0.0011(0.0301)
0.9999(0.0427)
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Tabela 18 Média e desvio-padrao (entre parénteses) das M = 1.000 estimativas, para de-
pendéncia forte (Caso 9).

Tamanho amostral

Parametro n = 50 n = 100 n = 250 n = 500 n = 1000
p1z = 0.75  0.7345(0.1727) _ 0.7423(0.1252) _ 0.7436(0.0767) _ 0.7509(0.0550) _ 0.7496(0.0400)
p1z = 0.75  0.7364(0.1746)  0.7444(0.1267)  0.7418(0.0783)  0.7512(0.0545)  0.7503(0.0401)
posz = 0.75  0.7330(0.1762)  0.7383(0.1261)  0.7437(0.0780)  0.7513(0.0554)  0.7502(0.0400)
Normal nw =20 0.0009(0.1463) 0.0044(0.1003) 0.0004(0.0632) 0.0002(0.0452) 0.0002(0.0306)
o2 =1 0.9887(0.1972)  0.9925(0.1436)  0.9981(0.0906)  0.9968(0.0635)  0.9979(0.0458)
Normal w=0 -0.0030(0.1480)  0.0013(0.1030)  0.0007(0.0630)  0.0000(0.0459)  0.0016(0.0316)
o2 =1 0.9822(0.1951) 0.9893(0.1376) 0.9970(0.0890) 0.9980(0.0615) 0.9997(0.0453)
Normal nw=20 0.0012(0.1410) 0.0007(0.1008) 0.0029(0.0638) 0.0001(0.0462) 0.0005(0.0321)
o2 =1 0.9738(0.1944) 0.9898(0.1406) 1.0027(0.0877) 0.9957(0.0632) 0.9969(0.0452)
Tabela 19 Média e desvio-padrao (entre parénteses) das M = 1.000 estimativas, para 13 = 0,25
(Caso 10).
Tamanho amostral
Kernel Parametro n = 50 n = 100 n = 250 n = 500 n = 1000
Gaussiano 0 =2/3 0.6790(0.1634) 0.6759(0.1145) 0.6756(0.0698) 0.6689(0.0500) 0.6662(0.0363)
Retangular 0 =2/3 0.6752(0.1657) 0.6800(0.1186) 0.6712(0.0688) 0.6677(0.0468) 0.6670(0.0351)
Triangular 0 =2/3 0.6768(0.1622)  0.6762(0.1132)  0.6695(0.0708)  0.6694(0.0508)  0.6654(0.0345)
Epanechnikov 0 =2/3 0.6785(0.1679)  0.6698(0.1100)  0.6725(0.0716)  0.6653(0.0494)  0.6661(0.0354)
Biweight 0 =2/3 0.6729(0.1630)  0.6702(0.1094)  0.6700(0.0724)  0.6687(0.0512)  0.6689(0.0361)
Tabela 20 Média e desvio-padrao (entre parénteses) das M = 1.000 estimativas, para 73 = 0, 50
(Caso 10).
Tamanho amostral
Kernel Parametro n = 50 n = 100 n = 250 n = 500 n = 1000
Gaussiano =2 2.0447(0.2770) _ 2.0128(0.1818) _ 2.0084(0.1198)  2.0067(0.0864)  1.9999(0.0582)
Retangular 0 =2 2.0332(0.2597) 2.0061(0.1854) 2.0044(0.1154) 2.0079(0.0857) 2.0027(0.0592)
Triangular 0 =2 2.0267(0.2783) 2.0088(0.1889) 2.0052(0.1171) 2.0016(0.0814) 1.9997(0.0595)
Epanechnikov 6 =2 2.0168(0.2729) 2.0125(0.1943) 2.0046(0.1213) 2.0016(0.0828) 1.9965(0.0602)
Biweight 0 =2 2.0279(0.2696)  2.0117(0.1886)  1.9977(0.1216)  2.0015(0.0855)  1.9981(0.0598)
‘1 . ~ . . .
Tabela 21 Média e desvio-padrao (entre parénteses) das M = 1.000 estimativas, para 73 = 0,75
(Caso 10).
Tamanho amostral
Kernel Parametro n = 50 n = 100 n = 250 n = 500 n = 1000
Gaussiano 0=56 6.0497(0.6025)  6.0217(0.4301) _ 6.0102(0.2718) _ 6.0092(0.1885) _ 6.0004(0.1305)
Retangular 0=6 6.0702(0.5742)  6.0402(0.4273)  6.0064(0.2599)  6.0204(0.1861)  6.0079(0.1357)
Triangular =6 6.0768(0.6076)  6.0272(0.4314)  5.9982(0.2648)  6.0035(0.1904)  6.0081(0.1354)
Epanechnikov 6=6 6.0593(0.5898)  6.0522(0.4154)  6.0099(0.2672)  6.0050(0.1826)  5.9981(0.1308)
Biweight 6=6 6.0298(0.6005) 6.0240(0.4303) 6.0105(0.2653) 6.0063(0.1898) 6.0165(0.1338)
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Figura 4 Viés e EQM das estimativas do Caso 7, de acordo com o grau de dependéncia.
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Figura 5 Viés e EQM das estimativas do Caso 8, de acordo com o grau de dependéncia.
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Figura 6 Viés e EQM das estimativas do Caso 9, de acordo com o grau de dependéncia.
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