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Formalismo Termodinâmico para aplicações do
intervalo

Rafael Moreira Paulo.

Dissertação de Mestrado apresentada ao

Colegiado da Pós-Graduação em Matemática da
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Paulo Júnior, por todo o apoio dado ao longo da minha vida, por terem me educado,

ensinado valores que levarei para sempre comigo e por terem me mostrado a importância
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Resumo

O objetivo do presente trabalho é o estudo da existência e unicidade dos estados

de equiĺıbrio para potenciais Hölder em dinâmicas definidas no intervalo que sejam C1+,

transitivas, e possuam conjunto cŕıtico não-flat. Para esse estudo não utilizaremos a

abordagem mais clássica, através de Torres de Hofbauer-Keller. Para tanto, usamos

as medidas zooming (generalização das medidas expansoras) e as aplicações de Markov

induzidas por retornos zooming. Com isso, obtivemos informações sobre os estados de

equiĺıbrio entre as medidas expansoras e conseguimos obter a existência e unicidade de

estados de equiĺıbrio para potenciais Hölder que privilegiam as medidas expansoras.

Palavras-chave: Formalismo termodinâmico; Estados de equiĺıbrio; Medidas Zooming ;

Medidas expansoras.
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Abstract

This work aims to study known results about the existence and uniqueness of

equilibrium states for Holder potentials in transitive C1+ interval dynamics without using

the classical approach of Hofbauer-Keller Towers. For this, we used zooming measures

(a generalization of expanding measures) and Markov maps induced by zooming returns.

With this we were able to study the the equilibrium states among the expanding measures,

and get the existênce and uniquiness of equilibrium states for Hölder potentials that favor

the expansive measures.

Keywords: Thermodynamic formalism; Equilibrium states; Zooming measures expan-

ding measures.
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Introdução

Originalmente, a teoria do Formalismo Termodinâmico, desenvolvida por [25]

e [7], para o estudo de deslocamentos de Markov, com um número finito de estados, dentre

seus objetivos construir o único estado de equiĺıbrio de um potencial Hölder. A existência

desse estado de equiĺıbrio, nesse caso, foi provada em [24]. Esses resultados permitiram

que a teoria do Formalismo termodinâmico se expandisse para o estudo de estados de

equiĺıbrios de potenciais Hölder para difeomorfismos uniformemente hiperbólicos. E, de

fato, a existência e unicidade desses estados de equiĺıbrio foram provados. A extensão

da teoria para o estudo dos estados de equiĺıbrio de sistemas não-hiperbólicos é mais

complicada, pois, a depender da geometria do conjunto cŕıtico/singular, esses estados

podem não existir, vide exemplo [9].

Apesar de não necessariamente existirem estados de equiĺıbrio para sistemas não-

hiperbólicos, existem classes de sistemas não-hiperbólicos que possuem tais estados, como

sistemas parcialmente hiperbólicos, aplicações expansoras por partes e deslocamentos de

Markov. Nesse contexto, [21] consegue mostrar que difeomorfismos locais C1+, fortemente

transitivos, com um conjunto cŕıtico não-degenerado, possuem, no máximo, um estado de

equiĺıbrio expansor para todo potencial Hölder. Além disso, se o potencial Hölder possui

uma oscilação definida como

osc(ϕ) := sup(ϕ)− inf(ϕ),

suficientemente pequena, então [21] garante a existência e unicidade dos estados de

equiĺıbrio de ϕ.

Com o objetivo de mostrar esses resultado em contextos mais gerais, [21] usou a

definição de medidas Zooming, presente em [18], a fim de apresentar uma generalização

de medidas expansoras para o caso em que f é um homeomorfismo local bi-Lipchitz,

fortemente transitivo, definido em um espaço métrico separável. Essa generalização é

apresentada na definição 3.5 e, a partir disso, constrói uma partição de Markov dentro

do sistema, conseguindo, assim, encontrar as condições necessárias para a existência e

unicidade de estados de equiĺıbrio e medidas de entropia máxima.

O objetivo do presente trabalho é apresentar os resultados obtidos por [21], que

provou a existência e unicidade de estados de equiĺıbrio de um difeomorfismo local tran-
1



2 Sumário

sitivo, C1+, definido em [0, 1] com conjunto cŕıtico compacto, de interior vazio não-flat.

Para tanto, o texto está organizado da seguinte forma:

• Apêndice A: Exibiremos alguns resultados importantes para o desenvolvimento da

teoria com as devidas referências. No entanto, sem apresentar as devidas provas,

para evitar que o texto fuja do assunto principal.

• Caṕıtulo 1: Apresentaremos resultados e conceitos importantes para o bom enten-

dimento desse trabalho, que poderão ser ignorados pelo leitor que já possui domı́nio

desses conceitos. A única exceção é a seção 1.7, que apresenta uma generalização

de intervalos nice e suas respectivas construções.

• Caṕıtulo 2: Nesse caṕıtulo, exibiremos alguns resultados de medidas levantáveis,

bem como o conceito de medidas Zooming e a construção de aplicações zooming de

retorno.

• Caṕıtulo 3: Nessa parte, apresentaremos generalizações de medidas expansoras

presentes em [21], tal como a construção de aplicações zooming de retorno para uma

aplicação fortemente transitiva e salientaremos a importância que medidas gordas

induzidas (Vide Definição 3.9) possuem para a análise dos estados de equiĺıbrio e

medidas de entropia máxima.

• Caṕıtulo 4: Esse caṕıtulo tem como objetivo principal a obtenção de uma proba-

bilidade F -invariante possuindo entropia normalizada máxima.

• Caṕıtulo 5: Nesse fragmento, apresentaremos os resultados principais obtidos

por [21], mais especificamente os resultados que atestam a existência e unicidade

de estados de equiĺıbrio de determinados difeomorfismos locais C1+ em variedades

riemannianas.

• Caṕıtulo 6: Esse é o caṕıtulo principal da presente dissertação. Nele, apresenta-

remos algumas propriedades especiais de difeomorfismos locais C1+ transitivos no

intervalo e, a partir dessas propriedades, mostraremos o resultado principal.



Caṕıtulo 1

Preliminares.

Nessa seção, forneceremos alguns conceitos que, embora sejam essenciais para o

entendimento e desenvolvimento do Formalismo termodinâmico, não são assuntos centrais

para os tópicos discutidos nessa dissertação.

1.1 Sequências subaditivas

Uma sequência {an}n ∈ [−∞,∞) é dita subaditiva, se para todo m,n ∈ N vale

am+n ≤ am + an.

O resultado a seguir é bem conhecido e se mostra útil em diversas áreas da Teoria

Ergódica. Ele pode ser utilizado na definição de Entropia e Pressão, vide seções 1.3 e 1.5.

Além disso, pode ser utilizado na prova do Teorema subaditivo de Kingman, que por

sua vez é uma versão mais forte do teorema ergódico de Birkhoff. A prova do teorema

de Kingman, bem como mais detalhes sobre as propriedades de sequências subaditivas

podem ser vistas em [16].

Teorema 1.1. Seja {an}n uma sequência subaditiva, então, vale que

lim
n→∞

an
n

= inf
n

an
n

(1.1)

Demonstração. Suponha que existe m tal que am = −∞. Então fixe n > m e defina

k := n − m observe que como a sequência {an}n é subaditiva e ak ∈ [−∞,∞) então

an ≤ am + ak = −∞. E portanto, an = −∞ e limn→∞ an/n = −∞ = infn
an
n

.

Suponha agora que an ∈ R para todo n natural, seja L = infn an/n. Note que

L ∈ [−∞,∞). Seja G um número real maior L, pela definição de L existe m natural tal

que:
am
m

< G.

3



4 Caṕıtulo 1. Preliminares.

Se n > m escreva n = km + r, com 1 ≤ k e i ≤ r < m. Defina a = max{ai; 1 ≤ i < m}
e, pela subaditividade, temos que

an ≤ akm + ar ≤ kam + ar ≤ kam + a,

assim,
an
n
≤ km

n

ak
k

+
a

n

Notando que pk/n → 1 e a/n → 0 quando n → ∞ temos que, como ak/k < B

existe n0 ∈ N tal que, se n > n0, então

L ≤ an
n
< G

Note que G é um número arbitrário maior que L. Fazendo G tender a L, obtemos o

resultado.

1.2 Potenciais Hölder

Seja X um espaço métrico com distância dist, dizemos que ϕ : X→ R é potencial

de Hölder, se existem constantes α ∈ (0, 1] e C0 > 0, tais que:

|ϕ(x)− ϕ(y)| = C0dist(x, y)α , ∀x, y ∈ X

Seja M Uma variedade riemanniana com distância geodésica dist, uma trans-

formação f : M 	 é dita C1+ se f for C1 e Df for Hölder. Isto é, se existem constantes

α ∈ (0, 1] e C0 > 0, tais que:

|Df(x)−Df(y)| = C0dist(x, y)α , ∀x, y ∈ X

1.3 Entropia

Seja (X,A, µ) um espaço de probabilidade, ao longo desta seção, P será uma

partição, se for uma famı́lia enumerável de subconjuntos mensuráveis de X tal que se

P1, P2 ∈ P , então, P1 ∩P2 = ∅ e a união de todos os elementos de P possui medida total.

Seja f : X 	 uma transformação mensurável tal que µ é f-invariante.

P(x) será o elemento da partição P que contém x. A soma de duas partições P
e Q denotado como P ∨ Q é a partição formada pelas interseções dos elementos de P e

Q, ou seja P ∨ Q = {P ∩ Q;P ∈ P e q ∈ Q}. Uma generalização imediata é a soma de

uma famı́lia enumerável de partições

∨
Pn =

{⋂
n

Pn;Pn ∈ Pn

}



1.3. Entropia 5

Defina a função de informação associada a uma partição P , IP : X→ R, definida

como:

IP = − log(µ(P(x)))

Note que IP é mensurável. Assim, defina a entropia da partição como:

Hµ(P) =

∫
IPdµ =

∑
P∈P

−µ(P ) log(µ(P ))

Note que, como µ é uma probabilidade µ(P ) ≤ 1 para todo P ∈ P , portanto− log(µ(P )) ≥
0 e como:

1 = µ

( ⋃
P∈P

P

)
=
∑
P∈P

µ(P )

Temos que Hµ(P) > 0. Na definição da entropia de uma partição, adotamos a convenção

que 0 log 0 = 0. Uma importante observação é de que a entropia de uma partição pode

ser infinita. No entanto, ao longo dessa seção trabalharemos com partições de entropia

finita.

A entropia condicional de uma partição P com relação a uma partição Q é dada

por:

Hµ(P/Q) =
∑
P∈P

∑
Q∈Q

−µ(P ∩Q) log
(µ(P ∩Q)

µ(Q)

)
Dizemos que P ≺ Q (ler-se P menos fina que Q) se para todo Q ∈ Q existe

Q0 ⊂ Q e P ∈ P tal que µ(Q0) = µ(Q) e Q0 ⊂ P . A partir do lema A.1 item 1, temos

que tomando S como a partição trivial, isto é S = {X}, então

Hµ(P ∨Q) = Hµ(P) +Hµ(Q/V) ≤ Hµ(P) +Hµ(Q) (1.2)

Seja (Y,B) um espaço mensurável e g : X → Y uma transformação mensurável,

então (Y,B, g∗µ) é um espaço de probabilidade. Assim, se P é uma partição de (Y,B, g∗µ)

então g−1(P) = {g−1(P );P ∈ P} é uma partição. Além disso, temos que Hµ(g−1(P)) =

Hf∗µ(P).

Seja f transformação mensurável e considere µ probabilidade f -invariante, de-

note:

Pn =
n−1∨
i=0

f−i(P) (1.3)

Note que Pn ≺ Pn−1, portanto temos que Hµ(Pn) ≤ Hµ(Pn+1) (vide lema A.1 quando S
é a partição trivial).

Lema 1.2 ([16]). A sequência dada por an = Hµ(Pn) é subaditiva

Demonstração. Inicialmente, note que Pm+n = ∨m+n−1
i=0 f−i(P) = Pm∨ f−m(Pn), de (1.2)

temos que

Hµ(Pn+m) ≤ Hµ(Pm) +Hµ(f−m(Pn)) (1.4)
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como µ é f -invariante temos que Hµ(f−m(Pn)) = Hµ(Pn) para todo m e n. Segue o

resultado:

Defina

hµ(f,P) = lim
n→∞

1

n
Hµ(Pn) (1.5)

A partir do teorema 1.1 e do lema 1.2, temos que o limite do lado direito da Equação (1.5)

existe. Por fim, defina a entropia do sistema (f, µ) como

hµ(f) = sup
P
hµ(f,P) (1.6)

onde o supremo é tomado sobre as partições de entropia finita.

Exemplo 1. Seja µ uma medida invariante por f , seja {xk}n−1
k=0 uma sequência finita de

X, tal que f(xk) = xk+1 se 0 ≤ k < n− 1 e f(xn−1) = x1. Ou seja, x1 é ponto periódico

de peŕıodo n. Seja A a σ-álgebra de Borel:

µ =
1

n

n−1∑
k=0

δxk

observe que µ é uma probabilidade invariante para f . Seja P uma partição de X , com

j = #{P ∈ P ;µ(P ) > 0}. Como os elementos te P são disjuntos dois a dois, então

j ≤ n. Assim, seja {P ∈ P ;µ(P ) > 0} = {P1, P2 . . . Pj} e ki := #{xk;xk ∈ Pi}. Observe

que
∑j

i=1 ki = n. Dáı,

Hµ(P) = −
j∑
i=1

µ(Pi) log(µ(Pi)),

Observe:

µ(Pi) =
ki
n

Dáı, como ki ≥ 1:

Hµ(P) = −
j∑
i=1

ki
n

log
(ki
n

)
≤ log(n)

n

j∑
i=1

ki = log(n).

Ou seja, para toda partição P teremos que Hµ(P) ≤ log(n). Portanto, para todo

m teremos que

0 ≤ Hµ(Pm)

m
≤ log(n)

m
,

donde, para toda partição P:

hµ(f,P) = 0

e, portanto, hµ(f) = 0.

Definição 1.3 (Partição geradora). Uma partição P será chamada de Partição geradora

para f e µ, possuindo entropia finita, se gerar a σ-álgebra dos conjuntos mensuráveis, a

menos de medida nula.
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Como consequência imediata do teorema de Kolmogorov-sinai e do fato de hµ(f,Pk) =

hµ(f,Pk) para toda partição de entropia finita P e k ≥ 1, temos que se P é uma partição

geradora. Então, hµ(f) = hµ(f,P).

1.4 Entropia topológica

Nessa seção será definida a entropia topológica segundo [1] e, ao longo desta X
será um espaço topológico compacto e f : X 	 será uma transformação cont́ınua.

Seja α uma cobertura aberta de X. Como X é compacto, toda cobertura aberta

de X admite subcobertura finita. Dáı, a entropia da cobertura α é definida assim:

H(α) = logN(α)

onde N(α) é o menor numero tal que α admite uma subcobertura com esse número ([16]).

Dizemos que α ≺ β se para todo B ∈ β existe A ∈ α tal que B ⊂ A. É

claro que α ≺ β implica em H(α) ≤ H(β), pois suponha que β admita pelo menos

uma subcobertura de n elementos, seja {B1, . . . , Bn} uma destas subcoberturas. Seja An

elementos de α tal que Aj ⊃ Bj, seja {An1 , . . . , Ani} a coleção de elementos distintos de

{A1, . . . , An}, e, portanto, α admite uma subcobertura com i elementos, como i ≤ n segue

o resultado.

Seja α1, . . . , αn coberturas abertas de X denote

n∨
j=1

αj =

{
n⋂
j=1

Aj;Aj ∈ αj

}
Note que se α é cobertura aberta de X então f−i(α) = {f−i(A);A ∈ α}, denote

αn =
n−1∨
i=0

f−i(α) (1.7)

Lema 1.4. a sequência dada por an = H(αn) é subaditiva

Demonstração. Note que αm+n = αm ∨ f−m(αn) para todo n e m. Assim, pelo lema A.2,

temos

H(αn+m) ≤ H(αm) +H(f−n(αn)) ≤ H(αm) +H(αn)

Defina a entropia de f com relação a cobertura α como

h(f, α) = lim
n→∞

1

n
H(αn) (1.8)

O teorema 1.1 e o lema 1.4 garantem que o limite da equação (1.8) existe.

Por fim, a entropia topológica de f como ([16]):

htop = sup{h(f, α);α é subcobertura aberta de X} (1.9)
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1.5 Pressão

Nessa seção, será apresentada a definição de pressão via coberturas abertas.

Seja X um espaço métrico compacto com distância dist, e f : X 	, seja ϕ potencial

definido em X, defina ϕn : X→ R como: ϕn
∑n−1

j=0 ϕ ◦ f j. Seja α cobertura aberta de X,

então definimos:

Pn(f, ϕ, α) = inf

{∑
U∈β

sup
x∈U

eϕn(x); β é subcobertura finita de αn

}
(1.10)

Definindo:

P (f, ϕ, α) = lim
n→∞

1

n
logPn(f, ϕ, α) (1.11)

Pelo teorema 1.1 e pelo lema A.3, temos que o limite da equação 1.11 existe. Por

fim, defina:

P (f, ϕ) = lim
n→∞

P (f, ϕ, αn) (1.12)

onde {αn} é uma sequência de coberturas abertas com diam(αn)→ 0 quando n→∞.

Proposição 1.5 ([16]). O Limite

lim
k→∞

P (f, ϕ, αk)

existe e independe da sequência {αn}n com diam(αn)→ 0

Demonstração. Seja αkn e βkn duas sequências de coberturas abertas com diâmetro con-

vergindo para zero, dado ε > 0 fixe δ > 0 tal que |ϕ(x) − ϕ(y)| ≤ ε se dist(x, y) ≤ δ,

seja n0 tal que diam(αn) < δ se n > n0, fixe n > n0, seja ρ > 0 um número de Lebesgue

para αn. seja m0 suficientemente grande, tal que diam(βm) se m > m0, fixe m > m0, pela

definição de número de Lebesgue, todo B ∈ βm está contido em A ∈ αn. Note que

sup
x∈A

ϕj(x) ≤ nε+ sup
y∈B

ϕn(y)

para todo j ≥ 1, como diam(αn) < δ. Dáı,

Pl(f, ϕ, αn) ≤ elεPl(f, ϕ, βm) l ≤ m

dáı P (f, ϕ, αn) ≤ ε+ P (f, ϕ, βm), dáı, fazendo n→∞ e depois m→∞, obtemos

lim sup
n→∞

P (f, ϕ, αn) ≤ ε+ lim inf
m→∞

P (f, ϕ, βm)

pela arbitrariedade de ε temos que

lim sup
n→∞

P (f, ϕ, αn) ≤ lim inf
m→∞

P (f, ϕ, βm)

trocando o papel das duas sequências de cobertura, obtemos que limn→∞ P (f, ϕ, αn) =

limm→∞ P (f, ϕ, βm)
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chamamos P (f, ϕ) de pressão de ϕ relativamente a f . Uma importante con-

sequência da definição da pressão é que se ϕ for o potencial nulo. Isto é, ϕ ≡ 0, então

Pn(f, ϕ, α) = N(α) para todo n ≥ 1, e portanto P (f, ϕ, α) = h(f, α) para toda cobertura

aberta α segue da proposição A.4 que P (f, ϕ) = htop(f).

Pelo prinćıpio variacional (teorema A.5), temos que se f é uma dinâmica cont́ınua

e X um espaço métrico compacto. Então, a pressão pode ser calculada como

P (f, ϕ) = sup

{
hν(f) +

∫
ϕdν; ν ∈M1(f)

}
(1.13)

aplicando o prinćıpio variacional ao potencial nulo temos que

htop(f) = sup

{
hν(f); ν ∈M1(f)

}
(1.14)

1.6 Conjuntos não-flat e medidas expansoras

Nessa seção, M será uma variedade riemanniana compacta e C ⊂M um conjunto

fechado de interior vazio, f : M \ C →M um difeomorfismo C1+, com extensão cont́ınua

f̄ , tal que #f̄−1(x) <∞ o conjunto C é o conjunto cŕıtico da função f .

Seja dist(x, y) a distância geodésica em M, dist(x, C) := inf{dist(x, y); y ∈ C}, e

T 1
xM o espaço vetorial unitário em x.

Definição 1.6. O conjunto C é não degenerado se existem constantes 0 < B e 0 < β tais

que

1. | log |Df(x)v| | ≤ B + β| log dist(x, C)| para todo v ∈ T 1
xM e x ∈M \ C;

2. | log ||Df(x)−1||−log ||Df(y)−1||| ≤ Bdist(x,y)
dist(x,C)β para todo x, y ∈M \C com dist(x, y) <

1
2
dist(x, C).

Definição 1.7. O conjunto C é não flat se existem constantes A < B e 0 < α < β, β tais

que

1. A+ α| log dist(x, C)| ≤ | log |Df(x)v| | ≤ B + β| log dist(x, C)| para todo v ∈ T 1
xM e

x ∈M \ C;

2. | log ||Df(x)−1||−log ||Df(y)−1||| ≤ Bdist(x,y)
dist(x,C)β para todo x, y ∈M \C com dist(x, y) <

1
2
dist(x, C).

A definição 1.7 pode ser entendida como: a menos de uma mudança de coorde-

nadas C se comporta como ráızes de polinômios.

Dado δ > 0 defina distδ(x, y) = min{dist(x, y), δ}.
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Definição 1.8. Seja µ uma probabilidade f -invariante, µ é dita expansora, se

1. (Recorrência lenta para o conjunto cŕıtico)∫
x∈M

log dist1(x, C)dµ > −∞ (1.15)

2. Para µ-quase todo x ∈M e todo v ∈ T 1
xM vale

0 < lim
n

1

n
log |Dfn(x)v| < +∞ (1.16)

Ou seja, todos os expoentes de Liapunov de µ são positivos.

O conjunto das medidas expansoras f -invariantes será denotado por E(f).

Observação 1. A condição 1 da Definição 1.7 implica que se C é não-flat então, toda

probabilidade µ com expoentes de Lyapunov finitos satisfaz a recorrência lenta ao conjunto

cŕıtico. Em particular, E(f) é o conjunto de todas as probabilidades, possuindo apenas

expoentes de Lyapunov positivos.

Dado um potencial ϕ : M → R, dizemos que a probabilidade µ ∈ M1(f) é um

estado de equiĺıbrio para ϕ se

hµ(f) +

∫
ϕdµ = P (ϕ, f) = sup{hν(f) +

∫
ϕdν : ν ∈M1(f)}

Ou seja, µ realiza o supremo no prinćıpio variacional. Se µ ∈ M1(f) é um estado de

equiĺıbrio para o potencial nulo, dizemos que µ é medida de máxima entropia.

Dizemos que a probabilidade µ ∈M1(f) é um estado de equiĺıbrio expansor para

ϕ se µ é uma medida expansora e

hµ(f) +

∫
ϕdµ = PE(f)(ϕ) := sup

{
hν(f) +

∫
ϕdν : ν ∈ E(f)

}

1.7 Conjuntos encaixados

Nessa seção, será apresentado o conceito de conjuntos encaixados, que representa

uma generalização do conceito de invervalos nice, introduzido por [14]. Essa construção

se encontra em [18], seção 2.

Nessa seção, X será um espaço métrico separável e f : X 	 será uma trans-

formação. Ao longo desta seção, fixaremos uma coleção E0 de abertos conexos de X.

Fixe J ⊂ X, um conjunto Q ⊂ X é uma pré-imagem regular de ordem n de J se

fn leva Q homeomorficamente em J . Denotaremos a ordem de Q como ord(Q).

Para todo n natural e V ∈ E0, considere En(V ) como uma coleção de pré-imagens

de ordem n de V . Defina En = {En(V )}V ∈E0 . Note que não foi pedido que En(V ) contenha
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todas as pré-imagens regulares de V . Uma sequência E = {En}n é dita uma famı́lia

dinamicamente fechada de pré-imagens regulares se f l(E) ∈ En−l para todo E ∈ En e

0 ≤ l ≤ n. Dado P ∈ En denote fn|P por fP e o E- ramo inverso por f−P .

Seja E = En uma famı́lia dinamicamente fechada de pré-imagens regulares, um

conjunto Q é uma E-pré-imagem de um conjunto W ⊂ X, se existe n natural e P ∈ En
tal que W̄ ⊂ fn(P ) e f−P (W ) = Q.

Lema 1.9. Sejam X1 e X2 duas E-pré-imagens diferentes de algum conjunto X ⊂ X, com

ord(X1) = ord(X2). Então, X1 ∩ X2 = ∅.

Demonstração. Seja n a ordem das duas pré imagens seja Pi ∈ En tal que Xi = f−Pi(X ),

i ∈ {1, 2}, seja agora Qj = f−Pj(fn(P1)∩ fn(P2)). Pela definição de E-pŕe-imagens temos

que fn(Pi) ⊃ X e portanto Xj ⊂ Qj, dáı Q1 ∩ Q2 ⊃ X1 ∩ X2 6= ∅, note que Q1 6= Q2, de

fato se Q1 = Q2 então X1 = f−P1(X ) = (fn
∣∣
Q1

)−1(X ) = (fn
∣∣
Q2

)−1(X ) = f−P2(X ) = X2,

como Q1 6= Q2 e Q1 ∩ Q2 6= ∅ temos que Q1 ∩ ∂Q2 6= ∅ ou Q2 ∩ ∂Q1 6= ∅, sem perda de

generalidade assuma que Q1∩∂Q2 6= ∅, temos que ∅ 6= fn(Q1∩∂Q2) ⊂ fn(Q1)∩∂fn(Q2) =

(fn(P1) ∩ fn(P2)) ∩ ∂(fn(P1) ∩ f(P2)) = ∅ o que é um absurdo.

Definição 1.10 (Conjuntos Ligados). Dois conjuntos abertos U1 e U2 são ligados se

U1 \ U2 e U2 \ U1 são ambos diferentes de vazio.

Uma consequência direta das definições conjuntos ligados e conjuntos conexos é

que se U1 e U2 são ambos conexos e diferentes do vazio então U1 e U2 são ligados, se e

somente se ∂U1 ∩ U2 6= ∅ e U1 ∩ ∂U2 6= ∅.

Definição 1.11 (Conjuntos E-encaixados). U é um conjunto E-encaixado, se é aberto e

U não é ligado a nenhuma das suas E-pré-imagens.

Uma extensão natural da Definição 1.11 é:

Definição 1.12 (Coleção de conjuntos E-encaixados). Uma coleção Z de conjuntos aber-

tos é uma coleção de conjuntos E-encaixados se todo A ∈ Z não é ligada a nenhuma E-pré

imagem de algum elemento de Z de ordem maior que zero. Ou seja, se A1 ∈ Z e Q é E
pré-imagem de algum elemento de A2 ∈ Z, então A1 não está ligado a P ou P = A2

Note que toda sub-coleção de uma coleção de conjuntos E-encaixados é por sua

vez uma coleção de conjuntos E-encaixados, em particular todo elemento de uma coleção

E-encaixada é um conjunto E-encaixado.

Uma importante propriedade de uma coleção E-encaixada é enunciada no lema A.6.

E, como corolário desse lema, obtemos uma importante propriedade de conjuntos encai-

xados:
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Corolário 1.13. Se U é um conjunto E-encaixado conexo, P1 e P2 são E-pré-imagens de

U , com P1 6= P2, então P1 e P2 não são ligados. Além disso,

1. Se P1 ∩ P2 6= ∅ então Ord(P1) = Ord(P2)

2. Se P1 $ P2, com Ord(P1) < Ord(P2), então U está contida em uma E-pré-imagem

de śı mesmo, com ordem maior que zero e

fOrd(P2)−Ord(P1)(U) ⊂ U

Demonstração. definindo lj = Ord(Pj), Pelo lema 1.9 temos que l1 6= l2. Portanto,

podemos assumir l1 < l2. Dáı, pelo lema A.6, segue que P1 e P2 não são ligados.

Suponha P1 $ P2, então U = f l1(P1) ⊂ f l1(P2), note que f l1(P2) é uma E-pré-

imagem de V e isso implica que f l2−l1(V ) ⊂ f l2(P2)(V ) = V .

A partir daqui até o fim da seção, Z será uma coleção de abertos, conexos de X,

tais que todos os elementos de Z não estão contidas em nenhuma E-pré-imagem de ordem

maior que zero de um elemento de Z.

Uma sequência finita K = {P0, . . . Pn} de E-pré-imagens de elementos de Z é

uma cadeia de E-pré-imagens de Z começando em A ∈ Z, se

1. 0 < Ord(P0) ≤ · · · ≤ Pn

2. P0 e A são ligados

3. Para todo 1 ≤ i ≤ n temos que Pj e Pj−1 são ligados

4. Pi 6= Pj se i 6= j

vide figura 1.1 para um exemplo visual de uma cadeia de E-pré-imagens.

Figura 1.1: Exemplo de uma cadeia de E-pré-imagens de Z começando em A. Fonte:[18].

Denote chE(A) como a coleção de todas as cadeias de E-pré-imagens de A,

começando em A ∈ Z. Como todos os elementos de Z são abertos e conexos, temos que

se A ∈ Z e {P0, . . . , Pn} ∈ chE(A) então
⋃n1

i=0 Pj é aberto e conexo para todo 0 ≤ n1 ≤ n.
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Para todo A ∈ Z defina o aberto:

A∗ = A \
⋃

{Pj}j∈chE(A)

⋃
j

Pj (1.17)

uma representação visual do A∗ pode ser vista na Figura 1.2. Com o conceito apresentado

na Equação (1.17), é posśıvel construir uma coleção encaixada ([18]).

Figura 1.2: Exemplo de uma cadeia de E-pré-imagens de A começando em A. Fonte:[18].

Proposição 1.14. Para todo A ∈ Z, tal que A∗ 6= ∅, escolha um componente conexo A′

de A∗. Assim, se Z ′ = {A′;A ∈ Z e A∗ 6= ∅} é uma coleção não vazia, então A′ é uma

coleção de conjuntos E-encaixados.

Demonstração. Assuma, por contradição, a existência de A1, A2 ∈ Z e uma E-pré imagem

de A′2 com ordem positiva (denotada por Q), tal que A′1 e Q são ligadas, pela conexidade

de A′1 e Q temos que existe q ∈ Q ∩ ∂A′1, seja k = Ord(P ) e E ∈ Ek tal que Q = fE(A′2),

definindo P = fE(A2), temos Q ⊂ P .

Afirmação 2. P ⊂ A1

Demonstração. Note que P ∩A1 ⊃ P ∩A′1 ⊃ Q∩A′1 6= ∅. Por outro lado A1 e P não são

ligados, senão à sequência {P} ∈ ch(A1) e como P ∩ A∗1 ⊃ P ∩ A′1 6= ∅, dáı P ∩ ∂A1 = ∅.
Portanto, como P ∩ A1 6= ∅ pela conexidade de P e A1 temos que P ⊂ A1 ou P ⊃ A1,

como, por hipótese, os elementos de Z não estão contidos em nenhuma E−pré-imagem

de ordem maior que zero de um elemento de Z. Portanto, P ⊂ A1

Como q ∈ ∂A′1. Então, para todo ε > 0 existe uma cadeia {P0, . . . , P1} ∈ chE(A1)

tal que dist
(
q,
⋃n
i=0 Pi

)
< ε, como P e Q são abertos e q ∈ Q ⊂ P , pegue ε suficientemente

pequeno, tal que Q ⊂
⋂n
i=1 Pi 6= ∅, portanto existe 1 ≤ m ≤ n, tal que:

Pm ∩ P ⊃ Pm ∩Q 6= ∅ (1.18)

Como
⋃n
i=0 Pi é conexo e P0é ligado com A1, temos que P0 ∩ (X \P ) ⊃ P0 ∩ (X \A1) 6= ∅.

Assim, existe 0 ≤ i ≤ m tal que Pi∂P 6= ∅. Dessa forma, defina l = min{0 ≤ i ≤
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m;Pi ∩ ∂P 6= ∅}. Temos, então, que Pl e P são ligados, pois, se Ql ⊃ P , teŕıamos que

A∗1 ∩
(⋃n

i=0 Pi
)
⊃ A′1 ∩

(⋃n
i=0 Pi

)
6= ∅, o que seria um absurdo.

Temos dois casos: (i) Ord(Pl) ≤ Ord(P ) ou (ii) Ord(Pl) ≥ Ord(P ). Supondo

o primeiro caso, temos que pela minimalidade de l temos que Pj 6= P para todo 0 ≤
j ≤ l. Portanto, {P0, . . . Pl, P} ∈ chE(A1) e P ∩ A∗1 ⊃ P ∩ A′1 6= ∅, o que é uma

contradição da definição de A∗. Supondo o segundo caso, considere a sequência K =

{fk(Pl), . . . , fk(Pm)}, temos que K ∈ chE(A2), pois fk
∣∣
P

é homeomorfismo e fk(P ) = A2.

Assim, fk(Pl) ∩ ∂A2 = fk(Pl ∩ ∂P ) 6= ∅ e, por definição, de Z A2 não está contido em

fk(Pl). Mas, como fk(Q) = A′2 ⊂ A∗2, da Equação (1.17), temos que fk(Pm) ∩ A∗2 ⊃
fk(Pm ∩Q) 6= ∅ contradizendo a definição de A∗2.

Corolário 1.15. Seja ε ∈ (0, 1/2), e A = Br(p) uma bola aberta conexa de raio r,

centrada em p ∈ X tal que fn(A) 6⊂ A, ∀n ∈ N. Se toda cadeia de E-pré-imagem de A

possui um diâmetro menor que 2εr, então o conjunto A∗ contém a bola Br(1−2ε)(p). Além

disso, a componente conexa A′ de A∗ que contém p é um conjunto E-encaixado contendo

Br(1−2ε)(p).

Demonstração. Defina Z = {A}. Como fn(A) 6⊂ A, então, A não está contida em

nenhuma E-pré-imagem de ordem maior que zero de śı mesmo. Defina Γ como a coleção

de todas as cadeias de E-pré imagens de A. Assim, se {Pj}j ∈ Γ, então
⋃
j Pj é um aberto

conexo intersectando ∂A e de diâmetro menor que 2εr. Portanto,
⋃
j Pj ⊂ B2εr(∂A).

∀{Pj}j ∈ Γ. Portanto, A∗ = A \
⋃
{Pj}j∈Γ

⋃
j Pj⊃ A \ B2εr(∂A) ⊃ Br(1−2ε)(p). Donde

A 6= ∅. Assim, tomando A′ como o componente conexo de A∗ contendo p (e portanto

Br(1−2ε)(p)), da Proposição 1.14, segue que A′ é um conjunto E-encaixado.

1.8 Coleções Assintoticamente invariantes.

Nessa seção, X será um espaço métrico compacto e f : X 	 será uma trans-

formação mensurável, seja U ⊂ X um conjunto positivamente invariante, considere para

todo x ∈ U um subconjunto da U(x) ⊂ O+(x) da órbita positiva de x.

Definição 1.16. Uma coleção U = {U(x)}x∈U é dita assintoticamente invariante se para

todo x ∈ U ,

1. #{j ∈ N; f j(x) ∈ U(x)} =∞

2. U(x) ∩ O+(fn(x)) = U(f(x)) ∩ O+(fn(x)) para todo n ∈ N grande

Definição 1.17 (ωf,U). Dada uma coleção assintoticamente invariante U = {U(x)}x∈U ,

defina para todo x ∈ U o conjunto limite omega-U denotado por ωf,U , que representa o
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conjunto dos pontos de acumulação de U(x). Ou seja, os pontos p ∈ X , tal que existe

sequência nj →∞, satisfazendo U(x) 3 fnj(x)→ p

Uma importante propriedade do conjunto ωf,U(x) é que esse conjunto é não vazio,

compacto e não é necessariamente invariante, vide [18] seção 3. Dizemos que uma coleção

assintoticamente invariante U = {U(x)}x∈U possui frequência positiva se para todo x ∈ U
temos:

lim sup
n→∞

1

n
#{1 ≤ j ≤ n; f j(x) ∈ U(x)} > 0

Definição 1.18 (ω+,f,U). Se U = Ux∈U é uma coleção assintoticamente invariante com

frequência positiva, defina ω+,f,U(x) como os pontos U-frequentemente visitados da orbita

de x, ou seja, os pontos p ∈ X, tais que para toda vizinhança V de p temos

lim sup
n→∞

1

n
#{1 ≤ j ≤ n; f j(x) ∈ U(x) ∩ V } > 0

Uma importante propriedade das coleções assintoticamente invariantes é obtida

no lema A.8.

1.9 Homeomorfismos locais bi-Lipschitz

Seja X um espaço métrico separável de Baire localmente conexo, uma trans-

formação f : X \ C → X é um homeomorfismo local bi-Lipschitz se satisfizer, as seguintes

condições:

1. O conjunto cŕıtico/singular C de f é fechado e possui interior vazio

2. Para todo p ∈ X \ C existem r > 0 e K = K(p), tais que Br(p) é conexo, f(Br(p))

é um subconjunto aberto de X e:

K−1dist(x, y) ≤ dist(f(x), f(y)) ≤ Kdist(x, y) ∀x, y ∈ Br(p)

3. #f−1(x) <∞ para todo x ∈ X

1.10 Transformações induzidas e medidas levantáveis

Uma transformação induzida de f : X 	 é uma transformação mensurável F :

A → B, em que A,B ⊂ X, e F (x) = fR(x)(x) para alguma transformação mensurável

R : A→ N. A transformação R é chamada de tempo induzido de F . Conforme discutido

em [21] os conjuntos, A e B não possuem requisitos especiais. No entanto, nas construções

mais famosas de transformações induzidas, é comum que A ⊂ B.
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Conforme discutido em [21], um importante requisito para o desenvolvimento do

formalismo termodinâmico é a definição de potenciais induzidos. Dado uma transformação

induzida F : A → B, com tempo induzido R, para todo potencial X → R, podemos

associar o ptencial ϕ̄ : A→ R, dado por ϕ̄(x) =
∑R(x)−1

j=0 ϕ ◦ f j(x). F -levantamento deϕ.

Observação 2. Seja F : A → B uma aplicação induzida por f, de tempo induzido

R. para todo x ∈
⋂
j≥0 F

−j(A) e j ≥ 1 temos que f
∑j−1
k=0 R◦F

k(x)(x) = F j(x). De fato,

se j = 1 temos que
∑j−1

k=0R ◦ F k(x) = R(x). E portanto f
∑j−1
k=0R◦F

k(x)(x) = fR(x) =

F (x). suponha válido para j − 1, então f
∑j−1
k=0R◦F

k(x)(x) = fR◦F
j−1(x)

(
f
∑j−2
k=0 R◦F

k(x)(x)
)

=

fR◦F
j−1(x)(F j−1(x)) = F (F j−1(x)) = F j(x).

Definição 1.19 (Medidas absolutamente cont́ınuas). Sejam µ e ν duas medidas em um

mesmo espaço mensurável (X,A), dizemos que ν é absolutamente cont́ınua em relação a

µ, se todo mensurável C que satisfaz µ(C) = 0 satisfaz ν(C) = 0. Essa relação é denotada

como ν � µ.

Uma probabilidade f -invariante µ é F -levantável se existe uma probabilidade F -

invariante ν � µ tal que
∫
Rdν < ∞. ν é chamada de F -levantamento de µ. Temos

ainda que se ν é F -levantamento de µ, então

µ =
1∫
Rdν

∑
n≥1

n−1∑
j=0

f j∗

(
ν
∣∣
{R=n}

)
=

1∫
Rdν

∑
j≥0

f j∗

(
ν
∣∣
{R>j}

)
(1.19)

Definição 1.20. Dizemos que uma aplicação induzida F : A→ B é órbita-coerente se:

O+
f (x) ∩ O+

f (y) 6= ∅ ⇐⇒ O+
F (x) ∩ O+

F (y) 6= ∅

para todo x, y ∈
⋂
j≥0 F

−j(A)



Caṕıtulo 2

Obtenção de uma aplicação de

Markov localmente induzida.

Essa seção possui como principal objetivo a definição de conjuntos e medidas

zooming e, como principal resultado do caṕıtulo, será posśıvel obter uma medida invariante

ν que é absolutamente cont́ınua com respeito a uma medida zooming µ dada. A fim de

obter esse resultado, será utilizada a teoria de aplicações de Markov, bem como resultados

obtidos por [19], referente ao levantamento de medidas.

2.1 Aplicações de Markov

Seja f : B → B uma função definida em um conjunto de Borel B, de um espaço

métrico compacto X, uma coleção P = {P1, P2 . . . } é chamada de partição de Markov do

conjunto de Borel B, se satisfaz as seguintes condições:

1. int(Pi) ∩ int(Pj) = ∅ se i 6= j

2. se f(Pi) ∩ int(Pj) 6= ∅ então f(Pi) ⊃ int(Pj)

3. #{f(Pi); i ∈ N} <∞

4. f
∣∣
Pi

é um homeomorfismo e pode ser estendida para um homeomorfismo levando Pi

em f(Pi)

5. limn→∞ diam(Pn(x)) = 0 para todo x ∈
⋂
n≥0 f

−n
(⋃

i Pi

)
onde Pn(x) = {y;P(f j(y)) = P(f j(x)),∀0 ≤ j ≤ n}.

Definição 2.1 (Partição de Markov induzida.). Uma coleção enumerável P = {P1, P2, . . . }
de subconjuntos de Borel é chamada partição de Markov induzida, se satisfaz todas as

17
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condições de uma partição de Markov, com exceção da condição 2, que é substitúıda pela

seguinte condição:

Para todo Pi ∈ P existe Ri ≥ 1, tal que:

• se l ≤ Ri e int(f l(Pi)) ∩ int(Pj) 6= ∅, então int(f l(Pi)) ⊂ int(Pj) ou int(f l(Pi)) ⊃
int(Pj)

• se int(fRi(Pi)) ∩ int(Pj) 6= ∅, então int(fRi(Pi)) ⊃ int(Pj)

Definição 2.2 (Aplicação de Markov.). Seja P uma partição de Markov para f : B 	,

o par (f,P) é chamado de transformação de Markov definido em B; se f(Pj) = B para

todo Pj ∈ P, então (f,P) é chamado de aplicação de Markov completa.

Observação 3. Se (f,P) é uma aplicação de Markov completa definida em um aberto

B então os elementos de P são abertos, pois, para todo Pj ∈ P, temos que f(Pj) = B e,

como f
∣∣
Pj

é homeomorfismo, segue que Pj é aberto.

Na definição a seguir f : X � será uma aplicação mensurável em um espaço

métrico.

Definição 2.3 (Aplicação de Markov induzida.). Uma transformação de Markov (F,P)

definida em B é uma aplicação de Markov induzida por f em B, se existe uma função

mensurável R : B → N, tal que {R ≥ 1} =
⋃
P∈P P , R

∣∣
P

é constante para todo P ∈ P
e F (x) = fR(x)(x) para todo x ∈ B. Se uma aplicação de Markov induzida (F,P) é uma

aplicação de Markov completa, dizemos que (F,P) é uma aplicação de Markov induzida

completa.

Observação 4. Seja (F,P) uma aplicação de Markov induzida por f em B completa.

Se #P ≥ 2, então Per(f) = ∞, pois seja P1, P2 ∈ P, como F (Pj) = B, j = 1, 2 e

limn→∞ diam(Pn(x)) = 0 para todo x ∈
⋂
n≥0 f

−n
(⋃

i Pi

)
. Temos que para todo n ∈ N

#Dn = 2n, em que

Dn = {x ∈ (P1 ∪ P2) ∩ Per(F );x tem peŕıodo n e F k(x) ∈ P1 ∪ P2 ∀k ≤ n}.

Assim, se D =
⋃
n≥1 Dn então #D = ∞, e, como D ⊆ Per(F ) ⊆ Per(f), temos que

#Per(f) =∞.

Definição 2.4 (Aplicação de markov compativel com uma medida). Dizemos que uma

aplicação de Markov (F,P) definida em um aberto A ⊂ X é compat́ıvel com uma medida

µ, se

1. µ(A) > 0;

2. µ é F -não singular;

3. µ(
⋃
P∈P P ) = µ(A) (como todo P ∈ P é um conjunto aberto temos que µ(∂P ) = 0

∀P ∈ P).
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2.2 Tempos induzidos coerentes.

Essa seção discutirá o conceito de tempos induzidos coerentes e de como esse

conceito se relaciona com orbita-Coerência. Os resultados dessa seção foram obtidos

por [19].

Ao longo dessa seção, (X,A) será um espaço mensurável e f : X 	 será uma

aplicação mensurável. F : A→ X será uma aplicação induzida por f de tempo induzido

R. e A0 :=
⋂
j≥0 F

−j(X).

Definição 2.5 (Tempos coerentes). Dizemos que o tempo induzido R é coerente se R(x) ≥
R ◦ f j(x) + j sempre que x, f j(x) ∈ A e 0 ≤ j < R(x).

Lema 2.6. Suponha que R é um tempo induzido coerente, seja x ∈ A0. Se 0 ≤ k < R(x)

e fk(x) ∈ A0, então existe 1 ≤ m ≤ #{k ≤ j < R(x); f j(x) ∈ A0}, tal que

R(x) = k +
m−1∑
j=0

R(F j(fk(x))).

Em particular, F (x) = Fm(fk(x)).

Demonstração. Como fk ∈ A0, da coerência de R, segue que k < k + R(fk(x)) ≤ R(x).

Se k + R(fk(x)) = R(x), então o resultado está provado. Se não, então fk+R(fk(x) =

F (fk(x)) ∈ A0. Pela coerência de R, temos que k + R(fk(x)) + R(F (fk(x))) ≤ R(x).

Novamente, se k+R(fk(x))+R(F (fk(x))) = R(x), o resultado está provado; se não, temos

que fk+R(fk(x))+R(F (fk(x))) = F 2(fk(x)) ∈ A0. Como
∑n−1

j=0 R(F j(fk(x))) ≥ n eR(x) < ∞
esse processo irá parar. Donde existe m ≥ 0, tal que R(x) = k +

∑m−1
j=0 R(F j(fk(x))).

Como fk+
∑n−1
j=0 R(F j(fk(x)))(x) ∈ A0 para todo 0 ≤ n ≤ m, temos que m ≤ #{k ≤ j <

R(x); f j(x) ∈ A0}. A ultima parte do lema segue da Observação 2.

Lema 2.7. Se R é tempo induzido coerente, então F é orbita-Coerente.

Demonstração. Definindo Rn(p) =
∑n−1

j=0 R(F j(p)) para todo p ∈ A0 e n ≥ 0. Pela

Observação 2, temos que fRn(p) = F n(p). Seja nx, ny ∈ N, tais que w = fnx(x) =

fny(y) e ix, iy ∈ N, tais que Rix(x) ≤ nx < Rix+1(x) e Riy(y) ≤ ny < Riy+1(y). Defina

z := F nx(x) = fRnx (x)(x) e k = Rnx(x) − nx, do lema 2.6, temos que existe 1 ≤ m, tal

que F nx+1(x) = F (z) = Fm(fk(z)) = Fm(w). Definindo q := F ny(y) = fRny (y)(x) e

k′ = Rny(y) − nx, similarmente existe m′ ≥ 1 tal que F ny+1(y) = F (q) = Fm′(fk
′
(q)) =

Fm′(w), donde O+
F (x) ∩ O+

F (y) 6= ∅.

2.3 Resultados sobre medidas Levantáveis.

Nessa seção serão apresentados os resultados obtidos por [19] que apresenta

condições equivalentes para uma medida µ ser F -levantável.
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Ao longo dessa seção, a menos que se diga o contrário, (X,A) será um espaço

mensurável e f : X 	 será uma aplicação mensurável. F : A → X será uma aplicação

induzida por f de tempo induzido R e A0 :=
⋂
j≥0 F

−j(A).

A densidade natural superior de U ∈ N é definida como

D+
N(U) := lim sup

n→∞

1

n
#({1, . . . , n} ∩ U)

Defina para todo x ∈ A0:

θF (x) := lim sup
n→∞

1

n
#{0 ≤ j < n; f j(x) ∈ O+

F (x)}

e

ix(n) = #{0 ≤ j < n; f j(x) ∈ O+
F (x)}

Lema 2.8. Se ix(n) > 0, então 1
ix(n)

∑ix(n)−1
j=0 R ◦ F j(x) < n

ix(n)
, para todo x ∈ A0, em

particular lim infn→∞
1
n

∑n−1
j=0 R ◦F j(x) ≤ 1

θF (x)
para todo x ∈ A0 tal que θF (x) > 0. Além

disso, se limn→∞
1
n

∑n−1
j=0 R ◦ F j(x) existir, então

lim
n→∞

1

n
#{0 ≤ j < n; f j(x) ∈ O+

F (x)} =
1

limn→∞
1
n

∑n−1
j=0 R ◦ F j(x)

Demonstração. Seja x ∈ A0 tal que θF (x) > 0, defina:

Ex(n) :=
{ j−1∑
k=0

R ◦ F k(x); j > 0 e

j−1∑
k=0

R ◦ F k(x) < n
}

Note que Ex(n) = {0 ≤ j < n; f j(x) ∈ O+
F (x)} (Vide Observação 2). Além disso,

#Ex(n) = #{j ≥ 0;
∑j−1

k=0R ◦ F k(x) < n} = max{j ≥ 0;
∑j−1

k=0R ◦ F k(x) < n}. Assim,

ix(n) = #{0 ≤ j < n; f j(x) ∈ O+
F (x)} = max

{
j ≥ 0;

j−1∑
k=0

R ◦ F k(x) < n

}

Portanto, para todo x ∈ A0 e n ∈ N, temos que
∑ix(n)−1

k=0 R◦F k(x) < n ≤
∑ix(n)

k=0 R◦F k(x).

Definindo αx(n) := (ix(n) + 1)/ix(n), obtemos

1

ix(n)

ix(n)−1∑
k=0

R ◦ F k(x) <
n

ix(n)
=

(
1

n
#{0 ≤ j < n; f j(x) ∈ O+

F (x)}

)−1

≤

ix(n) + 1

ix(n)

(
1

ix(n) + 1

ix(n)∑
k=0

R ◦ F k(x)

)
= αx(n)

(
1

ix(n) + 1

ix(n)∑
k=0

R ◦ F k(x)

)
para todo n > R(x). (pois, se n > R(x) temos que ix(n) ≥ 1). Assim, se x ∈ A0 e

n > R(x),

1

ix(n)

ix(n)−1∑
k=0

R◦F k(x) <
1

1
n
#{0 ≤ j < n; f j(x) ∈ O+

F (x)}
≤ αx(n)

ix(n) + 1

ix(n)∑
k=0

R◦F k(x) (2.1)
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note que limn→∞ αx(n) = 1 e tomando o limite inferior na primeira desigualdade da

Equação (2.1):

lim inf
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

R ◦ F k(x) ≤ lim inf
n→∞

1

ix(n)

ix(n)−1∑
k=0

R ◦ F k(x) ≤

lim inf
n→∞

1
1
n
#{0 ≤ j < n; f j(x) ∈ O+

F (x)}
=

1

θF (x)

Em particular, se limn→∞
1
n

∑n−1
k=0 R ◦ F k(x) existir, por (2.1) temos que:

lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

R ◦ F k(x) = lim inf
n→∞

1
1
n
#{0 ≤ j < n; f j(x) ∈ O+

F (x)}
=

1

θF (x)

Defina X∞ o conjunto de todas as aplicações x̄ : {0, 1, 2 . . . } → X. Seja πn :

X∞ → X, n ≥ 0 a projeção πn(x̄) = x̄(n).

O conjunto Xf ⊂ X, chamado de domı́nio da extensão natural de f será definido

como

Xf = {x̄ ∈ X∞; f(x̄(j + 1)) = x̄(j), ∀j ≥ 0}

por fim a projeção natural π : Xf → X é definida por π = π0

∣∣
Xf

.

Pela definição de Xf , se A ⊂ Xf , então

f j(πn+j(A)) = πn(A)∀n, j ≥ 0,

e

πn+j(A) ⊂ f−j(πn(A))∀n, j ≥ 0.

Defina o cilindro de Xf gerado pelos mensuráveis A0, . . . , An ∈ A como o con-

junto:

[A0, . . . , An] := {x ∈ Xf ; (x̄(0), . . . , x̄(n)) ∈ A0 × · · · × An}

Denote o conjunto de todos os cilindros de Xf por Cyl(Xf ). Seja Ā a σ-álgebra dos

sub-conjuntos de Xf gerada por Cyl(Xf ). Assim, o par (Xf , Ā) é um espaço mensurável.

Note que

πn+j([A0, . . . , An]) = f−j(An),∀j ≥ 0

e

[A0, A1, . . . , An] =

[
A0, f

−1(A0) ∩ A1, f
−2(A0) ∩ f−1(A1) ∩ A2, . . . ,

n−1⋂
i=0

f−(n−i)(Ai)

]

por fim a Extensão natural de f é a aplicação f̄ : Xf 	 dada por

f̄((x̄(0), x̄(1), . . . )) = (f(x̄(0)), f(x̄(1)), . . . )
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note que f̄ é injetiva e f ◦ π = π ◦ f̄ . Além disso, se f é A-mensurável então f̄ é Ā-

mensurável e π é (A, Ā)-mensurável. Além disso, se f é bimensurável com respeito a A
então f̄ é bimensurável com respeito a Ā.

O resultado a seguir é um dos principais obtido por [19].

Teorema 2.9. Seja f : X 	 uma aplicação bimensurável e F : A → X uma aplicação

induzida mensurável, de tempo induzido R : A → N. Se µ é uma probabilidade ergódica

f -invariante, então as seguintes condições são equivalentes:

1. µ é F -levantável;

2. µ({x ∈ A0;D+
N(({j ≥ 0; f j ∈ O+

F })) > 0}) > 0;

3. µ({x ∈ A0; lim infn→∞
1
n

∑n−1
j=0 R ◦ F j(x) <∞}) > 0;

4. Existe probabilidade F -invariante ν e 1 ≤ C <∞, tal que ν ≤ Cµ e
∫
Rdµ <∞.

Além disso, se F é órbita-coerente, então µ admite apenas um F -levantamento. E esse

F -levantamento é ergódico.

Demonstração. (1) =⇒ (2) Suponha que ν é F -levantamento de µ. Nesse caso, ν é F -

invariante e
∫
Rdν <∞. Pelo teorema de Birkhoff, temos que para ν quase todo x ∈ A0

o limite limn→∞
1
n

∑n−1
j=0 R ◦F j(x) existe e pertence a [1,∞). Assim, pelo lema 2.8, temos

que θF (x) =
(

limn→∞
1
n

∑n−1
j=0 R ◦F j(x)

)−1
> 0 ν-quase todo ponto. Como ν � µ, temos

(2).

(2) =⇒ (3) Imediato do lema 2.8.

(3) =⇒ (4) Como µ({x ∈ A0; lim infn→∞
1
n

∑n−1
j=0 R ◦F j(x)}) > 0 existe 1 ≤ γ <

∞, tal que µ(A(γ)) > 0, onde

A(γ) =
{
x ∈ A0; ; lim inf

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

R ◦ F j(x) ≤ γ
}

seja f : Xf 	 a extensão natural de f . Defina R̄ : Xf → N como R̄(x̄) = R(π(x̄)) e

F̄ (x̄) = f̄ R̄(x̄)(x̄). Pela Proposição A.11, existe probabilidade f̄ -invariante m̄u, tal que

π∗µ̄ = µ. Pela bimensurabilidade de f temos que f̄ é bimensurável e injetiva,

notando que A0 :=
⋂
j≥0 F̄

−j(Xf ) = π−1(A0) e

Ā(γ) :=
{
x̄ ∈ Ā0; ; lim inf

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

R̄ ◦ F̄ j(x̄) ≤ γ
}

= π−1(A(γ)).

Para todo x̄ ∈ Ā(γ), seja N(x̄) = {n ≥ 0; 1
n

∑n−1
j=0 R̄ ◦ F̄ j(x̄) ≤ 2γ} e sx̄(n) =∑n−1

j=1 R̄ ◦ F̄ j(x̄). Portanto, se n ∈ N(x̄) e V ⊂ Xf , temos(
1

n

n−1∑
j=0

δF̄ j(x̄)

)
=
sx̄(n)

n

#{0 ≤ j < n; F̄ j(x̄) ∈ V }
sx̄(n)

≤ 2γ
#{0 ≤ j < n; F̄ j(x̄) ∈ V }

sx̄(n)
≤
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≤ 2γ
#{0 ≤ j < sx̄(n); f̄ j(x̄) ∈ OF̄ (x̄) ∩ V }

sx̄(n)
≤ 2γ

#{0 ≤ j < sx̄(n); f̄ j(x̄) ∈ V }
sx̄(n)

=

= 2γ

(
1

sx̄(n)

sx̄(n)−1∑
j=0

δf̄j(x̄)

)
(V )

Como F̄ (Ā(γ)) ⊂ ¯A(γ), temos que para todo l ≥ 0:

lim
j→∞

(1

j

n−1∑
i=0

δF̄ i(x̄)

)
(F̄ l(Ā(γ))) = 1

Portanto, pelo teorema de Birkhoff, temos que para todo l ≥ 0 e m̄u quase todo x̄ ∈ Ā(γ):

µ̄(F̄ l(Ā(γ))) >
1

2γ
(2.2)

Portanto, definindo ZF̄ =
⋂
n≥0 F̄ (Ā0) e Z∗ :=

⋂
n≥0 F̄ (Ā(γ)), pelo lema A.12,temos

µ(ZF̄ ) ≥ µ(Z∗) ≥ 1

2γ
> 0

Portanto, do teorema A.9 ν̄0 := 1
µ(ZF̄ )

µ
∣∣
ZF̄

é uma probabilidade F -invariante.

Como F̄ (Z∗) ⊂ Z∗, temos que

ν̄ =
1

ν̄0(Z∗)
ν̄0

∣∣
Z∗ =

1

µ̄(Z∗)
µ̄
∣∣
Z∗

é uma probabilidade F -invariante, com ν̄ ≤ Cµ̄, onde C = 1/µ̄(Z∗). Assim, por Birkhoff∫
R̄dν̄ ≤ Cγ < ∞, portanto ν̄ é um F̄ -Levantamento de µ̄, dáı ν := π∗ν̄ = ν̄ ◦ π−1 é um

F levantamento de µ com ν ≤ Cµ. Além disso, se F é órbita coerente então F̄ é órbita

coerente. E, assim, pelo corolário A.10, ν̄ é F̄ -ergódica e o único F̄ -levantamento de µ̄,

portanto ν é o único F -levantamento de µ, e é F -ergódico.

Corolário 2.10. Seja X um espaço métrico compacto, f uma aplicação cont́ınua, (F,P)

uma aplicação de Markov completa induzida por f definida em um aberto A ⊂ X. Seja

R o tempo induzido de F e µ uma probabilidade F -invariante e ergódica definida nos

conjuntos de Borel, tal que µ({R = 0}) = 0. Se F for órbita coerente e existir Θ > 0, tal

que

lim sup
n→∞

#{0 ≤ j < n; f j(x) ∈ O+
F (x)} ≥ Θ

para µ quase todo x ∈ A. Então, existe uma medida F -invariante, tal que ν(Y ) ≤ µ(Y )

para todo Borel mensurável Y ⊂ B. E
∫
Rdν ≤ Θ−1.

O corolário 2.10 foi originalmente obtido por [18], que construiu a medida ν utili-

zando o método de construção de medidas métricas a partir de pré-medidas. Apresentado

por [23], esse corolário é de fundamental importância para a construção de aplicações de

Markov localmente induzidas, que é o resultado principal do presente caṕıtulo.
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Lema 2.11. Seja {Gj}j uma coleção de subconjuntos de X, tais que f j(x) ∈ Gn−j para

todo x ∈ Gn. Seja B ⊂ X, e x ∈ B um ponto tal que #{j ≥ 0;x ∈ Gjef
j(x) ∈ B} =

+∞. Seja T : O+(x) ∩ B → O+(x) ∩ B uma aplicação dada por T (y) = f g(y)(y), com

1 ≤ g(y) ≤ min{j ∈ N; y ∈ Gj e f j(y) ∈ B}. Então

#{1 ≤ j ≤ n;x ∈ Gj e f j(x) ∈ B} ≤ #
{
j ≥ 0;

j∑
k=0

g(T k(x)) ≤ n
}

Além disso, se lim supn→∞(1/n)#{1 ≤ j ≤ n;x ∈ Gj e f j(x) ∈ B} > Θ > 0, então

lim inf
1

n

n−1∑
j=0

g ◦ T j(x) ≤ Θ−1

Demonstração. Dado n ∈ N, defina Γn = {1 ≤ j ≤ n;x ∈ Gj e f j(x) ∈ B} e Σn = {j ≥
0;
∑j

k=0 g(T k(x)) ≤ n}. Como Γ0 = ∅ = Σ0 temos que #Γ0 ≤ #Σ0. Por indução, assuma

que para todo 0 ≤ j < n #Γj ≤ #Σj, assuma que n ∈ Γn, do contrário #Γn = #Γn−1 ≤
Σn−1 ≤ #Σn, e seja l = max{j; j ∈ Σn−1} e r =

∑l
k=0 g(T k(x)). Como r ≤ n−1 e x ∈ Gn,

temos que T l+1(x) ∈ Gn−r. Além disso, f s(x) ∈ B, fn−r(f r(x)) = fn(x) ∈ B, e, portanto,

g(f r(x)) ≤ n− r, donde
∑l+1

k=0 g(T k(x)) =
∑l

k=0 g(T k(x)) + g(T l+1(x)) ≤ r+ (n− r) = n,

e portanto l + 1 ∈ Σn \ Σn−1, e #Γn = #Γn−1 + 1 ≤ Σn−1 + 1 ≤ #Σn. Completando a

indução.

Supondo agora que lim supn→∞(1/n)#{1 ≤ j ≤ n;x ∈ Gj e f j(x) ∈ B} > Θ > 0,

se lim inf 1
n

∑n−1
j=0 g ◦ T j(x) > Θ−1, então existe n0, tal que 1

n

∑n
j=0 g ◦ T j(x) > Θ−1 para

todo n > n0. Dáı seja n0 ≤ Θn ≤ k ≤ n, então
∑k

j=0 g ◦ T j(x) > Θ−1k = Θ−1 k
n
n ≥ n, e,

portanto, #Σn(x) ≤ Θn, para n suficientemente grande. E, como #Γn ≤ #Σn ∀n ∈ N,

então

lim sup
n→∞

(1/n)#{1 ≤ j ≤ n;x ∈ Gj e f j(x) ∈ B} ≤ Θ

O que é uma contradição.

2.4 Conjuntos e medidas Zooming

Seja X espaço métrico compacto e f : X 	 uma aplicação mensurável.

Definição 2.12 (Contração zooming). Uma sequência de funções α = {αn}n∈N com

αn : [0,+∞)→ [0,+∞) é uma Contração zooming, se satisfaz as seguintes condições:

1. αn(r) < r, para todo r > 0 e n ≥ 1

2. αn(r) ≤ αn(r1) para todo 0 ≤ r ≤ r1 e n ≥ 1

3. αn ◦ αm(r) ≤ αn+m(r) pra todo r > 0 e para todo m,n ≥ 1
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4. sup0≤r≤1

(∑∞
j=1 αj(r)

)
<∞

Uma contração zooming α = {αn}n∈N é dita exponencial se αn(r) = e−λnr para

algum λ > 0 e é chamada Lipschitz se αn(r) = anr, para alguma sequência de reais

{an}n∈N. Note que, em particular, toda contração zooming exponencial é Lipschitz.

Definição 2.13 (Tempos zooming). Dizemos que n ≥ 1 é um tempo (α, δ, l)-zooming

para um ponto p ∈ X (com respeito a f) se existe uma vizinhança aberta Vn(α, δ, l)(p) de

p tal que:

1. f ln : Vn(α, δ, l)(p)→ Bδ(f
ln(p)) é um homeomorfismo que se estende continuamente

para a fronteira;

2. dist(f lj(x), f lj(y)) ≤ αn−j(dist(f ln(x), f ln(y))) para todo x, y ∈ Vn(α, δ, l)(p) e 0 ≤
j ≤ n− 1.

A vizinhança Vn(α, δ, l)(p) é chamada de pré bola (α, δ, l)-Zooming de ordem n e

centro p. Bδ(f
ln(p)) é a bola (α, δ, l)-zooming. Zn(α, δ, l) será definido como o conjunto

de pontos tendo n como tempo (α, δ, l)-zooming.

Dada uma sequência de conjuntos qualquer {Un}n∈N, denotaremos lim supn→∞ Un

como o conjunto de pontos que pertence a infinitos elementos desta sequência. Ou seja,

lim sup
n→∞

Un =
⋂
n≥1

⋃
j≥n

Uj.

Definição 2.14 (Medidas Zooming.). Uma medida f -invariante e σ-finita, definida nos

conjuntos de Borel é dita medida (α, δ, l)-fracamente zooming se:

µ(X \ lim sup
n→∞

Zn(α, δ, l)) = 0

se, adicionalmente para µ quase todo x ∈ X:

lim sup
n→∞

1

n
#{1 ≤ j ≤ n;x ∈ Zj(α, δ, l)} > 0 (2.3)

dizemos que µ é uma medida (α, δ, l)-zooming.

O conjunto de todas as probabilidases (α, δ, l)-zooming será denotada comoM1
Z(α, δ, l).

Definição 2.15 (Conjuntos zooming). Um conjunto positivamente invariante Λ ⊂ X é

conjunto (α, δ, l)-zooming se para todo x ∈ Λ A Equação ( 2.3) vale.

No restante do caṕıtulo, a fim de apresentar os resultados obtidos por [18], nos

focaremos em tempos (α, δ, 1)-zooming.
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Definição 2.16 (Distorção limitada). Dizemos que uma medida (α, δ, 1)-fracamente zo-

oming possui distorção limitada se existe ρ > 0 tal que para todo n ∈ N e quase todo p ∈
Zn(α, δ, 1), o Jacobiano de fn com respeito a µ, Jµf

n está bem definida em Vn(α, δ, 1)(p)

e: ∣∣∣∣∣ log

(
Jµf

n(x)

Jµfn(y)

)∣∣∣∣∣ ≤ ρdist(fn(x), fn(y))

Lema 2.17. Os tempos Zooming seguem as seguintes propriedades:

(a). Se p ∈ Zn(α, δ, 1) então f j(p) ∈ Zn−j(α, δ, 1) para todo 0 ≤ j < n;

(b). Se p ∈ Zn(α, δ, 1) e fn(p) ∈ Zj(α, δ, 1) então p ∈ Zn+j(α, δ, 1);

(c). Se p ∈ Znl({αj}j, δ, 1) então p ∈ Zn({αjl}j, δ, l)

Demonstração. (a). Para provar o Item (a) do lema basta mostrar que fn−j
∣∣
fj(Vn(α,δ,1)(p))

satisfaz as condições 1 e 2 da Definição 2.13.

1. Note que fn−j
(
f j
(
Vn(α, δ, 1)(p)

))
= fn

(
Vn(α, δ, 1)(p)

)
, portanto, como fn

leva Vn(α, δ, 1)(p) homeomorficamente emBδ(fn(p)) então fn−j leva f j
(
Vn(α, δ, 1)(p)

)
homeomorficamente em Bδ(fn(p)). Defina: g =: fn−j

∣∣
fj(Vn(α,δ,1)(p))

, note que

f j
∣∣
Vn(α,δ,1)(p)

= g−1 ◦ fn
∣∣
Vn(α,δ,1)(p)

, portanto f j
∣∣
Vn(α,δ,1)(p)

é um homeomorfismo.

Donde:

f j(Vn(α, δ, 1)(p)) = f j
(
Vn(α, δ, 1)(p)

)
Assim, fn−j leva f j(Vn(α, δ, 1)(p)) homeomorficamente em Bδ(f

n(p)), se esten-

dendo continuamente para a fronteira.

2. Seja x, y ∈ f j(Vn(α, δ, 1)(p)), seja x0, y0 ∈ Vn(α, δ, 1)(p) tais que f j(x0) =

x e f j(y0) = y. Note que se 0 ≤ i < n − j, então dist(f i(x), f i(y)) =

dist(f i+j(x0), f i+j(y0)) ≤ αn−j−i(dist(fn(x0), fn(y0))) = αn−j−i(dist(fn−j(x), fn−j(y))).

(b). Inicialmente note que se x ∈ Vj(α, δ, 1)(fn(p)), então dist(x, fn(p)) ≤ αj(dist(f j(x), fn+j(p))) <

dist(f j(x), fn+j(p)) < δ, dáı Vj(α, δ, 1)(fn(p)) ⊆ Bδ(fn(p)). Defina:

U = f−n
∣∣
Vn(α,δ,1)(p)

(
Vj(α, δ, 1)(fn(p))

)
e

V = f−n
∣∣
Vn(α,δ,1)(p)

(
Vj(α, δ, 1)(fn(p))

)
Como f−n

∣∣
Vn(α,δ,1)(p)

é um homeomorfismo V = U .

1. Por definição fn|U leva U homeomorficamente em Vj(α, δ, 1)(fn(p)), e como f j

leva Vj(α, δ, 1)(fn(p)) homeomorficamente em Bδ(fn(p)), teremos que, fn+j
∣∣
U

leva U homeomorficamente em Bδ(f
n+j(p)).
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2. Se x ∈ V , seja 0 ≤ i < n+ j. Então temos dois casos:

• i < n.

Nesse caso,

dist(f i(x), f i(y)) ≤ αn−i(dist(fn(x), fn(y))) ≤

αn−i ◦ αj(dist(fn+j(x), fn+j(y)))

≤ αn+j−i(dist(fn+j(x), fn+j(y))).

• Se i ≥ n.

Nesse caso,

dist(f i(x), f i(y)) = dist(f i−n(fn(x)), f i−n(fn(y))))

≤ αj+n−i(dist(fn+j(x), fn+j(y))).

(c). Nesse item iremos definir Vn({αjl}, δ, l)(p) := Vnl({αj}, δ, 1)(p)

1. Por definição fnl leva Vnl({αj}, δ, 1)(p) homeomorficamente em Bδ(fnl(p)), por-

tanto leva Vn({αjl}, δ, l)(p) homeomorficamente em Bδ(fnl(p)).

2. Seja 0 ≤ i < n. então 0 ≤ il < nl, e portanto para todo x, y ∈ Vn({αjl}, δ, l)(p) =

Vnl({αj}, δ, 1)(p) temos que

dist(f li(x), f il(x)) < αln−li(dist(f ln(x), f ln(y))).

Definição 2.18. Denotaremos Z como o conjunto dos pontos de X que possuem frequência

positiva dos tempos (α, δ, 1)-Zooming. Ou seja, o conjunto de pontos tais que a Equação 2.3

vale.

Definição 2.19. Denotando EZ,n = {Vn(α, δ, 1)(x);x ∈ Zn(α, δ, 1)}, ou seja, o conjunto

de todas as pré bolas (α, δ, 1)-Zooming de ordem n. E EZ = {EZ,n}n, ou seja, a coleção

de todas as pré bolas (α, δ, 1)-Zooming.

Note que pelo Lema 2.17 (a) que EZ é uma famı́lia dinamicamente fechada de pré

imagens regulares. Seja 0 < r < δ, x ∈ X e (Br(x))∗, como definido pela Equação 1.17,

associada á sequência EZ , então, da Proposição 1.14 temos que tomando A = {Br(x)},
então o componente conexo de (Br(x))∗ que contém x é um conjunto EZ-encaixado.

Definição 2.20 (Bolas Zooming encaixadas). Se x ∈ (Br(x))∗. Defina a Pré bola (α, δ, 1)-

Zooming, de raio r e centro x, denotada de B∗r (x), como o componente conexo de (Br(x))∗

que contém x.
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Observe que devido a contração para o passado nos tempos Zooming, então Br(x)

não pode estar contida em nenhuma pré imagem de si mesma (Veja propriedade 2 da

Definição 2.13). Dáı, A = {Br(x)} é uma coleção de abertos com as propriedades da

seção 1.7. Além disso, pelo lema 1.9, temos que duas EZ-Pré imagens diferentes de

mesma ordem não podem se intersectar. Além disso, se {P0, . . . , Pn} é uma cadeia de

EZ-Pré imagens de Br(x), então 0 < Ord(P0) < · · · < Ord(Pn).

Definição 2.21 (Aplicação inversamente separada.). Uma aplicação f é inversamente

separada se para todo x ∈ X temos

dist

(
x,

n⋃
j=1

f−j(x) \ {x}
)
> 0, ∀n ∈ N. (2.4)

Na Proposição 1.14 foi realizada a construção abstrata de um conjunto encaixado.

A única hipótese que a coleção A precisava cumprir para esta construção é de que A′ 6= ∅.
O resultado a seguir fornecerá uma condição suficiente para a existência de bolas Zooming

encaixadas.

Lema 2.22. Se existe 0 < r < δ/2 tal que
∑∞

n=1 αn(2r) < r/2, então para todo x ∈ X
a bola Zooming encaixada B∗r (x) está bem definida e B∗r (x) ⊃ Br/2(x). Além disso, se

f for uma aplicação inversamente separada e supr>0

{∑∞
n=1 αn(r)/r

}
< +∞ então para

todo x ∈ X existe < r0 < δ/2 tal que B∗r (x) está bem definido, e para todo 0 < r ≤ r0 e,

0 < γ < 1 dado, existe 0 < rγ < r0, tal que para todo 0 < r ≤ rγ temos B∗r (x) ⊃ Bγr(x).

Demonstração. Como a ordem dos elementos da cadeia de A = {Br(x)} é estritamente

crescente o diâmetro de qualquer cadeia é menor que
∑∞

n=1 αn(diam(Br(x))) < r/2 Assim

pelo corolário 1.15. teremos que B∗r (x) ⊃ Br/2(x).

Supondo f inversamente separável e supr>0

{∑∞
n=1 αn(r)/r

}
< +∞. Dado

0 < γ < 1, seja n0 ∈ N tal que
∑∞

n>n0
αn(r)/r < (1 − γ)r/2. Como X é espaço

métrico compacto existe ε > 0 tal que infx∈X dist

(
x,
⋃n
j=1 f

−j(x) \ {x}
)
> ε. Defina

rγ = (1/3) min{ε, δ}, e 0 < r ≤ rγ. Se j < n0, então para toda EZ,j-pré imagem P , temos

que Br(x)∩ (P ) = ∅. Pois P ∩
(⋂n0

j=1 f
−j(x) \ {x}

)
6= ∅. E diam(P ) < r < ε/2. Dáı toda

corrente de EZ-pré imagens de Br(x) se inicia coma a pré imagem d ordem maior que n0.

Dáı pela crescência estrita da rodem das correntes de EZ-pré imagens de Br(x) temos que∑∞
n>n0

αn(diamBr(x))/r < (1 − γ)r. Além disso como a corrente de pré imagens inter-

sectam a borda de Br(x), então não podem intersectar Bγr(x), donde (Br(x))∗ e B∗r (x)

contém Bγr(x).

Definição 2.23 (Conjuntos de imagens Zooming.). Seja z(x) = {fm(x);m ∈ N e x ∈
Zm(α, δ, 1)} o conjunto de imagens zooming de x por f . Defina a coleção de imagens

Zooming de f como z = (z(x))x∈lim supZm(α,δ,1).
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Observação 5. Pelo lema 2.17 é fácil provar que z é uma coleção assintoticamente inva-

riante. De fato para todo x ∈ lim supZm(α, δ, 1) é claro que #{j ∈ N; f j(x) ∈ z(x)} =∞.

Além disso, se x ∈ lim supZn(α, δ, 1), observe que Pelos itens (a) e (b) do Lema 2.17 te-

mos que {fm(x);m ≥ 2 e x ∈ Zm(α, δ, 1)} = {fk(f(x)); k ≥ 1 e f(x) ∈ Zk(α, δ, 1)}, ou

seja z(x) ∩ O+
f (fm(x)) = z(f(x)) ∩ O+

f (fm(x)) para todo m ≥ 2.

2.5 Construção de uma aplicação Zooming de retorno.

Nessa seção apresentaremos a definição de aplicação Zooming de retorno, bem

como o resultado principal do presente caṕıtulo. Originalmente obtida por [18], o resultado

consegue construir uma aplicação Zooming de retorno a partir de uma aplicação de Markov

localmente induzida.

Nessa seção X, f, α, δ e z serão tomados como na seção 2.4. ∆ será um conjunto

aberto e (α, δ, 1)-encaixado. Suponha ainda que diam(∆) < δ/2. Vide o lema 2.22 para

um exemplo de conjunto que satisfaça esta propriedade.

Dado x ∈ ∆ defina Ω(x) como a coleção de EZ pré-imagens V de ∆ tais que

x ∈ V . Observe que se V ∈ Ω(x) então fOrd(V )(x) ∈ ∆.

Observação 6. Se x ∈ ∆ possui um z-retorno a ∆ então Ω(x) 6= ∅. Pois se x ∈ ∆, e

fn(x) ∈ ∆∩z, então Bδ(f
n(x)) = fn(Vn(α, δ, 1)(x)) ⊃ ∆. Pois diam(∆) < δ/2. Portanto,

para todo tempo de z-retorno de um ponto x ∈ ∆ podemos associar uma EZ-pré-imagem

P =
(
fn
∣∣
Vn(x)

)−1
(∆), e x ∈ P .

Definição 2.24. O tempo induzido em ∆ associado ao primeiro tempo de EZ-retorno a

∆ é a função R : ∆→ N dada por:

R(x) =

min{ord(V );V ∈ Ω(x)} Se Ω(x) 6= ∅

0 Ω(x) = ∅
(2.5)

Note que R(x) ≤ min{n ∈ N; fn(x) ∈ ∆ ∩ z}. Pois se existe y ∈ X tal que

k < min{n ∈ N; fn(x) ∈ ∆ ∩ z} é um z-retorno de y a ∆, e x ∈ Vk(α, δ, 1)(y) então

R(x) = k < min{n ∈ N; fn(x) ∈ ∆ ∩ z}.

Definição 2.25. A aplicação induzida F em ∆ associada ao primeiro tempo de EZ-retorno

a ∆ é a aplicação F : ∆→ ∆, dada por:

F (x) = fR(x)(x), ∀x ∈ ∆ (2.6)

Como a coleção de conjuntos Ω(x) é totalmente ordenada por inclusão, segue do

Corolário 1.13 que existe um único I(x) ∈ Ω(x) tal que Ord(I(x)) = R(x), sempre que

Ω(x) 6= ∅.
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Lema 2.26. Se Ω(x) 6= ∅ 6= Ω(y) então I(x) ∩ I(y) = ∅ ou I(x) = I(y).

Demonstração. Note que se Ω(x) 6= ∅ então para todo V ∈ Ω(x) temos que I(x) ⊃ V ,

pois, suponha que I(x) ( V , como a ordem de duas EZ pré imagens de ∆ não possuem

a mesma ordem e Ord(I(x)) = min{ord(V );V ∈ Ω(x)}, segue que Ord(I(x)) < Ord(V ).

Donde, pelo corolário 1.13 ∆ está contida em uma EZ pré-imagem de śı mesmo com

ordem maior que zero, o que é um absurdo, pois temos contração nos tempos Zooming, e

portanto as EZ pré-imagens de ∆ possuem um Diâmetro menor que o diâmetro de ∆.

Seja x, y ∈ ∆, com Ω(x) 6= ∅ 6= Ω(y), suponha que I(x) ∩ I(y) 6= ∅, então como

I(x) e I(y) são EZ pré-imagem de ∆, e ∆ é encaixado então I(x) ⊂ I(y) ou I(x) ⊃ I(y),

donde I(x) ∈ Ω(y), ou I(y) ∈ Ω(x). No entanto, pela unicidade do elemento de ordem

mı́nima, temos que I(x) = I(y).

Lema 2.27. Se F é uma aplicação induzida associada ao primeiro tempo de EZ-retorno

a ∆. Então F é orbita Coerente.

Demonstração. Note que se 0 ≤ j < R(x) é tal que f j(x) ∈ ∆, então, como EZ é uma

famı́lia dinamicamente fechada temos que f j(I(x)) é uma EZ- pré imagem de ∆ contendo

f j(x). Portanto f j(I(x)) ∈ Ω(f j(x)), além disso Ord(f j(I(x))) = Ord(I(x)) − j =

R(x)−j. Dáı R(f j(x)) = min{ord(V );V ∈ Ω(x)} ≤ R(x)−j, donde R(x) ≥ R(f j(x))+j.

Assim, R é tempo induzido coerente, conforme a Definição 2.5. Portanto pelo lema 2.7 F

é Órbita-coerente.

Definição 2.28. A partição de Markov associada ao primeiro tempo de EZ-retorno a ∆

é a coleção P de conjuntos abertos, dados por

P = {I(x);x ∈ ∆ e Ω(x) 6= ∅} (2.7)

Resta provar que a Definição 2.28 de fato é uma partição de Markov de conjuntos

abertos.

Corolário 2.29. Seja R dada pela Equação 2.5, F dada por 2.6 e P dada pela Equação 2.7.

Se P 6= ∅, então (F,P) é uma aplicação de Markov induzida completa para f em ∆.

Demonstração. Por construção os elementos de P são abertos, pelo lema 2.26 temos que

P satisfaz a primeira condição de uma partição de Markov. Como para todo P,Q ∈ P
temos que F (P ) = ∆ ⊃ Q, então as condições 2 e 3 de uma partição de Markov são

satisfeitas. Seja P uma EZ pré-imagem de ∆ com ordem n, então existe uma pré-bola

Zooming Vn(α, δ, 1)(x), com x ∈ Zn(α, δ, 1), tal que Vn(α, δ, 1) ⊃ P . como F
∣∣
P

= fn
∣∣
P

e fn
∣∣
Vn(α,δ,1)(x)

é homeomorfismo entre P e ∆ = f(P ), portanto P satisfaz a quarta

condição de uma partição de Markov para F . Seja x ∈
⋂
n≥0 F

−n(⋃
P∈P P

)
. Deno-

tando Pj = P(F j(x)). Note que diam(Pn(x)) = diam(F
∣∣−1

P1
◦ F

∣∣−1

P2
◦ · · · ◦ F

∣∣−1

Pn
) <
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∏n
j=1 αOrd(Pj)(diam(∆)) ≤ α∑n

j=1 Ord(Pj)(diam(∆)), e α∑n
j=1 Ord(Pj)(diam(∆)) → 0 quando

n → ∞. Assim P satisfaz a quinta condição de uma partição de Markov. Sendo assim

(F,P) é uma aplicação de Markov para F em ∆. Para mostrar que esta aplicação de

Markov é de fato induzida completa, note que, como {R ≥ 1} =
⋃
P∈P P e para todo

P ∈ P temos que F (P ) = ∆.

No lema a seguir µ será uma medida fracamente (α, δ, 1)-Zooming e U uma com-

ponente µ-ergódica. E seja A o atrator de associado a U e Az ⊂ A o compacto dado pelo

lema A.8 tal que ωf,z(x) = Az. µ-quase sempre em U .

Lema 2.30. Seja (F,P) como no corolário 2.29, supondo ∆ ∩ Az 6= ∅. Então (F,P) é

uma aplicação de Markov completamente induzida definida em ∆ e compat́ıvel com µ
∣∣
U

(Conforme a definição 2.4).

Demonstração. Note que se p ∈ ∆ ∩ Az. Como p ∈ ωf,z(x) µ-quase todo x ∈ U , temos

que µ|U(U \
⋃
j≥0 f

−j(∆)) = 0, como µ
∣∣
U
◦ f−1 << µ|U , então µ|U(∆) > 0.

Assim, pelo corolário 2.29 só precisamos provar que µ|U(∆ \
⋃
P∈P P ) = 0. Como

p ∈ ωf,z(x) µ-quase todo p ∈ U , segue que Ω(x) 6= ∅ µ- quase sempre em ∆. E portanto

µ
∣∣
U

(∆ \
⋃
P∈P P ) = µ

∣∣
U

({R = 0}) = 0.

Agora apresentaremos o resultado principal deste caṕıtulo, obtido originalmente

por [18].

Teorema 2.31. Suponha que para algum 0 < r0 < δ/2 e todo x a bola B∗r0(x) está bem

definida e contém Br0/2(x). Seja µ uma probabilidade f -invariante, ergódica e Zooming.

Seja z, como na Definição 2.23, A+,z um conjunto compacto tal que ω+,f,z(x) = A+,z

µ-quase sempre em X. (O compacto dado pelo lema A.8 aplicado em U = z). Seja ∆

um conjunto aberto encaixado (α, δ, 1)-Zooming com diâmetro menor que r0/2, e tal que

∆ ∩ Az 6= ∅.
Se R é o primeiro tempo de EZ-retorno a ∆ e (F,P) é a aplicação de Markov

associada a R, obtida no corolário 2.29, então (F,P) é uma aplicação induzida de Markov

compat́ıvel com µ e, além disso, existe uma medida finita F -invariante, ν << µ (de fato

ν(Y ) ≤ µ(Y ), para todo conjunto de Borel Y ⊂ ∆) tal que
∫
Rdν <∞ e

µ =
1

γ

∞∑
j=0

f j∗
(
ν
∣∣
{R>j}

)
onde γ =

∑∞
j=0 f

j
∗
(
ν
∣∣
{R>j}

)
(X)

Demonstração. Seja Az o conjunto compacto dado pelo lema A.8, tal que ωf,z(x) = Az

µ-quase sempre. Note que Az ∩ ∆ 6= ∅, pois A+,z ⊂ z e A+,z ∩ ∆ 6= ∅. Dáı, pelo



32 Caṕıtulo 2. Obtenção de uma aplicação de Markov localmente induzida.

lema 2.30 temos que (F,P) é uma aplicação induzida de Markov completa definida em ∆

e compat́ıvel com µ.

Defina agora S =
{
x ∈ ∆;F j(x) ∈

⋃
P∈P P

}
. Pela f -invariância de µ temos que

∆ = S (mod µ). Definindo Gj = {x ∈ lim supn→∞Zn(α, δ, l); j é tempo z para x} Pela

f -ergodicidade de µ e como ∆ ∩ A+,z 6= ∅, temos que existe Θ > 0 tal que

lim sup
n→∞

1

n
#{1 ≤ j ≤ n;x ∈ Gj e f j(x) ∈ ∆} ≥ Θ

Para µ-quase todo x ∈ ∆. Tomando B = ∆ e g = R, e aplicando a primeira parte do

lema 2.11 obtemos que para µ quase todo ponto em ∆

lim sup
n→∞

1

n
#
{
j ≥ 0;

j∑
k=0

g(F k(x)) ≤ n
}
≥ Θ

Além disso, como

{
j ≥ 0;

j∑
k=0

g(F k(x)) ≤ n
}

= {0 ≤ j ≤ n; f j ∈ O+(x)}

obtemos que

lim sup
n→∞

1

n
#{0 ≤ j ≤ n; f j ∈ O+(x)} ≥ Θ

Aplicando o corolário 2.10 em (F,P) e µ, existe uma medida F -invariante e não

trivial tal que ν(Y ) ≤ µ(Y ) para todo conjunto de Borel Y ⊂ ∆ (em particular ν << µ).

Temos ainda que
∫
Rdν < ∞, portanto η =

∑∞
j=0 f

j
∗
(
ν
∣∣
{R>j}

)
é uma medida finita e

f -invariante. Note que se existe um conjunto de Borel Y ⊂ X tal que η(Y ) > 0, então

existe j ≥ 0 tal que ν(f−j(Y )) > 0, e como ν << µ, então µ(Y ) = µ(f−j(Y )) > 0. E

portanto η << µ. Como µ é f -ergódica:

µ =
1

η(X)
ν =

1

γ

∞∑
j=0

f j∗
(
ν
∣∣
{R>j}

)
.



Caṕıtulo 3

Medidas Zooming em espaços

fortemente transitivos

Ao longo deste caṕıtulo (X, dist) será um espaço métrico de Baire separável, e

para todo x ∈ X existe γx > 0 tal que

Bγx(x) é compacto e Bε(x) é conexo ∀0 < ε ≤ γx. (3.1)

A hipótese dada por 3.1 é será tomada para a construção de bolas Zooming encaixada

(Definição 2.20), que por sua vez é utilizada para a construção de Aplicações de primeiro

retorno Zooming (Definições 2.5 e 2.6). f será um Homeomorfismos local bi-Lipschitz

(seção 1.9),M(X) será o conjunto de todas as medidas σ-finitas definidas no conjunto de

Borel de X,M1(X) será o conjunto de todas as probabilidades de X definidas no conjunto

de Borel, o conjunto de todas as probabilidades f -invariantes de Borel será denotado por

M1(f), e o subconjunto de M1(f) contendo todos os elementos ergódicos será denotado

por M1
erg(f).

Notação 1. Seja 2X o conjunto formado por todos os subconjuntos de X. Defina:f ∗ :

2X → 2X por

f ∗(U) =

∅ se U ⊂ C

f(U \ C) se U 6⊂ C

Definição 3.1 (Conjunto α-limite).

αf (x) =
⋂
n≥0

⋃
j≥0

f−j(f−n(x))

.

Definição 3.2 (Aplicações transitivas e fortemente transitivas.). Uma aplicação f , com

região cŕıtica/singular é dita transitiva, se para um conjunto denso de pontos x ∈ X \ C
αf (x) = M , por sua vez, f é fortemente transitiva se para todo x ∈ X \ C αf (x) = X.

33
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Notação 2. Ao longo desta seção (F,B,P) denotará uma aplicação de Markov comple-

tamente induzida (F,P), conforme a definição 2.3, Com F : A ⊂ B → B.

Definição 3.3 (Distribuição de massa). Seja P uma coleção enumerável de abertos dis-

juntos, uma distribuição de massa em P é uma aplicação m : P → R tal que
∑

P∈P m(P ) =

1.

Definição 3.4 (Probabilidade F -invariante de Bernouli). Seja (F,BP) uma aplicação de

Markov induzida completa, a probabilidade F -invariante de Bernouli gerada pela distri-

buição de massa m é definida por:

µ(P1 ∩ F−1(P2) ∩ · · · ∩ F n−1(Pn)) =
n∏
k=1

m(Pk)

Para todo P1 ∩ F−1(P2) ∩ . . . F−1(Pn) ∈
∨n−1
k=0 .F

−j(P)

Definição 3.5. Para todo l ∈ N denote E(f, l) como o conjunto de todas as probabilidades

emM1(f) que são (α, δ, l)-Zooming para alguma contração Zooming exponencial e δ > 0.

Uma medida Zooming com uma contração zooming exponencial será chamada de Medida

expansora. O conjunto de todas as medidas expansoras será denotado por

E(f) =
⋃
l≥1

E(f, l) (3.2)

Ao longo de todo o trabalho assumiremos que

h(E(f)) := sup{hµ(f);µ ∈ E(f)} <∞

Lema 3.6. Suponha que f é fortemente transitiva e f l é transitiva para algum l ≥ 1,

então f l é fortemente transitiva.

Demonstração. Para todo x ∈ X podemos escrever

Of (x) =
l−1⋃
j=0

⋃
y∈f−j(x)

Of l(y)

e portanto:

αf (x) =
l−1⋃
j=0

⋃
y∈f−j(x)

αf l(y)

como α(x) = X para todo x ∈ X \ C, então seja x ∈ X \ C, existe 0 ≤ k < l e y ∈ f−k(x)

tal que interior(αf l(y)) 6= ∅, como f é homeomorfismo local:

∅ 6= (f ∗)k(interior(αf l(y))) ⊂ interior(αf l(f
k(y))) = interior(αf l(x))

Além disso , como ∅ 6= (f ∗)l(αf l(x)) ⊂ αf l(x), temos que (f ∗)l(interior(αf l(x))) ⊂
interior(αf l(x)). Pela transitividade de f l temos que αf l(x) = interior(αf l(x)) = X,

como isto é válido para todo x ∈ X \ C temos que f l é fortemente transitiva.

Observação 7. No lema 3.6 f não precisa ser uma aplicação bi-Lipschitz, para a validade

das contas é necessário apenas que f seja um Homeomorfismo local.
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3.1 Conjuntos Zooming e aplicações induzidas

Nessa seção apresentaremos algumas propriedades de conjuntos Zooming, e do

conjunto lim supZn(α, δ, 1), estes resultados foram originalmente obtidos por [21].

Lema 3.7. Fixado l ∈ N, δ > 0 e uma contração Zooming Lipscchitz α = {αn}n,

onde αn(r) = anr, ∀r ∈ [0,∞), com
∑∞

n=1

√
an < ∞. Se p ∈ lim supZn(α, δ, 1), então

existe q ∈ {p, f(p), . . . , f l−1(p)} tal que O−
f l

(q) ⊂ lim supZn(α̃, δ, l), onde α̃ = {α̃n}n,

com α̃n =
√
anlr ∀r ∈ [0,∞). Além disso, se p ∈ lim supZn(α̃, δ, l) então O−

f l
(q) ⊂

lim supZn(α̃, δ, l).

Demonstração. Seja x ∈ X e k ∈ N, defina Z(x, k) = {n ∈ N;x ∈ Zn(α, δ, k)}. assim

seja p ∈ lim supZn(α, δ, 1), temos que #Z(p, 1) = ∞, dáı dado n ∈ Z(p, 1) com n >

l, então existem a ∈ N e b ∈ N ∪ {0} tais que n = al + b com 0 ≤ b < l, temos

que, como p ∈ Zn(α, δ, 1) = Zal+b(α, δ, 1) pelo lema 2.17 (a) f b(p) ∈ Zal(α, δ, 1), como

Za({αnl}, δ, l) ⊃ Zal(α, δ, 1), dáı, pela propriedade 2, #Z(p, 1) = ∞, e pelo Prinćıpio da

casa dos pombos existe q ∈ {p, f(p), . . . , f l−1(p)} tal que #Z(q, l) =∞.

Definindo g := f l, dado y ∈ O−g (q). Seja k tal que gk(y) = q. Como f é

bi- Lipschitz ( e portanto seus iterados são bi- Lipschitz), temos que seja j < lk para

y ∈ X \ C existem Kj = Kj(y) ≥ 1 e γy,j tais que

K−1
j dist(x,w) ≤ dist(f j(x), f j(w)) ≤ Kjdist(x,w) ∀x,w ∈ Bγy,j(y)

existem ainda Kkl = Kkl(y) ≥ 1 e γy,kl tais que

K−1
kl dist(x,w) ≤ dist(gk(x), gk(w)) ≤ Kkldist(x,w) ∀x,w ∈ Bγy,kl(y)

selecionando K = max{Kj, Kkl} e γy = min{γy,kl, γy,j} temos que, para todo x,w ∈
Bγy,kl(y) temos que:

dist(x,w) ≤ Kdist(gk(x), gk(w))

e

K−2dist(x,w) ≤ K−1dist(x,w) ≤ dist(f j(x), f j(w)) ≤ Kdist(x,w)

donde para todo x,w ∈ Bγy,kl(y):

K−2dist(x,w) ≤ dist(f j(x), f j(w)) ≤ K2dist(gk(x), gk(w)) (3.3)

Assim, Bγy/K2(q) ⊂ gk(Bγy(y)), tomando n0 ∈ N tal que K2√anl < γy, então

para todo n ≥ n0 tal que n ∈ Z(q, j) temos que Vn(α, δ, l)(q) ⊂ Bγy/K2(q) ⊂ gk(Bγy(y)).

Definindo V ′n+l(y) :=
(
gk
∣∣
Bγy (y)

)−1
(V (α, δ, l)(q)), usando as propriedades de con-

trações Zooming, a escolha K2√anl < γy, para todo n > n0 e a Equação 3.3 obtemos que

fixado n0 < n ∈ Z(q, j), para todo x,w ∈ V ′n+l(y) e 0 ≤ j < n+ k obtemos:

dist(gj(x), gj(w)) ≤ √a(n+k−j)l dist(gn+k(x), gn+k(w))
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Em particular V ′n+l(y) = V (α̃, δ, l)(y), e portanto:

∀n0 < n ∈ Z(q, l) =⇒ n+ k ∈ Z̃(y, l) := {j ∈ N; y ∈ Z(α̃, δ, l)}

Portanto para todo y ∈ O−g (q) = O−
f l

(q) #Z̃(y, l) =∞, assim

O−
f l

(q) ⊂ lim sup
n→∞

Zn(α̃, δ, l),

o que prova a primeira parte do lema.

A segunda parte do lema segue diretamente do argumento feito a primeira parte.

Pois se p ∈ lim supn→∞Zn(α, δ, l) então fazendo p = q a prova acima conclui que O−
f l

(p) ⊂
lim supn→∞ Zn(α̃, δ, l).

Diretamente dos lemas 3.6 e 3.7 obtemos o seguinte corolário:

Corolário 3.8. Seja V ⊂ X é um aberto, positivamente invariante e fracamente topo-

logicamente mixing tal que para todo x ∈ V , V ⊂ αf (x). Seja δ > 0, e considere a

contração Zooming Lipschitz α = {αn}n, com αn(r) = an(r) para todo r ∈ [0,∞), com∑∞
n=1

√
an < ∞. Então, se lim supn→∞ Zn(α, δ, l) 6= ∅ teremos que para todo l ∈ N,

U ⊂ lim supn→∞ Zn(α̃, δ, l), Onde α̃ = {α̃n}n, com α̃n(r) =
√
anl(r) para todo r ∈ [0,∞).

3.2 Probabilidades induzidas gordas.

Definição 3.9. Uma probabilidade µ ∈ M1
erg(f) é (α, δ, l)-Zooming induzida gorda se

existe uma aplicação de retorno (α, δ, l)-zooming (F,B,P) e um F -levantamento ν de µ

tal que suppν = B.

Podemos entender as probabilidades induzidas gordas como aquelas que são le-

vantadas para uma probabilidade completamente suportada em uma aplicação de retorno

Zooming em um disco.

Dado l ∈ N defina E∗(f, l) como o conjunto de todas as probabilidades (α, δ, l)-

Zooming induzidas gordas associadas a alguma contração Zooming exponencial. Além

disso denote o conjunto de todas as probabilidades expansoras induzidas gordas por

E∗(f) =
⋃
l≥1

E∗(f, l) (3.4)

3.3 Levantabilidade das medidas Zooming

Nessa seção provaremos que assumindo algumas propriedades topológicas conse-

guimos obter que toda medida Zooming, com contração Zooming Lipschitz é levantável

para alguma aplicação de retorno Zooming orbita coerente. Os resultados desta seção

foram originalmente obtidos por [21]
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Teorema 3.10. Seja µ ∈ M1
erg(f) uma medida (α, δ, l)-Zooming para algum l natural e

uma contração Zooming Lipschitz α = {αn}n, com αn(r) = anr e
∑∞

n=1

√
an <∞. Se f l é

fortemente transitiva, definindo α̃ = {α̃n}n, com α̃n(r) =
√
anlr, então obtemos que, para

todo 0 < ε < δ2 suficientemente pequeno existe uma aplicação de retorno (α̃, δ, l)-Zooming

(F,B,P) tal que

1. F é orbita coerente;

2. F : A→ B, onde A =
⋃
P∈P P e B é um aberto conexo, com Bε/2(p) ⊂ B ⊂ Bε(p),

para algum p ∈ B;

3. seja R como na Definição 2.5, então para todo n ∈ N, temos que #{P ∈ P ;R(P ) =

n} <∞;

4. A é um conjunto aberto e denso de B.

5. µ possui um único F -levantamento ν

6. ν é F -ergódica, ν << µ
∣∣
B

, e a derivada de Radon-Nikodym dν
dµ

é limitada.

Demonstração. Definindo g := f l. Pela f -ergodicidade e f -invariância de µ, temos que

existe 1 < k ≤ l, tal que l/k ∈ N e X pode ser decomposta em k componentes µ-ergódicas

com respeito a g, além disso se {U1, . . . Uk} são esses componentes, então Ui ∩ Uj = ∅ se

i 6= j, µ(Uj) > 0, ∀1 ≤ j ≤ k, e X =
⋃k
j=1 Uj ( mod µ) (Vide teorema 3.13 de [18]). Seja

U uma destas componentes µ ergodicas com respeito a g, defina µ′ = 1
µ(U)

µ
∣∣
U

. Assim µ′

é uma probabilidade (α, δ, 1)-Zooming para g. Dado x ∈ X e V ⊂ X, defina:

τx,α,δ(V ) := lim sup
n→∞

1

n
#{1 ≤ j ≤ n;x ∈ Zj(α, δ, l) e gj(x) ∈ V } (3.5)

E

ωα,δ,l(x) := {y ∈ X; τx,α,δ(Bε(y))∀ε > 0} (3.6)

Note que o conjunto zl = (zl(x))x∈lim supZn(α,δ,l), onde zl(x) = {fm(x);m ∈ N e x ∈
Zm(α, δ, l)} possui frequência positiva µ′-quase todo x ∈ X, pois µ′ é medida Zooming.

E portanto, pelo lema A.8 existe um compacto A+ ⊂ suppµ′ tal que ωα,δ,l(x) = A+ para

µ′-quase todo x ∈ X, escolha um ponto p ∈ A+

Como g é uma aplicação bi-Lipschitz temos que para todo x ∈ X vale que

#g−1(x) < ∞, portanto, g é inversamente separável (vide definição 2.21). Dáı, pelo

lema 2.22 para todo 0 < ε < δ/2 suficientemente pequeno a bola (α̃, δ, l)-Zooming en-

caixada B∗ε (p) (vide Definição 2.20) é um aberto, conexo bem definido contendo Bε/2(p).

Por construção para µ′-quase todo x ∈ X temos que p ∈ ωα,δ,l(x) ⊂ ωg(x). Como

µ′(Bε/2(p)) > 0 (pois p ∈ A+ ⊂ suppµ′) podemos escolher q ∈ Bε/2(p) tal que p ∈ ωα,δ,l(q).
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Como f l é fortemente transitiva temos que U ⊂ O−(q), além disso o lema 3.7

Garante que O−(q) ⊂ lim supn→∞ Zn(α̃, δ, l), como

Zn(α, δ, l) ⊂ Zn(α̃, δ, l)∀n ∈ N

Bε/2(p) ⊂ O−(q) e p ∈ ωα̃,δ,l(y) para todo y ∈ O−(q), então o conjunto

Λ := {x ∈ Bε/2(p); p ∈ ωα̃,δ,l(x)}

é denso em Bε/2(p) , como ωα̃,δ,l(x) = A+ µ′-quase todo ponto, temos que µ′(Λ) =

µ′(Bε/2) > 0.

Defina: B := B∗ε (r)

A :={
x ∈ B;x ∈ Vn(α̃, δ, l)(y), Para algum n ∈ N e y ∈ Zn(α̃, δ, l) com gn(Vn(α̃, δ, l)(y)) ⊃ B 3 fn(x)

}
e P como a coleção dos componentes conexos de A. Então pelo teorema 2.31 a

aplicação de Markov F : A→ B associada ao primeiro tempo de retorno (α̃, δ, l)-Zooming

para B com respeito a g é uma aplicação de retorno (α̃, δ, l)-Zooming. Provando o item

2.

Note que A ⊃ {x ∈ B;ωα̃,δ,l(x) ∩ B 6= ∅}, dáı A = B provando 4. Além disso

o teorema 2.31 garante a existência de uma medida F -invariante ν0 ≤ µ′ << µ, com

ν0(X) > 0 e
∫
Rdν < ∞, portanto µ é levantável para uma probabilidade ν := 1

ν0(X)
ν0 ≤

1
ν0(X)

µ
∣∣
B

. provando o item 6.

Pelo Lema 2.27 temos que F é Orbita coerente provando o item 1, como para

todo x ∈ X temos f−1(x) ≤ ∞ e f é função mensurável, então por um resultado em [22] f

é bimensurável, portanto toda imagem direta de um conjunto mensurável é um conjunto

mensurável, do teorema 2.9 ν é F -ergódica, e é o único F -levantamento de µ, provado o

item 5. Por fim, o item 3 segue do fato de #g−1(x) <∞ para todo x ∈ X.

Observação 8. Na aplicação de Markov induzida obtida no teorema 3.10 #P ≥ 2. Do

contrário P = {P} e A = P . Assim, pelo Item 4 do teorema 3.10 P seria um aberto denso

de B. Donde diam(P ) = diam(B). Mas diam(P ) =
√
andiam(B) para algum n ∈ N. Mas

ak < 1 ∀k ∈ N, donde, diam(P ) < diam(B). Assim, obtemos um absurdo.

Corolário 3.11. Se E(f) 6= ∅ então Per(f) =∞.

Demonstração. Imediato do fato de toda contração Zooming exponencial ser Lipschitz,

Do teorema 3.10 e das Observações 8 e 4.

Lema 3.12. Suponha que f é transitiva, e (F,B,P) é uma aplicação de primeiro retorno

(α, δ, 1)-Zooming tal que B ⊂ Bε(p), para algum p ∈ X e 0 < ε < δ/2. Se ν ∈ M1
erg(F )
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com
∫
Rdν < ∞, seja µ := 1∫

Rdν

∑
n≥1

∑n−1
j=0 f

j
∗

(
ν
∣∣
{R=n}

)
, então µ ∈ M1

erg(f) e µ é

probabilidade (α, δ/2, 1)-Zooming. Além disso, se interior(supp(ν)) 6= ∅, então supp(µ) =

X.

Demonstração. Como ν é probabilidade F -invariante e ergódica, tal que
∫
Rdµ < ∞

temos que µ = 1∫
Rdν

∑
n≥1

∑n−1
j=0 f

j
∗

(
ν
∣∣
{R=n}

)
é probabilidade invariante f -ergódica (vide

seção 1.10). Pela transitividade de f está claro que se interior(supp(ν)) 6= ∅, então

supp(µ) = X. Falta provar que µ é medida Zooming.

Dado x ∈
⋂
j≥0 F

−j(B) e n ≥ 1, então existem x0, . . . , xn−1 ∈ X tais que, para

todo 0 ≤ j ≤ n− 1:

xj ∈ ZR◦F j(x)(α, δ, 1) e F j(x) ∈ VR◦F j(x)(α, δ, 1)

Portanto, como F n(x) ∈ B ⊂ Bε(p) ⊂ Bδ/2(p), se rn(x) =
∑n−1

k=0 R ◦ F k(x),

definindo

V ′rn(x)(x) :=
(
fR(x)

∣∣
VR(x)(α,δ,1)(x0)

)−1◦· · ·◦
(
fR(Fn−1(x))

∣∣
VR(Fn−1(x))(α,δ,1)(xn−1)

)−1(
Bδ/2(F n(x))

)
=
(
fR(x)

∣∣
VR(x)(α,δ,1)(x0)

)−1◦· · ·◦
(
fR(Fn−1(x))

∣∣
VR(Fn−1(x))(α,δ,1)(xn−1)

)−1(
Bδ/2(f rn(x)(x))

)
temos que V ′rn(x)(x) = Vrn(x)(α, δ/2, 1)(x). Ou seja V ′rn(x)(x) é a pré-bola (α, δ/2, 1)-

Zooming de ordem rn(x) centrada em x. Definindo J(x) = {rn(x);n ∈ N}, temos que

lim
n→∞

1

n
#{1 ≤ j ≤ n; j ∈ J(x)} =

ν(B)∫
Rdν

=
1∫
Rdν

> 0

Observando que x ∈ Zn(α, δ/2, 1) sempre que n ∈ J(x), então ν-quase todo

x ∈ B possui frequência positiva de tempos (α, δ/2, 1)-Zooming. Como ν << µ, temos

que µ(B) > 0, e da ergodicidade de µ que µ-quase todo ponto possui frequência positiva

de tempos α, δ/2, 1)-Zooming, e portanto µ é uma medida (α, δ/2, 1)-Zooming.

3.4 Um prelúdio para o formalismo termodinâmico

A Proposição 3.14, originalmente provada por [21], garante que a entropia e as

médias espaciais de qualquer medida expansora pode ser aproximada pela entropia e

medidas espaciais de medidas Zooming induzidas gordas. No entanto, antes precisamos

provar o seguinte lema:

Lema 3.13. Seja F : A → B uma aplicação induzida de tempo induzido R. Suponha

que uma probabilidade µ f -ergódica e f -invariante possui um F -levantamento ν que é F -

ergódico. Se ψ é o F -levantamento de uma aplicação mensurável e integrável ϕ : X→ R,

então ∫
ϕdµ =

∫
ψdν∫
Rdν
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Demonstração. Defina A0 := ∩n≥0F
−n(X), note que ν(A0) = 1. Como a probabilidade ν

é absolutamente continua com relação a µ, do teorema de Birkhoff existe U ⊂ A0, com

ν(U) = 1 tal que limn→∞
∑n−1

j=0 ϕ ◦ f j(x) =
∫
ϕdµ, e limn→∞

∑n−1
j=0 ψ ◦ F j(x) =

∫
ψdν,

para todo x ∈ U . Assim, fixando x ∈ U , defina rn(x) :=
∑n−1

j=0 R ◦ F j(x), de Birkhoff,

temos

lim
n→∞

1

n
rn(x) = lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

R ◦ F j(x) =

∫
Rdν

Como
rn(x)−1∑
j=0

ϕ ◦ f j(x) =
n−1∑
j=0

R(F j(x))−1∑
k=0

ϕ ◦ fk(F j(x)) =
n−1∑
j=0

ψ ◦ F j(x)

Temos que, para µ-quase todo x ∈ X,∫
ϕdµ = lim

n→∞

1

rn(x)

rn(x)−1∑
j=0

ϕ ◦ f j(x) =
1
n

∑n−1
j=0 ψ ◦ F j

1
n
rn(x)

=

∫
ψdν∫
Rdν

Seja L = {ψ1, ψ2, . . . } ⊂ C(X, [0, 1]) um conjunto enumerável de funções Lips-

chitz, tais que

d(ν, η) :=
∞∑
n=1

1

2n

∣∣∣∣ ∫ ψndν −
∫
ψndη

∣∣∣∣ (3.7)

Defina uma métrica em M1(X) compat́ıvel com a topologia fraca∗ (Vide Caṕıtulo 2

de [16]). Dado n ∈ N, seja Cn > 0 tal que |ψn(x)− ψn(y)| ≤ Cndist(x, y).

Proposição 3.14. Suponha que l ∈ N é tal que f l é fortemente transitiva e seja ϕ :

X→ R um potencial Hölder continuo. Se µ ∈ E(f, l) ∩M1
erg(X), então dado ε > 0 existe

µ ∈ E∗(f, l), tal que

1. |
∫
ϕdµ| < ε se

∫
ϕdµ = 0;

2.
∣∣∣∫ ϕdµ∫

ϕdµ
− 1
∣∣∣ < ε se

∫
ϕdµ 6= 0;

3. hµ(f) > (1− ε)hµ(f);

4. d(µ, µ) < 2ε

Demonstração. Seja n0 ∈ N tal que
∑∞

n=n0+1 2−n < ε. Suponha que µ é uma probabilidade

(α, δ, l)-Zooming para algum δ > 0 e contração Zooming exponencial α = {αn}n com

αn(r) = e−λnr para todo r ∈ [0,+∞), com λ > 0. Seja C > 0 e a ∈ (0, 1], tais que

|ϕ(x)− ϕ(y)| ≤ Cdist(x, y)a, para todo x, y ∈ X. Defina:

M = 1

1+

∣∣ ∫ ϕdµ∣∣ e C0 = max{C,C1, . . . , Cn0} (3.8)
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Escolha 0 < τ < δ/2, tal que
C0

1− eλa/2
τa <

εM

8
(3.9)

Seja (F,B,P) a aplicação de retorno (α̃, δ, l)-Zooming, dado pelo teorema 3.10,

com diam(B) < τ e ν o F -levantamento de µ. Note que ν está associada a uma contração

Zooming exponencial.

Seja A =
⋃
P∈P P e ϕ(x) =

∑(R(x)/l)−1
j=0 ϕ ◦ f jl(x). Para todo P ∈ P e x, y ∈ P ,

temos

|ϕ(x)− ϕ(y)| =
∣∣∣ (R(P )/l)−1∑

j=0

(ϕ ◦ f jl(x)− ϕ ◦ f jl(y))
∣∣∣ ≤ (R(P )/l)−1∑

j=0

|ϕ ◦ f jl(x)− ϕ ◦ f jl(y)| ≤

≤
(R(P )/l)−1∑

j=0

Cdist(f lj(x), f lj(y))a ≤ C

(R(P )/l)−1∑
j=0

[α(R(P )−j)(dist(F (x), F (y)))]a ≤

≤ C

1− eλa/2
dist(F (x), (F (y)))a ≤ C0

1− eλa/2
dist(F (x), (F (y)))a

Para todo 1 ≤ n ≤ n0 defina ψn(x) :=
∑(R(x)/l)−1

j=0 ψn ◦ f jl(x), analogamente

obtemos

|ψn(x)− ψn(y)| ≤ Cn
1− eλa/2

dist(F (x), (F (y))) ≤ C0

1− eλa/2
dist(F (x), (F (y)))a

Portanto, como diam(B) < τ , a Equação 3.9 implica que para todo P ∈ P e x, y ∈ P :

|ϕ(x)− ϕ(y)| < εM

8
(3.10)

e para todo n ∈ N
|ψn(x)− ψn(y)| < εM

8
(3.11)

Para a aproximação de µ com relação a média de ϕ e a entropia utilizaremos

distribuições de massa (Vide Definição 3.3). Escreva {n1, n2, . . . } = {n ∈ N; {R = n} 6=
∅}, com 1 ≤ n1 ≤ n2 . . . . Defina as distribuições de massa m0 por

m0(P ) =

0 se R(P ) 6∈ {n1, n2, . . . }
2−nj

W#{Q∈P;R(Q)=nj} ∀R(P ) = nj

onde W =
∑∞

j=1
2−nj

#{Q∈P;R(Q)=nj} ∈ (0, 1]. Escolha 0 < γ < γϕ, onde

γϕ =

(
εM

4

)(
1

1 +
∑

P∈P [|ϕ(xP )|(ν(P ) +m0(P ))]

)(
W∑∞

j=1 nj2
−nj

)
(3.12)

para algum xP ∈ P . Defina a distribuição de massa mγ:

mγ(P ) = (1− γ)ν(P ) + γm0(P ), ∀P ∈ P .
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Seja νγ a probabilidade F -invariante, ergódica gerada por mγ, note que∫
Rdνγ = (1− γ)

∫
Rdν + γW

∞∑
j=1

nj2
−nj < (1− γ)

∫
Rdν + 2γ <∞

Assim: ∣∣∣∣ ∫ Rdν −
∫
Rdνγ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣γ ∫ Rdν − γ
∞∑
j=1

nj2
−nj

W#{Q ∈ P ;R(Q) = nj}

∣∣∣∣
≤ γ

(∑∞
j=1 nj2

−nj

W
+

∫
Rdν

)
≤ εM

4
+
εM

4

∫
Rdν ≤ εM

2

∫
Rdν.

Como suppνγ = B, segue que a probabilidade ergódica f -invariante dada por

µ =
1∫
Rdν

∞∑
j=0

f j∗
(
ν
∣∣
{R>j}

)
é uma probabilidade (α̃, δ, l)-Zooming gorda induzida e pelo lema 3.12 µ ∈ E∗(f, l).

Pela equação 3.10 temos que:

max

{∣∣∣∣ ∫ ϕdν −
∑
P∈P

ϕ(xP )ν(P )

∣∣∣∣, ∣∣∣∣ ∫ ϕdνγ −
∑
P∈P

ϕ(xP )νγ(P )

∣∣∣∣} <
εM

8

Portanto, pela desigualdade triangular∣∣∣∣ ∫ ϕdν −
∫
ϕdνγ

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ ∫ ϕdν −
∑
P∈P

ϕ(xP )ν(P )

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∑
P∈P

ϕ(xP )νγ(P )−
∑
P∈P

ϕ(xP )ν(P )

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∑
P∈P

ϕ(xP )νγ(P )−
∫
ϕdνγ

∣∣∣∣ ≤ εM

4
+

∣∣∣∣∑
P∈P

ϕ(xP )νγ(P )−
∑
P∈P

ϕ(xP )ν(P )

∣∣∣∣ ≤
≤ εM

4
+
∑
P∈P

|ϕ(xP )||ν(P )−mγ(P )| = εM

4
+ γ

∑
P∈P

|ϕ(xP )||ν(P )−m0(P )| ≤ εM

2

Como F é orbita-coerente, do teorema 2.9, temos que ν é F -ergódica, por-

tanto,pelo lema 3.13,∣∣∣∣ ∫ ϕdµ−
∫
ϕdµγ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫
ϕdν∫
Rdν

−
∫
ϕdνγ∫
Rdνγ

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
∫
ϕdν∫
Rdν

−
∫
ϕdν∫
Rdνγ

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∫
ϕdν∫
Rdνγ

−
∫
ϕdνγ∫
Rdνγ

∣∣∣∣∣ <
<

∣∣∣∣∣
∫
ϕdν∫
Rdνγ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∫
Rdν −

∫
Rdνγ∫

Rdνγ

∣∣∣∣∣+
εM

2
∫
Rdνγ

<
εM

2

(∣∣∣∣ ∫ ϕdµ

∣∣∣∣+ 1

)
=
ε

2
< ε

provando os itens 1 e 2.

Com a Equação 3.11, definindo γψi , i = {1, . . . , n0}, similarmente à Equação 3.12

e tomando 0 < γ < min{γϕ, γψ1 , . . . , γψn0
}:
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∣∣∣∣ ∫ ψndµ−
∫
ψndµ

∣∣∣∣ < ε.

Portanto, d(µ, µ) < ε
∑n0

n=1 2−n + ε < 2ε, provando, assim, o item 4.

Como P é uma partição geradora para F e ν é uma medida de Bernoulli, definindo

H(x) = x lnx:

hν(F ) = inf
n≥1

1

n

∑
P∈P(n)

H(ν(P )) ≤
∑
P∈P

H(ν(P ))

E:

hν(F ) =
∑
P∈P

H(m(P ))

Pela concavidade da função H:

hν(F ) ≥ (1− γ)

(∑
P∈P

H(ν(P ))

)
+ γ

∑
P∈P

H(m0(P )) > (1− γ)hν(F ).

Donde

hµ(f) =
hν(F )∫
Rdν

> (1− γ)

∫
Rdν∫
Rdν

hν(F )∫
Rdν

> (1− γ)
(
1− εM

2

)hν(F )∫
Rdν

>
(
1− ε

2

)2
hµ(f) > (1− ε)hµ(f),

provando o item 3.

A proposição 3.14 possui o seguinte corolário:

Corolário 3.15. Se f é fortemente transitiva, então para todo potencial Hölder ϕ:

PE(f)(ϕ) = sup

{
hµ(f) +

∫
ϕdµ;µ ∈ E∗(f)

}
Demonstração. Se E(f) = ∅, nada temos a provar; se E(f) 6= ∅, então, pelo Corolário 3.11

teremos que Per(f) 6= ∅. Seja l = min{j ≥ 1; Fix(f j) 6= ∅} V aberto, tal que (f ∗)(V ) ⊂ V

(que existe pela proposição A.13) e g := f l
∣∣
V

. Pela proposição A.13, temos que para todo

j ≥ 1 gj é fortemente transitiva. Observe que pelos Teoremas de Jacobs e da decomposição

Ergódica teremos que:

PE(g)(ϕ) = sup

{
hµ(g) +

∫
ϕldµ;µ ∈ E(g) ∩M1

erg(f)

}
,

onde ϕl =
∑l

j=0 ϕ ◦ f j, assim, pela Proposição 3.14 poderemos pegar uma sequência

de probabilidades expansoras e ergódicas {µn}n tais que hµn(f) +
∫
ϕl → PE(g)(ϕ). No

entanto, como gn é fortemente trasitiva para todo n ∈ N e µn ∈ M1
erg(f) podemos
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pegar uma sequência de probabilidades {µ̄n}n ∈ E∗(g) tais que |hµn(g)− hµ̄n(g)| < 1/n e

|
∫
ϕldµn −

∫
ϕldµ̄n| < 1/n, portanto

PE(g)(ϕ) = sup

{
hµ(g) +

∫
ϕl.dµ;µ ∈ E∗(g)

}
, (3.13)

pela proposição A.13 V ∪ f ∗(V ) ∪ · · · ∪ (f ∗)l−1(V ) ⊃ X \ C, e como se µ ∈ E(f)

então µ(C) = 0, temos que:

E(g) 3 µ 7→ 1

l

l−1∑
k=0

µ ◦ f−k ∈ E(f) (3.14)

é uma sobrejeção, pois se µ ∈ E(f), então µ ∈ E(g). Além disso,

µ =
1

l

l−1∑
k=0

µ ◦ f−k.

O resultado vem do fato de se

ν =
1

l

l−1∑
k=0

µ ◦ f−k.

então

hν(f) +

∫
ϕdν =

1

l

(
hµ(g) +

∫
ϕldµ

)
,

3.5 Aplicações Zooming induzidas especiais

Essa seção tem como objetivo apresentar uma aplicação induzida especial, que

pode ser utilizada para comparar todas as medidas Zooming induzidas gordas.

Definição 3.16. A derivada conforme de f em p ∈ X \ C é definida como:

Df(p) = lim sup
x,y→p

dist(f(x), f(y))

dist(x, y)

Como estamos trabalhando com aplicações bi-Lipschitz, temos que, para todo

p ∈ X \ C, 0 < Df(p) <∞.

Teorema 3.17. Seja µ0 ∈ E(f, 1) uma medida Ergódica expansora e λ, δ > 0, tais que µ0

é uma medida (%, δ, 1)-zooming, e % = {%n}n, com %n(r) = e−2λnr. Seja β = {βn}n uma

contração zooming Lipschitz dada por βn = e−λ
√
nr.

Se para todo n ≥ 1 fn é fortemente transitiva, então toda probabilidade µ ∈
E∗(f, 1) é (β, δ/2, 1)-zooming. Além disso, existe ε0 > 0 e p ∈ X tal que, ∀ 0 < ε < ε0

existe uma aplicação de retorno (β, δ/2, 1)-zooming (F,B,P), satisfazendo as seguintes

propriedades:



3.5. Aplicações Zooming induzidas especiais 45

1. F é Orbita-coerente;

2. F : A→ B, onde A =
⋃
P∈P P , e B é aberto conexo com Bε(p)/2 ⊂ B ⊂ Bε;

3. #{P ∈ P ;R(P ) = n} <∞ para todo n ∈ N. E R é como na Definição 2.5;

4. A é um subconjunto aberto e denso de B;

5. µ0 é F -levantável;

6. Toda probabilidade µ ∈ E∗(f, 1) possui um único F -levantamento µ. Além disso,

• µ é F -ergódica;

• existe constante C ≥ 1 tal que µ ≤ Cµ
∣∣
B

;

7. Se supx∈X\C Df(x) < ∞, então toda probabilidade µ ∈ E∗(f) é (β, δ/2, 1)-Zooming.

Além disso toda probabilidade µ ∈ E∗(f) possui um único F -levantamento µ, satis-

fazendo:

• µ é F -ergódica;

• existe constante C ≥ 1 tal que µ ≤ Cµ
∣∣
B

.

Demonstração. Seja τx,%,δ(V ) e ω%,δ,l(x) como definido nas equações 3.5 e 3.6, conforme

discutido No teorema 3.10, do lema A.8 existe compacto A ⊂ suppµ0 tal que ω%,δ,l(x) = A
µ0-quase todo x ∈ X.

Escolhendo p ∈ A, seja p0 um ponto µ0 genérico (em particular p ∈ ω%,δ,l(p0)), do

lema 3.7 temos que se α = {αn}n, com αn(r) =
√
%n(r) = e−λnr, então

O−f (p0) ⊂ lim supZn(α, δ, 1) ⊂ lim supZn(β, δ/2, 1)

Como f é bi-Lipschitz, temos que #f−1(x) < ∞ e portanto f é inversamente

separada conforme a definição 2.21, assim, pelo lema 2.22 existe 0 < ε1 < δ/2 tal que,

para todo 0 < ε < ε1, a pré-bola encaixada (β, δ/2, 1)-Zooming B∗ε (p) ⊂ Bε(p) (vide

definição 2.20) está bem definida e contém Bε/2(p). Dáı, pelo teorema 2.31, podemos

escolher 0 < ε < ε0 = min{ε1, δ/4} e, tal que (F,B,P) é uma aplicação (β, δ/2, 1)-

Zooming de retorno, onde B := B∗ε (p) e

A :={
x ∈ B;x ∈ Vn(β, δ, 1)(y), Para algum n ∈ N e y ∈ Zn(β, δ, 1) com fn(Vn(β, δ, 1)(y)) ⊃ B 3 fn(x)

}
E seja P a coleção de subconjuntos conexos de A, e F : A ⊂ B → B a aplicação de

Markov associada ao primeiro tempo de retorno (β, δ/2, 1)-Zooming a B. Note que F
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satisfaz as condições 1 e 2 do teorema. Além disso, como O−f (p0) é denso em X, e p ∈
ωα,δ,1(p0) = ωα,δ,1(y) ⊂ ωβ,δ/2,1(y), para todo y ∈ O−f (p0), obtemos que A ⊃ O−f (p0)∩ (B),

e isso garante que A é um aberto denso de B, provando o item 4 do teorema. O fato de

#{P ∈ P ;R(P ) = n}, para todo n natural vem da propriedade #f−1(x) <∞, para todo

x ∈ X, e portanto o item 3 é satisfeito. Como p ∈ ω%,δ,1(x) ⊂ ωα,δ,1(x), para quase todo

x ∈ X, então, do teorema 2.31, temos que µ0 é F -levantável, provando o item 5.

Seja µ ∈ E∗(f, l), l ≥ 1. Por definição, existe σ, t > 0 e uma aplicação de retorno

(η, t, l)-Zooming (F0, B0,P0), e µ possui um F0-Levantamento ν tal que suppν = B0, onde

η = {ηn} e ηn(r) = eσnr.

Seja K1 = 1 e Kl := 2 supx∈X\C Df(x) < ∞, se l ≥ 2. Note que, como µ é

probabilidade expansora, seja x0 ∈ lim supZn(η, t, l), seja N ∈ N tal que x0 ∈ ZN(η, t, l).

Então, para todo w ∈ VN(η, t, l)(x0) \ {x0}, temos que

0 < dist(f l(N−1)(x0), f l(N−1)(w)) ≤ e−σdist(f lN(x0), f lN(w))

Donde

1 < eσ ≤ dist(f lN(x0), f lN(w))

dist(f l(N−1)(x0), f l(N−1)(w))
≤ (Kl)

l

Assim, Kl ≥ 1 para todo l ∈ N. Seja n0 = max
{( (l−1) log(Kle

σ)
λ

)2
,
(

2λ
min{λ,σ}

)2}
. Observe

que, se n > n0 então escrevendo a = (l − 1) log(Kle
σ) e b = min{λ, σ} temos que

para todo m ≥ 0 n + m ≥ (a/λ)2, e, portanto, a + λ
√
n+m ≤ 2λ

√
n+m. Observe

ainda que para todo m ≥ 0 n + m ≥ (2λ/b)2 e, portanto, 2λ ≤ b
√
n+m. Portanto,

2λ
√
n+m ≤ b(n+m). Assim, a+λ

√
n+m ≤ 2λ

√
n+m ≤ b(n+m) ≤ λn+σm. Como

a + λ
√
n+m ≤ λn + σm ⇐⇒ (Kle

σ)l−1e−λn−σm ≤ e−λ
√
n+m obtemos que para todo

n ≥ n0 e m ≥ 0:

e−λn−σm ≤ (Kle
σ)l−1e−λn−σm ≤ e−λ

√
n+m (3.15)

Seja R0 o tempo induzido de F0, e escolha pµ ∈ B0 ∩ O−(p0) Como p ∈ ωα,δ,1(y), para

todo y ∈ O−f (p0), escolha n1 > n0 tal que pµ ∈ Zn1(α, δ, 1), Vn1(α, δ, 1)(pµ) ⊂ B0, e

fn1(pµ) ∈ B. Seja

V = (fn1
∣∣
Vn1 (α,δ,1)(pµ)

)−1(B) ⊂ (fn1
∣∣
Vn1 (α,δ,1)(pµ)

)−1(Bδ(f
n1(pµ))).

Seja Nx = {n ∈ N;F n
0 (x) ∈ V }. Pela F0-ergodicidade de ν, e como suppν = B0,

existe U ⊂ B0, com U = B0( mod ν), tal que

lim
n→∞

1

n
#{1, . . . , n ∩ Nx} = ν(V ) > 0 ∀ x ∈ U.

Fixado x ∈ U e n ∈ N seja P0,n =
∨n−1
j=0 F

−j
0 (P0), e P0,n(x) denotará o elemento

da partição P0,n que contém x. Tomando rn = 1
l

∑n−1
k=0 R0◦F j

0 (x), e g := f l. Note que, por
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construção, existe xn ∈ Zrn(η, t, l), tal que P0,n(x) = (grn
∣∣
Vrn (η,t,l)(xn)

)−1(B0). Como para

todo n ∈ Nx temos que fn1(F n(x)) ∈ Bδ/2(fn1(pµ)) e Bδ/2(fn1(F (x))) ⊂ Bδ(f
n1(pµ)).

Portanto, se n ∈ Nx tome:

Vlrn+n1(x) =
(
F n
∣∣
P0,n(x)

)−1

◦
(
fn1
∣∣
Vn1 (αδ,l)(pµ)

)−1

(Bδ/2(fn1 ◦ F n(x))).

Note que f lrn+n1 leva Vlrn+n1(x) homeomorficamente para Bδ/2(f lrn+n1(x)). Além disso,

como f lrn(Vlrn+n1(α, δ, 1)(pµ)) ⊂ Vn1(α,δ,l(pµ)), temos que para todo lrn ≤ j < lrn + n1 e

y, w ∈ Vlrn+n1(x):

dist(f j(w), f j(y)) ≤ e−λ(lrn+n1−j)dist(f lrn+n1(w), f lrn+n1(w)) ≤ (3.16)

e−λ
√
lrn+n1−jdist(f lrn+n1(w), f lrn+n1(w)).

Portanto, para todo lrn ≤ j < lrn + n1 e y, w ∈ Vlrn+n1(x):

dist(f j(w), f j(y)) ≤ βlrn+n1−j
(
dist(f lrn+n1(w), f lrn+n1(w))

)
(3.17)

Para provar que o mesmo vale se 0 < j ≤ lrn, consideraremos separadamente

os casos l = 1 e l ≥ 2. Assim, suponha l = 1. Nesse caso, usando que existe xn ∈ B0

tal que Vrn+n1(x) ⊂ Vrn(η, t, 1)(xn) e a Equação (3.15), e a primeira desigualdade da

Equação (3.16) temos que para todo w, y ∈ Vrn+n1(x) e 0 ≤ j < lrn:

dist(f j(w), f j(y)) ≤ eσ(rn−j)dist(f rn(w), f rn(y))

≤ eσ(rn−j)e−λ(rn+n1−rn)dist(f rn+n1(w), f rn+n1(w))

= e−λn1−σ(rn−j)dist(f rn+n1(w), f rn+n1(w)) ≤ e−λ
√
rn+n1−jdist(f rn+n1(w), f rn+n1(w))

Ou seja, para todo lrn ≤ j < rn + n1 e y, w ∈ Vrn+n1(x):

dist(f j(w), f j(y)) ≤ βrn+n1−j
(
dist(f rn+n1(w), f rn+n1(w))

)
. (3.18)

Assim, pelas equações (3.17) e (3.18), temos que sempre que n ∈ Nx rn + 1 é um tempo

(β, δ/2, 1)-zooming para x, e Vrn+n1(x) = Vrn+n1(β, δ/2, 1)(x).

Consideraremos agora o caso l ≥ 2. Dado 0 ≤ j < lrn, escreva j = ml + k, com

0 ≤ k < l e m ∈ N ∪ {0}, como Vlrn+n1(x) ⊂ Vrn(η, t, 1)(xn):

dist(f j(w), f j(y)) = dist(fml+k(w), fml+k(y)) = dist(fk(fml(w)), fk(fml(y)))

≤ (Kl)
kdist(fml(w), f (m+1)l(y)) ≤ (Kl)

ke−σl(rn−m)dist(f lrn(w), f lrn(y))

= (Kle
σ)ke−σ(lrn−j)dist(f lrn(w), f lrn(y)) ≤ (Kle

σ)ke−σ(lrn−j)e−λn1dist(f lrn+n1(w), f lrn+n1(y))

≤ e−λ
√
lrn+n1−jdist(f lrn+n1(w), f lrn+n1(w))
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Para todo 0 ≤ j < lrn e y, w ∈ Vrn+n1(x). Ou seja,

dist(f j(w), f j(y)) ≤ βlrn+n1−j
(
dist(f lrn+n1(w), f lrn+n1(w))

)
. (3.19)

dáı, pelas equações 3.17 e 3.19, temos que sempre que n ∈ Nx lrn + 1 é um tempo

(β, δ/2, l)-zooming para x, e Vlrn+n1(x) = Vlrn+n1(β, δ/2, l)(x).

seja Lx = {lrn + n1;n ∈ Nx}, note que:

lim
m→∞

1

m
#{1 ≤ j ≤ m; j ∈ Lx} =

1∫
R0dν

lim
m→∞

1

m
#{1 ≤ j ≤ m; j ∈ Nx} =

ν(V )∫
R0dν

> 0

Como para todo n ∈ Lx e x ∈ U fn(x) ∈ B, isso significa que x ∈ U possui

frequência positiva de tempos de visita (β, δ/2, 1)-Zooming a B. Além disso, como µ ∈
M1

erg(f), temos que µ quase todo x ∈ X possui frequência positiva de tempos de visita

(β, δ/2, 1)-Zooming a B. Portanto, µ é medida (β, δ/2, 1)-Zooming se:µ ∈ E∗(f, 1)

µ ∈ E∗(f, l) para l ≥ 2 e supx∈X\CDf(x) <∞.

Como F é orbita-coerente pelo teorema 2.9 temos que µ é F -levantável para

alguma probabilidade µ ≤ Cµ
∣∣
B

, para alguma constate C ≥ 1. E, além disso, µ é

probabilidade F -ergódica é o único F -levantamento de µ, provando os itens 6 e 7.

Definição 3.18. Aplicações injetivas por partes. Diremos que a aplicação f : X → Y é

injetiva por partes se existe uma cobertura finita {X1, . . . , Xk} de X tal que f
∣∣
Xi

é injetiva

para todo 1 ≤ i ≤ k

Antes de provarmos o corolário do teorema 3.17 necessitamos do seguinte lema:

Lema 3.19 (Semi-continuidade superior para as entropias das medidas Zooming). Seja

f : X 	 uma aplicação tal que f
∣∣
X\C é monótona por partes, α uma contração Zooming, l ∈

N e δ > 0. Se {µn} ∈ M1(f) é uma sequência de medidas (α, δ, l)-Zooming convergindo

para algum µ0 ∈M1(f), com µ0(C) = 0 então hµ0(f) ≥ lim supn→∞ hµn(f).

Demonstração. Tomando uma subsequência se necessário, podemos assumir que

lim
n→∞

hµn(f) = a0 ≥ 0,

seja {X1, . . . Xk} a cobertura finita de X \ C tal que f
∣∣
Xi

é injetiva pelo Lema 9.7 de [21]

temos que existem abertos Y = {Y1, Y2, . . . , Yk} tais que X \C = Y1∪Y2∪· · ·∪Yk, Yj ⊆ Xj

e µ0(∂Yj) = 0 para todo 1 ≤ j ≤ k. Portanto f
∣∣
Yj

é injetiva.

Seja x ∈ X \ C defina V(x) := {Y ∈ Y ;x ∈ Y }, Y(x) :=
⋂
Y ∈V(x) Y , e por fim

definiremos a partição Q gerada por Y como: Q := {Y(x);x ∈ X \ C}.
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Afirmação 3. Se p possui infinitos tempos (α, δ, l)-zooming e P é partição de X \ C com

diam(P) < δ e Q � P então:

lim
n→∞

diam(Pn(p)) = 0.

Demonstração. Seja N(p) = {j ∈ N; p ∈ Zj(α, δ, l)}, se n ∈ N(p), então existe uma

pré bola zooming Vn(α, δ, l)(p), tal que fnl
∣∣
Vn(α,δ,l)(p)

é homeomorfismo entre Vn(α, δ, l)(p)

e Bδ(f
ln(p)), além disso,

(
fnl
∣∣
Vn(α,δ,l)(p)

)−1

é uma αn-contração. Como f ln
∣∣
Pn(p)

é inje-

tiva, f ln(Pin(p)) ⊂ P(f ln(p)) ⊂ Bδ(f
ln(p)) = f ln(Vi(p)),assim, Pln(p) ⊂ Vi(p). E como

diam(Vn(p)) ≤ αn(2δ). Teremos que limn→∞ diam(Pln(p)) ≤ limn→∞ αn(2δ) = 0, como

diam(Pn+1(p)) ≤ diam(Pn(p)), temos que limn→∞ diam(Pn(p)) = 0.

Afirmação 4. Se P é partição de X \ C com Q � P e diamP < δ, então P é partição

geradora para toda probabilidade fracamente (α, δ, l)-Zoomingg.

Demonstração. Dados um Borel mensurável A, uma medida fracamente (α, δ, l)-Zoomingg

µ e ε > 0, seja K ⊂ A∩lim supj→∞Zj(α, δ, l) um conjunto fechado tal que µ(A\K) < ε/2,

e seja U conjunto aberto, tal que U ⊃ A e µ(U \ A) < ε/2.

Dado x ∈ K, da afirmação 3 temos que k(x) = min{j ∈ N;Pj(x) ⊂ U} está

bem definido. Portanto, definindo Aε =
⋃
x∈K Pk(x)(x), note que Aε ⊂

⋃
j Pj(x) é aberto,

portanto mensurável. Assim, µ(A∆Aε) = µ(A\Aε)+µ(Aε\A) ≤ µ(A\K)+µ(U \A) < ε,

portanto P é partição geradora para µ.

Definindo P como o conjunto de todas as partições mensuráveis finitas de X \ C
tal que Q � P , diam(P) < δ e µ0(P ) = 0 ∀P ∈ P , hµ0(f,P) > hµ0(f) − ε. Observe

que como Q ∈ P, e P ∨ Q ∈ P para todo P com diam(P) < δ teremos que hµ0(f) =

sup{hµ0(f,P), p ∈ P}. Além disso, Pela Afirmação 4 temos que hµn(f) = hµn(f,P) para

todo P ∈ P.

Dado ε > 0 escolha P ∈ P tal que hµ0(f) − ε < hµ0(f,P). Como µ0(∂P ) = 0

para todo P ∈ P temos que M1(f) 3 ν 7→ hν(f,P) é semicont́ınua superior em µ0. Dáı

hµ0(f) > hµ0(f,P)− ε ≥ limn→∞ hµn(f,P)− ε = a0 − ε.

Corolário 3.20. Suponha que f é fortemente transitiva, e supx∈X\CDf(x) < ∞. Se

{µn}n ∈ E(f) é uma sequência convergindo para algum µ0 ∈ M1(f), então hµ0(f) ≥
lim supn→∞ hµn(f).

Demonstração. Utilizando o mesmo argumento do corolário 3.15 e o lema A.13, trocando

f por f l, se necessário, podemos assumir que fn é fortemente transitiva para todo n ∈ N.

Além disso, se µ1 ∈ E(f, k), trocando f por fk, podemos assumir que µ1 ∈ E(f, 1). Ou

seja, ao longo da prova deste corolário assumiremos que µ1 ∈ E(f, 1) e fn é fortemente

transitiva para todo n ∈ N.
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Seja λ, δ > 0 tais que µ1 é uma medida (%, δ, 1)-zooming, com % = {%n}n, e

%n(r) = e2λnr. Do teorema 3.17, temos que toda probabilidade ν ∈ E∗(f) é (β, δ/2, 1)-

zooming, onde β = {βn}n, e βn(r) = e−λ
√
n.

Pela proposição 3.14 podemos escolher uma sequência {µ∗n}n ∈ E∗(f), tal que

µ∗n → µn e limn→∞ |hµn(f)− hµ∗n(f)| = 0. Como a sequência {µ∗n}n é (β, δ/2, 1)-zooming,

do lema 3.19 temos que hµ0(f) ≥ lim supn→∞ hµ∗n = lim supn→∞ hµn .



Caṕıtulo 4

Medidas de máxima entropia para

uma aplicação de Markov induzida

completa.

4.1 Pressão para o shift Σ+
∞.

Nessa seção discutiremos algumas estimativas feitas por [21] sobre o limite supe-

rior do log de sequências positivas.

Lema 4.1. Seja {bn}n sequência de reais positivos. Se {an}n ∈ [0, 1] é tal que
∑∞

n=1 an = 1

e lim supk→∞
∑k

n=1 anbn <∞então

lim sup
k→∞

k∑
n=1

an log bn < log

(
lim sup
k→∞

k∑
n=1

anbn

)

ou existe β > 0 tal que anbn = anβ para todo n ∈ N e
∑∞

n=1 an log bn = log
∑∞

n=1 anbn =

log β.

Demonstração. Pela concavidade da função log, para todo a1, a2 ∈ (0, 1) e b1b2 ∈ (0,∞),

com a1 + a2 = 1 e β1 6= b2 temos que

a1 log b1 + a2 log b2 < log(a1b1 + a2b2) (4.1)

claro que se b1 = b2 = β então log(a1b1 + a2b2) = log β.

Afirmação 5. Se {α1,. . . ,αk} ∈ (0, 1) e
∑k

n=1 αn = 1, então para todo {β1, . . . , βk} ∈
(0,∞) temos

k∑
n=1

αn log βn ≤ log
k∑

n=1

αnβn.

51
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Demonstração. Pela Equação 4.1, a afirmação é verdadeira se k = 2 e b1 6= b2. E a

afirmação é trivial para o caso b1 = b2 = β.

Seja k ≥ 3, Por hipótese de indução, assuma que a afirmação é verdadeira para

2 ≤ j < k. Seja {α1,. . . ,αk} ∈ (0, 1) tal que
∑k

n=1 αn = 1 e {β1, . . . , βk} ∈ (0,∞).

Tomando γ =
∑k

n=2 αn =
∑k−1

n=1 αn+1, da hipótese de indução temos que:

k−1∑
n=1

αn+1

γ
log βn+1 ≤ log

k−1∑
n=1

αn+1

γ
βn

note que γ + α1 = 1, dáı, como o resultado foi estabelecido para o caso k = 2, se ρ1 = β1

e ρ2 =
∑k−1

n=1
αn+1

γ
βn temos que

α1 log ρ1 + γ log ρ2 ≤ log(α1ρ1 + γρ2).

Donde

α1 log β1 + γ log
k−1∑
n=1

αn+1

γ
βn ≤ log

(
α1β1 + γ

k−1∑
n=1

αn+1

γ
βn

)
.

Portanto,

k∑
n=1

αn log βn = α1 log β1 + γ
k−1∑
n=1

αn+1

γ
log βn+1 ≤ α1 log β1 + γ log

k−1∑
n=1

αn+1

γ
βn

≤ log
(
α1β1 + γ

k−1∑
n=1

αn+1

γ
βn

)
= log

k∑
n=1

αnβn

Segue a afirmação:

Agora será provado uma versão mais fraca do lema.

Afirmação 6. Se
∑∞

n=1 an = 1 para uma sequência {an}n ∈ [0, 1], então para toda

sequência {bn}n de reais positivos, temos

lim sup
k→∞

k∑
n=1

an log bn ≤ log

(
lim sup
k→∞

k∑
n=1

anbn

)

Demonstração. Tomando αk :=
∑k

n=1 an, da afirmação 5 temos

k∑
n=1

an log bn = γk

k∑
n=1

an
γk

log bn ≤ γk log
k∑

n=1

an
γk
bn = γk log

1

γk
+ γk log

k∑
n=1

anbn

Como limk→∞ γk = 1, temos que limk→∞ γk log(1/γk) = 0, portanto,

lim sup
k→∞

k∑
n=1

an log bn ≤ lim sup
k→∞

log
k∑

n=1

anbn = log

(
lim sup
k→∞

k∑
n=1

anbn

)
.

Segue a afirmação:
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Se anbn = anβ para todo n ∈ N, então trivialmente
∑∞

n=1 an log bn = log
∑∞

n=1 anbn =

log β. Portanto, podemos assumir que dado β ∈ R existem naturais n1 < n2, tais que

an1bn1 6= an1β e an2bn2 6= an2β, donde an1 6= 0 6= an2 e bn1 6= bn2 . Se an1 + an2 = 1 da

equação (4.1) segue o resultado. Portanto, podemos assumir que γ :=
∑∞

n=1 an − (an1 +

an2) > 0. Dáı, da afirmação 6, temos que

lim sup
k→∞

k∑
n=1

an log bn = an1 log bn1 + an2 log bn2 + γ lim sup
k→∞

∑
n∈{1,...k}\{n1,n2}

an
γ

log bn

≤ an1 log bn1 + an2 log bn1 + γ log

(
lim sup
k→∞

∑
n∈{1,...k}\{n1,n2}

an
γ
bn

)
Tomando α = an1 + an2 , da Equação (4.1), temos que

an1 log bn1 + an2 log bn2 = α

(
an1

α
log b1 +

an2

α
log b2

)
< α log

(
an1

α
b1 +

an2

α
b2

)
Portanto,

lim sup
k→∞

k∑
n=1

an log bn < α log

(
an1

α
b1 +

an2

α
b2

)
+ γ log

(
lim sup
k→∞

∑
n∈{1,...k}\{n1,n2}

an
γ
bn

)
︸ ︷︷ ︸

?

pela afirmação 5, temos que

? ≤ log

(
α

(
an1

α
b1+

an2

α
b2

)
+γ

(
lim sup
k→∞

∑
n∈{1,...k}\{n1,n2}

an
γ
bn

))
= log

(
lim sup
k→∞

k∑
n=1

anbn

)

Portanto, lim supk→∞
∑k

n=1 an log bn < log(lim supk→∞
∑k

n=1 anbn).

Proposição 4.2. Seja L ⊂ N e {βn}n∈L uma sequência de reais positivos tal que
∑

n∈L βn <

∞, definindo L(k) = L ∩ {1, . . . k}. Se {an}n∈L ∈ [0, 1] é tal que
∑

n∈L an = 1, então

lim sup
k→∞

∑
n∈L(k),an 6=0

an log(βn/an) ≤ log
∑
n∈L

βn.

Além disso,∑
n∈L

an log(βn/an) = log
∑
n∈L

βn ⇐⇒ an =
βn∑
m∈L βm

> 0 ∀n ∈ L.

Demonstração. Trocando as sequências {an}n∈L e {βn}n∈L por {a′n}n∈N e {β′n}n∈N se ne-

cessário, podemos assumir que L = N. Onde

a′n =

an se n ∈ L

0 se n 6∈ L
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e

β′n =

βn se n ∈ L

0 se n 6∈ L

Essa proposição é uma aplicação do lema 4.1 à sequência {bn}n∈N, onde

bn =


βn
an

se an 6= 0

1 se an = 0

Suponha que existe n1 6= n2 ∈ N tal que an1 6= 0 6= an2 e bn1 6= bn2 . Nesse caso,

do lema 4.1:

lim sup
k→∞

∑
1≤n≤k,an 6=0

an log(βn/an) = lim sup
k→∞

k∑
n=1

an log bn < log

(
lim sup
k→∞

k∑
n=1

anbn

)

= log
∑

n∈N,an 6=0

βn ≤ log
∞∑
n=1

βn

Suponha agora que existe β > 0 tal que anbn = anβ, e todo ∈ N. Nesse caso,

βn = anβ sempre que an 6= 0. Dáı,

∑
n∈N,an 6=0

βn =
∑

n∈N,an 6=0

anβ = β

E ∑
n∈N,an 6=0

an log(βn/an) =
∞∑
n=1

an log(β) = log β = log
∑

n∈N,an 6=0

βn.

Donde se an 6= 0 ∀n ∈ N:

∑
n∈N

an log(βn/an) = log
∑
n∈N

βn

E

an =
βn∑

m∈N βm
> 0 ∀n ∈ N.

Se an = 0 para algum n natural, tal que βn > 0

lim sup
k→∞

∑
1≤n≤k,an 6=0

an log(βn/an) =
∑

n∈N,an 6=0

an log(βn/an) = log
∑

n∈N,an 6=0

βn < log
∞∑
n=1

βn

provando a proposição.
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4.2 Entropia de aplicações de Markov induzidas com-

pletas.

O objetivo dessa seção é a obtenção de uma probabilidade F -invariante ν0 que

possui entropia normalizada máxima. Os cálculos dessa seção foram originalmente obtidos

por [21].

Para todo r ≥ 1 defina:

Ar =

{
{an}n∈N; an > 0∀n ∈ N e

∞∑
n=1

an ≤ 1 ≤ r ≤
∞∑
n=1

nan

}
Além disso, seja H[0, 1]→ [0, 1] dado por

H(x) =

0 se x = 0

x log(1/x) se x 6= 0

Lema 4.3.

lim
r→∞

(
sup

{
lim
m→∞

(∑m
n=1H(an)∑m
n=1 nan

)
; {an} ∈ Ar

})
= 0. (4.2)

Demonstração. Para todo n ∈ N defina Un = {j ∈ N; j−(n−1) > aj > j−n}, e N0 =

{j ∈ N;Uj 6= ∅}. Note que {Un;n ∈ N0} é uma partição de N. ou seja N =
⋃
n∈N0
Un

e Um ∩ Un = ∅ sempre que n 6= m. Para todo n ∈ N0, defina un = minUn. Ou seja,

un é o menor natural j tal que aj ∈ ( 1
jn
, 1
j(n−1) ). Escreva N0 = {n1 < n2 < . . . }, com

n1 < n2 < n3 < . . . . Note que unj ≥ j.

Vamos achar uma cota superior para o numerador da equação (4.2). Se nk ≤ 3

e j ∈ Unk temos que como aj > j−nk , temos que H(aj) = aj log(1/aj) ≤ nkaj log(j) ≤
3aj log(j). Definindo Γ3 := {k ∈ N;nk ≤ 3}, temos que #Γ3 ≤ 3, portanto∑

k∈Γ3

( ∑
j∈Unk∩{1,...,m}

H(aj)

)
≤ 9

m∑
j=1

aj log(j). (4.3)

Suponha agora nk ≥ 4. Nesse caso, para todo j ∈ Unk , como aj < j−(nk−1) e

aj > j−nk temos que H(aj) = aj log(1/aj) ≤ nk log(j)j−(nk−1) ≤ nkj
−(nk−2). Donde∑

j∈Unk

H(aj) ≤
∑
j∈Unk

nj
jnk−2

≤
∑
j≥unk

nj
jnk−2

≤ nk

(
1

(unk + 1)nk
+

∫ ∞
unk

1

xnk−2
dx

)

= nk

(
1

(unk + 1)nk
+

1

(nk − 3)unk−3
nk

)
≤ 2

nk
nk − 3

(
1

unk

)nk−3

≤ 8

(
1

unk

)nk−3

como unk > k temos que 8( 1
unk

)nk−3 ≤ ( 1
k
)nk−3 ≤ ( 1

k
)k−3. Dáı,

∑
k∈N0\Γ3

(∑
j∈Uk

H(an)

)
≤ 8

∑
k∈N0\Γ3

(
1

k

)k−3

≤ 8
∞∑
k=1

(
1

k

)k−3

≤ 8

(
1 +

∞∑
k=2

(
1

2

)k−3
)

= 40
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Portanto, ∑
k∈N0\Γ3

(∑
j∈Uk

H(an)

)
≤ 40 (4.4)

Das equações (4.3) e 4.4 temos que∑m
n=1 H(an)∑m
n=1 nan

=

∑
n∈Γ3∩{1,...,m}H(an)∑m

n=1 nan
+

∑
n∈{1,...,m}\Γ3

H(an)∑m
n=1 nan

≤ 9

∑m
n=1 an log(n)∑m

n=1 nan
+

40∑m
n=1 nan

≤ 9

∑m
n=1 an log(n)∑m

n=1 nan
+

40

r

Portanto,

0 ≤ sup

{
lim
m→∞

(∑m
n=1H(an)∑m
n=1 nan

)
; {an} ∈ Ar

}
≤ 40

r
+9 sup

{
lim
m→∞

(∑m
n=1 an log(n)∑m

n=1 nan

)
; {an} ∈ Ar

}
Assim, para terminar a prova do lema, precisamos apenas mostrar que

lim
r→∞

(
sup

{
lim
m→∞

(∑m
n=1 an log(n)∑m

n=1 nan

)
; {an} ∈ Ar

})
= 0

Note que para todo 1 < m0 < m e {an}n ∈ Ar, temos que

m∑
n=1

an log(n) ≤ log(m0)

(
m0−1∑
n=1

an

)
︸ ︷︷ ︸

≤1

+
m∑

n=m0

an log(n)

≤ log(m0) +
m∑

n=m0

nan
log(n)

n
≤ log(m0) +

log(m0)

m0

m∑
n=1

nan.

Donde ∑m
n=1 an log(n)∑m

n=1 nan
≤ log(m0)∑m

n=1 nan
+

log(m0)

m0

≤ log(m0)

r
+

log(m0)

m0

Assim, dado ε > 0 seja m0 tal que log(m0)
m0

< ε. Donde, para todo m > m0, temos

que ∑m
n=1 an log(n)∑m

n=1 nan
≤ log(m0)

r
+ ε

Portanto,

0 ≤ lim
r→∞

(
sup

{
lim
m→∞

(∑m
n=1 an log(n)∑m

n=1 nan

)
; {an} ∈ Ar

})
≤ ε ∀ε > 0

concluindo a demonstração do lema.

Seja (F,B,P) uma aplicação de Markov induzida completa para uma aplicação

f e tempo induzido R. Dado l ∈ N seja Pl o cilindro de ordem l de C. Ou seja,

Pl =
l−1∨
j=1

F j(P).
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Observe que (F l, B,Pl) é uma aplicação de Markov induzida completa para uma aplicação

f , pela observação 2, F l possui tempo induzido dado por

Rl(x) =
l−1∑
n=0

R ◦ F n(x).

Seja ν ∈M1(F ) e U uma partição e r : U → N tal que para todo n natural temos

que #{P ∈ U ; r(P ) ≤ n} <∞. Defina:

Hν(U , r) = lim sup
n→∞

∑
P∈U ,r(P )≤nH(ν(P ))∑
P∈U ,r(P )≤n r(P )ν(P )

(4.5)

Note que, se
∑

P∈U H(ν(P )) <∞, então

Hν(U , r) =

∑
P∈U H(ν(P ))∑
P∈U r(P )ν(P )

∈ R

mesmo se
∑

P∈U r(p)ν(P ) = ∞ (Nesse caso Hν(U , r) = 0). Denotaremos Hν(P) =∑
P∈U H(ν(P )).

Definição 4.4 (Entropia normalizada). A entropia normalizada de µ ∈M1(F ) é definida

como

hν(F,R) := inf{Hν(Pl, Rl); l ∈ N}

Definição 4.5.

M1
∗(F ) := {ν ∈M1(F );Hν(P) <∞}

.

Para todo µ ∈M1
∗(F ) temos que

Hν(Pl, Rl) =
Hν(Pl)∫
Rldν

=
1
l
Hν(Pl)∫
Rdν

(4.6)

Como P é uma partição geradora para F , a sequência %l = Hν(Pl) é subaditiva

e pela equação (4.6), temos que

hν(F,R) =
inf l

1
l
Hν(Pl)∫
Rdν

=
hν(F )∫
Rdν

, ∀ν ∈M1
ν(F ) (4.7)

Dado ν ∈ M1(F ), temos que {Hν(Pl, Rl); l ∈ N} ⊃ {Hν(Pnl, Rnl); l ∈ N}, e

portanto para todo n ∈ N e ν ∈M1(F ) temos que

hν(F,R) ≤ hν(F
n, Rn). (4.8)

Seja M1(f, F ) o conjunto de todas as probabilidades de Borel f -invariantes e

F -levantáveis. Defina:

h(f, F ) = sup{hµ(f);µ ∈M1(f, F )}
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Lema 4.6. hν(F,R) ≤ Hν(P , R) ≤ h(f, F ) ∀ν ∈M1(F )

Demonstração. Dado ν ∈ M1(F ), seja νn a probabilidade de Bernoulli gerada pela dis-

tribuição de massa mn : P → R dada por

mn(P ) =
ν(P ∩ {R ≤ n})
ν({R ≤ n})

.

observe que, como
∑

P∈P,R(P )≤nmn(P ) =
∑

P∈P,R(P )≤n
ν(P∩{R≤n})
ν({R≤n}) = 1, temos que

Hνn(P) =
∑
P∈P

H(νn(P )) =
∑

P∈P,R(P )≤n

H(νn(P ))

=
∑

P∈P,R(P )≤n

ν(P )

ν({R ≤ n})

(
log

(
1

ν(P )

)
− log

(
1

ν({R ≤ n})

))

=

(
1

ν({R ≤ n})
∑

P∈P,R(P )≤n

H(ν(P ))

)
− log

(
1

ν({R ≤ n})

)
.

Além disso, ∫
Rdνn =

1

ν({R ≤ n}

∫
R≤n

Rdν.

Donde
Hνn(P)∫
Rdνn

=

∑
P∈P,R(P )≤nH(ν(P ))∫

{R≤n}Rdν
− H(ν({R ≤ n}))∫

{R≤n}Rdν
(4.9)

Como

0 ≤ lim
n→∞

H(ν({R ≤ n}))∫
{R≤n}Rdν

≤ lim
n→∞

H(ν({R ≤ n})) = 0

tirando o lim sup na Equação (4.9) obtemos

Hν(P , R) = lim sup
n→∞

Hνn(P)∫
Rdνn

Como
∫
Rdνn ≤ n < ∞, νn é o F -levantamento de uma probabilidade f -

invariante

µn :=
1∫
Rdνn

∞∑
j=0

f j∗
(
νn
∣∣
R>j

)
∈M1(f, F ).

Portanto, pela formula de Abramov generalizada (provada no teorema 5.1 de [28]), temos

que hνn(F ) = hµn(f)
∫
Rdνn < ∞. Como νn é probabilidade F -invariante de Bernouli

gerada pela partição P , temos que hνn(F ) = Hνn(P) e, portanto,

Hνn(P)∫
Rdνn

=
hνn(F )∫
Rdνn

= hµn(f) ≤ h(f, F ),∀n ∈ N

dáı, hν(F,R) = inf lHν(F
l, Rl) ≤ Hν(P , R) ≤ h(f, F )
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Corolário 4.7. h(f, F ) = sup{hν(F,R); ν ∈M1(F )}

Demonstração. Dado µ ∈ M1(f, F ) existe µ̄ ∈ M1(F ) tal que
∫
Rdµ̄ < ∞ e µ =

1∫
Rdµ̄

∑∞
j=0 f

j
∗ (µ̄
∣∣
R>j

). Pela formula generalizada de Abramov (provada no teorema 5.1

de [28]), temos que hµ̄(F ) = hµ(f)
∫
Rdµ̄ < ∞. Donde µ̄ ∈ M1

∗(F ). Portanto, usando a

equação 4.7 e o lema 4.6 temos que

h(f, F ) = sup{hµ(f);M1(f, F )} = sup

{
hµ̄(F )∫
Rdµ̄

;µ ∈M(f, F )

}

= sup{hµ̄(F,R);µ ∈M1(f, F )} ≤ sup{hν(F,R); ν ∈M1(F )} ≤ h(f, F )

donde

h(f, F ) = sup{hν(F,R); ν ∈M1(F )}

provando o corolário.

Teorema 4.8. Se (F,B,P) é uma aplicação de Markov induzida completa, com tempo

induzido R então
∑∞

n=1 #{R = n}e−h(f,F )n = 1 e existe uma única probabilidade F -

invariante ν0, tal que

hν0(F,R) = h(f, F ) (4.10)

Além disso,

1. ν0 é a probabilidade de Bernoulli dada por ν0(P ) = e−h(f,F )R(P ), para todo P ∈ P,

em particular suppν0 =
⋃
P∈P P ;

2. se
∫
Rdν0 <∞, então

(a). µ0 = 1∫
Rdν0

∑∞
j=0 f

j
∗

(
ν0

∣∣
R>j

)
é uma probabilidade f -invariante

(b). δ(F ) := 1∫
Rdν0

∑∞
n=1 H(ν0({R = n})) ∈ (0, h(f, F ))

(c). Para todo t > h(f, F ) − δ(F ) existe Ct tal que
∫
Rdµ̄ ≤ Ct onde µ̄ é o F -

levantamento de uma probabilidade µ ∈M1(f, F ) com hµ(f) ≥ t

3. se lim supn→∞
1
n

log #{R = n} < h(f, F ), então
∫
Rdν0 < ∞ e a medida µ0 dada

pelo item 2(a). possui decaimento exponencial de correlações.

Demonstração. Defina N(k) = {1 ≤ n ≤ k + 1; {R = n} 6= ∅}. Seja ν probabilidade

F -invariante, das definições de Hν(P , R) e hν(F,R), temos que

hν(F,R) ≤ Hν(P,R) = lim sup
k→∞

∑
n∈N(k)

∑
R(P )=n,P∈P H(ν(P ))∑

n∈N(k) nν({R = n})︸ ︷︷ ︸
?

(4.11)
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Agora, vamos encontrar estimativas para a razão dada por (?). De fato, a ex-

pressão dada por (?) é limitada pela soma das equações∑
n∈N(k) H(ν({R = n}))∑
n∈N(k) nν({R = n})

(4.12)

e ∑
n∈N(k)

(
ν({R = n})

∑
R(P )=n,P∈P H( ν(P )

ν{R=n})
)

∑
n∈N(k) nν({R = n})

(4.13)

As equações (4.12) e (4.13) refletem a comparação entre a complexidade do conjunto

{R = n} e a distribuições dos ńıveis. Pela concavidade estrita da função log, temos que

a equação 4.13 é limitada por∑
n∈N(k) ν({R = n}) log #{R = n}∑

n∈N(k) nν({R = n})
(4.14)

e a igualdade vale se e somente se

ν(P ) =
ν({R = n})
#{R = n}

, ∀P ∈ P com R(P ) = n.‘ (4.15)

Portanto,

(4.12) + (4.13) ≤

∑
n∈N(k) ν({R = n})

(
log #{R = n} − log({R = n})

)
∑

n∈N nν({R = n})
(4.16)

E a igualdade ocorre se e somente se ν for dada pela equação (4.15).

Para k ∈ N ∪ {∞}, defina:

A(k) :=
{
{an}n; an ∈ [0, 1] ∀n ∈ N, an = 0∀n 6∈ N(k), e

∑
n∈N(k)

an = 1
}
.

Para todo A = {an}n ∈ A(∞), seja νA a probabilidade de Bernoulli F -invariante gerada

pela distribuição de massa m(P ) = an
#{R=n} , para todo P ∈ P com R(P ) = n e n ∈ N(∞)

dáı, definindo

c := sup

{
lim sup
k→∞

∑
n∈N(k) an(log #{R = n} − log an)∑

n∈N nan
; {an}n ∈ A(∞)

}
,

das equações (4.11) e (4.16), O lema 4.6 e corolário 4.7, temos que

c = sup{HνA(P , R);A ∈ A(∞)} = sup{Hν(P , R); ν ∈M1(F )} = h(f, F ). (4.17)

Além disso,

sup

{
lim sup
k→∞

∑
n∈N(k)

an(log #{R = n} − nc− log an); {an}n ∈ A(∞)

}
= 0 (4.18)
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Dado k ∈ N, defina tk =
∑k

n=1 e
−cn#{R = n} < ∞, e defina {γn}n ∈ A(∞)

como

γn =


e−cn#{R=n}

tk
se n ∈ A(k)

0 se n 6∈ A(k)

Da equação (4.18), temos que

0 ≥
∑
n∈N(k)

γn(log #{R = n} − nc− log γn) =
∑
n∈N(k)

γn log tk = log tk,

donde tk ≤ 1, ∀k ∈ N. portanto t :=
∑∞

n=1 e
−cn#{R = n} ≤ 1. Assim, pela pro-

posição 4.2, para L(k) = N(k) e βn = #{R = n}e−cn. Temos que, se an ∈ A(∞),

então

lim sup
k→∞

∑
n∈N(k)

an(log #{R = n}−nc−log an) = lim sup
k→∞

∑
n∈N(k),an 6=0

an log

(
e−cn#{R = n}

an

)

≤ log

(
∞∑
n=1

e−cn#{R = n}

)
= log t,

e

lim sup
k→∞

∑
n∈N(k)

an(log #{R = n} − nc− log an) = log t ⇐⇒ an =
#{R = n}e−cn

t
.

Em particular, usando a equação (4.18):

log t = sup

{
lim sup
k→∞

∑
n∈N(k)

an(log #{R = n} − nc− log an); {an}n ∈ A(∞)

}
= 0,

donde
∞∑
n=1

e−cn#{R = n} = 1,

portanto, se an ∈ A(∞):

lim sup
k→∞

∑
n∈N(k)

an(log #{R = n} − nc− log an) = 0 ⇐⇒ an = e−cn#{R = n}. (4.19)

Das equações (4.15), (4.16), (4.19) e (4.17) temos que, se ν ∈M1(F ), então

Hν(P , R) = h(f, F ) ⇐⇒ ν(P ) = e−h(f,F )R(P ) ∀P ∈ P . (4.20)

Em particular, se nu0 é a probabilidade de Bernoulli F -invariante, definida pela

distribuição de massa m(P ) = e−h(f,F )R(P ), ∀P ∈ P , da equação (4.20), temos que ν0 é a

única probabilidade de Bernouli F -invariante, satisfazendo 4.10. Portanto, foi provada a

seguinte afirmação:
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Afirmação 7. Dada uma aplicação de Markov induzida completa (F̃ , B̃, P̃), de tempo in-

duzido R̃, a probabilidade de Bernoulli F -invariante ν dada por ν(P ) = e−h(f̃ ,F̃ )R̃(P̃ ), ∀P̃ ∈
P̃ é a única probabilidade F -invariante de Bernoulli, satisfazendo H(P̃ , R̃) = h(f̃ , F̃ ).

Seja ν ∈ M1(F ) que satisfaz (4.10), com ν 6= ν0, então, existe l ≥ 1 e um

elemento de P ∈ Pl tal que ν(P ) 6= ν0(P ), seja ν̄ probabilidade de Bernoulli, F l-invariante,

obtida pela distribuição de massa m(P ) = ν(P ) nos cilindros P ∈ Pl. Observe que

ν0 é probabilidade de Bernoulli F l-invariante. Da equação (4.8) temos que hν(F,R) ≤
hν(F

l, Rl) e hν0(F,R) ≤ hν0(F l, Rl). Da definição de ν̄ temos que Hν(Pl, Rl) = Hν̄(Pl, Rl).

Usando o lema 4.6 e o corolário 4.7, obtemos que h(f, F ) = h(f, F l), donde

h(f, F l) = h(f, F ) = hν(F,R) ≤ hν(F
l, Rl) ≤ Hν(Pl, Rl) = Hν̄(Pl, Rl) ≤ h(f, F l),

similarmente;

h(f, F l) = h(f, F ) = hν0(F,R) ≤ hν0(F l, Rl) ≤ Hν0(Pl, Rl) ≤ h(f, F l),

portanto,

Hν0(Pl, Rl) = h(f, F l) = Hν̄(Pl, Rl). (4.21)

Assim, como ν̄,ν0 são probabilidades F l-invariantes de Bernoulli distintas, a equação 4.21

contradiz a Afirmação 7. Portanto, ν0 é a única probabilidade em M1(F ) satisfazendo

Hν(P , R) = h(f, F ), provando o Item 1.

Suponha, agora,
∫
Rdν0 < ∞. O item (a) é um resultado conhecido (vide

seção 1.10); o item (b) vem do fato de δ(F ) ≤ hν0 (F )∫
Rdν0

= Hν0(P , R) = h(f, F ). Seja

t ∈ (h(f, F )− δ(F ), h(f, F )), considere a sequência {µl}l ∈ M(f, F ), tal que hµl(f) ≥ t.

Seja µ̄l ∈ M1(F ) o F -levantamento de µl. Suponha que liml→∞
∫
Rdµ̄l = ∞, pelo

lema 4.3,

lim
l→∞

lim
k→∞

(∑
n∈N(k) H(µ̄l({R = n}))∑m

n=1 nµ̄l({R = n})

)
= 0.

E, pelas equações (4.11), (4.12) e (4.14), e a definição de ν0, temos que

t ≤ lim
l→∞

hµ̄l(F )∫
Rdµ̄l

= 0 + lim
l→∞

lim
k→∞

∑
n∈N(k) µ̄l({R = n}) log #{R = n}∑

n∈N(k) nµ̄l({R = n})

≤ lim
k→∞

∑
n∈N(k) ν0({R = n}) log #{R = n}∑

n∈N(k) nν0({R = n})
=

hν0∫
Rdνl

− δ(f) = h(f, F )− δ(F )

Absurdo, provando, assim, o Item 2.

Como
∑∞

n=1 e
−h(f,F )n#{R = n} = 1, temos que

lim sup
n→∞

1

n
log #{R = n} ≤ h(f, F )
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Além disso, como ν0({R = n}) = e−h(f,F )n#{R = n}:∫
Rdν0 =

∞∑
n=1

ne−h(f,F )n#{R = n}

dáı, definindo r := lim supn→∞
1
n

log #{R = n} ≤ h(f, F ), e tomando ε > 0, tal

que r < h(f, F )− ε, existe n0 ≥ 1, tal que

ν0({R > n}) =
∑
k>n

ke−h(f,F )k#{R = k} ≤
∑
k>n

ke−h(f,F )kenr ≤

∑
k>n

ke−εk ≤
∑
k>n

e−εk/2 =
e
ε
2
n

1− e−ε/2
, ∀n ≥ n0 (4.22)

donde
∫
Rdν0 <∞, e o decaimento exponencial das correlações está associado a Equação (4.22).



Caṕıtulo 5

Unicidade dos estados de equiĺıbrio

expansores

O objetivo desse caṕıtulo é apresentar os resultados sobre estados de equiĺıbrio

expansores de aplicações C1+ fortemente transitivas, obtidos por [21]. Nessa seção será

demonstrado que se M é uma variedade riemaninana, f : M → M é uma aplicação

C1+, não-flat e fortemente transitiva, então f possui no máximo um estado de equiĺıbrio

expansor. Além disso, será demonstrado que as definições de medidas expansoras 1.8 e 3.5

são equivalentes para uma aplicação C1+, não-flat, fortemente transitiva, definida em uma

variedade riemanniana.

Definição 5.1 (n-variação). Seja (F,B,P) uma aplicação de Markov induzida completa,

dada uma função Φ :
⋃
P∈P P → R, defina a n-variação de Φ por

Vn(Φ) = sup{|Φ(x)− Φ(y)|;x, y ∈ Q e Q ∈ Pn}.

Definição 5.2. Um potencial Φ possui variação somável se
∑

n∈N Vn(Φ) <∞.

5.1 Shift topológico de Markov e Pressão Gurevich.

Nessa seção, mostraremos a definição da pressão de Gurevich de um potencial

definido em um shift topológico de Markov, que será instrumental para a prova da pro-

posição 5.9. Nessa seção seguiremos [26] na definição de pressão de Gurevich.

Ao longo dessa seção S será um conjunto enumerável e A = (tab)S×S será uma

matriz, tal que tab ∈ {0, 1} além disso A não possui nenhuma coluna ou linha preenchida

apenas com zeros.

Definição 5.3 (Shifts topológicos de Markov.). O shifts topológicos de Markov (STM)

com um conjunto de estados S e uma matrix de transição A = (tab)S×S é o conjunto

Σ+
A = {x ∈ SN∪{0}; txixi+1

= 1,∀i ≥ 0}.
64
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equipada com a topologia gerada pela coleção de cilindros

[a0, a1, . . . an−1] := {x ∈ Σ+
A;xi = ai, 0 ≥ i ≥ n− 1} , n ∈ N e a0, a1, . . . an−1 ∈ S

e possuindo uma aplicação de deslocamento a esquerda σ : (x0, x1, . . . )→ (x1, x2, . . . ). Se

a matriz A = (tab)S×S não possuir entradas nulas então a STM será chamada de shift

completo.

Definição 5.4 (Palavras). Uma palavra de comprimento n ∈ N em um alfabeto S é

um elemento (a0, . . . , an−1) ∈ Sn. A palavra é dita admisśıvel com relação a uma ma-

triz de transição A se o cilindro que a palavra define é não vazio ou, equivalentemente,

(a0, . . . , an−1) é admisśıvel se e somente se
∏n−1

j=1 taj−1aj = 1.

Notação 3. Seja a, b ∈ S, escreveremos a
n−→ b se existir uma palavra admisśıvel de

comprimento n+ 1 que começa em a e termina em b.

Lembre-se que uma aplicação cont́ınua h : Y 	, definida em um espaço topológico

Y é topologicamente mixing, se para todo o par de abertos U, V ⊆ Y existe n0 ∈ N
dependendo apenas de U e V , tal que, se N ≥ n0, então U ∩ T−n(V ) 6= ∅. Diremos

que o STM Σ+
A será topologicamente mixing, se o deslocamento a esquerda σ : Σ+

A 	 for

topologicamente mixing. Pela proposição 1.1 de [26] se Σ+
A é um STM com um conjunto

de estados S e matriz de transição A = (tab)S×S, então Σ+
A é topologicamente mixing se

e somente para todo a, b ∈ S existe na,b, tal que, se n ≥ na,b então a
n−→ b. Em particular,

todo shift completo é topologicamente mixing.

Exemplo 2 (Aplicação de Markov induzida completa.). Seja (F,B,P) uma aplicação de

Markov induzida completa, de tempo induzido R, seja B0 =
⋂∞
j=0 F

−j(B) e {P1, P2, . . . }
uma enumeração de P. Defina a função h : B0 × N ∪ {0} → N ∪ {0}:

h(x, n) = j − 1 se F n(x) ∈ Pj

como liml→∞ diam(Pl(x)) = 0. então h(x, n) = h(y, n) para todo n ∈ N se e somente

se x = y, e como F (Pj) = B ⊃ Pk+1, para todo j, k ∈ N, então, dados j, k ∈ N existe

x ∈ B0∩Pj tal que h(x, j) = k. Defina agora Σ = {(h(x, 0), h(x, 1), h(x, 2), . . . ;x ∈ B0)}.
Observe que Σ é um shift completo com conjunto de estados N possuindo um deslocamento

á esquerda dado por

σ : (h(x, 0), h(x, 1), h(x, 2), . . . ) 7→ (h(F (x), 0), h(F (x), 1), h(F (x), 2), . . . )

. Em particular, como Σ é um shift completo, então é topologicamente mixing. Temos

ainda que σn((h(x, 0), h(x, 1), h(x, 2) . . . )) = (h(x, 0), h(x, 1), h(x, 2) . . . ) se e somente se

F n(x) = x.
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Definiremos a n-variação de uma função Σ+
A → R como

Vn(Φ) := sup{|Φ(x)− Φ(y)|;x, y ∈ Σ+
A , xi = yi,∀0 ≤ i ≤ n− 1}.

E Φ será Somável se
∑

n∈N Vn(Φ) < ∞. Observe que essas definições são análogas às

definições 5.1 e 5.2. Definiremos ainda a soma n-ergódica da função Φ : Σ+
A → R como

Φn(x) :=
n−1∑
j=1

Φn ◦ σ(x)

Definição 5.5 (Condição de Walters.). Uma função Φ definida em uma STM Σ+
A satisfaz

a condição de Walters ,se para todo k ≥ 1 supn≥1{V(n+k)(Φn)} <∞ E supn≥1{Vn+k(Φ)} −−−→
k→∞

0.

Pelo lema 1.1 de [26] temos que toda função somável é Walters.

Definição 5.6. Dada uma função Φ : Σ+
A → R e um a ∈ S, a função n-partição é definida

por

Zn(Φ, [a]) =
∑

σn(x)=x

eΦn(x)1[a].

Observação 9. Se Vn = {x ∈ Σ+
A ;σn(x) 6= x} e

Ψ(x) =

Φ(x) se x 6∈ Vn

0 se x ∈ Vn

, então Zn(Φ, [a]) = Zn(Ψ, [a]).

Pelo teorema 1 de [27] temos que se Σ+
A é uma STM topologicamente mixing e

Φ : Σ+
A → R é uma função Hölder, então o limite

lim
n→∞

1

n
logZn(Φ, [a])

existe e independe de a.

Por fim, estamos em posição de definir a pressão de Gurevich.

Definição 5.7 (Pressão de Gurevich.). Seja Σ+
A é uma STM topologicamente mixing e

Φ : Σ+
A → R é uma função Hölder, defina a Pressão de Gurevich de Φ como:

PG(Φ) := lim
n→∞

1

n
logZn(Φ, [a]).

Observação 10. Definindo Vn como na Observação 9, V =
⋂
n≥1 Vn e

Ψ(x) =

Φ(x) se x 6∈ V

0 se x ∈ V
,

então PG(Φ) = PG(Ψ). Assim, se x ∈ V , então x não contribui para a pressão de

Guverich.
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Observação 11. Como mostrado no exemplo 2, uma aplicação de Markov induzida com-

pleta (F,B,P) em B0 =
⋂
j=0 F

−j(B) pode ser interpretado como um shift topológico de

Markov, então dado um potencial Hölder Φ definido em B0 defina a pressão de Gurevich

de Φ como

PG(Φ) := PG(Ψ)

onde Ψ : (h(x, 0), h(x, 1), h(x, 2), . . . ) 7→ Φ(x).

Observando ainda que se x ∈ B \ B0 então x 6∈ Per(F ). Temos que x não

contribui para a pressão de Gurevich. Assim, dado um potencial Hölder Φ definido em B

definiremos a pressão de Gurevich de Φ como

PG(Φ) := PG
(
Φ
∣∣
B0

)
.

5.2 Pressão induzida e estados de equiĺıbrio de po-

tenciais Holder.

Definição 5.8 (Pressão induzida). Dado um potencial cont́ınuo ϕ : X → R e uma

aplicação de Markov induzida completa, defina a pressão F -induzida de ϕ por

P (ϕ, f, F ) := sup
{
hµ(f) +

∫
ϕdµ;µ ∈M1(f, F )

}
.

Proposição 5.9. Seja (F,B,P) uma aplicação de Markov induzida completa, de tempo

induzido R. Se ϕ : X → R é um potencial cont́ınuo com P (ϕ, f, F ) < ∞ e ϕ̄ é somável,

onde ϕ̄ é o F -levantamento de ϕ, então existe no máximo um µ ∈M1(f, F ), tal que

hµ(f) +

∫
ϕdµ = P (ϕ, f, F ) (5.1)

Além disso, se µ ∈M1(f, F ) satisfaz a Equação então µ possui um único F -levantamento

ν, ν é F -ergódica e suppν =
⋃
P∈P P .

Demonstração. Se 6 ∃µ ∈ M1(f, F ) satisfazendo a Equação (5.1), nada temos a provar.

Assim, assumindo a existência de µ ∈ M1(f, F ) satisfazendo (5.1). Defina ϕ0=ϕ −
P (ϕ, f, F ), note que

P (ϕ0, f, F ) = sup
{
hµ(f) +

∫
ϕ0dµ;µ ∈M1(f, F )

}
= 0

Seja Φ(x) =
∑R(x)−1

j=0 ϕ0◦f j(x) Pelos teoremas A.14 e A.15 a pressão de Gurevich

de Φ é dada por

PG(Φ) = sup

{
hη(F ) +

∫
Φdη; η ∈M1(F ) E η{R ≤ n} = 1, para algum n ∈ N <∞

}

= sup

{
hη(F ) +

∫
Φdη; η ∈M1(F ) e

∫
Φdη <∞

}
. (5.2)



68 Caṕıtulo 5. Unicidade dos estados de equiĺıbrio expansores

Afirmação 8. PG(Φ) = 0

Demonstração. Seja ν o F -levantamento de µ. Como
∫
Rdν <∞ temos que

hν(F ) +

∫
Φdν =

∫
Rdν

(
hµ(f) +

∫
ϕ0dµ

)
= 0.

Como
∫

Φdν = (
∫
Rdν)

∫
(ϕ0dµ) = (

∫
Rdν)(ϕdµ − P (ϕ, f, F )) < ∞. Da segunda igual-

dade da Equação (5.2) temos que PG(Φ) ≥ 0.

Seja l = min{j ∈ N; {R ≤ j} 6= ∅}, temos que {R ≤ n} é um shift completo

e compacto para todo n ≥ l, dáı F
∣∣
{R≤n} possui um único estado de equiĺıbrio νn ∈

M1(F
∣∣
{R≤n}) para Φ, ∀n ≥ l. Da primeira igualdade da equação (5.2) temos que hνn(F )+∫

Φdνn → PG(Φ) > 0 quando n → ∞. Suponha que PG(Φ) > 0, então existe n0 ≥ l tal

que hνn(F ) +
∫

Φdνn, ∀n ≥ n0. Como
∫
Rdνn ≤ n <∞, temos que

µn =
1∫
Rdνn

∑
j≥0

f j∗

(
νn
∣∣
{R>j}

)
∈M1(f, F )

E

0 < hνn(F ) +

∫
Φdνn =

∫
Rdν︸ ︷︷ ︸
>0

(
hµn(f) +

∫
ϕ0dµ︸ ︷︷ ︸

≤0

)
≤ 0

o que é um absurdo, dáı PG(Φ) = 0.

Afirmação 9. sup Φ <∞

Demonstração. Como PG(Φ) = 0 < ∞ e
∑

n∈N Vn(Φ) =
∑

n∈N Vn(ϕ̄) < ∞, temos que

V1(Φ) < ∞ e Φ é Walters. Do teorema A.16 Φ admite uma probabilidade Gibbs F -

invariante η. Como PG(Φ) = 0, existe K ≥ 1 tal que

1

K
≤ η(P )

eΦ(x)
≤ K;∀x ∈ P E P ∈ P .

donde

Φ(x) ≤ log(Kη(P )) ≤ log(K) <∞

para todo x ∈
⋃
P∈P P .

Como sup Φ < ∞,
∑

n∈N Vn(Φ) < ∞ e PG < ∞, do teorema A.17 temos que

existe um único ν ∈ M1(F ) tal que hν(F ) +
∫

Φdν está bem definido e é maximal. Ou

seja,

hν(F )+

∫
Φdν = sup

{
hη(F )+

∫
Φdη; η ∈M1(F ) e hη(F )+

∫
Φdη está bem definido

}
.
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Além disso,

hν(F ) +

∫
Φdν = PG(Φ) = 0,

pelo teorema A.18

suppν =
⋃
P∈P

P

donde µ̄ = ν para todo F -levantamento de uma medida µ satisfazendo (5.1). Portanto,

µ =
1∫
Rdν

∑
j≥0

f j∗

(
ν
∣∣
{R>j}

)
∈M1(f, F )

é a única medida satisfazendo (5.1).

Lema 5.10. Seja ϕ um potencial (C, a)-Hölder e (F,B,P) uma aplicação de retorno

(α, δ, 1)-Zooming, onde α = {αn}n é uma contração Zooming Lipschitz αn(t) = ant e

an ≤ a1 para todo n ≥ 1. Seja r =
∑∞

n=1C(an)a < ∞. Se ϕ̄ é o F -levantamento de ϕ,

então ∑
n∈N

Vn(ϕ̄) ≤ r

1− (a1)a
(diam(B))a <∞.

Demonstração. dado P ∈ P e x, y ∈ P , temos que

|ϕ̄(x)− ϕ̄(y)| =

∣∣∣∣∣
R(P )−1∑
j=0

ϕ ◦ f j(x)−
R(P )−1∑
j=0

ϕ ◦ f j(y)

∣∣∣∣∣ ≤
R(P )−1∑
j=0

Cdist(f j(x), f j(y))a

≤ C

(
dist(F (x), F (y))a +

R(P )−2∑
j=0

(aR(P )−j−1dist(F (x), F (y)))a
)
≤

C

(
1 +

R(P )−1∑
j=0

(an)a
)

dist(F (x), F (y))a ≤ r(dist(F (x), F (y)))a

suponha agora que n ≥ 2 e para todo 0 ≤ k ≤ n− 1 vale que

|ϕ̄(x)− ϕ̄(y)| ≤ r(a1)ak(dist(F k(x), F k(y)))a

para todo x, y ∈ P e P ∈ Pk.
Seja x, y ∈ P e P ∈ Pn, com P = P1∩F−1(P2)∩ · · · ∩F−(n−1)(Pn) e Pi ∈ P ∀1 ≤

i ≤ n − 1. Como x, y ∈ P , em particular x, y ∈ Q, onde Q = P1 ∩ F−1(P2) ∩ · · · ∩
F−(n−2)(Pn−1). Dáı:

|ϕ̄(x)− ϕ̄(y)| ≤ r(a1)a(n−1)(dist(F n−1(x), F n−1(y)))a

como x, y ∈ F n−1(Pn) temos que

dist(F n−1(x), F n−1(y)) ≤ aR(Pn)dist(fR(Pn)+
∑n−2
j=0 R◦F

j(x)(x), fR(Pn)+
∑n−2
j=0 R◦F

j(y)(y))
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note agora que, como F n−1(x), F n−1(y) ∈ Pn então R ◦ F n−1(x) = R(Pn) = R ◦ F n−1(y),

donde

dist(F n−1(x), F n−1(y)) ≤ aR(Pn)dist(f
∑n−1
j=0 R◦F

j(x)(x), f
∑n−1
j=0 R◦F

j(y)(y)) = aR(Pn)dist(F n(x), F n(y))

,portanto, como an ≤ a1, ∀n ≥ 1:

|ϕ̄(x)− ϕ̄(y)| ≤ r(a1)a(n−1)(aR(Pn)dist(F n(x), F n(y)))a ≤ r(a1)an(dist(F n(x), F n(y)))a

note, no entanto, que, para todo n ∈ N dist(F n(x), F n(y)) ≤ diam(B), dáı ∀n ∈ N se

x, y ∈ P , e P ∈ Pn, temos que

|ϕ̄(x)− ϕ̄(y)| ≤ r(a1)an(diam(B))a,

donde

Vn(ϕ̄) ≤ r(a1)an(diam(B))a,

e, portanto ∑
n∈N

Vn(ϕ̄) ≤ r

1− (a1)a
(diam(B))a <∞.

Lema 5.11. Suponha que f é uma aplicação fortemente transitiva e ϕ : X → R é um

potencial Hölder. Se µ ∈ E(f, l) é um estado de equiĺıbrio expansor ergódico para ϕ, l ≥ 1,

então µ ∈ E∗(f, l).

Demonstração. Como µ ∈ E(f, l), então µ é uma probabilidade (α, δ, l)-zooming, para

alguma contração zooming exponencial α = {αn}n e algum δ > 0. Seja λ tal que αn(r) =

eλnr, note que
∑∞

n=1(e−λ)n/2 ≤ ∞, portanto, pelo teorema 3.10, existe uma aplicação

(F,B,P) de retorno (α̃, δ, l)-zooming, com α̃n(r) = eλn/2r, tal que
⋃
P∈P P = B, e µ

possui um único F -levantamento ν.

Pelo lema 3.12, temos que toda medida F -levantável é (α̃, δ/2, l)-zooming. Como

α̃ é contração zooming exponencial, segue que

M1(f, F ) ⊂ E(f). (5.3)

Como e−λ ≤ e−λn ∀n, pelo lema 5.10 temos que
∑

n∈N Vn(ϕ̄) < ∞. Onde ϕ̄ é o F -

levantamento de ϕ. Da proposição 5.9 e da Equação (5.3) temos que ν = ν0, com ν0 sendo

a probabilidade satisfazendo a equação (5.1). Donde suppν = suppν0 =
⋃
P∈P P = B.

Portanto, µ ∈ E∗(f, l).
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5.3 Unicidade de estados de equiĺıbrio para aplicações

fortemente transitivas.

Nessa seção, mostraremos os resultados obtidos por [21] acerca da unicidade dos

estados de equiĺıbrio de um potencial Hölder. Além disso, estes resultados dão condições

suficientes para a existência dos estados de equiĺıbrio.

Ao longo dessa seção, X será um espaço métrico compacto e denotaremos LZ(f)

como o conjunto de todas as medidas Lipschitz Zooming.

Observação 12. Se µ é um estado de equiĺıbrio expansor, pelos teoremas da decom-

posição ergódica e de Jacobs temos que

Pf (ϕ) = hµ(f) +

∫
ϕdµ =

∫
x∈X

[
hηx(f) +

(∫
ϕdηx

)]
dµ

onde ηx são probabilidades invariantes ergódicas e expansoras µ-quase todo x ∈ X. Ob-

serve que se A é conjunto Boreliano, tal que

hηx(f) +

∫
ϕdηx < Pf (ϕ),

então µ(A) = 0. Assim, se µ é um estado de equiĺıbrio expansor, podemos assumir a

existência de ao menos um estado de equiĺıbrio expansor ergódico. Similarmente, se µ e

µ0 são dois estados de equiĺıbrio expansores distintos, podemos assumir a existência de

pelo menos dois estados de equiĺıbrio expansores ergódicos distintos.

Teorema 5.12. Suponha que LZ(f) = E(f). Se f é fortemente transitiva e ϕ é um

potencial Hölder, então f possui, no máximo, um estado de equiĺıbrio expansor para ϕ.

Demonstração. Usando a proposição A.13 e usando o mesmo argumento do corolário 3.15

trocando f por f l, se necessário, podemos assumir que fn é fortemente transitiva para

todo n ∈ N.

Seja µ0 e µ ∈ E(f) dois estados de equiĺıbrio expansores para ϕ, pela observação 12

podemos assumir que µ, µ0 ∈M1
erg(f), suponha que µ0 ∈ E(f, k1) e µ ∈ E(f, k2). Seja k =

mmc(k1, k2) temos que µ ∈ E(f, k). Como (fk)n é fortemente transitiva para todo n ∈ N,

mudando f por fk se necessário, µ0 e µ pelas componentes fk-ergódicas normalizadas de

µ0 e µ, respectivamente, podemos assumir que µ0, µ ∈ E são probabilidades ergódicas.

Considere agora λ, δ e a aplicação de retorno (β, λ, 1)-zooming (F,BP) dada pelo

teorema 3.17, onde β = {βn}n e βn(r) = e−λ
√
nr e µ0 seja F -levantável. Seja µ̄0 o F -

levantamento de µ0. Como LZ(f) = E(f), pelo lema 3.12, toda medida F -levantável é

Lipschitz-zooming, temos que M1(f, F ) ⊂ E(f).

Pelo lema 5.10, temos que
∑

n∈N Vn(ϕ) ≤ ∞, portanto, pela proposição 5.9 e do

fato deM(f, F ) ⊂ E(f), µ0 é o único estado de equiĺıbrio para ϕ que é F -levantável. No

entanto, do lema 5.11 µ ∈ E∗(f, 1), portanto µ é F -levantável, provando que µ = µ0.



72 Caṕıtulo 5. Unicidade dos estados de equiĺıbrio expansores

Corolário 5.13. suponha que LZ(f) = E(f). Se f é aplicação fortemente transitiva,

supx∈X\C Df(x) < ∞ e ϕ é um potencial Hölder satisfazendo hν(f) +
∫
ϕdν < PE(f)(ϕ)

∀ν ∈M1(f) \ E(f), então f possui apenas um estado de equiĺıbrio para ϕ.

Demonstração. seja µn ∈ E(f). tal que hµn(f) +
∫
ϕdµn → PE(f)(ϕ). Tomando uma

subsequência, se necessário, podemos assumir que µn → µ para algum µ ∈ M1(f).

Como M1(f) 3 ν →
∫
ϕdν é uma aplicação continua, do corolário 3.20, temos que

hµ(f) +
∫
φdµ = PE(f). Pela hipótese do corolário µ ∈ E(f). Provando a existência do

estado de equiĺıbrio expansor para ϕ. A unicidade desse estado vem do teorema 5.12.

Teorema 5.14. Suponha que LZ(f) = E(f). Se f é fortemente transitiva, supx∈X\C Df(x) <

∞ e f possui uma medida expansora de entropia máxima µ0. Então, existe δ0 > 0, tal que

f possui apenas um estado de equiĺıbrio µφ para todo potencial Hölder φ com oscilação

menor que δ0.

Demonstração. Como na prova do teorema 5.12, podemos assumir que fn é fortemente

transitiva para todo n ∈ N. Mudando f por f l se necessário podemos assumir que

µ0 ∈ E(f, 1). Seja (F,B,P) a aplicação de primeiro retorno (β, δ, 1)-zooming dada pelo

teorema 3.17. Com δ > 0 eβ = {βn}n, βn(r) = e−λ
√
nr para algum λ > 0 e µ0 seja

F -levantável.

Pelo teorema 4.8, o F -levantamento de µ0 é ν0. Em particular,
∫
Rdν0 <∞. Seja

δ(F ) conforme definido no teorema 4.8, tome

γ =
1

2
δ(F )

Se um potencial Hölder ϕ possui um estado de equiĺıbrio expansor, pelo teo-

rema 5.12 ele precisa ser único. Então,assuma que que existe uma sequência de funções

Holder {ψk}k tais que osc(ψk) → 0 e ψk não possui um estado de equiĺıbrio para todo

k ∈ N. Pelo lema 5.10, temos que para todo k natural
∑

k∈N Vn(ψk) ≤ ∞. Tomando

ak = infx∈X ψk(x) defina as funções de Hölder ϕk = ψk−an ≥ 0, como osc(ψk)→ 0 temos

que ||ϕk||sup → 0. Além disso,
∑

n∈N Vn(ϕk) ≤ ∞ e ϕk não possui estados de equiĺıbrio

para todo k natural.

Como LZ(f) = E(f) e β é uma contração Lipschitz zooming, do lema 3.12,

que M1(f, F ) ⊂ E(f). Portanto, como ϕk não possui um estado de equiĺıbrio, podemos

escolher {µn}n ∈ M1(f, F ), tal que hµn(f) +
∫
ϕkdµn > P (ϕk, f, F )− 1/n→ h(E(f)) se

n, k →∞, e ∫
Rdµ̄n ≥ n (5.4)

onde µ̄n é o F -levantamento de µn. Como
∫
ϕkdµ̄n → 0 quando k → ∞, temos que

hµn(f) → h(E(f)). Donde existe n0 ∈ N , tal que hµn(f) ≥ t := h(E(f)) − γ para todo
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k ≥ k0. Pelo teorema 4.8, temos que
∫
Rdµ̄n ≤ Ct para algum Ct > 0 e todo n ≥ n0.

contradizendo a equação (5.4).

Corolário 5.15. Suponha que LZ(f) = E(f). Se f é fortemente transitiva, supx∈X\C Df(x) <

∞ e hη(f) ≤ h(E(f)) para todo η ∈ M1(f) \ E, então existe δ0 > 0, tal que se ϕ é um

potencial Hölder de oscilação menor que δ0, então f possui apenas um estado de equiĺıbrio

µϕ para ϕ.

Demonstração. Seja {µn}n ∈ E(f) tal que limn hµn(f) = h(E(f)). Tomando uma sub-

sequência se necessário podemos assumir que limn→∞ µn = µ ∈M(f). Pelo corolário3.20

temos que hµ(f) ≥ limn→∞ hµn(f) = h(E(f)). Como estamos assumindo que h(E(f))

para todo η ∈ M1(f) \ E , temos que µ ∈ E(f) e hµ(f) = h(E(f)) é medida de máxima

entropia, dáı aplicando o teorema 5.14 obtemos o resultado do corolário.

5.4 Unicidade de estados de equiĺıbrio em variedades

riemannianas.

Ao longo dessa seção, M será uma variedade riemaninana, f : M\C →M será um

difeomorfismo local C1+, com extensão cont́ınua f̄ : M 	, tal que #f̄−1(x) <∞, ∀x ∈M ,

C será o conjunto cŕıtico/singular não degenerado de f (vide definição 1.6). É imediato

que f satisfaz todas as condições de um homeomorfismo local bi-Lipschitz.

Nessa seção mostraremos os resultados originalmente obtidos por [21] acerca da

existência e unicidade dos estados de equiĺıbrio de um potencial Hölder em uma varie-

dade riemanniana. Para tanto, [21] provou casos particulares dos teoremas 5.12 e 5.14

e corolários 5.13 e 5.15. Inicialmente é necessário mostrar que os expoentes de Liap-

nov positivos implicam em medidas não uniformemente expansoras (NUE). Depois, [21]

provou que medidas que possuem apenas expoentes de Lyapunov positivos, são medidas

Zooming associadas a uma contração zooming exponencial. Por fim, é necessário mostrar

que LZ(f) = E(f).

Lema 5.16 (Oliveira). Seja M uma variedade riemanniana compacta, f : M \ C → M

um difeomorfismo local C1+, e C o conjunto cŕıtico/singular não degenerado de f . Se

µ ∈ M1(f) é uma medida expansora (segundo a Definição 1.8), com todos os expoentes

de Lyapunov maiores que algum λ > 0 então existe l ∈ N tal que

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

log ||(Df jl(x))−1||−1 ≥ λ

4
(5.5)

para µ-quase todo x ∈M .
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Demonstração. Inicialmente suponha µ ∈ M1
erg(f), pela condição 1 da Definição 1.6

temos que

| log ||(Df(x))−1|| | ≤ logB + β| log dist(x, C)|,

defina M ′ := {x ∈M ; dist(x, C) > 1}, dáı,∫
M

| log ||(Df(x))−1|| |dµ ≤ logB + β

∫
M

| log dist(x, C)|dµ

= logB + β

(∫
M ′
| log dist(x, C)|dµ+

∫
M\M ′

| log dist(x, C)|dµ

)
note que se x ∈ M ′, então 0 < log dist(x, C) < log diam(M) e se 1M\M ′ é a função carac-

teŕıstica de M \M ′, então [log dist(x, C)]1M\M ′ = dist1(x, C) ≤ 0, dáı, pela recorrência

lenta ao conjunto cŕıtico (vide definição 1.8):∫
M

| log ||(Df(x))−1|| |dµ ≤ logB + β

(
diamM −

∫
M

log dist1(x, C)dµ

)
<∞.

Portanto, log ||(Df(x))−1|| é µ-integrável. Agora, prosseguiremos como o lema 3.5 de [15].

Como todos os expoentes de Lyapunov de µ são maiores que λ > 0, então para µ-quase

todo x existe n0(x), tal que, se n ≥ n0(x), então |Dfn(x)v| ≥ e(λ/2)n|v|, para todo

v ∈ TxM . Defina Ak = {x ∈ M ;n0(x) ≤ k} e Ack = M \ Ak. É claro que µ(Ack) → 0

quando k →∞. Observe ainda que∫
M

1

k
log ||Dfk(x)−1||dµ =

∫
Ak

1

k
log ||Dfk(x)−1||dµ+

∫
Ack

1

k
log ||Dfk(x)−1||dµ

≤ −λ
2
µ(Ak) +

∫
Ack

1

k
log ||Dfk(x)−1||dµ ≤ −λ

2
+

∫
Ack

1

k
log ||Dfk(x)−1||dµ (5.6)

Como µ(Ack)→ 0 quando k →∞ e log ||(Dfk(x))−1|| é µ-integrável então existe

l0, tal que, se l ≥ l0, então ∣∣∣∣∣
∫
Ack

1

k
log ||Dfk(x)−1||dµ

∣∣∣∣∣ ≤ λ

4
,

portanto, pela equação 5.6 ∫
M

1

l
log ||Df l(x)−1||dµ ≤ −λ

4
. (5.7)

Usando o teorema ergódico de Birkhoff e a Equação 5.7, obtemos o resultado.

Supondo agora que µ ∈ M1(f) \M1
erg(f). temos que, pelo teorema da decom-

posição Ergódica, µ pode ser escrito como

µ =

∫
y∈M

ηydµ

onde ηy são probabilidades invariantes ergódicas e expansoras µ-quase todo y ∈M .
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Afirmação 10. Se A é um conjunto Borel-mensurável então µ(A) = 0 se e somente se

ηy(A) = 0 para µ-quase todo y ∈M .

Demonstração. Ao longo da prova B = {y ∈ M ; ηy(A) > 0}, e Bc = M \ B. Observe

que, pelo teorema da decomposição ergódica, B é mensurável.

( =⇒ ) Se µ(A) = 0, então

0 = µ(A) =

∫
y∈M

ηy(A)dµ ≥
∫
y∈B

ηy(A)dµ ≥ 0.

Como ηy(A) > 0 para todo y ∈ B, então µ(B) = 0.

(⇐= ) Se para µ-quase todo y ∈M ηy(A) = 0, então como µ(B) = 0 temos que

µ(A) =

∫
y∈M

ηy(A)dµ =

∫
y∈Bc

ηy(A)dµ = 0

Pela afirmação 10 que ηy possuirá todos os expoentes de Lyapunov maiores que

λ > 0 para µ-quase todo y ∈M . Pois, por hipótese,

µ
({
x ∈M ; lim

n→∞

1

n
log |Dfn(x)v| < λ

})
= 0,

, portanto, pela primeira parte da prova para µ-quase todo y ∈M :

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

log ||(Df jl(x))−1||−1 ≥ λ

4
.

ηy- quase todo x ∈M . Donde

ηy

({
x ∈M lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

log ||(Df jl(x))−1||−1 <
λ

4

})
= 0

para µ quase todo y ∈M . Assim,usando novamente a afirmação 10, obtemos o resultado.

Corolário 5.17. Seja M uma variedade riemanniana, f : M \C →M um difeomorfismo

local C1+, e C o conjunto cŕıtico/singular não degenerado de f . Se µ ∈ M1(f) é uma

medida expansora (segundo a Definição 1.8), então µ é uma medida zooming com uma

contração zooming exponencial.

Demonstração. Do lema 5.16, temos que vale a equação (5.5) para µ-quase todo x ∈ M .

Assim, seja x ∈ M , tal que a Equação (5.5) é válida, existe N ∈ N tal que se n0 > N ,

então
n0−1∑
j=0

log ||(Df jl(x))−1||−1 ≥ λ

8
n0
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dáı, seja A = sup{log ||(Df jl(x))−1||−1; 1 ≤ j ≤ n0} c1 = λ
16

e c2 = λ
8
, pelo lema de Pliss

(A.19), temos que, se θ0 = c1−c2
A−c1 , então existem k > θ0n0 e 1 < n1 . . . , nl < n0, tais que:

ni−1∑
j=n

log ||(Df jl(x))−1||−1 ≥ λ

16
(ni − n) ∀0 ≤ n < ni e 1 ≤ i ≤ l.

portanto,

− log

(
ni∏
j=0

|(Df jl(x))−1||

)
≥ λ

16
(ni)

ni∏
j=0

||(Df jl(x))−1|| ≤ e−(λ/16)ni .

Assim, prosseguindo como na prova dos itens (1) e (2) da proposição 1.2 de [17], obtemos

o resultado.

Corolário 5.18. Seja M uma variedade riemanniana, f : M \C →M um difeomorfismo

local C1+ e C o conjunto cŕıtico/singular não-flat de f . Então, toda medida invariante

possuindo apenas expoentes de Lyapunov positivos é uma medida Zooming com contração

zooming exponencial.

Demonstração. Vide observação 1

Lema 5.19. Seja M uma variedade riemanniana, Λ ⊂ M um conjunto magro, e g :

M \ Λ → M um difeomorfismo local C1. Se µ ∈ M1(g) é uma medida zooming associ-

ada a uma contração zooming Lipschitz, então todos os expoentes de Lyapunov de µ são

positivos.

Demonstração. Suponha que µ é uma medida (α, δ, l)-zooming para alguma contração

Lipschitz zooming, δ > 0 e l ∈ N. além disso, pelo teorema de Jacobs vamos assumir que

µ ∈ M1
erg(g) Seja 0 < an < 1, tal que αn(r) = anr, para todo n ∈ N. Do teorema 2.31

temos que existe uma aplicação induzida de retorno (α, δ, l)-zooming (G,B,P), de tempo

induzido R, tal que µ é G-levantável para algum ν ∈M1(G).

Como an → 0, existe n0 tal que an ≤ a1 ∀n > n0, seja an1 = max{a1, . . . , an0},
note que (G

∣∣
P

)−1 é uma, an1-contração para todo P ∈ P . Portanto, dado x ∈ B0 :=⋂
n≥0G

−n(B) e v ∈ TxM , definindo sn =
∑n−1

j=0 R ◦Gj(x):

1

sn(x)
log |Dgsn(x)(x)v| = n

sn

1

n
log |DGn(x)v| ≥ n

sn

1

an1

.

Como limn→∞
n
sn

= 1∫
Rdν

> 0 para ν-quase todo x ∈ B0 e µ-quase todo x ∈ B0.

Como µ(B0) > 0, existe um conjunto de medida µ-positiva tal que lim supn→∞
1
n

log |Dgn(x)v| ≥
λ := 1

an1

∫
Rdν

> 0 para todo v ∈ TxM . Portanto, pela g-ergodicidade e g-invariância de

µ, temos que todos os expoentes de Lyapunov são positivos.



5.5. Suporte de uma medida ergódica expansora 77

Dos lemas 5.16, 5.19 e do corolários 5.17 é posśıvel obter resultados análogos para

o teorema 5.12, corolário 5.13, teorema 5.14 e corolário 5.15, respectivamente.

Teorema 5.20 ([21]). Se f : M \ C → M é um difeomorfismo local C1+, fortemente

transitivo com região cŕıtica/singular não degenerada C, então f possui no máximo um

estado de equiĺıbrio expansor µϕ para todo potencial Hölder ϕ.

Corolário 5.21 ([21]). Se f : M \ C → M é um difeomorfismo local C1+, fortemente

transitivo com região cŕıtica/singular não degenerada C, e supx∈M\C ||Df(x)|| <∞, então

f possui um único estado de equiĺıbrio µϕ para todo potencial ϕ Hölder e expansor (ou

seja, hν(f) +
∫
ϕdν < PE(f)(ϕ) ∀ν ∈M1(f) \ E(f)).

Teorema 5.22 ([21]). Se f : M \ C → M é um difeomorfismo local C1+, fortemente

transitivo com região cŕıtica/singular não degenerada C, e supx∈M\C ||Df(x)|| < ∞. Se

f admite uma medida de entropia expansora máxima, existe δ0 > 0 tal que f possui um

único estado de equiĺıbrio expansor µϕ para todo potencial ϕ Hölder com oscilação menor

que δ0.

Corolário 5.23 ([21]). Se f : M \ C → M é um difeomorfismo local C1+, fortemente

transitivo com região cŕıtica/singular não degenerada C, e supx∈M\C ||Df(x)|| < ∞. Se

hµ(f) < h(E(f)) para todo µ ∈ M1(f) \ E(f), então existe δ0 > 0 tal que f possui um

único estado de equiĺıbrio µϕ para qualquer potencial Hölder ϕ com oscilação menor que

δ0.

Os teoremas 5.20 e 5.22 são os teoremas A e C de [21], respectivamente, e os

corolários 5.21 e 5.23 são os corolários B e D de [21], respectivamente.

5.5 Suporte de uma medida ergódica expansora

Nessa seção seguiremos [21], seção 7.3 na decomposição do suporte de uma pro-

babilidade ergódica em dois subconjuntos disjuntos. O primeiro será um conjunto aberto

e denso, chamado de ”pontos livres”e um conjunto compacto e magro, chamado de ”pon-

tos confinados”. Na componente livre, segundo [21], o Formalismo termodinâmico é bem

entendido. Já na componente confinada, não se pode obter, no geral, muitas proprieda-

des relevantes, no entanto existem alguns casos especiais (como aplicações definidas no

intervalo) em que podemos obter algumas informações sobre a componente confinada.

Ao longo dessa seção M será uma variedade riemanniana e Λ será um conjunto

fechado tal que Λ = interior(Λ) e f : Λ → Λ será um difeomorfismo local C1+ em Λ \ C,
com C sendo a região cŕıtica/singular, não-flat de f .
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Dado x ∈ Λ, defina a região não cŕıtica do conjunto α-limite do ponto x ∈ Λ,

denotado por α0
f (x), como todos os pontos y ∈ Λ tal que existe sequencia dos naturais

nj → ∞ e xj ∈ f−nj(x), tal que {xj, f(xj), . . . , f
nj−1(xj)} ∩ C = ∅ e limj→∞ xj = y. Ou

seja, definindo f0 := f
∣∣
Λ\C, então α0

f (x) = αf0(x) (vide definição 3.1).

Definição 5.24 (Pontos livres e confinados.). Um ponto x ∈ Λ é f -confinado se α0
f (x) 6=

Λ, do contrário x é chamado de ponto f -livre. O conjunto de todos os pontos f -livres

será denotado por F(f).

Lema 5.25. Se f é transitiva e interiorF(f) 6= ∅, então F(f) é um subconjunto aberto

e denso de Λ, tal que f(F(f) \ C) = F(f). Em particular, f
∣∣
F\C é fortemente transitiva.

Além disso,

1. ∂(F(f)) é o conjunto de todos os pontos f -confinados;

2. α0
f (x) ⊂ ∂(F(f)) para todo x ∈ ∂(F(f));

3. ∂Λ ⊂ ∂(F(f));

4. se f é fortemente transitiva, então ∂Λ ⊂ ∂(F(f)) ⊂ O+
f (C).

Demonstração. Inicialmente provemos a seguinte afirmação:

Afirmação 11. Dado x ∈ F(f) existe aberto V ⊂ F(f), com V ∩ C = ∅ tal que f(V ) é

vizinhança de aberta de x.

Demonstração. Como x ∈ F(f), então α0
f (x) = Λ, dáı, dado p ∈ interior(F(f)), temos

que existe sequência xj ∈ fnj(x), tal que xj → p. Assim, existe j0, tal que, se j ≥ j0,

então xj ∈ interior(F(f)). Defina q := xj0 . Assim, f j0(q) = x e q ∈ interior(F(f)).

Fixe ε > 0 suficientemente pequeno, tal que Bε(q) ⊂ interior(F(f)) e f j0
∣∣
Bε(q)

é um

homeomorfismo. DefinindoW := f j0(Bε(q)), temos queW é um conjunto aberto contendo

x. Além disso, como f j0
∣∣
Bε(q)

é um homeomorfismo, obtemos que para todo y ∈ Bε(q)

α0
f (f

j0(y)) ⊃ α0
f (y) ⊃ Λ donde W ⊂ F(f). Similarmente, V = f j0−1(Bε(q)) é um aberto

contido em F(f), tal que V ∩ C = ∅ e f(V ) = W 3 x.

Segue imediatamente da afirmação 11 que F(f) é aberto e f(F(f) \ C) = F(f).

Pela transitividade de f e, como F(f) é um conjunto positivamente invariante e aberto,

então F(f) é denso em Λ. Como para todo y ∈ F(f)\C temos que α0
f |F(f)\C

(y) = α0
f (y) =

Λ ⊃ F(f), donde f
∣∣
F(f)\C é uma aplicação fortemente transitiva. Como F(f) é um

conjunto aberto e denso, por definição ∂(F(f)) = Λ \ F(f), dáı, ∂(F(f)) é o conjunto de

pontos confinados.
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Seja x ∈ Λ, tal que α0
f (x) ∩ F(f) 6= ∅, então existe p ∈ F(f) e n ∈ N, tal

que fn(p) = x. Assim, usando o mesmo argumento da prova da afirmação 11, podemos

concluir que x ∈ F(f). Dáı, α0
f (x) ⊂ ∂(F(f)) para todo x ∈ ∂(F(f)).

Da afirmação 11 e da definição de ∂Λ, temos que ∂Λ ∩ F(f) = ∅, donde ∂Λ ⊂
∂(F(f)).

Por fim, suponha que f é uma aplicação fortemente transitiva, seja x ∈ ∂(F(f)),

como αf (x) = Λ e x 6∈ F(f), então O−f (p) ∩ C 6= ∅, donde p ∈ O+
f (C).

Lema 5.26. Seja α contração Zooming, δ > 0. Se µ ∈M1
erg(f) é uma medida fracamente

(α, δ, 1)-zooming com interior(suppµ) 6= ∅, então, definindo

U := {x ∈ suppµ;αf (x) ⊃ suppµ}

contém um conjunto aberto e denso de suppµ, com µ(U) = 1 e f ∗(U) = U . Em particular,

f
∣∣
U

é fortemente transitivo.

Demonstração. Deninindo V = interior(suppµ). como f ∗(suppµ) ⊂ suppµ e f ∗ é aplicação

aberta, temos que f ∗(V ) ⊂ V , dáı, pela f -invariância e f -ergodicidade de µ, temos que

µ(V ) = 1.

Defina

ωZ(x) =
{
y ∈M ; y = lim

j→∞
fnj(x) com nj →∞ e x ∈ Znj(α, δ, 1)

}
.

Ou seja, ωZ é o conjunto formado pelos pontos de acumulação dos iterados de x nos

tempos (α, δ, 1)-zooming. Da observação 5 e do lema A.8 obtemos a existencia de um

compacto AZ tal que ωZ(x) = AZ µ-quase sempre. Como V é aberto, µ é fracamente

zooming e pela contração no passado nos tempos Zooming temos que para µ-quase todo

x ∈ V , existe n tal que Vn(α, δ, 1) ⊂ V . Assim, pela invariância de V , e pelo fato de todo

ponto AZ ser acumulado pelo centro das bolas zooming de raio δ, garantem que

Bδ(AZ) := {x ∈M ; dist(x,AZ)} ⊂ V.

Dáı, podemos construir uma aplicação de primeiro retorno (α, δ, 1)-zooming (F,B,P),

onde B = B∗r (p) para um ponto p ∈ AZ e r ∈ (0, δ/2) suficientemente pequeno. Note que

B ⊂ BR(p) ⊂ Br(p) ⊂ Bδ(AZ) são subconjuntos abertos de suppµ. Dáı, αf (x) ⊃ αF (x) =

B, para todo x ∈ B. Da invariância e ergodicidade de µ, temos que µ
(⋃

n≥0 f
−n(B)

)
= 1.

Como αf (x) ⊃
⋃
n≥0 f

−n(B) para todo x ∈ B, temos que αf (x) ⊃ suppµ para todo x ∈ B.

Dáı U ⊃ B.

Afirmação 12. Dado x ∈ U , existe conjunto aberto W ⊂ U com W ∩C = ∅ tal que f(W )

é vizinhança aberta de x.
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Demonstração. Dado x ∈ U , como αf (x) ⊃ suppµ, temos que existe jk ≥ 0 e q ∈ B tal

que x = f jk(q), dáı, prosseguindo como na afirmação 11 obtemos a prova da presente

afirmação.

Assim, da afirmação 12 que U é aberto e f ∗(U) = U . Como µ é ergódica, f -

invariante e µ(U) > 0 temos que µ(U) = 1. Portanto, U é denso em suppµ.

Definição 5.27. Uma função cont́ınua φ : Λ → R é um potencial livremente expansor,

se

hµ(f) +

∫
ϕdµ < PE(f |F(f))(ϕ), ∀µ ∈M(f) \ E

(
f
∣∣
F(f)

)
.

Teorema 5.28. Seja M uma variedade riemanniana, f : M → M uma aplicação C1+

com um conjunto cŕıtico não-flat C. Seja µ uma probabilidade ergódica invariante e ex-

pansora com suporte gordo. Escrevendo g = f
∣∣
suppµ

, temos que F(g) é um conjunto aberto

e denso de suppµ, com µ(F(g)) = 1 e tal que g(F(g) \ C) = F(g). Em particular, g
∣∣
F(g)\C

é fortemente transitiva. Além disso,

1. ∂(F(g)) é o conjunto de todos os pontos g-confinados;

2. α0
g(x) ⊂ ∂(F(g)) para todo x ∈ ∂(F(g));

3. ∂suppµ ⊂ ∂(F(g));

4. Se g é fortemente transitiva então ∂suppµ ⊂ ∂(F(g)) ⊂ O+
g (C);

5. Se ϕ é potencial Hölder então g possui no máximo um estado de equiĺıbrio expansor

µϕ com suppµϕ = suppµ. Além disso, se ν é um estado de equiĺıbrio expansor

ergódico para ϕ, com suppν ( suppµ, então suppν ⊂ ∂(F(g));

6. Suponha que g possui uma medida de máxima entropia com suporte gordo. Se ϕ é

um potencial Hölder com oscilação suficientemente pequena , então existe apenas

um estado de equiĺıbrio expansor µϕ, tal que suppµϕ = suppµ. Além disso, se ν

é um estado de equiĺıbrio expansor ergódico para ϕ, com suppν ( suppµ, então

suppν ⊂ ∂(F(g));

7. Dado um potencial Hölder ϕ existe µ0 ∈M1(g), tal que hµ0(g)+
∫
ϕdµ0 ≥ PE(g|F(g))(ϕ).

8. Se ϕ é potencial Hölder livremente expansor para g, então g possui apenas um estado

de equiĺıbrio µϕ para ϕ. Além disso, µϕ ∈ E(g) e suppµϕ = suppµ.

Demonstração. Tome g0 = g
∣∣
suppµ\C , temos que µ é uma probabilidade g0-invariante,

g0-ergódica e expansora. a Além disso interior(suppµ) 6= ∅. Como α0
g(x) = αg0(x), do
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lema 5.26, temos que F(g) é um subconjunto aberto e denso de suppµ (portanto g é

transitiva) com µ(F(g)) = 1 e g(F(g) \ C) = F(g).

Prova dos itens 1 até 6: Como interior(F(f)) 6= ∅ e g é transitiva em suppµ

temos que os itens 1 ao 4 seguem diretamente do lema 5.25, como g1 := g
∣∣
F(g)\C é uma

aplicação fortemente transitiva, temos pelo teorema 5.20 que g1 possui no máximo um

único estado de equiĺıbrio expansor µϕ para um potencial Hölder ϕ dado. Note agora que

se ν ∈ M1
erg(g) \M1(g1) então ν(F(g)) = 0 ou ν(C) = 1, dáı, se ν ∈ E(g) ∩ (M1

erg(g) \
M1(g1)) então ν(F(g)) = 0, pelo lema 5.11 todo estado de Equiĺıbrio expansor e ergódico

de g1 pertence a E∗(g1), dáı suppµ0 ⊃ F(g), e como F(g) é denso em supp(µ) temos que

supp(µ0) = supp(µ), e, assim, obtemos o item 5. Pelo mesmo argumento e teorema 5.22,

obtemos o item 6.

Prova dos item 7: Dado um potencial Hölder ϕ, seja a sequência de medidas

µn ∈ E(g), tal que µn(F(g)) = 1 e tal que hµn(g) +
∫
ϕdµn → PE(g|F(g))(ϕ). Tomando

uma subsequência, se necessário, podemos assumir que limn→∞ µn = µ0 para algum µ0 ∈
M1(g). Como E(g1) 6= ∅,Per(g1) 6= ∅, pela proposição A.13 substituindo g1 por h := gl1

∣∣
V

,

onde l = min{j ≥ 1; Fix(gj1) 6= ∅} e V é aberto, tal que (g∗1)l ⊂ V , temos que hn é

fortemente transitiva para todo n ≥ 1, e 1
µ(V )

µ
∣∣
V
∈ E(h, 1), Além disso,

M1(g1) 3 ν 7→ 1

ν(V )
ν
∣∣
V
∈M1(h)

é bijeção mandando E(g1) em E(h).

Escrevendo νn = 1
µn(V )

µn
∣∣
V

e ϕ =
∑l−1

j=0 ϕ ◦ gj, da proposição 3.14, temos que

existe uma sequência νn ∈ E∗(h), tal que d(νn, νn) → 0,
∣∣ ∫ ϕdνn − ∫ ϕdνn∣∣ → 0 e

lim infn→∞ hνn(h) ≥ lim infn→∞ hνn(h). Como sup |Dh| ≤ max |Dgl| < ∞, pelo item 7

do teorema 3.17, temos que existe contração zooming Lipschitz β e δ > 0, tal que

νn é uma probabilidade (β, δ, 1)-zooming para h. Portanto, µn := 1
l

∑l−1
j=0 νn ◦ g−j ∈

M1(g) é uma sequência de probabilidade (β, δ, 1)-zooming para g, tal que d(µn, µn)→ 0,∣∣ ∫ ϕdµn − ∫ ϕdµn∣∣→ 0 e lim infn→∞ hµn(h) ≥ lim infn→∞ hµn . Como µn → µ0 ∈ M1(g),

do lema 3.19, temos que hµ0 ≥ lim infn→∞ hµn(h) ≥ lim infn→∞ hµn , pela continuidade da

aplicação η 7→
∫
ϕdη em M1(g), temos que hµ0(g) +

∫
ϕdµ0 ≥ PE(g|F(g))(ϕ).

Prova do Item 8: A existência do estado de equiĺıbrio vem do fato da de-

finição 5.27 e o item 7 implicarem que existe µϕ ∈ M1(g), tal que hµϕ +
∫
ϕdµϕ =

PE(g|F(g))(ϕ), a unicidade vem do fato de que se η ∈ M1(g) é estado de equiĺıbrio, então

η ∈ E(g) e η(F(g)) = 1, donde suppη 6⊂ ∂(F(g)), assim, suppη = suppµ e pelo Item 5

segue que η = µϕ.
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Aplicações no intervalo.

O Item 8 do teorema 5.28, provado originalmente por [21], mostra a existência e

unicidade dos estados de equiĺıbrio de uma dinâmica C1+ restrita ao suporte de uma pro-

babilidade ergódica para um potencial livremente expansor ϕ dado (vide definição 5.27).

Assim, esse resultado fornece um bom entendimento do Formalismo termodinâmico na

região livre de f restrito ao suporte de uma probabilidade ergódica (vide definição 5.24), no

entanto não podemos dizer muito sobre o comportamento do Formalismo termodinâmico

na região confinada de f .

O objetivo desse caṕıtulo é a obtenção da existência e unicidade de estados de

equiĺıbrio para um dado potencial Hölder ϕ satisfazendo algumas propriedades. Assim,

focaremos em aplicações transitivas, C1+ definidas em [0, 1], pois, nesse caso, é posśıvel

obter propriedades geométricas sobre a região confinada de f que permitiu [21] generalizar

o resultado obtido no Item 8 do teorema 5.28. No contexto de dinâmicas C1 na reta,

faremos a seguinte definição:

Definição 6.1 (Pontos periódicos expansores). Um ponto periódico p, de peŕıodo n, será

expansor se |(fn)′(p)| > 1.

Observação 13. Se f : [0, 1] 	 é uma aplicação C1+ fortemente transitiva de conjunto

cŕıtico não-flat, tal que E(f) 6= ∅ usando o teorema 3.10, conforme discutido na ob-

servação 8, podemos encontrar infinitos pontos periódicos em um determinado elemento

da partição P ∈ P, tal que F n(p) = p, assim, definindo k =
∑n−1

j=1 R ◦ F j(P ), temos que

|p − x| ≤ e−nλ/2|fk(x) − fk(p)|, com λ > 0, para todo x ∈ P . Assim, se δ > 0 é tal que

(p− δ, p+ δ) ⊆ P , então para todo x ∈ (p− δ, p+ δ) \ {p} teremos que

|fk(x)− fk(p)|
|x− p|

≥ ekλ/2

portanto, |(fk)′(p)| ≥ ekλ/2 > 1. Se o j é o peŕıodo de p, então k = j mod (0). Assim,

pela regra da cadeia teremos que |f j(p)| > 1.
82
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6.1 Aplicações transitivas monótona por partes no

intervalo.

O objetivo dessa seção é exibir a prova de que toda aplicação transitiva no in-

tervalo é fortemente transitiva. Usaremos a demonstração presente em [20], no entanto,

antes, é necessário a apresentação de algumas propriedades de funções transitivas no in-

tervalo.

Definição 6.2 (Funções monótonas por partes). Diremos que f : I 	 é monótona por

partes, se existir um conjunto finito de intervalos distintos {I1, . . . , Ik}, tais que In 6⊂ Ij

se n 6= j,
⋃k
j=1 Ij = I e se x, y ∈ Ik, com x < y, então f(x) ≤ f(y) ou f(x) ≥ f(y).

Lema 6.3. se f é uma função cont́ınua, transitiva e monótona por partes, com intervalos

de monotonicidade {I1, . . . , Ik}, então #{x ∈ [0, 1]; f(x) = x} ≤ k.

Demonstração. É necessário provar apenas que {x ∈ Ij; f(x) = x} ≤ 1, para todo j ∈
{1, . . . , k}. Fixe Ij, o caso em que f

∣∣
Ij

é monótona não crescente é imediato, e, de fato,

não necessita da transitividade de f , pois, se p, q ∈ Ij, com p < q, tais que f(p) = p e

f(q) = q. Nesse caso, teŕıamos que p < q = f(q) ≤ f(p) = p, o que é um absurdo.

Supondo agora que f
∣∣
Ij

é monótona não decrescente, sejam p, q ∈ Ij, com p < q,

tais que f(p) = p e f(q) = q, Nesse caso, se x ∈ [p, q], então p < f(p) ≤ f(x) ≤ f(q) = q.

Ou seja, f([p, q]) ⊂ [p, q], contradizendo a transitividade de f .

Definição 6.4. Um Ciclo de intervalos é uma união disjunta de intervalos fechados J =

J1 ∪ · · · ∪ Jn , com int(Jk) 6= ∅, tal que J é positivamente invariante e f
∣∣
J

é transitiva.

Observe que se f : [0, 1] 	 é uma função transitiva, então [0, 1] é um ciclo de

intervalos. No lema 6.5, iremos supor que m ≥ 2. O caso m = 1 é equivalente a provar

que se f : X 	 é uma aplicação transitiva, então f(X) = X. Esse resultado pode ser visto

no lema 3.12, de [4].

Lema 6.5. Se f : [0, 1] 	 é uma função cont́ınua e J = J1 ∪ · · · ∪ Jm é um ciclo de

intervalos para f , então para todo x ∈ Ji, i ∈ {1, . . . ,m}, temos que m é o tempo de

primeiro retorno de x para Ji. Além disso, para todo k, i ∈ {1, . . . ,m}, com k 6= i, existe

apenas um 1 ≤ ni,k < m, tal que fni,k(Ji) = Jk.

Demonstração. Pelo fato de f(J) ⊂ J , temos que, para todo x ∈ J e n ∈ N, existe 1 ≤ k ≤
m, tal que fn(x) ⊂ Jk, pela continuidade de f e pelo fato dos intervalos J1, . . . , Jm serem

disjuntos, temos que se x ∈ Ji, n ∈ N são tais que fn(x) ∈ Jk, então fn(y) ∈ Jk para todo

y ∈ Ji. Observe que pela transitividade de f
∣∣
J

para todo i ∈ {1, . . . ,m} existe mi ≤ m,

tal que fmi(Ji) ⊆ Ji, pois seja x ∈ Ji, tal que {f(x), f 2(x) . . . , fm(x)} ∩ Ji = ∅, então
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existem k, n1, n2 ∈ {1, . . . ,m}, com k 6= i e n1 < n2, tais que fn1(x), fn2(x) ∈ Jk. Assim,

fn2−n1(fn1(x)) ∈ Jk, portanto fn2−n1(Jk) ⊆ Jk. Além disso, para todo 1 ≤ n ≤ n2 − n1

temos que fn(Jk) ∩ Ji = ∅, do contrário existiria 1 ≤ n1 < n3 < n2 ≤ m, tal que

fn3(x) ∈ (Ji). Assim, como fn2−n1(Jk) ⊆ Jk:(⋃
j≥0

f j(int(Jk))

)
∩ intJi = ∅,

contradizendo a transitividade de f
∣∣
J
. Agora basta provar que não existe mi < m,

tal que fmi(Ji) ⊆ Ji. Suponha que exista tal mi, então existe 1 ≤ k ≤ m, tal que

{f 1(J1), . . . , fmi(Ji)} ∩ Jk = ∅. Como fmi(Ji) ⊆ Ji(⋃
j≥0

f j(int(Ji))

)
∩ intJk = ∅,

contradizendo mais uma vez a transitividade de f
∣∣
J
. Provando, assim, a primeira parte

do lema.

Suponha que existem i, k que não possuem tal ni,k < m, então existiriam n1, n2 ∈
{1, . . . ,m − 1}, com n1 < n2 e k1 ∈ {1, . . . ,m}, com k1 6= k e k1 6= i, tais que

fn1(Ji), f
n2(Ji) ∈ Jk1 e, portanto, fn2−n1(Jk1) ⊆ Jk1 , como n2 − n1 < m obteŕıamos

uma contradição com a primeira parte do lema. Suponha agora que esse ni,k < m não

é único. Então, existiriam n′i,k < ni,k < m, tais que fn
′
i,k(Ji), f

ni,k(Ji) ⊂ Jk e, portanto,

fni,k−n
′
i,k(Jk) ⊆ Jk. Contradizendo, mais uma vez, a primeira parte do lema.

Observe que fn(Ji) ⊂ Jk, se e somente se n = nk,i+jm. Assim, pela transitividade

de f
∣∣
J
, temos que ⋃

j≥0

fnk,i+jm(Ji) = Jk

assim, para todo aberto V ⊂ Jk, existe j, tal que fnk,i+jm(Ji)∩V 6= ∅, mas fnk,i+jm(Ji) ⊆
fnk,i(Ji), e, portanto, fnk,i(Ji) ∩ V 6= ∅. Assim, fnk,i(Ji) é denso em Jk. Como Ji é

compacto e f é cont́ınua, então fnk,i(Ji) é compacto, e portanto, fnk,i(Ji) = Jk.

Como consequência do lema 6.5, se f : [0, 1] 	 é uma função cont́ınua e J = J1 ∪
· · ·∪Jm é um ciclo de intervalos para f , a menos de renumerar os intervalos {J1, . . . , Jm},
podemos assumir que f(Ji) = Ji+1 se 1 ≤ i ≤ m− 1 e f(Jm) = J1. No lema 6.6,podemos

assumir que m ≥ 1.

Lema 6.6. Se f : [0, 1] 	 é uma função cont́ınua e J = J1 ∪ · · · ∪ Jm é um ciclo de

intervalos para f , se U ⊂ J é um aberto então para todo n ∈ N int(fn(U)) 6= ∅.

Demonstração. Provaremos o lema por indução em n, suponha por absurdo que U ⊂ J é

aberto tal que int(f(U)) = ∅, seja U ′ ⊂ U∩Ji aberto, conexo e não vazio, se int(f(U ′)) = ∅
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pelo lema 6.5, podemos assumir que f(Ji) = Jk, onde

k =

i+ 1 se i < m

1 se i = m

então, pela continuidade de f , existe x ∈ Jk, tal que f(U ′) = x, óbvio que, se m = 1 U ′

não pode ser denso em J , do contrário F (J) = {x}, contradizendo a transitividade de

f
∣∣
J
. Como ⋃

j≥0

f j(U ′) = J,

temos que O+
f (x) é denso em J \ U ′. Seja V ⊂ J \ U ′ aberto, pela transitividade de f

∣∣
J

existe i ∈ N, tal que f i(V ) ∩ U ′ 6= ∅. Assim, seja y ∈ V , tal que f i(y) ∈ U ′, como U ′ e V

são abertos e f é cont́ınua, existe ε > 0, tal que (y− ε, y+ ε) ∈ V e f i((y− ε, y+ ε)) ⊆ U ′.

Como e O+
f (x) é denso em J \U ′, existe j ∈ N∪{0}, tal que f j(x) ∈ (y− ε, y+ ε), donde

f j+i+1(x) = x e x ∈ Per(f) e, portanto, #O+
f (x) < ∞, o que é um absurdo. Portanto,

int(f(U)) ⊇ int(f(U ′)) 6= ∅.
Suponha que o resultado é válido para n − 1. Então, seja V ⊂ J aberto dado

por V := int(fn−1(U)) 6= ∅. Como int(f(V )) 6= ∅, temos que int(fn(U)) ⊇ int(f(V )) 6= ∅.
Completando a indução.

Proposição 6.7. Se f : [0, 1] 	 é uma função cont́ınua, monótona por partes e J =

J1 ∪ · · · ∪ Jm é um ciclo de intervalos para f , então f
∣∣
J

é fortemente transitiva.

Demonstração. Pelo lema 6.5, podemos definir a função de primeiro retorno F : J1 	,

com F = fm. Observe que F é transitiva, pois sejam W ′,W ⊂ J1 abertos, temos que

existe n, tal que fn(W ′) ∩ W 6= ∅, no entanto, como fn(W ′) ⊂ J1, se e somente se

n = jm, para algum j ∈ N∪{0}, então F j(W ′) = fn(W ′) e F j(W ′)∩W 6= ∅, provando a

transitividade de F . Além disso, pela segunda parte do lema 6.5, temos que F (J1) = J1.

Seja (a, b) ⊂ J1, se U =
⋃
n≥0 F

n((a, b)) 6= J1, seja V a componente conexa de U contendo

(a, b), como F (U) ⊂ U temos que para todo n ∈ N ∪ {0} F n(V ) ⊂ V ou F n(V ) ∩ V = ∅.
Pela transitividade de F , existe l ∈ N, tal que F k(V ) ∩ V = ∅ se k < l e F l(V ) ⊂ V .

Observe que U = V ∪ F (V ) ∪ · · · ∪ F l−1(V ).

Seja agora F̄ a extensão cont́ınua de F l para [α, β] := V , ou seja, F̄ : [α, β] →
[α, β] é dado por F̄ (x) = F l(x), observe que F̄ (x) é uma função transitiva, e portanto

sobrejetiva, note que ao menos um ponto de {α, β} não pertence a U . Do contrário, V

seria compacto e como U = V ∪F (V )∪· · ·∪F l−1(V ), então U seria um conjunto compacto,

positivamente invariante contido propriamente em J1, contradizendo a transitividade de

F . Assim, {α, β}\F̄ ((α, β)) ⊃ {α, β}\F̄ (V ) 6= ∅, assim, pela sobrejetividade de F̄ , temos

que F̄ 2(α) = α ou F̄ 2(β) = β (e caso {α, β} ∩ F̄ (V ) = ∅, então F̄ 2(α) = α e F̄ 2(β) = β).

Vamos supor que α 6∈ V , pois os demais casos são análogos.
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Observe que F̄ 2 é transitiva, pois F̄ é transitiva em um domı́nio conexo e monótona

por partes[]. Assim, pela transitividade de F̄ 2, temos que existe ε > 0, tal que, se

x ∈ (α, α + ε), então F̄ 2(x) ≥ x. Do contrário, como F̄ 2 é monótona por partes e transi-

tiva, pelo lema 6.3, temos que #{x ∈ [α, β]; F̄ 2(x) = x} < ∞, assim existiria ε > 0, tal

que α < F̄ 2(x) < x < α+ε para todo x ∈ (α, α+ε), contradizendo a transitividade de F̄ 2.

Ou seja, α é um repulsor topológico de F̄ 2. Seja δ = inf{F̄ 2(x);x ∈ [α+ε, β]}, observe que

δ > α, do contrário existiria sequência pk ∈ [α+ε, β], tal que limk→∞ F̄
2(pk) = α, mudando

para uma subsequência, se necessário, podemos assumir que pk → p ∈ [α+ε, β],donde, pela

continuidade de F̄ 2, teŕıamos que F̄ 2(p) = α, o que seria uma contradição. Assim, seja

r = min{δ − α, ε}. Temos que F̄ 2([δ, β]) ⊆ [δ, β], pois, se ε = r, então [δ, β] ⊂ [α + ε, β]

e, portanto, F̄ 2([δ, β]) ⊆ [δ, β]. Se ε > r, então, para todo x ∈ [δ, α + ε) temos que

δ ≤ x < F̄ 2(x) < β e, se x ∈ x ∈ [α+ ε, β], então δ ≤ F̄ 2(x) < β, assim F̄ 2([δ, β]) ⊆ [δ, β]

contradizendo, mais uma vez, a transitividade de F̄ 2. Para evitar essas contradições,

U = J1 e F é fortemente transitivas em J1.

Resta provar que a transitividade forte de F implica na transitividade forte de

f
∣∣
J
. Seja W aberto de Jk, k = 1, . . . ,m, então, pelo lema 6.5, existe 0 ≤ jk ≤ m, tal que

f jk(W ) ⊂ J1. Além disso, pelo lema 6.6 temos que W ′ := int(f jk(W )) 6= ∅. Assim, pela

transitividade forte de F :

∞⋃
n=1

fmn+jk(W ) ⊇
∞⋃
k=1

F n(W ′) = J1,

usando novamente o lema 6.5, temos que f i−1(J1) = Ji, para i = 1, . . .m e, portanto,

Ji = f i−1(J1) = f i−1

(
∞⋃
n=1

fmn+jk(W )

)
=
∞⋃
n=1

fmn+jk+i−1(W ), ∀i = 1 . . .m

ou seja,

J =
∞⋃
n=1

fn(W ),

provando a proposição.

Como corolário imediato da proposição 6.7:

Corolário 6.8. Se f : [0, 1]→ [0, 1] é cont́ınua, monótona por partes e transitiva, então

f é fortemente transitiva.

6.2 Entropia topológica de aplicações transitivas.

O objetivo dessa seção é exibir a prova de que toda aplicação transitiva no in-

tervalo possui entropia positiva. Para tanto, é necessário que toda aplicação transitiva
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no intervalo possua um n, tal que fn possui uma 2-ferradura. Portanto, antes de exi-

birmos o resultado principal da presente seção, vamos mostrar algumas propriedades de

s-ferraduras.

Ao longo dessa seção, C0([0, 1]) será o conjunto das funções cont́ınuas que vão de

[0, 1] em [0, 1]. Inicialmente, apresentaremos a alguns resultados sobre s-ferraduras pre-

sentes em [6]. Observamos que, com poucas alterações nas definições abaixo, os resultados

apresentados serão válidos para gráficos, conforme definido por [6].

Definição 6.9. Seja I, J intervalos fechados contidos em [0, 1] e f ∈ C0([0, 1]), diremos

que I f -cobre J , se existe um subintervalo fechado L ⊂ I, tal que f(L) = J .

É claro que I f -cobre J se e somente se f(I) ⊃ J . De fato, se I f -cobre J , então

existe subintervalo fechado L ⊂ I, tal que f(L) = J , donde f(I) ⊃ f(L) = J . Suponha

agora que f(I) ⊃ J , onde J = [a, b], com a < b, seja c, d ∈ I, tal que f(c) = a e f(d) = b,

considere c < d (o caso c > d é análogo), seja por c1 = sup{x ∈ [c, d]; f(x) = a} e d1 =

inf{x ∈ [c1, d]; f(x) = b}, observe que pelo teorema do valor intermediário f([c1, d1]) ⊃ J ,

e, se existe x ∈ [c1, d1], tal que f(x) > b (respectivamente f(x) < a), então, pelo teorema

do valor intermediário, existe y ∈ (c1, x), tal que f(y) = b (respectivamente, y ∈ (x, d1)

tal que f(y) = a), contrariando que d1 é o menor elemento de [c1, d] tal que f(d1) = b

(respectivamente, contrariando que c1 é o maior elemento de [c, d], tal que c1 = a). Dáı

f([c1, d1]) ⊂ J e, portanto, f([c1, d1]) = J .

Definição 6.10 (s-ferradura). Seja f em C0([0, 1]) e s ≥ 2. Uma s-ferradura para

f é um intervalo fechado J ⊂ [0, 1] e subintervalos fechados J1, J2, . . . , Js de J , com

int(Ji) ∩ int(Jk) = ∅ se i 6= k e f(Ji) = J para todo 1 ≤ i ≤ s.

Notação 4. Ao longo da presente seção, denotaremos D = {J1, . . . , Js}, e a s-ferradura

apresentada definição 6.10 será denotada por (J,D).

Definição 6.11 (s-ferradura forte). Se a s-ferradura (J,D) satisfaz Ji ⊂ int(J), para

todo 1 ≤ i ≤ s e Ji ∩ Jk = ∅ se i 6= k, então (J,D) será uma s-ferradura forte.

Com essas definições em mãos, provemos alguns lemas auxiliares devido à [6].

Lema 6.12. Seja (J,D) uma s-ferradura para uma f ∈ C0([0, 1]). Então, para toda

sequência finita J = {jk}n−1
k=0 dos elementos de {1, . . . , s}, existe um intervalo fechado

JJ , tal que f i(JJ ) ⊂ Jji, para 0 ≤ i ≤ n− 2 e fn−1(JJ ) = Jjn−1.

Demonstração. O lema será provado por indução em n, se n = 1 nada temos a provar.

Suponha que o resultado vale para toda sequência de comprimento n−1, tomando

J = {jk}n−1
k=0 e J ′ = {jk}n−1

k=1 existe um intervalo fechado JJ ′ , tal que f i(JJ ′) ⊂ Jji+1
, para

0 ≤ i ≤ n− 2 e fn−1(JJ ′) = Jjn−1 . Como f(Jj0) = J ⊃ J1 ⊃ JJ ′ , temos que Jj0 f -cobre
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JJ ′ , dáı, existe um intervalo fechado L ⊂ Jj0 , tal que f(L) = JJ ′ . tomando L = JJ ,

obtemos o resultado.

Lema 6.13. Se f ∈ C0([0, 1]) possui uma s-ferradura, então, para todo n ∈ N, fn, possui

uma sn-ferradura.

Demonstração. assuma que f possui a s-ferradura (J,D), fixe n ∈ N seja J sequência

finita de {1, . . . , s} de comprimento n e JJ satisfazendo as propriedades obtidas no

lema 6.12. Observe que JJ é um subintervalo de J , tal que fn(JJ ) = J . Seja J ′J o

subintervalo fechado minimal (com respeito à inclusão) de JJ , satisfazendo estas propri-

edades. Defina

Dn = {J ′J ;J é sequência de {1, . . . , s} de comprimento n}

. Agora, basta mostrar que (J,Dn) é ferradura, para tanto sejam J ′J , J
′
J ′ ∈ Dn, com

J ′J 6= J ′J ′ , suponha que int(J ′J ) ∩ int(J ′J ′) 6= ∅ (observe que com isso int(J) 6= ∅). Como

J 6= J ′ existe i ∈ {0, . . . , n− 1} , tal que f i(J ′J ) ⊂ Jk e f i(J ′J ′) ⊂ Jm, com k 6= m. Dáı,

f i(int(J ′J ) ∩ int(J ′J ′)) ⊂ Jk ∩ Jm. Mas #(Jk ∩ Jm) ≤ 1. Contradizendo a minimalidade

de J ′J e J ′J ′ .

Lema 6.14. Se f possui uma s-ferradura e s ≥ 4, então f possui uma (s− 2)-ferradura

forte.

Demonstração. Seja (J,D) uma s ferradura para f , assuma, sem perda de generalidade,

que cada Ji ∈ D não possui subintervalo fechado, tal que f(Ji) = J . Portanto, os pontos

extremos de Ji são levados por f nos pontos extremos de J . Seja Ji = [ai, bi] e J = [a, b],

sem perda de generalidade, podemos assumir que b1 < ai < bi < as, para todo 1 ≤ i ≤ s.

Escolha c ∈ int(J1) e d ∈ int(Js). Assim, J2, . . . , Js−1 ⊂ (c, d). Observe que, como

para todo i ∈ {2, . . . s − 1} f(Ji) = J = [a, b], existem subintervalos J ′i de Ji tais que

f(J ′i) = [c, d]. Se i, k ∈ 2, . . . s− 1, com i 6= k, note que J ′i ∩ J ′k ⊂ Ji ∩ Jk ⊂ {ai, bi, ak, bk},
mas f({ai, bi, ak, bk}) = {a, b} e f(J ′i) = f(J ′k) = (c, d), como (c, d) ∩ {a, b} = ∅, então

J ′i ∩ J ′k = ∅. Assim, se D′ = {J ′2, . . . , J ′s−1}, então ([c, d],D′) é uma s − 2-ferradura forte

para f .

Lema 6.15. Se f ∈ C0([0, 1]) possui uma s-ferradura forte, então htop(f) ≥ log s.

Demonstração. Assuma que (J,D) é uma s-ferradura forte para f . Defina Aj = ([0, 1] \⋃s
i=1 Ji)∪Jj e A = {A1, . . . , As}. Observe que A é cobertura aberta de [0, 1]. Assim, defina

An conforme a equação 1.7. Seja J = {jk}n−1
k=0 uma sequência finita, de comprimento n

dos elementos de {1, . . . , s}, escolha um intervalo JJ satisfazendo as propriedades do

lema 6.12. Seja x ∈ JJ . Como para todo i ∈ {0, . . . , n − 1} f i(x) ∈ Ji e como (J,D)
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é uma s-ferradura forte, então Ji é o único elemento de D contendo f i(x). Assim, o

único elemento de An contendo x é
⋂n−1
i=0 f

−i(Aji). Como existem sn sequências finitas de

comprimento n dos elementos de {1, . . . , s}, temos que N(An) = sn. Donde

h(f, A) = lim
n→∞

1

n
log sn = log s.

e, portanto, htop(f) ≥ log(s).

Por fim, estamos em posição de provar o seguinte teorema:

Teorema 6.16. Se f ∈ C0([0, 1]) possui uma s-ferradura então htop(f) ≥ log s.

Demonstração. Suponha que (J,D) é uma s-ferradura para f . Como s ≥ 2 então sn ≥ 4,

para todo n ≥ 2. Assim, pelo lema 6.13, temos que fn possui uma sn-ferradura, ∀n ∈ N,

pelo lema 6.14, se n ≥ 2, então fn possui uma s−2-ferradura forte. Assim, pelo lema 6.15

h(fn) ≥ log(sn − 2). Como h(f) = (1/n)h(fn):

h(f) ≥ lim
n→∞

1

n
log(sn − 2) = log(s).

[5] provou que se f ∈ C0([0, 1]) é transitiva, então f 2 possui uma 2-ferradura

e o teorema 6.16 implica que htop(f) > 0. No entanto, mostraremos a prova de um

resultado levemente diferente devido à [2] (que implica em htop(f) > 0 para toda função

f ∈ C0([0, 1]) transitiva).

Notação 5. Seja P ⊂ [0, 1] defina 〈P 〉 como o menor conjunto conexo fechado que contém

P . Para fins de notação ao invés de escrever 〈{x, y}〉, escreveremos 〈x, y〉. Observe que

para todo P ⊂ [0, 1] 〈P 〉 é um intervalo.

Teorema 6.17. Seja f ∈ C0([0, 1]). Assuma que existe um conjunto finito P ⊂ [0, 1], tal

que o conjunto
⋃
n≥0 f

n(P ) seja denso em [0, 1]. Então, htop(f) > 0.

Demonstração. Suponha que htop(f) = 0. Para todo x ∈ [0, 1] defina

K(x) =
(

lim inf
n→∞

fn(x), lim sup
n→∞

fn(x)
)
,

e L(x) =
⋃
n≥0 f

n(K(x)). Observe que se K(x) 6= ∅, então ωf (x) ⊆ K(x). Como

lim inf
n→∞

fn(x), lim sup
n→∞

fn(x) ∈ ωf (x),

existem y1, y2 ∈ ωf (x), tais que f(y1) = lim infn→∞ f
n(x) e f(y2) = lim supn→∞ f

n(x).

Assim, pela continuidade de f . K(x) ⊂ f(〈y1, y2〉) ⊂ f(K(x)), suponha agora que

fn−1(K(x)) ⊂ fn(K(x)), então se w1 ∈ fn(K(x)) existe w2 ∈ fn−1(K(x)) ⊂ fn(K(x)), tal
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que f(w2) = w1. Assim, w1 = f(w2) ∈ fn+1(K(x)), donde fn(K(x)) ⊂ fn+1(K(x)). Por-

tanto, {fn(K(x))}∞n=0 é uma sequência não decrescente de intervalos. Assim, f(L(x)) =⋃
n≥1 f

n(K(x)) = L(x). Observe ainda que L(x) é um intervalo não necessariamente

fechado com intL(x) 6= ∅.
Observe que, como #P <∞ e

⋃
n≥0 f

n(P ) é denso em [0, 1], existe ao menos um

w ∈ P \ {x ∈ P ;K(x) = ∅}. Além disso,
⋃
n≥0 f

n(P \ {x ∈ P ;K(x) = ∅}) continua sendo

denso em [0, 1]. Portanto, trocando P por P \{x ∈ P ;K(x) = ∅}, se necessário, podemos

assumir que K(x) 6= ∅ para todo x ∈ P . Seja J ′ ⊂ [0, 1] um intervalo positivamente

invariante. Observe que
⋃
n≥0 f

n(P ) ∩ J ′ 6= ∅, pois
⋃
n≥0 f

n(P ) é conjunto denso. Assim,

seja x ∈
⋃
n≥0 f

n(P )∩J ′. Pela invariância positiva de J ′, temos que L(x) ⊆ J ′. Como P é

um conjunto finito existe w ∈ P , tal que L(w) 6⊃ L(x), para todo x ∈ P , defina J := L(w).

Como w ∈ P , então int(J) 6= ∅. Além disso, como f(L(w)) = L(w), então J é intervalo

próprio, assim, se x ∈
⋃
n≥0 f

n(P ) ∩ J , então L(x) ⊆ J como L(fn(y)) = L(y) para todo

y ∈ [0, 1] e para todo x ∈
⋃
n≥0 f

n(P ) existe y ∈ P e n ∈ N, tal que fn(y) = x e portanto

L(y) = L(x), já que L(y) 6⊂ L(w) = J , temos que L(x) = J para todo x ∈
⋃
n≥0 f

n(P )∩J .

Suponha que J = [a, b].

Observe que f tem que ter um ponto fixo z no interior de J . Do contrário,

todo o gráfico de f
∣∣
int(J)

estaria de um lado da diagonal, suponha acima da diagonal (o

caso abaixo da diagonal é análogo), então teŕıamos que f(y) > y para todo y ∈ int(J), e,

portanto, para todo y ∈ int(J) a sequência {fn(y)}n é monótona, não crescente e limitada

pelos pontos extremos de J . Dáı, existe o limite

lim
n→∞

fn(y),

pela continuidade de f, se q = limn→∞ f
n(y), então

f(q) = lim
n→∞

fn+1(y) = q,

assim, q = b. Assim, seja Q = {x ∈ P ;O+
f (x)∩ int(J) 6= ∅}, como #P <∞ e

⋃
n≥0 f

n(P )

é denso em [0, 1], então 0 < #Q < ∞, defina também kx = min{k ∈ N; fk(x) ∈
int(J) com x ∈ Q}. Seja q′ = min{fkx(x);x ∈ Q}. Como Q é um conjunto finito

a < q. E
⋃
n≥0 f

n(P )∩ (a, q′) = ∅. Pois, se x ∈ P \Q, então fn(x) 6∈ intJ para todo n ∈ N
e, se x ∈ Q, então fn(x) ≤ a se n < kx e fn(x) ≥ q′ se n ≥ kx. Mas isso é imposśıvel pois⋃
n≥0 f

n(P ) é denso em [0, 1].

Suponha que y ∈ int(J) é tal que y 6= z mas f(y) = z. Então, o intervalo

aberto int(〈z, y〉) contém x ∈
⋃
n≥0 f

n(P ). Defina N =
⋃
n≥1(fn(〈x, z〉) ∩ fn(〈x, y〉)).

Note que K(x) ⊂ N . Observe que ∀n ∈ N fn(〈x, y〉) ∩ fn(〈x, z〉) ⊃ {z} 6= ∅, dáı, como

f é continua e N é a união de intervalos não vazios com interseções não vazia, dáı, N

é um intervalo. Note ainda que J = L(x) ⊂ N . Assim, existe n, tal que {y, z} ∈
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fn(〈x, z〉) ∩ fn(〈x, y〉). Portanto, pela continuidade de f , fn(〈x, z〉) ∩ fn(〈x, y〉) ⊃ 〈z, y〉,
assim, os intervalos {〈x, y〉 〈x, z〉} fn-cobrem 〈z, y〉. Ou seja, fn possui uma 2-ferradura

e, portanto, htop(f) ≥ (1/n) log 2 > 0.

Como não existe y ∈ int(J), tal que y 6= z, mas f(y) = z, então, se J1 = {t ∈
J ; t ≤ z} e J2 = {t ∈ J ; t ≥ z}, então, existe uma aplicação ϕ{1, 2} → {1, 2} tal que

f(Ji) = Jϕ(i), com i ∈ {1, 2}, pois, se existe c, d ∈ J1\{z} (respectivamente c, d ∈ J2\{z}),
tais que f(c) ∈ J1 (respectivamente f(c) ∈ J2) e f(d) ∈ J2 (respectivamente f(d) ∈ J1),

então existe. c′ ∈ 〈c, d〉, tal que f(c′) = z. Ou seja, existe ϕ{1, 2} → {1, 2}, tal que

f(Ji) ⊆ Jϕ(i). Além disso, como f(J) = f(L(w)) = L(w) = J temos que para todo y ∈ J1

(respectivamente y ∈ J2), existe y′ ∈ J , tal que f(y′) = y. Ou seja, ϕ é sobrejetiva em

{1, 2} e f(Ji) ⊇ Jϕ(i).

Suponha ϕ(i) = i, com i = 1, 2. Seja x ∈ P tal que O+
f (x) ∩ J1 6= ∅ e k tal

que fk(x) ∈ J1 então, como f(J1) = J1 temos que se n > k então fn(x) ∈ J1, assim

K(x) ⊆ J1, portanto, para todo n ∈ N fn(K(x)) ⊆ J1, donde L(x) ⊆ J1 ⊂ J = L(w), o

que é um absurdo, portanto, ϕ(1) = 2 e ϕ(2) = 1.

Defina o intervalo J ′ =
⋃
n≥0 f

2n(int(J1)). Observe que J ′ = J1 e f 2(J ′) = J ′.

Além disso, o conjunto
⋃
n≥0 f

2n(P ′) é denso em J ′. Onde P ′ = P ∪ f(P ). Definindo

L′(x) =
⋃
n≥0 f

2n(K(x)), então para todo x ∈
⋃
n≥0 f

2n(P ′) ∩ J ′ temos que L′(x) = J ′.

Pois, como J ′ é um intervalo positivamente f 2-invariante e x ∈ J ′ então L′(x) ⊆ J ′, e, se

L′(x) ⊂ J ′ então existe y ∈ P tal que L(y) = L′(x) ∪
⋃
n≥0 f

2n+1((K(x))) ⊂ J1 ∪ J2 = J .

O que seria um absurdo. Pois não existe y ∈ P tal que L(y) ⊂ J . Como estamos

assumindo que htop(f) = 0, então htop(f 2) = 0. Aplicando o argumento anterior para

f 2 e J ′ ao invés de f e J podemos encontrar um ponto fixo de f 2, z1, tal que f 2 leva

{t ∈ J ; t ≤ z1} em {t ∈ J ; t ≥ z1} e vice-versa. No entanto, z ∈ {t ∈ J ; t ≥ z} mas

f 2(z) = z 6∈ {t ∈ J ; t ≤ z}. O que é um absurdo, completando a prova.

Segue como corolário imediato do teorema 6.17:

Corolário 6.18. Se f ∈ C0([0, 1]) é uma função transitiva, então htop(f) > 0.

6.3 Conjuntos confinados de aplicações no intervalo.

O objetivo dessa seção é obter informações sobre a região confinada de f a partir

das propriedades de uma aplicação C1+ transitiva com um conjunto cŕıtico não-flat C. Em

primeiro lugar, é importante notar que todo difeomorfismo local C1 com conjunto cŕıtico

não-flat é monótono por partes. pois, definindo x0 = 0, xn+1 = 1 e C = {x1, . . . , xn},
teremos que se Ij = [xj−1, xj], com j = 1, 2, . . . , n+1 então f

∣∣
Ij

é estritamente crescente ou

decrescente, assim, pela proposição 6.7, temos que f é fortemente transitiva. Como f é em



92 Caṕıtulo 6. Aplicações no intervalo.

particular C1, temos pela desigualdade de Margulis-Ruelle que, se ν é medida ergódica, f -

invariante com entropia positiva, então possui todos os expoentes de Lyapunov positivos.

Como C é não-flat da observação 1 temos que

ν ∈M1
erg(f) e hν > 0 =⇒ ν ∈ E(f). (6.1)

Pelo corolário 6.18 temos que htop(f) > 0. Em particular, pelos teoremas A.5 e de Jacobs

existe uma medida ergódica f -invariante de entropia positiva. Assim, pela equação (6.1),

temos que E(f) 6= ∅. Portanto, pela observação 13, temos que f possui infinitas órbitas

periódicas expansoras. Como C é não-flat e f está definida em [0, 1], então #C < ∞.

Observe que se q ∈ C, então O+
f (q) contém, no máximo, uma orbita periódica expansora

e, como #C <∞, temos que existe ponto periódico expansor p tal que p 6∈ O+
f (C). Assim,

pela proposição 6.7 e teorema A.20, temos que existe probabilidade µf ∈M1
erg(f) tal que

suppµf = [0, 1]. Assim, usando o teorema 5.28 temos que F(f) é um aberto denso de

[0, 1].

Lema 6.19. Definindo S :=M1
erg(f

∣∣
O+
f (C)) = {ν ∈M1

erg(f); ν(O+
f (C)) > 0}, então

ν ∈ S ⇐⇒ ν =
1

n

n−1∑
j=0

δfj(q), (6.2)

para algum q ∈ O+
f (C) e n ∈ N tal que fn(q) = q. Em particular, #S ≤ #C e hν(f) = 0,

para todo ν ∈ S. Além disso,

µ ∈M1
erg(f) então µ(F(f)) = 1 ou µ ∈ S. (6.3)

Demonstração. Suponha ν ∈ S, então, comoO+
f (C) é enumerável existe q ∈ O+

f (C) tal que

ν(q) > 0. Dáı, pela invariância de ν, para todo n ∈ N teŕıamos que ν(fn(q)) ≥ ν(q) > 0,

e, assim, se todos os fn(p) forem distintos, teŕıamos que 1 = ν([0, 1]) ≥ ν(O+
f (q)) = ∞.

O que é um absurdo. Assim, #O+
f (q) < ∞. E, consequentemente, existe q′ ∈ O(q)

tal que fn(q′) = q′, sejam 0 ≤ j < k ≤ n, observe que fk−j(f j(q′)) = fk(q′), donde

ν(f j(q′)) ≤ ν(fk(q′)), e f j+n−k(fk(q′)) = f j(q′), donde ν(f j(q′)) ≥ ν(fk(q′)). Portanto

ν(f j(q′)) = ν(fk(q′)). Observe ainda que, se l ∈ N, q1 ∈ {q′, f(q′) . . . , fn−1(q′)}, então

para todo boreliano A ⊂ f−l(q1) \ {q′, f(q′) . . . , fn−1(q′)}, teremos que µ(A) = 0, pois,

seja 0 ≤ k ≤ n tal que f l(fk(q1)) = q1, então, pela invariância de ν e pelo fato de

ν(fk(q1)) = ν(q1), teremos que

ν(fk(q1)) = ν(q1) = ν(f−l(q1)) ≥ ν(A) + ν(fk(q1)) =⇒ µ(A) = 0.

Em particular, como q′ ∈ O+
f (q) e ν(q) > 0 obtemos que q ∈ {q′, . . . , fn−1(q′)}. E

como O+
f (q) é um conjunto invariante, a menos de medida nula teremos pela ergodicidade
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de ν e do fato de ν(O+
f (q)) > 0 que ν(O+

f (q)) = 1. Além disso, como ν(q) = ν(f j(q))

para todo 0 ≤ j. Assim, se ν ∈ S temos que ν obedece a equação 6.2. Como para todo

q ∈ C, temos que O+
f (q) contém no máximo uma orbita periódica, então é imediato que

#S ≤ #C. O fato de hν(f) = 0 para todo ν ∈ S segue imediatamente da equação (6.2),

isto é mostrado no exemplo 1. Se µ ∈ M1
erg(f) é tal que µ(F(f)) 6= 1, então teremos

que existe um conjunto boreliano A, com µ(A) > 0, tal que α0
f (x) 6= [0, 1] para todo

x ∈ A. No entanto, como f é fortemente transitiva, temos que αf (x) = [0, 1], portanto

x ∈ O+
f (C), donde A ⊆ O+

f (C) e, portanto, µ ∈ S.

6.4 Resultado Principal

O resultado principal consegue uma prova unificada para potenciais, satisfazendo

a condição 1 ou 2. E, de fato, existem resultados similares ao teorema 6.20 na literatura,

provando o resultado, apenas para uma das condições ou trabalhando com o potencial

nulo. A exemplo de [13], que demonstrou o resultado supondo que ϕ é hiperbólica para f

(como definido em [13]), ou mais geralmente se supx ϕ < P (f, ϕ), note que qualquer uma

das condições implica que sup{
∫
ϕdµ;µ ∈ M1(f)} < P (f, ϕ), dáı, a condição 2 é mais

fraca que a as condições trabalhadas em [13].

Um outro resultado similar ao 6.20, foi obtido por [8]. Seja Pn como definido

na Equação (1.8) e Vn(ϕ) conforme a Definição 5.1, se f é uma função topologicamente

mixing (como definido em [8]), ϕ satisfaz a condição 1 do teorema 6.20 e Vn(ϕ) → 0,

então existe um único estado de equiĺıbrio µϕ.

Note que o potencial nulo satisfaz as condições do teorema 6.20, assim, se ϕ é

o potencial nulo, conforme explicado na subseção 1.5 , P (f, ϕ) = htop(f) e, assim, o

teorema 6.20 apresenta uma prova alternativa para o resultado obtido por [11], para o

caso que f é C1+ e não-flat, onde o autor estudou o conjunto de medidas µ ∈M1(f) que

satisfaz hµ(f) = htop(f).

Teorema 6.20. Seja f : [0, 1] 	 uma aplicação transitiva com um conjunto cŕıtico

não-flat C, se ϕ é um potencial Hölder, tal que pelo menos uma das condições é satisfeita:

1. supϕ− inf ϕ < htop(f);

2.
∫
ϕdµ < P (f, ϕ) para todo µ ∈M(f).

Então, f possui apenas um estado de equiĺıbrio µϕ para ϕ. Além disso, hµϕ(f) > 0 e

suppµϕ = [0, 1].

Demonstração. Inicialmente, assuma que ϕ satisfaz a condição 2. Observe que

γ := sup

{∫
ϕdµ;µ ∈M1(f)

}
< P (f, ϕ), (6.4)
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do contrário, existiria uma sequência {µn}n ∈M1(f) tal que limn→∞
∫
ϕdµn → P (f, ϕ) e,

portanto, existiria µ ∈ M1(f) tal que µ = limk→∞ µkn e
∫
ϕ = limk→∞

∫
ϕdµ = P (f, ϕ),

contradizendo a condição 2.

Note que pelas equações (6.1), (6.2) e (6.3), temos que hµ(f) = 0 para todo

µ ∈M1
erg(f) \ E(f |F(f)). Portanto, PE(f |F(f))(ϕ) = P (f, ϕ). Dáı,

hµ(f) +

∫
ϕdµ < PE(f |F(f))(ϕ) ∀µ ∈M1(f) \ E(f |F(f)),

ou seja, ϕ é um potencial livremente expansor. Usando o item 8 do teorema 5.28, obtemos

que ϕ possui apenas um estado de equiĺıbrio µϕ. Além disso, µϕ ∈ E(f) e suppµϕ =

suppµf = [0, 1].

Assuma agora que ϕ satisfaz a condição 1. Nesse caso, considere ψ dado por

ψ(x) = ϕ(x)− inf ϕ. Observe que ψ é potencial Hölder

0 ≤ ψ(x) < htop(f) ∀x ∈ [0, 1].

Note que o potencial nulo satisfaz a condição 2 e portanto, f possui apenas um µ0 ∈M1(f)

possuindo entropia máxima. Temos ainda que µ0 ∈ E(f) e µ0(F(f)) = 1. Portanto, se

hµ = 0, então 0 ≤ hµ(f) +
∫
ψdµ =

∫
ψdµ < htop(f) = hµ0(f) ≤ hµ0(f) +

∫
ψdµ0 ≤

PE(f |F(f))(ϕ). Ou seja,

µ ∈M1(f) e hµ(f) = 0 =⇒ hµ(f) +

∫
ψdµ < PE(f |F(f))(ϕ).

Portanto,pelas equações (6.1), (6.2) e (6.3), obtemos que:

hµ(f) +

∫
ϕdµ < PE(f |F(f))(ϕ) ∀µ ∈M1(f) \ E(f |F(f)),

Assim, ψ é potencial livremente expansor. Utilizando novamente o item 8 do teorema 5.28

obtemos que ψ possui apenas um estado de equiĺıbrio µψ. Além disso, µψ ∈ E(f) e

suppµψ = suppµf = [0, 1]. Observando que µ ∈ M1(f) é um estado equiĺıbrio para ψ se

e somente se é um estado de equiĺıbrio para ϕ concluirmos a prova do teorema.



Apêndice A

Resultados Importantes

Nessa seção apresentaremos alguns resultados auxiliares para o desenvolvimento

dos tópicos discutidos nessa dissertação. As demonstrações desses resultados não serão

apresentadas.

Lema A.1 ([16] pg.235-237). Sejam P e Q e S partições de entropia finita. Então, as

seguintes afirmações são verdadeiras:

1. Hµ(P ∨Q/S) = Hµ(P/S) +Hµ(Q/P ∨ S);

2. Se P ≺ Q então Hµ(P/S) ≤ Hµ(Q/S) e Hµ(S/P) ≥ Hµ(S/P);

3. P ≺ Q se e somente se Hµ(P/Q) = 0.

Lema A.2 ([16]). Seja X um espaço métrico compacto e f uma transformação cont́ınua,

se α e β são duas coberturas abertas de X, então H(α∨β) ≤ H(α)+H(β) e H(f−1(α)) ≤
H(α). Além disso, se f é sobrejetiva então H(f−1(α)) = H(α)

Lema A.3 ([16],pg 318). A sequência an = logPn(f, ϕ, α) é subaditiva

Proposição A.4. Seja X um espaço métrico compacto e {αn}n uma sequência de cober-

turas abertas de X com diamαn → 0 quando n→∞. Então,

htop(f) = sup
n
h(f, αn) lim

n→∞
h(f, αn)

Teorema A.5 (Prinćıpio variacional,[16] pg 320-326). Seja f : X 	 uma transformação

cont́ınua em um espaço métrico compacto, para todo potencial ϕ : X→ R,

P (f, ϕ) = sup

{
hν(f) +

∫
ϕdν; ν ∈M1(f)

}
Lema A.6. Se Z é uma coleção E-encaixada de abertos e conexos e seja P1 e P2 E-

pré-imagem de dois elementos de Z, com Ord(P1) 6= Ord(P2) então P1 e P2 não são

ligados
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Nos lemas A.7 e A.8, fixaremos a medida µ finita e definida nos conjuntos de

Borel.

Lema A.7 (Atratores ergódicos,[18]). Dada uma componente ergódica U ⊂ X, existe um

único atrator A ⊂ X que atrai quase todos os pontos de U . Além disso, ω(x) = A para

quase todo ponto de U .

Lema A.8 ([18]). Seja U = {U(x)}x∈U uma coleção assintoticamente invariante definida

em uma componente ergódica U , seja A ⊂ X o atrator dado pelo lema A.7. Existe um

conjunto compacto AU ⊂ A tal que ωf,U = AU para quase todo x ∈ U . Além disso, se

U = {U(x)}x∈U tem frequência positiva, então existe um compacto A+,U ⊂ AU tal que

ω+,f,U = A+,U , para µ-quase todo ponto x ∈ U .

Teorema A.9 ([19]). Seja (X,A) um espaço mensurável, f : X → X uma aplicação

injetiva e bimensurável e F : A→ X uma aplicação f -induzida, com tempo induzido R.

Se µ é probabilidade f -invariante, então ZF :=
⋂
n≥0 F

n
(
F−j(X)

)
são conjuntos

mensuráveis tais que F (ZF ) ⊂ ZF e µ(ZF \ F (ZF)) = 0. Além disso, as seguintes

afirmações são equivalentes:

1. µ(Zf ) > 0.

2. µ(ZF ) > 0 e ν := 1
µ(ZF )

µ
∣∣
ZF

é probabilidade F -invariante.

3. Existe probabilidade invariante ν � µ.

Corolário A.10 ([19]). Seja f um automorfismo que preserva a medida em um espaço

de probabilidade (X,A, µ) e F : A → X uma aplicação f -induzida, de tempo induzido R

e A ∈ A supondo f bimensurável e injetiva, µ f -ergódica e F -levantável. Se F é órbita

coerente, seja ZF :=
⋂
n≥0 F

n
(
F−j(X)

)
, então temos que µ(Zf ) > 0 e ν := 1

µ(ZF )
µ
∣∣
ZF

é

F -ergódica e é o único F -levantamento de µ.

Proposição A.11 (Rokhlin,[19]). Se µ é probabilidade f -invariante, então a probabili-

dade µ̄ definida em Xf dada por µ̄(U) = limn→∞ µ(πn(U)), para todo U ⊂ X mensurável,

é a única probabilidade f̄ -invariante tal que µ = π∗µ.

Lema A.12 (Continuidade do conjunto vazio,[19]). Seja (X,A, µ)) um espaço de probabi-

lidade. Se A1 ⊃ A2 ⊃ . . . é uma sequência de conjuntos mensuráveis, então µ
(⋂

n≥1An
)

=

limn→∞ µ(An).

Proposição A.13 ([21], Proposição 8.4). Se f é fortemente transitiva e Per(f) 6= ∅, seja

l = min{n ∈ N; Fix(fn) 6= ∅}, então existe um conjunto aberto tal que

1. V ∪ f ∗(V ) ∪ · · · ∪ (f ∗)l−1(V ) ⊃ X \ C;
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2. (f ∗)l(V ) ⊂ V ;

3. f lj|v é fortemente transitivo ∀j ≥ 1.

Teorema A.14 ([27],teorema 2). Seja (Σ, F ) um deslocamento de Markov enumerável,

e Φ um potencial Hölder. Então,

PG(Φ) =

sup{P (Φ|Y , F ); (Y, F ) ⊆ Σ é um deslocamento de Markov finito e topologicamente mixing}

Teorema A.15 ([12],teorema 2.10). Seja (Σ, F ) um deslocamento de Markov enumerável

Φ um potencial de variação somável. Então,

PG(Φ) = sup

{
hµ(F ) +

∫
Φdµ;µ ∈M1(F ) E

∫
min{Φ, 0}dµ <∞

}
.

Teorema A.16 ([26],teorema 4.9). Seja (σ, F ) um deslocamento de Markov enumerável,

com o conjunto de estados S e matriz de transição (tij)S×S. Um potencial Walters Φ

admite uma medida Gibbs se e somente se

1. ∃b1, . . . , bn0 ∈ S tal que ∀a ∈ S existem i, j ∈ (1, n0) ∩ N tal que tbjatabi = 1;

2. PG(Φ) <∞ e V1(Φ) <∞.

Teorema A.17 ([10],teorema 1.1). Seja (Σ, F ) um deslocamento de Markov topologica-

mente transitivo e enumerável. Suponha que Φ : Σ→ R satisfaz sup Φ <∞, PG(Σ) <∞
e satisfaz

∑
n≥2 Vn(ϕ̄) < ∞. Existe, no máximo, uma probabilidade F -invariante µ tal

que hµ(F ) +
∫

Φdµ está bem definido e é maximal.

Teorema A.18 ([10],teorema 1.2). Seja (Σ, F ) e Φ como no teorema A.17, se existe µ

tal que hµ(F ) +
∫

Φdµ é maximal. Então existe uma função cont́ınua positiva h e uma

medida de Borel finita ν em casa [a], a ∈ S, totalmente suportada tal que para algum

λ > 0 LΦh = λh, L∗Φν = ν e
∫
hdν = 1. Além disso, dµ = hdν

O lema a seguir possui significativa importância para a obtenção de resultados das dinâmicas

hiperbólicas. Uma das provas para esse lema pode ser encontrada no lema 3.1 de [3].

Lema A.19 (lema de Pliss). Dado A ≥ c2 > c1 > 0, seja θ0 = c2−c1
A−c1 . Então, dado

qualquer sequência finita real a1, . . . , an0 tal que

n0∑
j=1

aj ≥ c2N e aj ≤ A ∀1 ≤ j ≤ n0,

então existe k ≥ θ0n0 e 1 < n1 < · · · < nk ≤ n0 tal que

ni∑
j=n+1

aj ≥ c1(ni − n) ∀0 ≤ n < ni e 1 ≤ i ≤ l.
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Teorema A.20. ([18] teorema 5). Seja M uma variedade riemanniana f : M →M uma

aplicação C1+ com região cŕıtica C, se f é fortemente transitiva e existe ponto periódico

repulsor p ∈M \O+
f (C), então algum iterado de f admite um conjunto não enumerável de

probabilidades expansoras, não invariantes e ergódicas cujo seu suporte é toda a variedade.
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