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Resumo

Considere n > 2. Sejam V B, (resp. VP,) o grupo de trangas virtuais (resp. o
grupo de trangas puras virtuais) e VT, (resp. PVT,) o grupo de trangas planas virtuais
(resp. o grupo de trangas planas puras virtuais). Seja IT um dos seguintes grupos quocien-
tes: VB, /T9(VP,) ou VT, /T's(PVT,) onde I'y(H) é o subgrupo comutador de H. Nesta
tese, mostramos que II é um grupo cristalografico, caracterizamos os elementos de ordem
finita e as classes de conjugagao de elementos em II. Além disso, realizamos explicitamente
alguns grupos de Bieberbach e grupos virtualmente ciclicos infinitos em II. Finalmente, es-
tudamos outros grupos parecidos com o grupo de trancas (welded, unrestricted, flat virtual,
flat welded e grupo de trangas virtuais de Gauss) modulo ao respectivo subgrupo comu-
tador em cada caso. Ainda mais, mostramos que os grupos B,,(M)/T'y(P,(M)), sendo M
a esfera finitamente perfurada, VB, /I's(VPE,), VT, /Tw(PVT,) e UVB, /T (UVP,) sdo
grupos quase cristalograficos.

Palavras-chave: Grupo de trancas virtuais, Grupo de trancas planas virtuais, Grupo

cristalografico.



Abstract

Let n > 2. Let VB, (resp. VP,) be the virtual braid group (resp. the pure
virtual braid group), and let VT, (resp. PVT,) be the virtual twin group (resp. the
pure virtual twin group). Let II be one of the following quotients: VB, /T3 (V P,) or
VT, /T2(PVT,) where I'y(H) is the commutator subgroup of H. In this thesis, we show
that II is a crystallographic group and we characterize the elements of finite order and the
conjugacy classes of elements in II. Furthermore, we realize explicitly some Bieberbach
groups and infinite virtually cyclic groups in II. Finally, we also study other braid-like
groups (welded, unrestricted, flat virtual, flat welded and Gauss virtual braid group) mo-
dulo the respective commutator subgroup in each case. Even more, we show that the
groups B, (M)/T'y(P,(M)), where M is the finitely punctured sphere, VB, /T's(V E,),
VT,/Tx(PVT,) and UV B, /Ty (UV P,) are almost-crystallographic group.

Keywords: Virtual braid group, Virtual twin group, Crystallographic group.
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Introducao

Seja B,, o grupo de trangas de Artin com n cordas. Existem varias generalizagoes
do grupo de trancas de Artin B,, do ponto de vista geométrico e do ponto de vista
algébrico, por exemplo, os mapping class groups, grupos de trancas de superficie, grupos
de trangas virtuais, grupos de Artin-Tits, grupos de Garside, grupos de trancas planas
(twin) e os grupos de trangas planas virtuais.

O grupo de trancgas virtuais € um companheiro natural da categoria de nos vir-
tuais, assim como o grupo de trancas de Artin é para os nos e links usuais. Os Teoremas
de Alexander e Markov para o grupo de trancas virtuais foram provados por Kamada
em [39, 2007]. Notemos que um diagrama de noé virtual ¢ como um diagrama de no clas-
sico com um tipo extra de cruzamento, chamado de n6 virtual. O conceito de né virtual
foi introduzido por Kauffman em veja [40, 1999] e, nesse mesmo artigo, foi introduzido o
grupo de trangas virtuais como uma ferramenta para trabalhar com links e nés virtuais.
O grupo de trangas virtuais tem uma interpretacao em termos de diagramas, que pode ser
encontra em [39, 2007], [40, 1999] e [57, 2001]. As trangas virtuais tém chamado a atengao
de diversos pesquisadores, por exemplo, suas propriedades homolégicas foram estudadas
por Vershinin em [57, 2001|; propriedades e aspectos estruturais foram mostrados por
Bardakov em |7, 2004] e por Bardakov e Bellingeri em [8, 2009]; e em [16, 2020] os autores
Bellingeri e Paris determinaram todos os homomorfismos possiveis de V' B,, para 5,,, de
S, para VB,, e de VB, para VB,,onden,m e NN n>5 m>2en>m.

Os grupos de trancas planas estao ligados ao conceito de doodle. Um doodle é
uma classe de homotopia de uma cole¢ao finita de circulos imersos na 2-esfera sem inter-
segoes triplas ou superiores, essa ideia foi introduzida por Fenn e Taylor em [32, 1979] e
por Khovanov em [41, 1997]. A no¢ao de um doodle foi generalizada para um doodle vir-
tual em [13, 2018]. Os grupos de trangas planas virtuais V'7},, juntamente com os grupos
de trancas planas puras virtuais, foram introduzidos de maneira abstrata por Bardakov,
Singh e Vesnin em [6, 2019] como sendo uma generalizagdo do grupo de trangas planas
T,.. O grupo de trancas planas puras virtuais PV'T,, é definido como o ntucleo da sobre-
jecao natural de V'T,, para S,. O grupo VT, desempenha o mesmo papel na teoria de
doodle virtuais que o grupo de trangas planas 7, desempenha na teoria dos doodle. No
artigo [51, 2021] Nanda e Singh, provaram os Teoremas de Alexander e Markov para os
doodle virtuais. No trabalho de Naik, Nanda e Singh (veja [50, 2020]), o grupo de trangas
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planas virtuais VT, e o grupo de trangas planas puras virtuais PV'T,, foram estudados
com mais detalhes. O grupo de trangas planas virtuais V'7;, contém o grupo de trancas
planas T, e o grupo simétrico S, e, de maneira similar ao grupo de trancas virtuais,
possuem uma interpretacao geométrica.

Muitos quocientes de grupos de trancas virtuais também sao interessantes, em
particular, o grupo de trancas soldadas (welded) W B, o grupo de trangas irrestritas
(unrestricted) virtuais UV B, o grupo de trangas flat virtuais F'V B,,, o grupo de trangas
flat soldadas FFW B,,, e o grupo de trancas virtuais de Gauss GV B,,. Para mais detalhes
sobre esses grupos veja [10, 2015], [22, 2017], [39, 2007], [40, 1999] e [45, 2022|. Assim
como para grupos de trancas virtuais, é muito natural definir quocientes semelhantes
para grupos de trancas planas virtuais. Por exemplo, o grupo de trancas planas soldadas
foi definido em [6, 2019]. Na Figura 1.4, definimos o grupo de trangas planas de Gauss.

Tratando-se dos grupos cristalograficos, eles desempenham um importante papel
no estudo de grupos de isometrias dos espagos Euclidianos. Um grupo cristalografico livre
de tor¢ao é chamado de grupo de Bieberbach, esses grupos sao importante na geometria
Riemanniana, devido a existéncia de um correspondéncia entre a classe dos grupos Bie-
berbach e a classe das variedades Riemanniana compactas planas, via grupo fundamental
(veja [56, 2012] e [60, 2011]).

A primeira conexao entre os grupos de trancas e os grupos cristalogréficos foi
estabelecida por Gongalves, Guaschi e Ocampo em [35, 2017]. Os autores mostraram que
o grupo quociente B, /T's(P,), do grupo de trangas de Artin B,, pelo subgrupo comutador
do grupo de trancas puras de Artin P,, é um grupo cristalografico. Além disso, varias
propriedades do grupo B, /T's(P,) foram estudadas em [35, 2017|, por exemplo, a tor¢ao,
as classes de conjugacao de elementos de ordem finita e a realizacao de subgrupos finitos em
B,,/T5(P,). Posteriormente os autores Ocampo e Santos Junior em [54, 2021|, estudaram
o problema de conjugacao de elementos e a realizacao de grupos virtualmente ciclicos no
grupo B, /I'2(P,) e, em [15, 2022, Bellingeri, Guaschi e Makri, mostraram que o grupo
de trangas irrestritas virtuais UV B,, contém uma copia do grupo B, /T's(P,).

A conexao entre os grupos cristalograficos e os grupos de trancas de Artin foi es-
tendida para outros grupos, por exemplo para os grupos de reflexao complexos arbitrarios
por Marin em [46, 2016], para os grupos de trangas das superficies fechadas orientaveis
de genus positivos em [36, 2021 e para os grupos de trangas das superficies perfuradas
(orientaveis ou nao) por Diniz em [24, 2020|. Recentemente, em [42, 2022|, Kumar, Naik
e Singh estabeleceram uma relagao entre os grupos de trangas planas e os grupos crista-

lograficos, provando que os grupos T, /T's(PT),) e T,,/T), sendo PT, o grupo de trangas

no
planas puras, sdo grupos cristalograficos. Também foi provado em [36, Proposition 17,
2021] que se M ¢é a esfera ou uma superficie fechada nao orientavel entao, para cada
n > 1, o grupo quociente B, (M)/T's(P,(M)) nado é um grupo cristalografico.

Dessa forma, é natural se perguntar quais grupos que tém alguma ligacao com os



grupos de trangas de Artin possuem algum quociente que seja um grupo cristalografico.
Neste trabalho lidamos com esse problema para o caso dos grupos de trancas virtuais e
trangas planas virtuais (e seus quocientes relacionados). Vamos provar que se G é um
dos seguintes grupos VB,,, VT,, WB,, FVB, e FWDB, e se N é o respectivo subgrupo
puro em cada caso entdo G/T'3(N) é um grupo cristalografico para cada n > 1. Em cada
caso, estudamos aspectos estruturais respectivo quociente cristalografico. Vale observar
que em [5, Section 3| os autores provaram que existe a decomposicao VB, /Ty (V P,) =
VP,/To(VP,) xS, eque VB, /T'y(VP,) é um grupos cristalografico, e também estudaram
as representacoes lineares desse grupo. Nesta tese, iremos reprovar a conexao entre grupos
de trangas virtuais e grupos cristalograficos e entao estudaremos profundamente aspectos
estruturais de VB, /T's(V P,)

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira. O Capitulo 1 é dedicado
as preliminares da tese. Onde encontramos as notagoes, defini¢coes e propriedades dos
conceitos utilizados no decorrer do texto, inclusive, as apresentacoes dos principais grupos
abordados nesse trabalho VB, e V'T,,.

No Capitulo 2 estabelecemos uma ligacao entre os grupos cristalograficos e os gru-
pos de trangas virtuais, mostrando que o grupo V B,,/T's(V P,) é um grupo cristalografico
(veja Teorema 2.2). Ainda mais, estudamos os aspectos estruturais desse grupo. Na Propo-
si¢ao 2.3, mostramos que o grupo V' B,,/I's(V P,) contém uma copia do grupo B, /Ty (P,).
Ja no Teorema 2.6 caracterizamos os elementos de ordem finita de V' B,,/I's(V P,) e nos
Teoremas 2.8 e 2.11, estudamos as classes de conjugacao dos elementos de V B,,/T'y(V P,).
Destacamos que com os Teoremas 2.8 e 2.11 possuimos as condi¢oes necessérias e su-
ficientes para determinar se duas palavras sao conjugadas em VB, /T's(V P,), com isso,
podemos identificar palavras nao conjugadas em V B,, (veja o Exemplo 2.12). Além disso,
realizamos grupos virtualmente ciclicos em V B,,/T'3(V P,) no Teorema 2.16 e grupos de
Bieberbach no Teorema 2.17.

O Capitulo 3 é dedicado ao estudo no grupo VT, /Iy (PVT,). Enunciamos e prova-
mos resultados semelhantes aos obtidos para o grupo V' B,,/I'y(V P,)) no grupo V'1,, /T's(PV'T,).
Estabelecemos uma conexao entre os grupos de trangas planas virtuais e os grupos cris-
talograficos (veja Teorema 3.1) e o restante do capitulo é dedicado a estudar os elementos
de ordem finita, as classes de conjugacao de elementos e a realizacao de alguns grupos
virtualmente ciclicos em VT, /T2 (PVT,).

Seja G' um grupo sob as seguintes condigoes. Considere a seguinte sequéncia exata
curta

1 7X G—/=85, 1,

onde ZX é um grupo Abeliano livre sobre um conjunto finito X e S, age em ZX como
uma representagao de permutacao injetiva. No Capitulo 4 caracterizamos os elementos de

ordem finita em G (veja Teorema 4.1) e estudamos as classes de conjugagao de elementos



em (G nos Teoremas 4.3 e 4.4. Para provar esses resultados, usamos equagoes no grupo
Abeliano livre ZX para transformar nossa questao inicial em um problema de encontrar
uma solugao de um sistema de equagoes sobre os nimeros inteiros. Os Teoremas 4.1, 4.3
e 4.4 sao generalizacoes de alguns resultados apresentados nos Capitulos 2 e 3. Além
disso, no Teorema 4.15 apresentamos uma condicao suficiente para que um grupo possua
como quociente um grupo quase cristalografico (uma generalizagao dos grupos cristalogra-
ficos). Utilizamos esse resultado para mostrar que os grupos B,,(M)/T'x(P,(M)), sendo M
a esfera finitamente perfurada, VB, /I's(VP,), VT, /Tw(PVT,) e UVB, /T (UVP,) sao
grupos quase cristalograficos (veja os Teoremas 4.16, 4.17 e 4.18 respectivamente). Mos-
tramos também nesse capitulo que o grupo V' B,,/I's(K B,,) nao é um grupo cristalografico

para n > 3 (veja Proposicao 4.20).



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos as defini¢Oes iniciais e as notacoes que utiliza-
remos no decorrer do texto. Assumiremos que o leitor tem conhecimento sobre grupos.
Assim, seja S, o grupo simétrico definido sobre um conjunto X de n simbolos e fixaremos
a seguinte operacgao sobre o grupo simétrico. Dados 0,7 € S,, utilizaremos nesse texto a
operagao dada por o7(z) = 7(0o(x)) para todo z no conjunto X.

A série central inferior {I';(G)},cy de um grupo G ¢ definida indutivamente
por I'|(G) = G, e I'111(G) = [G,T;(G)] para todo i € N. O proximo lema sera usado

exaustivamente por nés, durante todo o trabalho.

Lema 1.1. Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G. Entao T'y,(H) € um subgrupo

normal de G.

Demonstra¢ao. Faremos indugao em k. Considere k = 2, veja que
ala,bla™ = [aaa™, aba™,

para todos a,b € H e @ € (. Pela normalidade de H, temos que I'y(H) é normal em G.
Suponha que para k o lema seja verdadeiro. Por defini¢ao, I'y41(H) = [['x(H), H], assim

ol (H)a ™t =a[H Ty(H)] o' = [aHa ' aly(H)a ],
usando a hipotese de inducao e o fato de H ser normal em G concluimos a demonstracao.
O

Utilizando o Lema 1.1, podemos sempre tomar o quociente de um grupo G por
I'w(H) para todo subgrupo normal H de G. O proximo resultado garante, com certas

condigoes, a existéncia de uma agao de um quociente de G em um subgrupo H de G.

Lema 1.2. Seja
l1—N-5G-25F—1,
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uma sequéncia exata curta de grupos sendo N um subgrupo normal Abeliano de G. Entao,
existe um homomorfismo F' — Aut(N) definido por f — pr: N — N tal que pf(n) =
gng™*, onde g € G e p(g) = f.

Demonstra¢ao. Devemos mostrar que o homomorfismo F' — Aut(/N) esta bem definido.
Sejam g1,9, € G tais que p(g1) = p(ga) = f. Mostraremos que ging; = = gong, = para
todo n € N. Veja que m = g,'g1 € N e assim mnm~'n~! =1 € N para todo n € N.
Assim, ging; ' = gong, ' para todon € N. O

De acordo com o Lema 1.2, sempre que temos uma sequéncia exata curta com
ntcleo Abeliano
l1—-N-5G-25F—1,

temos uma acgao induzida por conjugacao, de F' em .

1.1 Grupos cristalograficos e quase cristalograficos

Nesta secao, apresentaremos a definicao geométrica dos grupos cristalogréficos
e dos grupos quase cristalograficos. Também exibiremos uma caracterizacao algébrica
dessas defini¢oes, as quais serao bastante tteis para o desenvolvimento do texto. Para
mais detalhes, sobre esses grupos, veja [20,23,60].

Considere um conjunto G e suponhamos que existe uma terna (G, -, 7¢), tal que:
1. (G,-) é um grupo;

2. (G, 7g) € um espago topologico com a topologia 7¢.

3. As fungoes g: G x G — G e q: G — G dadas por g(z,y) = zy e g(z) = 27! sdo

continuas.

Nesse caso, diremos que G é um grupo topolégico. Um grupo topologico G é
chamado de Hausdorff se (G, 1) é¢ Hausdorff. Um subgrupo H de G é dito ser subgrupo
discreto se visto como subespaco de G é discreto. Além disso, se H é um subgrupo fechado
de G, entao o conjunto das classes laterais G/H tem a topologia quociente para a projegao
II: G — G/H. Por fim, o subgrupo H é chamado uniforme se G/H é compacto.

Um subgrupo discreto e uniforme IT de R™ x O(n,R) C Aff(R") é dito ser um
grupo cristalografico de dimensao n. Se, além disso, Il é livre de torcao, entao II é
chamado um grupo de Bieberbach de dimensao n.

Considere um grupo qualquer ®. Uma representagao integral de posto n de ®
¢ um homomorfismo ©: & — Aut(Z"). Nos dizemos que © é uma representagao fiel

se ©® é um monomorfismo.



Existe uma caracterizagao algébrica dos grupos cristalograficos, usaremos essa
caracterizacao no decorrer desse trabalho. Pelo Lema 8 de [35] temos a seguinte caracte-

rizagao.

Definicao 1.3. Um grupo Il € dito ser cristalogrifico se existe um inteiro n € N e uma
sequéncia exata curta

0—7Z" —T-d—1 (1.1)

tal que:
(i) ® € finito.

(1) A representacao integral ©: ® — Aut(Z"), induzida por conjugagcio em 7" e de-
finida por ©(p)(z) = mam ™, onde v € Z", ¢ € ® e w € 11 € tal que (1) = p, €
fiel.

O grupo ® € o grupo de holonomia de Il e n é a dimensao de II.

Os grupos de Bieberbach sao interessantes pela sua relagao com geometria Rie-
manniana e sistemas dinamicos. E bastante conhecido (veja [60, Section 3.3|) que, usando
os Teoremas de Bieberbach, via o grupo fundamental, existe uma correspondéncia entre a
colegao de grupos de Bieberbach de dimensao m e a colegao de variedades Riemannianas,
planas, conexas e compactas de dimensao m.

Uma generalizagao dos grupos cristalograficos sao os grupos quase (almost) cris-
talograficos. Sejam N um grupo de Lie nilpotente, conexo e simplesmente conexo e C'
um subgrupo compacto maximal de Aut(/N). Um subgrupo discreto uniforme de N x C'
é chamado de grupo quase cristalografico e sua dimensao ¢é igual a dimensao de N.
Um grupo quase cristalografico livre de torcao é dito ser um grupo quase Bieberbach
e 0 espago quociente E//N é chamada de infra-nilmanifold.

Um grupo policiclico é um grupo soluvel o qual todos os seus subgrupos sao
finitamente gerados. Um grupo policiclico por finito ¢ um grupo que possui um sub-
grupo normal policiclico de indice finito. Pelo Teorema 3.1.3 de [23]| temos a seguinte
caracterizagao algébrica para os grupos quase cristalograficos, a qual utilizaremos como

definicao.

Definicao 1.4. Seja E um grupo policiclico por finito. Entao E € quase cristalogrdfico se

possui um grupo nilpotente e nao possui subgrupo normal finito nao trivial.

Existe uma correspondéncia entre os grupos quase Bieberbach e as infra-nilmanifold

via grupos fundamentais, veja [3].



1.2 Grupos virtuais

1.2.1 O grupo de trangas virtuais

O grupo de trancas virtuais V' B,, foi introduzido por Kauffman em [40]. O
grupo de trangas virtuais pode ser definido de maneira analoga ao grupo de trancas B,,.
Para mais detalhes sobre o grupo de trangas B,, veja [1] e [2]. A diferenca, entre o grupo
de trancas virtuais e o grupo de trangas cléssico, é que dois tipos de cruzamentos sao
permitidos: os cruzamentos usais de trancas como na Figura 1.1 e o cruzamento virtual
visto na Figura 1.2. Para mais detalhes sobre o grupo de trancas virtuais veja os artigos
de [51] e [39], onde s@o dadas interpretagoes geométricas das trancas virtuais.

O grupo de trancas virtuais tem uma estrutura que pode ser descrita por geradores

e relacoes. Veja a seguir um apresentacao para o grupo V B,,.
Teorema 1.5 (Teorema 4, [8]). O grupo V B,, admite a sequinte apresentacao:

o Geradores:
oiondei=1,2,....,n—1.

pi ondei=1,2,...,n— 1.

e Relacoes:
0i0;410; = 0;410;0;41 para i = 1,2, ... ,n — 2.
0;0; = 0;0; parag |Z —]| > 1.
PiPi+1Pi = Pix1PiPi+1 para i =1,2,....n —2.
pip; = pipi para i — j| > 1.
p?=1parai=1,2,....n—1.
oip; = pjo; para |i — j| > 1.
PiPi10i = Tip1pipiv1 para i =1,2,... . n—2.
Os elementos g; e p;, © = 1,...,n — 1, sdo geometricamente representados pelas
Figuras 1.1 e 1.2 respectivamente.
O grupo V B, contém um cépia do grupo de trangas de Artin B,. Além disso, a
fungao ¢: S, — VB, dada por «(1;) = p;, para i = 1,...,n — 1, € um homomorfismo

(veja |8, Proposigao 6]). Assim, o grupo V B,, contém uma copia do grupo S,. Com isso,

temos a seguinte consequéncia imediata.
Lema 1.6. O elemento p1ps...p—1 tem ordemt em V B,.

)t+2 —1 em

Observacao 1.7. De maneira geral, € possivel mostrar que (prpri1 - Prat
VB,paral<r<n-2,t>ler+t<n-—1.
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1 2w

Figura 1.1: Representacao geométrica do elemento o; em V B,,.

Seja mp: VB, — S, o homomorfismo dado por 7wp(o;) = mp(p;) = 7; para

i=1,...,n—1e7; = (i, + 1). Dessa forma, temos a seguinte sequéncia exata curta:

1 VP, VB, -8, 1, (1.2)

obtendo, assim, a seguinte sequéncia exata curta:

1——>VP,/T4(VP,)—=VB,/T5(VP,) "2~ §, —>1, (1.3)

onde 7, é o homomorfismo induzido por 7,: V' B,, — S,,. O grupo V P, ¢ chamado grupo
de trangas puras virtuais em [16].

Considere os elementos
N1 =00 Migs=pihisiip t =0 tp, i —=1.2 -9
ii+1 = Pi0; i+1,4 = PiNigi+1P; = 0; pPyparat=1,2,..., N 9
e os elementos

_ —1 -1 -1
Aij = Pj—1Pj=2 - - Pit1Niit1Pi41 - - - Pj—2Pj—15

1 i+ W

J

Figura 1.2: Representacao geométrica do elemento p;.
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_ -1 -1 -1
Nji = Pj=1Pj=2 - - - Pit1Ni+1,iPi1 - - - Pj—2Pj—1,

paral<i<j—1<n-—1
No Teorema 1.8 é dada uma apresentacao para o grupo de trangas puras virtuais
V P,. Além disso, foi mostrado em |7, Teorema 2| que V P, é um produto semidireto de

grupos livres (em geral de posto infinito).
Teorema 1.8 (Teorema 9, [8]). O grupo V P, admite a sequinte apresentagao:

o (eradores:

Aij para 1l <i#j<n.

e Relacoes:
NijAeg = Aaij para i, j,k, 1 distintos.
)\k,i(Ak,j)\i,j) = ()\i,j>\k7j))\k,i para ?:,j, k’ dZStZTLtOS

No Lema 1 de [7] foi mostrado o seguinte resultado.
Lema 1.9. Seja 1 <11 < j < n. As sequintes regras de conjugac¢ao sao satisfeitas em V B,

(i) Parak <i—1,i<k<j—1ek>j temos:
PN GPE = Nig € prNgape = A
(i1) Para k =1i—1 temos:
pi—l)\i,jpi:ll =Ni—1; € Pi—l)\mp;}l = Nji-1-
(111) Parai < j—1 temos:
PiNiit1Pi - = Nivti € Pidiip; = Nit1js

-1 -1
Pidi+1iP; - = Aiit1 € PiNjiP; = Njit1-

(w) Parai+1 < j temos:
Pi—1 NP = Aijo1 € piaNgapy i = Ao
(v) Para k = j temos:

PiNiP; = N1 € PRt = Njria-
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Podemos concluir que a agao por conjugacao de S, = (p1,...,pn—1) em VP, &

descrita como segue: sejam w € S,, e A; j um gerador de V' P,, com 1 <1 # j < n, entao,
w - )\m = w)\i,jw’l = )\w—l(i),w—l(j)- (1.4)

Um outro homomorfismo de V B,, para .S,, tem sido objeto de estudos recentes,
veja por exemplo [16]. Seja mx: VB, — S, 0o homomorfismo dado por mg(c;) = 1 e

i (pi) = (i,i+1) parai = 1,...,n—1. Com isso, temos a seguinte sequéncia exata curta:

1 KB, VB, —%~5, 1,

da qual obtemos a seguinte sequéncia exata curta:
1 —> KB, /Ty(KB,) —= VB, /T3(KB,) —%> 3, — 1. (1.5)

A seguir, apresentaremos, em termos de geradores e relacoes, o grupo K B,,.
Proposigao 1.10 (Proposigao 3.1, [16]). O grupo KB, admite a sequinte apresenta¢do:

e Geradores: Para 1l <i< j<mn,

5i,j = PiPi+1 " Pj—205-1Pj—2 " Pi+10i-

5j,i = PiPi+1 " Pj—2Pj-105-1Pj-1Pj—2 " * Pi+1Pi-
e Relacoes:

0i j0k1 = Ok 10, para i,j,k,l distintos.

5i,j(sj,k6i,j = 5j,k5i,j5j,k para ’i,j, k distintos.

No trabalho de Bellingeri e Paris o grupo K B,, ( [16]) ¢ estudado com mais deta-
lhes. Os autores, utilizando a estrutura do grupo K B,,, determinam todas as possibilidades

para os homomorfismo de V' B,, para S,, S, para VB, e VB, para V B,,.

-

Observagao 1.11. A fun¢ao ¢: S, — V' B,, dada por «(;) = p;, parai=1,...,n—1, €
um homomorfismo (veja [8, Proposicao 6]). Com isso, VB, =V P, xS, eVB, = KB, X
Sp. Além disso, o homomorfismo v induz wum homomorfismo 7: S, — VB, /T2(VP,) o

qual € uma segao para as sequéncias exatas curtas (1.5) e (1.3).

A partir do grupo V B,, podemos obter outros grupos realizando quocientes ou,
equivalentemente, adicionando um relacao a apresentagao de V' B,,. Apresentaremos alguns
desses grupos.

O grupo de trancas soldadas (welded) W B, ¢ obtido adicionando a relagao
0it10iPir1 = PiTiv10; para it = 1,2,...,n — 2 ao grupo V B,. No Teorema 1.12, é dada

uma apresentagao para o WB,. Em [22] o grupo W B,, é denotado por LB,,.
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Teorema 1.12 (Corolario 3.15, [22]). O grupo W B,, admite a sequinte apresentacao:

o (leradores:
o;ondetr=1,2,....,n— 1.

piondei=1,2 ... n—1.

e Relacoes:
0;0;410; = 0;410;0;4+1 para 1= 1, 2, oo, — 2.
0,05 = 0;0; para |i — j| > 1.
PiPi1Pi = Pis1PiPiv1 parat=1,2,... . n — 2.
pip; = pipi para i — j| > 1.
p?=1parai=1,2,....n—1.
oip; = pjo; para |i — j| > 1.
PiPi+10i = Oip1PiPit1 parat=1,2,....n —2.
Oit10ipit1 = Pi0iy10; parat=1,2,... . n — 2.
O grupo W B,, admite outras defini¢oes equivalentes. Por exemplo, foi mostrado
em [31] que o grupo W B,, é isomorfo ao grupo de trangas de permutagao BP, o qual é
um subgrupo do grupo de automorfismos de um grupo livre de posto n, Aut F,,, e em [22]
o grupo W B,, é chamado de grupo de trancas de loop LB,.
Podemos definir um homomorfismo 7p: W B,, — S,, dado por wp(0;) = wp(p;) =
(,7+1). O nucleo ker(mp) é chamado de grupo de trangas soldadas puras e ¢ denotado

por WP,. Na Proposi¢cao 1.13 é dada uma apresentagao para WP,. O grupo WP, é
denotado por PLB,, em [22].

Proposigao 1.13 (Corolario 3.19, [22]). O grupo W P, admite a sequinte apresenta¢ao:
e (eradores:
a;j paral <i# 5 <n.

e Relacoes:
QG j0 = 0y para i, g, k, U distintos.
ai,j(az‘,k%‘,k) = (Oéi,kOéj,k)ozm para i, j, k distintos.
G KOG | = O pQG i para i, j, k distintos.

Lema 1.14. A a¢do de S,, no conjunto {a; ;| 1 <i# j <n} é dada por:
W Qi = Qu=1(i)w=1(j)

paraw € S, el <i#j<n.
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Demonstragao. Esse resultado segue do Lema 1 de [7] e da Proposicao 2 de [55]. ]

O grupo de trangas irrestrita (unrestricted) virtuais UV B,, pode ser visto
como um quociente do grupo V' B,, pelo subgrupo normal gerado pelas relagoes p;o;110; =
Oit10iPir1 € Pir10:i0i11 = 0;0:11p; para i = 1,...,n — 2. Na Defini¢ao 2.3 de [10] é dada
um apresentacao para UV B,. O nucleo do homomorfismo 7p: UV B, — S,,, dado por
wp(o;) = mp(pi) = (i,i+ 1) onde 1 < i < n — 1, é chamado de grupo de trancgas
irrestrita puras virtuais e é denotado por UV P,. Uma apresentagao de UV P, é dada
no Teorema 2.7 de [10]. Os grupos UV B, e UV P, sao estudados com mais detalhes
em [45].

Para os grupos W B, e UV B,, nao podemos definir homomorfismos similares ao
homomorfismo 7g: VB, — S,,, ji que para uma func¢ao ser um homomorfismo ela deve

respeitar as relacoes do grupo do seu dominio.

1.2.2 O grupo de trancas planas virtuais

Considere um conjunto @,, de n pontos em R. Um diagrama plano virtual em n
cordas ¢ um subconjunto D de R x [0, 1] consistido de n intervalos chamados de corda

com 0D = @, x {0, 1} e satisfazendo as seguintes condigdes:

1. A projegao natural R x [0,1] — [0, 1] envia cada corda homeomorficamente ao

intervalo unitario [0, 1].

2. O conjunto V(D) de todos os cruzamentos do diagrama D é formado por dois tipos
de cruzamento: os cruzamentos planos classicos representados na Figura 1.3 e o

cruzamento virtual representado pela Figura 1.2.

Considere VT,, o conjunto formado por todos diagramas planos virtuais com n
cordas. Em [51, p.3| foi dada um relacdo de equivaléncia ~ em VT, e uma operagao
binaria, de forma que VT,,/ ~ se torna um grupo. Além disso, em [51, Proposigao 3.3] foi
mostrado que o grupo de trangas planas virtuais V'T,,, introduzido por [6] como uma
generalizac¢ao do grupo de trangas planas T),, é isomorfo a VT,,/ ~.

A seguir, temos uma apresentagao para o grupo V7.

Teorema 1.15 ( [50]). O grupo de trangas planas virtuais VT, n > 2, admite a sequinte

apresentacao:

o Geradores:

o, piparat=1,...,n—1.

o Relagoes:

ol =1parai=1,2,...,n—1.
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oi0; = 0j0; para |i — j| > 2.
pP=1parai=1,....,n—1.

pipj = pjpi para |i — j| > 2.

PiPi+1Pi = Pix1PiPi+1, parat =1,2,....n —2.
pioj = 0;p;, para |i — j| = 2.

PiPi+10i = Tip1PiPiv1, parat=1,....n—2.

Os elementos g; € p;, © = 1,...,n — 1, sao geometricamente representados pelas

Figuras 1.3 e 1.2 respectivamente.

1 1 | M2 W

s [N

J

Figura 1.3: Representacao geométrica do elemento o; em V'T,,.

Em [50] foi mostrado que VT, é residualmente finito e tem centro trivial (Coro-
lario 3.5 e Corolario 4.2).

Sejan > 2esejan: VI, — S, 0 homomorfismo definido por 7 (0;) = 7(p;) = 7
parai=1,...,n—1le7; = (i,i+1). O grupo de trangas planas puras virtuais PVT,
¢ definido como sendo o ntcleo do homomorfismo 7. Assim, obtemos a seguinte sequéncia
exata curta:

1—=PVT,—=VT, -5, 1. (1.6)

Conforme visto em [50], na péagina 4 desse texto, o grupo de trangas planas
virtuais admite uma decomposicao como um produto semidireto VT,, = PVT, x S,, a
fungao ¢: S, — VT, dada por «(1;) = p;, para i = 1,...,n — 1, é naturalmente uma

secao para m. Portanto, uma versao do Lema 1.6 é verdadeira no grupo V'T,,.

Lema 1.16. O elemento pypry1--- prot tem ordem t+2 em VI, para 1 < r < n — 2,
t>ler+t<n-—1.

Demonstracao. A prova desse lema segue do fato que VT, = PV'T, x S, onde ¢: S, —

VT, dado por «(7;) = p;, para i = 1,...,n — 1, é naturalmente uma segao para . O

A seguir, temos uma apresentagao para o grupo de trangas planas puras virtuais

PVT,.
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Teorema 1.17 (Teorema 3.3, [50]). O grupo de trangas planas puras virtuais PVT, em

n > 2 admite a sequinte apresentacao:

o Geradores:

Aij paral <i <j<n.

o Relacgoes:

Xij Akl = Akgij para inteiros distintos v, j, k, .

Observagao 1.18. Na apresentagao de PV'T, dada em [50] o elemento A, ;11 € igual

a oipi, para i = 1,...,n — 2. Na outra mdo, na apresentacao de VP, dada em [7] o
elemento \; ;11 € igual a piai_l, parai=1,...,n—2. Notemos que (o;p;)"" = piai_l para
1=1,...,n—2.

No Teorema 4.1 de [50] foi mostrado que PV'T,, pode ser escrito como um produto
semidireto de grupos livres de posto infinito, paran > 3. Além disso, foi dada um descrigao
do grupo de automorfismo de PV'T,, em [50, Teorema 5.6].

Pela observacao 3.2 de [50], usando a apresentagao do grupo de trancas planas
puras virtuais dada no Teorema 1.17, concluimos que a agao dada por conjugacao de

Sn={p1,.--,pn-1) em PVT, & dada por:

P Aij = Ap=13i),0=1(j) (1.7)

onde \;; = )\;jl para todo 1 <17 < 5 <n.

Nao podemos definir um homomorfismo em V'7}, de maneira similar ao homo-
morfismo 7 : VB, — S,. Isso acontece porque para uma funcao f: V71, — S, ser
um homomorfismo ela deve respeitar as relagoes do grupo, ou seja, f(r) =1 se r é uma
relagao do grupo V7T,.

Um quociente de V' B,, que foi estudado em [10] é chamado de grupo de trangas
flat virtuais e é denotado por FV B,. O grupo FV B, é obtido adicionado a relagao
022 =1,1=1,2,...,n—1, ao grupo V B,,. Veja também que, como descrito na Figura 1.4,
podemos definir F'V B,, como sendo um quociente de V'T;, pelo subgrupo normal gerado
pelas relagoes:

0;0;410; = 04100541, Para 1t = 1, e, — 2.

Um outro quociente de V' B,,, também estudado em [10], é chamado grupo de
trancas flat soldadas virtuais. De maneira similar, F'W B,, pode ser definido como
um quociente de WB,, (veja Se¢ao 5.2 de [10]). Também, como descrito na Figura 1.4,
podemos definir FW B,, sendo um quociente de F'V B,, pelo subgrupo normal gerado pelas
relagoes

PiCit10; = 0i410iPiy1, Parat=1,...,n—2.
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Seja mp: FWB,, — S, (resp. mp: FV B, — S,,), onde wp(0;) = wp(p;) = 7
parai=1,...,n—1le7, = (i,1+1). O grupo de trangas flat puras soldadas FIW P,
(resp. grupo de trancas flat puras virtual FV P,) ¢ definido como o nucleo de m,,

com isso, obtemos a seguinte sequéncia exata curta:

l1—=FWP,—>FWB, -8, —=1,

(resp. 1—=FVP,—=FVB, > S,—1,)

a qual nos fornece a seguinte sequéncia exata curta:

1 ——= FWP,/To(FWP,) —= FW B, /To(FWP,) =2~ S, — 1. (1.8)

(resp. 1—= FVP,/Ty(FVP,) —= FVB,/T5(FVP,) —>8,—=1.)  (1.9)

Apresentacoes desses grupos podem ser encontradas no pardgrafo antes da Proposigao 5.5
de [10] para FW P, e na Proposigao 5.1 de [10]| para F'V P,.

O grupo de trancas virtuais de Gauss GV B, é o grupo obtido de FV B,
adicionando as relagoes o;p; = p;o;, parat =1,...,n — 1. Seja 7p: GV B, — S,,, onde
wp(o;) =7p(pi)) =miparai=1,...,n—1er; = (i,i+1). O grupo de trangas virtuais
puras de Gauss GV P, é o nucleo de mp. Uma apresentagao para GV P, foi dada na
Proposicao 5.6 de [10].

O grupo VP, é o subgrupo de V P, gerado por \; ; para 1 <14 < j < n. O grupo
VP," & chamado de grupo trangas puras virtuais upper em [55]. Um resultado

interessante sobre esse grupo é o seguinte.
Proposigao 1.19 (Proposicao 5.1, [10]). O grupo VP,* € isomorfo a FV P,.

Usando a relacao af =1lparai=1,...,n— 1, podemos mostrar que \;; = )\;;
para 1 <i < j <nem FVB,. Dessa forma, a acao de S,, em F'V B, por permutagao nos
indices esta bem definida.

Na Figura 1.4, exibimos, em um diagrama, alguns quocientes do grupo de tran-
gas virtuais e do grupo de trangas planas virtuais. O homomorfismo sobrejetivo (seta
direcionada) entre dois grupos significa que o contradominio é obtido, do outro grupo,
somente adicionando na apresentacao do grupo anterior o conjunto de relagoes indicado

pelo ntimero dado na seta, como segue:
(1) pioit10i = 04101, parai=1,...,n — 2,
(2) o7 =1,parai=1,...,n—1,

(3> 00410 = 0410041, parai = 1,...,n — 2,
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(4) pis10i0i41 = 0305 1pi; parai =1,...,n — 2,

(5) oip; = pioi, parai=1,...,n— 1.

/\/i\

FV B, GV'T, W1,

i\ e

UV B, GV B,

®3)

Figura 1.4: Quocientes do grupo de trangas virtual e do grupo de trancas planas virtuais.



Capitulo 2

Grupos cristalograficos e os grupos de

trancas virtuais

Neste capitulo, iremos relacionar os grupos de trangas virtuais com os grupos
cristalograficos. Mais precisamente, mostraremos que o grupo VB, /T'5(V P,)) é um grupo
cristalografico e estudaremos aspectos estruturais desse grupo.

Dado v € VB, /T3 (VPE,), a acdo de v em {\;; | 1 < i # j < n} é a restricao
da acdo de S, em {\;; | 1 < i # j < n} ao grupo gerado por 7p(r). Denotaremos uma
transversal da acao de v em {\;; | 1 <i # j < n} por Ty e a orbita de um elemento \; ;
por Oy(A; ;) onde O = 7p(v).

2.1 O grupo de trancas virtuais médulo o comutador

do subgrupo de trancas puras virtuais

Lema 2.1. O grupo VP,/T'y(V P,) € abeliano livre de posto n(n — 1).

Demonstragao. Pelo Teorema 1.5 o grupo V' P, é gerado por Ax; para 1 < k # 1 <n com

as relagoes:
o )\i,j/\k,l)\;jl)\,;ll = 1 para 1, j, k, [ distintos,
® N\iidikjNij = NijAkjAkq para i, j, k distintos,

onde, 1 < i # j < n. Veja que os geradores de V P,/T'y2(V P,) sdo os elementos A
para 1 < k # | < n e as relagdes do grupo V P, sao triviais em VP, /I'2(V P,). Logo,
V P,/Ty(V P,) é abeliano livre de posto n(n — 1). O

A seguir, mostraremos que os grupos cristalograficos e os grupos de trancgas vir-

tuais estao relacionados.

19
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Teorema 2.2. Seja n > 2. Existe uma sequéncia exata curta que cinde:
1——= 7=V s VB, Ty(VP,) £~ 5, —=1 (2.1)

e o grupo do meio € um grupo cristalogrdifico.

Demonstrag¢ao. Consideremos a seguinte sequéncia exata curta,

1 VP, VB, —£~ 8, 1
com isso, obtemos a seguinte sequéncia exata curta:
1——>VP,/Ty(VP,) —= VB, /Ty(VP,) —£~ 5, —1.

O homomorfismo ¢, uma se¢ao para 7p descrita na Observacao (1.11), induz um homomor-
fismo z: S, — VB, /T's(V P,) que é uma segao para 7p, assim obtemos a decomposigao
VB,/T'y(VP,) =VP,/T3(VP,) xS,. No Lema 2.1, mostramos que VP, /I'5(V P,) é um
grupo abeliano livre gerado por {\;; | 1 <i# j < n}, ou seja, VP, /Ty (V P,) é isomorfo
a Zrh,

Para mostrar que VB, /I's(V P,) é um grupo cristalografico, resta mostrar que a
agao de S, induzida por conjugagao, em V P, /T'5(V P,) é injetiva (veja Defini¢ao 1.3). A
agao de S, em VP, /T'3(V P,) é induzida pela agao de S,, em V P, dada em (1.4).

Seja B € S, tal que B - \;; = \;; para todo A, ; € VP, /I'2(VP,), veja que

B-Nij=MNij& 5>\z’,j5_1 =\ij
© Ag-1(),8-1() = Aigo

para todo 1 < ¢ # j < n. Sabemos que {)\;; |1 <i# j <n} é uma base do grupo
Abeliano livre V P, /T'y(V P,), dessa forma, concluimos que 8 = 1. Portanto, a a¢ao de S,
em VP, /T's(VP,) & injetiva. O

No artigo [35], os autores mostraram que o grupo de trangas B,, modulo o sub-
grupo comutador do grupo de trangas puras I'y(P,) é um grupo cristalografico. No proximo

resultado mostramos que o grupo B,,/T's(P,) pode ser mergulhado em VB, /T'2(V P,).

Proposicao 2.3. O mergulho de B, em VB, induz um mergulho de B,/Ty(FP,) em
VB,/Ts(VP,).

Demonstracao. Seja ¢, : B, — V B, o homomorfismo natural definido por o; — o; para
i=1,...,n—1( veja Proposi¢ao 2 de [55]). Em [12, Proposigao 4.8| os autores mostraram

que o homomorfismo ¢, se restringe a um monomorfismo P, <— V' P,, dado por

Ai,j — ()\j_Lj ce /\i+1,j)>\i,j/\j,i()\j—l,j . >\i+1,j)_17
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onde A;; sao os geradores de P, para 1 < ¢ < j < n. Assim, o homomorfismo ¢,
induz um homomorfismo ¢, B,,/T'2(P,) — VB, /To(V F,). A restricdo ¢y, induz um
monomorfismo @y, P,/T2(P,) — VF,/I2(VF,) onde H = P,/Ty(P,). Com isso,

obtemos o seguinte diagrama comutativo

1 Po/To(Py) B,/Ta(Py) S, 1

b

1—= VP, /To(VP,) —= VB, /To(VP,) —= S, —1.

Usando o Lema dos cinco concluimos que o homomorfismo ¢,,: B, /I'2(P,) — VB, /T3 (V P,)

¢ injetivo. 0

Observacgao 2.4. Seguindo a Proposicao 2.3, concluimos que em V B, /T's(V P,) existem
infinitos elementos de ordem finita pertencentes a B, /T2(P,) (veja [35, Theorem 3]). Os
grupos de Bieberbach com grupo de holonomia Abeliano finito realizados em B, /T'y(F,)
em [35] e [52] sao naturalmente realizados em V B, /To(V P,).

Provaremos que ezxistem outros elementos de ordem finita (veja o Teorema 2.6 e o
Coroldrio 2.7) e outros subgrupos de Bieberbach (veja o Teorema 2.17) em V B, /To(V P,).

Neste capitulo iremos estudar o grupo VB, /T's(VF,). Uma pergunta natural
é o que ocorre com quocientes equivalentes dos grupos definidos no capitulo anterior,
por exemplo, os grupos W B, /I'y(WPF,) e UV B, /T3 (UV P,) sao grupos cristalograficos?
Responderemos essa pergunta no préoximo resultado, para isso, tendo em vista a Figura 1.4,
mostraremos que as relagoes que diferenciam os grupos WB, e UV B, do grupo VB,

pertencem ao I'y(V B,).

Teorema 2.5. Sejan > 2. Os grupos W B, /To(WP,) e UV B, /T3(UV P,) sao isomorfos
a VB, /Ty(VP,).

Demonstragao. Precisamos mostrar que 0;410;0;410; la;rllp; Le Pit10:0i41P; la;rlla[ Lsq0

elementos de I'y(V P,,) para todo ¢ = 1,2,...,n — 2 (veja Figura 1.4). Provaremos apenas
1
S

I'y(V P,) pode ser verificada de maneira similar. Usamos as relagoes dadas no Teorema 1.5

-1 -1 -1 i = -1 -1 -
que 0i410:pi10; 0,p; 0 € I'a(VP,), ja que a prova da afirmacao pi10,0,41p; " 0;,,0;
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veja que

0¢+1Uipi+10i_lai_+llpi_l = Pz’+1pz‘+10z‘+1<7i:0i+1‘7i_10i_+11pz‘_1
= Pz‘+1/\z’_+12,i+1‘7ipz‘+1‘7i_1‘7i_+11:0i_1
= Pit1 A2 PiPiOiP410; TPy
= Pz’+1)\;2,z'+1pi)\1;_+11,mi+1Uz'_laz;llpi_l
= Pi+1)\z‘;lz,z‘ﬂpi)‘;Jrll,ipi+10flﬂipi0;1/);1
= piH)\;JFIQ’HIpi/\;:LiPm>\i+1,i/)i0z‘;11ﬂ;1
= Dit1 A2, 1PN L PN LiPiN i 2,i41Pi 1P
= Pi+1 /\Z-_JFIQ,,-H )\;Llpimﬂpi/\i,iu it 2,i+1Pi+1Pi
= Pit+1 /\;12,,-“)\; iilpiﬂpz'ﬂiﬂ A it 1 Ai42,i+1Pi+1Pi
= )\;rll,prz>‘z‘_,z‘1+zpi/\i,i+2>\i+1,i+2pi

-1 -1
= Air1isoN ipaNit 142N 42
Dessa maneira, aiHaZ»piHai_la;rllp;l € I'y(VP,) paratodoi =1,2,...,n—2. O

E natural se perguntar para quais valores de k € N temos os grupos W B,, /T (W P,)
e UVB, /T (UVP,) isomorfos a VB, /T (VP,)?

Ja sabemos que o grupo VB, /T's(V P,) possui elementos de ordem finita, pois
S, < VB, /T3(VP,). No proximo resultado vamos caracterizar os elementos de ordem
finita de VB, /T'2(V P,) e, além disso, sera possivel exibir elementos de ordem finita de
VB, /T9(V P,) que ndo pertencem a .S,,.

Teorema 2.6. Seja 2 <t < n. Considere uma colecio 1 < ry <re < --- <11 <n de

inteiros consecutivos. Sejam Tp(pp pry - Pro )+ = 0 € Ty uma transversal da ag¢do de

PriPry - Proy €em AN | 1 <1 # j <n}. O elemento H N (PraPry -+ Pro_y ), Onde
1<i#j<n

a;; € Z, tem ordem t em VB, /TI'2(V P,) se, e somente se, Z a;, j, = 0 para todo
Aig 51 €00(Aij)
)\i,j e Tp.

Demonstracao. Por simplicidade vamos assumir r; = ¢ para todo ¢ = 1,...,t — 1, os
outros casos sao provados de maneira similar. Pelo Lema 1.6, sabemos que o elemento

p1ps - pi—1,para2 <t < n,temordemt em VB, /Ty (V P,). Considere Tp(p1ps . .. p1—1) =
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0, para 2 <t <n,ea;; €Z para todo 1 <i # j <n. Temos:

(H >\ pl/)z Pt1> H )\ P1P2 ptl H )\ P1P2 pt71>

1<i#j<n 1<i#5<n 1<i#5<n
IT X¥ o) T N (prpa-. o)
1<i#j<n 1<i#5<n
- H Nij (pr- - proa) H A (o1 pra)
1<i#5<n 1<i#j<n
(o) [T N o pe) 2 (pr i)
1<i#j<n
(prevepe) ™ T N5 (e pe) ™0 (o1 pr)’
1<i#j<n
a; aj, a;
= 11 A I %o 11 %
1<i#j<n 1<i#j<n 1<i#j<n
I MNeg
1<i#j<n

Como J; ; sao os geradores do grupo Abeliano livre VP, /Ty (V P,), para 1 < i #
7 < n, temos:

(I e ) I T e T1 e

1<i#j<n 1<i#j<n 1<i#5<n 1<z7£]<n
| | )\gt 1(5),0t=1(4) =1
1<i#5<n

.

Qiygy T Go=1(i1),0-1(jr) T T Qg—(-1)(i1) g~ (-1 (jy) = 0

igjo F Go=1(i3),0-1(j2) T+ T Qg—-1) (35 6-t-1)(jp) = 0

Qi T Q0=1(ir).0-1Gi) + 7 F Qo--03,) p--0 ) =0

t
para Tp = { i, j1, Nisjos - - - » Nipujm - Dessa forma, ( H )\ (p1p2 - .pt_1)> =1se, e

1<i#5<n
somente se, E ars = 0 para todo A;, j, € Tp. O
)\T,SGOG()\iq,jq)

O Teorema 2.6 pode ser generalizado a partir do corolario a seguir.

Corolario 2.7. Sejam m,t € N e ny,ng,...,n; inteiros positivos, nao necessariamente
t

distintos, maiores que ou iquais a 2 com Z n; < m. EntaoV B,, /T's(V Py,,) possui infinitos
i=1
elementos de ordem mmc(ny,...,n;). Além disso, existe um elemento cuja a permuta¢ao

associada tem tipo ciclo (ny,na,...,n).
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t
Demonstracao. Sejam m,t € Neny, no,...,n; inteiros positivos. Uma vez que Z n; < m,
i=1
entao n; < m para todo i = 1,...,t. Pelo Teorema 2.6, existem a;; € Z e 0, de ordem ny,

em VB, /Ty(VP,) paratodok =1,...,t sendo oy = H )\?fj’jpzk_l R

=1
Aij GO@k ()‘Tkvsk)

k—1 k—1
paratodo 2 < k <t, 0, = H )\Z;jpl---pm_l,onde, rk:ZnH—l,sk:an—i-?

i, ;€00 (M,2) =1 =1
e ©p(6;)"' = 6. Portanto, o elemento 0y ---J; tem ordem mmc(ni,ns,...,n;) em

VB,/Ts(VP,), ja que P i-
VB, /T9(VP,) para i # j.

Pela constru¢ao do elemento dada nessa prova é claro que Tp(d1dy---d;) é um

comuta com Pyt em
=1

n;+1 leil n;—1 n;+1 p21i1 n;—1

elemento do tipo ciclo (ny,ng, ..., ny). ]

Sejam f3; e P elementos de VB, /I'3(V F,). Suponha que f5; e (5 se projetam
na mesma permutacao em S, considere a sequéncia exata curta (1.3), assim, By = v
para algum v € VP,/T'3(VP,). Suponha que f; e 55 se projetam em permutagoes de
S, conjugadas, assim, existe a € VB, /T2 (VP,) tal que aBia;! e B, se projetam na
mesma permutagao em S,,. Suponha que 5, e By se projetam em permutagoes de S,, nao
conjugadas, logo, f; e P2 ndo podem ser elementos conjugados em V B,,/I's(V P,). Dessa
forma, no estudo das classes de conjugagao de elementos em V' B, /I's(V P,), a menos de
conjugacao, é suficiente estudar apenas as classes de conjugacao dos elementos que se
projetam na mesma permutacao em .S,.

Com os Teoremas 2.8 e 2.11 demonstrados a seguir, seremos capazes de determinar
se quaisquer dois elementos em VB, /T's(V P,) sdo conjugados. As demonstragoes dos
Teoremas 2.8 e 2.11 sao analogas, respectivamente, as demonstracoes dos Teoremas 1.1
e 1.2 de [54].

Teorema 2.8. Seja k > 1. Sejam py,py, - . pt, € VBn/To(VP,), Tp(pepty - - .ptk)_l =0

e uma transversal Ty da a¢ao de pypr, . ..pt, em {Ni; | 1 < i # j < n}. Os elementos

ai,j Sig.iq s ;
H A5 (prapry - - ) € H Aig (P Pts - - - p) s@0 congugados em V By, [T'a(V P,),
1<i#j<n Aig.iq€To

onde, S; ;, = E ars para todo N, ;. € Tp.
)\r,seo()\iq,jq)

Demonstragao. Nosso objetivo é mostrar que os elementos H )\f;” (Pty Pty - - Pr,) €
1<i#j<n
Sig.i . . . :
H Aig (Pt Pty - - - pr) 880 conjugados em V B, /T'y(V F,), para isso, precisamos mos-
Aiqvjq €Ty
trar que existe X € VP, /T'o(V P,) tal que

ai,j - Siq.d
X H /\i,j7 (ptlptz s ptk)X L= H )‘iq,qjq]q (pt1pt2 o 'ptk)a

1<i#j<n )\quqETg
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ou equivalentemente,

a; j - - Si
X H Aiajj<pt1pt2“‘ptk)X l(ptlpt2“'ptk) = H )\’q’qjqjq'

1<i#j<n Aiqyjq €Ty

Considere X = H A i € VP, /Ty(V P,) onde x; ; € Z. Vejamos quais sao as condigoes

1<i#j<n

a;;j Siq.i
sobre x; ; € Z para que os elementos H Aif PPty - pr) € H Aigin (Pt Pts - - - Pry,)
1<i#j<n Aig.iq €To
sejam conjugados em VB, /I'2(V P,)

- - Siq,iq
X H >‘ ptlptz ce ptk)X 1(pt1)0t2 ce ptk) t= H )‘iq,j;

1<i#j<n Aig.ig€Te
S;
a” Ti,j tq,dq
ex T A I Meee = 1T Acie
1<i#j<n 1<i#j<n Xig,iq €T

como J; j, 1 <i# j <n, sdo geradores do grupo Abeliano livre V P, /I'y(V P,) temos:

X I AN upa-e o)X orpr o) = J] Ao
1<i#j<n Xig,iq€To
$i,j + CLZ'J — l‘g—l(i)ﬂfuj) = 0, Se )‘iJ §é Tg

(2.2)
xiqvjq + aiqvjq - xefl(iq)ﬁ*l(ﬂlq) = Siq:jq’ s€ )\iq’jq < T9

Veja que o sistema de equagoes (4.1) possui solugao se, e somente se, os seguintes

subsistemas de equagoes possui solugao

T01(iq),01 (jg) T Q01 (1g),01 (jg) — To-(1+m=0) (i)~ (1+m=0 (j,) = 0

xitqu + aiqu - ‘refl(iq)ﬂ*l(jq) = Siqvjq

para todo 1 <t < m e para todo \;_;, € Ty onde m = |Og(N;_ ;,)|-
Mostraremos que os subsistemas de equagoes (4.2) admitem solugao. Seja \;, ;, €
Tg e considere €1 = )\iqu, €9 = )\G(iq),e(jq): N )\em—l(iq),gm—l(]’q), onde, m = ’Og()\iq,jq)"

Com isso, a matriz de permutagao da orbita de A pela acao de 6 com respeito ao

1q,Jq
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conjunto ordenado {ey, ey, ..., ey} ¢ dada pela matriz M;_;,
0
M, j, = | 0
0 0 . 1 0

Dessa forma, para todo A € Ty, podemos reescrever os subsistemas de equagoes (4.2)

ithq
como Segue:
Tig,jq —Qiyj, T Sig.jq
L6(i4),0(jq) —Q0(i,),005,)
%) [Ligj, — Mg j,] : = .

Lom—1(iq),0™1(jq) T Agm—1(iq),0m 1 (jq)

onde, I; j, = (Id)mxm € m = |Og(N;,;,)|- Analisando a matriz dos coeficientes e a matriz

a:Ja

estendida associada, nés concluimos que (x) possui solugao se, e somente se, S; j, =

Z ars para todo A ;. € Tp. O
Ars€0(Nig.ig)

Uma consequéncia do Teorema 2.8 é que existe uma correspondéncia biunivoca

entre as classes de conjugagao de elementos de ordem finita em V B, /T's(V P,) e as classes

de conjugacao de elementos em .5,,.

Corolario 2.9. Sejam 5 e By elementos de ordem 7 em V B, /Ts(V P,). Entao, 31 e Po
sao congugados em V B, /T'9(V P,) se, e somente se, Tp(51) e Tp(B2) sao conjugados em
Sy

Demonstracio. E claro que se 31 e (5 sdo conjugados em V B, /T'5(V P,) entdo, 7p(f) e
7p(52) sdo conjugados em S,,.

Provaremos agora a reciproca. Sem perda de generalidade, podemos assumir
que Tp(B1) = Tp(Bs2). Seja 0 = 616, ---0, a decomposiciao de Tp(f1) e Tp(H2) em S,
onde #; é uma transposi¢do. Conjugando Tp(f;) e Tp(fP2) se necessario, podemos su-
por que 7p(pi,pi, - - pi,) + = wp(B1) = Tp(B2) onde ﬁp(pij)’l = 0;. Logo, existem
X = H Mgl eY = H )\f]’ em VP,/Ty(VPE,) tais que 81 = X(pi,pi, -+ pi,)

1<ij<n 1<ij<n
e By = Y(pipiy- - pi.). Como By e Ba tem ordem finita, concluimos pelo Teorema 2.6

que Z a5, = 0 e Z bi,;; = 0 para todo \;; € Tjy. Portanto, pelo
Ai17j1€(99()\i7j) /\il,j1609()\i,j)

Teorema 2.8, 31 e B2 sdo conjugados em VB, /T'2(V P,). O

Corolario 2.10. Sejam Hy e Hy subgrupos ciclicos finitos de V B, /T's(V P,). Entdo, Hy

e Hy sao conjugados se, e somente se, 0s grupos Tp(Hy) e Tp(Hy) sdo conjugados em S,,.
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Demonstragao. Sejam Hy = (1) e Hy = (f33) subgrupos ciclicos finitos de V' B,, /'y (V B,).
Suponha que Tp({f1)) e Tp((52)) sdo conjugados em S, em particular, Tp(5;) e Tp(52)
sao conjugados em S,. Entao, 51 e [y tém a mesma ordem em VB, /T'3(V P,), pois o
nicleo Ker(7p) é livre de torgao. Logo, pelo Corolario 2.9, 8, e 5 sdo conjugados em
VB, /Ts(V P,) e portanto, H; e Hy sdo conjugados em V B,,/T's(V P,). Reciprocamente, se
H, e Hy sdo conjugados em V B, /Ty (V P,) existe X € VB, /Ty (VP,) tal que XH, X ' =
Hy, logo, 7p(X)7p(Hy)7p(X) ™ =7p(Hy) em S,,.

L]

Denotaremos por Cyg, () o centralizador de 6 em S,,. Utilizando o proximo resul-

tado podemos determinar a classe de conjugagao de qualquer elemento em V' B,,/T's(V P,).

Teorema 2.11. Seja k > 1. Sejam py,pr, - .- py, € VBn/T2(VE,), Tp(pt,piy - p1,) + =0

e c € Cs,(0). Considere uma transversal Ty da agao de pypry...pt, em {Ni; | 1 <1 #

J<n}eé = pype---pPo € VBn/To(VPE,) tal que Tp(¢) = c. Entao, os elementos
H A (P Pry - - - Pry) H )\b” (Pt1 Pty - - - Pr,) SGO conjugados se, e somente se,

)\'r s ETG )\'r s ETG

(1) ars = by, para Ae-1(r) 135y € Oa(Ars) onde A, € Tp.

(i1) Ge1(r)c-1(s) = bps Para Ae-1()c-1(5) € Oa(Ars), s€nd0, Qo1 () c—1(5) = Z a; j
)\i,je(gG()\c—l(T.)’c—l(s))
e )‘7“73 eTyp.

Demonstragao. Para mostrar que H A (Pt Py - - - Pr) € H A (puypey - - - Pry) 580
Ar’,seTG AT',SETG
conjugados, precisamos encontrar um elemento X € VP, /T'y(V F,) tal que

Xc H )\ pt1pt2' ptk H )‘TS pt1pt2' 'ptk)a (24)

>\T‘ s GTO AT‘ s GTQ

onde, ¢ = pe,Pey - - - Pep, € V Bn/To(V P,) tal que Tp(¢) = c.
Considere X = H )\m” € VB, /T'y(VP,). Analisaremos quais sao as condi-

1<i#j<n
goes sobre X para que a equagao (4.3) seja verdadeira,

xe H Aar S ptl Pt - ptk H )\br ' ptl Pty - - Ptk)
Ar,s €Ty Ars€Ty
X H Aa? b(ptlptZ ce ptk)é_lX_l(phptz . ptk H /\b7 s
AT756T0 )\7‘ seTg
eX H )\Z(T:j:c(s)é(ptlptg e ptk)é_lX_l(ptlptz : ptk H /\qlirss7

AT,SGTG Ar aETQ
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como Tp(¢) =ce c € Cg, (0) temos:

X ] A ewPupe o)X oo pn) = [ M
TSETG A'y 5€T0
331 (lrs —Z4,j _ br,s
e JI N7 11 Moew 11 %oen = 11 M
1<i#j<n Ar,s€Tp I<i#j<n Ar,s€Tp

Suponha que Ae-1(py c-1(5) & Op(Ars). Afirmamos que ac-1(y)0-1(5), 0 expoente de
Ac-1(r)e-1(s), € igual a um expoente de algum elemento na transversal Tp. De fato, se
Ae-1(r)e-1(s) & To, entao existe A, 5, € Ty tal que Ae-1(m)c-1(5) € Op(Ary,s;). Como pelo
item (77) ae-1()c-1(5) = Z Aij € Ae—1(r)e1(s) € (’)9( .51 ), concluimos que

i j€00(A 1y =1(s))
Ae-1(r),c-1(s) = Qry,s,- Assim, a dltima equagao ¢ verdadeira se os seguintes sistemas de

equagoes possuem solucgao

Lok (r),0k(s) — xg—(1+m—k)(r),0—(1+m—k)(S) =0 , (25)

Trs + Ae-1(r),c1(s) — Lo-1(r),0-1(s) — brs =0

para 1 < k <m,onde A\, s € Ty e m = |O(\,5)|. Seguindo o mesmo feito na demonstracao

do Teorema 2.8, podemos concluir que a equagao (4.4) é equivalente a:

Lrs —Qc=1(r),c1(s) + br,s
T6(r),60(s) 0
(I) [[r,s - MT,S] . = : )
.T9m71(7n)79m71(5) 0

onde m = |Og(Ars)|, Irs = (Id)mxm € M, s ¢ a matriz de permutagdo da orbita de A,
com respeito ao conjunto ordenado {e; = A5, €3 = A0(r),0(s)s -+ -2 Em = )\gm—l(r)ﬂm—l(s)}.
Analisando a matriz dos coeficientes e a matriz estendida associada, concluimos que (1)
possui solugao se, e somente se, G.-1()c~1(s) = by s provando assim o item (77). Da mesma
forma, se Ao-1()c-1(5) € Og(Ars) para A, € Ty o sistema (/) tem solucdo se, e somente

se, a(r),(s) = br,s- O

Sabemos que o problema de conjugacao em V B,, nao possui solu¢ao conhecida,
como afirmam Bellingeri e Paris em [16] na p.1342. Nos Teoremas 2.8 ¢ 2.11 damos condi-
gOes necessarias e suficientes para que um par de palavras em VB, /T's(V P,) seja conju-
gado. Podemos, entao, utilizar esses resultados para encontrar elementos nao conjugados
em VB,.

Dados a e f em V B,, considere as permutacoes mp(a) = 01 e mp(3) = 0, asso-
ciadas a a e 3 respectivamente. Os elementos 6; e 05 podem ser ou nao conjugados em

Sn, vamos analisar essas duas situagoes. Se 6; e 6 nao sao conjugados em S,,, podemos
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concluir que « e 3 nao sao conjugados em V B,,. Caso #; e 05 sejam conjugados em S5,,, até
entao, nada podemos afirmar sobre o e 3. Vejamos, no exemplo a seguir, como podemos

utilizar os Teoremas 2.8 e 2.11 para encontrar elementos nao conjugados em V B,,.

Exemplo 2.12. Considere os elementos B = AaXai1p1 € & = Ai2A3201p201 em V By.
Veja que mp(B) = (1,2) e mp(a) = (1, 3), portanto, wp(B) e mp(a) sao conjugados em Sy.
Ainda mais, (2,3)(1,2)(2,3) = (1,3) em Sy. Em VB,/T's(V Py) temos que a e A\j 32301

sao conjugados. De fato,

p20py " = paAi2As 201020105
= Aisho3pap1papipy
= /\1,3>\2,3P1P2P101pz_1
= /\1,3)\2,3,01-

Utilizaremos os Teoremas 2.8 e 2.11 para mostrar que 3 e A1 3A23p1 nao sao conjugados
em VBy/Ts(V Py), consequentemente, B e a nao serdo conjugados em V By/T'y(V Py).
FEstudando as orbitas da agao de py = 0 na base de V Py/Ty(V Py) temos:

Oe()\1,2) = {>\1,2, )\2,1} € 06'()\2,3) = {>\2,3,>\1,3}-

Considerando um transversal que contém A1 2 € Aa3 da agdo de 6 na base de V Py /T's(V Py)
e utilizando o Teorema 2.8, concluimos que B € conjugado a AiQpl e A13A\a3p1 € conjugado
a )‘3,3P1-

Para finalizar, utilizaremos o Teorema 2.11 para mostrar que )\%72,01 e )\gjgpl nao
sao congugados em V By /To(V Py). Primeiro observe que Cs,(0) = {(3,4)}. Considere ¢ €
VBy/Ty(V Py) tal queTp(c) = ¢ € Cg,(0), por ezemplo, tome € = p3. Como Ao-1(1)c-1(2) =
M2 € Op(Ai2), devemos ter, pelo item (i) do Teorema 2.11, a1 = by2, sendo ayz 0
expoente de A1 2 € bya 0 expoente de Ao em )\i2p1 e )\3,3,01, respectivamente. Visto que
a12 =2 eby o =0, concluimos que )\%72,01 e )\373,01 nao sao conjugados em V By /To(V Py).

Portanto, B e a nao sao conjugados em V By /Ty(V Py).

Teorema 2.13. Seja H um subgrupo de V B, /T's(V P,) isomorfo a S,. Entio, H e ©(S,)
s@o conjugados em V B, /Ty (V P,).

Demonstragao. O grupo 7(S,) é gerado por p;, onde i =1,...,n—1. Como H é isomorfo

a Sy, podemos supor que H é gerado por a,., onde a? = 1 para todo r = 1,...,n — 1.

Ainda mais, Tp(a,) = (r,7+1). Dessa forma, existem c; ; € Z tais que a, = H )\jf]’-jpT
1<i#j<n

para todo r = 1,...,n—1. Mostraremos que existe X € VP, /Ty(V P,) tal que Xp, X * =
H A%, paracadar =1,...,n— 1.

7’7
1<i#j<n
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Considere Tp(a,.) =Tp(p,) =0, e X = H )\f]” . Vamos analisar quais sao as
1<i#j<n
condigdes sobre z; ; € Z para que Xp, X ' = H )\;i’.jp,, paracadar =1,...,n—1,
1<i#j<n
veja que:

Xp, X7 = [ Niore XpX o= [ A

1<i#j<n 1<i#j<n

ex [T Mine= IT X7

1<i#j<n 1<i#j<n
= P 1, = O
Lig = Lo ()00 () = Cigo

paratodo 1 <i # j < n.Seja Ty, um transversal para acao de p, em {\;; | 1 <i # j < n},

dessa forma, temos

e Tig— T =
Xer_l — H )\ij,'] Py & t,q 0,-(¢),0,-(a) t,q 7 (26)
1<i#j<n Lo,.(t),0-(q) — Lt,g = CO,(t),0-(q)

para todo A, € Ty,. De maneira analoga ao feito para o sistema de equagdes (4.2), po-
demos concluir, o sistema de equagdes (2.6) possui solugao se, e somente se, g, 1), (q) +

ctq = 0. Veja que o, = H )\:j’ pr tem ordem finita, portanto, pelo Teorema 2.6,
1<i#j<n
Co,(t),0.(q) + Ctqg = 0. Logo, para todo 1 < r < n — 1 o sistema de equacdes (2.6) pos-

sui solugao. Obtemos uma solugao do sistema considerando g, (1)0,(q) = Tt.q + C4,(1)0,(q)
em (2.6). Agora devemos encontrar um unico X que satisfaz a equagao (2.6) para todo
r=1,...,n—1.

Sejam Tp, e Tp, transversais da acao de 0,, e de 0,, em {\;; | 1 <i # j < n},
respectivamente, onde, Ao € Tgrl el <r #ry<n—1. Veja que existe A\, 4, € T9T2 tal
que g, 1).0,,2) € Op,, (A, ). Levando em consideragao a solucao do sistema (2.6) para

cada r, temos s, (1), (2) = Cg:»l(l)ﬁrl (2 T T12- Como Ag, (1), 2) € Oy, (A1, q,), temos:

N )
Loy, (1,001 (2) = Co,. (t1).0py (1) T Ttrars

logo,

_ 1
Ttr,qr = TCop (t1) 0ry (1) T oy (1).0,, (2) T T12-

Por outro lado, existe Ay, 4, € Tp,, tal que Ay, 4, € Op, (M, 4,). Novamente, levando

em consideracao a solugao do sistema (2.6) para cada r e que A, 4, € Op, (Ai,,q,) temos:

_ 2 1
Ttade = 00, (12000, (22) ~ Wry (00003 (a) T COr (0,05, 2) T T2
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Seguindo essa ideia, encontraremos um X tal que Xp, X ' = H )\ZC]J Py para
1<i#j<n
todor =1,...,n — 1. Dessa forma, H e 7(S,) sdo conjugados em V B, /'3 (V P,). O

Dado um homomorfismo «: Z — Aut(Z,), o é determinado pela imagem do
gerador = de Z. Ainda mais, existe k € {1,...,n — 1} com mdc(n, k) = 1 tal que a(z) =
oy, onde, ay: Z, — Z,, é dada por § —> kd.

Agora estamos interessados em realizar grupos virtualmente ciclicoem VB, /T2 (V B,).
A classificagao de subgrupos virtualmente ciclicos em um grupo GG é um problema inte-
ressante por conta propria, além de nos ajudar a entender a estrutura do grupo G. A
defini¢ao de grupo virtualmente ciclico é apresentada a seguir e pode ser encontrada na
introdugao de [29].

Definicao 2.14. Um grupo G ¢é wvirtualmente ciclico se tem um subgrupo ciclico H de

indice finito.

Visto que todo grupo finito é virtualmente ciclico, estamos interessados em grupos
virtualmente ciclicos infinitos. Existem dois tipos de grupos virtualmente ciclicos infinitos,
os grupos virtualmente ciclicos infinitos dados pelo produto semidireto e os dados pelo

produto amalgamado, como mostra o resultado a seguir.

Teorema 2.15 ( [37, Theorem 17]). Seja G um grupo. Entao, as sequintes afirmagoes

sao equivalentes.
(a) G é um grupo com duas extremidades (with two ends).
(b) G € um grupo virtualmente ciclico infinito.

(c) G tem um subgrupo normal finito F tal que G/F € isomorfo a Z ou ao grupo diedral
infinito Zo x Zs.

Equivalentemente, G € da forma:
(i) F Xy Z para alguma agdo 0 € Hom(Z, Aut(F)), ou
(11) Gy *xp Go, onde, [G; : F| =2, parai= 1,2, onde Gy, Gy e F sao grupos finitos.

O Teorema 2.15 é bem conhecido, boa parte da prova das primeiras afirmagoes é
devida a Epstein [25] e Wall [59], a prova da implicac¢ao (c) implica (b) e a segunda parte
pode ser encontrada em [37]. A seguir, realizaremos subgrupos virtualmente ciclicos em
VB, /T'2(V P,) obtidos através do produto semi direto.

Teorema 2.16. Seja n > 2. Entao, para cada k € {1,...,n — 1} tal que mde(n, k) =1,

o grupo virtualmente ciclico Z,, X, Z pode ser realizado em V B, /T3(V P,).
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Demonstragao. Mostraremos que existem elementos A e B em VB, /I'2(V P,) tais que
A" =1, BAB™' = AF ¢ Z = (B). Considere A = pip;...pn_1, dessa forma, A" = 1.
Suponha que exista B € VB, /Iy (VP,) tal que BAB™" = A* logo, p(BAB™) =
7p(A"). Como, por hipétese, mdc(n, k) = 1, os elementos 7p(A) e Tp(AF) sdo conjugados
em S,. Entdo, existe v € S, tal que y7p(A)y~! = 7Tp(AF). Considere ¥ em VB, /Ty (VP,)
tal que Tp(%) = 7.

Seja B = H A\ ”fy Vamos analisar quais sao as condigoes sobre z;; € Z,

1<i#j<n
onde 1 < i # j < n, para que BAB™! =

A¥ e Z = (B). Para que Z = (B), basta

considerar B de ordem infinita. Por outro lado, BAB™!

= A* se, e somente se,

BAB™' =A< [ XNyaepz- o) T Nf™ = (o1p2- - put)”
1<i#j<n 1<i£j<n
& H AP A(pipa - paet) H A (ppa - par)F =1
1<ij<n 1<iAj<n
Como 7p (’y(plpz...pn,l)&’l) = (p1p2 .- pu_1)¥, existem ¢;; € Z, onde 1 < i # j <
n, tais que Y(pipa...pn1)y ' = H A (p1pa2 - .. pu_1)¥. Assim, considerando 6 =
1<i#j<n
Tp ((p1p2 .. .pn_l)k) temos:
BAB" =A< [ XN¥ I X7z o) TI N7 (prp2- - puat) ™ =1
1<iAj<n 1<iAj<n 1<iAj<n
e I~ I x5 I vean =
1<i#5<n 1<i#j<n 1<i#5<n

Dessa maneira, obtemos o seguinte sistema de equacoes,

{xivj +¢ij — To-r@we-1) = 0,
para todo 1 <1 # j < n. Esse sistema de equacoes é equivalente aos seguintes subsiste-

mas de equagoes,

Tps T Crs — To-1(r),0-1(s) — 0 (2 7)

Tgm () gm(s) T Com(r),om(s) — Tom—1(r),gm—1(s) = 0
para A\, € Tp e 1 < m < |Op(A.5)|- O sistema de equagdes (2.7) possui solugao se, e

somente se, ¢y s+ Cor),o(s) T+ Corry0i(s) = 0 para l = |Og(Ars)| — 1 e A s € Tp. Veja que

H )\ZC]J (p1p2 -
1<i#j<n
-+ Coi(r),0i(s) = 0. Logo, o sistema de equagdes (2.7) possui solucao para todo A, s € Tp.

Dessa forma, existe B € VB, /Ty (VP,) tal que BAB™' = A", O

) pn_l)k tem ordem finita e portanto, pelo Teorema 2.6, ¢, s+ co(r),0(5) +
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2.1.1 Realizando subgrupos de Bieberbach em VB, /I's(V P,)

No proximo resultado exibimos explicitamente subgrupos de Bieberbach em V B, /T’y (V P,,)
com grupo de holonomia ciclico. A demonstracao do proximo teorema é anéloga a demons-

tracdo do Teorema 3 de [36].

Teorema 2.17. Seja G, o subgrupo de S,, gerado por (1,n,n—1,...,2). Ezxiste um sub-
grupo de Bieberbach G, em VB, T5(VP,) de dimensio n(n — 1) e grupo de holonomia

G,. Ainda mais, o centro de G, é um grupo abeliano livre de posto n — 1.

Demonstragao. Sejam oy, = p1pa...pa—1, T = Tp(an-1) = (Ln,n—1,...,2) e G, 0
subgrupo de S, gerado por 7. J& sabemos pelo Lema 1.6 que o, _; = 1 em VB, /Ty (VE,).
Usando a acéo de ay,—1 em {);; | 1 <i# j <n} temos:

(Argom-1)" = H Ar,s- (2.8)

Para simplificar a notacao, tome H Ars = O12. Considere os conjuntos
)\’V‘,SGOT()\l,Q)

X = {)\17204”,1,)% |11<i#j< n} eY = {0172,)\% |1<i#j< n} Sejam G,, o sub-

grupo de VB, /I'y(V P,) gerado por X e L o subgrupo de VB, /I'y(V P,) gerado por Y.

Dessa forma, a fungao TPl G, — G, é sobrejetiva e, pela equacao (2.8), L é um
subgrupo de évn Ainda mais, L = ker <fp|GN>. De fato, pela construcao de Y ja temos

L C ker (ﬁpﬁi). Por outro lado, dado w € ker (%ma;), podemos escrever w da seguinte
maneira;
w = (A120p-1)™ H AZ?J,
1<i#j<n
ondem € Zet;; € Zparatodol <i# j<n.Comow € ker(ﬁp‘a;), temos que n divide

m, assim,

ny 2 nti’j
w = ((Ar205-1)")" H Aij
1<izj<n
— O e
= U ij .
1<i#j<n

Logo, temos a seguinte sequéncia exata curta:

~ ﬂP\'G‘;l'

1 L G Gn 1.

O grupo L é um subgrupo de VP, /T'y(V P,). O conjunto

Vi={012,\; | 1<i#j<mne(i,j)#(1,2)},
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¢ um base para o grupo L, pois A}, = Of, H Aij onde (4,7) # (1,2). Logo, L ¢
)\i,]’EOT(ALz)
abeliano livre de posto n(n — 1). Usando a agao de G,, em L, a qual é uma restrigao da

acgao de S,, em V P, /T'y(V P,), concluimos que CTn é um grupo cristalografico de dimensao
n(n — 1) e holonomia G,,. Resta mostrar que G, & livre de torgao.

Sejaw € évn um elemento de ordem finita. Como L é livre, a ordem de w € igual a
ordem de ﬁp|,G7(w). Como TP (w)" =1, pois G,, tem ordem n, concluimos que w" = 1.
Usando a agao de G,, em L, garantimos a existéncia de P € L e k € {1,2,...,n — 1} tais
que

w = P()\l’g()én_l)k.

Podemos escrever o elemento P na base Y', fazendo isso temos:

Ol 2 t1,2 H )\”tz J

1<i#j<n

onde, (4,7) # (1,2) e t,, € Z para todo 1 <z # y < n. Dessa maneira, obtemos

1=w" = P(A20n-1)" P 2on_1)" - P(A120p-1)"
= P(\, 2Oén71)kp()\1 20—1)" k()\l 20, 1) P()\l,Qanfl>72k
()\1 20— 1)(n Y kP()q 20— 1) (>\1 204n—1)nk
= P(\, 2an—1) P(Ag0n_1)" k()\1,204n 1)? P()\l 2Oén—1)_2k
(A1) l)kP()\l 20, _1) """ kOk

Perceba que

()\1,2Oén—1)k 01,2 ()\1,2&71—1)4C = ()\1,20én—1)k H )‘7‘,8 (/\1,20471—1)4C
)\r,SEOT()\l,Q)

= H )\r,s

)\r,s EOT ()\1,2)

= 01727

assim, o expoente de \j o ¢ igual a n E trs | +k. Sabemos que w" =1e L ¢
)\T,SEOT()\I,Q)
livre de torcao, assim,

n Z trs | +k=0.
)\r,SEOT()\l,Q)

Como k € {1,2,...,n—1} e t, s € Z, temos uma contradi¢ao. Portanto, ndo existe w em
G, de ordem finita. Assim G, é um grupo de Bieberbach de dimensdo n(n — 1) e com

grupo de holonomia G,,.
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Para calcular o centro de a; usaremos o Lema 5.2 de [56], o qual garante que o
centro de @; é formado pelos elementos de L que sao fixos pela a agao de GG,,. Usando a

base Y’ de L concluimos que:

IT > TI Myl AeeTrN0-(2);p,

Ar,s€07(A1,2) Az,y €07 (At,q)

é uma base para o centro de évn, onde T é um transversal da acao de GG, em L. Veja que

#T, =n — 1 e portanto, o centro de @; é um grupo abeliano livre de posto n — 1. O



Capitulo 3

Grupos cristalograficos e grupos de

trancas planas virtuais

Lembramos que o grupo de trancgas virtuais puras PV'T,, é definido como sendo
o nicleo do homomorfismo 7: VT, — S, dado por 7(c;) = w(p;) = (i,i+1). A sequéncia

exata curta que cinde (1.6) fornece, para cada n > 2, a seguinte sequéncia exata curta:
1—— PVT, /Ty (PVT,) —=VT,/Ty(PVT,) -5, —1. (3.1)

Notemos que ¢, a se¢ao de 7 descrita no paragrafo abaixo da equacao (1.6), induz um
homomorfismo 7: S,, — VT, /T3 (PVT,) o qual é uma segdo para 7, assim, nés obtemos
a decomposicao VT, /Iy(PVT,) = PVT,/Ts(PVT,) % S,.

Neste capitulo, relacionaremos o grupo de trancas planas V7T, com os grupos
cristalograficos. Mostraremos que o grupo VT, /'y (PVT,) é um grupo cristalogréfico e,
além disso, estudaremos aspectos estruturais do grupo V7T, /Iy (PVT,).

No primeiro resultado desse capitulo provaremos que V'T,,/T's(PVT,) é um grupo

cristalografico de dimensao n(n — 1)/2 e grupo de holonomia S,,.

Teorema 3.1. Seja n > 2. Existe uma sequéncia exata curta que cinde:
1 ——=7M"=V/2 VT, /Ty(PVT,) —= S, —1, (3.2)

e o grupo do meio € um grupo cristalogrdfico.

Demonstracao. Usando a apresentacao do grupo de trancgas planas virtuais puras dada
no Teorema 1.17 nao ¢ dificil mostrar que PV'T,, /Ty (PVT,) é isomorfo ao grupo Abeliano

livre Z""1/2 gerado pelo conjunto

A agdo de S,, em PVT,/Ty(PVT,) é induzida pela agdo de S, em PVT, (veja equa-
36
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cao (1.7)).
Seja B € S, tal que 8-\, j = A, j para todo A, ; € PVT, /I'y(PVT,), assim, temos:

B-Xij=Aij & 5)\i,jﬁ71 = \ij
<:> )\B_l(i)zﬁ_l(j) = )\ia.j7

para todo 1 < i < j < n. Uma vez que {\;; | 1 < ¢ < j < n} é uma base para o
grupo Abeliano livre PVT,, /T'9(PVT,), concluimos que 3 = 1. Portanto, a agao de S,, em
PVT,/Ty(PVT,) ¢ injetiva. O

No Capitulo 1, apresentamos alguns grupos os quais sao quocientes do grupo
V'T,. Ao considerar os quocientes desses grupos médulo o subgrupo comutador da sua

parte pura, por exemplo, o grupo F'V B, /T's(FV P,) obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3.2. Seja n > 2. Os grupos FWB, e FVB,/T'y(FVP,) sdo isomorfos a
VT, /To(PVT).

Demonstragio. E necessario mostrar que O0it10iPi+10; 10;11p; Le aiaiﬂamiﬂlai— 1(7;:1 sao
elementos de T'y(PV'T,,) para todo i =1,2,...,n — 2 (veja Figura 1.4). Seguindo a prova
do Teorema 2.5, podemos concluir que aiﬂaipiﬂa[la;rllp[l € I'y(PVT,) para todo i =
1,2,...,n—2. Provaremos que aiaiﬂaia;rlla[la;ll € I'y(PVT,) paratodoi+1,2,... ., n—

2, para fazer isso, usaremos as relagoes dadas no Teorema 1.15, da seguinte forma:

1 1 -1 _ -1 -1 _-—1

0i0i410i0, 10, 0,11 = PiPi0i0i+10i0;,10; 0,
-1 -1 -1 -1
= PiNi;1,0i+10i0,,10; 044
-1 -1 -1 -1

= pi}‘i-ﬁ-l i0i+1Pi+1Pi+10:0,10; 0,11

— -1 _—1
- pl/\z-i-l 2)‘24-1 i+2Pi+107 z+10 041

1 -1 -1
—Pz>‘z+1z i+1,i42Pi+10iPiPi0; 110 044

- 111
= Pz>\z+1 iNi1 1+2pl+1)‘i,i+1pi0i+1ai Oit1

-1 -1 -1 _-1
_pl)‘erlz z+1z+2pz+1)\i,z‘+1pi‘7¢+1pi+1pi+10i Oit1

A

AL

A
= PN LRI 1 PN 2,41 P10 Oy
= pl)\z—i—l 1)\;1 z+2pz+1)\;,ilﬂﬂz')\i+2,i+1pi+1aflpil)¢0;&1
= pl)‘z-i—l z)\z—l—l z+20z+1)\i_,i1+1pz'>\z'+2,z‘+1pi+1 /\i+1,z‘pi0-z‘_+11pi+1pi+1
= pl)‘z-l—l z)‘z+1 z+2Pz+1)\;iilpi/\i+2,z‘+1pz‘+1 /\i+1,ipi)\i+2,i+1,0i+1

= AL i+2pipi+1pi)‘i_+11 A2, 12,0 it 1 P3Pt 1Ni+ 142

)\z z+1)\1 i+2 z+1 z+2>\1 H‘l)\l 2+2>\Z+1 i+2-

Assim, aiaiﬂoia;llai_la;rll € I, (PVT,) paratodo i+ 1,2,...,n— 2. O
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Naturalmente podemos se perguntar para quais valores de k£ € N temos os grupos
FWB, e FV B, /I's(FVP,) isomorfos a VT, /'y (PVT,).

Como o grupo VT, /T's(PVT,) possui um copia do grupo S,, ja sabemos que
VT, /To(PVT,) possui elementos de ordem finita. No proximo teorema caracterizamos os
elementos de ordem finita de V'T,, /Ty (PV'T,).

Teorema 3.3. Seja 2 < t < n e considere uma colegio 1 < ry <19 < -+ <11 <n
de inteiros consecutivos. Sejam Tp(pryPry - prp_y) + =0 € Ty uma transversal da agio de

PriPrg - - Pry_y €M {)‘ZJ | 1<i< j < n} O elemento H )‘a” prlprz e 'th71)7 onde
1<i<j<n
a;; € Z, tem ordem t em VT, /T'y(PVT,) se, e somente se, para todo X, s € Ty temos

Ur.s + (—l)ke_l(r)’g_l(s)aﬁfl(r),efl(s) + (—1)k9_2(r)’0_2(5>a@*(r),&*(s) 4+ .+

(—1)Fe 102079 gy g-a(s) = O,

onde, /\91'(7"),01'(5) € 00()\7",5); ]{291‘(7")791(8) =0sel < ‘92(7”) < 91(8) <ne ]{391 ),0i(s) — 1
gi(r) 0i(s) = Qoi(s),0i(r) S€ 1 < 0'(s) < 0'(r) <m.

Demonstracao. A prova segue de maneira anédloga a prova do Teorema 2.6. Por sim-
plicidade, assumiremos que r; = ¢ para todo ¢ = 1,...,t — 1, os outros casos sao
provados de maneira similar. Pelo Lema 1.16, sabemos que o elemento pips...pi_1,
para 2 < t < n, tem ordem t em VT, /I'y(PVT,). Examinaremos quais sao as condi-

goes sobre a;; € Z, de modo que o elemento H )\ (p1p2 .pt—1) possua ordem ¢
1<i<j<n
em VT, /To(PVT,). Para encontrar essas condigdes, sejam 7,(p1pa...p;1)" " = 0 para

2<t<neTy)={Ns:A A
{N\ij |1 <i<j<n}. Dessa forma, temos:

rousas - - s Arm s | UIMA transversal da agao de pips...p—1 em

( H )\Z;J (p1p2 e Pi—1 ) H )\aw H )\‘111 | 0) H )\azﬂ

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n
| | >\9t 1(i),0t=1(
1<i<j<n

Como {\;; | 1 < i < j < n} é um conjunto de geradores do grupo Abeliano livre

PVT,/Ts(PVT,), notemos que o elemento H )\z}’j(plpg ...pi—1) tem ordem t se, e
1<i<j<n
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somente se, o seguinte sistema de equacoes nos inteiros possui solucao

ko - ko -1 —(t-1
Ay sy + (_1) 0=1(r1),0 1<51)G9—1(r1),0—1(31) 4+ .. 4 (_1) 0= (t=1)(r),0—( >(51>ae—@—l)(rl),e—(t—l)(sl) =0

kgy— - k(-1 —(t—1
a/r2782 + (_1) 6 1(7'2),6 1(82)a0_1(7'2),0_1(52) + e + (_1) o—(t )(7‘2)70 (t )(52)aei(til)(’rz),ei(til)(sz) = 0

Q |
Cer,Sm + (_1)k971(rm),6*1(sm)agfl(rm)’efl(sm) + o+
) (=1) oD em gy, 9115, = O
t
< H )‘ (p1p2 - Pt—1)> = 1 se, e somente se, amsi‘F(—1)]69_1(””9‘1(31"agfl(m7971(si)+
1<i<j<n
-+ <—1)k9*¢I(n),9*‘1(si)CL9 a(r;),0—9( = O sendo )\Gt 4),0%(54) e 00( T'z,sz> k@t (r),0%(s;) = 0 se
1 < 975(7"1') < Qt( ) <ne k‘gz ),0t(si) — 1 y Aot (r;),0t(s) = Abt(s;),0t(r;) S€ 1 < 9 (Sz) < et(m) <n
para todo A, s, € Tp. -

Com os Teoremas 3.4 e 3.5, serd possivel determinar quando dois elementos em
VT, /T2 (PVT,) sao ou nao conjugados em VT, /I'y(PVT,). As demonstragoes desses te-

oremas sao similares as demonstragoes dos Teoremas 2.8 e 2.11 respectivamente.

Teorema 3.4. Sejam pypry-..py, € VI, /T2(PVT,), 0 = Tp(pt,pts - - .ptk)’l e Ty um

transversal da ag¢do de py, pr, - .. pr, em{N\;; | 1 <i < j <n}. Os elementos H Ao (P Pty - - Po)

ty
1<i<j<n
e [ Mow(ouprs---pu) sio conjugados em VT, /To(PVT,), se para todo A, € Ty te-
A'r,seTIQ
mos:
Ars + (_1)krl’sl Apyysy T+ (_1>k”€,5ka7’k73k7 se
br,s: rs #{Ar& rsa"'aArl,Szﬂ)‘;}sl ’
Qrs — Ag(r),0(s) — — Qga(r),0a(s), SE€ 09 {/\7"5’ 7"5’ T )\”’5” /\T_l’lsl
Oy, ) .
onde, ¢ = |6(2—’)| — 1, kgiprypis) = 0 se 1 < 0'(r) < 0'(s) < n, e ki pis) = 1 com

gi(r),0i(s) = Qpi(s).0i(r) 5¢ 1 < 0'(s) < 0'(r) <m.

Demonstracao. A prova segue de maneira andloga a prova do Teorema 2.8. Precisamos
provar que existe X € PVT, /'y (PVT,) tal que

X ] N7 e o)X N onps o) = ] Mo

1<i<j<n Ar,s€Tp

Usando a base do grupo Abeliano livre PVT,,/T'y(PVT,,) consideramos X = H /\ml s

1<i<j<n
PVT, /Ty (PVT,), onde x;; € Z, e analisamos as condigdes sobre os elementos z;; € Z
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de forma que H A (P pry - pr) € H )\b”(ptlpm. . pr,) sejam conjugados em
1§Z<]§n AT',SETG
VT,/Ty(PVT,). Ja que \;j, 1 <i < j < n,sdo os geradores do grupo Abeliano livre

PVT, /Ty (PVT,) temos:

X H >‘ ptlptz ce ptk)X_l(phptz . ptk H )‘brs

1<i<j<n Ar,s€Ty

Tot(r),0t(s) T Qot(r),0t(s) — Lg—(1m—1) () g—(1+m—1) (5) = 0.

, (3.4)
:Ers—{'ars_xﬁ 1(r),6-1 _brs
para todo 1 <t <m e A € Ty, sendo m = |Oy(A,,)|. Como a;; = —a;;, para 1 < i <
7 < n, temos:
X H )‘ ptlptz s ptk>X71<10tlpt2 s ptk)il = H )‘275’5
1<i<j<n Ar,s€Ty
(—1)k9t‘”’9t(s)ﬂUet(r),et(s) + (_]-)km(r)’et(s)aet(r)ﬂt(s) + (_1)k8—(1+m—t)(T),g—(l-i-m—t)(s)
-~ x97(1+m7t)( ),0—(+m=t)(g) = =0. )
Trs + aps + (—1) 9‘1“”"1(”ﬂfe*w),e*l(s) = brs.
(3.5)

onde Kgi(,y g5y = 0 se 1 < 0'(r) < 6'(s) <m, e Kot (ry,01(s) = 1 com agii) gi(s) = Qgi(s)ot(r) S€
1 < 6'(s) < 6'(r) < n. Usando a equacio (3.5) e seguindo a ideia da prova do Teorema 2.8,

podemos concluir a prova desse resultado. O

Lembramos que o centralizador de 6 em S,, é denotado por Cs, (0).

Teorema 3.5. Sejam pi,py, - .- pr,, € VIn/T2(PVT,), 0 = Tp(ptypiy - - - p1,) 5 ¢ € Cs, (0)

e Ty um transversal da ag@o de py,pr, ...pt, em {N\i; | 1 < i < j < n}. Considere ¢ =

PesPey - - - Per € VT /To(PVT,) tal que 7,(¢) ™" = c. Os elementos H A (Pt Pty - - - Pry)
Ar,s €T

e H A (puy Pty - - - pr,) s@o conjugados em VT, /To(PVT,) se, e somente se,

)\r s€Ty

(1) Para todo A\, s € Ty tal que Og(A,5) # {)\m, A

} temos:

7’57‘“ TksSk? rksk

(’L) (—1)]6’"’5(170,3 = br7s, se )\cfl(r)ﬂ:—l(s) € 09(/\7«78).
(ZZ) (—1)kT’Sac—1(r),c—1(s) = br,s; se )\c_l(r),c—l(s) ¢ 00(/\7",5) para )\r,s €lye

Ae=1(r),c=1(s) = Z Qi j s

A’ivje(gg()‘c_l(r),c_l(s))
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onde k,s =0 se c(r) < c(s) e kys =1 sec(r) > c(s).

(2) Para todo \.s € Ty tal que Op(\5) {)\TS, m,...,)\
2k +ays = bys para k € Z.

Porsior My Sk} devemos ter

Demonstracao. A prova segue de maneira analoga a prova do Teorema 2.11. Precisamos
encontrar um elemento X € PVT, /T'y(PVT,) tal que

Xe H )‘ ptlptz‘ ptk H )‘Ts pt1pt2' ‘ptk)J (36>

>\r s ETG >\7" s ETQ

onde ¢ = pg, pey - - - P, € VT /To(PVT,) & tal que 7,(¢) " = c.
Seja X = H /\z” e VT, /T's(PVT,), onde z; ; € Z para todo 1 <7 < j < n.

1<i<j<n
Como {\;; | 1 < i < j < n} é um conjunto de geradores do grupo Abeliano livre

PVT,/Ty(PVT,), 7,(¢) ' =cece Cs, () temos:

rs b’"s
Xe I M (puprs - pu)é = [ MNrw(oupr---pu)
)\TSETG ATSETQ
’ ~1y—1 -1 br.s
=X H )‘ ()€ pups - Pu ) X (prupry - o) = H Ay
>\r E] GTG /\r,s ETH
mz ars —Z4 b'rs
e 11 N5 1 Xoee 11 Nase = 11 X
1<i<j<n Ar,s€Ty 1<z<]<n Ar,s€TH

kg—(1+m—k) () g—(1+m—k)

Tk () 0k(s) + (—1)
Lys + (_1)kc_l(r)’c_1(s)acfl(r),cfl(s) + (_1)]%_1(”’9—1(‘5)xefl(r)ﬁ*l(s) - b’/‘s = 0.

)

D &grm b (1), gm0 (5) = 0-

para 1 <k <m, A,y € Ty e m = |Op(A5)|, sendo ki grs) = 0 se 1 < 0'(r) < 0'(s) <
n, kgyos = 1, T e = Tosem se 1 < 60'(s) < 91( ) < n, keigye1s) = 0 se
1< c'(r) <c(s) < n, ket = 1€ Qi eis) = ei(g) i) se 1 < 7' (s) <
¢ }(r) < n. Seguindo de forma similar ao feito na prova do Teorema 2.11, usando a a¢do
de S, em PVT,/I's(PVT,) descrita em (1.7), obtemos o resultado desejado. O

Recentemente, o problema de conjugagao em T, foi solucionado em [49]. Para
resolver o problema, o primeiro passo dado pelos autores foi apresentar o conceito de
palavra reduzida ciclicamente (veja segao 2.4 de [49]). Os autores mostraram que qualquer
palavra em 7, é conjugada a uma palavra reduzida ciclicamente, reduzindo o estudo das
classes de conjugacgao em T,, para o estudo das classes de conjugacao de palavras reduzida
ciclicamente em 7},. No Teorema 3.1, do mesmo artigo, foi dada uma condi¢ao necessaria
e suficiente para que duas palavras reduzidas ciclicamente sejam conjugadas em T,,. Os
Teoremas 3.4 e 3.5 nos fornece uma maneira de identificar palavras nao conjugadas em
T,.



42

Utilizando as mesmas técnicas, podemos provar versoes similares dos Teore-
mas 2.16 e 2.17 para o grupo VT, /Iy (PVT,). A principal diferenga é o comportamento
da agdo de S, na base de PVT, /T'y(PVT,). Por exemplo considerando 1 < i < j < n,
entdo pidiir1p; | = Nir1i = Ajipq em VT, /To(PVT,).



Capitulo 4
Resultados gerais e aplicacoes

Neste capitulo, apresentamos generalizagoes de alguns resultados apresentados
nos capitulos anteriores e algumas aplicagoes. Destacamos os Teoremas 4.1, 4.3 e 4.4 que
sao generalizagoes dos Teoremas 2.6 e 3.3, Teoremas 2.8 e 3.4 e Teoremas 2.11 e 3.5

respectivamente.

4.1 Resultados gerais

A ideia apresentada no Teorema 4.1 para exibir elementos de ordem finita foi
apresentada inicialmente, em um contexto particular, em [35] na Proposi¢ao 21. Os autores
mostraram que existem infinitos elementos de ordem n em B,,/T'3(P,) sendo n um namero
impar maior ou igual a 3. Essa ideia vem sendo aplicada em outros grupos que tém alguma
ligagao com os grupos de trangas B,,, por exemplo, nos Teoremas 2.6 e 3.3.

Seja ZX o grupo Abeliano livre sobre o conjunto finito X. No que segue, considere

um grupo G tal que exista a seguinte sequéncia exata curta:

1 7X G-—"-5, 1,

onde S,, age no grupo Abeliano livre ZX com uma representagao de permutacao injetiva
(i.e. a agao de S,, que é induzida por conjugacao e é dada pela permutagado dos elementos
da base de ZX ¢ injetiva).

O Teorema 4.1 mostra como podemos caracterizar os elementos de ordem finita
de G.

Teorema 4.1. Seja ZX o grupo Abeliano livre sobre o conjunto finito X. Considere a

sequinte sequéncia exata curta:

1—=7ZX —~G-">3, 1,

onde S, age no grupo Abeliano livre ZX com uma representagao de permutacao injetiva.

43
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Considere a € G de ordem t. Sejam m(a)™' = 0 e Ty uma transversal da acio de o em

{\i | \i € X}. O elemento H Aa, onde a; € Z, tem ordem t em G se, e somente se,
NEX
Z a, = 0 para todo X\;; € Tp.
Ar€0g(Ai;)

Demonstracao. Examinaremos quais sao as condigoes sobre a; € Z para que o elemento

H i possua ordem ¢t em G. Considere 7(a)™! = 6 e seja Ty uma transversal da acio
AEX

de aem {\; | \; € X'}. Com isso,

<H A% ) = II Mie IT Mo I Aa--- ] Ae

AEX AN EX A EX ANEX A EX
= H A H Mo ta? H MNia 20 al! H Mg~ (=Dt
AEX AEX AEX AEX
— a; a; a; .
= L1 I1 %0 11 M- 11 A
AEX AeX AEX NEX

Visto que {\; | \; € X} é uma base para o grupo Abeliano livre ZX notemos
que, escolhendo a transversal Ty = {\;;, \i,, - - }, solucionar a seguinte equagao em

7X

74m

t
(H A?ig) = [T x T1 % 11 2% I Mo =1

NEeX NeEX NeX neX ANEX

é equivalente a solucionar o seguinte sistema de equacoes nos inteiros,

(

@iy + Ag-1(iy) &+ -+ F Ag-i-1)(3,) = 0
Qiy + ag—1(iy) + -+ (g—(t-1) (jp) = 0

\aim + p-1(i,) T+ g1,y = 0

(H Ao ) = 1 se, e somente se, Z a, = 0 para todo \;;, € Ty. O

A€y ()\ij )

Corolario 4.2. Seja ZX o grupo Abeliano livre sobre o conjunto finito X. Considere a

sequinte sequéncia exata curta que cinde:

1 7X G—"~8, 1,

onde S,, age no grupo Abeliano livre ZX com uma representagao de permutagao injetiva.

Considere o € S, de ordem t. Sejam w(a)™" = 0 e Ty uma transversal da agio de o em
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{Ni | \i € X}. O elemento H Ao, onde a; € Z, tem ordem t em G se, somente se,
NEX
Z a, = 0 para todo A\;; € Ty.
Ar€0g(Ai;)

Abordaremos, agora, o problema de conjugacao em . Utilizaremos as informa-
¢oes as quais possuimos sobre G para transformar o problema de conjugagao em G em um
problema de resolucao de sistemas de equagoes nos inteiros. Com os Teoremas 4.3 e 4.4,
seremos capazes de decidir quando duas palavras quaisquer do grupo G sao conjugadas.

O Teorema 4.3 ¢ uma generalizagdo do Teorema 5 de [35].

Teorema 4.3. Seja ZX o grupo Abeliano livre sobre o conjunto finito X. Considere a

sequinte sequéncia exata curta:

1 7X G-—"-38, 1,

onde S, age no grupo Abeliano livre ZX com uma representagao de permutacao injetiva.
Sejam o € G, 0 = w(a)™' e Ty uma transversal da acio de o em {\; | \; € X}. Os

, Si . ,
elementos H Aliace H )\ij”a sao conjugados em G, onde S;; = E a, para todo
AeX )\i]-GTG )\TEOQ()\Z'].)
)\ij € Ty.

B ) Si; - .
Demonstracao. Para mostrar que H Aia e H )\ijj « sao elementos conjugados em G,
AeX )\ij €Ty
provaremos a existéncia de um elemento Y € ZX tal que

Y H MNiaY ™! = H )\Zija,

NEX /\Z‘j ETQ

ou equivalentemente,

Y [ May—ta = T A¥.

AEX )\ij €Ty

Usando a base do grupo Abeliano livre Z X, considere Y = H N e ZX sendo
AEX
y; € 7Z. Analisaremos quais sao as condi¢oes sobre os expoentes y; € Z de modo que 0s

elementos | | Atae H )\ij] a sejam conjugados em (. Inicialmente, observemos que

MNEX )\Z‘jETg
ai -1 -1 Sij
Y H Ao o = H Ai;
MNEX )\ijETg
v I T - I
i 0(i) — i 0
AEX AEX )"Lj €Ty

e como os elementos \; sao geradores do grupo Abeliano livre Z.X, entao, podemos concluir
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0 seguinte

Y H MNiaY tat = H /\f;j

AEX )‘ij €Ty

i+ a; — *z‘:O, Se)\i Ty.
Y Yo-1(3) §Z 0 . (4.1)
Yij + Qi; — Yo-1(i;) = Sz‘j, se )\z’j €Ty

O sistema de equagoes (4.1) tem solugao se, e somente se, os seguintes subsistemas

de equacoes nos inteiros tém solucao

Yo (i) -+ Agt(iy) — Yo-(+m—1)(;;) = 0.
yij + a/ij - ye_l(ij) = S’LJ

para todos 1 <t <m e \;; € Ty sendo m = |Og(A;,)].

Assim, buscando provar o teorema, provaremos a existéncia de solugoes para os
subsistemas de equagoes (4.2). Seja Ai; € Ty e considere e; = Aj;, €2 = Ag(i;)y -+, m =
Agm-1(i;) sendo m = |Op();)|. Portanto, a matriz de permutagao da orbita de A;; pela

agao de 6 com respeito ao conjunto ordenado {ei, e, ..., €,} ¢ dada pela matriz M;,

15 T

Assim, para cada \;; € Ty, podemos escrever os subsistemas de equagoes (4.2)

como segue,

yi]‘ _aij + Sl'j
Yo(iy) —ag(i )
(*) [[ij - Mij] :] = : ’ )
Yom=1(i5) —Aom=1(iy)
onde, I;; = (Id)mxm ¢ m = |Op();;)|. Analisando a matriz dos coeficientes e a matriz
estendida associada a esse sistema, concluimos que (%) tem solugdo se, e somente se,
Si; = Z a, para todo A;; € Tp. O
Ar€0g(Aij)

Com o Teorema 4.3 efetuamos uma redugao no problema de determinar se duas
palavras em G sao conjugadas. Além disso, o Teorema 4.3, em conjunto com o Teorema 4.1,
¢ suficiente para decidir se dois elementos de ordem finita de G sao conjugados. Com

o proximo resultado seremos capazes de decidir se quaisquer duas palavras em G sao
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conjugadas.

Teorema 4.4. Seja ZX o grupo Abeliano livre sobre o conjunto finito X. Considere a

sequinte sequéncia exata curta:

1 7X G-—"-3, 1,

onde S, age no grupo Abeliano livre ZX com uma representacao de permutacao injetiva.
Sejam o € G, 0 = n(a)™! e c € Cp(#). Considere uma transversal Ty da agdo de a no
conjunto de geradores {\; | \i € X}, ¢ € G tal que m(¢) ' =c eéac ! = H NiaeZX.

AN EX
Entao, os elementos H Ao e H /\?*a sao conjugados em G se, e somente se,
A’V‘ETG AreTG
(1) Z i+ a, = by, para Ae-1¢) € Og(A,) onde A, € T.
NEO(N,)
) Z Ci+ ae-1() = by, para A1y & Op(Ny) onde a1 = Z a; e N\, € Tp.
)\iEO(Ar,») Aieoe()\cfl(r))

Demonstragao. Para confirmar que H Aima e H Mrasdo elementos conjugados em

Ar€Ty Ar€Tp
(G precisamos encontrar um elemento Y € ZX tal que

ve [ Mracy ' = [] Ao, (4.3)

Ar ETG A ETG

onde, ¢ € G & tal que 7(¢) ' = c.

Considere Y = H N e ZX. Exploraremos quais sdo as condigoes sobre Y
ANEX
de modo que a equagao (4.3) seja verdadeira. Para isso, usamos a seguinte equivaléncia

de equagdes no grupo Abeliano livre ZX a fim de transformar a questao inicial em um

problema de encontrar uma solucao de um sistema de equagoes sobre ntimeros inteiros,

Ye H Nrae ly =t = H Aoy

ArE€TYy ArE€TYy
eve [[ Mrae 'y o™t = I A
)\TGTQ )\TETG

sY H Aggr)éaé_lY_la_l = H /\ff,

AT'ETH >\7'6T9
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visto que 7(¢) "' = c e ¢ € Cg, (0) temos éac ' = H Ao € ZX, assim,
)\iEX

&Y I M [T Moy = ] M

A-€Ty AEX A-€Ty

e LA TEx 11 v T v = 11

NieX ANEX )\TETQ AeX )\TGTQ

Suponha que A1) & Op(A,). Afirmamos que a.-1(,), 0 expoente de A.-1(,), ¢ igual
ao expoente de algum elemento da transversal Tjy. De fato, se A.-1(,) & Tp, entao existe

Ay € Ty tal que A1) € Og(Ay,). Pelo item (44) a igualdade a.-1(,) = Z a;
>\¢€OQ(>\071(T))
¢ verdadeira e como A1) € Og(A,,), temos ag-1(,) = a,,. Assim, a tltima equacao é

verdadeira se o seguinte sistema de equagoes nos inteiros tem solugao

Yor(r) + Corr) = Yp-4m—k) () = 0. | (4.4)

Yr +Cr + Ae—1(r) + —Yo-1(r) — br = 0.

para 1 < k < m, A\, € Ty e m = |Oy(\,.)|. Aplicando os mesmo argumento utilizado na

prova do Teorema 4.3, podemos concluir que a equagao (4.4) é equivalente a

o —Cp — Qe-1(y) + b,
To(r) —cy(T)
(]) []r - Mr] . = . s
m—1
l’gm—l(,r) —Cg (7”)

onde, m = |Og(\)|, I, = (Id)ymxm € M, é a matriz de permutacao da orbita de A, pela agao
de 6 em {)\; | \; € X} com respeito o conjunto ordenado {e; = A, e2 = Ag(r), -5 €m =
Agm-1(y}. Analisando a matriz dos coeficientes e a matriz estendida associada a esse

sistema, concluimos que (I) tem solugao se, e somente se, Z Ci+ac-1(y = b, provando
NEO(N)
o item (7). De maneira similar, se A.-1¢,) € Og(A,) para A, € Ty o sistema (I) tem solucao

se, e somente se, E ¢ +a. =b,. n
MEO(Ar)

4.1.1 Estrutura dos grupos VB;/I's(VP;) e VI, /I's(PVT))

No desenvolvimento dessa se¢do consideraremos que [a,b] = a b 'ab. Em [8,

Lema 14] é mostrado que o grupo (Abeliano livre) T'y(V P3) /T'3(V P3) é gerado por
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u+ :{[A3,27 )\3,1]7 [)\3,27 )\2,3]7 [)\3,27 )\1,2]7 [>\3,17 )\1,3]7 [>\3,17 )\2,1]7 [)\2,37 )\1,3]7
[>\273a )\Q,I]a [>\173a )\I,Q]a [>\2,1a )\1,2]}-

Considere as seguintes sequéncias exatas curtas:

1—— FQ(VPg)/Fg(VPg) e VB3/F3(VP3) —f> VBg/FQ(VPg) e 1,

1——=VPy/T3(VP) —> VBy/T5(VP;) —2> S5 —> 1.
Seja 0 € V B3 /T'3(V Py). Denotaremos a classe de § em V Bs/T's(V Ps) por d. Veja
que a agao, induzida por conjugagao, de V Bs/T'o(V Ps) em I'y(V P3)/I'3(V Ps), é dada por:

S Nijs Ars)0 = [0 ;071 0M50 1] = a0 Mor).ocs))- (4.5)

Seja U o conjunto formado pela base U de T'y(V P3)/T'3(V Ps) e seus inversos.

Lema 4.5. A a¢ao de p,, ...pr,_, em To(V Ps3)/T5(V P3) € invariante no conjunto U, para
t €{2,3}.

Seguindo a ideia da prova dos Teoremas 4.1 e 4.3, podemos exibir elementos de
ordem finita e elementos conjugados de V B;/I'3(V Ps). Faremos um exemplo para ilustrar

a aplicagao dessa ideia no grupo V Bs/T'5(V P;).

Exemplo 4.6. Considere o elemento p1py € V B3 /Ta(V Ps). Veja que mp(p1p2) = (3,2, 1).
Vamos estudar as orbitas da a¢do, induzida por conjugagao, de (3,2,1) na base de I'y(V Ps) /T'3(V Ps).

Temos as sequintes orbitas
e N30, A31] — s, Mo — [Aas, o] h
e 32, o] — s, Mzl ™t — Ao, Aol
e \31, M1 — a2, o) — [Aas, Ais).

Seja T = {[A32, A31], [M3.2, Aaz], (A3, A2}, uma transversal da agao de (1,2,3) na base de
FQ(VPg)/Fg(VPg) O elemento [)\371, )\173]2[)\271, )\1,2]2p1p2 tem ordem 3 em VBg/Fg(VPg)
De fato,

([)\3,1, >\1,3]2[)\2,1, )\1,2]2,0102)3 =l [)\3,1, )\1,3]2[)\2,17 )\1,2]2(0102)[)\3,1, )\1,3]2[)\2,1, )\1,2]2(P1,02)71
(p192)? X315 Al Aot i 2l (p102) 2 (p1p2)” = 1
& (A3, >\1,3]2[)\2,1, >\1,2]2P\2,1, /\1,2]72[)\3,27 )\2,3]2
A3, Aas] [As1, Mg 2 = 1.
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Para estudar aspectos estruturais do grupo V71,/I's(PVTy), precisamos exibir
uma base para o grupo I's(PVTy)/I's(PVTy). Utilizaremos a mesma técnica utilizada
em [8], dada na pagina 1076, para encontrar uma base para I'o(V P3)/I's(V Ps). Sabemos
que o grupo I'o(PVTy)/I'3(PVTy) é gerado pelos comutadores basicos de peso 2 (veja [44,
Teorema 5.4|).

Definindo a seguinte ordem nos geradores de PVTy,
A2 <Az < Aa <Az <Aga < Az,

e reescrevendo as relagdes de PVTy em I'y(PVTy)/T'5(PVTy) usando os comutadores
basicos de peso 2 concluimos que o conjunto Q% é uma base para Ty(PVTy)/T3(PVTy),

sendo

Q+ :{[)\1,37 >\1,2]7 [)\1,47 >\1,2]7 [)‘2,37 >\1,2]7 [)\2,47 )\1,2}7 [)\1,47 )\1,3]7 [)\2,37 )\1,3]7 [)\3,47 )\1,3]7
[)\2,47 A1,4}7 [/\3,47 A1,4]7 [/\2,47 )\2,3]7 [/\3,47 >\2,3]7 [/\3,47 >\2,4]}'

Seja 0 € VTI,/T3(PVTy). A agdo, induzida por conjugacao, de V1, /T'o(PVTy)
em [y (PVT,)/T3(PVTy) é dada por

8[Nijs Arsl0 = [0 ;071 0M50 1] = a0 Mor).ocs))- (4.6)

Sel<i<j<ntemos \;; = )\;j-l. Assim, em [y (PVTy)/T5(PVTy), obtemos as

seguintes igualdades:
L iy ikl = Vs M) Psej<ieid <k
2. g Nl =[Ny Akl se j <iek <i.
3. g Nk = [Nijs Aea) Tsei<jek<i.
Seja © o conjunto formado pela base QO de T'y(PVT})/T3(PVT}) e seus inversos.

Lema 4.7. A acao de py, ...p,_, em I's(PVTy)/Ts(PVTy) € invariante no conjunto €2,
para t € {2,3,4}.

Podemos utilizar a ideia da demonstragao dos Teoremas 4.1 e 4.3 para garantir a
existéncia de elementos de ordem finita e exibir elementos conjugados em V71, /I's(PVT}).

[ustraremos a utiliza¢ao dessa ideia no grupo V7T /T's(PVT,) com o seguinte exemplo.

Exemplo 4.8. Considere o elemento pipaps € VITy/Ts5(PVTy). Veja que mp(pipaps) =
(4,3,2,1). Vamos estudar as drbitas da ag¢io de (4,3,2,1) na base de I's(V'1y)/Ts(PVTy).

Obtemos as sequintes orbitas

o [/\1,3, )\1,2] — [/\2,4, )\2,3] — [>\3,4, )\1,3] — [>\2,4, )\1,4]-



o1

o [)\1,4, >\1,2] — [)\2,3, >\1,2] — [)\3,4, )\2,3] — [)\3,4, )\1,4]-

o [/\3,4, )\2,4] — [>\1,4, )\1,3] — [>\2,4, )\1,2] — [)\2,3, )\1,3]-
Seja T = {[A13, A\12); [M1.4, A12)s [As.4, Aaa]} uma transversal da agdao de (4,3,2,1) na base
FQ(VT4)/F3(PVT4) OS elementos [)\274,)\273] [)\274, )\174]p1p2p3 e [)\1,3,)\172]2p1p2p3 SdO con-
Jugados em VT, /T's(PV'Ty). De fato, devemos exibir um elemento X € T'o(PVTy)/T3(PVTy)

tal que
XN, Ao a)[Aoas Ml (p1p2p3) X " Hp1paps) ™ = Az, Aial®.

Considere, X = [A13, M1.2)[Aaa, A1) " Obtemos:

X[A2.45 A2 3][A2,as A1 4] (,0102/)3)X_1(,01,0203)_1 =[A13, A12)[ A2, /\1,4]_1 [A2.4, A2,3][A2.a, A4
(P19203)[M1,3; A 2] ™ [No,as Al (p1203)
= A3, Ar2) Ao Aal T Ao, Aos][Aoas Ara)
[A2as A23) Az, Arg)
= [A13, A12)”

Para encontrar o elemento X € I'y(PVTy)/T's(PV'Ty) resolvemos o sistema de equagoes

nos inteiros dada na demonstracao do Teorema 4.5.

4.2 Produtos quase diretos e grupos de trancas sobre
superficies

Uma generalizagao dos grupos de trangas sao os grupos de trangas sobre superfi-
cies. Seja N um superficie compacta, conexa sem bordo e considere a superficie M obtida
de N deletando uma quantidade finita de pontos, digamos {z1, ..., z,} para p > 1. Entao,
pelo Teorema 2 em [34], a sequéncia exata curta de Fadell and Neuwirth (veja [26]) dos

grupos de trancas puras

L

1——= P (M~ A{t1, ..., tn}) === Pyym(M) > P, (M) —1, (4.7)

cinde para todo m e n.

Definicao 4.9. Sejam A e C dois grupos. Se C' age em A por automorfismos, o produto

semidireto Ax C' € dito ser um produto quase direto se a a¢ao de G em A/T'9(A) € trivial.

Pensando na sequéncia exata curta dada em (4.7), podemos nos perguntar sobre
quais condigoes o grupo P, ,,,(M) é um produto quase direto.

Foi mostrado em [27| que o grupo de trancas puras de Artin P, é um produto
quase direto de grupo livres. Mostraremos no Teorema 4.10 que P,,(M) é um produto

quase direto de grupos livres sendo M a esfera finitamente perfurada.
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Teorema 4.10. Seja M = S* \ {zy,...,2,} onde p > 2. Entdo o grupo P,(M) =
Py (M~ A{t1, ..., t;m1}) X Pp_1(M) é um produto quase direto para m > 2. Ainda mais,
Po(M) = ((Fptm—2) X Fppm—3) X -+ X F,) x F,_1 € um produto quase direto de grupos

livres.

Demonstragao. Seja p > 2. Utilizando o Teorema 2 de [34], sabemos que a seguinte

sequéncia exata curta
1—=P(M~A{ty,... tpm1}) —=> Pp(M) L~ P, (M) —1,

cinde param > 2, ou seja, B, (M) = Py (M ~{t1, ..., t;m_1})x Pp_1(M) param > 2, onde
p, € aplicacio que esquece a tltima corda. E necessario mostrar que a acéo, induzida pela
segao, de P, (M) em Ab(Pi (M ~A{t1,...,tm-1})), & trivial. Mostraremos que a acao de
P, (M) em Ab(P (M ~ A{t1,...,tm-1})) € trivial.

Usando a apresentacao dada no Teorema 1 de [43], sabemos que Py (M ~{t1,...,tm_1})
é gerado por A, ,4p—1, paral < r < m+p—2, em P, (M). Provaremos que A@jAT,erp_lA;jl =
Armip-ts paral < i < j<m+p—-—1lel <r < m+p—2 em A(P (M \

{t1,...,tm-1})). Observemos se j = m + p — 1, entdo o elemento Ai,jAnerp_lA;’jl €
Ab(Py(M ~At1,...,t,—1})) nos outros casos usamos as relagoes dadas em [43, Teorema 1]
e obtemos

.
Armgp—1, s€ 1< J <T.

Armgp_1, se T <1< 7.

-1 . .
Ai,jAT,m—i-p—lAi,j = 9 ,

_1 _ .
Az m+p— 1A] m+p— lArm+p lA] m+p— 1Az’,m+p—1v ser=1<]j.

1
AZ ym+p— 1AJ m+p— lAz m+p— 1Aj m-+p— 1AT,m+P—1AJ7m+p—1'

1
\Al m+p— 1AJ m+p— 147

imap—1> S€ 1 <1 <.

observemos, em todos os casos Ai’jAnmﬂ,lA;jl € Ab(Py(M ~ {t1,...,t;m_1})), portanto,
a agao de P, (M) em Ab(Py(M ~ {t1,...,t;m—1})) € trivial.
O

Corolario 4.11. Seja M = S*{z1,...,2,} ondep > 2. O grupo U y(Pp(M))/T g1 (P (M))

€ Abeliano livre de posto igual a

p+m 2

VS St

Jj=p—1 d|q

onde, u(d) é a fungao de Mobius.

Demonstragao. Mostramos no Teorema 4.10 que o grupo P, (M) = F,ipm—2 X Fjypm_3 X
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.-+ X F, 1 ¢ um produto quase direto. Dessa forma, pela Proposi¢ao 1 de [9] temos:

Ly(Pn(M)) = Tq(Fppm—oX Fpym-3X- X, 1) = Ly(Fppm_2) XL (Fpym-3) - - 3Ly (F,_1).

Portanto,
Fq(Pm<M)) _ Fq(Fp+m72) x Fq(Fp+m73) TR Iy prl)
Fq+1(Pm(M)) 1—‘q-H(Fp-i-m—2) Fq-i—l(Fp-&-m—B) Fq+1(Fp—1)

Sabemos, também, pelo Teorema de Witt (veja Teorema 11.2.2 p.169 de [38]) que
o posto de ['y(F},) /T y41(F),) € igual a

o>

dlq
onde, (d) é a fungdo de Mobius. Logo, o posto de I'y(FP,(M))/Lgs1(Pp(M)) € igual a

p+m—2 p+m—2

Y WCLETD IP WO

Jj=p—1 dlq Jj=p—1 dlgq
O

Proposigao 4.12. Seja M = S* \ {zy,...,2,} sendo p > 2. O grupo P,,(M) é residual-

mente nilpotente livre de torgao.

Demonstrag¢ao. Usando o Coroléario 2 de [9], garantimos que o produto quase direto de
dois grupos residualmente nilpotente livre de tor¢ao é residualmente nilpotente livre de
tor¢ao. Os grupos livres sao residualmente nilpotente livre de tor¢ao (veja [33|). Portanto,
como uma consequéncia do Teorema 4.10, o grupo P,,(M) é residualmente nilpotente livre

de torcao. O

4.2.1 Quais outros grupos de trancas puras sao produtos quase
diretos?
Seja M uma superficie orientavel de genus ¢ > 1, p > 1 vezes perfurada. De

maneira geral, o grupo P,(M) ndo é um produto quase direto.

Considere a seguinte sequéncia exata curta
1——=P (M~ {t,... th1}) —== Po(M) 2> P, (M) —1,

onde, p, é aplicagdo a qual esquece a ultima corda de P,(M). Ja sabemos que P,(M) =
P (M~ A{t1, ..., th1}) x Py_1(M) (veja [34, Teorema 2|). Considera a apresentacao de
P,(M) dada no Teorema 4.13.
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Teorema 4.13 (Teorema 5.1 de [14]). Seja M um superficie orientdvel de genus g > 1,
p > 1 vezes perfurada. Entao, o grupo das trangas puras P,(M) admite a apresenta¢ao

dada por:

Geradores: A;j, onde 1 <i <2g+p+n—-2,29g+p<j<29+p+n—-1le
1< 7.
Relacoes:
(PR1) AjjA,Aijj = A, sei<j<r<s our+l<i<j<s oui=r+1<j<s
para r < 2g par our > 2g,

(PRQ) A;-lAjﬁAi’j = A@SA]"sA-il se 1 < ] < s,

7] Z7S ’

(PRS)) A;lei,sAi,j = ALSA]"SA@SAJ-_’;A»_l set1 < ] < S,

1,87

(PR4) Ai_'lAr,sAi,j = ALSA]"SA;SIA;;AT7SAJ‘7SA¢,SA;;A-_1 set+1<r< j <soutr+1=

7] Z7S ’

r<j<sparar impar er <2g our > 2g,

(ER1) A;ijAT,SATHJ = AKSATH’SALSA;&LS, ser éparer < 2g,

(ER2) Al A A 1= A 1A A ATVSA]-VSAT_LSA;SIA_I ser é impar er < 2g.

r—1,j r—1,s r—1,57

Utilizando o Teorema 4.13 temos as seguintes informagoes
o P/(M~{ty,...,tp—1}) é gerado por A;p paral <i<k=29+p+n— 1

o P, (M) égeradopor A;jparal <i<2g+p+n—2,29+p<j<2g+p+n—1le
1< 7.

o P,_1(M) égerado por A;; paral <i<2g+p+n—3,29+p<j<2¢g+p+n—2
e1<].

Lembrando, os elementos A; ; sao os geradores de Artin apenas quando 2g+p < 1.
Afirmagao: a agdo de P,_1(M) em Ab(Py (M ~{t1,...,t,—1})) ndo é trivial. De fato, sejam
r<2gej<k=29g+p+n—1comr pare 29+ p < j, pela relagdo (FR1) dada no
Teorema 4.13 temos:

Afl

r+1,7

-1
AT7kAT+17j = ArykArJrl»k‘Aj’kAT-‘rl,kJ’

assim, em Ab(Py(M ~ {t1,...,t,—1})), concluimos que

Afl

r+1,7

Ar,kArJrl,j = Ar,kAj,k .

Visto que A, é um gerador do grupo Abeliano livre Ab(Py (M ~\{t1,...,t,—1})), a agdo
de P,_1(M) em Ab(P (M ~\ {t1,...,t,—1})) nao é trivial.
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Agora, seja M ¢é uma superficie nao orientavel de genus g > 1, p > 1 vezes
perfurada. O fato de um grupo ser residualmente nilpotente livre de torcao tem varias
consequéncias importantes, uma delas é que o grupo é bi-ordenavel (veja [48]). Por outro
lado, se um grupo é um produto quase direto de grupos livres, uma das consequéncias é
ser residualmente nilpotente livre de torgao. Mas, no Corolario 1.8 de [47] foi mostrado
que P,(M) nao é bi-ordenével. Portanto, o grupo P,(M) nao é um produto quase direto

de grupos livres.

4.3 Grupos quase cristalograficos

No primeiro resultado dessa se¢ao apresentaremos uma condicao suficiente para
que um grupo G tenha como quociente um grupo quase cristalografico. O Lema 4.14 sera

fundamental na demonstracao desse resultado.
Lema 4.14. Seja G um grupo cristalogrifico. Entao G nao possui subgrupo normal finito.

Teorema 4.15. Seja k > 2. Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G com
[G : N| < oo. Se I'y(N)/Ty41(N) € livre de tor¢ao, N/Tyi1(N) € finitamente gerado e
G/Tk(N) nao possui subgrupo normal finito, entao G /T11(N) € um grupo quase cristalo-
grifico de dimensao igual ao comprimento de Hirsch de N/Tj1(N) e grupo de holonomia

G/N.

Demonstragao. Observe, inicialmente, que N /Ty, (V) é um subgrupo nilpotente de G /Ty 1(N),
finitamente gerado e de indice finito. Logo, G/T'x41 (V) é policiclico por finito. Assim, para
mostrar que G/I'y.1(N) é quase cristalografico, resta provar que G/T'x41(/N) nao possui

subgrupo normal finito. Considere a seguinte sequéncia exata curta
1> Du(N)/Tis(N) = G/Tps (V) = G/TR(N) — 1,

e um subgrupo normal finito G' de G /T'41(N), sendo f: G/Tx41(N) — G/Tx(N) a proje-
caonaturale t: I'y(N)/Ti1(N) — G/Tk11(N) ainclusao natural. Como 'y (V) /Tk1 (V)
é livre de torcdo, a restricio de f ao subgrupo G é injetiva. Dessa maneira, o grupo
G/T1(N) possui um subgrupo G isomorfo a G. Temos uma contradicio, pois, por hipo-
tese, G/T'x(N) nao possui subgrupo normal finito. Portanto, G/T'y1 (V) ndo pode possuir

subgrupo normal finito. O

Seja M a superficie obtida de S? deletando uma quantidade finita de pontos,
digamos {z1,...,x,} para p > 1. Usaremos o Teorema 4.15 para mostrar que o grupo
B, (M) /T (P,(M)) é quase cristalogréfico.
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Teorema 4.16. Seja M a esfera finitamente perfurada. O grupo B,(M)/Ty(P,(M)) é
k—1 p+m 2

quase cristalogrdfico com grupo de holonomia S, e de dimensao Z Z Zu %

q=1 jp1d|q
para n, k > 3.

Demonstragao. Ja mostramos no Corolario 4.11 que I'y(P,(M)) /T 1 (P (M)) € livre de

torcao e tem posto igual a
p+m 2

VS St

Jpldlq

onde, p(d) é a fungao de Mobius. Usando a seguinte sequéncia exata curta:
1 ——= T (Po(M)) [Tiia (Bo(M)) — Po (M) /Tys1 (P (M) — Fu(M) /T (P (M) —= 1,

realizando indugao em k e usando o fato que P, (M)/T9(P,(M)) € livre de tor¢ao e finita-
mente gerado (veja |24, Corolario 2.4]), concluimos que o subgrupo nilpotente P, (M) /I's(P,(M)) C
B, (M)/T3(P,(M)) é livre de torgao e finitamente gerado. O grupo B, (M)/I'y(P,(M)) &
um grupo cristalografico (veja |24, Teorema 2.6]), portanto, ndo possui subgrupo normal

finito. Assim, pelo Teorema 4.15, o grupo B,,(M)/I's(P,(M)) é quase cristalografico. [

A seguir estabeleceremos uma relagao entre os grupos de trangas virtuais e os

grupos quase cristalogréficos.

Teorema 4.17. O grupo VB, /T's(VP,) € quase cristalogrifico de dimensdo n(n — 1) +
n(n—1)(2n — 3)
2

e grupo de holonomia S, paran > 3.

Demonstrag¢ao. Usaremos o Teorema 4.15 para demonstrar esse resultado. Foi mostrado
—1)(2n—3
na Proposicao 15 de [8] que o grupo I'y(V P,) /T'3(V P,) ¢ Abeliano livre de posto n(n—1)(2n —3)

2
para n > 3. Considere a seguinte sequéncia exata curta:

1—=1%(VPR,)/I's(VE,) —=VP,/I'3(VE,) N VP,/Ty(VP,)—1.

Os grupos das pontas dessa sequéncia exata curta sao finitamente gerados, logo, VP, /T's(V P,)
¢ finitamente gerado. Além disso, mostramos no Teorema 2.2 que V B, /I'3(V P,) é uma
grupo cristalografico e, portanto nao possui subgrupo normal finito. Assim, pelo Teo-
rema 4.15, o grupo VB, /T'3(VP,) é quase cristalografico. Além disso, observando a se-

guinte sequéncia exata curta:

| — VP, /T5(VP,) —= VB, /T3(VP,) —L~ S, —1,

n(n —1)(2n — 3)

2
e grupo de holonomia S,,. O

concluimos que V' B,,/T'3(V P,) é quase cristalografico de dimensao n(n—1)+
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Também podemos utilizar o Teorema 4.15 para introduzir uma relacao entre o
grupo de trangas planas virtuais V'T,, (resp. grupo de trangas irrestrita virtuais UV B,, )
e 0s grupos quase cristalograficos. Para isso, vamos apresentar os grupos de Artin.

Os grupos de Artin sao uma generalizacao dos grupos de trangas. Um grupo A é

dito ser um grupo de Artin se é um grupo que admite uma apresentacao da forma

A= (s1,52,...,5, | 8i8jS;... = 5;8;5; para todo i # j),
—_—— N
myy mgi

onde m;; = m;; ¢ um nimero inteiro maior ou igual a 2 ou m;; = 0o (caso em que omitimos
a relac@o entre s; e s;). Um grupo de Artin é dito um grupo de Artin right-angled
(abreviando RAAG) se m;; € {2, 00} para todo ¢, j. Para mais detalhes sobre os grupos
de RAAG veja [21].

Bardakov, Bellingeri ¢ Damiani mostraram no Teorema 2.7 de [10] que o grupo
UV P, é um grupo de RAAG e Naik, Nanda e Singh mostraram que o grupo PVT, é,
também, um grupo de RAAG (veja [50, Corolario 3.4]). Além disso, Wade mostrou que
se A é um grupo de RAAG e k € N, entao I'y(A)/I'k11(A) é Abeliano livre e A/T';(A)
¢ um grupo nilpotente livre de tor¢ao (veja [58, Teorema 6.4]). Logo, obtemos o seguinte

resultado.

Teorema 4.18. Sejam k,n > 3.
(i) O grupo VT, /Tw(PVT,) € quase cristalogrifico com holonomia S,,.
(1) O grupo UV B, /Tw(UV P,) é quase cristalogrdfico com holonomia S,,.

Demonstragao. Considere G sendo VT, /Ty (PVT,) (respc. UV B, /T (UV P,)) e N sendo
PVT, (respc. UV P,). Com o exposto acima sabemos que I'y(N)/I'y11(N) é grupo Abe-
liano livre e N/T'y1(N) é nilpotente. Além disso, N/I'x;1(N) finitamente gerado. Para

confirmar essa afirmacgao basta considerar a seguinte sequéncia exata curta
f
1 —=T%(N)/Tys1(N) —= N/Tjs1(N) —= N/T(N) —1,

e realizar indugdo em k. J& mostramos que G/T'3(N) é um grupo cristalografico (veja os
Teoremas 2.5 e 3.1), sabemos que G/T'5(IN) nao possui subgrupo normal finito (Lema 4.14).

Considerando a seguinte sequéncia exata curta
1 Du(N)/Tia (N) = G/ Ty (V) = G/TR(N) — 1,

e realizando indugao em k garantimos que G/T"x_1(N) nao possui subgrupo normal finito.

Portanto, pelo Teorema 4.15, o grupo G/T'x(N) é quase cristalografico. m
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Para conhecer a dimensao de VT, /T (PVT,) (resp. UV B, /T (UV P,)) devemos
conhecer o posto de I'y(PVT,)/Ty11(PVT,) (resp. I'y(UVP,)/Ty1(UV P,)) para k > 1.
Ainda mais, podemos estudar a estrutura dos grupos VB, /I's(VP,), VT, /T'w(PVT,) e
UV B, /T (UV P,) utilizando as ideias apresentadas nas demonstragoes dos Teoremas 4.1, 4.3

e 4.4. Na secao 4.1.1, estudamos alguns aspectos estruturais dos grupos V Bs/I'3(V P;) e
VT, /T3(PVTy).

4.4 Generalizacoes do grupo de trancas e os grupos

cristalograficos

Nesta se¢ao, buscaremos estabelecer uma relagao entre outros grupos parecidos
com grupos de trancas, por exemplo, os grupos definidos na Figura 1.4 com os grupos
cristalograficos. J4 mostramos que os grupos W B, /T's(WP,), UV B, /Ts(UVE,), FW B,
e FVB,/T's(FVP,) sao grupos cristalograficos (veja os Teoremas 2.5 e 3.2). Podemos
utilizar os Teoremas 4.1, 4.3 e 4.4 para estudar a estrutura desses grupos. Em especial,
podemos decidir quando dois elementos de F'W B,, sao conjugados, além disso, todos os
elementos de ordem finita de F'W B,, sao conhecidos.

O grupo de trangas virtuais de Gauss GV B,, é o grupo obtido de FV B,
adicionando as relagoes o;p; = p;o;, para ¢ = 1,....,n — 1. Seja mp: GV B, — 5,
onde mp(0;) = wp(p;)) = i parai=1,....,n—1e7, = (i,i+ 1). O grupo de trangas
virtuais puras de Gauss GV P, é definido como sendo o nucleo de mp. Uma apresentacao
para GV P, foi dada na Proposi¢ao 5.6 de [10], usando essa apresentacgao concluimos que
GV B, /T2(GV P,) nao é um grupo cristalografico. Isso ocorre porque a abelianiza¢ao do
grupo de trancas virtuais puras de Gauss GV P, possui elementos de ordem finita. No
entanto, no que diz respeito aos aspectos estruturais, podemos tentar adaptar as mesmas

técnicas para afirmar e provar versoes equivalentes dos Teoremas 3.3, 3.4, 3.5 para o grupo

GV B, /T's(GVP,).
Lembramos, mx: VB, — S, é o homomorfismo definido por mx(o;) = 1 e
Tk(p;)) =m parai=1,....n—1e7 = (i,i+ 1) e o nicleo de g ¢ denotado por K B,.

Dessa forma, obtemos a seguinte sequéncia exata curta:

1 KB, VB, —%- 8, 1

com a qual obtemos a seguinte sequéncia exata curta
1 —> KB, /Ty(KB,) — VB, /T3(KB,) —> 5, — 1. (4.8)

Proposigao 4.19 (Proposigao 17 de [8]). O grupo KB, admite uma apresenta¢ao com

os geradores xi;, 1 <k #1 <n, e as sequintes relagoes
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® Tijlil = T,ixij,
® TikTkjlik = Tk jTikTk,j,
onde letras diferentes indicam indices diferentes.

E possivel provar que a acdo de S, em KB,/I';(KB,) nio é injetiva, assim,

podemos concluir que o grupo V B,,/T's(K B,,) nao é cristalografico para n > 3.

Proposicao 4.20. O grupo quociente V B, /Ty(KB,,) € cristalogrifico se, e somente se,

n=2.

Demonstragio. Da Proposicao 19 de [8] temos que K B, /T's(K B,) ¢ isomorfo a Z* para
n = 2,3 e é isomorfo a Z para n > 4. A acao de permutagao de S,, em K B, foi descrita
na Proposi¢ao 3.1 de [16] e induz uma agao de S,, em KB, /Ty (KB,,).

Notemos que K By /T'y(K Bs) é gerado por x5 € 22 e claramente a representacao
de holonomia de Sy — Aut (K By/T'y(K By)) ¢ injetiva.

Seja n = 3. Na prova da Proposigdo 19 de [8] os autores mostraram que z; 5 =
Tos = T31€T13 = T30 =Tz em KB3/I's(KBs). Assim, o automorfismo de K B3 /I'y(K B3) =
7?* induzido pela permutacio (1,2,3) ¢ a identidade. Portanto, a representacio de Sz —
Aut (K B;3/I'y(K Bs)) nao ¢ injetiva e V B;/T'y(K Bs) nao ¢ cristalografico.

Nao ¢é dificil mostrar que a agdo de S, em KB, /T'53(KB,) nao é injetiva para

n > 4, assim concluimos que o grupo VB, /T's(K B,,) nao ¢ cristalografico. O

Mas, como foi feito nos Teoremas 2.6, 2.8 e 2.11 para V B,,/T's(V P,), adaptando
as técnicas utilizadas, podemos estudar a estrutura do grupo quociente VB, /T's(K B,,).

O monoide de trancas singulares com n cordas SB, foi introduzido de forma
independente por Baez [4] e Birman [17]. Foi mostrado em [30] que o monoide de trangas
singulares SB,, é realizado em um grupo chamado de grupo de trancas singulares
denotado por SG,,. Na se¢ao 2 de [30] é dada um apresentacao para o grupo SG,,.

Seja m: SG, — S, o epimorfismo que associa os geradores o; e 7; de SG,, a
transposigao (i,7 + 1) para ¢ = 1,...,n — 1. O nicleo de m é chamado de grupo de
trangas puras singulares e denotado por SP,. Uma apresentacao para SP; (resp. SPs)
¢ dada no Lema 3.1 item (1) (resp. Teorema 3.9) de [11]. A agdo de SGo (resp. SG3) é
dada no Lema 3.1 item (2) (resp. Proposigao 4.1) de [11]. Com essas informagoes, podemos
concluir que os grupos SGy e SG3/I'5(SP3) sao grupos cristalograficos de dimensao 2 e 6
com grupo de holonomia S, e S35 respectivamente.

Um outro grupo o qual se relaciona aos grupos de trancas é o grupo de trangas
singulares virtuais. As trancas singulares virtuais sao semelhantes as trancas cléssicas,
com a diferenca que contém cruzamentos virtuais e cruzamentos singulares classicos. O
monoide de trangas singulares virtuais V.S B, foi definido por Caprau e Yeung em [19], os

autores também mostraram que o monoide V.S B, mergulha em um grupo que é chamado
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de grupo de trangas singulares virtuais e é denotado por V.SG,,. Uma apresentagao
para o grupo VSG,, é dada no Teorema 9 de [19].

Podemos considerar um epimorfismo 7: VSG,, — S,,, que associa cada tranca
singular virtual com um elemento de S,. O nucleo ker(7) desse epimorfismo ¢ denotado
por VSPG, e é conhecido como o grupo de trangas puras singulares virtuais.
Uma apresentagao do grupo VSPG, ¢ dada no Teorema 14 de [19]. Foi mostrado no
Corolario 13 de [19] que VSG,, = VSPG, x S, e a agao de S,, em VSPG,, é descrita
no Corolario 11 desse mesmo artigo. Utilizando essas informagoes podemos mostrar que
VSG, /T2 (VSPG,) é um grupo cristalografico de dimensao 2(n(n — 1)) e grupo de holo-

nomia, S,,.

4.4.1 O grupo de trancas loop puras estendido

Seja M uma variedade orientavel, conexa, compacta e seja N uma subvariedade
contida no interior de M. Um auto-homeomorfismo do par (M, N) é um homeomorfismo
f: M — M que fixa o bordo de M, preserva a orientacao em M e fixa globalmente N.
Denotamos por Homeo(M; N) o grupo formado com os auto-homeomorfismo de (M, N)
que preserva a orientacao em M e em N. A operagao utilizada no grupo Homeo(M; N) é
composi¢ao usual de fungoes.

O mapping class group de uma 3-variedade M com respeito a uma sub-
variedade N, denotado por MCG(M,N), é o grupo de classes de isotopia dos auto-
homeomorfismos de Homeo(M; N), onde a operagao ¢ a composigao usual. O pure map-
ping class group de uma 3-variedade M com respeito a uma subvariedade N, denotado
por PMCG(M, N), é o subgrupo dos elementos de MCG(M, N) que fixam as componen-
tes conexas de N. Denotemos por Homeo(M; N*) o grupo dos auto-homeomorfismos de
(M, N), removendo a condigao de preservar a orientagao em N, onde a operagao é a com-
posicao usual. O extended mapping class group de uma 3-variedade M com respeito
a uma subvariedade N, denotado por MCG(M,N*), é o grupo das classes de isotopia
dos auto-homeomorfismos de Homeo(M; N*), onde a operacdo ¢ determinada pela com-
posi¢cao. O pure extended mapping class group de uma 3-variedade M com respeito
a uma subvariedade N, denotado por PMCG(M,N*), é o subgrupo dos elementos de
MCG(M;N*) que fixam as componentes conexas de N. Para mais detalhes veja [28].

Sejan > 1. Sejam B? a bola de dimensido 3 e C = C; - --UC, uma colecio de n
circulos disjuntos, orientados, sem nos, que formam uma ligacao trivial de n componentes
em R?. O grupo de trancas de loop com n componentes, denotado por LB,,, ¢ 0 mapping
class group MCG(B*,C). O grupo de trangas de loop puras com n componentes,

denotado por PLB,,, é o pure mapping class group PMCG(B?,C). Similarmente, o grupo

ext
n

de trancas de loop estendido, denotado por LB:*™, ¢ o extended mapping class group

ext

MCG(B?,C*). O grupo de trangas de loop puras estendido, denotado por PLB™ | &
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o pure extended mapping class group PMCG(B?,C*). Para mais detalhes veja as secoes 2
e 3 de [22].

Foi mostrado no Corolério 6.10 de [22] que o grupo LB, é isomorfo ao grupo W B,,,
o mesmo vale para suas respectivas partes puras. Utilizando a Proposi¢ao 2.2 de [18] e
as informagoes contidas na demonstracao da Proposi¢ao 3.12 de [22], podemos concluir

que PLBS"" = WP, % (Z;)". Como isso obtemos a seguinte apresentacio para o grupo
PLB™,

Teorema 4.21 (Proposigao 4.8, [22]). Para n > 2, o grupo WP admite a sequinte
apresentacao:
e Geradores:
a;j paral <i# 5 <n.

oparat=1,...,n.

e Relacoes:
QG 0 = g0y para i, g, k, U distintos.
QG QG = O Qg para i, j, k distintos.
a; (k) = (g per)o; para i, j, k distintos.
TZ-2:1 parat=1,...,n.
Ty = ;7 para 1 < i # 5 <n.
T = T para 1 < j # k< n.
1

Ti0G T, = Ozj_ﬂ-l para 1 < j #i<n.

Na demonstracao da Proposigao 3.12 de |22] foi apresentada a seguinte sequéncia

exata curta:

1 WP, PLB 2o (7)) —1

Y

que nos fornece a seguinte sequéncia exata curta:
1 —> WP, /To(WP,) — PLB [Ty (W P,) —2> (Zy)" — 1. (4.9)

A agdo de (Z3)" em WP, é descrita no Teorema 4.21, a qual escreveremos a seguir

ai_jl, se k= 7.
TeQi,j Tk = ’ , (4.10)

Q; j, caso contrario .

paratodo 1 <i# j<nek=1,...,n.
A fungdo p: PLBS*" — Z," ¢ definida da seguinte maneira: envia um homeo-

morfismo invertendo a orientagao na i-ésima componente de C' e preserva a orientagao de
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todas as outras componentes, para (0,...,1,...,0) onde a entrada nao nula é na posigao
i.
A seguir, relacionamos um quociente do grupo de trancas de loop puras estendido

aos grupos cristalograficos.

Teorema 4.22. O grupo PLBZ" /T'y(W P,) é um grupo cristalogrdfico de dimensdo n(n—
1) e grupo de holonomia (Z2)".

Demonstracao. Utilizando a apresentacao de W P,,, veja Proposicao 1.13, é possivel mos-
trar que WP, /Ty (W P,) é isomorfo ao grupo Abeliano livre Z""Y . A acio de (Z;)" em
W P,, dada em (4.10), induz uma agao injetiva de (Z2)" em WP, /I'y(W P,). Portanto, a

prova segue de forma anéloga as provas dos Teoremas 2.2 and 3.1. O]

Notamos que a tnica torgao possivel em PLBS /T'o(W P,) é 2. Podemos estudar
outros aspectos estruturais do grupo PLBS™ /Ty (W P,), como as classes de conjugacio de

elementos e a realizacao de grupo.

[53]
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