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da Universidade Federal da Bahia como

requisito parcial para obtenção do tı́tulo de

Mestre em Matemática.
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Resumo

Neste trabalho estudamos algumas propriedades combinatórias das tranças

virtuais, tais como a série central inferior do grupo de tranças virtuais VBn e também

os núcleos de duas projeções diferentes de VBn no grupo simétrico Sn. Esses núcleos

são respectivamente o grupo de tranças puras virtuais VPn e o fecho normal do grupo

das tranças de Artin, que vamos denotar por Hn e é também conhecido como KBn.

Descrevemos as relações entre Hn e VPn e o grupo de tranças puras estendidas EPn

que é o núcleo da projeção de Hn em Sn. Esse nome é motivado pelo fato que EPn é

justamente igual à interseção de Hn com VPn. Para finalizar, daremos uma apresentação

inédita para EPn nos casos em que n = 2 e n = 3.

Palavras-chave: Grupos de Tranças Virtuais; Homomorfismo; Núcleo.
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Abstract

In this work, we study some combinatorial properties of virtual braids, such

as the lower central series of the virtual braid group VBn and also the kernels of two

different projections of VBn onto the symmetric group Sn. These kernels are respectively

the group of virtual pure braids VPn and the normal closure of the Artin braid group,

denoted by Hn and also known as KBn. We describe the relationships between Hn and

VPn, as well as the extended pure braid group EPn, which is the kernel of the projection

from Hn to Sn. This name is motivated by the fact that EPn is precisely the intersection

of Hn and VPn. Finally, we will give an unprecedented presentation to EPn in cases

where n = 2 and n = 3.

Keywords: Virtual Braid Groups; Homomorphism; Kernel.
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Introdução

Os grupos de tranças de Artin ou grupos de tranças clássicas [13], que foram

introduzidos por Emil Artin em 1925 e denotados por Bn, têm sido generalizados em

várias direções nos últimos anos, exemplo disso são os grupos de tranças de superfı́cies,

os grupos de Artin-Tits, assim como os grupos de tranças virtuais, os grupos de tranças

”welded”ou soldadas entre outros.

Os grupos de tranças virtuais, denotados por VBn, são extensões dos grupos de

tranças clássicas, que surgem justamente quando permitimos que as cordas das tranças

possam passar através uma das outras, ou seja, não são mais restritas a um espaço

tridimensional fixo. Essas tranças são chamadas de ”virtuais”justamente porque não

podem ser vistas em um espaço tridimensional sem que as cordas se cruzem. Esses

mesmos grupos foram apresentados na década de 1990 pelo matemático americano

Louis Kauffman em [9] com os conceitos de nós e links virtuais e têm sido um objeto de

estudo ativo desde então. Os grupos de tranças virtuais tem aplicações em uma ampla

gama de campos matemáticos, incluindo teoria dos nós, topologia de baixa dimensão,

teoria geométrica de grupos, geometria algébrica e fı́sica matemática, também está

relacionado a outras estruturas algébricas, como o grupo de Artin-Tits [4].

O nosso trabalho é baseado principalmente no artigo [1] de Valeriy Georgievich

Bardakov e Paolo Bellingeri, onde os mesmos estudam a estrutura e propriedades das

tranças virtuais, assim como alguns homomorfismos que envolve o grupo de tranças

virtuais, o grupo simétrico e o fecho normal do grupo de tranças de Artin.

No capı́tulo inicial, tratamos dos assuntos fundamentais para a compreensão

do tema desse trabalho, tais como definições, notações, alguns fatos conhecidos e re-

sultados elementares sobre a teoria de grupos que podem ser encontrados em [5] e [11],

além disso, falaremos sobre o método Reidemeister-Schreier [13], que é uma técnica

usada na teoria de grupos para construir uma apresentação de um subgrupo de um

determinado grupo em termos de geradores e relações. Esse método foi desenvolvido

pelo matemático alemão Kurt Reidemeister e pelo matemático austrı́aco Otto Schreier

na década de 1930.

No segundo capı́tulo, falamos de forma mais detalhada sobre as propriedades
1



2 Sumário

combinatórias do grupo de trança virtuais e subgrupos que são núcleos de homomor-

fismos. Caracterı́sticas importantes do grupos de tranças virtuais podem ser percebidas

através da sua série central inferior, série essa formada por uma sequência normal de

subgrupos, sendo que o primeiro grupo da série central inferior é o próprio grupo de

tranças virtuais, e os demais são grupos derivados. A série central inferior é importante

porque permite entender a estrutura do grupo de tranças virtuais em termos dos seus

subgrupos mais simples. Falaremos também de dois subgrupos que são bastante rele-

vantes nesse capı́tulo e por isso traremos na Seção 2.2 suas respectivas apresentações. O

primeiro é o grupo das tranças puras virtuais VPn que é o núcleo do homomorfismo do

grupo de tranças virtuais VBn no grupo simétrico Sn que leva os dois tipos de geradores

{σi, ρi} do grupo das tranças virtuais no único tipo de geradores {ρi} do grupo simétrico.

O segundo é o fecho normal do grupo de tranças clássicas no grupo de tranças virtuais

Hn, que é o núcleo do homomorfismo do grupo de tranças virtuais no grupo simétrico

que leva os geradores {σi} no elemento neutro do grupo simétrico e os geradores {ρi}

nos geradores {ρi} do grupo simétrico.

No terceiro capı́tulo, estudamos o grupo de tranças puras estendidas EPn que

é o núcleo do homomorfismo que vai de Hn no grupo simétrico Sn. Esse grupo também

pode ser visto como a interseção entre o grupo de tranças puras virtuais e o fecho normal

das tranças clássicas. Por fim, usando o método Reidemeister-Schreier conseguimos

encontrar uma apresentação inédita em termos de geradores e relações para o grupo de

tranças puras estendidas com duas cordas e para o grupo de tranças puras estendidas

com três cordas, já que esse grupo não tem uma apresentação para o caso com n cordas.



Capı́tulo 1

Preliminares

Nesse capı́tulo recordaremos algumas definições da teoria de grupos, também

exibiremos uma apresentação do grupo das tranças de Artin, do grupo simétrico e do

grupo das tranças virtuais de forma a entender a estrutura algébrica desses grupos de

maneira clara. Para esse capı́tulo nos baseamos em [5],[11] e [13].

1.1 Teoria de grupos

A teoria de grupos estuda as propriedades e estruturas que se apresentam

nos grupos. Alguns conceitos importantes dessa teoria incluem os subgrupos, os

subgrupos normais, os quocientes, os homomorfismos, os isomorfismos e os grupos de

permutações.

Tomando G como um grupo e H um subgrupo de G, podemos dizer que X ⊂ H

é um conjunto gerador de H, ou que X gera H, se

H = {x1x2 · · · xn | n ∈N, xi ∈ X,∀i ∈N}.

Dizemos também que H é o subgrupo gerado por X.

Definição 1.1. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Chamamos classe lateral de H em

G o conjunto cujos elementos são todos os resultados da operação gh onde g é fixo e pertencente

a G e h é um elemento de H, ou seja, o conjunto:

gH = {gh | h ∈ H}.

Um subgrupo normal, também conhecido como subgrupo invariante, é um

subgrupo que se comporta de maneira especial, ele é preservado por conjugação em

relação aos elementos do grupo original.

Um subgrupo N de G é dito um subgrupo normal de G se satisfaz qualquer

uma das condições equivalentes:
3
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• gN = Ng , para todo g ∈ G;

• gNg−1 = N, para todo g ∈ G;

• gNg−1
⊂ N, para todo g ∈ G.

Nesse caso, denotaremos por N ◁ G.

Exemplo 1.2. Seja e o elemento neutro de um grupo G, então {e} e G são subgrupos normais

de G.

Dizemos que um grupo G , {1} é simples se os únicos subgrupos normais dele

são {e} e G.

Exemplo 1.3. Todos os subgrupos de um grupo abeliano é normal.

Observe que os grupos quocientes se formam ao tomar um grupo e fazer o

quociente por um subgrupo normal, fazer isso nos permite estudar a estrutura do

grupo original de uma maneira simplificada.

Definição 1.4. Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. O grupo de suas classes

laterais com a operação de G é o grupo quociente de G por N; é denotado por G/N ou por G
N .

Na matemática, um homomorfismo de grupo é uma função que preserva a

estrutura dos grupos.

Definição 1.5. Dado dois grupos G e H, um homomorfismo de grupos é uma função f : G→

H tal que, para quaisquer elementos a e b em G, vale que:

• f (a ∗ b) = f (a) ∗ f (b), onde ∗ denota a operação binária em G e H, respectivamente.

Em outras palavras, um homomorfismo de grupo preserva a operação de

grupo, o que significa que o resultado de aplicar a operação em G e depois aplicar f é

o mesmo que aplicar f a cada elemento individualmente e depois aplicar a operação

em H. Além disso, preserva o neutro elemento, ou seja, leva o elemento neutro de um

grupo no elemento neutro do outro grupo.

Existem vários tipos de homomorfismos de grupo. Alguns dos mais comuns

são os seguintes.

Exemplo 1.6. Homomorfismos triviais.

Estes homomorfismos mapeiam todos os elementos de G no elemento neutro

de H.

f (a) = eH para todo em G.



1.1. Teoria de grupos 5

Exemplo 1.7. Homomorfismos Injetivos.

Esses homomorfismos preservam a estrutura do grupo e também são funções

injetivas, o que significa que eles mapeiam elementos distintos em G para elementos

distintos em H.

se f (a) = f (b) então a = b,

para todo a e b em G.

Exemplo 1.8. Homomorfismos Sobrejetivos.

Esses homomorfismos mapeiam todo elemento de G a H, cobrindo todo o

grupo H. Para cada h em H, existe pelo menos um elemento g em G tal que

f (g) = h.

Exemplo 1.9. Isomorfismos.

Esses homomorfismos são bijetivos, o que significa que são injetivos e sobre-

jetivos. Em outras palavras, existe uma correspondência biunı́voca entre os elementos

de G e H. Quando temos um isomorfismo de G em G, chamamos de automorfismo de

G. O conjunto dos automorfismos de G é denotado por Aut(G). Esse conjunto com a

operação de composição de função forma o grupo de automorfismo de G.

Os homomorfismos de grupos permitem que diferentes grupos sejam compa-

rados e relacionados.

Definição 1.10. Seja um homomorfismo f : G→ H então

ker f := {g ∈ G | f (g) = eH}

é um subgrupo normal de G chamado de núcleo do homomorfismo f .

Proposição 1.11. O núcleo do homomorfismo f é um subgrupo normal e mais, f é injetiva se,

e somente se ker f = {e}

Demonstração. Sejam h ∈ ker f e g ∈ G. Aplicando f em ghg−1 temos que

f (ghg−1) = f (g) f (h) f (g−1) = f (g)e f (g)−1 = e

Assim, ghg−1
∈ ker f . Logo, ker f é normal em G.

Suponha que f é injetora, então é claro que ker f = {e}.

Suponha agora que ker f = {e} e a, b ∈ G com f (a) = f (b). Então

e = f (a) f (b)−1 = f (a) f (b−1) = f (ab−1).

Portanto ab−1
∈ ker f . Então ab−1 = e, ou seja, a = b. Logo f é injetora. □
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Em um conjunto finito X chamado alfabeto, os elementos de X são chamados

de letras. Uma palavra em X é uma sequência finita de elementos de X.

Exemplo 1.12. Considerando X como sendo o alfabeto da lı́ngua portuguesa, palavas nesse

conjuntos são do tipo:

ah f b f sksmk f l, kd f kolapnzsp, abc, ghn, olk j, tghio, alkdjcn.

Uma subpalavra é uma palavra contida em outra palavra. A palavra sem letras

é chamada de palavra vazia.

Dado um alfabeto X, é possı́vel construı́mos o alfabeto inverso

X−1 := {x−1
| x ∈ X}.

Seja WX o conjunto de palavras em X ∪ X−1, incluindo a palavra vazia. Uma

operação em WX é dada pela justaposição de palavras, por exemplo:

(abc)(b−1a) = abcb−1a.

Seja u = x1x2 · · · xn um elemento de WX, com xi ∈ X para todo i. A palavra

inversa de u é dada por

u−1 := x−1
n x−1

n−1 · · · x
−1
1 ,

considerando (x−1)−1 = x.

Dizemos que duas palavras em WX são equivalentes se uma pode ser obtida

a partir da outra após acrescentar ou retirar uma quantidade finita de subpalavras do

tipo xx−1 ou x−1x, com x ∈ X.

Observe que, com essa definição, se u é uma palavra em WX então uu−1 e u−1u

são equivalentes à palavra vazia. O conjunto de todas as classes de equivalência de WX

é o que chamaremos de grupo livre gerado por X, denotado por FX.

O posto de um grupo livre FX, é a cardinalidade (número de elementos) de um

conjunto mı́nimo de geradores que podem gerar todo o grupo livre, ou seja, é o menor

número de elementos necessários para gerar o grupo livre.

Para enunciarmos a definição formal de apresentação de um grupo, precisamos

da definição de fecho normal.

Definição 1.13. Sejam G um grupo e R um subconjunto de G, o fecho normal de R em G é

o subgrupo de G gerado pelos elementos da forma grg−1, onde r ∈ R ∪ R−1 e g ∈ G. O fecho

normal de R em G é denotado por ⟨R⟩G. Por convenção, ⟨∅⟩G = {1}.

Uma apresentação de um grupo G é dada por dois conjuntos: um conjunto

de geradores x e um conjunto de relações R, assim, todo elemento do grupo pode ser
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obtido a partir de aplicações sucessivas da operação sobre os geradores, e as relações são

equações que são satisfeitas por esses geradores as quais são suficientes para determinar

o grupo.

Definição 1.14. Seja G um grupo tal que

G ≃
FX

⟨R⟩FX
,

onde FX é o grupo livre gerado por X e R ⊂ FX. Então dizemos que uma apresentação do

grupo G é dada por

G = ⟨X | R⟩.

A apresentação de um grupo não é única, pois, depende da escolha dos con-

juntos x e R. Exemplo disso é grupo cı́clico finito, ele tem uma apresentação usual dada

por,

Zn = ⟨x | xn = 1⟩,

mas também pode ter a seguinte apresentação, Zn = ⟨a, b | a = b, ab−1 = an
0 , a

n
0 = 1⟩.

Outro exemplo é o grupo cı́clico infinito que tem a apresentação usual dada por

Z = ⟨x | ∅⟩,

mas também pode ter a seguinte apresentação, Z = ⟨a, b, c, d | a = b, b = c, c = d⟩.

Definição 1.15. Sejam os grupos G = ⟨X | R⟩ e H = ⟨Y | S⟩ tais que X e Y são disjuntos. O

produto livre entre G e H denotado por G ∗H é dado por:

G ∗H = ⟨X ∪ Y | R ∪ S⟩.

Definição 1.16. Sejam H,K dois grupos tais que existe um homomorfismo ϱ : K → Aut(H).

O produto semidireto H ⋊ϱ K é o conjunto H × K munido da operação

ϱ : (H × K) × (H × K)→ H × K

((h1, k1), (h2, k2)) 7→ (h1ϱ(k1)(h2), k1k2).

Definição 1.17. Dizemos que uma dada sequência de grupos e homomorfismos

G0
f0
−→ G1

f1
−→ G2

f2
−→ . . .Gn

fn
−→ Gn+1

é uma sequência exata quando a imagem de um homomorfismo é igual ao núcleo do seguinte,

ou seja,

Im( fi) = Ker( fi+1)

para todo 0 ≤ i ≤ n.
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Definição 1.18. Uma sequência do tipo

1
f0
−→ G1

f1
−→ G2

f2
−→ G3

f3
−→ 1

onde f1 é injetiva e f2 é sobrejetiva, a chamamos de sequência exata curta.

Dizemos que uma sequência exata curta

1 −→ G1
f1
−→ G2

f2
−→ G3 −→ 1

cinde se existir um homomorfismo κ : G3 → G2 de modo que κ ◦ f2 = IdG3 . Esse

homomorfismo κ é chamado de seção.

Definição 1.19. Seja o subgrupo UTn(K) de GLn(K) com grau n sobre um dado corpo K

formados de todas as matrizes Xn×n, onde X = (xi, j) com coeficientes em K que satisfazem x = 0

para todo i, j, 1 ≤ j < i ≤ n e x = 1 para todo i, 1 ≤ i ≤ n. Esse subgrupo é chamado de grupo

unitriangular.

Alguns grupos como o grupo de tranças de Artin, o grupo simétrico e o grupo

de tranças virtuais, que usaremos bastante nos próximos capı́tulos têm apresentações

que são bem conhecidas na literatura.

Teorema 1.20. [Capı́tulo-3[13]] Uma apresentação para o grupo de tranças de Artin Bn é dada

da seguinte maneira:

Geradores: σi para i = 1, 2, . . . ,n − 1.

Relações:

(1) σiσi+1σi = σi+1σiσi+1, para i = 1, 2, . . . ,n − 2;

(2) σiσ j = σ jσi, para |i − j| ≥ 2.

Geometricamente os geradores de Bn podem ser vistos na Figura 1.1.

Figura 1.1: Gerador σi para i = 1, 2 . . . ,n − 1
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Note o gerador σi é a trança com um único cruzamento entre a i-ésima e a (i+1)-

ésima corda. Observe que seus inversos podem ser obtidos com o cruzamento inverso

das cordas.

Exemplo 1.21. O grupo de tranças de Artin com 1 corda B1 é o grupo trivial, ou seja,

B1 = {e}.

Exemplo 1.22. Uma apresentação para o grupo de tranças de Artin com 2 cordas B2 é dado por

B2 = ⟨σ1 | −⟩.

O grupo de tranças de Artin com 2 cordas B2 tem apenas um gerador e não tem

relações, ou seja, é um grupo livre com um gerador isomorfo a Z.

Exemplo 1.23. Uma apresentação para o grupo de tranças de Artin com 3 cordas B3 é dado por

B3 = ⟨σ1, σ2 | σ1σ2σ1 = σ2σ1σ2⟩.

O conjunto de geradores de B3 é {σ1, σ2} e esse grupo tem apenas uma relação,

seu conjunto de relações é {σ1σ2σ1 = σ2σ1σ2}.

Exemplo 1.24. Uma apresentação para o grupo de tranças de Artin com 4 cordas B4 é dado por

B4 = ⟨σ1, σ2, σ3 | σ1σ2σ1 = σ2σ1σ2;

σ2σ3σ2 = σ3σ2σ3;

σ1σ3 = σ3σ1⟩.

O conjunto de geradores de B4 é {σ1, σ2, σ3} e o conjunto de relações é {σ1σ2σ1 =

σ2σ1σ2; σ2σ3σ2 = σ3σ2σ3; σ1σ3 = σ3σ1}.

Teorema 1.25. [Capı́tulo-3[13]] Uma apresentação para o grupo simétrico Sn é dada da seguinte

maneira:

Geradores: ρi para i = 1, 2, . . . ,n − 1.

Relações:

(1) ρiρi+1ρi = ρi+1ρiρi+1, para i = 1, 2, . . . ,n − 2;

(2) ρiρ j = ρ jρi, para |i − j| ≥ 2;

(3) ρ2
i = 1, para i = 1, 2, . . . ,n − 1.

Um elemento de ordem par em Sn pode ser representado por uma quantidade

par de transposições, uma transposição é uma permutação que troca a posição de dois

elementos.



10 Capı́tulo 1. Preliminares

Definição 1.26. O grupo alternado An é o subgrupo do grupo simétrico Sn de todas as

permutações pares .

O grupo alternado An é um subgrupo normal do grupo simétrico Sn para n ≥ 3.

Para n ≥ 5, o grupo alternado An é um grupo simples. A prova desse fato pode ser

encontrada no Teorema 3.11 de [15].

Teorema 1.27. [Teorema 1 [1]] O grupo VBn admite a seguinte apresentação:

Geradores: σi, ρi com i = 1, 2, . . . ,n − 1.

Relações:

(1) σiσi+1σi = σi+1σiσi+1, para i = 1, 2, . . . ,n − 2;

(2) σiσ j = σ jσi, para |i − j| ≥ 2;

(3) ρiρi+1ρi = ρi+1ρiρi+1, para i = 1, 2, . . . ,n − 2;

(4) ρiρ j = ρ jρi, para |i − j| ≥ 2;

(5) ρ2
i = 1, para i = 1, 2, . . . ,n − 1;

(6) ρiρi+1σi = σi+1ρiρi+1, para i = 1, 2, . . . ,n − 2;

(7) σiρ j = ρ jσi, para |i − j| ≥ 2.

Note que a relação (6) é equivalente à seguinte relação:

ρi+1ρiσi+1 = σiρi+1ρi.

Por outro lado, as relações ρiσi+1σi = σi+1σiρi+1 e ρi+1σiσi+1 = σiσi+1ρi não são válidas em

VBn. Geometricamente os geradores de VBn podem ser vistos na Figura 1.2.

Figura 1.2: Geradores σi e ρi para i = 1, 2, . . .n − 1

Note o gerador σi é a trança com um único cruzamento entre a i-ésima e a

(i + 1)-ésima corda e o gerador ρi é a trança com um único encontro entre a i-ésima e a

(i + 1)-ésima corda, onde não tem distinção de qual corda está passando por cima ou

por baixo.
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Exemplo 1.28. O grupo de tranças virtuais com 1 corda VB1 é o grupo trivial, ou seja,

VB1 = {e}.

Exemplo 1.29. Uma apresentação para o grupo de tranças virtuais com 2 cordas é dado por

BV2 = ⟨σ1, ρ1 | ρ
2
1 = 1⟩.

O conjunto de geradores de BV2 é {σ1, ρ1} e o conjunto de relações é {ρ2
1 = 1}.

Exemplo 1.30. Uma apresentação para o grupo de tranças virtuais com 3 cordas é dado por

BV3 = ⟨σ1, σ2, ρ1, ρ2 | σ1σ2σ1 = σ2σ1σ2;

ρ1ρ2ρ1 = ρ2ρ1;

ρ1ρ2σ1 = σ2ρ1ρ2;

ρ2
1 = 1;

ρ2
2 = 1⟩.

O conjunto de geradores de BV3 é {σ1, σ2, ρ1, ρ2} e o conjunto de relações é

{σ1σ2σ1 = σ2σ1σ2; ρ1ρ2ρ1 = ρ2ρ1ρ2; ρ1ρ2σ1 = σ2ρ1ρ2; ρ2
1 = 1; ρ2

2 = 1}.

Exemplo 1.31. Uma apresentação para o grupo de tranças virtuais com 4 cordas é dado por

BV4 = ⟨σ1, σ2, σ3, ρ1, ρ2, ρ3 | σ1σ2σ1 = σ2σ1σ2;

σ2σ3σ2 = σ3σ2σ3;

σ1σ3 = σ3σ1;

ρ1ρ2ρ1 = ρ2ρ1ρ2;

ρ2ρ3ρ2 = ρ3ρ2ρ3;

ρ1ρ3 = ρ3ρ1;

ρ1ρ2σ1 = σ2ρ1ρ2;

ρ2ρ3σ2 = σ3ρ2ρ3;

ρ2
1 = 1;

ρ2
2 = 1;

ρ2
3 = 1⟩.

Outras definições que são bastante relevantes nos próximos capı́tulos são de

comutador, conjugado e subgrupo derivado.

Definição 1.32. Seja G um grupo. Dados a e b em G, o comutador de a e b é o elemento de G

definido por

[a, b] = a−1b−1ab.
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Definição 1.33. Sejam x e y elementos de G. O conjugado de x por y é o elemento xy = y−1xy.

Assim, podemos escrever [x, y] = x−1xy.

Definição 1.34. O subgrupo comutador é dado por

G′ = [G,G] = ⟨[x, y] | x, y ∈ G⟩.

Este subgrupo também é chamado de subgrupo derivado de G.

O grupo quociente G/[G,G] é chamado de abelianizado de G, e esse grupo

quociente é abeliano.

Sempre que um grupo tem o subgrupo derivado igual a ele mesmo, o chama-

mos de grupo perfeito, ou seja,

G = G′.

Exemplo 1.35. O grupo alternado An é um grupo perfeito quando n ≥ 5.

As próximas identidades são muito relevantes, pois, ajudam a entender como

funcionam as operações envolvendo conjugados em um grupo.

Proposição 1.36. Sejam G um grupo e x, y e z elementos de G. As seguintes identidades de

comutadores valem:

(i) xy = x[x, y];

(ii) [x, y] = [y, x]1 ;

(iii) [xy, z] = [x, z]y[y, z];

(iv) [x, yz] = [x, z][x, y]z;

(v) [x, y−1, z]y[y, z−1, x]z[z, x−1, y]x = 1 (Identidade de Hall-Witt)

(vi) [x, z]y = [x, z][x, z, y];

(vii) φ([x, y]) = [φ(x), φ(y)], para qualquer homomorfismo φ de G.

As demonstrações dessas identidades podem ser encontradas em [11].

Definição 1.37. O Centro de um grupo G é dado por

Z(G) = {z ∈ G | [z, g] = 1,∀g ∈ G}.

Agora traremos definições de algumas cadeias de subgrupos em que cada um

é normal no próximo, e o quociente entre eles é abeliano.
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Definição 1.38. Dado um grupo G , definimos a filtração

Γ1(G) = G ⊇ Γ2(G) ⊇ . . .

onde

Γ1(G) = G

Γ2(G) = [Γ1(G),G] = [G,G]
...

Γi(G) = [Γi−1(G),G]

como a série central inferior de G.

Definição 1.39. Um grupo G é dito nilpotente se ele contém uma série de subgrupos

{1} = G0 ≤ G1 ≤ · · · ≤ Gn = G

tal que cada subgrupo Gi−1 é normal em G e cada quociente Gi+1/Gi está contido no centro de

G/Gi , para todo i ∈ {0, . . . ,n − 1}, ou seja,

Gi+1/Gi ≤ Z(G/Gi).

Agora elencaremos alguns resultados sobre grupos nilpotentes.

Proposição 1.40. Todo grupo abeliano é nilpotente.

Demonstração. De fato, supondo G um grupo abeliano, então facilmente podemos ob-

servar que a série {e} = N0 ≤ N1 = G é uma série central de subgrupos de G. □

Um grupo é chamado de p-grupo se a ordem de cada um de seus elementos é

uma potência de p, ou seja, se para cada elemento g em G, existe um número inteiro

não negativo n tal que a ordem de g é igual a pn.

Proposição 1.41. Seja G um p-grupo finito, então G é nilpotente.

Demonstração pode ser encontrada em [16].

Proposição 1.42. Seja G um grupo não trivial. Se Z(G) = {e}, então G não pode ser nilpotente.

Demonstração. De fato, Suponha por contradição a existência de uma série central

{e} = N0 ≤ N1 ≤ N2 ≤ N3 ≤ · · · ≤ Nn = G

de subgrupos de G. Como N1 ⊆ Z(G) = {e}, devemos ter N1 = {e}. Dessa maneira,

G/N1 é isomorfo a G e portanto seu centro também deve ser trivial. Note agora que

N2/N1 ⊆ Z(G/N1) = {e}, donde temos que N2/N1 = {e}, ou seja N2 = N1 = {e}. Usando

esse mesmo argumento indutivamente obtemos que Nk = {e}, para todo k = 1, . . . ,n, e

então {e} = Nn = G, uma contradição. Assim, G não pode ser nilpotente. □
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Agora, vamos definir de forma geral o que é um grupo residualmente P, onde

P é uma propriedade de grupos. Logo em seguida definiremos o que são os grupos

residualmente nilpotentes.

Definição 1.43. Um grupo G é dito ser residualmente P se para qualquer elemento (não trivial)

x ∈ G, existe um grupo H com a propriedade P e um homomorfismo sobrejetor Φ : G → H tal

que Φ(x) , 1.

Proposição 1.44. Um grupo G é residualmente nilpotente se e somente se a interseção dos

grupos que compõem sua série central inferior for o subgrupo trivial, ou seja,⋂
i≥1

Γi(G) = {1}.

Demonstração. Suponha que G é residualmente nilpotente. Isso significa que para cada

elemento não trivial g ∈ G, existe um número natural i tal que g < Γi(G). Vamos

supor o contrário, ou seja, suponha que exista um elemento g em G que está em todos

os subgrupos Γi(G). Nesse caso, g estaria em todos os subgrupos normais de G e,

portanto, g estaria no centro de G.

Agora, vamos considerar o grupo G/Z(G), onde Z(G) é o centro de G. Como g

está no centro de G, ele é identificado com o elemento neutro em G/Z(G). No entanto,

se G é residualmente nilpotente, então G/Z(G) também é residualmente nilpotente,

pois Z(G) é um subgrupo normal de G e uma sucessão descendente de subgrupos

normais de G/Z(G) corresponde à sucessão descendente de subgrupos normais de G.

Isso implica que em G/Z(G), o elemento identificado com g não pode estar em todos os

subgrupos normais de G/Z(G).

Portanto, se G é residualmente nilpotente, não pode existir um elemento não

trivial que está em Γi(G), o que implica que⋂
i≥1

Γi(G) = {1}.

Agora vamos mostrar reciproca. Suponha que
⋂

i≥1 Γi(G) = {1}. Vamos mostrar

que G é residualmente nilpotente construindo uma sucessão descendente de subgrupos

normais de G.

Considere a seguinte sequência de subgrupos:

Γ1(G) ⊇ Γ2(G) ⊇ Γ3(G) ⊇ . . .

Por hipótese, a interseção de todos esses subgrupos é igual ao grupo trivial, o que

significa que existe um ı́ndice n tal que Γn(G) = {1}.

Agora, vamos considerar o grupo G/Γn(G). Esse grupo é isomorfo a um sub-

grupo de Aut(Γn(G)), o grupo de automorfismos de Γn(G). Como Γn(G) é nilpotente (pois
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é trivial), Aut(Γn(G)) também é nilpotente. Além disso, como G/Γn(G) é um subgrupo

de Aut(Γn(G)), ele também é nilpotente.

Agora, podemos repetir o processo no grupo G/Γn(G), construindo a sucessão

descendente de subgrupos normais e mostrando que esse grupo é nilpotente. Podemos

continuar esse processo indefinidamente, construindo uma sucessão descendente de

subgrupos normais de G, onde cada subgrupo é nilpotente. Isso mostra que G é

residualmente nilpotente.

Portanto, se
⋂

i≥1 Γi(G) = {1}, então G é residualmente nilpotente. □

Exemplo 1.45. O grupo Zk com k ∈N, é residualmente nilpotente.

Exemplo 1.46. Grupos livres finitamente gerados são residualmente nilpotente.

Esse fato pode ser encontrado na Seção 6.1.10 em [14]

Proposição 1.47. Seja G um grupo residualmente nilpotente. Então todo subgrupo de G é

residualmente nilpotente.

Demonstração. Suponha que G tenha um subgrupo H que não seja residualmente nil-

potente. Então a interseção dos grupos que compõem a serie central inferior de H é

diferente de {e}.Note que a interseção dos grupos que compõem a serie central inferior

de H estão contidos na interseção dos grupos que compõem a serie central inferior de

G já que H é subgrupo de G. Sendo assim a interseção dos grupos que compõem a serie

central inferior de G também é diferente de {e}. Contradição, pois, G é residualmente

nilpotente.

□

Exemplo 1.48. O grupo de tranças de Artin Bn não é residualmente nilpotente.

Gorin e Lin obtiveram uma apresentação do subgrupo do comutador de Bn

para n ≥ 3 em [5]. Para n ≥ 5, eles mostraram que Γ2(Bn) = [Γ2(Bn),Γ2(Bn)], ou seja,

Γ2(Bn) é perfeito. Assim, segue que Γ2(Bn) = Γ3(Bn), portanto, o Bn não é residualmente

nilpotente já que a interseção dos Γi(Bn) será sempre diferente de {1}.

No próximo capı́tulo mostraremos que o grupo de tranças virtuais pode ser

escrito como produto semidireto de subgrupos que são mais simples. Com esse intuito,

vamos elencar alguns conhecimentos básicos sobre sequências exatas curtas que nos

ajudarão a compreender melhor alguns resultados.

1.2 Método Reidemeister-Schreier

Um método bastante relevante na determinação da apresentação de subgrupos

a partir da apresentação de um grupo é chamado de método de Reidemeister-Schreier.
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Esse método é usado para construir uma apresentação de um subgrupo H de um grupo

G em termos de um conjunto de geradores S para G e um conjunto de relações R que

descrevem como os elementos de H que interagem entre si e com os geradores de S.

O processo de construção começa escolhendo um conjunto de representantes

de classes para G/H, ou seja, um conjunto de elementos de G que representam cada

classe de H em G. Em geral, o método Reidemeister-Schreier é um procedimento

algorı́tmico e este método é muito útil para estudar subgrupos de grupos finitamente

apresentados.

Suponhamos que temos a seguinte apresentação do grupo G

G = ⟨x1, . . . , xn | R1 = 1, . . . ,Rm = 1⟩ (1.1)

e tomemos H subgrupo de G.

Na tentativa de achar uma apresentação de subgrupo H de G, em termos de

geradores e relações de G, dadas na apresentação, precisamos ter um conjunto de

representantes das classes laterais à direita de H em G, em outras palavras, podemos

ver M como um sistema completo de representantes das classes laterais à direita, tal

que,

M =M1,M2, . . . (1.2)

onde cada Mi deve ser escrito como uma palavra com x1, . . . , xn e seus inversos e a

cardinalidade de M pode ser infinita.

Além disso, dado um elemento g ∈ G e um conjunto de representantes à direita,

conseguimos um método que permite encontrar explicitamente o representante correto

de Mi, que representa Hg.

Vejamos um exemplo para facilitar o entendimento do método de Reidemeister-

Schreier.

Exemplo 1.49. Sejam G o grupo dado por

G = ⟨x1, . . . , xn | x3
1 = 1, . . . , x3

n = 1⟩ (1.3)

e G′ o subgrupo comutador de G, podemos encontrar uma apresentação para G′ em termos dos

xi e x−1
i usando esse método.

Sabemos que G′ ◁ G, assim, cada classe lateral à direita corresponde a um elemento

do quociente de G/G′, sabemos também que G/G′ é abeliano, sendo assim, todo elemento desse

quociente pode ser escrito por:

G′xα1
1 . . . x

αn
n , (1.4)

onde 0 ≤ α1, . . . , αn < 3.
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Consequentemente, o conjunto de 3n elementos

M = {xα1
1 , . . . , x

αn
n | 0 ≤ α1, . . . , αn < 3} (1.5)

é um conjunto completo de classes laterais à direita.

Pelo que fizemos em (1.2), todo elemento g ∈ G pode ser escrito como

g = hMi, (1.6)

para algum h ∈ H e Mi ∈M. Assim, podemos escrever

Mi = xϵ1
i1
. . . xϵk

ik
, (1.7)

onde 0 ≤ i1, . . . , ik ≤ n e ϵl = ±1 e assumindo que M1 = 1 é o representante da classe

lateral de H.

Definição 1.50. O conjunto M é chamado de sistema de Schreier, ou diagonal de Schreier, se

para cada Mi em (1.7) as seguintes k − 1 consecutivas partes iniciais de Mi,

xϵ1
i1
, xϵ1

i1
xϵ2

i2
, xϵ1

i1
xϵ2

i2
xϵ3

i3
, . . . , xϵ1

i1
. . . xϵk

ik

estão em M.

Proposição 1.51. Suponhamos que G é um grupo com uma apresentação, se H < G, então

existe um Sistema de Schreier de representantes de classes laterais à direita de H em G.

Sua prova pode ser encontrada na Proposição 6.1, Anexo I em [13].

Exemplo 1.52. (Continuação do Exemplo 1.49) Quando n = 2, M possui ordem 9 e temos que

M = 1, x1, x2, x2
1, x

2
2, x1x2, x1x2

2, x
2
1x2, x2

1x2
2

é um Sistema de Schreier. Já

M′ = 1, x−1
1 , x2, x1, x2

2, x1x2, x1x2
2, x

2
1x2, x2

1x2
2

não é um Sistema de Schreier, visto que, por exemplo, para o elemento x2
1x2 ∈M′, seria necessário

ter x2
1 ∈M′. Contudo, notemos que G′x−1

1 = G′x2
1 , se trocarmos x2

1x2 por x−1
1 x2 e x2

1x2
2 por x−1

1 x2
2,

obtemos um Sistema de Schreier.

Agora, para um elemento g ∈ G, vamos denotar por g a classe de representantes

laterais à direita em M da classe Hg. Assim, se g ∈ H, então g = {1}.

Proposição 1.53. Sejam G um grupo e Mi um sistema de Schreier temos que :
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a) Para algum g ∈ G e Mi, com i = 1, 2, . . . , |M|,

ϱ(Mi, g) =Mig(Mig)−1

é elemento de H.

b) Para j = 1, 2, . . . ,n e k = 1, 2, . . . , [G : H], tomemos

y j,k = ϱ(Mk, x j).

Então, H é gerado por y j,k e seus inversos.

A demonstração desse fato pode ser encontrada na Proposição 6.2, Anexo I em

[13].

A partir da proposição anterior obtemos os geradores de H, faltando apenas

determinar suas relações, que veremos na próxima proposição. Antes precisamos

definir a fórmula de reescrita.

Definição 1.54. Seja x uma palavra, tal que, x = xϵ1
i1
, xϵ2

i2
, . . . , xϵp

ip
com ϵk = ±1, para 1 ≤ k ≤ p

e xϵ j

i j
xϵ j+1

i j+1
, 1, para 1 ≤ j ≤ p − 1 podemos escrever x como x = xϵ1

i1
, xϵ2

i2
, . . . , xϵp

ip
com ϵk = ±1 e

l = 1, . . . , p.O processo de reescrita, ou fórmula de reescrita, simbolizado por τ , é definido da

seguinte forma:

τ(x) = τ(xϵ1
i1
, xϵ2

i2
, . . . , xϵp

ip
) = ϱ(1, xϵ1

i1
)ϱ(xϵ1

i1
, xϵ2

i2
)ϱ(xϵ1

i1
xϵ2

i2
, xϵ3

i3
) . . . ϱ(xϵ1

i1
, xϵ2

i2
, . . . , xϵp−1

ip−1
, xϵp

ip
).

Este processo tem o intuito de escrever determinados elementos de uma ma-

neira adequada à vista da próxima proposição.

Proposição 1.55. Sejam G o grupo com a apresentação vista em (1.3) e H < G. Se M =

M1 = 1,M2, ... é um sistema de Schreier, então H possui a seguinte apresentação:

H = ⟨y j,k | Rl,k⟩,

para j = 1, 2, . . . ,n; l = 1, 2, . . . ,m e k = 1, 2, . . . , [G : H] , onde

Rl,k = τ(MkRlM−1
k ).

A demonstração pode ser encontrada no Teorema 6.3, Anexo I [13].

Dessa forma, conseguimos escrever uma apresentação para G′ que é subgrupo

de G no Exemplo (1.49) da seguinte maneira:

G′ = {a, b, c, d | −}.

Mais detalhes sobre esse exemplo com esta apresentação pode ser visto no Apêndice I,

Seção 6 de [13].



Capı́tulo 2

Propriedades combinatórias dos grupos

de tranças virtuais VBn

Nesse capı́tulo vamos observar de forma mais aprofundada a série central

inferior do grupo de tranças virtuais e como alguns quocientes se comportam. Além

disso, vamos estudar, o grupo de tranças puras virtuais VPn e o fecho normal do grupo

de tranças de Artin Bn no grupo de tranças virtuais VBn, denotado por Hn. A principal

referência para esse capı́tulo é [1].

2.1 Série central inferior do grupo de tranças virtuais

A série central inferior de um grupo é importante por algumas razões e, em par-

ticular, nos permite entender a estrutura interna do grupo de uma maneira sistemática.

Ao decompor o grupo em subgrupos menores e mais simples, podemos analisar suas

propriedades de forma mais clara.

Considerando VBn o grupo de tranças virtuais com n cordas, a série central

inferior é descrita como:

Γ1(VBn) = VBn;

Γ2(VBn) = [Γ1(VBn),VBn] = [VBn,VBn];
...

Γi(VBnG) = [Γi−1(VBn),VBn],

assim temos que,

VBn ⊇ Γ2(VBn) ⊇ . . . .
19
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Proposição 2.1. Sejam σ1, . . . , σn−1 e ρ1, . . . , ρn−1 os geradores usuais do grupo de tranças de

Artin Bn e do grupo simétrico Sn, respectivamente. O homomorfismo ι : Bn → VBn definido

por ι(σi) = σi e o homomorfismo ϑ : Sn → VBn definido por υ(ρi) = si estão bem definidos e são

injetivos.

Demonstração. Para mostrar que os homomorfismos ι : Bn → VBn e ϑ : Sn → VBn estão

bem definidos e são injetivos, precisamos verificar algumas propriedades.

Levando em consideração as relações da apresentação de Bn dadas no Teo-

rema 1.20 e o homomorfismo ι : Bn → VBn definido por ι(σi) = σi, podemos aplicar ι as

relações de Bn, tal que,

ι(σiσ jσ
−1
i σ

−1
j ) = ι(σi)ι(σ j)ι(σ−1

i )ι(σ−1
j )

= σiσ jσ
−1
i σ

−1
j

= e

para o primeiro tipo de relações, assim como,

ι(σiσi+1σiσ
−1
i+1σ

−1
i σ

−1
i+1) = ι(σi)ι(σi+1)ι(σi)ι(σi+1)−1ι(σi)−1ι(σi+1)−1

= σiσi+1σiσ
−1
i+1σ

−1
i σ

−1
i+1

= e

para o segundo tipo de relações, portanto ι está bem definido. Uma prova para a

injetividade de ι pode ser visto em [8].

Tomando o homomorfismo ϑ : Sn → VBn dado por ϑ(ρi) = si temos que está

bem definido, pois, de forma análoga ao homomorfismo ι, se tomarmos as relações da

apresentação de Sn dada no Teorema 1.25 e aplicar µ nessas relações temos que,

ϑ(ρiρ jρ
−1
i ρ

−1
j ) = ϑ(ρi)ϑ(ρ j)ϑ(ρ−1

i )ϑ(ρ−1
j )

= sis js−1
i s−1

j

= e

para o primeiro tipo de relações, assim como

ϑ(ρiρi+1ρiρ
−1
i+1ρ

−1
i ρ

−1
i+1) = ϑ(ρi)ϑ(ρi+1)ϑ(ρi)ϑ(ρi+1)−1ϑ(ρi)−1ϑ(ρi+1)−1

= sisi+1sis−1
i+1s−1

i s−1
i+1

= e

para o segundo tipo de relações, assim como

ϑ(ρ2
i ) = ϑ(ρi)ϑ(ρi)

= sisi

= s2
i

= e
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Agora, considere o homomorfismo

µ : VBn → Sn

definido por, µ(σi) = 1 e µ(ρi) = si onde i = 1, 2, . . . ,n − 1, este homomorfismo será

estudado na Seção 2.2.2.

Considere,

1→ Bn
ι
−→ VBn

µ
−→ Sn → 1

note que o homomorfismo ϑ : Sn → VBn é uma seção para µ, pois, µ ◦ ϑ = e, portanto

ϑ é injetivo e o subgrupo gerado por ρ1, . . . , ρn−1 é isomorfo a Sn. □

Proposição 2.2. Seja VBn o grupo de tranças virtuais com n cordas, temos que as seguintes

afirmações são válidas :

(i) O grupo VB2 é isomorfo a Z ∗Z2 e é residualmente nilpotente.

(ii) O grupo Γ1(VBn)/Γ2(VBn) é isomorfo a Z ⊕Z2 para n ≥ 2.

(iii) O grupo Γ2(VB3)/Γ3(VB3) é isomorfo a Z2.

(iv) O grupo Γ2(VBn) é igual a Γ3(VBn) quando n ≥ 4, então Γ2(VBn) = Γ3(VBn).

(v) O grupo VBn não é residualmente nilpotente quando n ≥ 3.

Demonstração.

(i) Sejam as apresentações de VB2 = ⟨σ1, ρ1 | ρ2
1 = 1⟩ e de Z ∗Z2 = ⟨a, b | b2 = 1⟩ . Note

que podemos construir uma aplicação

ϕ : VB2 → Z ∗Z2

tal que, ϕ(σ1) = a e ϕ(ρ1) = b. Para provar o isomorfismo basta verificar que ϕ é um

homomorfismo bijetor.

Quando aplicamos ϕ na relação ρ2
1 = 1 de VB2 temos que,

ϕ(ρ2
1) = ϕ(ρ1ρ1) = ϕ(ρ1)ϕ(ρ1) = bb = b2 = 1,

portanto temos um homomorfismo, assim como existe uma aplicação

ϕ′ : Z ∗Z2 → VB2

tal que, ϕ′(a) = σ1 e ϕ′(b) = ρ1. Quando aplicamos ϕ′ na relação b2
1 = 1 de VB2 temos

que,

ϕ′(b2
1) = ϕ′(bb) = ϕ′(b)ϕ′(b) = ρ1ρ1 = ρ

2
1 = 1,
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portanto temos outro homomorfismo. Note que se fizermos a composição de ϕ com ϕ′

temos ϕ ◦ ϕ′ = e = ϕ ◦ ϕ, assim temos um isomorfismo entre VB2 e Z ∗Z2.

Agora, note que o grupo Z ∗ Z2 pode ser percebido como um subgrupo de

Z2 ∗Z2 ∗Z2 que é residualmente nilpotente, então VB2 é residualmente nilpotente.

(ii) Note que Γ1(VBn)/Γ2(VBn) = VBn/[VBn,VBn] é um grupo abeliano gerado por σi e ρ j,

onde ρ j tem ordem 2. Observe também que σi gera o grupo cı́clico Z e ρ j gera o grupo

cı́clico Z2, portanto, pelo teorema da decomposição dos grupos abelianos finitamente

gerados (Teorema 9.1.1, capı́tulo 9 [5]), temos que Γ1(VBn)/Γ2(VBn) � Z ⊕Z2.

(iii) Vamos considerar o grupo VB3/Γ3(VB3) que é gerado por

σ1 = σ1Γ3(VB3),

σ2 = σ2Γ3(VB3),

ρ1 = ρ1Γ3(VB3),

ρ2 = ρ2Γ3(VB3).

Note que podemos escrever

σ2 = σ
−1
1 σ

−1
2 σ2σ1σ2 = σ

−1
1 σ

−1
2 σ1σ2σ1 = [σ1σ2]σ1

e também

ρ2 = ρ
−1
1 ρ

−1
2 ρ2ρ1ρ2 = ρ

−1
1 ρ

−1
2 ρ1ρ2ρ1 = [ρ1ρ2]ρ1,

consequentemente, σ2 = σ1 e ρ2 = ρ1 em VB3/Γ3(VB3), já que[σ1σ2] e [ρ1ρ2] ∈ Γ3(VB3).

Observe que em VB3, temos que:

σ1σ2σ1 = σ2σ1σ2

σ2σ1 = σ−1
1 σ2σ1σ2

σ−1
2 σ

−1
1 σ2σ1 = σ−1

2 σ
−1
1 σ

−1
1 σ2σ1σ2

σ−1
2 σ

−1
1 σ2σ1 = σ−1

2 σ
−1
1 σ

−1
1 σ1σ2σ1

σ−1
2 σ

−1
1 σ2σ1 = σ−1

2 σ
−1
1 σ2σ1

σ−1
2 σ

−1
1 σ2σ1 = σ1σ−1

2 σ
−1
1 σ1

[σ1, σ2] = σ1σ−1
2

então,

[σ1, σ2] = σ2σ
−1
1 ∈ Γ3(VB3).

Assim, temos que

VB3/Γ3(VB3) = ⟨σ1, ρ1⟩

e esse grupo é nilpotente de grau 2, portanto o subgrupo comutador Γ2(VB3/Γ3(VB3)) é

cı́clico.
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No grupoΓ2(VB3/Γ3(VB3)), usando as propriedades de comutadores da Proposição 1.36,

temos que,

[σ1, ρ1
2] = [σ1, ρ1 ρ1]

= [σ1, ρ1][σ1, ρ1]

= [σ1, ρ1]2,

observe também que,

[σ1, ρ1
2] = σ1

−1ρ1
−2σ1 ρ1

2

= σ1
−1σ1

= 1.

Com isso podemos concluir que o subgrupo Γ2(VB3/Γ3(VB3)) é gerado por [σ1, ρ1] e tem

ordem 2.

Agora vamos mostrar que [σ1, ρ1] , 1.

Para isso vamos considerar o grupo unitriangular UT3(Z) gerado por duas

transvecções do tipo ti j(1) = e + ei j, onde , e representa a matriz identidade 3 × 3 e ei j é

uma matriz 3×3 com todos os elementos iguais a zero, exceto pelo elemento na posição

(i, j) que é igual a 1. Essas transvecções são transformações lineares que adicionam a

matriz identidade a matriz que foi decrita acima.

Explicitamente essas transvecções são:

t12(1) =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 +


0 1 0

0 0 0

0 0 0

 =


1 1 0

0 1 0

0 0 1


e

t23(1) =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 +


0 0 0

0 0 1

0 0 0

 =


1 0 0

0 1 1

0 0 1

 .
Este é um grupo nilpotente de classe 2.

Podemos construir um homomorfismo φ de VB3/Γ3(VB3) no grupo unitrian-

gular UT3(Z2), considerando Z2 = Z/2Z = {0, 1},

φ(σ1) = t12(1) =


1 1 0

0 1 0

0 0 1

 e φ(ρ1) = t23(1) =


1 0 0

0 1 1

0 0 1

 .
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Então,

φ([σ1, ρ1]) = [t12(1), t23(1)]

=


1 1 0

0 1 0

0 0 1


−1

.


1 0 0

0 1 1

0 0 1


−1

.


1 1 0

0 1 0

0 0 1

 .


1 0 0

0 1 1

0 0 1


=


1 −1 0

0 1 0

0 0 1

 .


1 0 0

0 1 −1

0 0 1

 .


1 1 0

0 1 0

0 0 1

 .


1 0 0

0 1 1

0 0 1


=


1 −1 1

0 1 −1

0 0 1




1 1 1

0 1 1

0 0 1


=


1 0 1

0 1 0

0 0 1


= t13(1) , e.

Portanto, [σ1, ρ1] , 1 em VB3/Γ3(VB3), então Γ2(VB3)/Γ3(VB3) = Γ2(VB3/Γ3(VB3)) é

isomorfo a Z2.

(iv) Agora, para provar que quando n ≥ 4, Γ2(VBn) = Γ3(VBn), vamos denotar Γi =

Γi(VBn) e assim considerar a seguinte sequência exata curta:

1 −→ Γ2/Γ3 −→ Γ1/Γ3
p
−→ Γ1/Γ2 −→ 1.

Olhando a relação (1) da apresentação de VBn no Teorema 1.27, em Γ1/Γ3 temos que

uma vez que qualquer gerador σi em Γ1/Γ3 é projetado no mesmo elemento de Γ1/Γ2

para cada 1 ≤ i ≤ n − 1, e existe um ti ∈ Γ2/Γ3(com t1 = 1) de modo que σi = tiσ1 .

Projetando a relação σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 de VBn em Γ1/Γ3, temos que:

tiσ1ti+1σ1tiσ1 = ti+1σ1tiσ1ti+1σ1.

Agora, note que os ti são centrais em Γ1/Γ3, então ti = ti+1 , e como t1 = 1, obtemos que

σ1 = · · · = σn−1 em Γ1/Γ3.

De maneira análoga, olhando a relação (3) da apresentação de VBn no Teo-

rema 1.27, em Γ1/Γ3 temos que uma vez que qualquer gerador ρi em Γ1/Γ3 é projetado

no mesmo elemento de Γ1/Γ2 para cada 1 ≤ i ≤ n − 1, e existe um ti ∈ Γ2/Γ3(com t1 = 1)

de modo que ρi = tiρ1 .

Projetando a relação ρiρi+1ρi = σi+1ρiρi+1 de VBn em Γ1/Γ3, temos que:

tiρ1ti+1ρ1tiρ1 = ti+1ρ1tiρ1ti+1ρ1.
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Agora, note que os ti são centrais em Γ1/Γ3, então ti = ti+1 , e como t1 = 1, obtemos que

ρi = · · · = ρn−1 em Γ1/Γ3.

Observe também que da relação ρiρi+1ρi = σi+1ρiρi+1 de VBn, é deduzida como

ρ1σ1 = σ1ρ1 em Γ1/Γ3 , ou seja, eles comutam. Portanto, o homomorfismo sobrejetivo p

é de fato um isomorfismo.

(V) Conseguimos perceber que o grupo VBn contém Bn, que é um grupo que não é

residualmente nilpotente, e como pela Proposição 1.47 todo subgrupo de um grupo

residualmente nilpotente é residualmente nilpotente, então o grupo VBn é não residu-

almente nilpotente. □

Lema 2.3. Seja Γ2(Sn), o grupo comutador de Sn, quando n ≥ 5, temos que Γ2(Sn) = An.

Demonstração. É conhecido que Sn tem apenas três subgrupos normais, que são {e}, An

e Sn assim temos apenas essas possibilidades para o Γ2(Sn). Se Γ2(Sn) fosse trivial, ao

tomarmos o abelianizado de Sn terı́amos Sn/Γ2(Sn) = Sn, mas Sn não é abeliano. Caso

Γ2(Sn) = Sn terı́amos que o abelianizado de Sn seria trivial, mas isso não faz sentido já

que existem elementos que não comutam em Sn. Então nos resta que Γ2(Sn) = An. □

Observação 2.4. Note que, como An é perfeito, temos que Γ2(Sn) também é perfeito para n ≥ 5.

O grupo Γ2(Bn) é perfeito , ou seja, Γ2(Bn) = [Γ2(Bn),Γ2(Bn)] para n ≥ 5. A prova

desse fato pode ser encontrada na Página 7 de [10] . A seguir temos um resultado

análogo que vale para o grupo Γ2(VBn).

Proposição 2.5. O grupo Γ2(VBn) é perfeito para n ≥ 5.

Demonstração. Vamos considerar o comutador [u, v] ∈ Γ2(VBn), para provar nossa

afirmação precisamos mostrar que [u, v] ∈ Γ3(VBn). Como VBn é gerado por copias

de Bn e Sn, podemos utilizar as identidades de comutadores:

[ab, c] = [a, c]b[b, c];

[a, bc] = [a, c][a, b]c;

[a, b] = [b, a]−1;

[a−1, b] = [b, a]a−1
,

e representar o comutador [u, v] como um produto de comutadores do tipo

[σi, σ j]α;

[ρi, ρ j]β;



26 Capı́tulo 2. Propriedades combinatórias dos grupos de tranças virtuais VBn

[σi, ρ j]λ;

com 1 ≤ i, j ≤ n − 1, e α, β, λ ∈ VBn.

Observe que como os grupos Γ2(Bn) e Γ2(Sn) são perfeitos para n ≥ 5 então

[σi, σ j] ∈ [Γ2(Bn),Γ2(Bn)] assim como [ρi, ρ j] ∈ [Γ2(Sn),Γ2(Sn)] , com isso [σi, σ j]α e [ρi, ρ j]β

pertencem a [Γ2(VBn),Γ2(VBn)].

Portanto só é necessário provar que os comutadores do tipo [σi, ρ j] pertencem

a [Γ2(VBn),Γ2(VBn)].

Se considerarmos [σi, ρ j] quando |i − j| > 1 , então [σi, ρ j] = 1. Porém, quando

|i − j| ≤ 1, existe um par de ı́ndices k, l com 1 ≤ k, l ≤ n − 1 e |k − l| > 1 e dois elementos

ci,k e d j,l onde ci,k ∈ Γ2(Bn) e d j,l ∈ Γ2(Sn) de tal forma que podemos escrever

σi = ci,kσk

e

ρ j = d j,lρl.

Assim,

[σi, ρ j] = [ci,kσk, d j,lρl].

Usando as identidades dos comutadores podemos escrever que

[ci,kσk, d j,lρl] = [ci,kσk, ρl][ci,kσk, d j,l]ρl

= [ci,k, ρl]σk[σk, ρl]([ci,k, d j,l]σk[σk, d j,l])ρl

= [ci,k, ρl]σk[ci,k, d j,l]σkρl[σk, d j,l]ρl .

Analisando o resultado, é claro que [ci,k, d j,l] ∈ [Γ2(VBn),Γ2(VBn)], e portanto, [ci,k, d j,l]σkρl

também pertence a [Γ2(VBn),Γ2(VBn)].

Consideremos agora o comutador [ci,k, ρl]σk que pode ser reescrito como,

[ci,k, ρl]σk = σ−1
k c−1

i,k ρ
−1
l ci,kρlσk

= σ−1
k c−1

i,k ρlci,kρlσk

= (c−1
i,k cρl

i,k)
σk ,

como ci,k está em Γ2(Bn) que é perfeito, então ci,k está em [Γ2(Bn),Γ2(Bn)], e portanto,

[ci,k, ρl]σk ∈ [Γ2(VBn),Γ2(VBn)].

Agora vamos observar o comutador [σk, d j,l] que pode ser reescrito como,

[σk, d j,l]ρl = ρ−1
l σ

−1
k d−1

j,l σkd j,lρl

= ((d−1
j,l )σkd j,l)ρl ,

analogamente como d j,l está em Γ2(Sn) que é perfeito, então d j,l também está em

[Γ2(Sn),Γ2(Sn)] e, portanto, [σk, d j,l]ρl ∈ [Γ2(VBn),Γ2(VBn)].

Logo, Γ2(VBn) é perfeito para n ≥ 5. □
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2.2 Subgrupos destacados de VBn

Nessa seção falaremos de forma mais detalhada de dois subgrupos do grupo de

tranças virtuais, o grupo de tranças puras virtuais VPn e o grupo Hn. Mostraremos suas

respectivas apresentações e a cara dos seus geradores de forma algébrica e geométrica,

também falaremos um pouco da serie central de Hn.

2.2.1 Tranças puras virtuais VPn

Vamos agora definir o grupo de tranças puras virtuais que é o núcleo de um

homomorfismo entre o grupo das tranças virtuais e o grupo simétrico.

Seja o homomorfismo

υ : VBn → Sn

tal que,

υ(σi) = υ(ρi) = ρi

para i = 1, 2, . . . ,n − 1 , onde Sn é gerado por ρi.

Definição 2.6. O ker υ é chamado de grupo de tranças puras virtuais com n cordas e é denotado

por VPn.

Os elementos de VPn são da seguinte maneira:

λi,i+1 = ρiσ−1
i , onde i = 1, 2, . . . ,n − 1;

λi+1,i = ρiλi,i+1ρi = σ−1ρi, onde i = 1, 2, . . . ,n − 1;

λi, j = ρ j−1ρ j−2 . . . ρi+1λi,i+1ρi+1 . . . ρ j−2ρ j−1, com 1 ≤ i < j − 1 ≤ n − 1;

λ j,i = ρ j−1ρ j−2 . . . ρi+1λi+1,iρi+1 . . . ρ j−2ρ j−1 com 1 ≤ i < j − 1 ≤ n − 1.

Esses elementos podem ser percebidos geometricamente na Figura 2.1.

O próximo lema nos mostra como funciona conjugar os elementos do grupo de

tranças puras virtuais com todos os geradores do tipo ρi dos grupo de tranças virtuais.

Lema 2.7. Sejam ρ ∈ Vbn e λi, j ∈ VPn com 1 ≤ i < j ≤ n, as seguintes conjugações são válidas

no grupo VPn :

(i) Quando k < i − 1, i < k < j − 1 e k > j, temos que,

λρk
i, j = λi, j e λρk

j,i = λ j,i.

(ii) Temos que,

λρi−1

i, j = λi−1, j e λρi−1

j,i = λ j,i−1.
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Figura 2.1: Elementos λi, j e λ j,i respectivamente com 1 ≤ i < j − 1 ≤ n − 1.

(iii) Quando i < j − 1, temos que,

λρi
i,i+1 = λi+1,i ;

λρi
i+1,i = λi,i+1 ;

λρi
i, j = λi+1, j ;

λρi
j,i = λ j,i+1.

(iv) Quando j > i + 1, temos que, λρ j−1

i, j = λi, j−1 λ
ρ j−1

j,i = λ j−1,i.

(v) Temos λρ j

i, j = λi, j+1 e λρ j

j,i = λ j+1,i.

Demonstração. Vamos considerar nesse primeiro momento apenas as regras que envol-

vem λi, j para i < j. Observe que

λi, j = ρ j−1ρ j−2 . . . ρi+1λi,i+1ρi+1 . . . ρ j−2ρ j−1.

Quando k < i − 1 ou k > j, levando em consideração as relações dadas na apresentação

de VBn no Teorema 1.27, notamos que ρk permuta com ρiρi+1 . . . ρ j−2ρ j−1 e com σi, assim

temos que ρk permuta com λi, j, ou seja,

λρk
i, j = ρkλi, jρk

= ρkρ j−1ρ j−2 . . . ρi+1λi,i+1ρi+1 . . . ρ j−2ρ j−1ρk

= ρ j−1ρ j−2 . . . ρi+1λi,i+1ρi+1 . . . ρ j−2ρ j−1ρkρk

= λi, j.
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Quando i < k < j − 1 temos que,

λρk
i, j = ρkλi, jρk

= ρk(ρ j−1 . . . ρk−2ρk−1ρk . . . ρi+1λi,i+1ρi+1 . . . ρkρk+1λk+2 . . . ρ j−1)ρk

= ρ j−1 . . . ρk+2(ρkρk+1ρk) . . . ρi+1λi,i+1ρi+1 . . . (ρkρk+1ρk)ρk+2 . . . ρ j−1

= ρ j−1 . . . ρk+2(ρk+1ρkρk+1) . . . ρi+1λi,i+1ρi+1 . . . (ρk+1ρkρk+1)ρk+2 . . . ρ j−1

= ρ j−1 . . . ρk+1ρk(ρk+1ρk−1 . . . ρi+1λi,i+1ρi+1 . . . ρk−1ρk+1)ρkρk+1 . . . ρ j−1

= ρ j−1 . . . ρk(ρk+1λi,kρi+1)ρk . . . ρ j−1

em vista do caso anterior, temos que

ρk+1λi,kρk+1 = λi,k,

e assim,

ρ j−1 . . . ρk(ρk+1λi,kρk+1)ρk . . . ρ j−1 = λi, j.

Portanto, vale o item (i).

Para provar o item (ii), vamos considerar

λρi−1

i, j = ρi−1λi, jρi−1

= ρi−1(ρ j−1ρ j−2 . . . ρi+1λi,i+1ρi+1 . . . ρ j−2ρ j−1)ρi−1

= ρ j−2 . . . ρi+2ρi+1(ρi−1λi,i+1ρi−1)ρi+1ρi+2 . . . ρ j−2

= λi−1, j,

pois, podemos reescrever

ρi−1λi,i+1ρi−1 = ρi−1ρiσ
−1
i ρi−1 = ρi−1ρiσ

−1
i ρi−1ρiρi,

e assim usar a relação σ−1
i ρi−1ρi = ρi−1ρiσ−1

i−1 que é consequência das relações de VBn e

teremos,

ρi−1ρi(σ−1
i ρi−1ρi)ρi = ρi−1ρi(ρi−1ρiσ

−1
i−1)ρi

= (ρiρi−1ρi)ρiσ
−1
i−1ρi

= ρiλi−1,iρi

e desta maneira, provamos o item (ii).

Para mostrar o item (iii), observe que as primeiras fórmulas decorrem direta-

mente das definições de λi,i+1 e λi+1,i.

λρi
i,i+1 = ρiρiσ

−1
i ρi

= σ−1
i ρi

= λi+1,i
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assim como,

λρi
i+1,i = ρiρiσ

−1
i ρiρi

= ρiσ
−1
i

= λi,i+1.

Agora considere,

λρi
i, j = ρiλi, jρi

= ρi(ρ j−1ρ j−2 . . . ρi+1λi,i+1ρi+1 . . . ρ j−2ρ j−1)ρi

= ρ j−1 . . . ρi+2(ρiρi+1λi,i+1ρi+1ρi)ρi+2 . . . ρ j−1

reescrevendo a expressão entre parênteses temos,

ρiρi+1λi,i+1ρi+1ρi = ρiρi+1ρiσ
−1
i ρi+1ρi

= ρiρi+1ρi(σ−1
i ρi+1ρi)

= ρiρi+1ρiρi+1ρiσ
−1
i+1

= ρiρi+1(ρiρi+1ρi)σ−1
i+1

= ρiρi+1ρi+1ρiρi+1σ
−1
i+1

= ρi+1σ
−1
i+1,

assim,

λρi
i, j = ρiλi, jρi

= ρ j−1 . . . ρi+2(ρi+1σ
−1
i+1)ρi+2 . . . ρ j−1

= λi+1, j

desta maneira a relação desejada é provada.

Para provar o item (iv) basta observar que

λ
ρ j−1

i, j = ρ j−1λi, jρ j−1

= ρ j−1(ρ j−1ρ j−2 . . . ρi+1λi,i+1ρi+1 . . . ρ j−2ρ j−1)ρ j−1

= λi, j−1

e assim o resultado segue.

O item (v) é provado como uma consequência imediata da definição de λi, j.

λ
ρ j

i, j = ρ jρiλi, jρ j

= ρ j(ρ j−1ρ j−2 . . . ρi+1λi,i+1ρi+1 . . . ρ j−2ρ j−1)ρ j

= λi, j−1.

□
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Lembremos que, uma ação de grupos α é transitiva quando qualquer elemento

de um conjunto X pode ser levado a qualquer outro elemento do conjunto, isto é,

quando, para quaisquer x, y ∈ X, existe g pertencente ao grupo tal que α(g, x) = y.

Corolário 2.8. O grupo Sn atua por conjugação no conjunto {λk,l | 1 ≤ k + 1 ≤ n}. Esta ação é

transitiva.

Teorema 2.9. O grupo VPn admite uma apresentação com os geradores do tipo {λk,l} onde

1 ≤ k , l ≤ n e as seguintes relações:

λi, jλk,l = λk,lλi, j; (2.1)

λk,iλk, jλi, j = λi, jλk, jλk,i, (2.2)

onde as letras distintas representam ı́ndices distintos.

Demonstração. Usaremos o método Reidemeister-Schreier para essa demonstração. O

primeiro passo é encontrar um conjunto de representantes das classes de VPn em VBn.

Seja,

Λn = {(ρi1 , ρi1−1 , . . . , ρi1−r1
)(ρi2 , ρi2−1 , . . . , ρi2−r2

) . . . (ρip , ρip−1 , . . . , ρip−rp
)}

onde, 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ip ≤ n − 1,≤ r j < i j, esse conjunto de representantes de classes

Λn é o que chamamos de conjunto de Schreier.

Assim podemos definir a função

◦ : VBn → Λn

que leva cada elemento w ∈ VBn no seu representante w emΛn. Deste modo, o elemento

ww−1 pertence a VPn.

O grupo VPn é gerado por elementos da forma,

sλ,a = λa(λa)−1,

onde λ está no conjunto Λn e a está no conjunto de geradores de VBn.

É fácil estabelecer que sλ,ρi = e para qualquer representante λ ∈ Λn e qualquer

gerador ρi.

Agora considere os geradores

sλ,σi = λσi(λσi)−1.

Quando λ = e , percebemos que

se,σi = σiρi = λ
−1
i,i+1.
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Note que λρi e igual a λρi em Sn, portanto

sλ,σi = λ(σiρi)λ−1.

Pelo Lema 2.7 temos que cada gerador sλ,σi é igual a algumλkl,onde 1 ≤ k , l ≤ n

e a recı́proca também é verdade, ou seja, temos λkl é igual a algum gerador sλ,σi .

Para encontrar as relações de VPn definimos um processo de reescrita τ. Isso

nos permite reescrever uma palavra que está escrita no geradores de VBn e apresentar

um elemento em VPn como uma palavra escrita em função dos geradores de VPn.

Vamos associar à palavra reduzida

u = aϵ1
1 , a

ϵ2
2 , . . . , a

ϵv
v ,

a palavra

τ(u) = sϵ1
k1,a1
, sϵ2

k2,a2
, . . . , sϵv

kv,av

nos geradores de VPn, de tal forma que ϵ = ±1 e al ∈ σ1, . . . , σn−1, ρ1, . . . , ρn−1, onde k j

é um representante do ( j − 1)- ésimo segmento inicial da palavra u se ϵ j = 1 e k j é um

representante do j-ésimo segmento inicial da palavra u se ϵ j = −1.

O grupo VPn é obtido por relações do tipo,

rµ,λ = τ(λrµλ−1)

com λ ∈ Λn e rµ é relação de VBn.

Vamos denotar por r1 = σiσi+1σiσ−1
i+1σ

−1
i σ

−1
i+1 como a primeira relação de VBn.

Então,

r1,e = τ(r1) = τ(σiσi+1σiσ
−1
i+1σ

−1
i σ

−1
i+1)

= se,σisσi,σi+1sσiσi+1,σi+1s
−1

σiσi+1σiσ−1
i+1,σi+1

s−1

σiσi+1σiσ−1
i+1σ

−1
i ,σi

s−1

σiσi+1σiσ−1
i+1σ

−1
i σ−1

i+1,σi+1

= λ−1
i,i+1(ρiλ

−1
i+1,i+2ρi)(ρiρi+1λ

−1
i,i+1ρi+1ρi)(ρi+1ρiλi+1,i+2ρiρi+1)(ρi+1λi,i+1ρi+1)λi+1,i+2.

Usando as regras de conjugações do Lema 2.7 obtemos

r1,e = λ
−1
i,i+1λ

−1
i,i+2λ

−1
i+1,i+2λi,i+1λi,i+2λi+1,i+2.

Portanto, a relação

λi,i+1(λi,i+2λi+1,i+2) = (λi,i+1λi,i+2)λi+1,i+2

é cumprida em VPn. As relações restantes r1,λ com λ ∈ Λn podem ser obtidas a partir

desta relação usando a conjugação por λ−1 e obtemos as relações do tipo (2.2).

Considerando a próxima relação de VBn,

r2 = σiσ jσ
−1
i σ

−1
j , |i − j| ≤ 2
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podemos novamente aplicar o processo de reescrita definido acima, e obtemos que a

seguinte igualdade é válida em VPn,

r2,e = τ(r2) = τ(σiσ jσ
−1
i σ

−1
j )

= se,σisσi,σ js
−1

σiσ jσ−1
i ,σi

s−1

σiσ jσ−1
i σ−1

j ,σ
−1
i ,σ j

= λ−1
i,i+1λ

−1
j, j+1λi,i+1λ j, j+1.

Note que conjugando esta relação por todos os representantes deΛn e aplicando

o Lema 2.7, obtemos as relações do tipo (2.1).

Apenas relações triviais seguem de todas as outras relações de VBn, isso é

evidente para as relações que definem o grupo Sn, já que sλ,ρi = e para todo λ ∈ Λn e ρi.

Por fim, podemos considerar a relação mista entre os geradores σi e ρi,

r3 = σi+1ρiρi+1σ
−1
i ρi+1ρi

Usando processo de reescrita, obtemos :

r3,e = τ(r3) = τ(σi+1ρiρi+1σ
−1
i ρi+1ρi)

= se,σi+1s
−1

σi+1ρiρi+1σ−1
i ,σi

= λ−1
i+1,i+2λi+1,i+2

= e.

Assim, terminamos a prova para a apresentação de VPn. □

Observação 2.10. Dentro das tranças puras virtuais também podemos construir o homomor-

fismo de esquecimento assim como feita para as tranças clássicas [13]. Seja Vi um subgrupo de

VPn tal que,

Vi = ⟨λ1,i+1, λ2,i+1, . . . , λi,i+1;λi+1,1, λi+1,2, . . . , λi+1,i⟩

onde i = 1, . . . ,n − 1. Agora seja Vi
∗ o fecho normal de Vi em VPn, temos um homomorfismo

de esquecimento

φ : VPn → VPn−1

que leva os geradores λi,n, i = 1, 2, . . . ,n − 1 e λn,i, i = 1, 2, . . . ,n − 1 para o elemento neutro

e fixa os outros geradores. O núcleo de φ é o grupo V∗n−1 que é um grupo livre infinitamente

gerado.

Como a seção naturalϑ : Sn → VBn está bem definida, temos que VBn = VPn⋊Sn.

Além disso, podemos caracterizar a ação de conjugação de Sn em VPn. Seja VPn ⋊ Sn

o produto semidireto definido pela ação de Sn no conjunto {λk,l | 1 ≤ k , l ≤ n} por

permutação de ı́ndices.



34 Capı́tulo 2. Propriedades combinatórias dos grupos de tranças virtuais VBn

Proposição 2.11. A aplicaçãoω : VBn → VPn⋊Sn enviando qualquer elemento ν de VBn para

(ν((ϑ ◦ υ)(ν))−1, υ(ν)) pertence a VPn ⋊ Sn é um isomorfismo.

A prova pode ser encontrada em [2].

2.2.2 Fecho normal de Bn

Agora, provaremos outra decomposição possı́vel de VBn como um produto

semidireto levando em consideração o núcleo de um novo homomorfismo.

Seja

µ : VBn → Sn

um homomorfismo, tal que,

µ(σi) = 1 e µ(ρi) = ρi

para i = 1, 2, . . . ,n − 1 , onde Sn é gerado por ρi com i = 1, 2, . . . ,n − 1.

Definição 2.12. O núcleo do homomorfismo µ, denotado por ker µ é o fecho normal de Bn em

VBn. Chamaremos esse grupo de Hn.

Os elementos desse grupo são definidos da seguinte maneira,

xi,i+1 = σi;

xi+1,i = ρiσiρi;

xi, j = ρ j−1 . . . ρi+1σiρi+1 . . . ρ j−1;

x j,i = ρ j−1 . . . ρi+1ρiσiρiρi+1 . . . ρ j−1

para 1 ≤ i < j − 1 ≤ n − 1.

Esses elementos podem ser percebidos geometricamente da figura 2.2.

Como o subgrupo de VBn gerado por ρ1, . . . , ρn−1 é isomorfo ao grupo simétrico

Sn, podemos definir uma ação de Sn = ⟨ρ1, . . . , ρn−1⟩ no conjunto {xi, j | 1 ≤ i , j ≤ n} por

permutação de ı́ndices, ou seja,

xρi, j = xρ(i),ρ( j)

onde, ρ ∈ Sn.

Lema 2.13. Seja ρ ∈ Sn . O elemento ρxi, jρ−1 é igual a xρ(i),ρ( j) para 1 ≤ i , j ≤ n − 1.

Demonstração. É suficiente provar para os geradores ρk, onde 1 ≤ k ≤ n − 1.

Note que, se ρk , ρi, ρi+1, ρi−1, usando a relação (6) da apresentação de VBn no

Teorema 1.27 temos,

ρkσiρk = σi = xi,i+1 = xρ(i),ρ( j) .
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Figura 2.2: Elementos xi, j e x j,i respectivamente com 1 ≤ i < j − 1 ≤ n − 1.

Caso contrário, temos,

ρi+1σiρi+1 = xi,i+2

e

ρiσiρi = xi+1,i

ou ainda pela relação (7) da apresentação de VBn do Teorema 1.27 temos que ,

ρi−1σiρi−1 = ρiσi−1ρi = xi−1,i.

Agora seja

xi, j = ρ j−1 . . . ρi+1σiρi+1 . . . ρ j−1

para 1 ≤ i < j − 1 ≤ n − 1.

(i) Quando k > j ou k < i− 1, observe que ρk comuta com xi, j, ou seja ρkxi, j = xi, jρk, então

ρkxi, jρk = xi, j = xρ(i),ρ( j)

e a afirmação é válida.

(ii) Quando k = j, por definição temos, ρ jxi, jρ j = xi, j+1, como ρ j(i) = i e ρ j( j) = j + i, segue

que,

ρ jxi, jρ j = xi, j+1 = xρ j(i),ρ j( j+1),

e a afirmação é válida.

(iii) Quando k = j − 1, temos que,

ρ j−1xi, jρ j−1 = xi, j−1 = xρ j−1(i),ρ j−1( j−1).
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(iv) Quando i < k < j − 1, basta observar que

ρkρ j−1 . . . ρi+1 = ρ j−1 . . . ρi+1ρk+1

e

ρk+1ρ j−1 . . . ρi+1 = ρ j−1 . . . ρi+1ρk,

então,

ρkxi, jρk = xi, j = xρk(i),ρk( j).

(v) Quando k = i, note que temos

ρiρ j−1 . . . ρi+1σiρi+1 . . . ρ j−1ρi = ρ j−1 . . . ρiρi+1σiρi+1ρi . . . ρ j−1

e pelas relações (4) e (7) da apresentação de VBn no Teorema 1.27 temos que,

ρiρi+1σiρi+1ρi = σi+1ρiρi+1ρi+1ρi = σi+1

então,

ρixi, jρi = xi+1, j = xρ(i),ρ(i+1).

(vi) Quando k = i − 1, note que aplicando as relações (4) e (7) da apresentação de VBn

no Teorema 1.27 temos que

ρi−1σiρi−1 = ρiρiρi−1σiρi = ρiσi−1ρiρi−1ρi−1 = ρiσi−1ρi,

então,

ρi−1xi, jρi−1 = ρi−1ρ j−1 . . . ρi+1σiρi+1 . . . ρ j−1ρi−1

= ρ j−1 . . . ρi+1ρiρi−1σiρi−1ρiρi+1 . . . ρ j−1.

□

Podemos construir um exemplo de maneira que a ideia de como funciona este

lema fique mais clara .

Exemplo 2.14. Sejam S4 = ⟨ρ1ρ2, ρ3⟩ e o elemento x1,4 = ρ3ρ2σ1ρ2ρ3, a conjugação desse

elemento por ρ1 é dada por:

xρ1

1,4 = ρ1(ρ3ρ2σ1ρ2ρ3)ρ1

= ρ1ρ3ρ2σ1ρ2ρ3ρ1

= ρ1ρ3ρ2σ1ρ2ρ3ρ1

= ρ3ρ1ρ2σ1ρ2ρ1ρ3

= ρ3ρ1ρ2σ1ρ2ρ1ρ3

= ρ3σ2ρ1ρ2ρ2ρ1ρ3

= ρ3σ2ρ3

= x2,4

= xρ(1),ρ(4) .
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Podemos observar que xρ1

1,4 = xρ(1),ρ(4) na forma geométrica através Figura 2.3.

Figura 2.3: Tranças xρ1

1,4 e x2,4 respectivamente.

Teorema 2.15. O grupo Hn admite uma apresentação com os geradores {xk,l} onde 1 ≤ k , l ≤ n

com as seguintes relações:

xi, jxk,l = xk,lxi, j; (2.3)

xi,kxk, jxi,k = xk, jxi,kxk, j, (2.4)

onde letras distintas representam ı́ndices distintos.

Demonstração. Usaremos o método Reidemeister-Schreier. O primeiro passo é encon-

trar um conjunto de representantes das classes de Hn em VBn.

Seja

Λn = {(ρi1 , ρi1−1 , . . . , ρi1−r1
)(ρi2 , ρi2−1 , . . . , ρi2−r2

) . . . (ρip , ρip−1 , . . . , ρip−rp
)},

onde 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ip ≤ n − 1 e 0 ≤ r j < i j. O conjunto de representantes de classes

Λn é o que chamamos de conjunto de Schreier.

Agora podemos definir a aplicação

• : VBn → Λn

que leva cada elemento w ∈ VBn no seu representante em w ∈ Λn. Deste modo, o

elemento ww−1 pertence a Hn.

O grupo Hn é gerado por

sρ,a = ρa(ρa)
−1
,
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onde ρ está no conjunto Λn e a está no conjunto de geradores de VBn.

É fácil estabelecer que

sρ,ρi = e

para qualquer ρ ∈ Λn e qualquer gerador ρi de VBn.

Por outro lado,

sρ,σi = ρσi(ρ)
−1
= ρσiρ

−1 = xρ(i),ρ(i+1).

E assim percebemos que cada gerador sρ,σi é igual a algum xi, j com 1 ≤ i = j ≤ n. A

afirmação inversa também é verdadeira, ou seja, cada elemento xi, j é igual a algum

gerador sρ,σi .

Para encontrar relações de Hn, definimos um processo de reescrita τ, isso nos

permite reescrever uma palavra que está escrita no geradores de VBn e apresentar um

elemento em Hn como uma palavra escrita em função dos geradores de Hn.

Vamos associar à palavra reduzida

u = aϵ1
1 , a

ϵ2
2 , . . . , a

ϵv
v ,

a palavra

τ(u) = sϵ1
k1,a1
, sϵ2

k2,a2
, . . . , sϵv

kv,av

nos geradores de Hn, onde ϵ = ±1 , al ∈ σ1, . . . , σn−1, ρ1, . . . , ρn−1, e k j é um representante

do ( j − 1)- ésimo segmento inicial da palavra u se ϵ j = 1 e k j é um representante do

j-ésimo segmento inicial da palavra u se ϵ j = −1.

O grupo Hn é obtido por relações do tipo

rµ,ρ = τ(ρrµρ−1)

com ρ ∈ Λn e rµ é a relação definidora de VBn.

Vamos denotar por r1 = σiσi+1σiσ−1
i+1σ

−1
i σ

−1
i+1 a primeira relação de VBn. Então,

r1,e = τ(r1) = se,σisσi,σi+1sσiσi+1,σi+1s
−1

σiσi+1σiσ−1
i+1,σi+1

s−1

σiσi+1σiσ−1
i+1σ

−1
i ,σi

s−1

σiσi+1σiσ−1
i+1σ

−1
i σ−1

i+1,σi+1

= se,σise,σi+1se,σis
−1
e,σi+1

s−1
e,σi

se,σ−1
i+1

= xi,i+1xi+1,i+2xi,i+1x−1
i+1,i+2x−1

i,i+1x−1
i+1,i+2.

Portanto, a relação

xi,i+1xi+1,i+2xi,i+1 = xi+1,i+2xi,i+1xi+1,i+2

é cumprida em Hn. As relações restantes r1,ρ, com ρ ∈ Λn, podem ser obtidas a partir

desta relação usando a conjugação por ρ,

r1,ρ = ρxi,i+1xi+1,i+2xi,i+1x−1
i+1,i+2x−1

i,i+1x−1
i+1,i+2ρ

= xρ(i),ρ(i+1)xρ(i+1),ρ(i+2)xρ(i),ρ(i+1)x−1
ρ(i+1),ρ(i+2)x

−1
ρ(i),ρ(i+1)x

−1
ρ(i+1),ρ(i+2)



2.2. Subgrupos destacados de VBn 39

e obtemos as relações do tipo (2.2).

Considerando a próxima relação de VBn

r2 = σiσ jσ
−1
i σ

−1
j , |i − j| ≤ 2,

podemos novamente aplicar o processo de reescrita definido acima e obtemos que a

seguinte igualdade é válida em Hn,

r2,e = τ(r2) = se,σisσi,σ js
−1

σiσ jσ−1
i ,σi

s−1

σiσ jσ−1
i σ−1

j ,σ
−1
i

= x−1
i,i+1x−1

j, j+1xi,i+1x j, j+1.

Note que conjugando esta relação por todos os representantes deΛn e aplicando

o Lema 2.13, obtemos as relações do tipo (2.3). É evidente para as relações que definem

o grupo Sn porque sρ,ρi = e para todo ρ ∈ Λn e ρi.

Por fim, podemos considerar a relação mista entre os geradores σ e ρ:

r3 = σi+1ρiρi+1σ
−1
i ρi+1ρi

Usando processo de reescrita, obtemos,

r3,e = τ(r3) = se,σi+1s
−1

σi+1ρiρi+1σ−1
i ,σi

= xi+1,i+2(ρiρi+1x−1
i,i+1ρi+1ρi)

= e.

Assim, terminamos a prova para a apresentação de Hn. □

O corolário a seguir é uma consequência direta do Lema 2.13 e do fato de que

a seção natural ϑ : Sn → VBn está bem definida.

Corolário 2.16. O grupo VBn é isomorfo a Hn ⋊ Sn onde Sn age por permutação de ı́ndices.

Através da apresentação de Hn percebemos que este grupo é o fecho normal

de Bn em VBn. A próxima proposição nos trás algumas considerações sobre Hn através

de sua série central inferior.

Proposição 2.17. Seja Hn o fecho normal de Bn em VBn, as seguintes propriedades são válidas

:

(i) O grupo H2 é isomorfo a Z ∗Z que é residualmente nilpotente.

(ii) O quociente Γ1(H3)/Γ2(H3) é isomorfo a Z ⊕ Z, e se n ≥ 4, então Γ1(Hn)/Γ2(Hn) é

isomorfo a Z.
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(iii) O grupo Hn não é residualmente nilpotente e Γ2(Hn) = Γ3(Hn) quando n ≥ 3.

(iv) O grupo Γ2(Hn) é perfeito quando n ≥ 5.

Demonstração.

(i) Uma apresentação para H2 é dada por H2 = ⟨x1,2, x2,1 | −⟩, note que H2 é um grupo

livre com dois geradores, ou seja, {x12} gera uma copia de Z e {x21} gera outra copia de

Z, assim temos que H2 ≃ Z ∗Z, como grupos livres são residualmente nilpotentes, H2 é

residualmente nilpotentes.

(ii) No quociente Γ1(H3)/Γ2(H3), observando suas relações que são do tipo xi,k = xk, j com

ı́ndices distintos e xi, jxk,l = xk,lxi, j para todo ı́ndice, percebemos que

x1,2 = x2,3 = x3,1,

x1,3 = x3,2 = x2,1,

com isso temos que Γ1(H3)/Γ2(H3) passa a ser isomorfo a Z ⊕Z.

No quociente Γ1(Hn)/Γ2(Hn), quando n ≥ 4, dados dois elementos xi, j e xk,l temos

os seguintes casos:

(1) Se j = k e i , l, a segunda relação xi, jx j,lxi, j = x j,lxi, jx j,l, se torna

xi, j = x j,l

em Γ1(Hn)/Γ2(Hn), pois, x−1
j,l x−1

i, j x j,lxi, j ∈ Γ2(Hn).

(2) Se j , k e i = l, analogamente temos que a relação xi,kxk, jxl,k = xk, jxi,kxk, j se torna

xk,i = xi, j

em Γ1(Hn)/Γ2(Hn).

(3) Se j , l e i = k, existe 1 ≤ m ≤ n distinto de j, l, k de tal forma que

xk, j = x j,m = xm,k = xk,l

em Γ1(Hn)/Γ2(Hn).

(4) Se j = l e i , k, analogamente vai existir 1 ≤ m′ ≤ n distinto de j, l, k tal que

xk, j = x j,m′ = xm′,k = xk,l

em Γ1(Hn)/Γ2(Hn).

(5) Se i, j, k, l, são todos distintos, usando o elemento x j,k e temos que

xi, j = xk,l

em Γ1(Hn)/Γ2(Hn).
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(6) Por fim, se i = l e j = k , escolhemos 1 ≤ m, p ≤ n distinto de i e j, obtemos a seguinte

sequência de identidades

xi, j = x j,m = xm,p = xp, j = x j,i

em Γ1(Hn)/Γ2(Hn), com isso todos os xi, j são identificados em Γ1(Hn)/Γ2(Hn), portanto,

Γ1(Hn)/Γ2(Hn) é isomorfo a Z.

(iii) Como Hn é o fecho normal de Bn em VBn e Bn não é residualmente nilpotente para

n ≥ 3, então Hn não pode ser residualmente nilpotente.

Agora, observe que a partir das relações do grupo de tranças de Artin no

Teorema 1.20, conseguimos perceber que Γ2(Bn) é o fecho normal em Bn pelo elemento

σ1σ−1
2 , desta maneira temos que Γ2(Hn) também coincide com o fecho normal em VBn

pelo elemento σ1σ−1
2 . Agora note que,

σ1σ
−1
2 = σ1σ

−1
2 σ

−1
1 σ1

= σ1σ
−1
2 σ

−1
1 σ1

= σ−1
2 σ

−1
1 σ2σ1

= σ−1
2 σ

−1
1 σ

−1
1 σ1σ2σ

−1
1 σ1σ1

= σ−1
2 σ

−1
1 σ

−1
1 σ1σ2σ

−1
1 σ1σ1

= σ−1
2 σ

−1
1 σ

−1
1 σ

−1
2 σ1σ2σ1σ1

= σ−1
2 σ1σ

−1
2 σ2σ

−1
1 σ

−1
2 σ1σ2σ1σ1

= σ−1
2 σ

−1
1 σ

−1
2 σ2σ

−1
1 σ

−1
2 σ1σ2σ1σ1

= σ−1
1 σ

−1
2 σ

−1
1 σ2σ1σ

−1
1 σ

−1
1 σ

−1
2 σ1σ2σ1σ1

= σ−1
1 (σ−1

1 σ
−1
2 σ1σ2)−1σ−1

1 σ
−1
1 σ

−1
2 σ1σ2σ1σ1

= σ−1
1 [σ−1

1 σ
−1
2 σ1σ2, σ1]σ1

= σ−1
1 [[σ1, σ2], σ1]σ1

= [[σ1, σ2], σ1]σ1 .

Isso é, σ1σ−1
2 = [[σ1, σ2], σ1]σ1 em Bn, como VBn contém Bn, então, σ1σ−1

2 = [[σ1, σ2], σ1]σ1

em VBn, portanto, Γ2(Hn) = Γ3(Hn) .

(iv) Vamos considerar o elemento σ3σ−1
1 em Hn com n ≥ 5, podemos escrever esse
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elemento como

σ3σ
−1
1 = σ

−1
2 σ2σ3σ

−1
1

= σ−1
2 σ

−1
3 σ3σ2σ3σ

−1
1

= σ−1
2 σ

−1
3 σ3σ2σ3σ

−1
1

= σ−1
2 σ

−1
3 σ2σ3σ2σ

−1
1

= σ−1
2 σ

−1
3 σ2σ

−1
1 σ1σ3σ2σ

−1
1

= σ−1
2 σ

−1
3 σ2σ

−1
1 σ3σ1σ2σ

−1
1

= σ−1
2 σ

−1
3 σ2σ

−1
1 σ3σ

−1
2 σ1σ2

= σ−1
2 σ

−1
1 σ1σ

−1
3 σ2σ

−1
1 σ3σ

−1
1 σ1σ

−1
2 σ1

= (σ1σ2)−1(σ3σ
−1
1 )−1(σ1σ

−1
2 )−1σ3σ

−1
1 σ1σ

−1
2 (σ1σ2)

= (σ1σ2)−1[σ3σ
−1
1 , σ1σ

−1
2 ](σ1σ2)

onde, [σ3σ−1
1 , σ1σ−1

2 ] = (σ3σ−1
1 )−1.(σ1σ−1

2 )−1)(σ3σ−1
1 )(σ1σ−1

2 ) pertencem a Γ2(Hn) e como

σ3σ−1
1 = (σ1σ2)−1.[σ3σ−1

1 , σ1σ−1
2 ].(σ1σ2) temos que σ3σ−1

1 pertence a [Γ2(Hn),Γ2(Hn)]. Agora

tomemos um subgrupo normal N de Hn que é gerado por σ3σ−1
1 , considerando as

relações da apresentação de Hn no Teorema 2.15, podemos notar que a apresentação

de Hn/N envolve os geradores λi, j, as relações (2.3), (2.4) da apresentação de Hn

no Teorema 2.15 e a relação adicional de que σ3σ−1
1 = 1, assim podemos escrever

σ3σ4σ3 = σ4σ3σ4 como

σ1σ4σ3 = σ4σ1σ4

σ4σ3σ1 = σ4σ4σ1

σ4σ3 = σ4σ4

σ3 = σ4.

De maneira análoga e recursiva podemos reescrever as relações de tal forma que ob-

temos σ1 = σ2 = · · · = σn−1 e como consequência, todos os λi, j também vão ser iguais

para todo i e j. Desta maneira, temos que Hn/N � Z e N ⊇ Γ2(Hn). Como o comutador

de um grupo é o menor subgrupo normal tal que o quociente é abeliano, temos que

Γ2(Hn) ⊆ N ⊆ [Γ2(Hn),Γ2(Hn)].

A inclusão [Γ2(Hn),Γ2(Hn)] ⊆ Γ2(Hn) segue imediatamente da Definição 1.38 de

série central inferior. Logo, Γ2(Hn) = [Γ2(Hn),Γ2(Hn)], ou seja, Γ2(Hn) é perfeito.

□

Teorema 2.18. Os grupos Hn e VPn não são isomorfos para n ≥ 3.
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Demonstração. Para mostrar que os grupos Hn e VPn não são isomorfos basta observar

a abelianização de Hn que foi dada no item (ii) da proposição anterior e comparar com

a abelianização de VPn. Note que, pelo item (ii) da Proposição 2.17 temos que,

Γ1(Hn)
Γ2(Hn)

=
Hn

[Hn,Hn]
= ⟨x1,2 | −⟩ ≃ Z.

Agora vamos analisar o abelianizado de VPn. Quando n = 3 temos que

Γ1(VPn)
Γ2(VPn)

=
VP3

[VP3,VP3]
= ⟨λ1,2, λ1,3, λ2,3, λ2,1, λ3,1, λ3,2 | λi, jλk,l = λk,lλi, j para todo ı́ndice⟩

note que, cada gerador λi, j gera uma cópia de Z, então

VP3

[VP3,VP3]
≃ Z ×Z ×Z ×Z ×Z ×Z = Z6

de maneira análoga, podemos analisar o abelianizado quando n = 4,

VP4

[VP4,VP4]
= ⟨λ1,2, λ1,3, λ1,4, λ2,3, λ2,4, λ3,4λ2,1, λ3,1, λ4,1, λ3,2, λ4,2, λ4,3 |

λi, jλk,l = λk,lλi, j para todo ı́ndice ⟩

para todo ı́ndice, assim

VP4

[VP4,VP4]
≃ Z ×Z ×Z ×Z ×Z ×Z ×Z ×Z ×Z ×Z ×Z ×Z = Z12.

Desta maneira, conseguimos notar que

VPn

[VPn,VPn]
= ⟨λk,l | λi, jλk,l = λk,lλi, j para todo ı́ndice⟩,

onde, 1 ≤ k , l ≤ n. Com isso, notamos que,

VPn

[VPn,VPn]
≃ Zn(n−1)

Assim, como os abelianizados de Hn e VPn são diferentes para n ≥ 3, então os grupos

Hn e VPn não são isomorfos. □

Como os grupos Hn e VPn não são isomorfos, uma pergunta natural é se esses

grupos tem interseção não trivial, e sim, a interseção desses grupos não é trivial. Com

isso podemos definir tal grupo a fim de compreender um pouco da sua estrutura.

Vamos considerar ϕ uma aplicação Sn → Hom(Sn) definida pela ação do grupo

simétrico sobre si mesmo por conjugação.

Teorema 2.19 (Proposição 22 [1]). O produto semidireto Sn⋊ϕSn admite a seguinte apresentação:

Geradores: si, ti com i = 1, 2, ...,n − 1

Relações:
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(1) t2
i = s2

i = 1, para i = 1, 2, . . . ,n − 1;

(2) sis j = s jsi, para | i − j |≥ 2;

(3) sisi+1si = si+1sisi+1, para i = 1, 2, . . . ,n − 2;

(4) tit j = t jti, para | i − j |≥ 2;

(5) titi+1ti = ti+1titi+1, para i = 1, 2, . . . ,n − 2;

(6) tis jti = s j, para | i − j |≥ 2;

(7) tisiti = si, para i = 1, 2, . . . ,n − 1;

(8) ti+1siti+1 = si+1sisi+1, para i = 1, 2, . . . ,n − 2;

(9) ti−1siti−1 = si−1sisi−1, para i = 1, 2, . . . ,n − 1.

Vamos denotar o produto semidireto Sn ⋊ϕ Sn como Mn. Agora seja

ψ : VBn →Mn

um homomorfismo definido por ψ(σi) = si e ψ(ρi) = ti para i = 1, 2, ...,n− 1. Chamamos

de grupo de tranças puras estendidas em n cordas o núcleo de ψ e o denotamos por

EPn.

Sejam duas aplicações η1 e η2 de Mn em Sn, definimos η1 tal que

η1(si) = 1 e η1(ti) = ρi para i = 1, 2, . . . ,n − 1;

e η2 tal que

η2(si) = ρi e η2(ti) = ρi para i = 1, 2, . . . ,n − 1,

onde ρi com i = 1, 2, . . . ,n − 1, são os geradores usuais de Sn.

Proposição 2.20. Sejam VPn e Hn com apresentações dadas respectivamente no Teorema 2.9 e

no Teorema 2.15, temos que

(i) O grupo Hn coincide com o núcleo de (η1 ◦ ψ).

(ii) O grupo VPn coincide com o núcleo de (η2 ◦ ψ).

(iii) O grupo Hn ∩ VPn coincide com o núcleo de ψ.

Demonstração.

(i) Vamos lembrar da aplicação µ da Seção 2.2.2 tal que µ(σi) = 1, µ(ρi) = ρi para

i = 1, 2, . . . ,n−1. Assim, quando fazemos a composição de η1 com ϕ temos (η1 ◦ψ) = µ.

Portanto, os núcleos são iguais.

(ii) De maneira análoga, podemos lembrar da aplicação ϑ da Seção 2.2.1, tal que ϑ(σi) =

ϑ(ρi) = ρi para i = 1, 2, . . . ,n− 1. Desta forma quando fazemos a composição de η2 com

ψ temos (η2 ◦ ψ) = ϑ. Portanto, os núcleos são iguais.
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(iii) Agora, seja x um elemento não trivial de Hn, uma vez que Hn é o fecho normal de

Bn, o elemento ψ(x) pertence ao subgrupo gerado por s1, . . . , sn−1 que é isomorfo a Sn.

Note que η2(si) = ρi para i = 1, 2, . . . ,n − 1, desta forma segue que η2(ψ(x)) = 1 se, e

somente se ψ(x) = 1 e então η2 é injetivo em ψ(Hn). Portanto, se x pertence a Hn ∩ VPn,

então x pertence ao núcleo ψ, ou seja, Hn ∩ VPn coincide com o núcleo ψ. □

Isso nos motivou a encontrar uma apresentação para essa interseção, que é

o grupo de tranças puras estendidas EPn. No próximo capı́tulo, usando o método

Reidemeister-Schreier damos uma apresentação inédita para o grupo de tranças puras

estendidas EPn no caso de duas e três cordas.
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Capı́tulo 3

Grupo de tranças puras estendido com

poucas cordas

Nesse capı́tulo, nos empenhamos em mostrar o processo para encontrar uma

apresentação do grupo de tranças puras estendidas nos casos de n = 2 e n = 3 com o

método Reidemeister-Schreier. Essas Apresentação não eram conhecidas na literatura.

Seja

ϵ : Hn → Sn

o homomorfismo definido por

ϵ(xi, j) = ϵ(x j,i) = ρ
ρi+1...ρ j−1

i

para 1 ≤ i < j ≤ n.

Proposição 3.1. O homomorfismo ϵ está bem definido, o grupo EPn é isomorfo ao núcleo de ϵ

e o fecho normal de Pn em VBn está contido em EPn.

Demonstração. O homomorfismo ϵ coincide com a restrição de Hn do homomorfismo υ

dado na Seção 2.2.1 e portanto EPn é isomorfo ao núcleo de ϵ.

Denotemos por ⟨⟨Pn⟩⟩VBn o fecho normal de Pn em VBn. Observe que

ϵ(x2
1,2) = ϵ(x1,2x1,2) = ϵ(x1,2)ϵ(x1,2) = ρ1ρ1 = 1,

assim percebemos que ⟨⟨Pn⟩⟩VBn é na verdade o fecho normal de σ2
2 = x2

1,2, e deduzimos

que ⟨⟨Pn⟩⟩VBn ⊂ EPn.

Por outro lado, vamos considerar a seguinte sequência exata curta:

1→ ⟨⟨Pn⟩⟩VBn → VBn → HBn → 1,

onde HBn é o grupo de trança virtual planas ou planares, que é obtido adicionando

relações σ2
i = 1 na apresentação do grupo VBn.

47
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O grupo HBn contém elementos de ordem infinita, como por exemplo, o ele-

mento (σiρi)2. Portanto, deduzimos que ⟨⟨Pn⟩⟩VBn não coincide com EPn. □

Na literatura não encontramos uma apresentação para os grupos de tranças

puras estendidas EPn, mas usando o método Reidemeister-Schreier, encontramos uma

apresentação para

EP2 = ker ε : H2 → S2

assim com para,

EP3 = ker ε : H3 → S3.

As próximas seções são dedicadas ao processo detalhado para exibir um

apresentação para o grupo de tranças puras estendidas com 2 cordas e para o gru-

pos de tranças puras estendidas com 3 cordas.

3.1 Apresentação de EP2

Para usar o método Reidemeister-Schreier vamos definir ε nos geradores de H2

e observar o que acontece com esse geradores.

Seja {x12, x21} o conjunto de geradores de H2, aplicando a função ϵ nesses gera-

dores, temos que :

ε(x12) = ε(x21) = ρ1.

Note que, uma transversal de Schreier possı́vel é dada por

Λ2 = {e, x12}.

Os geradores do ker ε = EP2 são dados por

Sλ,a = λa(λa)−1,

onde λ ∈ Λ2 e a ∈ {x12, x21}.

Agora vamos tomar e, o primeiro elemento da transversal de Schreier e consi-

derar os dois geradores de H2 para construir os novos geradores, da seguinte forma:

Se,x12 = ex12(ex12)−1

= x12x−1
12

= e

assim como,

Se,x21 = ex21(ex21)−1

= x21x−1
12
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Para o elemento x12 da transversal de Schreier e os geradores x12, x21 de H2

temos que:

Sx12,x12 = x12x12(x12x12)−1

= x12x12(e)−1

= x2
12

assim como,

Sx12,x21 = x12x21(x12x21)−1

= x12x21(e)−1

= x12x21.

Assim os geradores não triviais encontrados para EP2 são {x21x−1
12 , x

2
12, x12x21}.

Agora vamos encontrar as relações de EP2. Para isso, deverı́amos conjugar as

relações de H2 com os elementos da transversal de Schreier Λ2, mas H2 é um grupo

livre, isto é, não temos relações no grupo. Assim ker ε = EP2 também não terá relações.

Desta maneira, conseguimos uma apresentação para o grupo de tranças puras

estendidas com duas cordas EP2.

EP2 = ⟨Se,x21 ,Sx12,x12 ,Sx12,x21 | −⟩ = ⟨x21x−1
12 , x

2
12, x12x21|−⟩.

Note que EP2 é isomorfo a um grupo livre de posto 3.

3.2 Apresentação de EP3

Para o caso em que n = 3 podemos repetir os mesmos cálculos feitos através do

método Reidemeister-Schreier como no caso n = 2 acima. Vamos definir ε no conjunto

de geradores de H3.

Seja,

{x12, x21, x13, x31, x23, x32},

o conjunto de geradores de H3, temos que :

ε(x12) = ε(x21) = ρρ2ρ1

1 = ρ2,

ε(x13) = ε(x31) = ρρ2

1 = ρ
ρ1
2 ,

ε(x23) = ε(x32) = ρρ2

2 = ρ2.

Uma transversal de Schreier possı́vel é dada por,

Λ3 = {e, x12, x13, x12x13, x13x12, x12x13x12}.
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Os geradores de kerε = EP3 são dados por

Sλ,a = λa(λa)−1

onde λ ∈ Λ2 e a ∈ {x12, x13, x21, x23, x31, x32}.

Vamos tomar e, o primeiro elemento da transversal de Schreier e considerar os

geradores {x12, x13, x21, x23, x31, x32} de H3 para construir os novos gerados através do

processo de reescrita, da seguinte forma:

Se,x12 = ex12(ex12)−1

= x12x−1
12 = e,

Se,x13 = ex13(ex13)−1

= x13x−1
13 = e,

Se,x21 = ex21(ex21)−1

= x21x−1
12 ,

Se,x23 = ex23(ex23)−1

= x23x−1
12 ,

Se,x31 = ex31(ex31)−1

= x31x−1
13 ,

Se,x32 = ex32(ex32)−1

= x32x−1
12 .

Para o elemento x12 da transversal de Schreier e os geradores {x12, x13, x21, x23, x31, x32}

de H3 temos que:

Sx12,x12 = x12x12(x12x12)−1

= x12x12(e)−1

= x2
12,

Sx12,x13 = x12x13(x12x13)−1

= x12x13(x12x13)−1 = e,
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Sx12,x21 = x12x21(x12x21)−1

= x12x21(e)−1

= x12x21,

Sx12,x23 = x12x23(x12x23)−1

= x12x23(e)−1

= x12x23,

Sx12,x31 = x12x31(x12x31)−1

= x12x31(x12x31)−1

= x12x31x−1
13 x−1

12 ,

Sx12,x32 = x12x32(x12x32)−1

= x12x32(e)−1

= x12x32.

Para o elemento x13 da transversal de Schreier e os geradores {x12, x13, x21, x23, x31, x32}

de H3 temos que:

Sx13,x12 = x13x12(x13x12)−1

= x13x12(x13x12)−1 = e,

Sx13,x13 = x13x13(x13x13)−1

= x13x13(e)−1

= x2
13,

Sx13,x21 = x13x21(x13x21)−1

= x13x21(x13x12)−1

= x13x21x−1
12 x−1

13 ,

Sx13,x23 = x13x23(x13x23)−1

= x13x23(x13x12)−1

= x12x23x−1
12 x−1

13

Sx13,x31 = x13x31(x13x31)−1

= x13x31(e)−1

= x13x31,
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Sx13,x32 = x13x32(x13x32)−1

= x13x32(x13x12)−1

= x12x32x−1
12 x−1

13 .

Para o elemento x12x13 da transversal de Schreier e os geradores {x12, x13, x21, x23,

x31, x32} de H3 temos que:

Sx12x13,x12 = x12x13x12(x12x13x12)−1

= x12x13x12(x12x13x12)−1 = e,

Sx12x13,x13 = x12x13x13(x12x13x13)−1

= x12x13x13(x12)−1

= x12x2
13x−1

12 ,

Sx12x13,x21 = x12x13x21(x12x13x21)−1

= x12x13x21(x12x13x12)−1

= x12x13x21x−1
12 x−1

13 x−1
12 ,

Sx12x13,x23 = x12x13x23(x12x13x23)−1

= x12x13x23(x12x13x12)−1

= x12x13x23x−1
12 x−1

13 x−1
12 ,

Sx12x13,x31 = x12x13x31(x12x13x31)−1

= x12x13x31(x12)−1

= x12x13x31x−1
12 ,

Sx12x13,x32 = x12x13x32(x12x13x32)−1

= x12x13x32(x12x13x12)−1

= x12x13x32x−1
12 x−1

13 x−1
12 .

Para o elemento x13x12 da transversal de Schreier e os geradores {x12, x13, x21, x23,

x31, x32} de H3 temos que:

Sx13x12,x12 = x13x12x12(x13x12x12)−1

= x13x12x12(x13)−1

= x13x2
12x−1

13 ,
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Sx13x12,x13 = x13x12x13(x13x12x13)−1

= x13x12x13(x12x13x12)−1

= x13x12x13x−1
12 x−1

13 x−1
12 ,

Sx13x12,x21 = x13x12x21(x13x12x21)−1

= x13x12x21(x13)−1

= x13x12x21x−1
13 ,

Sx13x12,x23 = x13x12x23(x13x12x23)−1

= x13x12x23(x13)−1

= x13x12x23x−1
13 ,

Sx13x12,x31 = x13x12x31(x13x12x31)−1

= x13x12x31(x12x13x12)−1

= x13x12x31x−1
12 x−1

13 x−1
12 ,

Sx13x12,x32 = x13x12x32(x13x12x32)−1

= x13x12x32(x13)−1

= x13x12x32x−1
13 .

Para o elemento x12x13x12 da transversal de Schreier e os geradores {x12, x13, x21,

x23, x31, x32} de H3 temos que:

Sx12x13x12,x12 = x12x13x12x12(x12x13x12x12)−1

= x12x13x12x12(x12x13)−1

= x12x13x2
12x−1

13 x−1
12 ,

Sx12x13x12,x13 = x12x13x12x13(x12x13x12x13)−1

= x12x13x12x13(x13x12)−1

= x12x13x12x13x−1
12 x−1

13 ,

Sx12x13x12,x21 = x12x13x12x21(x12x13x12x21)−1

= x12x13x12x21(x13x12)−1

= x12x13x12x21x−1
12 x−1

13 ,
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Sx12x13x12,x23 = x12x13x12x23(x12x13x12x23)−1

= x12x13x12x23(x12x13)−1

= x12x13x12x23x−1
13 x−1

12 ,

Sx12x13x12,x31 = x12x13x12x31(x12x13x12x31)−1

= x12x13x12x31(x13x12)−1

= x12x13x12x31x−1
12 x−1

13 ,

Sx12x13x12,x32 = x12x13x12x32(x12x13x12x32)−1

= x12x13x12x32(x12x13)−1

= x12x13x12x32x−1
13 x−1

12 .

Feito todo esse processo de reescrita, encontramos 36 geradores, os quais vamos

renomear da seguinte maneira para facilitar a interpretação nos próximos passos.

a1 = Se,x12 = e,

a2 = Se,x13 = e,

a3 = Se,x21 = x21x−1
12 ,

a4 = Se,x23 = x23x−1
12 ,

a5 = Se,x31 = x31x−1
13 ,

a6 = Se,x32 = x32x−1
12 ,

b1 = Sx13,x12 = e,

b2 = Sx13,x13 = x2
13,

b3 = Sx13,x21 = x13x21x−1
12 x−1

13 ,

b4 = Sx13,x23 = x12x23x−1
12 x−1

13 ,

b5 = Sx13,x31 = x13x31,

b6 = Sx13,x32 = x12x32x−1
12 x−1

13 ,

c1 = Sx12,x12 = x2
12,

c2 = Sx12,x13 = e,

c3 = Sx12,x21 = x12x21,

c4 = Sx12,x23 = x12x23,

c5 = Sx12,x31 = x12x31x−1
13 x−1

12 ,

c6 = Sx12,x32 = x12x32,

d1 = Sx12x13,x12 = e,

d2 = Sx12x13,x13 = x12x2
13x−1

12 ,

d3 = Sx12x13,x21 = x12x13x21x−1
12 x−1

13 x−1
12 ,

d4 = Sx12x13,x23 = x12x13x23x−1
12 x−1

13 x−1
12 ,

d5 = Sx12x13,x31 = x12x13x31x−1
12 ,

d6 = Sx12x13,x32 = x12x13x32x−1
12 x−1

13 x−1
12 ,

e1 = Sx13x12,x12 = x13x2
12x−1

13 ,

e2 = Sx13x12,x13 = x13x12x13x−1
12 x−1

13 x−1
12 ,

e3 = Sx13x12,x21 = x13x12x21x−1
13 ,

e4 = Sx13x12,x23 = x13x12x23x−1
13 ,

e5 = Sx13x12,x31 = x13x12x31x−1
12 x−1

13 x−1
12 ,

e6 = Sx13x12,x32 = x13x12x32x−1
13 ,

f1 = Sx12x13x12,x12 = x12x13x2
12x−1

13 x−1
12 ,

f2 = Sx12x13x12,x13 = x12x13x12x13x−1
12 x−1

13 ,

f3 = Sx12x13x12,x21 = x12x13x12x21x−1
12 x−1

13 ,

f4 = Sx12x13x12,x23 = x12x13x12x23x−1
13 x−1

12 ,

f5 = Sx12x13x12,x31 = x12x13x12x31x−1
12 x−1

13 ,

f6 = Sx12x13x12,x32 = x12x13x12x32x−1
13 x−1

12 .

Agora podemos encontrar as relações de EP3 conjugando as relações de H3 com

os elementos da transversal de Schreier Λ3, essas relações que são dadas por:

rµ,λ = λrµλ−1
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onde λ ∈ Λ3 e rµ é uma as relações de H3.

Uma apresentação para H3 é dada por:

H3 = ⟨x12, x13, x21, x23, x31, x32|r1, r2, r3⟩,

onde

r1 = x12x23x12x−1
23 x−1

12 x−1
23 ,

r2 = x13x32x13x−1
32 x−1

13 x−1
32 ,

r3 = x23x21x32x−1
21 x−1

32 x−1
21 .

Desta forma, teremos três relações para serem conjugadas com os elementos

da transversal de Schreier Λ3.

Para a primeira relação r1 = x12x23x12x−1
23 x−1

12 x−1
23 e {e, x12, x13, x12x13, x13x12,

x12x13x12} temos as seguintes conjugações:

r1,e = x12x23x12x−1
23 x−1

12 x−1
23

= x12x23.x12x−1
23 .x

−1
12 x−1

12 .x12x−1
23

= Sx12,x23 .S
−1
e,x23
.S−1

x12,x12
.S−1

e,x23
,

r1,x12 = x12x12x23x12x−1
23 x−1

12 x−1
23 x−1

12

= x12x12.x23x−1
12 .x12x12.x−1

23 x−1
12 .

x−1
23 x−1

12

= Sx12,x12 .Se,x23 .Sx12,x12S
−1
x12,x23

S−1
x12,x23

,

r1,x13 = x13x12x23x12x−1
23 x−1

12 x−1
23 x−1

13

= x13x12x13x−1
13 .x13x12x−1

23 x−1
13 .x13

x−1
12 x−1

13 x−1
12 .x12x13x−1

23 x−1
13

= Sx13x12,x23 .S
−1
x13,x23

.S−1
x13x12,x12

.S−1
x13,x23

,

r1,x12x13 = x12x13x12x23x12x−1
23 x−1

12 x−1
23 x−1

13 x−1
12

= x12x13x12x23x−1
13 x−1

12 .x12.x13x12x−1
23

x−1
13 x−1

12 .x12x13x−1
12 x−1

12 x−1
13 x−1

12 .x12x13x12

x−1
23 x−1

13 x−1
12

= Sx12x13x12,x23 .S
−1
x12x13,x23

.S−1
x12x13x12,x12

.S−1
x12x13,x23

,
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r1,x13x12 = x13x12x12x23x12x−1
23 x−1

12 x−1
23 x−1

12 x−1
13

= x13x12x12x−1
13 .x13x23x−1

12 x−1
13 .x13x12

x12x−1
13 .x13x−1

23 x−1
12 x−1

13 .x13x−1
23 x−1

12 x−1
13

= Sx13x12,x12 .Sx13,x23 .Sx13x12,x12 .S
−1
x13x12,x32

.S−1
x13x12,x32

,

r1,x12x13x12 = x12x13x12x12x23x12x−1
23 x−1

12 x−1
23 x−1

12 x−1
13 x−1

12

= x12x13x12x12x−1
13 x−1

12 .x12x13x23x−1
12 x−1

13 x−1
12 .x12x13x12

x12x−1
13 x−1

12 .x12x13x−1
23 x−1

12 x−1
13 x−1

12 .x12x13x−1
23 x−1

12 x−1
13 x−1

12

= Sx12x13x12,x12 .Sx12x13,x23 .Sx12x13x12,x12 .S
−1
x12x13x12,x23

.S−1
x12x13x12,x23

.

Para a segunda relação r2 = x13x32x13x−1
32 x−1

13 x−1
32 e {e, x12, x13, x12x13, x13x12,

x12x13x12} temos as seguintes conjugações:

r2,e = x13x32x13x−1
32 x−1

13 x−1
32

= x13x32x−1
12 x−1

13 x13x12x13x−1
12 x−1

13 x−1
12 x12x13x12

x−1
32 x−1

13 x−1
12 x12x−1

32

= Sx13,x32 .Sx13x12,x13 .S
−1
x12x13,x32

.S−1
e,x32
,

r2,x12 = x12x13x32x13x−1
32 x−1

13 x−1
32 x−1

12

= x12x13x32x−1
12 x−1

13 x−1
12 .x12x13x12x13x−1

12 x−1
13 .x13x12

x−1
32 x−1

13 .x
−1
32 x−1

12

= Sx12x13,x32 .Sx12x13x12,x13 .S
−1
x12,x32

S−1
x13,x32

,

r2,x13 = x13x13x32x13x−1
32 x−1

13 x−1
32 x−1

13

= x13x13.x32x−1
12 .x12x13x−1

32 x−1
12 x−1

13 x−1
12 .x12x13x12

x−1
13 x−1

12 x−1
13 .x13x12x−1

32 x−1
13

= Sx13,x13 .Se,x32 .S
−1
x12x13x12,x32

.S−1
x13x12,x31

.S−1
x13x32

,

r2,x12x13 = x12x13x13x32x13x−1
32 x−1

13 x−1
32 x−1

13 x−1
12

= x12x13x13.x32x−1
12 .x12x−1

32 x−1
13 x−1

32 x−1
12 x−1

13 .x13x12x−1
13

x−1
12 x−1

13 x−1
12 .x12x13x12x−1

32 x−1
13 x−1

12

= Sx12x13,x13 .Sx12,x32 .S
−1
x13x12,x32

.S−1
x12x13x12,x13

.S−1
x12x13,x32

,
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r2,x13x12 = x13x12x13x32x13x−1
32 x−1

13 x−1
32 x−1

12 x−1
13

= x13x12x13x−1
12 x−1

13 x−1
12 .x12x13x12x32x−1

13 x−1
12 .x12x13

x13x−1
12 .x12x−1

32 .x
−1
13 x−1

13 .x13x−1
32 x−1

12 x−1
13

= Sx13x12,x13 .Sx12x13x12,x32 .Sx12x13,x13 .S
−1
e,x32
.S−1

x13,x13
.S−1

x13x12,x32
,

r2,x12x13x12 = x12x13x12x13x32x13x−1
32 x−1

13 x−1
32 x−1

12 x−1
13 x−1

12

= x12x13x12x13x−1
12 x−1

13 .x13x12x32x−1
13 .x13x13x−1

32

x−1
12 .x12x−1

13 x−1
13 x−1

12 .x12x13x−1
32 x−1

12 x−1
13 x−1

12

= Sx12x13x12,x13 .Sx13x12,x32 .Sx13,x13 .S
−1
x12,x32

.S−1
x12x13,x13

.S−1
x12x13x12,x32

.

Para a terceira relação r3 = x23x21x32x−1
21 x−1

32 x−1
21 e {e, x12, x13, x12x13, x13x12,

x12x13x12} temos as seguintes conjugações:

r3,e = x32x21x32x−1
21 x−1

32 x−1
21

= x32x−1
12 .x12x21.x32x−1

12 .x12x−1
21 .x

−1
32 x−1

12 .x12x−1
21

= Se,x32 .Sx12,x21 .Se,x32 .S
−1
e,x21
.S−1

x12,x32
.S−1

e,x21
,

r3,x12 = x12x32x21x32x−1
21 x−1

32 x−1
21 x−1

12

= x12x32.x21x−1
12 .x12x32.x−1

21 x−1
12 .x12x−1

32 .x
−1
21 x−1

12

= Sx12,x32 .Se,x21 .Sx12,x32 .S
−1
x12,x21

.S−1
e,x32

S−1
x12,x21

,

r3,x13 = x13x32x21x32x−1
21 x−1

32 x−1
21 x−1

13

= x13x32x−1
12 x−1

13 .x13x12x21x−1
13 .x13x32x−1

12 x−1
13 .x13x12

x−1
21 x−1

13 .x13x−1
32 x−1

12 x−1
13 .x13x12x−1

21 x−1
13

= Sx13,x32 .Sx13x12,x21 .Sx13,x32 .S
−1
x13,x12

.S−1
x13x12,x32

.S−1
x13,x21

,

r3,x12x13 = x12x13x32x21x32x−1
21 x−1

32 x−1
21 x−1

13 x−1
12

= x12x13x32x−1
12 x−1

13 x−1
12 .x12x13x12x21x−1

13 x−1
12 .x12x13x32

x−1
12 x−1

13 x−1
12 .x12x13x12x−1

21 x−1
13 x−1

12 .x12x13x−1
32

x−1
12 x−1

13 x−1
12 .x12x13x12x−1

21 x−1
13 x−1

12

= Sx12x13,x32 .Sx12x13x12,x21 .Sx12x13,x32 .S
−1
x12x13,x21

.S−1
x12x13x12,x32

.S−1
x12x13,x21

,

r3,x13x12 = x13x12x32x21x32x−1
21 x−1

32 x−1
21 x−1

12 x−1
13

= x13x12x32x−1
13 .x13x21x−1

12 x−1
13 .x13x12x32x−1

13 .x13x−1
21

x−1
12 x−1

13 .x13x12x−1
32 x−1

13 .x13x−1
21 x−1

12 x−1
13

= Sx13x12,x32 .Sx13,x21 .Sx13x12,x32 .S
−1
x13x12,x21

.S−1
x13,x32

.S−1
x13x12,x21

,
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r3,x12x13x12 = x12x13x12x32x21x32x−1
21 x−1

32 x−1
21 x−1

12 x−1
13 x−1

12

= x12x13x12x32x−1
13 x−1

12 .x12x13x21x−1
12 x−1

13 x−1
12 .x12x13x12

x32x−1
13 x−1

12 .x12x13x−1
21 x−1

12 x−1
13 x−1

12 .x12x13x12x−1
32

x−1
13 x−1

12 .x12x13x−1
21 x−1

12 x−1
13 x−1

12

= Sx12x13x12,x32 .Sx12x13,x21 .Sx12x13x12,x32 .S
−1
x12x13x12,x21

.S−1
x12x13,x32

.S−1
x12x13x12,x21

.

Assim, encontramos 18 relações:

Sx12,x23 .S−1
e,x23
.S−1

x12,x12
.S−1

e,x23
= 1,

Sx13x12,x23 .S−1
x13,x23

.S−1
x13x12,x12

.S−1
x13,x23

= 1,

Sx13x12,x23 .S−1
x13,x23

.S−1
x13x12,x12

.S−1
x13,x23

= 1,

Sx12x13x12,x23 .S−1
x12x13,x23

.S−1
x12x13x12,x12

.S−1
x12x13,x23

= 1,

Sx13x12,x12 .Sx13,x23 .Sx13x12,x12 .S
−1
x13x12,x32

.S−1
x13x12,x32

= 1,

Sx12x13x12,x12 .Sx12x13,x23 .Sx12x13x12,x12 .S
−1
x12x13x12,x23

.S−1
x12x13x12,x23

= 1,

Sx13,x32 .Sx13x12,x13 .S
−1
x12x13,x32

.S−1
e,x32
= 1,

Sx13,x13 .Se,x32 .S−1
x12x13x12,x32

.S−1
x13x12,x31

.S−1
x13x32

= 1,

Sx13,x13 .Se,x32 .S−1
x12x13x12,x32

.S−1
x13x12,x31

.S−1
x13x32

= 1,

Sx12x13,x13 .Sx12,x32 .S−1
x13x12,x32

.S−1
x12x13x12,x13

.S−1
x12x13,x32

= 1,

Sx13x12,x13 .Sx12x13x12,x32 .Sx12x13,x13 .S
−1
e,x32
.S−1

x13,x13
.S−1

x13x12,x32
= 1,

Sx12x13x12,x13 .Sx13x12,x32 .Sx13,x13 .S
−1
x12,x32

.S−1
x12x13,x13

.S−1
x12x13x12,x32

= 1,

Se,x32 .Sx12,x21 .Se,x32 .S−1
e,x21
.S−1

x12,x32
.S−1

e,x21
= 1,

Sx12,x32 .Se,x21 .Sx12,x32 .S−1
x12,x21

.S−1
e,x32

S−1
x12,x21

= 1,

Sx13,x32 .Sx13x12,x21 .Sx13,x32 .S−1
x13,x12

.S−1
x13x12,x32

.S−1
x13,x21

= 1,

Sx12x13,x32 .Sx12x13x12,x21 .Sx12x13,x32 .S−1
x12x13,x21

.S−1
x12x13x12,x32

.S−1
x12x13,x21

= 1,

Sx13x12,x32 .Sx13,x21 .Sx13x12,x32 .S−1
x13x12,x21

.S−1
x13,x32

.S−1
x13x12,x21

= 1,

Sx12x13x12,x32 .Sx12x13,x21 .Sx12x13x12,x32 .S−1
x12x13x12,x21

.S−1
x12x13,x32

.S−1
x12x13x12,x21

= 1.

Usando a notação adotada para os geradores encontrados no processo de rees-

crita, podemos escrever as relações que encontramos no processo de conjugação com

os elementos das transversal de Schreier da seguinte maneira:

Para a relação r1 temos:

b5 = a5b1a5,

b2
5 = b1a5b1,

e5 = c5e1c5,

f5 = d5 f1d5,

e2
5 = e1c5e1,
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f 2
5 = f1d5 f1.

Para a relação r2 temos:

c6e6 = a6c6,

d6 f2 = c6b6,

c2a6 = c6e6 f6,

d2b6 = d6 f2e6,

e2 f6d2 = e6c6a6,

f2e6b2 = f6d2b6.

Para a relação r3 temos:

a6b3a6 = a3b6a3,

b6a3b6 = b3a6b3,

c6e3c6 = c3e6c3,

d6 f3d6 = d3 f6d3,

f6d3 f6 = f3d6 f3,

e6c3e6 = e3c6e3.

Podemos observar que os geradores a1, a2, b2, c1, d1 são triviais e b5, e5, f5 são

supérfluos, já que podem ser escritos como combinação de outros.

Note também que a4, b4, c4, d4 e f4 não aparecem em nenhuma das relações

acima, desta maneira, estes geradores podem ser vistos como geradores de um grupo

livre de posto 5 que chamaremos de F5.

F5 = ⟨a4, b4, c4, d4, f4 | −⟩.

Seguindo com a análise do grupo EP3, notemos que os geradores a5, b1, c5, d5, e1

e f1 se relacionam nas primeiras seis relações, oriundas da conjugação dos elementos

da transversal de Schreier com a relação r1, mas não aparecem em nenhuma outra

conjugação, isso é, esses geram um grupo abstrato que chamaremos de G1.

G1 = ⟨a5, b1, c5, d5, e1, f1 | R1,R2,R3⟩,

onde as relações Ri são ,

R1 : (a5b1a5)2 = b1a5b1;

R2 : (c5e1c5)2 = e1c5e1;

R3 : (d5 f1d5)2 = f1d5 f1;

Os geradores

{a3, a6, b3, b6, c2, c3, c6, d2, d3, d6, e2, e3, e4, e6, f2, f3}
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estão interligados através da conjugação dos elementos da transversal de Schreier com

as relações r2 e r3, assim formam um outro grupo abstrato que denotaremos por G2.

G2 = ⟨a3, a6, b3, b6, c2, c3, c6, d2, d3, d6, e2, e3, e4, e6, f2, f3 | R1, R2, R3, R4, R5, R6, R7, R8⟩,

onde as relações Ri são

R1 : d6 f2 = c6b6

R2 : c2a6 = c6e4 f6

R3 : d2b6 = d6 f2e6

R4 : f2e6c2 = f6d2b6

R5 : a6d6 f6d2 = c6e6c2a6

R6 : b6a6b3a6b6 = b3a6b3b−1
6 b3a6b3

R7 : c6e6c3e6c6 = c3e6c3c−1
6 c3e6c3

R8 : f6d6 f3d6 f6 = f3d6 f3 f −1
6 f3d6 f3

Como esses grupos não tem interseção, EP3 pode ser escrito como um produto

livre entre os mesmos, ou seja,

EP3 = F5 ∗ G1 ∗ G2.

Essa é uma apresentação para EP3.
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