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Resumo

Neste trabalho estudamos algumas propriedades combinatérias das trangas
virtuais, tais como a série central inferior do grupo de trangas virtuais VB, e também
os nucleos de duas projecdes diferentes de VB, no grupo simétrico S,. Esses ntcleos
sdo respectivamente o grupo de trangas puras virtuais VP, e o fecho normal do grupo
das trangas de Artin, que vamos denotar por H, e é também conhecido como KB,,.
Descrevemos as relagdes entre H, e VP, e o grupo de trangas puras estendidas EP,
que é o nucleo da proje¢do de H, em S,. Esse nome é motivado pelo fato que EP, é
justamente igual a interse¢do de H,, com VP,,. Para finalizar, daremos uma apresentacao

inédita para EP, nos casosem quen =2en = 3.

Palavras-chave: Grupos de Trangas Virtuais; Homomorfismo; Ntcleo.






Abstract

In this work, we study some combinatorial properties of virtual braids, such
as the lower central series of the virtual braid group VB, and also the kernels of two
different projections of VB, onto the symmetric group S,,. These kernels are respectively
the group of virtual pure braids VP, and the normal closure of the Artin braid group,
denoted by H, and also known as KB,. We describe the relationships between H,, and
VP,, as well as the extended pure braid group EP,, which is the kernel of the projection
from H, to S,. This name is motivated by the fact that EP, is precisely the intersection
of H, and VP,. Finally, we will give an unprecedented presentation to EP, in cases

wheren =2 and n = 3.

Keywords: Virtual Braid Groups; Homomorphism; Kernel.
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Introducao

Os grupos de trancas de Artin ou grupos de trangas classicas [13], que foram
introduzidos por Emil Artin em 1925 e denotados por B, tém sido generalizados em
vdrias dire¢des nos tltimos anos, exemplo disso sdo os grupos de trangas de superficies,
os grupos de Artin-Tits, assim como os grupos de trangas virtuais, os grupos de trangas

"welded”ou soldadas entre outros.

Os grupos de trancas virtuais, denotados por VB,, sdo extensdes dos grupos de
trangas classicas, que surgem justamente quando permitimos que as cordas das trancas
possam passar através uma das outras, ou seja, ndo sdo mais restritas a um espago
tridimensional fixo. Essas trangas sdo chamadas de “virtuais”justamente porque nao
podem ser vistas em um espago tridimensional sem que as cordas se cruzem. Esses
mesmos grupos foram apresentados na década de 1990 pelo matematico americano
Louis Kauffman em [9] com os conceitos de nés e links virtuais e tém sido um objeto de
estudo ativo desde entdo. Os grupos de trangas virtuais tem aplicagdes em uma ampla
gama de campos matematicos, incluindo teoria dos nés, topologia de baixa dimensao,
teoria geométrica de grupos, geometria algébrica e fisica matemdtica, também estéd

relacionado a outras estruturas algébricas, como o grupo de Artin-Tits [4].

O nosso trabalho é baseado principalmente no artigo [1 ] de Valeriy Georgievich
Bardakov e Paolo Bellingeri, onde os mesmos estudam a estrutura e propriedades das
trangas virtuais, assim como alguns homomorfismos que envolve o grupo de trancas

virtuais, o grupo simétrico e o fecho normal do grupo de trancas de Artin.

No capitulo inicial, tratamos dos assuntos fundamentais para a compreensao
do tema desse trabalho, tais como defini¢des, notagdes, alguns fatos conhecidos e re-
sultados elementares sobre a teoria de grupos que podem ser encontrados em [5] e [11],
além disso, falaremos sobre o método Reidemeister-Schreier [13], que é uma técnica
usada na teoria de grupos para construir uma apresentacdo de um subgrupo de um
determinado grupo em termos de geradores e relacdes. Esse método foi desenvolvido
pelo matemaético alemdo Kurt Reidemeister e pelo matematico austriaco Otto Schreier
na década de 1930.

No segundo capitulo, falamos de forma mais detalhada sobre as propriedades
1



2 Sumadrio

combinatdrias do grupo de tranca virtuais e subgrupos que sdo nicleos de homomor-
tismos. Caracteristicas importantes do grupos de trangas virtuais podem ser percebidas
através da sua série central inferior, série essa formada por uma sequéncia normal de
subgrupos, sendo que o primeiro grupo da série central inferior é o préprio grupo de
trangas virtuais, e os demais sdo grupos derivados. A série central inferior é importante
porque permite entender a estrutura do grupo de trangas virtuais em termos dos seus
subgrupos mais simples. Falaremos também de dois subgrupos que sdo bastante rele-
vantes nesse capitulo e por isso traremos na Secao 2.2 suas respectivas apresentagdes. O
primeiro é o grupo das trangas puras virtuais VP, que é o nicleo do homomorfismo do
grupo de trangas virtuais VB, no grupo simétrico S, que leva os dois tipos de geradores
{0, pi} do grupo das trangas virtuais no tinico tipo de geradores {p;} do grupo simétrico.
O segundo é o fecho normal do grupo de trangas cldssicas no grupo de trangas virtuais
H,, que é o ntcleo do homomorfismo do grupo de trangas virtuais no grupo simétrico
que leva os geradores {0;} no elemento neutro do grupo simétrico e os geradores {p;}
nos geradores {p;} do grupo simétrico.

No terceiro capitulo, estudamos o grupo de trancas puras estendidas EP,, que
é o ntcleo do homomorfismo que vai de H, no grupo simétrico S,.. Esse grupo também
pode ser visto como a intersecdo entre o grupo de trangas puras virtuais e o fechonormal
das trangas classicas. Por fim, usando o método Reidemeister-Schreier conseguimos
encontrar uma apresentagdo inédita em termos de geradores e rela¢des para o grupo de
trangas puras estendidas com duas cordas e para o grupo de trancas puras estendidas

com trés cordas, ja que esse grupo ndo tem uma apresenta¢do para o caso com 1 cordas.



Capitulo 1

Preliminares

Nesse capitulo recordaremos algumas defini¢des da teoria de grupos, também
exibiremos uma apresentacdo do grupo das trangas de Artin, do grupo simétrico e do
grupo das trangas virtuais de forma a entender a estrutura algébrica desses grupos de

maneira clara. Para esse capitulo nos baseamos em [5],[11] e [13].

1.1 Teoria de grupos

A teoria de grupos estuda as propriedades e estruturas que se apresentam
nos grupos. Alguns conceitos importantes dessa teoria incluem os subgrupos, os
subgrupos normais, os quocientes, os homomorfismos, os isomorfismos e os grupos de
permutagoes.

Tomando G como um grupo e H um subgrupo de G, podemos dizer que X C H

é um conjunto gerador de H, ou que X gera H, se
H={x1x,---x,|ne€N,x; € X,Vi € N}.
Dizemos também que H é o subgrupo gerado por X.

Definicao 1.1. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Chamamos classe lateral de H em
G o conjunto cujos elementos sdo todos os resultados da operagio gh onde g é fixo e pertencente

a G e h é um elemento de H, ou seja, o conjunto:
gH ={gh|h € H}.

Um subgrupo normal, também conhecido como subgrupo invariante, é um
subgrupo que se comporta de maneira especial, ele é preservado por conjugagdo em
relacdo aos elementos do grupo original.

Um subgrupo N de G é dito um subgrupo normal de G se satisfaz qualquer

uma das condi¢des equivalentes:
3



4 Capitulo 1. Preliminares

e ¢N =Ng, paratodo g € G;

e ¢Ng¢™' =N, para todo g € G;

e ¢Ng¢™' C N, para todo g € G.
Nesse caso, denotaremos por N < G.

Exemplo 1.2. Seja e o elemento neutro de um grupo G, entio {e} e G sio subgrupos normais
de G.

Dizemos que um grupo G # {1} é simples se 0s tinicos subgrupos normais dele

sao {e} e G.
Exemplo 1.3. Todos os subgrupos de um grupo abeliano é normal.

Observe que os grupos quocientes se formam ao tomar um grupo e fazer o
quociente por um subgrupo normal, fazer isso nos permite estudar a estrutura do

grupo original de uma maneira simplificada.

Definicao 1.4. Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. O grupo de suas classes

laterais com a operagiio de G é o grupo quociente de G por N; é denotado por G/N ou por $.

Na matemadtica, um homomorfismo de grupo é uma fungdo que preserva a

estrutura dos grupos.

Defini¢ao 1.5. Dado dois grupos G e H, um homomorfismo de grupos é uma fungio f: G —

H tal que, para quaisquer elementos a e b em G, vale que:
o f(axb) = f(a)+ f(b), onde + denota a operagio bindria em G e H, respectivamente.

Em outras palavras, um homomorfismo de grupo preserva a operacdo de
grupo, o que significa que o resultado de aplicar a operacdo em G e depois aplicar f é
o mesmo que aplicar f a cada elemento individualmente e depois aplicar a operagao
em H. Além disso, preserva o neutro elemento, ou seja, leva o elemento neutro de um
grupo no elemento neutro do outro grupo.

Existem vérios tipos de homomorfismos de grupo. Alguns dos mais comuns

sdo os seguintes.
Exemplo 1.6. Homomorfismos triviais.

Estes homomorfismos mapeiam todos os elementos de G no elemento neutro
de H.
f(a) = ey para todo em G.



1.1. Teoria de grupos 5

Exemplo 1.7. Homomorfismos Injetivos.

Esses homomorfismos preservam a estrutura do grupo e também sao fungdes
injetivas, o que significa que eles mapeiam elementos distintos em G para elementos
distintos em H.

se f(a) = f(b) entdoa =D,

paratodoaebemG.

Exemplo 1.8. Homomorfismos Sobrejetivos.

Esses homomorfismos mapeiam todo elemento de G a H, cobrindo todo o

grupo H. Para cada h em H, existe pelo menos um elemento g em G tal que

f(g)=h.
Exemplo 1.9. Isomorfismos.

Esses homomorfismos sdo bijetivos, o que significa que sdo injetivos e sobre-
jetivos. Em outras palavras, existe uma correspondéncia biunivoca entre os elementos
de G e H. Quando temos um isomorfismo de G em G, chamamos de automorfismo de
G. O conjunto dos automorfismos de G é denotado por Aut(G). Esse conjunto com a
operagdo de composicdo de funcdo forma o grupo de automorfismo de G.

Os homomorfismos de grupos permitem que diferentes grupos sejam compa-

rados e relacionados.

Defini¢ao 1.10. Seja um homomorfismo f: G — H entido

kerf :={g€ G| f(g) =enl
é um subgrupo normal de G chamado de niicleo do homomorfismo f.

Proposicao 1.11. O niicleo do homomorfismo f é um subgrupo normal e mais, f é injetiva se,

e somente se ker f = {e}

Demonstragio. Sejam h € kerf e g € G. Aplicando f em ghg™' temos que

f(ghg™) = FQFMF(E™) = f(Qef(g) " =e

Assim, ghg™' € kerf. Logo, ker f é normal em G.
Suponha que f é injetora, entdo é claro que kerf = {e}.

Suponha agora que kerf = {e} ea, b € G com f(a) = f(b). Entdo

e=f@f®)" = f@fC™) = fab™).

Portanto ab™' € kerf. Entdo ab™' = e, ou seja, a = b. Logo f é injetora. O
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Em um conjunto finito X chamado alfabeto, os elementos de X sdo chamados

de letras. Uma palavra em X é uma sequéncia finita de elementos de X.

Exemplo 1.12. Considerando X como sendo o alfabeto da lingua portuguesa, palavas nesse

conjuntos sdo do tipo:
ahfbfsksmkfl, kd fkolapnzsp,abc, ghn, olkj, tghio, alkd jcn.

Uma subpalavra é uma palavra contida em outra palavra. A palavra sem letras
é chamada de palavra vazia.

Dado um alfabeto X, é possivel construimos o alfabeto inverso
Xt={x'|xeX.

Seja Wy o conjunto de palavras em X U X!, incluindo a palavra vazia. Uma

operagao em Wy é dada pela justaposicdo de palavras, por exemplo:
(abc)(b™'a) = abch™'a.

Seja u = x1xp---x, um elemento de Wy, com x; € X para todo i. A palavra
inversa de u é dada por

1 _ 111
U =X, XX,

considerando (x™!)! = x.

Dizemos que duas palavras em Wx sdo equivalentes se uma pode ser obtida
a partir da outra apés acrescentar ou retirar uma quantidade finita de subpalavras do
tipo xx! ou x7x, com x € X.

Observe que, com essa defini¢do, se 1 é uma palavra em Wy entdo uu™' e u™'u
sdo equivalentes a palavra vazia. O conjunto de todas as classes de equivaléncia de Wx
é o que chamaremos de grupo livre gerado por X, denotado por Fx.

O posto de um grupo livre Fy, é a cardinalidade (ntimero de elementos) de um
conjunto minimo de geradores que podem gerar todo o grupo livre, ou seja, é o menor
numero de elementos necessarios para gerar o grupo livre.

Para enunciarmos a defini¢do formal de apresentagdo de um grupo, precisamos

da definicdo de fecho normal.

Definic¢ao 1.13. Sejam G um grupo e R um subconjunto de G, o fecho normal de R em G é
o subgrupo de G gerado pelos elementos da forma grg™, onder € RUR™ e ¢ € G. O fecho

normal de R em G é denotado por (R)°. Por convengio, (2)° = {1}.

Uma apresentacdo de um grupo G é dada por dois conjuntos: um conjunto

de geradores x e um conjunto de relagdes R, assim, todo elemento do grupo pode ser
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obtido a partir de aplica¢des sucessivas da operagdo sobre os geradores, e as relagdes sdo
equagdes que sdo satisfeitas por esses geradores as quais sdo suficientes para determinar
0 grupo.

Definicao 1.14. Seja G um grupo tal que

(R

onde Fx é o grupo livre gerado por X e R C Fx. Entdo dizemos que uma apresentagdo do
grupo G é dada por
G =(X|R).

A apresentagdo de um grupo ndo é tnica, pois, depende da escolha dos con-

juntos x e R. Exemplo disso é grupo ciclico finito, ele tem uma apresentagdo usual dada

por,
Z,={x|x"=1),

mas também pode ter a seguinte apresentacdo, Z, = {(a,b | a = b,ab™! = ay,ag = 1).

Outro exemplo é o grupo ciclico infinito que tem a apresentac¢do usual dada por
Z={x|2),
mas também pode ter a seguinte apresentacdo, Z = (a,b,c,d |a =b,b=c,c =d).

Definic¢ao 1.15. Sejam os grupos G = (X | Ry e H = (Y | S) tais que X e Y sdo disjuntos. O
produto livre entre G e H denotado por G = H é dado por:

G+*H=(XUY|RUS).

Definicao 1.16. Sejam H, K dois grupos tais que existe um homomorfismo ¢ : K — Aut(H).

O produto semidireto H >, K é o conjunto H X K munido da operagdo

0:(HXxK)x(HxK)— HXK
((h1, k1), (ha, k2)) = (h1o(ki)(h2), kikz).

Defini¢ao 1.17. Dizemos que uma dada sequéncia de grupos e homomorfismos
Ghabad. 6.

¢é uma sequéncia exata quando a imagem de um homomorfismo é igual ao niicleo do seguinte,
ou seja,

Im(f;) = Ker(fi+1)

para todo 0 < i < n.
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Definic¢ao 1.18. Uma sequéncia do tipo
156565651
onde f, é injetiva e f, é sobrejetiva, a chamamos de sequéncia exata curta.

Dizemos que uma sequéncia exata curta
f f
1G>G, >G3—1

cinde se existir um homomorfismo « : Gs — G, de modo que x o f, = Idg,. Esse

homomorfismo x é chamado de secio.

Defini¢ao 1.19. Seja o subgrupo UT,(K) de GL,(K) com grau n sobre um dado corpo K
formados de todas as matrizes Xy, onde X = (x; ;) com coeficientes em K que satisfazem x = 0
paratodoi,j, 1 < j<i<nex=1paratodoi,1 <i<n.Essesubgrupo é chamado de grupo

unitriangular.

Alguns grupos como o grupo de trancas de Artin, o grupo simétrico e o grupo
de trangas virtuais, que usaremos bastante nos préximos capitulos tém apresentacdes

que sdo bem conhecidas na literatura.

Teorema 1.20. [Capitulo-3[13]] Uma apresentagdo para o grupo de trangas de Artin B,, é dada
da sequinte maneira:

Geradores: o;parai=1,2,...,n—1.

Relagaes:

(1) 0i0i410; = 0i110i0i1, parai=1,2,...,n—2;

(2) 0i0; = oj0;, para i — jl > 2.

Geometricamente os geradores de B, podem ser vistos na Figura 1.1.

1 i—1 i i+1 i+2 n

Figura 1.1: Geradorg; parai=1,2...,n-1
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Note o gerador o; é a tranga com um tinico cruzamento entre a i-ésima e a (i+1)-
ésima corda. Observe que seus inversos podem ser obtidos com o cruzamento inverso

das cordas.

Exemplo 1.21. O grupo de trangas de Artin com 1 corda By é o grupo trivial, ou seja,
B; = {e}.
Exemplo 1.22. Uma apresentacdo para o grupo de trangas de Artin com 2 cordas B, é dado por
By = (o1 | -).

O grupo de trangas de Artin com 2 cordas B, tem apenas um gerador e ndo tem

rela¢des, ou seja, é um grupo livre com um gerador isomorfo a Z.

Exemplo 1.23. Uma apresentacdo para o grupo de trangas de Artin com 3 cordas B é dado por
B; = (01,02 | 010201 = 020102).

O conjunto de geradores de B; é {01, 02} e esse grupo tem apenas uma relagéo,

seu conjunto de relacdes é {010,071 = 0,010}

Exemplo 1.24. Uma apresentacdo para o grupo de trangas de Artin com 4 cordas By é dado por

By =(01,02,03 | 010201 = 020102;
020302 = 030203,

0103 = (7301>.

O conjunto de geradores de B, é {01, 02,03} e 0 conjunto de relagdes é {010,017 =

020102; 020302 = 030203; 0103 = 0301}.

Teorema 1.25. [Capitulo-3[13]] Uma apresentagio para o grupo simétrico S, é dada da sequinte
maneira:

Geradores: p;parai=1,2,...,n-1.

Relagaes:

(1) pipiv1pi = piipipin, parai=1,2,... ., n=2;

(2) pipj = pjpi, para li - j| = 2;

B)pi=1parai=1,2,...,.n-1.

Um elemento de ordem par em S, pode ser representado por uma quantidade
par de transposigdes, uma transposi¢do é uma permutagdo que troca a posicao de dois

elementos.
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Definicao 1.26. O grupo alternado A, é o subgrupo do grupo simétrico S, de todas as

permutagoes pares .

O grupo alternado A, é um subgrupo normal do grupo simétrico S, paran > 3.
Para n > 5, o grupo alternado A, é um grupo simples. A prova desse fato pode ser

encontrada no Teorema 3.11 de [15].

Teorema 1.27. [Teorema 1 [1]] O grupo VB, admite a seguinte apresentagio:
Geradores: 0;,p;comi=1,2,...,n—1.
Relagaes:
(1) 0i0i410; = 0i110i0i1, parai=1,2,...,n—2;
(2) ioj =0joi, parali— j| > 2;
() pipinipi = piripipia, parai =1,2,...,n = 2;
@) pipj = pjpi, parali— jl = 2;
B)p?=1,parai=1,2,...,n—-1;
(6) pipis10i = Oiapipin, parai=1,2,...,n=2;
(7) oip; = pjoi, para i — j| = 2.

Note que a relagdo (6) é equivalente a seguinte relagdo:
Pi+1Pi0i+1 = OiPi+1Pi-

Por outro lado, as rela¢des p;0i+10; = 0i+10ipit1 € Pi+10i0i+1 = 0;0i41p; Ndo sdo validas em

VB,. Geometricamente os geradores de VB, podem ser vistos na Figura 1.2.

1 i—1 i i+l i42 n 1 i—1 i i+1 142 1t

Figura 1.2: Geradoreso;e p;parai=1,2,...n—1

Note o gerador o; é a tranga com um tnico cruzamento entre a i-ésima e a
(i + 1)-ésima corda e o gerador p; é a tranga com um tnico encontro entre a i-ésima e a
(i + 1)-ésima corda, onde ndo tem distingdo de qual corda estd passando por cima ou

por baixo.
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Exemplo 1.28. O grupo de trangas virtuais com 1 corda VB é o grupo trivial, ou seja,
VB; = {e}.
Exemplo 1.29. Uma apresentagio para o grupo de trangas virtuais com 2 cordas é dado por
BV, = {01, p1 | p3 = 1).
O conjunto de geradores de BV, é {01, p1} € 0 conjunto de relagdes é {p? = 1}.

Exemplo 1.30. Uma apresentagio para o grupo de trangas virtuais com 3 cordas é dado por

BV3 = (01,09, P1, P2 | 010201 = 020107;
P1P2P1 = P2P1,
P1P201 = 02P1P2,
pr=1
pr=1.
O conjunto de geradores de BV3 é {01,02, p1, p2} € 0 conjunto de relagdes é
{010201 = 02010; P1P2P1 = P2P1P2, P1P201 = 020102, P% =1 P% =1}

Exemplo 1.31. Uma apresentacio para o grupo de trangas virtuais com 4 cordas é dado por

BVy = (01,09, 03, P1, P2, P3 | 010201 = 020102;
020302 = 030203,
0103 = 03071,
P1P2P1 = P2P1P2;
P2P3P2 = P3P203;
P1P3 = P3P1,
P1P201 = 02P1P2,

P2P302 = 030203,

=1
=1
p§ =1).

Outras defini¢des que sdo bastante relevantes nos préximos capitulos sdo de

comutador, conjugado e subgrupo derivado.
Definicdo 1.32. Seja G um grupo. Dados a e b em G, o comutador de a e b é o elemento de G
definido por

[a,b] = a ‘b~ tab.
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Defini¢do 1.33. Sejam x e y elementos de G. O conjugado de x por y é 0 elemento x¥ = y~'xy.
Assim, podemos escrever [x,y] = x1x.
Definic¢ao 1.34. O subgrupo comutador é dado por

G' =[G, Gl =[x, yl | x,y € G).
Este subgrupo também é chamado de subgrupo derivado de G.

O grupo quociente G/[G,G] é chamado de abelianizado de G, e esse grupo
quociente é abeliano.
Sempre que um grupo tem o subgrupo derivado igual a ele mesmo, o chama-
mos de grupo perfeito, ou seja,
G=G.

Exemplo 1.35. O grupo alternado A, é um grupo perfeito quando n > 5.

As proximas identidades sdo muito relevantes, pois, ajudam a entender como

funcionam as operagdes envolvendo conjugados em um grupo.

Proposicao 1.36. Sejam G um grupo e x,y e z elementos de G. As sequintes identidades de

comutadores valem:
(1) x¥ =x[x,y];

(i) [x,yl = [y, xI;

(iii) [xy,z] = [x,z]Y[y, z];

(iv) [x,yz] = [x,z][x, y]*;

) [x,y ', 21y, z71, x[z, x71, yI* = 1 (Identidade de Hall-Witt)

(vi) [x,z)Y =[x, z][x, z, yl;
(vii) ([x, y]) = [p(x), p(y)], para qualquer homomorfismo ¢ de G.

As demonstragdes dessas identidades podem ser encontradas em [11].
Definic¢ao 1.37. O Centro de um grupo G é dado por
Z2(G)={z€G|l[z,g]l=1,Vg e G}.

Agora traremos defini¢des de algumas cadeias de subgrupos em que cada um

é normal no préximo, e o quociente entre eles é abeliano.
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Definic¢ao 1.38. Dado um grupo G, definimos a filtracdo

onde
I(G)=aG
I5(G) = [11(G), G] =[G, G]

I'i(G) = [I'i-1(G), Gl
como a série central inferior de G.

Definicao 1.39. Um grupo G é dito nilpotente se ele contém uma série de subgrupos
1}=Gy <G <--2G, =G

tal que cada subgrupo G;_1 é normal em G e cada quociente G;,1/G; estd contido no centro de

G/G;, paratodoi € {0,...,n -1}, ou seja,
Git1/Gi £ Z(G/Gy).
Agora elencaremos alguns resultados sobre grupos nilpotentes.
Proposicao 1.40. Todo grupo abeliano é nilpotente.

Demonstragio. De fato, supondo G um grupo abeliano, entdo facilmente podemos ob-

servar que a série {e} = Ny < N; = G é uma série central de subgrupos de G. O

Um grupo é chamado de p-grupo se a ordem de cada um de seus elementos é
uma poténcia de p, ou seja, se para cada elemento g em G, existe um namero inteiro

ndo negativo n tal que a ordem de g é igual a p".
Proposicao 1.41. Seja G um p-grupo finito, entdo G é nilpotente.
Demonstracdo pode ser encontrada em [16].
Proposicao 1.42. Seja G um grupo nio trivial. Se Z(G) = {e}, entdo G ndo pode ser nilpotente.

Demonstragio. De fato, Suponha por contradigdo a existéncia de uma série central
e} =Ny <Ny <N, <N;<---<N,=G

de subgrupos de G. Como N; C Z(G) = {e}, devemos ter N; = {¢}. Dessa maneira,
G/N; é isomorfo a G e portanto seu centro também deve ser trivial. Note agora que
N,/N; € Z(G/Ny) = {e}, donde temos que N»/N; = {e}, ou seja N, = N; = {e}. Usando
esse mesmo argumento indutivamente obtemos que Ny = {e}, paratodok =1,...,n, e

entdo {e} = N, = G, uma contradi¢do. Assim, G ndo pode ser nilpotente. O
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Agora, vamos definir de forma geral o que é um grupo residualmente P, onde
P é uma propriedade de grupos. Logo em seguida definiremos o que sdo os grupos

residualmente nilpotentes.

Definic¢ao 1.43. Um grupo G édito ser residualmente P se para qualquer elemento (ndo trivial)
x € G, existe um grupo H com a propriedade P e um homomorfismo sobrejetor @ : G — H tal
que O(x) # 1.

Proposicao 1.44. Um grupo G é residualmente nilpotente se e somente se a intersecio dos

grupos que compdem sua série central inferior for o subgrupo trivial, ou seja,

(\T46) = 1.

i1
Demonstragio. Suponha que G é residualmente nilpotente. Isso significa que para cada
elemento ndo trivial ¢ € G, existe um namero natural i tal que g ¢ I';(G). Vamos
supor o contrario, ou seja, suponha que exista um elemento g em G que estd em todos
os subgrupos I';(G). Nesse caso, g estaria em todos os subgrupos normais de G e,
portanto, ¢ estaria no centro de G.

Agora, vamos considerar o grupo G/Z(G), onde Z(G) é o centro de G. Como g
esta no centro de G, ele é identificado com o elemento neutro em G/Z(G). No entanto,
se G é residualmente nilpotente, entdo G/Z(G) também é residualmente nilpotente,
pois Z(G) é um subgrupo normal de G e uma sucessdo descendente de subgrupos
normais de G/Z(G) corresponde a sucessdo descendente de subgrupos normais de G.
Isso implica que em G/Z(G), o elemento identificado com g ndo pode estar em todos os
subgrupos normais de G/Z(G).

Portanto, se G é residualmente nilpotente, ndo pode existir um elemento nao

trivial que estd em I';,(G), o que implica que

(\T6) = (1.

i1
Agora vamos mostrar reciproca. Suponha que (;5; I'i(G) = {1}. Vamos mostrar
que G é residualmente nilpotente construindo uma sucessdo descendente de subgrupos
normais de G.

Considere a seguinte sequéncia de subgrupos:
I(G) 2T2(G) 2T3(G) 2 ...

Por hipétese, a interse¢do de todos esses subgrupos é igual ao grupo trivial, o que
significa que existe um indice n tal que I',,(G) = {1}.
Agora, vamos considerar o grupo G/I',(G). Esse grupo é isomorfo a um sub-

grupo de Aut(I',(G)), o grupo de automorfismos deI',(G). ComoI',(G) énilpotente (pois
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é trivial), Aut(I',(G)) também é nilpotente. Além disso, como G/I',(G) é um subgrupo
de Aut(I',(G)), ele também é nilpotente.

Agora, podemos repetir o processo no grupo G/I',(G), construindo a sucessao
descendente de subgrupos normais e mostrando que esse grupo é nilpotente. Podemos
continuar esse processo indefinidamente, construindo uma sucessdo descendente de
subgrupos normais de G, onde cada subgrupo é nilpotente. Isso mostra que G é
residualmente nilpotente.

Portanto, se (;»; [i(G) = {1}, entdo G é residualmente nilpotente. O
Exemplo 1.45. O grupo Z* com k € N, é residualmente nilpotente.
Exemplo 1.46. Grupos livres finitamente gerados sio residualmente nilpotente.

Esse fato pode ser encontrado na Secdo 6.1.10 em [14]

Proposicao 1.47. Seja G um grupo residualmente nilpotente. Entdo todo subgrupo de G é

residualmente nilpotente.

Demonstragido. Suponha que G tenha um subgrupo H que néo seja residualmente nil-
potente. Entdo a intersegdo dos grupos que compdem a serie central inferior de H é
diferente de {¢}. Note que a intersecdo dos grupos que compdem a serie central inferior
de H estdo contidos na interse¢do dos grupos que compdem a serie central inferior de
Gja que H é subgrupo de G. Sendo assim a intersecdo dos grupos que compdem a serie
central inferior de G também é diferente de {e}. Contradigdo, pois, G é residualmente

nilpotente.

Exemplo 1.48. O grupo de trangas de Artin B, nio é residualmente nilpotente.

Gorin e Lin obtiveram uma apresenta¢do do subgrupo do comutador de B,
paran > 3 em [5]. Para n > 5, eles mostraram que I'x(B,) = [I'2(B,),I'2(B,)], ou seja,
I'>(B,) é perfeito. Assim, segue que I',(B,) = I';(B,), portanto, o B, ndo é residualmente
nilpotente ja que a intersegdo dos I';(B,,) sera sempre diferente de {1}.

No préximo capitulo mostraremos que o grupo de trangas virtuais pode ser
escrito como produto semidireto de subgrupos que sdo mais simples. Com esse intuito,
vamos elencar alguns conhecimentos bdsicos sobre sequéncias exatas curtas que nos

ajudardo a compreender melhor alguns resultados.

1.2 Método Reidemeister-Schreier

Um método bastante relevante na determinagdo da apresentacao de subgrupos

a partir da apresentacdo de um grupo é chamado de método de Reidemeister-Schreier.
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Esse método é usado para construir uma apresentagdo de um subgrupo H de um grupo
G em termos de um conjunto de geradores S para G e um conjunto de relagdes R que
descrevem como os elementos de H que interagem entre si e com os geradores de S.

O processo de construcdo comeca escolhendo um conjunto de representantes
de classes para G/H, ou seja, um conjunto de elementos de G que representam cada
classe de H em G. Em geral, o método Reidemeister-Schreier é um procedimento
algoritmico e este método é muito ttil para estudar subgrupos de grupos finitamente
apresentados.

Suponhamos que temos a seguinte apresentacdo do grupo G
G={x,....,xs | Ry =1,...,R,, =1) (1.1)

e tomemos H subgrupo de G.

Na tentativa de achar uma apresentagdo de subgrupo H de G, em termos de
geradores e relagdes de G, dadas na apresentagdo, precisamos ter um conjunto de
representantes das classes laterais a direita de H em G, em outras palavras, podemos
ver M como um sistema completo de representantes das classes laterais a direita, tal
que,

M=M;,M,,... (1.2)

onde cada M; deve ser escrito como uma palavra com xj,...,x, e seus inversos e a
cardinalidade de M pode ser infinita.

Além disso, dado um elemento g € G e um conjunto de representantes a direita,
conseguimos um método que permite encontrar explicitamente o representante correto
de M;, que representa Hg.

Vejamos um exemplo para facilitar o entendimento do método de Reidemeister-

Schreier.
Exemplo 1.49. Sejam G o grupo dado por
G=(xy,..., %, | =1,...,x,=1) (1.3)

e G’ o subgrupo comutador de G, podemos encontrar uma apresentacio para G em termos dos
X;e xl.‘1 usando esse método.

Sabemos que G' < G, assim, cada classe lateral a direita corresponde a um elemento
do quociente de G/G’, sabemos também que G/G’ é abeliano, sendo assim, todo elemento desse
quociente pode ser escrito por:

Gxi'...xy", (1.4)

onde0 < ayq,...,a, <3.
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Consequentemente, o conjunto de 3" elementos

M={x]",...,5" |0<ay,...,a, <3} (1.5)
é um conjunto completo de classes laterais a direita.

Pelo que fizemos em (1.2), todo elemento g € G pode ser escrito como
g =hM;, (1.6)
para algum h € H e M; € M. Assim, podemos escrever

Mi=x'.. x5k, (1.7)

L3

onde 0 <iy,...,ik < nee = %1 eassumindo que M; = 1 é o representante da classe
lateral de H.

Definic¢ao 1.50. O conjunto M é chamado de sistema de Schreier, ou diagonal de Schreier, se

para cada M; em (1.7) as seguintes k — 1 consecutivas partes iniciais de M;,

X5, xS xS xS xS xSk
11 11 12 11 1 13 11 1
estdo em M.

Proposicao 1.51. Suponhamos que G é um grupo com uma apresentagio, se H < G, entio

existe um Sistema de Schreier de representantes de classes laterais a direita de H em G.
Sua prova pode ser encontrada na Proposigdo 6.1, Anexo I em [13].
Exemplo 1.52. (Continuagio do Exemplo 1.49) Quando n = 2, M possui ordem 9 e temos que
M =1,x1, X2, X7, X5, X1X2, X1X5, X3X2, X3
¢é um Sistema de Schreier. Jd
M =1,x7", %2, %1, 5, X1X2, X1X5, X122, X3X5

ndo é um Sistema de Schreier, visto que, por exemplo, para o elemento x%xz € M’, seria necessdrio
ter x> € M. Contudo, notemos que G’'x7! = G’'x? , se trocarmos x2x, por x71x, e x2x2 por x~1x2,
1 1 1 1 1 142 1 %2

obtemos um Sistema de Schreier.

Agora, paraum elemento g € G, vamos denotar por g a classe de representantes

laterais a direita em M da classe Hg. Assim, se ¢ € H, entdo g = {1}.

Proposicao 1.53. Sejam G um grupo e M; um sistema de Schreier temos que :
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a) Paraalgum g€ GeM;, comi=1,2,...,|M|,
oM, g) = Mig(M;g)™
é elemento de H.

b) Paraj=1,2,...,nek=1,2,...,[G: H], tomemos
Yik = oMy, x;).

Entdo, H é gerado por y;x e seus inversos.

A demonstragdo desse fato pode ser encontrada na Proposigdo 6.2, Anexo I em

A partir da proposicdo anterior obtemos os geradores de H, faltando apenas
determinar suas relagdes, que veremos na préxima proposicdo. Antes precisamos

definir a f6rmula de reescrita.

Y . _ €1 €2 6}” _
Definigdo 1.54. Seja x uma palavra, tal que, x = x;', X2, ... )X, com ey = +1,paral <k <p
€ € . €
ex’x" #1,paral < j < p— 1 podemos escrever x como x = x5',x2,...,x," come, = £1e
l] Z’+1 11 12 Zp
I=1,...,p. O processo de reescrita, ou formula de reescrita, simbolizado por T , é definido da

seguinte forma:

Gp,] Ep
i)

€1 €2
coo(xE, xS, L x T, xl.
11 I lp—l p

. — -
T(x) = T(xfll’xf;, . ,xl.:) = Q(l’le)@(lefxf;)@(lexzz,xf;

Este processo tem o intuito de escrever determinados elementos de uma ma-

neira adequada a vista da préxima proposigao.

Proposicao 1.55. Sejam G o grupo com a apresentacio vista em (1.3) e H < G. Se M =

M; =1,M,, ... é um sistema de Schreier, entdo H possui a sequinte apresentagio:
H =<yjx | Rix),
paraj=1,2,...,m;1=1,2,...,mek=1,2,...,[G: H], onde
Ry = T(MERIM).

A demonstracdo pode ser encontrada no Teorema 6.3, Anexo I [13].
Dessa forma, conseguimos escrever uma apresentagdo para G’ que é subgrupo

de G no Exemplo (1.49) da seguinte maneira:
G ={a,b,c,d| -}

Mais detalhes sobre esse exemplo com esta apresentacdo pode ser visto no Apéndice I,
Secdo 6 de [13].



Capitulo 2

Propriedades combinatérias dos grupos

de trancas virtuais VB,

Nesse capitulo vamos observar de forma mais aprofundada a série central
inferior do grupo de trangas virtuais e como alguns quocientes se comportam. Além
disso, vamos estudar, o grupo de trancas puras virtuais VP, e o fecho normal do grupo
de trancas de Artin B, no grupo de trancgas virtuais VB,,, denotado por H,.. A principal

referéncia para esse capitulo é [1].

2.1 Série central inferior do grupo de trancas virtuais

A série central inferior de um grupo é importante por algumas razdes e, em par-
ticular, nos permite entender a estrutura interna do grupo de uma maneira sistematica.
Ao decompor o grupo em subgrupos menores e mais simples, podemos analisar suas
propriedades de forma mais clara.

Considerando VB, o grupo de trangas virtuais com n cordas, a série central

inferior é descrita como:

I(VB,) = VB
I,(VB,) = [T1(VB,), VB, =[VB,, VB,];

FI(VBHG) = [ri—l(VBn)/VBn]/

assim temos que,

VB, 2T2(VB,) 2... .
19
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Proposicao 2.1. Sejam o1,...,0,-1 € p1,-.., Pn-1 05 geradores usuais do grupo de trangas de
Artin B, e do grupo simétrico S,, respectivamente. O homomorfismo : B, — VB, definido
por 1(o;) = o; e 0 homomorfismo 9: S, — VB, definido por v(p;) = s; estiio bem definidos e sio
injetivos.
Demonstragio. Para mostrar que os homomorfismos:: B, = VB, e 3 : S, — VB, estdo
bem definidos e sdo injetivos, precisamos verificar algumas propriedades.

Levando em consideragdo as relagcdes da apresentacdo de B, dadas no Teo-
rema 1.20 e o homomorfismo ¢: B, — VB, definido por ((0;) = 0, podemos aplicar ( as

relagdes de B, tal que,

L(aiajai_lafl)

N = oilo))or o

_ 11
= e
para o primeiro tipo de relagdes, assim como,

(0i0i+10107,407 07 = U(0)U(0i1)(0:)1(0141) " 1(0) " (o) !
= 0i0110i0;,10; 0y
= e
para o segundo tipo de relagdes, portanto ¢ estd bem definido. Uma prova para a
injetividade de ¢ pode ser visto em [].

Tomando o homomorfismo 9 : S, — VB, dado por 9(p;) = s; temos que estéd
bem definido, pois, de forma andloga ao homomorfismo ¢, se tomarmos as rela¢des da
apresentacdo de S, dada no Teorema 1.25 e aplicar u nessas relagdes temos que,
3(p)S(p)S(p; )S(p; ")

-1
]

-1,-1
Spipip; p;)
= sisjs; 'S
= e
para o primeiro tipo de relagdes, assim como

Spipir1pipiapi pny) = (p)(pis1) (i) S(pis1) " S(pi) " (pir1)

_ -1
= 5i5i+15i5; 1

~1.-1

Si Sis1
= e

para o segundo tipo de rela¢des, assim como

3(p7) S(pi)d(pi)

= SiSi
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Agora, considere 0 homomorfismo
u:VB, — S,

definido por, u(o;)) = 1epu(p;) = siondei = 1,2,...,n — 1, este homomorfismo sera
estudado na Segao 2.2.2.
Considere,
1-B,5VB,5S,—1

note que o homomorfismo 9 : S, — VB, é uma se¢do para y, pois, u o 3 = e, portanto

9 é injetivo e o subgrupo gerado por ps, ..., py-1 € isomorfo a S,. O

Proposicado 2.2. Seja VB, o grupo de trangas virtuais com n cordas, temos que as seguintes

afirmagoes sdo vdlidas :
(i) O grupo VB, é isomorfo a Z.+ Z,, e é residualmente nilpotente.
(ii) O grupo I'1(VB,,)/I'2(VB,) é isomorfo a Z & Z, paran > 2.
(iii) O grupo I';(VB3)/T'3(VBs) é isomorfo a Z,.
(iv) O grupo I',(VB,,) é iqual a I's(VB,) quando n > 4, entdo I',(VB,) = I'3(VB,).
(v) O grupo VB, nio é residualmente nilpotente quando n > 3.

Demonstragio.

(i) Sejam as apresentacdes de VB, = {(01,p1 | p> = 1)ede Z*Z, = {a,b | b* = 1) . Note
) p P11 Py

que podemos construir uma aplicagdo
¢: VB, > Z+2,

tal que, ¢(01) = ae P(p1) = b. Para provar o isomorfismo basta verificar que ¢ é um
homomorfismo bijetor.

Quando aplicamos ¢ na relagdo p7 = 1 de VB, temos que,
b(p1) = Plp1p1) = Plp)P(pr) = bb =" =1,
portanto temos um homomorfismo, assim como existe uma aplicagdo
¢ Z+2Zy — VB,

tal que, ¢’(a) = 01 e ¢’(b) = p1. Quando aplicamos ¢’ na relagio b% = 1 de VB, temos
que,

¢'(b7) = ¢'(bh) = ¢'(b)p'(b) = p1p1 = p1 =1,
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portanto temos outro homomorfismo. Note que se fizermos a composicdo de ¢ com ¢’
temos ¢ o ¢’ = e = ¢ o ¢, assim temos um isomorfismo entre VB, e Z * Z,.
Agora, note que o grupo Z * Z, pode ser percebido como um subgrupo de

7, * Zy *» Z que é residualmente nilpotente, entdo VB, é residualmente nilpotente.

(ii) Note que I'y(VB,))/T2(VB,) = VB, /[VB,, VB,] é um grupo abeliano gerado por g; e p;,
onde p; tem ordem 2. Observe também que o; gera o grupo ciclico Z e p; gera o grupo
ciclico Z,, portanto, pelo teorema da decomposicdo dos grupos abelianos finitamente
gerados (Teorema 9.1.1, capitulo 9 [5]), temos que I'1(VB,,)/T2(VB,) = Z ® Z,.

(iii) Vamos considerar o grupo VB;/T'3(VB3) que é gerado por

01 = 0113(VBs3),
0, = 0,I'3(VBg),
p1 = p1l3(VBs),
p2 = p2I'3(VB3).

Note que podemos escrever
_ -1 -1 _ -1 -1 _
02 = 07 0, 020102 = 0] 0, 010201 = [0102]01

e também
p2 = pi'ps papip2 = p1 Py Prpapr = [p1p2lpr

consequentemente, 0, = 01 e p; = p1 em VB3/I'3(VBj3), ja que[oi02] e [p1p2] € T'5(VBs).

Observe que em VBs, temos que:

010201 = 020102
0201 = 07'020102
o,'07'0001 = 0,'07'0] 020102
0,'07'0201 = 0,07 07010201
o,'07 0001 = 0,'0] 0201
o,'07 0001 = 01050701
[01,00] = 010;"

entao,
[01,02] = Uzﬁfl € I';3(VBs).

Assim, temos que
VB3/T3(VBs3) = (o1, p1)

e esse grupo é nilpotente de grau 2, portanto o subgrupo comutador I',(VB3/I'3(VB3)) é

ciclico.
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No grupoI';,(VB3/I's(VBs)), usando as propriedades de comutadores da Proposigdo 1.36,

temos que,

[o7, P11 = [01,p1p1]
= [G1, pillon, pil

= [o0, il
observe também que,

— —2y 2
[01,P1] = 01 P1 01P1

Com isso podemos concluir que o subgrupo I',(VB3/T'3(VB3)) é gerado por [071, p1] e tem
ordem 2.

Agora vamos mostrar que [o1, p1] # 1.

Para isso vamos considerar o grupo unitriangular UT3(Z) gerado por duas
transvecgdes do tipo t;;(1) = e + ¢;;, onde , e representa a matriz identidade 3 X 3 e ¢;; é
uma matriz 3 X 3 com todos os elementos iguais a zero, exceto pelo elemento na posi¢do
(i, j) que é igual a 1. Essas transvecgdes sdo transformacdes lineares que adicionam a
matriz identidade a matriz que foi decrita acima.

Explicitamente essas transvec¢des sdo:

100 010 110
tp(1)={0 1 0|+|0 0 0O|=]0 10
0 01 000 0 01
e
100 000 100
ta(1)={0 1 0O|+/0 0 1|=]0 11
0 01 00O 0 01

Este é um grupo nilpotente de classe 2.

Podemos construir um homomorfismo ¢ de VB;3/I'3(VB3) no grupo unitrian-
gular UT3(Z,), considerando Z, = Z./27. = 0,1},

110 100
p@E) =toM) =0 1 0 |ep(p) =ts1)=|0 1 1
00 1 001
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Entdo,
o(lo1, p1l) = [t12(1), t23(1)]

- — — -1 — -1 I —

110 100 110]]1 00
=10 10 011 010](.]011
1001 001 001f[[00T1
(1 -1 0][]10 o0 110[|[100
=lo 1 of.lo1 =1|.]0o 10 011
0 0 1[[00 T ||0O0T1|[0OT1
(1 -1 1 |[111
=10 1 -1(|l011

(0 0 1 o001

(101
=10 10

1001
= tlg(T) *e.

Portanto, [(71, p1] # 1 em VBg/F3(VB3), entao rz(VB3)/r3(VB3) = rz(VBg/r3(VB3)) é

isomorfo a Z,.

(iv) Agora, para provar que quando n > 4, I',(VB,) = I';(VB,), vamos denotar I'; =

I';(VB,) e assim considerar a seguinte sequéncia exata curta:
15 T/T3 > T1/T3 5 Ty /T - 1.

Olhando a relagdo (1) da apresentagdo de VB, no Teorema 1.27, em I';/I'; temos que
uma vez que qualquer gerador o; em I';/I'; é projetado no mesmo elemento de I'; /T,
paracadal <i<n-1,eexisteumt; € I,/I's(com t; = 1) de modo que o; = ti07 .

Projetando a rela¢do 0,0,410; = 0i+10i0i+1 de VB, em I'; /T3, temos que:
tio1tiy101ti01 = ti1101t;01t1107.

Agora, note que os t; sdo centrais em I'1/I';, entdo t; = t;;1 , e como ¢; = 1, obtemos que
01=-"=0,-1emIy/T3.

De maneira andloga, olhando a relagdo (3) da apresentagcdo de VB, no Teo-
rema 1.27, em I'1/T'; temos que uma vez que qualquer gerador p; em I'; /I'; é projetado
no mesmo elemento de I'; /T, paracadal <i <n -1, eexiste um t; € I',/I'3(com t; = 1)
de modo que p; = t;p; .

Projetando a relagdo p;pi+1pi = 0i+1pipi+1 de VB, em I'1/T'3, temos que:

tipitipipatipr = tisipitipativipa-
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Agora, note que os t; sdo centrais em I'1/I';, entdo t; = t;;1 , e como t; = 1, obtemos que
pi == ppremlIy/Is.

Observe também que da relagdo pipis1pi = 0ir1pipi+1 de VB, é deduzida como
p101 = 01p1 em I'1/T'5, ou seja, eles comutam. Portanto, o homomorfismo sobrejetivo p

é de fato um isomorfismo.

(V) Conseguimos perceber que o grupo VB, contém B,, que é um grupo que ndo é
residualmente nilpotente, e como pela Proposi¢do 1.47 todo subgrupo de um grupo
residualmente nilpotente é residualmente nilpotente, entdo o grupo VB, é ndo residu-

almente nilpotente. ]
Lema 2.3. Seja I'x(S,), 0 grupo comutador de S, quando n > 5, temos que I'>(S,) = A,.

Demonstragio. E conhecido que S, tem apenas trés subgrupos normais, que séo {e}, A,
e S, assim temos apenas essas possibilidades para o I'2(S,). Se I'2(S,) fosse trivial, ao
tomarmos o abelianizado de S, teriamos S,,/I'»(S,) = S,,, mas S, ndo é abeliano. Caso
I';(S,) = S, teriamos que o abelianizado de S, seria trivial, mas isso ndo faz sentido ja

que existem elementos que ndo comutam em S,,.. Entdo nos resta que I'»(S,) = A,. O
Observacdo 2.4. Note que, como A, é perfeito, temos que I'y(S,,) também é perfeito paran > 5.

O grupo I'z(B,) é perfeito, ou seja, I'2(B,,) = [I'2(B,), I'2(B,)] paran > 5. A prova
desse fato pode ser encontrada na Pédgina 7 de [10] . A seguir temos um resultado

analogo que vale para o grupo I',(VB,).
Proposicao 2.5. O grupo I',(VB,) é perfeito paran > 5.

Demonstragido. Vamos considerar o comutador [u,v] € I'»(VB,), para provar nossa
afirmacdo precisamos mostrar que [u,v] € I'3(VB,). Como VB, é gerado por copias

de B, e S, podemos utilizar as identidades de comutadores:
[ab,c] = [a,c]’[b,c];
[a,bc] = [a, c][a, b];
[a,b] = [b,a]";
[, 0] = [b,a]"",
e representar o comutador [#, v] como um produto de comutadores do tipo

a,

[Ui/ G‘] ’
]

[pi, pil;
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[o:, pj1;

coml<ij<n-1ea/pf,A€VBn.

Observe que como os grupos I'x(B,) e I'x(S,) sdo perfeitos para n > 5 entdo
[0j,0;] € [T2(By), T2(B,)] assim como [p;, p;j] € [T2(Sn), T2(S,)], com isso [a, 0;1% e [pi, p;1f
pertencem a [I'2(VB,), I'2(VB,)].

Portanto s6 € necessario provar que os comutadores do tipo [0}, p;] pertencem
a [I2(VB,), T2(VB))].

Se considerarmos [o;, p;] quando |i — j| > 1, entdo [0}, p;] = 1. Porém, quando
li — jl <1, existe um par de indices k,I com 1 < k,/ <n—1e k-1 > 1 e dois elementos

cix ed;yonde c;x € I'y(B,) ed;; € I';,(S,) de tal forma que podemos escrever

0; = CixOf

pj = djip-
Assim,
[oi, pj] = [cixor, d1p1]-

Usando as identidades dos comutadores podemos escrever que

[cixor, djipi] = [cixok, pillcikok, dji]”
= [cik, il [0k, pid([€ik, i1 [Ok, dji])"
= [cix, pil**[Ci, d;1] [0k, 4117
Analisando o resultado, é claro que [c;x, d;] € [[2(VB,,),T2(VB,)], e portanto, [c;x, d;]

também pertence a [['2(VB,), I'2(VB,)].

Consideremos agora o comutador [c;x, p1]°* que pode ser reescrito como,

[cik, P11 = o' pr cikpiow
= 0} Cix PICi kP10
= (cieci)™
como c;; estd em I'>(B,) que é perfeito, entdo c;r estd em [I'2(B,), ['2(B,)], e portanto,
[Cijs pi]°F € [T2(VBy), I2(VBy)].
Agora vamos observar o comutador [0y, d;;] que pode ser reescrito como,
[ow, dj)" = py o d; owdjupi
= (@) dy)",
analogamente como d;; estd em I'y(S,) que é perfeito, entdo d;; também estd em

[I2(S,), I'2(S0)] e, portanto, [0y, d ;1] € [T2(VB,), [2(VB,)].
Logo, I',(VB,) é perfeito paran > 5. O
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2.2 Subgrupos destacados de VB,

Nessa segdo falaremos de forma mais detalhada de dois subgrupos do grupo de
trangas virtuais, o grupo de trancas puras virtuais VP, e o grupo H,. Mostraremos suas
respectivas apresentagdes e a cara dos seus geradores de forma algébrica e geométrica,

também falaremos um pouco da serie central de H,,.

2.2.1 Trangas puras virtuais VP,

Vamos agora definir o grupo de trangas puras virtuais que é o nticleo de um
homomorfismo entre o grupo das trangas virtuais e o grupo simétrico.
Seja 0 homomorfismo
v: VB, —» S,

tal que,
v(0;) = v(p;) = pi
parai=1,2,...,n—1,onde S, é gerado por p;.

Definicao 2.6. O ker v é chamado de grupo de trangas puras virtuais com n cordas e é denotado
por VP,,.

Os elementos de VP, sdo da seguinte maneira:

Ai,j+1 = piGi_l, ondei=1,2,...,n—1;
Aisi = pilimpi=0'p,ondei=1,2,...,n-1;
/\i,j = pPj-1Pj-2--- Pi+1Ai,i+1pi+l ... Pj—2pj-1, COM 1<i< ] —-1<n-1;

A]‘,i = pPj1pPj-2--- pi+1Ai+1,ipi+l ... Pj—2pPj-1 cOmM 1<i< j— 1<n-1.

Esses elementos podem ser percebidos geometricamente na Figura 2.1.
O préximo lema nos mostra como funciona conjugar os elementos do grupo de

trangas puras virtuais com todos os geradores do tipo p; dos grupo de trangas virtuais.

Lema 2.7. Sejam p € Vb, e A;; € VP, com1 <i < j < n,as sequintes conjugacoes sio vilidas
no grupo VP, :

(i) Quandok <i—-1,i<k<j—1ek> j, temos que,
/\Zpk = /\ij e /\‘Dk = /\ji-
/j A= i '

(ii) Temos que,

pi-1 _ oy . Pi-1 _ g .
AT = A je AP = A
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Figura 2.1: Elementos A;; e A;; respectivamentecom1<i<j—-1<n-1.

(iii) Quando i < j—1, temos que,

Al = Aii;
/\ipilli = Aiis1;
/\5} = Aisj;

/\,011 = /\j,i+1-

j

; S ] Pi-1 _ Pi-t oy
(iv) Quando j > i+ 1, temos que, /\l.,/. = Ajj A].Ii =Aj1
pj pj
(v) Temos Ai,} =Aije /\].,i. = Ajiie

Demonstragio. Vamos considerar nesse primeiro momento apenas as regras que envol-

vem A;; parai < j. Observe que

Aij = Pjc1pPj-2 -+ PistAiis1Pis1 - - - Pj2Pj-1-

Quando k <i—1ouk > j, levando em consideracao as relagdes dadas na apresentagdo
de VB, no Teorema 1.27, notamos que px permuta com p;pis1 ... p j-2pj-1 € com g;, assim

temos que p; permuta com A, ;, ou seja,

/\5’; = i jpx

= pPrPj-1Pj-2 - - Pir1Aiir1Pis1 - - - Pj—2Pj-1Pk
= pPj-1Pj-2--- Pir1Aiir1Pis1 - - - Pj—20-1PkPk

= /\i,j-
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Quandoi < k < j—1 temos que,

/\Z ’]‘ = prdijpx
= pk(Pj-1- - - Pr-2Pk=1Pk - - - Pi+1Aiix1Pix1 - - - PkPr+1Ak42 - - - Pj-1) Pk
= pj-t-- Pes2(PkPrr1Pi) - - PixiAiiv Pis - - (PkPr1PR)PR2 - - - Pt
= Pj-1- - Pre2(Prs1 PkPR+1) - - - Pisi Aiiw1 Pie1 - - - (Pk1 PrPR+1) P42 - - - Pj1
= Pj-t-- P PE(Prr1Pk-1 - - - Pist Ai i1 Pin1 - - - Pro1Pkr1) PP - - - P
= pj1---Pr(Pre1Aixpiv1) Pk - - - P

em vista do caso anterior, temos que

Prs1AikPre1 = Aik,
e assim,
Pi=1 - - - Pr(Pre1AikPrs1) Pk - - - Pj=1 = Aij
Portanto, vale o item (i).
Para provar o item (ii), vamos considerar
/\Z}_l = picidijpia
= pici(pj-1Pj-2 - - - Pis1 Aiix1Pit1 - - - Pj—2Pj-1)Pi-1
= pj2...Pir2Pir1(Pic1Aii1Pic1)Pis1 Pis2 - - - Pj2

- /\i—l,j/

pois, podemos reescrever

Pic1Aiis1Pio1 = Pic1Pi0;  Pic1 = Pic1PiO;  Pic1PiPis

. ~ -1, o -1 ) A e ~
e assim usar a relagdo o; " p;.1p; = pi-1pi0;; que é consequéncia das relagdes de VB, e

teremos,

pi1pi(07 picap)pi = pic1PilPim1pio )P
(Pipi—lpi)PiGi__llpi
= pidic1,ipi

e desta maneira, provamos o item (ii).
Para mostrar o item (iii), observe que as primeiras férmulas decorrem direta-

mente das defini¢cdes de A, ;41 € Ajyq .

pi _ a1
A = PiPio; P
N
= 0; pi

- /\i+1,i
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assim como,

pi = p:0:0 1 0.0
Aipi = PiPiO; Pipi
_ -1
= pio;
Aiit1-
Agora considere,

/\5} = pilipi

= pilpj-1pj2- .- PirtAiis1Pist - - - Pj2Pj-1)Pi
= pj-t1-.-Pir2(PiPis1Aiis1Pix10i) Pis2 - - - Pj-1

reescrevendo a expressdo entre parénteses temos,

PiPiniAii1PisIPi = PiPi1Pi0; Pis1 Pi
= Pipir1Pi(07 pir1pi)
= PiPi1PiPix1Pi07
= pipii(pipi1 PO,
= PiPir1Pir1 PiPir10;
= P10y,

assim,

AE} = pilijpi

Pj-1--- Pir2(Pi107,)piv - - - Pj-1

Ai1,j

desta maneira a relagdo desejada é provada.

Para provar o item (iv) basta observar que

AT = piadipi
= pj-1(pjcipj—2 -+ - Pir1Aiis1Pis1 - - - Pj—2Pj-1)Pj-1
= Ajj

e assim o resultado segue.

O item (v) é provado como uma consequéncia imediata da definigdo de A; ;.

A= pipidijp
Pilpi-1pj=2- - Pir1diis1Pist - - Pj2pPj-1)P;
= Ajj1.
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Lembremos que, uma agdo de grupos a é transitiva quando qualquer elemento
de um conjunto X pode ser levado a qualquer outro elemento do conjunto, isto é,

quando, para quaisquer x, y € X, existe ¢ pertencente ao grupo tal que a(g, x) = y.

Coroldrio 2.8. O grupo S, atua por conjugagio no conjunto {Ax; | 1 < k+1 < n}. Esta agdo é
transitiva.

Teorema 2.9. O grupo VP, admite uma apresentagio com os geradores do tipo {Ay;} onde

1 <k # 1 < neas seguintes relagdes:
AijAkr = Axidij; (2.1)
Akilijdij = AijAk Ak (2.2)
onde as letras distintas representam indices distintos.

Demonstragio. Usaremos o método Reidemeister-Schreier para essa demonstragdo. O
primeiro passo é encontrar um conjunto de representantes das classes de VP, em VB,,.

Seja,

A = APirs Pirar s Pir o N Pias Piris o1 Piagy) -+ Py Piys s Pi, )}

onde, 1 <i; <i; <---<i, <n—1,<r; <ij esse conjunto de representantes de classes
A, é 0 que chamamos de conjunto de Schreier.

Assim podemos definir a fungdo
o: VB, — A,

que leva cada elemento w € VB, no seu representante w em A,. Deste modo, o elemento
———1
ww  pertencea VP,.

O grupo VP, é gerado por elementos da forma,
sy. = Aa(Aa) 7!,

onde A estd no conjunto A, e a estd no conjunto de geradores de VB,,.
E facil estabelecer que s, ,, = e para qualquer representante A € A, e qualquer
gerador p;.

Agora considere os geradores
Too-1
S)\o; = /\Ui(/\Oi) .
Quando A = ¢, percebemos que

— rn. — -1
Se,Uz‘ - Glpl - /\i,z'+1'
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Note que Ap; e igual a Ap; em S,,, portanto
SA,GI- = A(Oz‘pi)/\_l.

Pelo Lema 2.7 temos que cada geradors, ,, éigualaalgum Ay, ondel <k #I1 <n
e a reciproca também é verdade, ou seja, temos Ay é igual a algum gerador s, ,.

Para encontrar as rela¢gdes de VP, definimos um processo de reescrita 7. Isso
nos permite reescrever uma palavra que esté escrita no geradores de VB, e apresentar
um elemento em VP, como uma palavra escrita em funcdo dos geradores de VP,,.

Vamos associar a palavra reduzida

— 461 462 €
I/l—ﬂl ,az,...,avv,

a palavra

€1 €2 €y

T(I/l) = Skhal’ kpax” """ Tk ,y

nos geradores de VP,, de tal forma que € = +1 eq; € 01,...,0,4-1,p1,...,Pn-1, ONde k;
é um representante do (j — 1)- ésimo segmento inicial da palavra u se €; = 1 e k; é um

representante do j-ésimo segmento inicial da palavra u se ¢; = 1.

O grupo VP, é obtido por rela¢des do tipo,

rur = T(Ar, A7)

com A € A, er, érelacdo de VB,.

-1 -1
i+1 i

Vamos denotar por r1 = 004100 ai‘lol ~; como a primeira relagdo de VB,.

Entio,

e = T(r1) T(0i0i+10i0;1101-_10;11)

-1 -1 o1

S
0i0i410i0;1,0i+1 0i0i+10i0,

— — S
SG/GiSUi,0i+1SUi0i+1,0i+1‘“ - _°
i19; /Oi 0i0i+10i0

= A (PAL 1P (ipia AL Pint P (Pir1 Pidint is2PiPic))(Pi Aijn1 Pist) A v

1 -1 —
LA
Usando as regras de conjugacdes do Lema 2.7 obtemos

a1 q-1 -1
e = A A oA A A Ai i

Portanto, a relacdo
Aiint(AiioA i iv2) = (A Aiis2) Ais i

é cumprida em VP,. As rela¢Oes restantes 1, com A € A, podem ser obtidas a partir
desta relagdo usando a conjugacdo por A~ e obtemos as relagdes do tipo (2.2).

Considerando a proxima relacdo de VB,

-1 -1 - .
r = 0i0j0; 0, li—jl <2
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podemos novamente aplicar o processo de reescrita definido acima, e obtemos que a

seguinte igualdade é valida em VP,

_ _ -1 -1
1. =1(r2) = 7(0i0/0; 7 )

st st
i o0 0; oo o ol g;
1 ] 1 o 1 ] 1 ] 7 l 7 ]

14—l
A AT i A

ii+17j,j+1

= S¢,0;55;,

Note que conjugando esta rela¢do por todos os representantes de A, e aplicando
o Lema 2.7, obtemos as relag¢des do tipo (2.1).

Apenas relagdes triviais seguem de todas as outras relagdes de VB,, isso é
evidente para as relagdes que definem o grupo S,, ja que s, ,, = e para todo A € A, e p;.

Por fim, podemos considerar a relagdo mista entre os geradores o; e p;,

-1
13 = 0i4+1PiPi+10; " Pi+1P;i

Usando processo de reescrita, obtemos :

r3e = T(r3) = T(0110iPi+107 Pir1Pi)
= Seoin S_l—_l
0i+1PiPi+10; ,0i
= /\i_fl,i+2/\i+1,i+2
= e
Assim, terminamos a prova para a apresentacdo de VP,,. |

Observacao 2.10. Dentro das trangas puras virtuais também podemos construir o homomor-
fismo de esquecimento assim como feita para as trangas cldssicas [13]. Seja V; um subgrupo de
VP, tal que,

Vi= (Aivr, Agivas oo A Aisan, Airg, - oo Aisai)

ondei=1,...,n—1. Agora seja V" o fecho normal de V; em VP, temos um homomorfismo

de esquecimento
@: VP, - VP,

que leva os geradores A, i =1,2,...,n—=1eA,;i=1,2,...,n =1 para o elemento neutro
e fixa os outros geradores. O niicleo de ¢ é o grupo V' | que é um grupo livre infinitamente

gerado.

Comoasegdonatural 9 : S, — VB, estdbem definida, temos que VB, = VP,>S,,.
Além disso, podemos caracterizar a acdo de conjugacdo de S, em VP,. Seja VP, < S,
o produto semidireto definido pela a¢do de S, no conjunto {Ay; | 1 < k # [ < n} por

permutagdo de indices.
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Proposicao 2.11. A aplicagio w: VB, — VP, >SS, enviando qualquer elemento v de VB, para
(8 o v)(v)), v(v)) pertence a VP, = S,, é um isomorfismo.

A prova pode ser encontrada em [?].

2.2.2 Fecho normal de B,

Agora, provaremos outra decomposicdo possivel de VB, como um produto
semidireto levando em consideracdo o ntcleo de um novo homomorfismo.
Seja
u: VB, — S,

um homomorfismo, tal que,
poi) =1e u(p:) = pi
parai=1,2,...,n—1,onde S, é gerado por pjcomi=1,2,...,n—1.

Definigao 2.12. O niicleo do homomorfismo i, denotado por ker u é o fecho normal de B, em

VB,.. Chamaremos esse grupo de H,,.

Os elementos desse grupo sdo definidos da seguinte maneira,

Xii+1 = 0Oj
Xiv1,i = Pi0OiPi;
Xij = Pj-1-.-Pi+10iPi41---Pj-1;

Xii = Pj-1---Pi+1Pi0iPiPi+1 - .- Pj-1

paral<i<j-1<n-1

Esses elementos podem ser percebidos geometricamente da figura 2.2.

Como o subgrupo de VB, gerado por pj, ..., pn-1 € isomorfo ao grupo simétrico
S,, podemos definir uma agdo de S, = {p1, ..., py-1) no conjunto {x;; | 1 < i # j < n} por

permutagdo de indices, ou seja,

p

Xii = Xpanpg)

onde, p € S,,.
Lema 2.13. Sejap € S, . O elemento px;jp~" éigual a x,,,, paral <i#j<n-1.

Demonstracio. E suficiente provar para os geradores p, onde 1 <k <n—1.
Note que, se px # pi, pi+1, pi-1, usando a relagdo (6) da apresentacdo de VB, no
Teorema 1.27 temos,
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Figura 2.2: Elementos x;; e x;; respectivamentecom 1 <i<j-1<n-1.

Caso contréario, temos,

Pi+10iPi+1 = Xiji+2

PiOiPi = Xi+1,i

ou ainda pela rela¢do (7) da apresentacdo de VB, do Teorema 1.27 temos que ,

Pi-10iPi-1 = Pi0i-1Pi = Xi-1-
Agora seja
Xij = Pj-1-+-Pi+x10iPi+1+-- Pj-1
paral<i<j-1<n-1

(i) Quandok > jouk <i-1, observe que p; comuta com x; ;, ou seja px;; = X; jp, entdo

PiXijPk = Xijj = Xpgy,p(
e a afirmacdo é valida.
(ii) Quando k = j, por definicdo temos, p;x;;p; = X;j+1, COMO pj; =i e pjj = j+ 1, segue
que,
PiXiiPi = Xij+1 = Xpiipj(j+1)/
e a afirmacdo é valida.

(iii) Quando k = j — 1, temos que,

Pj-1%ijPj-1 = Xij-1 = Xp,_1(i),pj-1(j-1)-
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(iv) Quandoi < k < j — 1, basta observar que

PkPj-1 -+ Pix1 = Pj-1 - Pi+1Pk+1

Pr+1Pj-1--- Pir1 = Pj-1-- - Pi+1Pks
entao,
PrXijPk = Xijj = Xpe(i)pi(j)-
(v) Quando k = i, note que temos
PiPj-1---Pi+10iPi+1 - - - Pj-1Pi = Pj-1 - - - PiPi+10iPi+1Pi - - - Pj-1
e pelas relacoes (4) e (7) da apresentacdo de VB, no Teorema 1.27 temos que,
PiPi+10iPi+1Pi = Oi+1PiPi+1Pi+1Pi = Oi+1
entao,
PiXijPi = Xi+1,j = Xp(i),pi+1)-
(vi) Quando k =i — 1, note que aplicando as relacdes (4) e (7) da apresentacdo de VB,
no Teorema 1.27 temos que
Pi-10iPi-1 = PiPiPi-10iPi = Pi0i-1PiPi-1Pi-1 = Pi0i-1Pi,
entao,
Pi-1Xi,jPi-1 = Pi-1Pj-1---Pi+10iPi+1 - - - Pj-1Pi-1
Pj-1---Pi+1PiPi-10iPi-1PiPi+1 - - - Pj-1-

O
Podemos construir um exemplo de maneira que a ideia de como funciona este
lema fique mais clara .

Exemplo 2.14. Sejam Sy = {pip2, p3) € 0 elemento x14 = pP3p2010203, 4 conjugacio desse
elemento por py é dada por:

p1

X14 = Pipsp201p2p3)ps
= P1P3P201P2P3P1
= P1P3pP201P2P3P1
= P3P1P2010201P3
= P3P1P20102P1P3
= P302P1P2020103
= pP30203

= X24

xp(1)'p(4) :
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P1

Podemos observar que x7, = X, o

, Na forma geométrica através Figura 2.3.

—
[}
[25)
I
—_
2
[25]
I

Figura 2.3: Trangas x|, e x4 respectivamente.

Teorema 2.15. O grupo H, admite uma apresentagio com os geradores {xy;} onde1 <k #1<n
com as seguintes relagoes:

Xi jXk1 = Xk1Xi,j; (2.3)
Xij Xk, jXik = Xk jXikXk,js (2.4)

onde letras distintas representam indices distintos.

Demonstragio. Usaremos o método Reidemeister-Schreier. O primeiro passo é encon-
trar um conjunto de representantes das classes de H, em VB,,.

Seja

An = {(Pi1/ Pir_yree-s Pil_,,l)(Pizz Pir_yr+e+s pi242) cee (pi,,/ pi,,_ll ceey Pip_,p)}/

ondel <i; <i;<---<i,<n-1e0<r;<i; Oconjunto de representantes de classes
A, é 0 que chamamos de conjunto de Schreier.

Agora podemos definir a aplicagdo
o: VB, —»> A,

que leva cada elemento w € VB, no seu representante em w € A,. Deste modo, o
elemento ww ' pertence a H,,.
O grupo H,, é gerado por

—

Spa = palpa)
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onde p estd no conjunto A, e a estd no conjunto de geradores de VB,

E facil estabelecer que

Sp,p; =€

para qualquer p € A, e qualquer gerador p; de VB,,.

Por outro lado,

—1
Spar = POIP) = POIPT = Xp( piis)-

E assim percebemos que cada gerador s, é igual a algum x;; com 1 <i=j<n A
afirmacédo inversa também é verdadeira, ou seja, cada elemento x;; é igual a algum
gerador s, ;.

Para encontrar relagdes de H,, definimos um processo de reescrita 7, isso nos
permite reescrever uma palavra que esté escrita no geradores de VB, e apresentar um
elemento em H,, como uma palavra escrita em fungdo dos geradores de H,,.

Vamos associar a palavra reduzida

€ € €;
u=a',az,...,a;,
a palavra
— €1 €2 €y
T(u) - Sklrall SkZﬂZ’ R A

nos geradores de H,, onde € = 1,4, € 0y,...,0,4-1,P1,..., Pu-1, € kj € um representante
do (j — 1)- ésimo segmento inicial da palavra u se €; = 1 e k; é um representante do
j-ésimo segmento inicial da palavra u se €; = —1.

O grupo H,, é obtido por relag¢des do tipo

Tup = ’c(pryp_l)

com p € A, er, é arelacdo definidora de VB,,.

Vamos denotar por r; = 0i0i410i07,,

o;'07, a primeira relagdo de VB,. Entdo,
-1 1

1
i+17

S

o/

— _ -1
e = T(V]) = 5¢,0:55,,014155i011,01415 -

T -1 T 11
i+1%; /01 0i0i+10i0;,10; 04,01+

S
0i0i4+10i0;1,0i+1 0i0i+10;0 19

-1 -1

Se,0;5¢,01415¢,0; e,a,-HSe,a,-Se,a;ll

— -1 -1 -1
= X1 Xir i+ 2 X541 X4 0 i1 X2

Portanto, a relacao
Xii+1Xi+1,i+2Xi,i+1 = Xi+1,i+2Xi,i+1Xi+1,i+2

é cumprida em H,,. As rela¢Oes restantes 71, com p € A,, podem ser obtidas a partir

desta relagdo usando a conjugacéo por p,

— . o | -1 ,.-1
T = PXiiv1Xis1,i+2Xii+1%; 41 140X iv1%i41,i02P

_ -1 -1 -1
= Xp(),pi+)Xp(i+1),p+2) X p(i),p(i+1)X p(i+1), p(i+2)X p(i), p(i+1) X pi+1),pli+2)
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e obtemos as relag¢des do tipo (2.2).

Considerando a proxima relacdo de VB,
- =1 -1 e <2
= 0i0j0; 0}, li—jl <2,

podemos novamente aplicar o processo de reescrita definido acima e obtemos que a

seguinte igualdade é valida em H,,

Toe = T(r2) = S50 05> s

o+ 1.7 T-1 1
] Oio']'cfl._ ,0; Ul'(f]'G]._ g.,0;

jori

1 1
X is1Xj 1 Xii+1X) j+1-

Note que conjugando esta relacdo por todos os representantes de A, e aplicando
o Lema 2.13, obtemos as relagdes do tipo (2.3). E evidente para as relagdes que definem
o grupo S, porque s, ,, = e paratodo p € A, e p;.

Por fim, podemos considerar a relagdo mista entre os geradores ¢ e p:
_ -1
13 = 0i4+1PiPi+10; " Pi+1Pi

Usando processo de reescrita, obtemos,

-1
Ui+1pipi+10[],0i
_ -1
= Xis1,i+2(PiPir1X] 41 Pis1Pi)

= €.

13,e = ’C(1’3) = Se0i48

Assim, terminamos a prova para a apresentagdo de H,,. O

O corolério a seguir é uma consequéncia direta do Lema 2.13 e do fato de que

a se¢do natural 9: S, — VB, estd bem definida.
Corolario 2.16. O grupo VB, é isomorfo a H, = S, onde S, age por permutagio de indices.

Através da apresentagdo de H, percebemos que este grupo é o fecho normal
de B, em VB,.. A préxima proposigdo nos tras algumas consideragdes sobre H, através

de sua série central inferior.

Proposic¢ao 2.17. Seja H,, o fecho normal de B,, em VB, as sequintes propriedades sdo vilidas

(i) O grupo H, é isomorfo a Z + Z. que é residualmente nilpotente.

(ii) O quociente I'1(H3)/T'2(H3) é isomorfo a Z & Z, e se n > 4, entdo I'1(H,)/T2(H,) é

isomorfoa Z.
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(iii) O grupo H, ndo é residualmente nilpotente e I',(H,) = I's(H,,) quando n > 3.
(iv) O grupo I'y(H,) é perfeito quando n > 5.

Demonstragio.

(i) Uma apresentacdo para H, é dada por H, = (x1,, %21 | —), note que H, é um grupo
livre com dois geradores, ou seja, {x12} gera uma copia de Z e {x,;} gera outra copia de
Z, assim temos que H, ~ Z +Z, como grupos livres sdo residualmente nilpotentes, H, é

residualmente nilpotentes.

(ii) No quociente I'; (H3)/I'2(H3), observando suas relagbes que sdo do tipo x;x = x4 j com

indices distintos e x; jxx; = xxx;; para todo indice, percebemos que
X12 = X23 = X371,

X13 = X32 = X21,

com isso temos que I';(H3)/I'>(H3) passa a ser isomorfo a Z @ Z.
No quociente I'i(H,)/I'2(H,), quando n > 4, dados dois elementos x; ; e x;, temos

o0s seguintes casos:

(1)Se j = kei # 1, a segunda relagdo x; jx;;x;; = x;1x; x;;, se torna
Xij = Xjl

em I'1(H,)/T2(H,), pois, x;llxi"].llelxi,]- € I',(H,).

(2) Se j # k e i =, analogamente temos que a relagao x; Xy, jX;x = Xi,jXixX,j Se torna
Xki = Xi,j

em I_‘1(1_111)/1—‘2(1_111)'

(3)Se j # lei=k, existe 1 <m < n distinto de j,/, k de tal forma que
Xkj = Xjm = Xmk = Xkl

em rl(Hn)/FZ(Hn)

(4) Se j =l ei # k, analogamente vai existir 1 < m’ < n distinto de j,/, k tal que
Xkj = Xjmr = X k = Xkl

em 1ﬂl(I{rL)/I—‘Z(I{n)

(5) Se i, j, k,1, sdo todos distintos, usando o elemento x;x e temos que
Xi,j = Xkl

em Fl(Hn)/FZ(Hn)
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(6) Por fim,sei =le j=k,escolnemos 1 < m,p < n distinto de i e j, obtemos a seguinte

sequéncia de identidades

Xijj = Xjm = Xmp = Xp,j = Xji

em I'1(H,)/T'>(H,), com isso todos os x;; sdo identificados em I';(H,)/I'»(H,), portanto,
I''(H,)/T>(H,) é isomorfo a Z.

(iii) Como H,, é o fecho normal de B, em VB, e B, ndo é residualmente nilpotente para

n > 3, entdo H, ndo pode ser residualmente nilpotente.

Agora, observe que a partir das relacdes do grupo de trancas de Artin no
Teorema 1.20, conseguimos perceber que I';(B,) é o fecho normal em B, pelo elemento
010, 1 desta maneira temos que I';(H,) também coincide com o fecho normal em VB,

pelo elemento 0,0,"'. Agora note que,

010, = Glogl

= 010,'07' 0

= 0507 020

= 02_10[101‘10102(7{10101

= 02_10[101‘105161020101

= aglolﬁailoglalozalm
= 02_10[102‘1020[165101020101

_ -1 _-1_-1 -1 -1 _-1
=0, 0, 0 02010 0; 0, 01020101

~1( -1 -1 -1 -1 _~1_-1
0] (07705,°0102)" 0] 0] 05 01020101

—17,-1 -1
04 [01 0, 0102,01]01

07'[[o1,02), 01]03

[[01,02],01]7".

Isso é, 010, = [[01,02],01]"" em B,, como VB, contém B,, entdo, 010, = [[01,02], 01]"
em VB,, portanto, I';(H,) = I's(H,) .

(iv) Vamos considerar o elemento 03051 em H, com n > 5, podemos escrever esse
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elemento como

0307" = 05" 020307"

= 05103_10302030I1

= 0,'0;'03020307"

= 05103_ 102030201_1

= 0;'03'0207' 01030207

= 05103_1020;1@026[1

= 0510510201'10302'10102

= 0;'07'0103'0207 0307 0105 04

= (0102) (0307 ") (0105 ") 0307 0105 ' (0102)

= (0102) *[0307", 010, '1(0102)

onde, [0307",010,'] = (0307") " .(010,") ) (0307")(010;") pertencem a I',(H,) e como

0307" = (0102) " [0307", 010,'].(010) temos que g30;" pertence a [I2(H,), T2(H,)]. Agora

-1
1 7

relacdes da apresentacdo de H, no Teorema 2.15, podemos notar que a apresenta¢do

tomemos um subgrupo normal N de H, que é gerado por o30;", considerando as
de H,/N envolve os geradores A;;, as relagdes (2.3), (2.4) da apresentacdo de H,
no Teorema 2.15 e a relacdo adicional de que 030" = 1, assim podemos escrever

030403 = 040304 COMO

010403 = 040104
040301 = 040401
0403 = 0404
03 = O04.

De maneira andloga e recursiva podemos reescrever as relagdes de tal forma que ob-
temos 01 = 0, = --- = 0,1 € como consequéncia, todos os Aij também vao ser iguais
para todo i e j. Desta maneira, temos que H,/N = Z e N 2 I';(H,). Como o comutador
de um grupo é o menor subgrupo normal tal que o quociente é abeliano, temos que
I2(Hy) € N < [[2(Hy), To(Ha))-

A inclusdo [T2(H,), I'2(H,)] € I'2(H,) segue imediatamente da Definicdo 1.38 de
série central inferior. Logo, I',(H,,) = [I'2(H,), I'2(H,)], ou seja, I',(H,) é perfeito.

Teorema 2.18. Os grupos H, e VP, ndo sdo isomorfos para n > 3.
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Demonstragio. Para mostrar que os grupos H, e VP, ndo sdo isomorfos basta observar
a abelianizac¢do de H, que foi dada no item (ii) da proposi¢do anterior e comparar com

a abelianizacdo de VP,. Note que, pelo item (ii) da Proposi¢ao 2.17 temos que,

Ty(H,) _ H,
FZ(Hn) B [Hn/Hn]

Agora vamos analisar o abelianizado de VP,. Quando n = 3 temos que

= (x| —) = Z.

I(VP,)  VPs
I2(VP,) ~ [VPs;, VPs]

= (M2, A3, A2z, Ao, Azp, Az | A jAk) = AxiA;j para todo indice)

note que, cada gerador A;; gera uma cépia de Z, entdo

VPs

— > N XTZXDZXZLZXZXZ =7°
[VP;, VD3]

de maneira analoga, podemos analisar o abelianizado quando n = 4,

VP
[VP ‘4/P ] = <A1,2/ /\1,3/ /\1,4/ /\2,3/ A2,41 A3,4/\2,1/ /\3,1, A4,1, A3/2’ A4]2, /\4,3 |
4, 4
AijAki = Ak para todo indice )

para todo indice, assim

VP,

2 I XVXDXDZXZXZXDLXLZXZXZXZXZ =77
[VPy, VP4]

Desta maneira, conseguimos notar que

VP,

W <Ak,[ | /\i,j/\k,l = Ak,l/\i,j para todo indice),

onde, 1 <k # [ < n. Com isso, notamos que,

VP” n(n-1)

~

[VP,, VP,] ~

Assim, como os abelianizados de H, e VP, sdo diferentes para n > 3, entdo os grupos

H, e VP, ndo sdo isomorfos. O

Como os grupos H, e VP, ndo sdo isomorfos, uma pergunta natural é se esses
grupos tem intersecdo ndo trivial, e sim, a intersecdo desses grupos nao é trivial. Com
isso podemos definir tal grupo a fim de compreender um pouco da sua estrutura.

Vamos considerar ¢ uma aplicacdo S, — Hom(S,) definida pela a¢do do grupo

simétrico sobre si mesmo por conjugacao.

Teorema 2.19 (Proposicao 22 [1]). O produto semidireto S, =S, admite a seguinte apresentagdo:
Geradores: s;, ticomi=1,2,...n—1

Relagdes:
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Wtz=s=1,parai=12,...,n-1;

(2) sisj = sjs;, para |i—j|>2;

(3) sisiv15i = Sip18iSiu1, parai=1,2,...,n—2;
(4) tit]' = t]'ti, para | i— ] |Z 2,'

(6) titisati = tinatitivy, parai=1,2,...,n—-2;
(6) tisjt; = sj, para |i—j|>2;

(7) tisiti = s, parai=1,2,...,n—-1;

(8) tiy1Sitiv1 = Siq18iSiv1, parai=1,2,...,n—2;

9) tiasition = si-asisizy, parai=1,2,...,n—1.
Vamos denotar o produto semidireto S, > S, como M,. Agora seja
V: VB, — M,

um homomorfismo definido por y(0;) = s; e P(p;) = t; parai = 1,2,...,n — 1. Chamamos
de grupo de trancas puras estendidas em 7 cordas o ntcleo de 1 e o denotamos por
EP,.

Sejam duas aplicagdes 1; e 1), de M,, em S,,, definimos 7; tal que
msi)=lem(t) =piparai=1,2,...,n-1;
e 1, tal que

no(si) = piema(t) =piparai=1,2,...,n—1,

onde p;comi=1,2,...,n -1, sdo os geradores usuais de S,,.

Proposicao 2.20. Sejam VP, e H, com apresentagdes dadas respectivamente no Teorema 2.9 e

no Teorema 2.15, temos que
(i) O grupo H, coincide com o niicleo de (11 o V).
(ii) O grupo VP, coincide com o niicleo de (1, o ).
(iii) O grupo H, N VP, coincide com o niicleo de 1.

Demonstracdo.

(i) Vamos lembrar da aplicagdo u da Secdo 2.2.2 tal que u(o;) = 1,u(p;)) = p; para
i=1,2,...,n—=1. Assim, quando fazemos a composic¢do de 1; com ¢ temos (1; oY) = p.
Portanto, os ntcleos sdo iguais.

(i) De maneira andloga, podemos lembrar da aplicagdo 3 da Sec¢do 2.2.1, tal que 9(0;) =

S(pi) = piparai=1,2,...,n—1. Desta forma quando fazemos a composicdo de 1, com

Y temos (1, o 1) = 9. Portanto, os ntcleos sdo iguais.
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(iii) Agora, seja x um elemento ndo trivial de H,, uma vez que H, é o fecho normal de
B, o elemento (x) pertence ao subgrupo gerado por s, ...,s,—1 que é isomorfo a S,.
Note que 1(s;)) = pi parai = 1,2,...,n — 1, desta forma segue que n(y(x)) = 1 se, e
somente se Y(x) = 1 e entdo 1, é injetivo em )(H,,). Portanto, se x pertence a H, N VP,

entdo x pertence ao nucleo v, ou seja, H, N VP, coincide com o ntcleo 1. O

Isso nos motivou a encontrar uma apresentagdo para essa intersecdo, que ¢
o grupo de trancas puras estendidas EP,. No préximo capitulo, usando o método
Reidemeister-Schreier damos uma apresentacao inédita para o grupo de trancas puras

estendidas EP, no caso de duas e trés cordas.
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Capitulo 3

Grupo de trancas puras estendido com

poucas cordas

Nesse capitulo, nos empenhamos em mostrar o processo para encontrar uma
apresentacdo do grupo de trancas puras estendidas nos casos den =2 en = 3 com o
método Reidemeister-Schreier. Essas Apresentagdo ndo eram conhecidas na literatura.

Seja

€:H,—>S,
o homomorfismo definido por

E(Xi,]') = e(xj,i) — pfz‘ﬂ...p/-,l

paral <i<j<n.

Proposicao 3.1. O homomorfismo € estd bem definido, o grupo EP,, é isomorfo ao niicleo de €

e o fecho normal de P,, em VB, estd contido em EP,,.

Demonstragido. O homomorfismo € coincide com a restricdo de H,, do homomorfismo v
dado na Segdo 2.2.1 e portanto EP, é isomorfo ao ntcleo de €.

Denotemos por ({P,))vs, o fecho normal de P, em VB,. Observe que

e(xiz) = e(x12%12) = €(x12)e(x12) = p1p1 =1,

2

1o € deduzimos

assim percebemos que ({P,))vs, é na verdade o fecho normal de ag =x

que ((Pn))vs, C EPy.
Por outro lado, vamos considerar a seguinte sequéncia exata curta:

1— <<Pn>>VB,1 - VBn - HBn - 1/

onde HB, é o grupo de tranga virtual planas ou planares, que é obtido adicionando

relacdes 07 = 1 na apresentagao do grupo VB,
47
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O grupo HB, contém elementos de ordem infinita, como por exemplo, o ele-

mento (0,p;)%. Portanto, deduzimos que ({P,,))y, ndo coincide com EP,. O

Na literatura ndo encontramos uma apresentagdo para os grupos de trangas
puras estendidas EP,, mas usando o método Reidemeister-Schreier, encontramos uma
apresentacdo para

EP, =kere:H, —> S,

assim com para,
EP; = kere : H; — S;.

As proximas sec¢des sdo dedicadas ao processo detalhado para exibir um
apresentagdo para o grupo de trancas puras estendidas com 2 cordas e para o gru-

pos de trangas puras estendidas com 3 cordas.

3.1 Apresentacao de EP,

Para usar o método Reidemeister-Schreier vamos definir ¢ nos geradores de H,
e observar o que acontece com esse geradores.
Seja {x12, x21} 0 conjunto de geradores de H,, aplicando a fungdo € nesses gera-

dores, temos que :
e(x12) = €(x21) = pa.
Note que, uma transversal de Schreier possivel é dada por
Ap = {e, x1o}.
Os geradores do ker ¢ = EP, sdo dados por
Sia = Aa(Aa)”!,

onde A € Ay ea € {x1p, x21}.
Agora vamos tomar e, o primeiro elemento da transversal de Schreier e consi-

derar os dois geradores de H, para construir os novos geradores, da seguinte forma:

_ ——\-1
SE,Xlz - ex12(ex12)
_ -1
- x12x12
= e
assim como,
_ ——\-1
Sexn = expi(exa)

_ -1
- x21x12
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Para o elemento xj, da transversal de Schreier e os geradores xip,x2; de H»

temos que:

Sxprn = x1212(X12X12) !
= xpxp(e)™?
w2
= X

assim como,

Sxpin = X121 (X12%21)
= xpx(e)

= X12X21.
Assim os geradores nao triviais encontrados para EP, sdo {xzpqzl, x%z, X12X21}.
Agora vamos encontrar as relagdes de EP,. Para isso, deveriamos conjugar as
relagdes de H, com os elementos da transversal de Schreier A,, mas H, é um grupo
livre, isto é, ndo temos rela¢des no grupo. Assim ker ¢ = EP, também n&o terd relagdes.

Desta maneira, conseguimos uma apresentacdo para o grupo de trangas puras

estendidas com duas cordas EP;.

-1 .2
EP2 = <SE,X21ISX12,X121 SX]z/le | _> = <x21x121x]21 x12x21|_>'

Note que EP, é isomorfo a um grupo livre de posto 3.

3.2 Apresentacdo de EP;

Para o caso em que n = 3 podemos repetir os mesmos célculos feitos através do
método Reidemeister-Schreier como no caso n = 2 acima. Vamos definir ¢ no conjunto
de geradores de Hj.

Seja,

{x12, %21, X13, X31, X23, X32},

o conjunto de geradores de Hs, temos que :

&(x12) = e(xa1) = szpl

= P2/
€(x13) = E(X31) = pfl)z = p‘gll
e(x3) = e(x3) = sz = pP2.

Uma transversal de Schreier possivel é dada por,

A3 = e, x12, X13, X12X13, X13X12, X12X13X12}
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Os geradores de kere = EP3 sdo dados por
S/\,a = Aa(ﬁ)_l

onde A € Ay ea € {x12, X13, X21, X23, X31, X32}.
Vamos tomar ¢, o primeiro elemento da transversal de Schreier e considerar os
geradores {x1, X13, X21, X23, X31, X32} de Hj para construir os novos gerados através do

processo de reescrita, da seguinte forma:

— -1
Se,xu = €x12(€x12)

_ -1 _

= X12Xyp, =6,

_ —\ -1
Se,x13 - ex13(ex13)

_ -1 _

- x13x13 =e

_ ——\-1
Sexn = exai(exa)

_ -1

- x21x12/

_ ——\-1
Sexyy = exp3(exz3)

_ -1

- x23x12/

_ ——\-1
Se,x31 = exzi(exs)

_ -1

- x31x13/

_ ——\-1
Se,X32 = exsm(exs)

_ -1

= X32Xqp-

Para o elemento x;, da transversal de Schreier e 0s geradores {x12, X13, X21, X23, X31, X32}

de H; temos que:

Svprn = Xllez(xllez)_1
= xppx12(e) ™
_ .2
= Xi
Sers = X12X13(X12X13)

xpx13(xX12x13) " = e,
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Svppn = x12x21(x12x21)_1
= xpx(e)™

= X12X21,

— ——\—1
lez,xzs = x12x23(X12X23)

= xpxa(e)

= X12X23,

_ —\-1
lez,x31 = X12X31 (x12x31)

_ -1

= X12X31(X12X31)

_ ~1..-1

- x12x31x13x12/

_ ——— -1
Stpan = X12X32(X12X32)

= xpxa(e)?

= X12X32.

Para o elemento x;3 da transversal de Schreier e 0s geradores {x12, X13, X21, X23, X31, X32}

de H; temos que:

v —\—1
Sx13rx12 = x13x12(x13x12)

xp3x10(x13%12) " = e,

Seprs = X13X13(X13x13) 7"
= xp3xis(e)”

_ 2
= X3/

Svppn = 9C133\721(3C133Czl)_1
= 13221 (x13%12) !

— -1,-1
= X13X21Xqp x13 s

Seinn = X13X23(X13X23)
= 3C139C23(3C133C12)_1

_ -1,.-1
= X12X23X15X13

Svprn = x13%31 (X13%31)
= x13%31(e) "

= X13X31,
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S

_ ————\-1
Xi3x3 X13X32(X13X32)

x13232(x13%12) !

-1,-1
X12X32X12 X13 .

Para o elemento x,x13 da transversal de Schreier e os geradores {x12, X13, X21, X23,

x31, X32} de H; temos que:

= -1
Sx12x13,x12 - x12x13x12(x12x13x12)

_1 _
X12X13X12(X12X13X12) " =€,

_ — 1
Sxpxnrs = X12X13X13(X12X13X13)

_ -1

= X12X13X13(X12)

_ 2 -1
= X12X93X15,

= -1
Sx12x13,x21 = X12X13X21 (x12x13x21)

_ -1

= X12X13%21(X12X13X12)

— -1,-1,-1
= X12X13X21X 1, X153 X5,

= -1

SX12X13,7€23 - x12x13x23(x12x13x23)
_ -1
= X12X13X23(X12X13X12)

— -1,-1,-1
= X12X13X23X1, X153 X 5,

- —\-1
SX12X131X31 = X12X13X31 (x12x13x31)

— -1

= x12X13%31(X12)

-1
= X12X13X31X15,

= -1
Sx12x13rx32 - x12x13x32(x12x13x32)

— -1

= X12X13%32(X12X13X12)

— -1,-1,-1

= X12X13X32X12 x13 X12 .

Para o elemento x13x1, da transversal de Schreier e os geradores {x12, X13, X21, X23,

x31, X3} de Hs temos que:

— -1
Sx13x12,x12 = x13x12x12(x13x12x12)

X13X12X12(x13) !

2 -1
X13X12X 13/
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= -1

Sx13x12,x13 = x13x12x13(x13x12x13)
_ -1
= Xx13X12X13(X12X13X12)

— -1,-1,-1
- x13x12x13x12x13x12/

= -1
SX13X12,X21 = X13X12X21 (x13x12x21)

— -1

= X13X12X21(X13)

-1
= X13X12X21X43,

— ——— 1
Sxppximam = X13X12X23(X13X12X23)

_ -1

= X13X12X23(X13)

-1
= X13X12X23X3,

= -1
Sx13x12,X31 = X13X12X31 (x13x12x31)

_ -1

= X13X12X31(X12X13X12)

— -1,-1,-1
- x13x12x31x12x13x12/

- -1
SX13X12,X32 - x13x12x32(x13x12x32)

— -1

= X13X12X32(X13)

-1
= X13X12X32X3.

Para o elemento x1,x13X12 da transversal de Schreier e os geradores {x12, x13, X21,

X23, X31, X32} de H3 temos que:

= -1
Sx12x13x12,x12 = x12x13x12x12(x12x13x12X12)

_ -1

= X12X13X12X12(X12X13)

_ 2 1.1
= X12X13X1pX13 X5,

_ —— 1
Sxpxpxnas = X12X13X12X13(X12X13X12X13)
_ -
= XppX13X12X13(X13X12)

— -1,.-1
= X12X13X12X13X15 X135,

= -1
Sx12x13x12,x21 = X12X13X12X21 (x12x13x12x21)

_ -1

= X12X13X12X21(X13X12)

— 1,1
= X12X13X12X21X15 X135,
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X12X13X12,X23

X12X13X12,X31

X12X13X12,X32

_ ——— 1]
= X12X13X12X23(X12X13X12X23)

-1
= X12X13X12X23(X12X13)

-1,.-1
= X12X13X12X23X13X15,

_ ———\ 1
= X12X13X12X31 (X12X13X12X31)

_ -1
= X12X13X12X31(X13X12)

_ -1,.-1
= X12X13X12X31X1p X135,

—_———— 1
X12X13X12X32(X12X13X12X32)

_ -1
= X12X13X12X32(X12X13)

_ -1,-1
= X12X13X12X32X13 X5 -

Feito todo esse processo de reescrita, encontramos 36 geradores, os quais vamos

renomear da seguinte maneira para facilitar a interpretagdo nos préximos passos.

a; =

a, =

az =

ag =

as

g =

C1

Cr =

S
=S
S

=S
S

C3 =

C4

Cy =

Co

€
€
€3
€4
€5

€6

=S
=S
=S
=S
=S
=S

€,X12 = el

€,X13 = el

Se,x21 = x21x12/

— -1
X3 — x23x12/

ex3 — x31x131

— -1
exs — X32x12,
— A2
X12,X12 x12/
Xi2X13 €
X12,X21 = x]2x21,

X12,X31

X13X12,X12

X13X12,X13

X13X12,X21

X13X12,X23

X13X12,X31

X13X12,X32

= X12X31X

- SX12,X23 = x12x231

-1,-1
13 x12

lez,xgz = X12X32,

2 -1
12x13 ’

X13X12X13X

X13X

X13X12X21X
X13X12X23X
X13X12X31X

X13X12X32X

7

11
12%13 %127
-1
137
-1
137
11
12%13 %12/
137

blz
bzz

bs
bs
bs
be

dy
d>

fi
f
fs
fa
fs
fe

X13,X12

X13,X13

X13,X21

:e’

=x

— -1
= X12X23X15, X

= X13XZ1X_1X_1

1277137
-1
137

X13,X31 = x13x3ll

=5
= Susz
=5
=S

X13,X32
X12X13,X12

X12X13,X13

X12X13,X23

X12X13,X31

=S
=S
= St
=5
=S
=S

X12X13,X32

X12X13X12,X12
X12X13X12,X13

X12X13X12,X21

X12X13X12,X31

=S5
=S
=5
=5
=S5
=S

X12X13X12,X32

= e,

= X12X
= X12X13X21X
= x12x13x23xI21xI§x12,
= X12X13X31X

= X12X13X32X

X12X13X12,X23

= X12X13X12X31X

— 1,-1
- x12x32x12 x13 ’

2 -1
13x12 4

a1
12%13 %127
-1
-1
127
a1
12%13 %12/
2 11
12%13 %127

-1,-1
X12X13X12X13X15, X3,

1,1
X12X13X12X21X15 X3,

1,1
X12X13X12X23X 3 X5,

X12X13X

1,-1
12 x13 4

_ —1,-1
= X12X13X12X32X,, X

137712 "

Agora podemos encontrar as rela¢gdes de EP; conjugando as relagdes de H; com

os elementos da transversal de Schreier A3, essas relagdes que sdo dadas por:

_ -1
rua = ArgA
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onde A € Az e r, é uma as relagdes de Hs.

Uma apresentacdo para Hj é dada por:

Hj = (x12, X13, X21, X23, X31, X32|11, 72, 13),

onde

_ —1,-1,.-1
r = x12x23x12x23 x12 x23/
_ -1,-1,-1
T2 = X13X32X13X35 X13 X35,

— -1,-1,-1
13 = X23X21X32Xpq X35 Xpq -
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Desta forma, teremos trés relagdes para serem conjugadas com os elementos

da transversal de Schreier As.

Para a primeira relagdo 11 = X12X23X12X,, X1, X553 € {€, X12, X13, X12X13, X13X12,

X12X13X12} temos as seguintes conjugacdes:

7"1,e

T1x1

T3

711031

— -1.,.-1.-1
- x12x23x12x23 x12 x23
— -1 .-1,-1 -1
= X12X23.X12X53 . X5 X15 -X12X)3

= S Sl.st o Ss)

X12,X23*~e,x23*~ X12,X12 "~ €,X237

1111
X12X12X23X12X53 X15 X33 X1
B 1 11
= X12X12.X23X12 .x12x12.x23 x12 .
1.-1
X3 X712

—_ -1 -1
- Sx12/x12 'Se/x23 'Sx12rx12 lez,x23 SX12,Xz3’

1111
X13X12X23X12X 3 X 15 X553 X3
3 1 1.1
= X13X12X13X 5 - X13X12Xp3 X5 -X13
111 ~1,-1
xu X13 xlz .x12x13x23 x13

= Srpman-Si am-Srhamn-Sr

X13X12,%23 *~ X13,X23 *~ X13X12,X12 ** X13,X237

X12X13X12X23 12X X1 X3 X153 X7
9512351396123@3Xl_glxl_zl -x12~x13x12x2_3}
X3 X5 X12X13X ) X X3 X 15 -X12X13X12
X3 X 13X,

S

S—l -1 -1
X12X13X12,X23 * X12X13,X23 7 X12X13X12,X12 * 7 X12X13,X237
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- ~1,-1,-1,-1,-1
Mxpry =  X13X12X12X23X12X53 X19 Xo3 X159 X13

= -1 -1,-1

= X13X12X12X43 - X13X23X 1, X153 .X13X12

-1 111 111
X12%X13 -X13X93 X19 X153 - X13Xp3 X1 Xq3

_ -1 -1
- Sx13x121x12 'Sx13/x23 'Sx13x121x12 ‘SX]3X12,X32 'SX13X12,X32/

r = X1oX13X 10X 10X X1 Xom X T b ]

Lxpxxy  — 12413A4124124234124 93 413 A3 412 413412

_ ~1..-1 “1,-1.-1
= X12X13X12X12X13 X5 -X12X13X23X 15 X153 X5 -X12X13X12
-1.-1 “1,-1.-1.-1 “1,-1.-1.-1
X12X13 X1 -X12X13Xp3 X19 X3 X5 -X12X13X93 X15 X13 X1
= -1 -1
=S 5 Sx12x13x12,x12 'Sx12x13x12,x23 'Sx12x13x12,x23 :

X12X13X12,X12 *~ X12X13,X23 *

5 — 1,-1,-1
Para a segunda relagao T2 = X13X32X13X3, Xl3 X5 € {6, X12, X13, X12X13, X13X12,

X12X13X12} temos as seguintes conjugacdes:

_ -1,-1,-1
T2e = x13x32x13x32 x13 x32
_ -1,.-1 -1..-1..-1
= X13X32X15 X13X13X12X13X 15 X153 X15 X12X13X12
-1,-1,.-1 -1
X33 Xq3 X1p X12X3;
_ -1 -1
- Sx13rx32 'Sx13x12/x13 'Sx12X13,X32 'Se,x3z/
— -1,-1,-1,-1
23, = X12X13X32X13X37 Xq3 X35 X1
_ -1,-1,-1 -1..-1
= X12X13X32X15 X153 X5 -X12X13X12X13X 15 X153 -X13X12

11 =11
X3p X13 X35 X1

_ -1 -1
- SX12X13,X32 -Sx12x13x12,x13 'lez,X32 leg,X32’
_ -1,-1,-1,-1

P23 = X13X13X32X13X3p X13 X35 X3

— -1 -1.-1..-1,-1
= X13X13.X32Xq, - X12X13X3p X5 X3 X5 - X12X13X12
-1..-1_-1 -1.-1
X13X15 X153 -X13X12X37 Xq3

-1 -1 -1
- Sx13rx13'serx32'leleaxlz,x32' X13X12,X31 *~ X13X32”7

_ T S B |
Toxpx; = X12X13X13X32X13X3) X3 X35 X13X 1)
_ -1 1111 -1
= X12X13X13.X32X 1, -X12X3p X153 X35 X15 X3 -X13X12X 3
111 111
X1p X153 Xqp - X12X13X12X35 X13 X5

= S S

S—l -1 -1

X12X13,X13 *~ X12,X32 *~ X13X12,X32 * 7 X12X13X12,X13 * X12X13,X327
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- B D D |
7’2,x13x12 - x13x12x13x32x13x32 x13 x32 xlz x13

— -1,-1,~-1 -1.-1

= X13X12X13X15 X13 X5 -X12X13X12X32X 13 X15 -X12X13

-1 111 111
X13%X15 -X12X3) X3 X3 -X13X3p X15 Xq3

— -1 -1 -1

- SX13X12,X13 -Sx12x13x12,x32 -Sx12x13,x13 'SE,X32 'SX]g,X13 'SX13X12,X32’
r = X12X13X12X13X30X13X s X A X e XA XA a7 )
2,x12%13X12 12413A412413432413433 413432 412 V13412

_ -1,.-1 -1 -1
= X12X13X12X13X5 X153 -X13X12X32X 5 - X13X13X3)
-1 -1.-1,.-1 -1,-1,-1,.-1
X1p - X12X13 X153 X1 -X12X13X35 X15 X3 X1

=S S S-St en-Seibers S

X12X13X12,X13 *~ X13X12,X32 *~ X13,X13 *~ X12,X32 *~ X12X13,X13 *~ X12X13X12,X32
Para a terceira relagéo r3 = x23x21x32x2‘11x521x;11 e {e, X12, X13, X12X13, X13X12,

X12X13X12) temos as seguintes conjugacdes:

— -1,-1,-1

T30 = X32X21X32X51 X35 Xoq
— -1 -1 -1 .-1,-1 -1
= X32Xq,-X12X21.X32X, .X12X21 .x32 X19 .x12x21

— -1 -1 -1
= Sepsy-Sxpia-Oe s -Sury -0 .S

€,X21 " X12,X32°7€,X217

- 1,1, -1, -1
T3x, = X12X32X21X32X51 X3 X1 X7y

— -1 -1..-1 -1 .,-1,-1
= X12X32.X21X5 -X12X32.X51 X1 -X12X35 . Xpq X1n

— -1 -1 c-1
- Sx12,x3z ’Sf—’,x21 ‘lez,x3z 'qu,xz] *De,x3 Y x12,X017
= -1.-1,~1.-1
T3x; = X13X32X21X32Xp) Xgp Xp7 X135

_ -1,.-1 -1 -1.-1
= X13X32Xq, X153 -X13X12X21X 53 .X13X32X 5 X153 .X13X12

11 111 1.1
X1 X153 -X13X3p X1 X3 -X13X12X51 Xq3

- -1 -1 -1
- Sx13,x32 5 X13X12,X21 .5 X13,X32 S X13,X12 5 X13X12,X32 5 X13,%21”
= -1,-1,.-1,-1,-1
r3zx12X13 - x12x13x32x21x32x21 x32 x21 xl xlz
3

_ -1,-1,.-1 -1,-1
= X12X13X32X15 X153 X5 -X12X13X12X21 X153 X1, - X12X13X32
-1,-1,.-1 -1,-1..-1 -1
X12 X13 X190 -X12X13X12X51 X153 Xq5 -X12X13X3,

111 111
X1p X153 X1p - X12X13X12X51 X13 X1

= -1 -1 -1
- Sx12x13,X32'SX12X13X12,X21'Sx12x13,x32'sxux13,xz1' X12X13X12,X32 *~ X12X13,X21”
- -1.-1,-1,-1,-1
T3xav, = X13X12X32X21X32Xp1 X35 X9 X15 X3

_ -1 “1,-1 -1 -1
= X13X12X32X13 - X13X21X15 X5 -X13X12X32X 5 - X13X5;
-1,.-1 -1.-1 -1,.-1,.-1
X1 Xq3 - X13X12X35 X3 -X13X91 Xq5 X13
= S S S

S—l -1 -1

X13X12,X32 *~ X13,X21 *~ X13X12,X32 *~ X13X12,X21 *~ X13,X32 *“~ X13X12,X21/
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crita, podemos escrever as relagdes que encontramos no processo de conjugagdo com
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— “1,-1,-1,-1,-1,-1
T3 xpx3x = X12X13X12X32X21X32 X1 X35 Xpq Xqp X13 X1
— -1,.-1 -1,-1.-1
= X12X13X12X32X13 X1, -X12X13X21 X1 X3 X5 -X12X13X12
-1,-1 -1,.-1..-1_-1 -1
X32X13X15 - X12X13Xp1 X5 X153 X715 -X12X13X12X3,
-1,-1 “1,-1,-1,-1
X13 X172 -X12X13X91 X15 X13 X715

= -1 -1
- Sx127€13X12,X32 'Sx12X13rX21 'SX12X13X12,X32 'Sx12x13x12,xz1 'SX12X13,X32 :

Assim, encontramos 18 relacdes:
Slost o slo=1,

X12,X23*~e,x23°~ X12,X12 "~ €,X23
g-1 -1 -1
X13X12,X23 *~'x13,X23 *~ X13X12,X12 * X13,X23 4

57 S e Sih i = 1,

S
S
Sx13x12,x23- X13,X23 "% X13X12,X12 * X13,X23
S
S
S

S Sk Sk =1,

X12X13X12,X23 * = X12X13,%23 * 7 X12X13X12,X12 * 7 X¥12X13,%23

S S St St =1,

X13X12,%12 *~7X13X12,X32 *~ X13X12,X32

S Sk St =1,

X12X13X12,X12 * < X12X13X12,X23 * X12X13X12,X23

X13,X23*

S

X13X12,X12*

X12X13X12,X12 *~ X12X13,X23 *

Sx13,x32'Sx13X12,x13'S;112x13,x32'Sf_,ch3z = 1’
Sx13,x13~Se,x32~5;112x13x12,x32- ;113X12,x31‘ J?1133532 =L

Sx13,x13-se,X3z- ;11236133612,9532' ;1139612,9631' ;1139632 = 1’

SX]2X13,X]3 -Sx12,x32 '5;1139612,9532 '5;11276139612,3(13 'Sglllea,xaz = 1’

Sx13x12,X13 'SX12X13X12,X32 'Sx12X13,X13 'Se_,91c32 ‘S;ll3,x13 '5;1133(12,3632 =1,

S S S Stoost St =1,

X12X13X12,X13 *~ X13X12,X32 *~ X13,X13 **~ X12,X32 *~ X12X13,X13 *~ X12X13X12,X32

-1 g-1 -1 _
ez -Oxipior - Sexan O O S =1,

€,X21 "7 X12,X32° 7 €,X21

-1 -1 -1 —
X12,X32 S €,X21 S X12,X32 S X12,X21 .S e,X32 S X12,%21 1'
S S

S8t St =1,

nNn O ”n ”h I O”n

X13,X32 *~ X13X12,X21 *~ X13,X32 *~ x13,X12 *~ X13X12,X32 *~ X13,X21
S S St St St =1
X12X13,X32 *~ X12X13X12,X21 *~ X12X13,X32 *~ X12X13,X21 ** X12X13X12,X32 **~ X12X13,X21 4
S S St st .61 =1
X13X12,X32 *~ X13,X21 *~ X13X12,X32 *~ X13X12,X21 ** X13,X32 *“ X13X12,X21 4
S S 5—1 -1 -1 —

X12X13X12,X32 *~ X12X13,X21 *~ X12X13X12,X32 *~ X1pX13X12,X21 *~ X12X13,X32 °~ X12X13X12,X21

Usando a notagdo adotada para os geradores encontrados no processo de rees-

os elementos das transversal de Schreier da seguinte maneira:

Para a relacdo r; temos:

bs = asbas,
bé = byasby,
€5 = C5€1Cs,
fs = dsfrds,
ez = e1Cse1,

-1
X12X13X12,X21
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2 _
f3 = fds fi.
Para a relacao r, temos:
Ce€e = ApCo,
de fz = Cobe,

Colds = C6€6f6/

dybe = d6f2€6,
exfela = esColls,
fre6b2 = fedabs.

Para a relacdo r3 temos:

agbsae = azbeas,
beazbe = bzaghs,
C6€3Ce = C366(C3,
de f3ds = ds feds,
fedsfe = fadef,

€6C36 = €3C4E3.

Podemos observar que os geradores a;, a3, by, ¢1, dy sdo triviais e bs, e5, f5 sdo
supérfluos, ja que podem ser escritos como combinagdo de outros.

Note também que ay, by, ¢4, dy € f; nd0 aparecem em nenhuma das relagdes
acima, desta maneira, estes geradores podem ser vistos como geradores de um grupo

livre de posto 5 que chamaremos de Fs.

Fs =(ay, by, c4, ds, f4 | —).

Seguindo com a anédlise do grupo EP;, notemos que os geradores as, by, s, ds, €1
e f1 se relacionam nas primeiras seis relagdes, oriundas da conjugacao dos elementos
da transversal de Schreier com a relagdo r;, mas ndo aparecem em nenhuma outra

conjugagdo, isso é, esses geram um grupo abstrato que chamaremos de G;.

Gl = <a5/ bl/C51 dSI el/ﬁ | RllRZI R3>I

onde as relacdes R; sdo,

R; : (asbias)* = byasby;

R;: (C56’1C5)2 = €1C5€q,

Rs : (dsfids)* = fdsfi;

Os geradores

{as, ae, b3, be, 2, C3, Co, da, d3, de, €2, €3, €4, €6, le f3}
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estdo interligados através da conjugagdo dos elementos da transversal de Schreier com

as relagdes r; e r3, assim formam um outro grupo abstrato que denotaremos por Go.

Gy = (as, as, b3, bg, Ca, C3, Co, Ao, d3, dg, €2, €3, €4, €6, fz, f3 | R1, Ry, R3, R4, Rs, Re, Ry, Rg),

onde as relacdes R; sdo

Ry : defz = cebs

Rz L Chllg = C6€4f6

R3 : dzbe = d6f236

Ry @ fresca = fodabe

R5 : a6d6f6d2 = C¢C6Crlg

R(, . b6a6b3a6b6 = b3a6b3bg1b3a6b3

. — -1
R7 - C6€6C3E6C6 = C366C3C, C366C3

Rs : feds frdsfs = fadefsfs ' fade f3

Como esses grupos ndo tem intersecdo, EP; pode ser escrito como um produto

livre entre os mesmos, ou seja,
EP3 =F5*G1*G2.

Essa é uma apresentagao para EPs.



[9]
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