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Resumo

Existem varias aplicacoes para as métricas sobre as Grassmannianas, como aprendizado de
maquina, comunicacao sem fio e visao computacional. No entanto, o calculo das distancias entre
subespacos de diferentes dimensoes apresenta desafios, especialmente devido a assimetria dimensi-
onal desses subespacos. Portanto, é necessario utilizar métricas assimétricas para lidar com essa
situacdo. Neste trabalho, estendemos a métrica Fubini-Study como um angulo assimétrico, que

possui propriedades Uteis e é de facil calculo.

Palavras-chave: Grassmanniana; Métrica assimétrica; Fubini-Study; Angulos entre subespacos;

Algebra de Grassmann.






Abstract

There are several applications for metrics on Grassmannians, such as machine learning, wireless
communication, and computer vision. However, computing the distances between subspaces of
different dimensions presents challenges, especially due to the dimensional asymmetry of these
subspaces. Therefore, it is necessary to use asymmetric metrics to deal with this situation. In this
paper, we extend the Fubini-Study metric as an asymmetric angle, which has useful properties and is

easy to compute.

Keywords: Grassmannian; Asymmetric metric; Fubini-Study; Angle between subspaces; Grassmann

algebra.
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Capitulo 1

Introducao

Os subespacos vetoriais sdo usados para representar dados em diversas areas, como analise e
mineracdo de dados [1, 2, 3], reconhecimento de padrdes e visdo computacional [4, 5], processa-

mento de sinais e comunicacdes, analise espectral e teoria dos grafos [6], etc.

A fim de avaliar a separacao entre conjuntos de dados, sdo empregadas diversas métricas em
Grassmannianas. As Grassmannianas consistem em conjuntos de subespacos de uma dimensao
especifica. Entre as métricas utilizadas estao a métrica Fubini-Study, a distancia geodésica, a Projecao

de Frobenius, a métrica Binet-Cauchy, entre outras [7, 8, 9].

Além disso, o Grassmanniano total, que contém subespacos de diferentes dimensoes, desem-
penha um papel importante em diversas aplicacdes, como reconhecimento de imagens, algebra

linear numérica e comunicacdo sem fio [10, 11, 12].

No entanto, as distancias disponiveis para medir a separacao entre subespacos de dimensoes
distintas, como distancia gap e gap de contencao [12], distancia simétrica [13], projecao de Frobenius
[11], entre outras [8], apresentam limitacoes significativas. Algumas dessas distancias ndo atendem
aos critérios de métrica valida, enquanto outras fornecem informacoes insuficientes ou ndo pos-
suem propriedades Uteis. Essas limitacoes surgem devido a assimetria inerente entre subespacos
de diferentes dimensoes, que nao pode ser adequadamente expressa pelas métricas simétricas

tradicionais.

A métrica Fubini-Study tem diversas aplicacoes, incluindo computacao quantica e comunicacao
sem fio [14, 15]. Além disso, possui propriedades interessantes, como ser uma métrica Riemanniana,
o que possibilita a utilizacdo de técnicas e ferramentas da geometria diferencial no estudo e analise

de subespacos [16].

Essa métrica emerge de forma natural quando se utiliza a Algebra de Grassmann para re-
presentar subespacos vetoriais. Ela € uma medida angular que quantifica a contracdo do volume
resultante das projecoes ortogonais entre os subespacos. Sua finalidade é representar a magnitude
dessa contracdo. E possivel estender essa métrica para uma versio assimétrica no Grassmanniano

total [17], por meio da utilizacdo de um angulo assimétrico que possui propriedades superiores em
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comparacao com angulos simétricos semelhantes.

A algebra de Grassmann [18, 19], também conhecida como algebra exterior, foi introduzida por
Hermann Grassmann, um matematico alemao, em sua obra principal intitulada "Teoria da Extensao

Linear, um novo ramo da matematica", publicada em 1844 [20].

Os elementos da algebra sdao multivetores, que sao generalizacoes multidimensionais do
conceito de vetor. Os multivetores simples, também conhecidos como blades, sao utilizados para
representar subespacos. Os produtos internos e externos entre esses elementos permitem estudar

as relacoes entre os subespacos e, principalmente, definir uma distancia entre eles.

A métrica Fubini-Study é uma ferramenta baseada nos angulos entre blades que representam
os subespacos. Sua definicao leva em conta a estrutura geométrica do espaco projetivo e permite
medir a distancia entre dois subespacos no Grassmanniano, oferecendo uma avaliacao precisa de

sua separacao.

As métricas assimétricas [21, 22], s3o um tipo de medidas de distancia em problemas que
envolvem a comparacao de elementos que possuem uma relacao assimétrica entre si. Por exemplo,
se houver ruas de sentido Unico, a rota mais curta do ponto A para o ponto B pode nao ser a mesma
gue a rota mais curta do ponto B para o ponto A. Outros termos para isso sdo “quase métrica” ou

“quase distancia” [23].
Esta dissertacao esta estruturada da seguinte maneira:

No Capitulo 2, serd dedicada uma secao para discutir a algebra exterior, explorando seus
conceitos fundamentais e sua relacado com a teoria dos Grassmannianos. Além disso, sera apresentada
uma breve descricao do mergulho de Pliicker, que desempenha um papel crucial na representacao
dos subespacos. Ainda neste capitulo, serao discutidas métricas utilizadas nos Grassmannianos,
examinando diferentes abordagens de medicao de distancia entre subespacos. Por fim, uma atencao
especial serd dada a exploracdo e analise de métricas assimétricas, que possuem propriedades

distintas e oferecem uma perspectiva Unica na comparacao de subespacos.

No Capitulo 3, é realizado um estudo aprofundado sobre o angulo assimétrico. Nesse capitulo,
sao exploradas suas propriedades e caracteristicas, oferecendo uma compreensao mais abrangente
sobre o assunto. O capitulo também encerra com algumas observacoes sobre a relacdo do angulo

assimétrico com produtos da algebra de Grassmann.

Além disso, esta tese tem dois apéndices que tratam de aspectos complementares e relevantes
do estudo. O Apéndice A apresenta topicos especificos e basicos de algebra linear. O Apéndice B

trata um pouco da topologia de quociente.



Capitulo 2

Preliminares

Neste trabalho, serdo utilizados somente espacos vetoriais reais com produto interno (-,-). O
v, W
( ) )e [0, ]. Para
ol -lwl

um subespaco W c R”, a projecao ortogonal de R” sobre W é denotada por Py : R"” — W

angulo entre vetores v, w € R” diferentes de zero é dado por 8, = cos™! (

2.1 Algebra exterior (Algebra de Grassmann)

Nesta secao, apresentamos brevemente algumas definicdes que serdao usadas ao longo do
trabalho. Usaremos ideias e conclusoes de livros didaticos introdutérios sobre algebra exterior, como

[18] ou [19], que ndo sdo apresentados aqui, mas podem ser encontrados nessas referéncias.

A dlgebra exterior de Grassmann de R" é uma algebra graduada

p n p 2 n
AR'=P ANR"=P AR"=RoR"s AR"®---& /\ R",
p=0

peZ

onde A\’ R” =R, A! R” = R" e AP R" = {0} para p ¢ [0, nn]. Ela tem um produto exterior

pt+q

p q
A AR x AR" = A R”,
com as seguintes propriedades, para A,B,Ce A\ R":
e Bilinearidade: AAN(B+C)=AAB+AAC,AAN(AB)=A(AAB),comALeR;
e Alternatividade: AAB=(-1)P9(BAA),se Ac AP R"eBe A\YR";

e Propriedade associativa: AAN(BAC) = (AAB)AC.

Observacao 2.1

Em particular, vA w =—-w A v para todo v, w € R”, logo v A v =0.

Elementos de A R" sao multivetores, os de AP R" sdo p-vetores, e sio combinagdes lineares de

blades (ou multivetores simples): uma blade de grau p, (ou p-vetor simples), € A= v; A--- A V),
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UNDVDNW
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Figura 1 - Em R3 um 0-blade é um escalar A, um 1-blade é um vetor u, um 2-blade é apresentado
como um paralelogramo u A v, e um 3-blade como um paralelepipedo u A v A w. Suas
normas sao |A|, o comprimento de u, a dreade uAveovolumede unvaAw

[] = {0}

N
>

u
v 7

com vy,...,Up € R". Temos A # 0 se, e somente se, os vetores vy,..., Vp € R” s3o linearmente
independentes, e nesse caso A representa o paralelepipedo orientado gerado por vy,..., v, (Figura

1), e também representa um subespaco
[A] =span{vy,..., vy} ={veR" : UAA=0}.

Dadas duas p-uplas de vetores linearmente independentes vy,...,v, €R" € uy, ..., u, € R", essas
p-uplas geram o mesmo subespaco V de R” se, e somente se, existe um escalar 0 # 1 € R, tal que
VA AVp=A (u1 A A up). Se A = 0 dizemos que essas blades tém a mesma orientacdo, em caso

de que A < 0 entao elas tém orientacdo oposta.

O volume p-dimensional do paralelepipedo gerado pelos vetores vy, ..., v, € R" é dado por

(vi,v1) -+ (v, Up)

vol(vy,...,vp) =/det({vi, vj)) = |det

(vp,v1) -+ (Up, Up)

O determinante det((v,—, vj)), conhecido como o determinante de Gram (ou Gramiano), s6 sera
diferente de zero quando os vetores vy, ..., v, € R" forem linearmente independentes, ja que volume
p-dimensional de um paralelepipedo degenerado (isto &, contido em um subespaco de dimensao

< p) deve ser nulo.
Definimos o produto internode A= vy A---Avy € B=wy A+ A wy, por
(v, wy) -+ V1, Wp)
(VI A ANUp, w1 A+ Awp) =det((v;, w;)) = det : : ) (2.1)

(Vp,wr) -+ (vp, Wp)

Como o determinante de uma matriz € uma funcdo multilinear alternada de suas linhas e de suas

colunas, é possivel demonstrar que o produto interno é bem definido. Como o valor det(( v, w]-})
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nao se altera quando se trocam as linhas pelas colunas, segue-se que (2.1) € uma forma simétrica,
isto &, det({v;, w;)) = det({w;,v;)). Pela parte anterior, onde o volume foi definido, temos que
det((vi,v;)) = 0paratodo vy A---Avy, e A= v A--- A V), # 0 implica que det ((v;, v)) > 0. Portanto,
(2.1) induz um produto interno em AP R". Ele é estendido a A R” pondo (A,B) =0 se A e B tiverem

graus diferentes.

Assim AP R fica munido de uma estrutura de espaco vetorial euclidiano, relativamente ao
qual o comprimento de um p-vetor A = v; A -+ A v, coincide com o volume p-dimensional do

paralelepipedo determinado em R" pelos vetores vy, ..., v,. Vamos escrever
Al = V(A A) = det(( Vi, l}]>)

Algumas propriedades Uteis que usaremos mais adiante sdo:

e Paratodo u,veR" temos [[uA vl = |lull-|v]-sen(6,,,), pois:
u,u) (u,v
lun v|?=det ), v)
(v,uy (v, v)

2 2 2
= lul”-llvll® - ({u, v))

2 2 2 2 2
=[lull“-lvll©—=lull®-lvl®-cos* (@)

2 2 2
= lull*- vl -sen” (6,y).

e DadosA=viA---AvpeB=wiA---Awgy,se [A] L [B], entdo |[AAB| = [A]l-[IB]. De fato, em

primeiro lugar (v;, w;) =0 paratodo i € {1,...,p} e je{l,..., q}, logo

(<vi, v))) ‘ Opxq

Ogxp ‘ ((wi, wp))

IAABI|? = det =det((v;, v;))-det({w;, w;)) = [AI*-BI* (2.2)

SeB={ey,...,ep} é base do subespaco V < R", uma base de AF V< A\¥ R" ¢ dada por
{eiNnej i1 <---<ip<p}l

Ela é formada pelos produtos exteriores de cada combinacao (no sentido de combinatéria) de k de

esses vetores, sendo ortonormal se B for. A dimensdo de AFV é

k !
. P _ p:
dlm(/\V) = (k) = Tl TR
Assim,

dim (/\ R") = pé) dim (/P\ R") - pio (Z) = 2",

Se V= [A] paraum p-blade A=v; A--- A v, # 0 entdo

p
N [Al={cA:ceR}=span{vi A---A vy},
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é uma linha (subespaco de dimensao 1) em AR".

Toda transformacao linear T: R"” — R” se entende a um morfismo exterior T: A\ R" — A\ R",
gue é uma transformacao linear tal que T(AAB) = T(A) AT(B). Em particular, a projecao ortogonal
Pw :R" — W se estende a Py : A R” — AW, com

Pw (L1 A Avp) =Pw (i) A= APw(vp).

E pode se mostrar que essa Py estendida é a projecio ortogonal de A R” em A W. De fato, é claro

que Pw (v1 A+~ A vp) € AP W, por outro lado, pondo vl.l = v; —Pw (v;) parai€{l,..., p}, temos

vl/\---/\v,,:(PW(v1)+vf)/\---/\(PW(vp)+v$)

:(PW(vl)/\---/\PW(vp))+(Pw(vl)/\---/\v;)+---+(vf/\---/\PW(vp))+(v1i/\---/\vj).
Logo,
viA-AUp—(Pw (V1) A+ APw (vp)) = (Pw(vl)/\---/\v,j)+---+(v1l/\---/\PW(vp))+(v1l/\---/\ v;).

Sejawi A+ Awpy € AP W e levando em consideracio que (vl.L, w;)=0paratodoie{l,..., p}, temos

(Vi A AV =Pw (WD) A APw (vp), Wi A Awp) =
:((Pw(vl)/\---/\ v;)+---+(v1l/\---/\PW(vp])+(UIL/\---/\ v;),wl/\---/\ww

1 1 L L
= (PW (VD) A AV, WL A AWp) +-+ (V) Ao AP (Vp), Wi A= Awp) + (V7 Avee A D

p,wlA"'AwP)

=0.
Como vale para todo wy A---Aw), € AP W, segue-se que

p
VIA-A Up—PW(Vl)/\"'/\PW(VP)J'/\W'

2.2 Angulos principais

Arelacado deinclinacdo entre subespacos em dimensoes elevadas nao pode ser adequadamente
representada por um Unico angulo. Isso requer uma lista de angulos principais, também conhecidos
como angulos de Jordan ou canénicos, que sido descritos em [9, 24, 25]. Esses angulos foram
inicialmente introduzidos por Jordan em 1875 [26] e sdo amplamente utilizados em areas como
estatistica, analise numérica e outras disciplinas, e no estudo de Grassmannianas. Existem tambem
outros conceitos de angulos entre subespacos em R”", conforme discutido em referéncias como

[27, 28].

Definicdo 2.2
Bases ortonormais By = {ey,...,e,} € Bw = {fi,..., f4} dos subespacos V,W c R" respectivamente
sdo bases principais associadas, formadas por vetores principais, se
0 se [#];
(ei, fi) = { (2.3)

cos(@;) se i=j,
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paratodol<i<p,1<j<g,onde

0<61<---=0,,<

YN

sdo os angulos principais de V e W (m = min{p, gq}).

As bases principais podem ser obtidas através de uma decomposicio de valores singulares’
da projecao ortogonal P:V— W, se 01 = --- = 0, Sdo seus valores singulares entao cos(0;) = 7;.
Portanto, os cos?(6;)’s sdo os autovalores de P*P se p <q,ouPP* se p> g, (onde P* é a adjunta de
P) enquanto os e;’s e f;'s sdo autovetores ortonormais de P*P e PP* respectivamente. Os 6;’s sdo

definidos de forma Unica, mas os e;’s e f;'s ndo sao.

Uma maneira de descrever isso de forma recursiva é que os vetores e; e fi estao relacionados
pelo angulo minimo
0, =min{0,,, : 0ZveV,0# weW}.

Em seguida, nos complementos ortogonais desses vetores, encontramos da mesma forma os ve-
tores e, f> e 0 angulo 6, correspondente. Esse processo continua repetindo-se, gerando vetores
e subespacos adicionais com angulos minimos. Para i > m, outros vetores sao selecionados para

completar uma base ortonormal.

Exemplo 2.3

Consideremos a base canénica de R?,

V1= U2 U3 = Vg = Us =

S © o o -

I
oS o © ~= O

o O = O O

o = O O O

- o O O O

Tomando
1 1 1 1
e125(\/§U1+v4):§(\/§,0,0,1,0) e 6225(\/5122-}-1)3):E(O,\/g,l,o,())

temos que By = {e}, e2} € Bw = {f1 = 11, f> = V3, f3 = U5} sdo bases principais de V = span{e;, e»} e
W = span{fi, f2, f3}, pois min{dim (V),dim (W) } = 2 e temos

3 3
‘(el,ﬁ):% = cos(@l):g — 91:%

e (e, f2) =(ez, f1) =(e1, f3) =(e2, f3) =0

1 1
i <eZ) f2> = E - COS(GZ) = 5 = 02 = z

Logo, os angulos principais de V e W sao 8; =30° e 6, = 60°.

' Para obter mais detalhes sobre essa decomposic3o, é recomendavel consultar a referéncia [29]
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O resultado a seguir revela que qualquer conceito de distancia entre subespacos deve ser
determinada pelos angulos principais e pelas dimensoes dos espacos, para que nao se altere quando

€ sujeita a transformacdes ortogonais.

Proposicao 2.4
Dados dois pares (V,W) e (V;,W;) de subespacos de R”, com dim(V) = dim(V;) e dim(W) = dim(W,),
existe um transformacao ortogonal levando V para V; e W para W; se, e somente se, ambos os pares

tiverem os mesmos angulos principais.

Demonstracdo. Ver [30]. O]
Lema 2.5
Com a notacao da Definicdo 2.2 acima, sejaA=e; A Aep,.
b4 ..
1. SeV L WentdaoPw (V) =[fiA---A fi] para k = max{i 1 0; # E}’ e os angulos principais entre
VePy(V)sao0y,...,04.

2. Pw(A) =cos(01)---cos@,) fi -+ A fp se p < g, caso contrario Py (A) = 0.

3. [PwA)]=Pw (V)<= Pyw(A)#00ouV_LW.

Demonstracao. Temos que

Pw(ei):{ cosO@nfi se i=m

se Ii>m,

onde m = min{dim (V),dim (W) }. Logo,

Prova 1. Como Py (e;) =cos(0;)fi #0 < i<k,

Pw (V) = span{Pw (e1),...,Pw(ep)}
=span{Pw(e1),...,Pw(ex)}
=spanifi,..., fx}
=[finA fil

Alem disso, {ey,...,ex} € {f1,..., fx} sao bases principais de V e Py (V), com 04,...,0 seus

angulos principais.
Prova 2. Vamos inicialmente assumir que p < g, e sendo A=e; A--- A ej,, obtemos que
Pw (A) = PW(el/\---/\ep)
=Pwl(e1) A--- APwlep)

= COS(Ql)fl VARRRWA COS(Hp)fp

=c0s(01)---cos(@p) fi A+ A fp.
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Se p > q. Entdo o conjunto de vetores {Pw(e1),...,Pw(ep)}, sdo linearmente dependentes logo

Pw (A) =Pw(e1) A--- APw(ep) =0.
Prova 3. SeV L W entdo Py (A) =0 e Pw (V) ={0}. Se V L W entao

P
Pw(A) #0 < [] cos@) (fin-Afp)#0

i=1

(=>0p;ég (k=pemn1)

= PwMV)=[fin--Afpl =[Pw(A)] (por2). O

2.3 Grassmannianas

Nesta secdo, estudaremos os conceitos basicos de Grassmannianas e o espaco projetivo. E
feita também uma descricao do mergulho de Pliicker, que estabelece uma conexao essencial entre

as Grassmannianas e o espaco projetivo da algebra exterior [25, 31].

Definicao 2.6 (Primeira definicdo de Espaco Projetivo)

Em X = R™*! — {0}, definimos uma relacio de equivaléncia ~ pondo
X~y<= y=txparaalgumt¢#0.

O espaco quociente RP" = X/ ~ chama-se o espaco projetivo real n-dimensional. Também usamos a

notacao P(X).

Observacao 2.7
Geometricamente, cada classe [x] = {y : x ~ y} € RP" pode ser identificada com a reta em R™1 que

passa pela origem, cuja direcdo é dada pelo vetor x. Ou seja, RP” = {Linhas em R"*!}.

Consideremos a aplicacdo quociente 7 : X — RP” que leva cada ponto x € X para sua classe de

equivaléncia, e fixemos um subconjunto aberto A c X, temos:
a (m(A) ={xeX: x~aparaalgumac A}

={xeX:x=taparaalgumt#0e ac A}

= {ta:acA}.
170

Cada conjunto tA = {ta : a€ A} é aberto, logo 77! (m (A)) é aberto, pois é a unido arbitraria de
conjuntos abertos. Por outro lado, da definicdo de topologia quociente, temos que 7 (A) é um

conjunto aberto em RP”, portanto 7 € uma aplicacio aberta.

Vamos agora provar que a topologia

1={UcRP" : 7! (U) é aberto emX}
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em RP” é de Hausdorff. Consideremos a funcao ¢ : X x X — R, dada por:
2
px,y) =3 (xiyj—x;yi)
i#]

para todo x, y € X obtemos que:

P, N=0=x;yj-Xxjyi=0,i#J;
< y; = tx;para algumt #0;
—=x~}.

ou seja
R={(x,y) eXxX:x~y}=¢(0).

R é um conjunto fechado em X x X uma vez que ¢ é uma funcao claramente continua, o que implica

gue o espaco topologico (RP”, 1) é de Hausdorff pela Proposicao B.4, localizada no anexo.

Outra maneira de pensar o espaco projetivo real € como um espaco quociente de uma n-esfera

com antipodas identificadas.

Definicdo 2.8 (Segunda definicdo de Espaco Projetivo)

EmS” ={xeR"!: ||x| =1}, para cada n € N definimos uma relacdo de equivaléncia ~ pondo
x~y<x=youx=-y (x,yeS")
denotamos o espaco quociente S/ ~ como P".

Observacao 2.9
A aplicacdo do quociente 77 : S™ — P, definida por 7 (x) = [x] = {x, —x}, é semelhante a parte anterior.
Podemos dizer que U é um conjunto aberto em P" se 7~ (U) é um conjunto aberto em S”, onde

S" é dotado da topologia induzida de R"*1,

Observacao 2.10

A aplicacao 7 : S — P" é continua e sobrejetiva, temos que 7 ($") = P" é compacto e conexo.

Proposicao 2.11

O espaco RP" é homeomorfo a P”.

Demonstracdo. Seja n|§n : $" — RP" a projecao. Dois pontos x,y € $” tém a mesma imagem
conforme 7|, precisamente quando x = £y, ou seja, x ~ y < 7|, (x) = 7|4 (). Considerando o
seguinte diagrama,

Sl’l

N

/A

n___ n
P" — >~ RP

segue do Teorema B.3 de passagem ao quociente, que ¢ é uma bijecao continua. Como P" é

compacto e RP" é Hausdorff, obtemos que ¢ é um homeomorfismo. [
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No espaco projetivo real, a distancia entre linhas é seu angulo. Chamamos o angulo entre
linhas de distancia Fubini-Study? dgs, dada por,

I{u, w)| )_
o0 | — YKL

drs(K,L) = drs (span{u}, span{w}) = cos™! (
el - lwll

onde K = span{u} e L = span{w}. P" é um espaco métrico com essa métrica.

Definicao 2.12

Para qualquer inteiro 0 < p < n, denotamos por:
Gr, (R")={VcR" : dim(V) = p}
o conjunto de todos os subespacos de dimensao p de R”, chamado de Grassmanniana.

Observacao 2.13

Para cada namero inteiro 0 < p < n, o conjunto Gr,(R") pode ser naturalmente dotado de uma estru-
tura de variedade diferenciavel de dimensao p(n— p). Essa estrutura é conhecida como variedade de
Grassmann. A construcdo de uma estrutura diferenciavel em Gr, (R") € um processo complexo; para

obter mais detalhes, recomenda-se consultar as seguintes referéncias bibliograficas: [25, 31, 32].

Observacao 2.14

Note que Gr; (R”1) é exatamente o espaco projetivo n-dimensional RP”.

Definicao 2.15

Chamaremos Grasmanniana total o conjunto que representa todos os subespacos de R”, ou seja:

Gr(R") = QO Gr, (R").

O espaco é chamado “total” porque inclui todos os subespacos de R”, incluindo o subespaco

de dimensao zero (ou seja, o espaco reduzido a apenas o vetor nulo) e o proprio R”. Assim, é uma

unido disjunta de variedades de dimensoes diferentes.

Observacao 2.16
O Grassmanniano total tem, em geral, uma topologia natural de unido disjunta em que cada Gr, (R")

€ uma componente conexa.

O Grassmanniano Gr (R") pode ser mergulhado no espaco projetivo P (AR™). Essa construcao
¢é conhecida como o mergulho de Pliicker, nomeado em homenagem a Julius Pliicker3. O mergulho de
Pllicker é descrito detalhadamente em [33] e é uma ferramenta fundamental na geometria algébrica

e na teoria de variedades.

2 Ela foi estudada pela primeira vez por dois importantes gedmetras de um século atras: Fubini (1903) e Study (1905).
Para mais detalhes, consulte [16].

3 Julius Pliicker (1801 — 1868) foi um matematico e fisico alemao conhecido por suas contribuicdes na geometria
projetiva.
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O mergulho de Pliicker associa a cada elemento V € Gr), (R") o produto exterior
etn---Nepe AR,

onde {ey, ..., ep} € uma base de V. E importante notar que diferentes bases para o mesmo subespaco

gerardao multiplos do mesmo produto exterior. Isso descreve uma aplicacao bem-definida

p
Grp(R”)MP(/\ R”),
gue leva V na linha A? V. Esse mergulho permite levar a distancia Fubini-Study do espaco projetivo

para a Grassmanniana. Sejam {ej, ..., ep} € {f1,..., fp} bases principais de V e W, respectivamente.

Entdo, ey A---Aep e fiA--- A fp séo p-vetores unitarios. A distancia Fubini-Study entre Ve W é dada

por:
eP(APR™)
€Grp (R")
—— p p
des (V,W) = des| AV, A\ W) =drs(spanfe; A---Aeph,span{fi A--- A fp})
Pllicker

L[ Ker A Nep, fi A A )
lex A== Aepllllfi A=A fpll

p
=cos! H (ei,fi>)
i=1

=CoS

14
=cos! H cos (Hi)).
i=1

2.4 Métricas sobre as Grassmannianas

As Grassmannianas admitem muitas métricas, que levam a abordagens de diferentes problemas.

Esta secao descreve algumas dessas métricas.

Sejam V,W € Grj, (R") e consideremos By = {ey,...,e,} € Bw = {fi,..., fp} bases principais dos

subespacos vetoriais V e W respectivamente com angulos principais 6, <--- <0,

e A distancia Fubini-Study [34, 35]
p
drs(V,W) = cos™! (H cos(@i)) (2.4)
i=1
E uma distancia geodésica através do espaco ambiente P (A” R”) no mergulho de Pliicker, e

um angulo que mede a contracao de volume. Esta métrica leva valores entre zero e %

e Adistancia geodésica [31, 34]

dg(V,W) =/ 05 +---+06%

s . /A . . . .
Esta métrica leva valores entre zero e %ﬁ. Do ponto de vista da geometria Riemanniana, a
distancia geodésica é muito natural: é o comprimento da geodésica minimal (em relacdo a
drs) ligando Va Ww.
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Projecdo de Frobenius [1, 11]

p p
dor = \l Y llei—Pw(e)|? = J Y sen?(0;). (2.5)
i=1

i=1

Binet-Cauchy [1]

p
dBC = J 1- 0082(3,’)
i=1

Asimov [36]
da=0,.

Gap [1, 7, 37].
§ = le, —Pw(ep) |l =sen(6,)

2.5 Distancias na Grassmanniana total

SejamV € Gr, (R") e W € Gr; (R™) com angulos principais 01, ..., Omin{p,q; associados com bases
principais By = {e1,...,ep} € Bw = {fi,..., f4}. Na Grassmanniana total Gr (R™), temos as seguintes

distancias:
e A distancia Fubini-Study total é obtida através do mergulho de Pllicker total, ela estende ds

trivialmente, pois blades de graus diferentes sdao ortogonais, logo an(v,W) = % quando p # q.

e Projecdo de Frobenius [10, 11]

min{p,q} 2
dpF:( Y senZ(H,-))

i=1
Nao satisfaz uma desigualdade triangular em Gr (R") (por exemplo, considere 2 linhas e o

plano formado por elas).

e Distancia direcional [38] Generaliza dpr via

VXh_ sen?(6;) se psgq;
d(v,w) = J

p
> llei —Pw(enl? =

i=1

\/P—Q+Zl-qzlsen2 ) se p>gq,
Nao se sabe se ela satisfaz uma desigualdade triangular. Para p e g fixos, seu minimo é

vmax{0,p—qg},seVcWouWcV.

e Distdncia simétrica [13, 38]

. . min{p,q}
ds (V, W) = max{d (V,W),d (W, V)} = J Ip-ql+ Y. sen?(6))

i=1

E uma métrica. Para p e g fixos, seu minimo é \/|p— gl,se VcWou W c V.
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e Gap de contencdo [37] E uma métrica assimétrica que generaliza b via

sen(0,) se p<gq;
o(V,W) = ”ep — PW(ep)” — { ( P) p=dq
1 se p>q,

Como 6 (V,W) =0 < VcW, ele mostra o quao longe V esta de estar contido em W.

* Gap [37]
5 0 — g
5(v,W):max{a(v,W),(s(W,V)}:{ sen(0,) se p=q
1 se p#4,

E uma métrica que estende 4 trivialmente.

Se dim(V) # dim (W), as distancias aps V,W) = % ed(V,W)=1,ou seja, elas tém valores fixos e nao
proporcionam novas informacoes. Como § e 5 n3o consideram todos os angulos principais, sao
distancias fornecem poucas informacoes. A falta da desigualdade triangular limita a utilidade de
dpr e (possivelmente) d. O fato de ds(V,W) # 0 mesmo quando V Q W é inconveniente em algumas

aplicacoes.

2.6 Meétricas assimétricas

Existem métricas assimétricas, como mencionado em referéncias como [21, 22], que n3o
requerem a propriedade d(x, y) = d(y, x). Essas métricas sao encontradas em contextos como grafos
direcionados ou variedades de Finsler. Outros termos utilizados para descrever essas métricas sao

“quase métrica” ou “quase distancia” [23].

Definicao 2.17
Uma métrica assimétrica em um conjunto ndo-vazio M é uma funcdo d : M x M — [0,00) tal que,

para x,y,z€M,

1. Condicdo de separacdo: d(x,y) =d(y,x) =0 x=y;
2. Desigualdade triangular orientada: d(x, z) < d(x, y) +d(y, z).

Observacao 2.18

Ao invés do item 1, alguns autores adotam uma condicao mais forte, d(x,y) =0 <= x = y.

Observacao 2.19

A ordem de x, y, z € importante no item 2.

Definicido 2.20
Um espaco métrico assimétrico € um par (M, d), onde M é um conjunto e d € uma métrica assimétrica

em M.
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Uma métrica assimétrica d em M induz outra métrica assimétrica d~, definida por
d (x,y) =d(y,x), paratodox,y e M,
conhecida como a conjugada de d.

Proposicao 2.21

Seja (M, d) um espaco métrico assimétrico. Se define d:MxM — [0,00) pela equacao
d(x, ) = max{d(x, y),d” (x, )}.

Entao d € uma métrica em M.
Demonstracdo. Vamos provar que d satisfaz as propriedades de uma métrica.

e Ndo negatividade. Para todo x, y € M é claro que d(x, ¥) =0, e o Unico ponto a uma distancia

zero de x € o mesmo x, pois
d(x,y) = 0 < max{d(x,),d”(x,7)} =0
—dx,y)=d (x,)=0
—x=y.
e Simetria. Para todo x, y € M, temos:

d(x, y) = max{d(x, y),d ™ (x, )} = max{d™~ (y, x),d(y, x)} = d(y, x)

e Desigualdade triangular. Temos que d(x, y) < max{d(x, y),d™ (x, y)} ed(y, z) < max{d(y, z),d” (y, 2)}
entao

d(x,y) +d(y, 2) <max{d(x,y),d” (x, )} + max{d(y, z),d” (¥, 2)}; (2.6)

da mesma forma

d™(x,y) +d" (y,2) <max{d(x, y),d” (x, y)} + max{d(y, z),d” (y, 2)} (27)

Logo, é satisfeito para qualquer x, y,z € M, que:

d(x, z) = max{d(x, 2),d” (x, 2)}
< max{d(x, y) +d(y,z),d” (x,y) +d" (3, 2)}
< max{d(x, y),d” (x, )} + max{d(y,2),d”(3,2)} (por2.6e2.7)
=d(x,y) +d(y, 2). O

Observacao 2.22
A funcio d : M x M — R, definida por

d(x, y) = min{d(x, y),d ™ (x, y))}

nao é uma métrica em M. De fato, é facil ver que as condicdes de ndo negatividade e simetria sdo

trivialmente satisfeitas, mas a desigualdade triangular ndao acontece.
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Definicao 2.23

Definem-se as bolas basicas do espaco métrico assimétrico como:
e B*(x,6) ={yeM:d(x,y) <e} (bola aberta dianteira).
e B (x,6) ={ye M : d(y,x) <e} (bola aberta traseira).
e B*[x,¢] = {ye M :d(x,y) <e} (bola fechada dianteira).
e B™[x,e] = {ye M : d(y,x) <€} (bola fechada traseira).
A seguinte Proposicdo 2.24 mostra a relacao que existe entre as bolas abertas definidas no
espaco métrico assimétrico (M, d) e o espaco métrico (M,a).

Proposicao 2.24
Seja B (x,€e) uma bola aberta no espaco métrico (M, d) definida como B (x,e) = {y € M : d(y,x) <e}.
Entdo B (x,€) = B* (x,e) NB™ (x,6).

Demonstracao.

yE é(x,e) — a(y,x) <e€
<= max{d(x, y),d (x,y))} <€
—dx,y)<e e d(xy)<e
<~ yeB"(x,e) e yeB (x€)
<~ yeB (x,e)nB (x,¢€). O
Definicao 2.25

Seja (M, d) um espaco métrico assimétrico. Diremos que um subconjunto A de M é um aberto

assimétrico dianteiro em (M, d) se para cada x € A existe € > 0 tal que B* (x,¢) c A.

Proposicao 2.26
Seja (M, d) um espaco métrico assimétrico. Entdo toda bola aberta dianteira B* (x,¢) € um aberto
assimétrico dianteiro em (M, d).

Demonstragdo. Seja a € B (x,€) entdo d(x,a) < € e portanto p = € —d(x, a) > 0. Afirmamos que

B* (a,p) =B (x,€). De fato, se y € B* (a, p) entdo d(a, y) < p, logo
d(x,y) <d(x,a)+d(a,y) <d(x,a)+p=e.

Assim se tem que y € B* (x,¢€). Portanto B* (x,€) € um aberto assimétrico dianteiro em (M,d). [

Proposicao 2.27
O conjunto 7" formado pelos abertos assimétricos dianteiros em (M, d) é uma topologia sobre M,

isto é, valem as seguintes propriedades:
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1. Metteger™.
2. Se Ay,...,AyetTentio Ajn---NA,eTt.

3. Se Ay ett paratodo AeLentiolUye Apett.

Demonstracdo. Vamos provar que a colecido de conjuntos 7+ satisfaz as condicdes para ser uma

topologia, temos:

Prova 1. E claro que M e @ sdo abertos assimétricos dianteiros.

Prova 2. Seja a € (!, A;. Como estes conjuntos sdo abertos assimétricos dianteiros, logo existem

p1>0,...,p, >0 tais que B* (a, 1) € A1,...,B* (a,p,) € Ap. Seja p = min{py, ..., p,}, entdo
B* (a,p) =B" (a,pi) c A;jparatodoi € {l,...,n}.

Assim BT (a, p) c ﬂ?zl A;, paratodoi€{l,...,n}. Portanto ﬂ?zl A; € um aberto assimétrico

dianteiro em (M, d).

Prova 3. Seja a€J ¢ Ay entado existe um indice A € L tal que a € A;. Como este conjunto é aberto as-
simétrico dianteiro, hd uma bola B* (a, p) < A,. Isto mostra que B* (a, p) Uye Aa. Portanto

UreL Ay € um aberto assimétrico dianteiro em (M, d).

Definicao 2.28
A topologia 7F, acima mencionada, € dita a topologia dianteira no espaco métrico assimétrico (M, d).

Observacao 2.29
Analogamente, considerando agora as bolas B~ (x,¢) em lugar das bolas B* (x,€) na Definicio 2.25,

obtém-se uma topologia sobre M, dita a topologia traseira T~ no espaco métrico assimétrico (M, d).
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Capitulo 3

Métrica de Fubini-Study assimétrica

Primeiro descrevemos um angulo entre subespacos de dimensdes arbitrarias, e mais adiante

mostramos que a drs se estende como uma métrica assimétrica em Gr (R").

3.1 Ortogonalidade parcial

Dois subespacos V e W de R sio ditos ortogonais se todo vetor em V é ortogonal a todo vetor
em W, isso significa que (v, w) =0 para todo v € V e todo w € W. N6s iremos também precisar de

um conceito mais fraco de ortogonalidade [17].

Definicao 3.1
Para subespacos V,W c R", quando existe 0 # v € V tal que (v, w) = 0 para todo w € W, dizemos que

V é parcialmente ortogonal a W, o que é denotado como V L W.

Observacao 3.2
V L W é equivalente ao fato de que WL NV # {0}.

Observacao 3.3
Note que L nado é uma relacao simétrica quando dim (V) # dim (W), pois qualquer plano é parcial-

mente ortogonal a uma linha, mas o inverso nao é verdadeiro.

Proposicao 3.4

Para quaisquer subespacos V,W c R":

1. VAW < dim (V) > dim (W) ou algum angulo principal é %
2. VAW dim (V) > dim (Pw (V)).

3. VLW Py (A) =0, onde A é um p-vetor simples que representa V.

Demonstracdo. Consideremos By = {ey,...,ep} € Bw = {f1,..., f4} bases principais dos subespacos

vetoriais V e W, respectivamente, com angulos principais 6; < --- < 0,,, onde m = min{p, g}.
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Prova 1. Se dim (V) > dim (W) ou 6, = % entdo (ep, f;) =0, paratodo i € {1,...,q}. Assime, L We
portanto V L W. Reciprocamente, suponhamos que V L W, e consideremos dois casos:

Caso 1 Se p > g, a primeira parte é cumprida, ou seja dim (V) > dim (W).

Caso 2 Se p < g, da hipotese existe v € V nao nulo, tal que (v, w) = 0, para todo w € W. Em
particular, também é verdadeiro para w = f; com i € {1,...,q}. Suponhamos, por ab-
surdo, que para todo i € {1,..., p} tem-se 0; # % Escrevendo o vetor v € V como uma
combinacéo linear de vetores da base By, temos, v=aje; +---+ apep, com a; €R, para

todo i €{1,..., p}. Logo,
(v, fi) =(arey +---+apep, fi)
=ayfen, fid +--+aplep, fi)
=aile;, fi) =0.
Pela suposicao feita, (e;, fi) #0 paracada i€ {1, . ..,p}, isso exige que a1 =--- = a), =0,
ou seja v €V é o vetor nulo. (contradig&o!). Portanto, a suposicao é falsa e deve haver

um angulo principal igual a .
Prova 2. Suponhamos que V L W. Entao, temos dois casos:

Caso 1 dim (V) > dim (W), note que Py (V) é um subespaco de W; entao, dim (W) = dim (Pw (V)),
logo:
dim (V) > dim (W) = dim (Pw (V)).
Caso 2 dim (V) < dim (W). Pelo resultado anterior, existe um angulo principal igual a 7. Como

eles estao ordenados, temos que 60, = , logo Pw (e,) = cos (6),) f, = 0. Assim,
Pw (V) = span{Pw (e1),...,Pw (ep)}
=span{Pw (e1),...,Pw(ep-1),0}.
ou seja,

dim (Pw (V)) < p—1<dim(V).

Reciprocamente, suponhamos que dim (V) > dim (Pw (V)). Como Py (e;) L Pw (ej) sei#j,
temos

dim (Pw (V) = dim (span {Pw (e1),...,Pw(ep)}) < p = Pw(ep) =0,
ou seja e, L W. Isto implica que V L W.
Prova 3. Seja A=e; A---Aep, a prova também sera valida para qualquer outro p-vetor que represente

0 mesmo subespaco V, ja que ele sera um multiplo de A. Se p > g, entao pela parte 2 do Lema

2.5 obtemos o que é exigido, caso contrario, se p < g temos:

Pw (A) =0 <= cos(61) fi A---Acos(B)) fp =0
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NPV

Pw (A)

APW

Figura 2 - ©y,w é o angulo no espaco AP R" entre a linha APV e o subespaco AP W

3.2 Angulo assimétrico

Definicao 3.5
Sejam V,W c R", e A um p-vetor simples que representa V. O dngulo assimétrico (Figura 2) de V
para W é
_1 [ IIPw (A)]] T
Ov,w = cos 1(— € [0,—]. (3.1)
Al 2

Observacao 3.6
Como a norma de uma p-blade é o volume do seu paralelepipedo, em (3.1) o cosseno do angulo Oy w
mede a contracdo do volume p-dimensional (com dim(V) = p) quando o subespaco V é projetado

em W.

Proposicao 3.7
Para subespacos vetoriais ndo nulos V € Grp (R eWEe Gry (R™), com angulos principais 04, ...,0,,
onde m = min{p, g},
cos ! (17, cos(6))) se p=gq,
Ovw =
T
2 se p>q.

Demonstracdo. Sejam By = {ey,...,ep} € Bw = {fi,..., f4} bases principais de V € Gr, (R") e W €

Gry (R™). Sendo A=e; A--- A e, e pela parte 2 do Lema 2.5, temos que

[}, cos@) (fin---Afy) se p=aq,
Pw (A) =
0 se p>q.
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/4
Se p > g, entdo Oy w = cos 1 (0) = > Por outro lado, se p < g, entao

IPw I T, cos@) (fin---A fp)l 121 os(H)M ﬁ

= cos(6;),
A ler A---Aepll =1 lleypA-repll 5
pois [ fin---A fpll =llet A---Aepll =1, e assim
p
Ovw = cos™! H cos(0;)|. U]
i=1

Observacao 3.8
Se as dimensdes dos subespacos forem diferentes, em geral, obteremos Gy w # Ow . A assimetria

angular é crucial para que muitos dos resultados, como a desigualdade triangular, sejam validos.

Exemplo 3.9

No Exemplo 2.3, todas as linhas em V formam um angulo entre 30° e 60° em relacdo a W, mas
31 3
Ov,w = cos™! (% . E) =cos™! (%) ~ 64,34°.

O que ocorre é que, ao projetar V sobre W, os comprimentos nas direcoes principais (de e; e e)

V3 1

contraem em 5 €5 enquanto as areas contraem em @. Sendo dim (W) > dim (V), os volumes se

anulam quando projetamos de W aV, e Oyy = 90°.

Proposicao 3.10
Sejam V,W c R".

1. Oyw=0<=VcW.
2. @V,W:%@V,-LW.

3. By,w =OByp, V).

4. Se dim (V) = dim (W) entao ®V,W = G)W,V = dF s(V,W).

Demonstracdo. Suponha que p = dim(V), g = dim (W). Consideremos By = {e,...,e,} € By =
{f1,..., f4} as bases principais dos subespacos vetoriais V e W, respectivamente, com angulos princi-

pais 6, <---<0,,, onde m = min{p, q}.
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Prova 1. Neste caso temos p < ¢, logo:
14
Ovw =0 cos | [] cos@)|=0
i=1

p
— l_[ cos(@;) =1
i=1

<= cos(f;) =1paratodoie{l,..., p}
<= 0;=0paratodoi€{l,...,p}
<= e; = fiparatodoie{l,...,p}

—VcW.

Prova 2. Suponhamos que p > gq. Pela parte 1 da Proposicao 3.4, isto seria equivalente a dizer que

V L W. Suponha agora o caso oposto, ou seja, p < g. Temos isto:
Jt (£ n
Ovw==<=>cos ' |[] cos®)|==
2 i 2

—

p
cos(@;)=0

i=1
< ha pelo menosumi€{1,..., p}tal quecos(f;) =0

A .. T
< algum angulo principal é 2

<~V L W. (Proposicao 3.4-1)

Prova 3. Se p > g entdo dim (V) > dim (W) = dim (Pw (V)). Portanto Oy w = Oy p,,v) = g Considere o

caso de p < g. Em primeiro lugar, se 6, = 7 entdo

Pw (V) = span {Pw (e1),...,Pw (ep-1)},

logo

dim (Pw (V) = dim (span{Pw (e1),...,Pw(ep-1)}) < p = dim (V).

Assim, By w = By p,,v) = % Por outro lado, se 04,...,0, # % entdo pelo Lema 2.5 parte 1 0s

angulos principais de V e Py (V) sdo os mesmos 8;’s e assim Oy,w = Oy p,,v)-

Prova 4. Como (e;, f;) = cos(6;) = (f;, e;) paratodo i € {1,..., m}, pela Proposicao 3.7 anterior temos

m
Ovw = cos™! (H cos(0;) | = Ow,v.
i=1

[ S

drs(V,W) por (2.4)

O

O item 1 da Proposi¢ao 3.10 mostra que Oy mede quanto falta para V estar contido em W,

o item 2 nos diz que o fato de o angulo ser g nao significa que os espacos sejam perpendiculares,
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Pw (V)

Figura 3 - % =6Oy,w # Ovp,, ) =0, onde 0 denota o angulo usual.

mas sim que pelo menos uma direcao de V é perpendicular a W. Isso ajuda a compreender a nao

simetria do angulo. Segundo a descricdo em [30],

“Uma reta V pode estar mais ou menos proxima de estar contida em um plano W. Portanto, o

angulo Oy entre eles satisfaz 0 < Oy y < % No entanto, o plano W nunca estara perto de estar

T »
PR

contido em V. Sempre haverd uma dire¢éo de W ortogonal a V, logo o dngulo Oy € igual a

Na Proposicao 3.10-3, nos € dito que é a mesma coisa medir de V para W que de V para
sua projecao Py (V). Um exemplo da utilidade da assimetria angular é considerar dois planos
perpendiculares em R3. Entdo Py (V) é subespaco intersecdo desses planos. Usando o angulo usual,
encontrariamos que o angulo entre os subespacos é de 90°, indicando que eles sdo ortogonais.
No entanto, o angulo entre V e Py (V) seria de 0° ja que Py (V) < V (Ver Figura 3). Com o angulo
assimétrico By p,, vy = 90° por causa das dimensdes dos subespacos. Quando os espacos tém a

mesma dimensao, o angulo coincide com a métrica Fubini-Study no item 4, e a assimetria nao existe.

Observacao 3.11
Pela Proposicao 3.10, se V L W o valor do angulo By, sera % eseV LW entdo dim(V) <dim(W) e
todos os angulos principais sao diferentes de Z, ou seja, o conjunto de vetores {Pw (e1),...,Pw (ep)}

(onde os e; formam uma base para V como na Definicdo 2.2) é uma base para Py (V). Em poucas
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palavras,

Ovw 7 g — dim (Pw (V)) = dim(V) < dim(W).

Este argumento nos ajudara a simplificar alguns resultados das provas.

Proposicao 3.12
cos? (By,w) = det(PT -P), onde P é a matriz da projecdo ortogonal P:V — W em bases ortonormais
de Ve W. Se dim(V) = dim(W) entdo cos (Oy,w) = | det(P)]|.

Demonstracdo. Primeiro realizaremos a prova para as bases principais associadas e depois gene-
ralizaremos para as bases ortonormais. Seja P a representacdo matricial da projecao ortogonal
P:V — W em bases principais By = {ej, ..., ey} € Bw = {f1,..., f4} de V e W respectivamente. Cada
coluna da matriz P sdo as coordenadas do vetor P (e;) com respeito a By, assim temos que para todo

i €{l,...,min{m, n}};
P(e;) =cos(@;)fi=0-fi+---+cos@;) fi+---+0- fg.

Analisemos cada um dos casos, a seguir:

Caso 1 Suponhamos que dim(V) < dim(W). Entao a representacdo matricial de P é dada por,

cos(01) 0
0 cos(@y) --- 0
P=
0 0 - cos(0p)
0 0 0
Neste caso,
cos®(6) 0 0
r 0 cos’(@y) --- 0
P -P=
0 0 -+ cos?(0)
Logo,

2
p p
det(P"-P) =] cos®0:) = (H COS(Qi)) = cos” (Bv,w)

i=1 i=1
Caso 2 Se dim (V) = dim(W), a representacao de P é uma matriz quadrada:

cos(f;) 0 0

0 cos(@y) --- 0
P=

0 0 -+ cos(0p)
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Como det(PT) = det(P),

2

p

det(PT-P) = det(P)2 = (H cos(H,-)) =cos*(Oyw) => cos(Byw)=|det(P)].
i=1

Caso 3 Agora, se tivéssemos que dim(V) > dim(W)

cos(6,) 0 0 - 0
0 cos(@y) --- 0 v 0
P=
0 0 - cos(@y) -+ 0
Neste caso,
cos?(6) 0 0 e 0
0 cos?(0;) --- 0 -+ 0
pl.p=
0 0 cosz(Hq)
0 0 0 0
Logo,

det(P”-P) = cos? (Byw) = 0.

Generalizacdo da prova para bases ortonormais. Denotemos By, e By, como as bases ortonormais
de V e W respectivamente, Ty a matriz de passagem da base By para a base By,, Tw a matriz de
passagem da base By para By, e finalmente P; a representacao matricial da projecao ortogonal

P:V — W nas bases By, e By,. A matriz da projecao ortogonal quando as bases sdo mudadas é
P=T& P-Ty.

Dado que Ty e Ty sdo matrizes ortogonais, entdo det(Ty) = det(T] ) = £1 e Tw-TJ, =14, além disso,

temos:
det(PT-P) =det( (TL-P;-Ty) - (TL-P,-Ty))
=det( (T -P]-Tw)- (T4 -P1-Tv))
= det(T) - det (P - Tu-Th -P1) -det(Ty)
= det(T]-det (P] -P, ) -det(Ty]
=det(P{ -Py). O
Proposicao 3.13

Sejam V,W, W, € Gr (R") com W; c W. Entao

cos (Oy,w, ) = cos (Bv,py,v)) - €08 (Opyy vy w1 ) -
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Demonstracdo. Primeiro, vamos supor que V L W. Como W1,Pw (V) cWentaoV L W;eV L Py (V).

Portanto cos (®y,w, ) = cos (Bv,p,,w)) = 0. A igualdade é comprovada.

Suponhamos que agora V L W, entdo dim (V) = dim (Pw (V)). Sejam P, P, e P3 as representa-
cOes matriciais das projecoes ortogonais V— Wi, V — Pw (V) e Pw (V) — W; respectivamente, em

bases ortonormais dos subespacos. Observe que P, € uma matriz quadrada e P; =P5-P». Logo

cos® (Byw, ) = (P1 -Py)
=det(P; -P1 -P3-P;)
=det(P; )-det(P; -P3)-det(P,)
= det(P, )’ - det (P -Ps)

= cos? (Ovpym) - cos® (©pwvy,w,) - D

Proposicao 3.14
Para particoes ortogonais V=V, @V, e W=W; W, com W; = Py (V1),

cos (By,w) = cos (By, w, ) -cos (By,w,) -

Demonstracdo. Dados blades unitariosA; = viA---Av; €Az = Vi1 A Avpcom [A] =V e [Az] = Vs,

como V; LV, temos que A; A Ay é um blade unitario com [A; AAy] =V

Se V) L W entdo claramente V.L W e V L W;. Portanto Oy w = Oy, w, = % Neste caso, o que

se requer foi cumprido.

Por outro lado, se V; £ W entdo, pela Proposicdo 3.4-3 e o Lema 2.5-3, W; = [Pw (A1)] e
W2 =W7 NW = [Py (A))]+ nW. Como Py, (v;) = Pw (v;) paratodo i € {1,..., 1}, temos

Pw (A1) =Pw (v1) A--- APw (V)
=Pw, (1) A= APw, (V)

=Pw, (A1).

Por outro lado,

Pw (A2) =Pw (V111) A== APw (1))
= (Pw, (v1+1) +Pw, (V1+1)) A+ A (Pw, (vp) +Pw, (V)
= (Pw, (Wi+1) A+ APw, (vp)) + (Pw, (is1) A== APw, (Up)) ++-- +
+ (Pw, (U141) A== APw, (Up)) + (Pw, (11) A=+ APw, (vp))
=Pw, (vis1 A Avp) + (Pw, (Wis1) A+ APw, (vp)) +-
+ (Pw, (V141) A-+- APw, (vp)) +Pw, (vl+1 A AUp)

=Pw, (A2) + (Pw, (Wi+1) A+ APw, (vp)) + -+ + (Pw, (Wi41) A+ APw, (Up)) + Pw, (A2).
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Pelo fato de que [Pw (A1)] = W;, tem-se Py (A1) A w =0 para todo w € W;. Logo, fazendo o produto

exterior de Py (A;) com as parcelas que compdem Py (A2), segue que:

Pw (A1) A Pw, (A2) =0,

Pw (A1) A [Pw, (U141) A+ APw, (v,)] =0,

Pw (A7) A [ng (Vi+1) A== APw, (UP)] =0.

Assim temos:
Pw (A1 A Az) = Pw (A1) APw (A2) = Pw, (A1) APw, (A2).

Como W; L W5, (2.2) nos da
IPw, (A1) A Pw, (A2) [l = [IPw,; (A1)l - IPw, (A2)].
Portanto,

cos (Bv,w) = IPw (A1 AAY) |
= [Pw, (Al - [IPw, (A2)

= cos (Bvy,,w, ) - €os (By,w,) - O

3.3 Meétrica de Fubini-Study assimétrica

Como visto, By, da a métrica Fubini-Study em cada Gr, (R"). Nés agora iremos provar que

em Gr (R") esta € uma métrica assimétrica.

Proposicao 3.15
Sejam V,W, W1, V; € Gr (R").

1. ®V,W1 = (")V,Wy se W; cW.

2. ®V1,W < ®V,Wy seV;cV.

Demonstracao.

Prova 1.

({0} (®V,W1) = COS (G)V,PW(V)) +COS (@pw(v),wl) (PI’ODOSi(;éO 3.13))
= cos (Oy,w) - cos (Op,(v)w,)  (Proposicéo 3.10-3.)

< cos(Byw).

Assim, temos que cos (Oy,w, ) < cos (By,w). Pelo fato de o cosseno ser decrescente no intervalo

[0, E] , entao ®V,W1 = ®V,W-
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Prova 2. Seja Vi c V. Entdo, V = V; @V,, com V, = Vi nV. Tomando W; = Py (V1) € W, = Wi W,
temos

cos (By,w) = cos (By, py(vy)) - €08 (Ov,w,) (Proposicdo3.14.)
= cos (O, w) - cos(Oy,w,) (Proposi¢io 3.10-3.)
< cos(By,w)-
Logo cos (Ov,,w) = cos(By,w), e raciocinando como na parte anterior, temos Oy, w < Oy,w.

]

Teorema 3.16
Gr (R™) é um espago métrico assimétrico, em que a distancia é dada por d(V,W) = Oy w para quais-
quer V,W € Gr (R").

Demonstracdo. Vamos verificar as duas condi¢des da Definigcao 2.17 para provar que d(V,W) = Oy w

€ uma métrica assimétrica em Gr (R").

e Condicdo de separacdo: Sejam V,W € Gr (R"), e em virtude da parte 1 da Proposicao 3.10,
temos que:
VcW e Byw=0.
V=W<<{ e
WcV e Bywy=0.
e Desigualdade triangular orientada: Para quaisquer U,V,W € Gr (R"), devemos provar que
BOuw < Oyy +Byw. Se Oyy = 7 ou By,w = 7 a desigualdade ¢é trivial, logo, podemos supor
queU LVeV LW, eassimPy(U) LW. Pela Proposicao 3.4 parte 2, temos

dim (U) = dim (Py (U)) = dim (Pw (Py (U))).
Ou seja, U,Py (U), e Py (Py (U)) pertencem ao mesmo Gr, (R"), logo:
Ouw < Buypy,rpyu)y (Proposicdo 3.15-1.)
< Ouyp,u) +OBpy)pywryu) (Proposicao 3.10-4.)
=0y, +0Op,uyw (Proposicio 3.10-3.)

<Ouy+0Oyw (Proposicao 3.15-2.) n

3.4 Produtos e angulos

Relacionaremos diferentes produtos da algebra de Grassmann a angulos assimétricos [28].

Definicao 3.17
A contracdo A _B de A€ A\PR"” em B € AYR" é o Gnico elemento de A9"PR" tal que para todo
Ce NI PR",

(C,ALB)=(AAC,B).
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Observacao 3.18

Se p> q entdo N97PR" = {0}, logo A 1B =0.

Proposicao 3.19

Sejam blades Ae APR" e Be AYR", com p < g, e decomponha B =Bp A B, , onde Bp é uma p-blade
com P ([A]) < [Bpl c [Bl e [B1] é (g — p)-blade com [B ]| = [Bp]+ N [B]. Entdo A 4B = (A,Bp)B,.

Demonstragdo. Se A=a; A---Aap,Bp=biA---Ab,eB; =D A---A b;_p, para qualquer blade

C=ciA-Acg—p e NTPR" temos, como [B,] L [A],

(¢ai, b)) ‘ Opxg
(<ci, bjy) ‘((Ci,b;))
:det((a,-,bj))-det((ci,b;-))

(C,ALB)=(AAC,BpABy) =det

= <A)BP><C) BJ_>
=(C,{(A,Bp)B ).
Em virtude da linearidade do produto interno, a igualdade é valida para todo C € AP R", logo

temos (A,Bp)B; = A_B. O]

Teorema 3.20
Dadas blades Ae APR" e Be ATR", sejam V = [A] e W = [B].

1. [(A,B)| = Al - IBII - cos (Bv,w) se p = q.
2. IALBI = Al - IBI - cos (Bv,w)-

3. IAAB] = Al Bl cos (By, )

Demonstracdo. Consideremos By = {ey,...,e,} € Bw ={f1,..., f4} bases principais dos subespacos
vetoriais V e W, respectivamente, com angulos principais 8; < --- < 8,,, onde m = min{p, g}. Temos

que:

Prova 1. Podemos assumirque A=ejA---Ae,eB=fiA---A f,, € pela Proposicdo 3.7, no caso p = q,
temos »
cos (By,w) = [ ] cos@;) =det({e;, f;)) = (A,B).
i=1

Prova 2. Se p > q ambos os lados da igualdade se anulam. Se p < g, com Bp e B assim como na
Proposicao 3.19 temos (A,Bp)B| = A_JB, assim:
IALBI = 1I<A,Bp)BLI
= [(A,Bp)|IIBLIl
= |AlllIBpl cos (Oay,es1) IBLI  (pela parte 1.)
= |AlllIBpllIB LIl cos (Oy,p) (Proposicao 3.10-3.)
= [|AllIBIl cos (Bv,w) -
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Prova 3. A=aiA---Nay = (a} +a’1’)/\---/\(a;,+ag),com a.=Pp (a;) e a =P (a;). Como a;AB=0

paratodoi€{l,..., p}, temos
AAB= (a’l’/\---/\a;)/\B: (Pigje (@) A+ AP (ap)) AB =P (A) AB.
Logo
IAABI =P (A) ABJ
= [Pt (A B (pOiS (B] L [P[B]l (A)])

= [ AIIBIl cos (® g1
= [AIIBI cos ().

Proposicao 3.21
Sejam V,W € Gr (R"), p = dim(V), g = dim (W), m = min{p, g} e 04,...,0,, os angulos principais.
Temos

m
cos (O 1) =[] sen(@;).
i=1

Demonstracdo. Dadas os blades unitarios A=e; A---Ae, e B= fiA---A fy, onde {ey,...,ep} €

{f1,..., f4} sdo bases principais de V e W respectivamente, supondo que p < g, temos:

cos (GV,WJ_) =||[AAB| (Teorema 3.20-3.)
=l(exn---nep) A(fin--Afo)l
=l(exAfi)A---A(ep A fp) A fpsr A A Syl
=llex A fill---llep A fplll fp+1ll--- 1l f4l
=llerllll fill sen(61) -+ lepllll f 1l sen(@p)

m
=| | sen(8,;).
i=1
A prova é semelhante se p > q. O
Observacao 3.22
Combinando com o Teorema 3.20, temos que [AABJ| = [|A]l - |IB]l - [1; sen(@;). Como o produto

exterior é um tipo de generalizacao do produto vetorial, vemos que isso generaliza
lux vl =1 ullviisen(6,,).

Observacao 3.23

A Proposicao 3.21 mostra que, se p =1 < g, temos
2 _ 2 _ 2 _ 2 _ 2
cos” (By L) =sen” (A1) = 1 —cos” (01) = 1 — cos” (Oy,w) = sen” (BOy,w),

/4
de modo que Oy wi = 5" Ovw. Mas se p #1 arelagdo entre Oy wi € BOvw deixa de ser tao simples
[17].
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Consideracoes Finais

A métrica de Fubini-Study foi generalizada como um angulo assimétrico e estudamos diversas

propriedades que facilitam sua utilizacdo e calculo.

Uma caracteristica notavel da distancia Fubini-Study é sua tendéncia em se aproximar rapi-
damente de seu valor maximo % guando varios angulos principais sdo grandes ou quando ha um

grande nimero de angulos pequenos, porém diferentes de zero.

Portanto, essa medida de distancia pode ser mais adequada para problemas que envolvam um
namero moderado de pequenas perturbacdes. Outros resultados relacionados a angulos assimétricos

podem ser encontrados nas referéncias [17, 28].
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ANEXO A

Algebra Linear

Neste capitulo tem carater preparatério. Estabeleceremos a notacao utilizada em todo texto e

delinearemos, resultados importantes que serao necessarios no desenvolvimento do nosso trabalho.

Teorema A.1 (Teorema de Cauchy-Schwarz)

Para todo u, v € R" tem-se

Ku, vyl < llull-lvll.

Demonstracdo. Suponha u, v # 0.
la-u—vl?=a®l|ul®-2alu,vy+|lvl?>, comacR.

Seja f:R — R dada por:
fla) = a®|lull* - 2a(u, vy + |v|?

Temos que f(a) =0 < a-u = v, logo ndo pode ter duas solu¢des distintas. Ou seja seu discriminante

é menor ou igual a zero, logo:

4w, v)* = 4llul®- v* <0 = (u, ) < lul®- | v|I?

= Ku,v)| = llull-lvl. u

A desigualdade Cauchy-Schwarz nos permite definir um angulo entre dois vetores.

(u,v) (u, v)

el - Nl vl

Sabemos que cos: [0,7] — [—1,1] é bijetora, ou seja, a cada numero

(u,v)

————€[-1,1] existe um Unicovalor 6 € [0, 7]
lull - vl

tal que:
(u, v)

cos(@) = ———
lul - vl
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Definicao A.2

O angulo entre dois vetores nao nulos, u, v € R é o nimero real 8, , € [0, 7], dado por:

os7! (lwi) =0uy-

lull - llvll

A nocao de projecao vetorial € um pouco mais geral do que a apresentada abaixo; entretanto,

esta versao simplificada ajuda a reforcar os conceitos e propriedades do produto interno.

A projecdo ortogonal é um conceito importante na geometria e na algebra linear. Ela envolve
a projecao de um vetor sobre um espaco vetorial W c R”, resultando em que o vetor v — Py (v) é
perpendicular a esse espaco. Formalmente, a projecao ortogonal de um vetor v sobre um espaco

vetorial é obtida ao encontrar o vetor mais proximo de v que pertence a esse espaco.

A féormula geral para calcular a projecao ortogonal de um vetor v sobre um espaco vetorial W

é dada por:
PW . Rn — W
q
x—Pw (x) =) (x, fi) fi,
i=1

onde Bw = {f1,..., f4} € uma base ortonormal de W.

A projecao ortogonal possui algumas propriedades notaveis que sao Uteis para entender e

aplicar esse conceito. Aqui estdo algumas das principais propriedades da projecao ortogonal:
e linearidade: A projecao ortogonal é uma transformacao linear. Isso significa que ela preserva
as operacoes de adicao de vetores e multiplicacdo por escalar.

e |dempoténcia: A projecao ortogonal é idempotente, o que significa que a projecao de um vetor
sobre um espaco vetorial e, em seguida, projetar o resultado novamente no mesmo espaco

nao altera o vetor. Ou seja, Py (Pw (v)) = Pw (V).

e Ortogonalidade: A diferenca entre o vetor original v e sua projecao ortogonal Py (v) é perpen-

dicular a qualquer vetor que pertenca ao espaco vetorial W.

e Distancia minima: A projecao ortogonal de um vetor v em relacdo a um espaco vetorial é o
vetor que minimiza a distancia entre v e qualquer vetor desse espaco. Em outras palavras, a

projecao ortogonal é o vetor mais préximo de v pertencente ao espaco vetorial.

Definicao A.3

O complemento ortogonal de um subespaco W de R” é o conjunto

Wt ={xeR" : x L wparatodo w e W}

A seguir, algumas propriedades importantes do complemento ortogonal:
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e W é um subespaco de R”;
° WLJ_ :W;
e R"=WaW-,.

Considere um subespaco W de R”, devido a Gltima propriedade acima, todo vetor x € R” se escreve

de forma Unica como x = v+ w, em que w € W e v € WL. E imediato ver que:
1 _
XEW- << Pw(x)=0.

Assumindo que V e W sdo espacos vectoriais finitos dimensionais com um produto interno, definimos

a adjunta de uma transformacao linear T: V— W.

Definicao A.4
A adjunta de uma transformacao linear T:V — W é uma transformacao linear T* : W — V tal que,
paratodo veVe weW tem se

T(), w) = (v, T" (w)).

Teorema A.5
Sejam By = {ey,...,ep} € Bw = {fi,..., f4} bases ortonormais de V,W € R" respectivamente. Se a
matriz P de ordem g x p é a representacao matricial da transformacao linear P:V — W nas bases

V,W entdo a representacdo matricial da adjunta P* : W — V nas bases W,V é a transposta P” de P.

Demonstracdo. Ver [29] (Teorema 11.2, pagina 135). O
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ANEXO B

Topologia

B.1 Topologia quociente

Definicao B.1
Dados um espaco topolégico X e uma relacao de equivaléncia ~ em X, denotemos por X/ ~ o espaco

quociente. Assim, os elementos de X/ ~ sdo as classes de equivaléncia.
[x]={yeX:x~y}.

A topologia quociente em X/ ~ é a topologia T que torna a aplicacdo quociente i : X — X/ ~ continua.

Mais precisamente, um subconjunto U c X/ ~ é aberto se 77! (U) é aberto em X.

Definicao B.2
Uma relacao de equivaléncia ~ em X é dita ser aberta se, m : X — X/ ~ é aberta. Em outras palavras,
a relacao de equivaléncia ~ em X é aberta se e somente se para cada conjunto aberto Aem X, o

conjunto

at Ay = Ix

X€EA

de todos os pontos equivalentes a algum ponto de A é aberto.

Teorema B.3 (Passagem ao Quociente)
Suponha que 7 : X — Y é um aplicacdo quociente, B é um espaco topoldgico, e f: X — B € uma
funcao continua que satisfaca a seguinte condicao a ~ b = f(a) = f(b). Entao existe uma Unica

funcéo continua f:Y — Btal que f = for.

N

Y—_>B

f

Demonstracdo. Ver [39] (Corolario 3.30, pagina 56). O]
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Proposicao B.4

Seja ~ uma relacdo de equivaléncia aberta em X. Entao, o conjunto
R={(x,y) eXxX: x~y}

€ um subconjunto fechado de X x X se, e somente se, X/ ~ é Hausdorff.

Demonstracdo. Ver [40] (Teorema 7.7, pagina 75). O]
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