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Ele são todas as coisas e a Ele toda honra e glória para todo sempre, amém!
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Resumo

Em meados da década de setenta, o matemático alemão Hans J. Zassenhaus, inspirado na

tese de Graham Higman e no trabalho desenvolvido por Ian Hughes e Kenneth R. Pearson,

formulou algumas conjecturas que impactaram fortemente a pesquisa em anéis de grupos.

Muito trabalho foi desenvolvido em torno dessas conjecturas, tanto trazendo resultados

positivos para casos particulares, como também apresentando contraexemplos para quase

todas elas. Contudo, foi só recentemente que Florian Eisele e Leo Margolis, baseados em

um trabalho com Ángel del Ŕıo, encontraram contraexemplos para a única conjectura

que ainda permanecia em aberto ao longo de todos esses anos, motivando a escrita desta

dissertação. Nosso objetivo é primeiramente revisar as noções necessárias para entender

as conjecturas, onde se situam na teoria de anéis de grupos, e como se relacionam com

a teoria de representação. Em seguida, nós descreveremos os contraexemplos de forma

elementar, a fim de simplificar a verificação de algumas informações deixadas ao leitor no

artigo original, assim como a construção da tabela dos caracteres. Apesar de não elaborar

todos os detalhes, daremos uma indicação das técnicas utilizadas na demonstração que

estes grupos contradizem a conjectura.

Palavras-chave: Anéis de grupos, unidades em anéis de grupos, unidades de torção em

anéis de grupos integrais, conjecturas de Zassenhaus.





Abstract

In the mid 1960’s, the german mathematician Hans J. Zassenhaus, inspired by Gram

Higman’s thesis and the work of Ian Hughes and Kenneth R. Pearson, stated several

conjectures that changed radically the field of research in group rings. Since then many

papers have been published about these conjectures, where either an affirmative answer

is settled for some specific case, or some counterexamples are determined. Still, it is only

very recently that Florian Eisele and Leo Margolis, based on some joint work with Ángel

del Ŕıo, have found a counterexample for the only conjecture which has been left open.

This fact motivated the writing of this dissertation. Our first goal is to revise the notions

necessary to understand the conjectures, where they sit in the theory of group rings,

and how they relate to representation theory. Then, we describe the counterexamples

in an elementary way, in order to simplify the reading of some of their properties. For

instance, we determine their character tables. We also point out, still omitting most of

the details, which are the techniques involved in the proof that these groups are indeed

counterexamples.

Keywords: Group rings, units in group rings, torsion units in integral group rings,

Zassenhaus conjectures.
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Introdução

Um dos grandes problemas da Teoria de Anéis de Grupos é, dado um grupo G, determinar

o grupo das unidades U(ZG) do anel de grupo integral ZG. Desde o trabalho seminal de

G. Higman [17], o alto grau de complexidade para determinar tais grupos ficou evidenci-

ado na década de setenta, quando foi provado que U(ZG) geralmente possui subgrupos

livres. A existência de subgrupos livres no grupo das unidades de um anel de grupo finito

foi estabelecida por B. Hartley e P.F. Pickel sobre os inteiros e por J.Z. Gonçalves sobre

corpos. No fim da década de 90, Z. Marciniak e S.K. Sehgal, Gonçalves e D.S. Pass-

man, A. Mandel e M. Shirvani mostraram como gerar grupos livres a partir de unidades

razoavelmente bem conhecidas. Para determinadas famı́lias de grupos é posśıvel des-

crever explicitamente o grupo das unidades, ou pelo menos obter informações sobre sua

estrutura, por exemplo, determinando subgrupos de ı́ndice finito. Uma técnica útil para

descrever o grupo das unidades seria determinar uma famı́lia de geradores que seja finita,

porém, até o momento, é somente para um número pequeno de casos que foi encontrado

um conjunto finito de geradores de U(RG). Por exemplo, as unidades ćıclicas foram in-

troduzidas por H. Bass, e utilizadas por ele e J. Milnor para mostrar que elas geram um

subgrupo de ı́ndice finito no anel U(ZA), onde A é um grupo abeliano. No caso não abe-

liano é necessário introduzir novas unidades, as unidades bićıclicas, denominadas assim

por J. Ritter e Sehgal, embora nem sempre estas duas famı́lias de unidades sejam sufici-

entes para gerar subgrupos de ı́ndices finitos. Numa série de artigos, E. Jespers, G. Leal e

M. M. Parmenter caracterizaram completamente o grupo das unidades de U(ZG), quando

G é um grupo não abeliano de ordem menor ou igual a 16. As ferramentas principais

para estudar este problema chegam da Teoria de Representações e da Teoria dos Números

Algébricos. Essas informações podem ser encontradas de forma detalhada, por exemplo,

na monografia de Sehgal [39].
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Os resultados fundamentais de Higman em [17], sobre as unidades de torção

de anéis de grupo integrais de grupos abelianos finitos, não podem ser generalizados,

principalmente porque, se um grupo finito G não é abeliano, os conjugados das unidades

triviais ±G em ZG são, sim, unidades de torção, mas, em geral, podem ser não triviais.

Um palpite natural é que todas as unidades de torção no anel de grupo integral de um

grupo finito são dessa forma, ou equivalentemente, cada unidade de torção normalizada é

conjugada a um elemento do grupo G. Já havia sido observado por Higman que o conjunto

das unidades normalizadas U1(ZS3), a saber, as unidades de aumento 1 do anel de grupo

integral sobre o grupo simétrico S3, contém unidades de torção que não são conjugadas a

quaisquer unidades triviais em U(ZS3). Como a tese de Higman ainda não era popular, ela

não foi acolhida de imediato por I. Hughes e K. Pearson. Contudo, eles observaram que

todos os elementos de torção de U1(ZS3) são conjugados a elementos de S3 em U(QS3).

Para maiores detalhes, veja [19] e [34].

Motivado por estes exemplos, e por outros resultados de Higman, no ińıcio da

década de setenta, Hans Zassenhaus formulou diversas conjecturas sobre as unidades e os

isomorfismos de um anel de grupo. Em particular, fez fortes conjecturas a respeito dos

subgrupos finitos das unidades do anel de grupo integral, para grupos finitos. Essas con-

jecturas, chamadas de primeira, segunda e terceira conjectura de Zassanhaus, causaram

grande impacto na pesquisa em anéis de grupos. Seguem abaixo tais conjecturas bem

como são conhecidas.

(ZC1) Para toda unidade de torção u ∈ U(ZG), existe α ∈ U(QG) tal que uα ∈ ±G.

(ZC2) Para todo subgrupo finito H de U1(ZG) com |H| = |G|, existe α ∈ U(QG) tal que

Hα = G.

(ZC3) Para todo subgrupo finito H de U1(ZG), existe α ∈ U(QG) tal que Hα ⊆ G.

Um entre os resultados fundamentais da teoria garante que toda unidade de torção

u de ZG satisfaz un = 1 onde n = |G|. Mais em geral, a ordem |H| de qualquer subgrupo

finito H de U1(ZG) divide n (por exemplo, veja-se [39, Lema 37.3]); deste ponto de vista

as três conjecturas parecem mais que razoáveis. Além disso, (ZC2) resolve o mais famoso

problema de isomorfismo

ZG ≃ ZH ?⇒ G ≃ H
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no sentido que uma solução positiva para (ZC2) implica uma solução positiva também

para este problema, conforme [39, pág. 197]: se φ : ZH → ZG é um homomorfismo de

anéis de grupos, definindo ψ(
∑
ahh) =

∑
ahε(φ(h))

−1φ(h), obtemos um isomorfismo

normalizado ψ : ZH → ZG, isto é, tal que ε(ψ(h)) = 1 para todos h ∈ H. Em particular,

se ZH ≃ ZG, existe um isomorfismo normalizado ψ : ZH → ZG, assim ψ(H) ≤ U1(ZG),

e obviamente vale |H| = |ψ(H)| = |G|. Portanto, se G satisfaz ZC2, necessariamente

H ≃ ψ(H) = Gα ≃ G para algum α ∈ UQG. Um questionamento natural que poderia

ser feito é sobre o motivo pelo qual as conjecturas de Zassenhaus são feitas sobre QG ao

invés de serem sobre CG. Na verdade isso é indiferente, pois se dois subgrupos finitos de

QG são conjugados em CG, eles já são conjugados em QG [39, Lema 37.5].

No decorrer dos anos, pesquisadores conseguiram provar tais conjecturas em ca-

sos particulares e outros conseguiram apresentar contraexemplos para a segunda e para a

terceira conjectura. Em destaque, K.W. Roggerkamp e L.L. Scott responderam afirmati-

vamente à (ZC2) para grupos nilpotentes e descobriram um contraexemplo metabeliano

para a mesma conjectura. Ainda na classe dos grupos nilpotentes, A. Weiss demonstrou

(ZC3), pelo menos uma versão forte dela, a (p-ádico)-(ZC3), o que foi um destaque no

estudo [42]:

(p-ádico)-(ZC3) Seja U1 = U1(ZpP ) o grupo das unidades normalizadas do anel

de grupo integral p-ádico ZpP do p-grupo finito P . Se H é um p-subgrupo finito de U1,

então uHu−1 ⊆ P , para algum u ∈ U1.

Tempos se passaram e a primeira conjectura ainda permanecia intacta. Devido

ao fato de ser a única cujo contraexemplo ainda não havia sido descoberto, ela passou

a ser chamada de A conjectura de Zassenhaus. Ela recebeu muita atenção nas últimas

décadas e foi comprovada para uma série de grupos solúveis, por exemplo, para grupos que

possuem um subgrupo de Sylow normal com complemento abeliano, por M. Hertweck [14],

ou grupos ćıclicos por abelianos, por M. Caicedo, L. Margolis e A. del Ŕıo [7]. Finalmente,

contraexemplos para A conjectura, na classe de grupos metabelianos, foram descobertos

recentemente por Eisele e Margolis em [12], trabalho este que nos referimos, ao longo do

texto, como artigo principal, motivando a escrita desta dissertação.

O objetivo principal deste trabalho é apresentar um pouco dos resultados que

já foram desenvolvidos em torno das conjecturas de Zassenhaus, principalmente soluções

positivas, mas damos especial atenção ao contraexemplo apresentado por Eisele e Margolis



4 Sumário

para A conjectura de Zassenhaus.

No primeiro caṕıtulo, relembramos resultados básicos de boa parte das estru-

turas algébricas envolvidas no artigo principal, como elementos das teorias de grupos,

anéis, módulos, anéis de grupos, e representações. Já no segundo caṕıtulo, apresentamos

o conceito de unidades de um anel de grupo, bem como algumas das construções que

servem como base para descrever explicitamente as unidades. Já no terceiro caṕıtulo,

apresentamos as conjecturas, bem como são conhecidas, trazemos informações sobre o

andamento da pesquisa em torno das conjecturas, apresentando algumas das principais

soluções positivas já encontradas e só então direcionamos nossa atenção para a construção

do contraexemplo. No quarto caṕıtulo elaboramos a tabela dos caracteres dos contrae-

xemplos. Já no quinto e último caṕıtulo, apresentamos um pouco das técnicas utilizadas

na demonstração do contraexemplo.

Esperamos que este trabalho possa despertar o interesse dos leitores para os

problemas em aberto em anéis de grupo e, quiçá, atrair novos pesquisadores para esta

área da matemática.



Caṕıtulo 1

Fundamentos

Neste caṕıtulo, relembraremos resultados importantes das Teorias de Grupos, Anéis e

Módulos, de Representações e Caracteres, Ordens e representações integrais e Anéis de

Grupos.

1.1 Grupos

Para começar, serão apresentados resultados da Teoria de Grupos que são fundamentais

para compreensão dos caṕıtulos seguintes. As posśıveis demonstrações necessárias dos

resultados aqui apresentados serão, em sua maioria, omitidas, mas podem ser facilmente

encontradas em [36], por exemplo.

Um grupo é um conjunto não vazio G munido de uma operação binária

· : G×G→ G

tal que, dados a, b, c ∈ G, arbitrários, valem:

i) (a · b) · c = a · (b · c),

ii) Existe um elemento, denotado por 1 ∈ G, tal que a · 1 = 1 · a = a,

iii) Existe um elemento a−1 ∈ G, tal que a · a−1 = a−1 · a = 1.

Se, além dos itens acima, os elementos do grupo obedecem a propriedade comutativa, isto

é, vale a ·b = b ·a para todo a e b em G, dizemos que tal grupo é abeliano. A cardinalidade

de um grupo é chamada de ordem. Se a cardinalidade de um grupo G for finita, dizemos
5
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simplesmente que G é grupo finito, caso contrário, G é grupo infinito. Dado um elemento

g ∈ G, a ordem de g é o menor número inteiro positivo n tal que gn = 1 e a denotamos por

o(g). Aqui trazemos alguns exemplos de grupos importantes e que são bem conhecidos:

i) Seja X um conjunto não vazio. Denotamos por Sym(X) ou SX o conjunto de todas

as bijeções de X em si mesmo. Estas bijeções em X também são chamadas de

permutações. Munido da operação composição, o conjunto Sym(X) é chamado de

grupo simétrico em X. Se X for finito contendo n elementos, temos o grupo simétrico

de grau n, Sn.

ii) Seja F um corpo qualquer. O conjunto GL(n,F) = {α ∈Mn(F) : detα ̸= 0} munido

com a operação multiplicação usual de matrizes é conhecido como grupo linear geral

de grau n sobre F.

iii) O conjunto Q8 = {±1,±i,±j,±k}, um conjunto com oito elementos, o munido com

a operação de multiplicação satisfazendo

i2 = j2 = k2 = −1,

ij = k, jk = i, ki = j, ji = −k, kj = −i, ik = −j,

onde 1 é o elemento neutro e valem

(−1)2 = 1, (−1)i = −i, e (−i)j = −(ij) = i(−j)

é conhecido como grupo dos quatérnios.

Um subconjunto não vazio H de um grupo G é chamado de subgrupo se, munido

da mesma operação de G, H é também um grupo e denotamos da seguinte forma H ≤ G.

Note que, sendo H não vazio, h ∈ H, h−1 ∈ H e assim 1 = hh−1 ∈ H. Da definição acima,

podemos dizer, resumidamente, que um subconjunto não vazio H de G é um subgrupo

de G se, e somente se, para quaisquer elementos g, h ∈ H temos que gh−1 ∈ H. Um

resultado de simples demonstração, sendo esta encontrada em qualquer livro de introdução

à álgebra. Seguem alguns exemplos de subgrupos:

i) Dado um qualquer elemento g de um grupo G, temos um subgrupo

⟨g⟩ = { gi : i ∈ Z } ≤ G

conhecido como subgrupo ćıclico gerado por g. Em particular, observamos que a

ordem de g e a ordem de ⟨g⟩ coincidem.



1.1. Grupos 7

ii) O subconjunto An de Sn, de todas as permutações que podem ser escritas como

produto de um número par de transposições, é um subgrupo chamado de grupo

alternado. Lembramos que uma transposição é uma permutação (ij), onde i ̸= j.

iii) SL(n,F) = {α ∈ Mn(F) : detα = 1} ≤ GL(n,F), conhecido como grupo especial

linear de grau n sobre F.

É posśıvel também definir subgrupos por meio de identidades a serem satisfeitas, por

exemplo, o centro de um grupo G é definido por meio da propriedade de comutação.

Definição 1.1. O centro de um grupo G é o subgrupo

Z(G) = { g ∈ G : gx = xg, ∀ x ∈ G }.

Perceba que Z(G) é um grupo abeliano e que G é abeliano se, e somente se, o

mesmo coincide com seu centro, isto é, G = Z(G).

Dado um subgrupo H de G, podemos usá-lo para definir uma partição de G, isto

é, podemos encontrar subconjuntos disjuntos tais que podem cobrir G.

Definição 1.2. Seja H um subgrupo de G. Dado um elemento a ∈ G, os subconjuntos

das formas

aH = {ah : h ∈ H} , Ha = {ha : h ∈ H}

são chamados de classe lateral, ou coclasse, respectivamente à esquerda ou à direita,

determinadas por a.

Observe que, se definirmos uma aplicação para os elementos h por h 7→ ah, tal

aplicação é uma bijeção de H em aH. Assim, se H é um conjunto finito, o lateral aH

também o é e ambos possuem a mesma quantidade de elementos.

Definição 1.3. Seja H um subgrupo de G. O número de coclasses à direita (ou à es-

querda) de H em G é chamado de ı́ndice de H em G e é denotado por |G : H|.

Como os laterais formam a partição de um grupo, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.4 (Lagrange). Seja H um subgrupo do grupo finito G. Então a ordem de H

divide a ordem de G. Precisamente, temos que

|G| = |G : H| · |H| .
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É importante ressaltar que, em geral, podemos ter gH ̸= Hg. Por exemplo,

considere G = S3 e H = {1, (12)}. Perceba que:

(13)H = {(13), (123)} ≠ {(13), (132)} = H(13).

Assim, temos que gH = Hg se, e somente se, H = g−1Hg.

Definição 1.5. Seja H um subconjunto não vazio de G. Definimos o normalizador de H

em G por

NG(H) = { g ∈ G | g−1Hg = H } .

O normalizador NG(H) é um subgrupo de G, para todo subconjunto H ⊆ G.

Para ver isso, primeiramente observe que 1 ∈ NG(H) e que g−1Hg = H se, e somente

se, H = gHg−1, sendo que uma equação pode ser obtida da outra multiplicando por g

e g−1 nos dois lados. Logo, g ∈ NG(H) equivale a g−1 ∈ NG(H). Em seguida, para

arbitrários x, y ∈ NG(H), perceba então que (xy)−1H(xy) = y−1(x−1Hx)y−1 = y−1Hy =

H. Assim, temos xy ∈ NG(H) e, portanto, NG(H) ≤ G. Além disso, se H ≤ G, temos

H ≤ NG(H) ≤ G.

Definição 1.6. Dizemos que H é normal em G, e escrevemos H ⊴ G, se NG(H) = G,

ou seja, se vale g−1Hg = H para todo g ∈ G.

Para qualquer subgrupo H de G, temos H ⊴ NG(H), isto é, todo subgrupo é

normal no seu normalizador. Se H ⊴ G, denotamos por G/H o conjunto dos laterais de

H em G. Sendo H normal em G, o produto entre subconjuntos nos dá

aH · bH = ab · b−1Hb ·H = abHH = abH

Ou seja, em G/H está bem definindo o produto entre os elementos por meio da igualdade

aH · bH = abH .

De fato, tal operação determina uma estrutura de grupo em G/H, que chamamos de

grupo quociente de G por H. Nesta situação, considere a aplicação

ω : G→ G/H , a 7→ ω(a) = ā = aH .

Perceba que ω é um epimorfismo, conhecido como homomorfismo canônico de G para

G/H, e é tal que ω(1) = 1H = H e Ker(ω) = H. Isto mostra particularmente que todo

subgrupo normal H de G é o núcleo de algum homomorfismo.
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Considere x, y ∈ G. Denotamos o comutador de x e y por [x, y] = x−1y−1xy.

Perceba que [x, y] = 1 se, e somente se x e y comutam. Ainda, se H,K ⊆ G são

subgrupos de G, escrevemos [H,K] para denotar o subgrupo de G gerado pelo conjunto

{[h, k] | h ∈ H, k ∈ K}. Assim, o subgrupo gerado por todos os comutadores em G é

chamado de subgrupo comutador ou de subgrupo derivado e é denotado por G′ = [G,G].

Lema 1.7. Seja N ⊴ G. Então G/N é abeliano se, e somente se G′ ⊆ N.

De fato, seja φ : G → G/N o homomorfismo canônico. Se x, y ∈ G, então

[φ(x), φ(y)] = φ([x, y]) e, portanto, φ(x) e φ(y) comutam se, e somente se φ([x, y]) = 1.

Como tal fato acontece se, e somente se, [x, y] ∈ N , segue que G/N é abeliano se, e

somente se, [x, y] ∈ N , para todos x, y ∈ G. Por outro lado, sendo G′ gerado por todos

comutadores, tem-se [x, y] ∈ N, ∀x, y ∈ G se, e somente se, G′ ≤ N .

Agora, seja G um grupo e Ω um conjunto não vazio. Admita que, para cada

g ∈ G e α ∈ Ω, existe um único elemento definido α · g ∈ Ω. Considere as seguintes

condições:

i) α · 1 = α, para todo α ∈ Ω;

ii) (α · g) · h = α · (gh), para todos α ∈ Ω e g, h ∈ G.

Neste caso, dizemos que G age sobre Ω ou que · é uma ação de G em Ω. Toda ação

equivale a um homomorfismo φ : G→ Sym Ω onde α · g = φ(g)(α) = α · g. Dizemos que

a ação é transitiva se, para quaisquer elementos x, y ∈ Ω existir g ∈ G tal que x · g = y.

Dados dois elementos x, y ∈ Ω, dizemos que x é G-equivalente a y se existe um elemento

g ∈ G tal que x · g = y. As classes de equivalência de Ω sob esta relação são chamadas de

órbitas de Ω pela ação de G.

Definição 1.8. Dado um elemento x ∈ Ω, o conjunto abaixo

xG = {xg : g ∈ G}

é chamado de órbita de x pela ação de G. Já o conjunto

Gx = {g ∈ G : xg = x}

é um subgrupo de G chamado de estabilizador de x.
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Por exemplo, todo grupo G age sobre si mesmo por meio da ação regular

G→ Sym(G) , g 7→ {x 7→ xg} .

Neste caso, existe uma única orbita, e todo ponto x ∈ G possui estabilizador trivial

Gx = {1}. Em geral, se H é um subgrupo de G, então G age sobre o conjunto G/H dos

laterais de H em G, por meio de

G→ Sym(G/H) , g 7→ {Hx 7→ Hxg} .

Tabém neste caso existe uma única orbita, e tem-se GHx = Hx para todo x ∈ G. De uma

certa forma estas são as ações fundamentais, sendo que vale o seguinte:

Teorema 1.9. Um grupo G aja sobre um conjunto Ω, e seja x ∈ Ω. Então a aplicação

xg 7→ Gxg define uma bijeção entre a orbita xG e o conjunto G/Gx dos laterais do

estabilizador Gx. Em particular, a cardinalidade de uma órbita é igual ao ı́ndice do

estabilizador de um representante da órbita, isto é |xG| = |G : Gx|. Além disso, tem-se

Gxg = (Gx)
g para todo x ∈ Ω e g ∈ G.

Também, dado N ⊴ G, então G age sobre N por conjugação

ϑ : G→ Sym(N) , g 7→ {ϑg : x 7→ xg} .

Em particular, tomando N = G, a classe de conjugação de x é a órbita xG, e o estabili-

zador de x é conhecido como centralizador, e são dados por:

xG = { xg | x ∈ G } , CG(x) = { g ∈ G | xg = x } .

Lembramos que xg = x se, e somente se xg = gx. De modo geral, temos a seguinte

definição: dado um subconjunto H de um grupo G, definimos o centralizador de H em G

por

CG(H) = { g ∈ G | gh = hg, ∀h ∈ H }.

O centralizador CG(H) é um subgrupo de G que está contido no normalizador NG(H).

Mais do que isso, CG(H) ⊴ NG(H), sendo que NG(H) age por conjugação sobre H, e

CG(H) = kerφ é o núcleo da ação φ : NG(H) → Sym(H).

A situação t́ıpica da ação por conjugação de um grupo sobre um subgrupo normal

é generalizada da forma seguinte. Se um grupo G age sobre de um grupo N por meio do

homomorfismo G→ Sym(N), g 7→ {n 7→ ng}, supondo que vale

(hk)g = hgkg , ∀ h, k ∈ N , g ∈ G
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dizemos então que G age por automorfismos sobre N . A escolha da notação ng no lugar

de n·g é motivada em analogia com a conjugação e, de fato, toda ação por autormorfismos

pode ser associada com uma ação de conjugação como segue.

Definição 1.10. Sejam N e H grupos, onde H age sobre N por automorfismos. Então

o produto semidireto G = N ⋊H é o conjunto N ×H junto á operação

(n, h) · (m, k) = (nmh−1

, hk)

para todos n,m ∈ N e h, k ∈ H.

O produto semidireto G = N ⋊H é um grupo, que possui um subgrupo normal

Ṅ = N × {1H} isomorfo com N , e um subgrupo complementar Ḣ = {1N} × H, isso é,

G = ṄḢ e Ṅ ∩ Ḣ = {1G}, e a ação de Ḣ por conjugação sobre Ṅ corresponde a ação

original de H sobre N , sendo que vale (n, 1)(1,h) = (nh, 1) para todos n ∈ N e h ∈ H. No

caso em que H age trivialmente sobre N , obtemos o produto direto N ×H.

Um grupo finito G diz-se um p-grupo se sua ordem é uma potência de p, com p

primo, e um elemento g ∈ G diz-se um p-elemento se o(g) é uma potência de p. Note então

que num p-grupo, todo elemento é um p-elemento, este fato segue diretamente do Teorema

de Lagrange, visto que a ordem de um elemento coincide com a ordem do subgrupo ćıclico

por ele gerado. Se a ordem de um elemento não é diviśıvel por p, então trata-se de um

p′-elemento. Seja G um grupo finito de ordem |G| = pnm, onde p ∤ m. Um subgrupo de

G de ordem pn chama-se um p-subgrupo de Sylow de G. Apresentamos abaixo o famoso

Teorema de Sylow, porém, omitiremos sua demonstração.

Teorema 1.11. Seja G um grupo finito de ordem |G| = pnm, onde p é um primo que

não divide m. Então:

i) G sempre contém p-subgrupos de Sylow.

ii) Todo p-subgrupo de G está contido num p-subgrupo de Sylow de G.

iii) Todos os p-subgrupos de Sylow de G são conjugados em G.

iv) Se np denota o número de p-subgrupos de Sylow de G, então

np ≡ 1 mod p e np|m.
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Um grupo G é chamado de nilpotente se contém uma série de subgrupos

{1} = G0 ⊂ G1 ⊂ · · · ⊂ Gn = G

tal que cada subgrupo Gi−1 é normal em G e cada grupo quociente Gi/Gi−1 está contido

no centro de G/Gi−1, 1 ≤ i ≤ n. Uma série de subgrupos de G com esta propriedade é

chamada de série central de G.

Proposição 1.12. Seja G um grupo.

i) Se G é nilpotente, H ≤ G e N ◁ G, então H e G/N são nilpotentes.

ii) Se G é nilpotente, então Z(G) ̸= 1.

iii) G é nilpotente se, e somente se G/Z(G) é nilpotente.

iv) Se G e H são nilpotentes, então G×H é nilpotente.

Seja G um grupo abeliano. Desta forma, como segue que Z(G) = G, temos que a

série trivial {1} = G0 ⊆ G1 = G satisfaz as condições de nilpotência. Assim, conclúımos

que todo grupo abeliano é nilpotente. Temos também que todo p-grupo finito é nilpotente.

Tal fato segue por indução pela ordem de G. Claro que a afirmação é verdadeira para

grupos de ordem p ou p2, agora suponha que vale para grupos de ordem menor que pn

e seja G um grupo de ordem pn. Pode ser demonstrado que Z(G) ̸= 1, então segue que

|G/Z(G)| < pn e, portanto, G/Z(G) é nilpotente. Segue pela proposição anterior que G

é portanto nilpotente.

Teorema 1.13. Seja G um grupo finito. Então as seguintes condições são equivalentes.

i) G é nilpotente,

ii) G tem a propriedade do normalizador, isto é, todo subgrupo próprio de G está estri-

tamente contido no seu normalizador,

iii) Todo subgrupo de Sylow de G é normal em G,

iv) G é o produto direto dos seus subgrupos de Sylow.

Note que do Teorema acima, se G é nilpotente de ordem |G| = pn1
1 · · · pnt

t , deno-

tando por Si, 1 ≤ i ≤ n os pi-subgrupos de Sylow correspondentes, temos que

G = S1 × · · · × Sn .
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Ao lado dos grupos nilpotentes temos a seguinte noção. Um grupo G é solúvel se existe

uma coleção de subgrupos normais G0, G1, . . . , Gn, tais que

1 = G0 ⊆ G1 ⊆ · · · ⊆ Gn = G

e o quociente Gi+1/Gi é abeliano, para todo 0 ≤ i ≤ n. Perceba então que todo grupo

nilpotente é solúvel, em particular todo p-grupo finito.

Teorema 1.14. Seja G finito e solúvel e considere π um conjunto qualquer de números

primos. Então existe um subgrupo H ⊆ G cuja ordem é diviśıvel apenas pelos primos em

π e tal que o ı́ndice não é diviśıvel por qualquer um dos primos em π.

Um subgrupo H satisfazendo o teorema acima é chamado de π-subgrupo de Hall

de G. Perceba que, se π = {p}, isto é, contém apenas um primo, então o π-subgrupo

de Hall é um p-subgrupo de Sylow. Ainda, denotamos por π′ o conjunto de números

primos que não estão em π. A condição de solubilidade é necessária no resultado ácima,

por exemplo, o grupo A5 não possui um π-subgrupo de Hall, para π = {2, 5}, isto é,

Hallπ(A5) = ∅. De fato, suponhamos, por absurdo, que exista H ∈ Hallπ(A5). Como

|A5| = 60, temos que |H| = 20. Então A5/H consiste de 3 classes laterais, digamos

{H,Ha,Hb} e como A5 age sobre este conjunto, temos um homomorfismo não trivial

para Sym(A5/H) ≃ S3. Mas isso não é possivel sendo que A5 é simples e |S3| = 6.

Um grupo G é metabeliano se este possui um subgrupo H normal e abeliano tal

que G/H é também abeliano. Por exemplo, o grupo dihedral D8 é metabeliano, sendo

que D8/Z(D8) possui ordem 4 e portanto é abeliano. Também, o grupo simétrico S3 é

metabeliano. De fato, tomando A3 = ⟨(123)⟩ ≤ S3, A3 é abeliano e S3/A3 também é

abeliano, visto que |S3/A3| = 2. De outro lado, S3 não é nilpotente pois Z(S3) = {1}.

Vale lembrar ainda que um grupo abeliano finito G diz-se abeliano elementar se

existe um primo p tal que todos os elementos diferentes da unidade são de ordem p. Neste

caso, G é decomponivel como produto direto de grupos ćıclicos de ordem p. De outro lado,

um grupo abeliano é dito livre se é produto direto de grupos ćıclicos infinitos. Chamamos

a quantidade de fatores diretos de posto. Em geral, se G é um grupo abeliano, então o

subgrupo

T (G) = { g ∈ G | o(g) <∞ }

é chamado de subgrupo de torção de G, e se T (G) = {1}, então dizemos que G é sem

torção. Todo grupo abeliano, finitamente gerado, e livre de torção, é livre.
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1.2 Anéis e Módulos

A estrutura algébrica que conhecemos como anel teve sua origem, na verdade, de várias

fontes, no século XX. A teoria moderna dos anéis teve como base os resultados de R. De-

dekind, em seu trabalho de 1871, onde introduziu a noção de ideal, e no trabalho de

D. Hilbert, E. Lasker e F. Macaulay, mas o matemático que mais desenvolveu o ponto

de vista abstrato da teoria foi E. Noether, em seu elegante trabalho de 1921, onde seu

tratamento axiomático constituiu uma novidade na época.

Definição 1.15. Um anel (mais precisamente, anel associativo com unidade) é um con-

junto não vazio R munido de duas operações binárias, + e ·, chamadas de adição e

multiplicação, respectivamente, satisfazendo os seguintes axiomas:

i) (R,+) é grupo abeliano,

ii) (a · b) · c = a · (b · c),

iii) (a+ b) · c = a · c+ b · c,

iv) a · (b+ c) = a · b+ a · c.

v) Existe 1 ∈ R tal que 1 · a = a · 1 = a,

para todo a, b, c ∈ R. Se vale ainda a propriedade

vi) a · b = b · a,

dizemos que o anel é comutativo.

Por exemplo

I) O conjunto dos números inteiros, munido das operações de soma e multiplicação

usuais, (Z,+, ·) é anel. Assim como (Q,+, ·) e (C,+, ·).

II) EndK(V ), o conjunto dos endomorfismos de umK-espaço vetorial V , com as operações

de soma

v(α + β) = vα+ vβ

e composição

(v)αβ = (vα)β

onde v ∈ V e α, β ∈ EndK(V ) é um anel.
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III) Se R é anel comutativo, o conjunto Mn(R) das matrizes quadradas n × n com

coeficientes em R, junto ás operações usuais de soma e produto de matrizes, é anel.

Seja A um subconjunto não vazio do anel R. Dizemos que A é subanel (mais precisamente,

subanel unitário) de R se 1R ∈ A e A é fechado pelas operações de R, isto é, A munido

das mesmas operações que R é um anel. É bem conhecido que subconjunto não vazio

A ⊂ R é um subanel de R se, e somente se, as seguintes propriedades são válidas:

i) Dados x, y ∈ A, segue que x− y ∈ A,

ii) Dados x, y ∈ A, segue que xy ∈ A,

iii) 1R ∈ A.

Definição 1.16. Dado um anel R, dizemos que um elemento a ∈ R é invert́ıvel se existe

algum elemento b ∈ R tal que a · b = b · a = 1. Neste caso, dizemos que tal elemento é o

inverso de a e o denotamos por a−1. O conjunto

U(R) = {a ∈ R : a é invert́ıvel}

é chamado de grupo das unidades de R. É fácil verificar que U(R) é de fato um grupo.

Por exemplo U(Z) = {±1}, U(Q) = Q× = Q \ {0} e, se R é anel comutativo,

U(Mn(R)) = GLn(R) = { α ∈Mn(R) | detα ∈ U(R) } .

Um anel D satisfazendo U(D) = D − {0} é chamado anel com divisão, portanto, um

corpo é um anel com divisão comutativo.

Definição 1.17. Um subconjunto não vazio A do anel R é dito ideal à direita de R se

valem:

i) Dados a1, a2 ∈ A então a1 − a2 ∈ A,

ii) Se a ∈ A e r ∈ R, então ar ∈ A.

Definimos, de modo análogo, o ideal à esquerda de R. Se um ideal A é ideal à direita e à

esquerda, dizemos que A é ideal bilateral de R, ou apenas que A é um ideal de R. Ideais

gerados por um único elemento são chamados de ideais principais.
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A noção de módulos bem como a conhecemos, e apresentamos adiante, apareceu

explicitamente nos trabalhos de Dedekind em teoria dos números. Porém, seu estudo

começou no trabalho clássico de Noether, de 1929, que foi muito importante para o de-

senvolvimento da teoria de anéis de grupos e contem os dados básicos desta teoria, [24].

Definição 1.18. Seja R um anel. Um grupo aditivo abeliano M é chamado de R-módulo

à direita se, para cada r ∈ R e cada m ∈M , está definido mr ∈M , satisfazendo

i) m(r1 + r2) = mr1 +mr2,

ii) (m1 +m2)r = m1r +m2r,

iii) (mr1)r2 = m(r1r2),

iv) m1 = m,

para todos r1, r2 ∈ R e m,m1,m2 ∈M . Analogamente definimos o R-módulo à esquerda.

Quando M é, ao mesmo tempo, um R-módulo à esquerda e à direita, dizemos que M é

um R-módulo bilateral.

Podemos assim dizer que, a partir da definição, se K é um corpo, então o conceito

de K-módulo coincide com a noção de espaço vetorial sobre o corpo K. Assim, uma base

S para um R-módulo M segue no mesmo sentido de uma base para um espaço vetorial,

isto é,M é R-módulo gerado por S, ou seja, para todo m ∈M tem-se m = s1r1+ . . .+slrl

com si ∈ S e ri ∈ R, e S é um conjunto linearmente independente sobre R. Um R-módulo

M é dito livre se possui uma base. Se M é um R-módulo no qual mr = m para todos

m ∈ M e r ∈ R, então dizemos que M é trivial. De outro lado, considerando o grupo

aditivo de R junto à aplicação (r, s) 7→ rs, obtemos o R-módulo regular. Mais geralmente,

se I é um ideal à direita de um anel R, o produto de elementos de I por elementos de R

define uma estrutura de R-módulo sobre I. De forma analoga às ações de grupos, todo

R-módulo M corresponde à uma aplicação

R → End(M) = { φ :M →M | (m+ n)φ = mφ+ nφ, ∀ m,n ∈M } .

Define-se

EndR(M) = { φ ∈ End(M) | (mr)φ = (mφ)r, ∀ m ∈M, ∀ r ∈ R }
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como o anel dos R-endomorfismos de M . De fato, EndR(M) é anel com as operações de

soma e composição e, assim, M também é EndR(M)-módulo.

SejaM um módulo sobre o anel R. Um subconjunto não vazio N ⊂M é chamado

de submódulo de M se valem as seguintes condições:

i) Para todos x, y ∈ N , vale x+ y ∈ N ,

ii) Para todos r ∈ R e n ∈ N , vale rn ∈ N .

Por exemplo, os ideais são exatamente os submódulos do módulo regular. Todo móduloM

possui, no mı́nimo, dois submódulos: (0) e M . Todos os outros submódulos são próprios.

Caso um módulo não nulo não possua submódulos próprios, ele é chamado de simples ou

irredut́ıvel.

Sejam G um grupo, não necessariamente finito, e R um anel com unidade. De-

notaremos por RG o conjunto de todos os elementos da forma

α =
∑
g∈G

agg

onde ag ∈ R e ag ̸= 0 apenas para uma quantidade finita de elementos de G. Segue da

definição que, dados α =
∑
agg e β =

∑
bgg ∈ RG, temos α = β se, e somente se, ag = bg

para todo g ∈ G. Dado α =
∑
agg ∈ RG, chamamos de suporte de α o conjunto dos

elementos de G cujo coeficiente correspondente é não nulo, isto é,

Supp(α) = { g ∈ G | ag ̸= 0 } .

Além disso, dados α =
∑
agg e β =

∑
bgg ∈ RG, definamos soma e multiplicação entre

elementos de RG como segue abaixo

α + β =

(∑
g∈G

agg

)
+

(∑
g∈G

bgg

)
=
∑
g∈G

(ag + bg)g

e

αβ =

(∑
g∈G

agg

)(∑
h∈G

bhh

)
=
∑
g,h∈G

(agbh)gh =
∑
g∈G

(∑
h∈G

agh−1bh

)
g .

Com as operações acima, RG é um anel cuja unidade é dada pelo elemento 1 =
∑
cgg,

onde o coeficiente correspondente a unidade do grupo é c1 = 1 e para os demais elementos

de G tem-se cg = 0.

Definição 1.19. O conjunto RG, com as operações definidas acima, é chamado de anel

de grupo de G sobre R.
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Podemos definir também o produto entre elementos de RG e R, como segue

γα = γ

(∑
g∈G

agg

)
=
∑
g∈G

(γag)g, ∀ γ ∈ R .

Desta forma, vemos que o anel de grupo RG é um R-módulo livre, gerado por G. Para

anéis de grupos temos a seguinte definição:

Definição 1.20. Sejam V um R-módulo e G um grupo. Dizemos que V é um RG-módulo

se a multiplicação vg, v ∈ V, g ∈ G, está bem definida e satisfaz as seguintes condições:

i) vg ∈ V,

ii) v(gh) = (vg)h,

iii) v1 = v,

iv) (rv)g = r(vg),

v) (v1 + v2)g = v1g + v2g,

para todos v1, v2 ∈ V, r ∈ R, g, h ∈ G.

Pode-se verificar que esta definição é compativel com a definição geral de módulo

sobre um anel. Além disso, um RG-módulo V é trivial se

vg = v , ∀ v ∈ V, g ∈ G.

Por outro lado, V é fiel se a identidade do grupo G é o único elemento para o qual vale

vg = v, ∀ v ∈ V .

Definição 1.21. O homomorfismo ε : RG→ R dado por

ε

(∑
g∈G

agg

)
=
∑
g∈G

ag

é chamado de aplicação de aumento de RG e seu núcleo, que é denotado por ∆(G), é um

R-módulo chamado de ideal de aumento de RG.

Note que, dado α ∈ ∆(G), temos ε(α) = 0 e, dáı, podemos escrever

α = α− ε(α) =
∑
g∈G

agg −
∑
g∈G

ag =
∑
g ̸=1∈G

ag(g − 1) .
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Dessa forma, ∆(G) é gerado como R-módulo pelos elementos da forma g− 1 ao variar de

g em G, ou seja

∆(G) = ⟨ g − 1 | g ∈ G ⟩R .

No caso em que R = K é corpo, dizemos que KG é a álgebra de grupo de G sobre K, de

acordo a seguinte definição:

Definição 1.22. Seja K um corpo. Uma K-álgebra é um anel A que é também um

K-espaço vetorial de dimensão finita, tal que,

r(m1m2) = (rm1)m2 = m1(rm2),

para todos r ∈ R e m1,m2 ∈M .

1.3 Representações e Caracteres

A representação de um grupo G é uma ferramenta muito utilizada e que nos permite

enxergar tal grupo como uma estrutura algébrica relativamente mais simples, porém,

com boas propriedades e com axiomas bem definidos, tais como matrizes, permutações,

transformações lineares, entre outros. Nesta seção serão apresentados conceitos básicos de

representações de grupos e caracteres. O leitor que desejar aprofundar os conhecimentos

acerca destes conceitos poderá fazê-lo em [22], por exemplo.

Definição 1.23. Sejam G grupo, K um corpo, e V um K-espaço vetorial de dimensão

finita n. Uma representação de G em V é um homomorfismo φ : G → GL(V ). O grau

da representação é o inteiro n.

Por definição, uma aplicação φ de G em GL(V ) é uma representação de G se, e

somente se, valem as propriedades

i) φ(1) = idV ,

ii) φ(gh) = φ(g)φ(h),

iii) φ(g)−1 = φ(g−1).

para todos g e h em G. Observe que todo grupo G pode ser representado sobre um K-

espaço vetorial V por meio da representação trivial g 7→ idV . Mais em geral, se um grupo
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G age por permutação sobre um conjunto finito Ω, é posśıvel estender por K-linearidade

a ação de G sobre KΩ, sendo esse o K-espaço vetorial com base Ω. Neste sentido, as

ações são um caso particular de representações sobre um corpo qualquer K.

Definição 1.24. Se φ : G → GL(V ) é uma representação de grupo finito G sobre um

K-espaço vetorial V de dimensão finita, dizemos que V é um KG-módulo.

Assim, um espaço vetorial V é um KG-módulo se está definida uma ação de G

sobre V por meio de transformações K-lineares. Ou seja, de forma explicita, existe uma

aplicação · : G× V → V , (g, v) 7→ g · v satisfazendo as seguintes propriedades:

i) 1 · v = v;

ii) g · (λv1 + λ′v2) = λ(g · v1) + λ′(g · v2);

iii) g1 · (g2v) = (g1g2) · v,

para todos g, g1, g2 ∈ G, v, v1, v2 ∈ V, λ, λ′ ∈ K. Logo, dada uma representação φ, a

ação sobre V está definida por meio da relação g · v = φ(g)v, e reciprocamente, se V

é KG-módulo, então a aplicação φ : G → GL(V ) definida por φ(g)v = g · v é uma

representação de G. Além disso, considerando o anel de grupo KG, é posśıvel estender

toda representação φ : G → GL(V ) a um homomorfismo de anéis φ : KG → End(V ),

definindo

φ(
∑
g∈G

kgg) =
∑
g∈G

kgφ(g) .

Assim, um KG-módulo é de fato um módulo do anel de grupo KG.

Lembramos que, se V é um K-espaço vetorial de dimensão n, toda escolha de

uma base de V determina um isomorfismo GL(V ) ≃ GL(n,K). Assim, podemos identi-

ficar uma representação como um homomorfismo φ : G → GL(n,K). Por exemplo, em

GL(2,C), as matrizes

I =

 0 1

−1 0

 , J =

 i 0

0 −i

 , K =

 0 −i

−i 0


satisfazem as relações I2 = J2 = K2 = IJK = −1, portanto, temos uma representação

do grupo dos quatérnios φ : Q8 → GL(2,C), tal que φ(i) = I, φ(j) = J , e φ(k) = K.

Recordamos ainda que, uma mudança da base de V corresponde a conjugação por alguma

matriz em GL(n,K). Portanto, é de interesse considerar a seguinte relação de equivalência
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entre representações por matrizes. Por sua vez, esta relação corresponde a noção de

isomorfismo de KG-módulos.

Definição 1.25. Dizemos que duas representações φ, ψ : G→ GL(n,K) são similares se

existe P ∈ GL(n,K) tal que

φ(g) = P−1ψ(g)P.

para todo g ∈ G.

Se V é um KG-módulo e W é um subespaço vetorial de V , dizemos que W é

φ-invariante se φ(g)(W ) ⊆ W , para todo g ∈ G. Como φ(g) é automorfismo, então

φ(g)|W é também automorfismo, o que nos permite definir φW : G → GL(W ), portanto,

W é KG-submódulo de V .

Definição 1.26. Um KG-módulo V é irredut́ıvel se seus únicos submódulos são {0} e

V . Caso contrário, V é redut́ıvel.

Em termos de uma representação por matrizes, se existe um subespaço invariante

W , de dimensão 1 < k < n, podemos completar uma base de W para obter uma base

B = {w1, . . . , wk, vk+1, . . . , vn} de V , assim que

φ(g)P =

 α(g) β(g)

0 γ(g)


onde α : G → GL(k,K), γ : G → GL(n − k,K), β : G → Mk,n−k(K), para algum

P ∈ GL(n,K). Aqui, α é a representação matricial associada ao submódulo W , e P é a

matriz de mudança de base.

Definição 1.27. Um KG-módulo V é completamente redut́ıvel se, para todo submódulo

W de V , existe um submódulo complementar U paraW em V , ou seja, tal que V = U⊕W ,

isto é, V = U +W e U ∩W = {0}.

Por exemplo, considere o grupo ćıclico G = ⟨g⟩ com 2 elementos e o corpo F2 =

Z/2Z. Obtemos uma representação por

φ : G→ GL(2,F2) , φ(g) =

 1 1

0 1

 .

Vemos que o módulo V = F2
p é redut́ıvel, sendo W = ⟨(1, 0)⟩ um submódulo não trivial

mas, de outro lado, V não é completamente redut́ıvel, sendo queW não possui complemen-

tar em V . De fato, é posśıvel verificar que um KG-módulo V é completamente redut́ıvel



22 Caṕıtulo 1. Fundamentos

se, e somente se, é soma direta de irredut́ıveis. Além disso, em termos de matrizes, cada

soma direta de submódulos corresponde a ter uma representação em blocos diagonais.

Um dos teoremas fundamentais em teoria da representação afirma que a situação acima

é t́ıpica do caso no qual char K não divide |G|.

Teorema 1.28. (Maschke) Sejam G um grupo finito e K um corpo cuja caracteŕıstica

não divide |G|. Então todo KG-módulo é completamente redut́ıvel.

O Teorema de Maschke afirma que, se char K não divide |G|, então KG é uma

álgebra semissimples. Uma álgebra A é chamada semissimples se seu módulo regular

é completamente redut́ıvel. Em tal caso, todo módulo é isomorfo com um submódulo

do módulo regular. Reportamos alguns dos resultados fundamentais sobre as álgebras

semissimples, conforme [20, §1].

Teorema 1.29 (Duplo centralizador). Sejam A uma álgebra semissimples e V um A-

módulo irredut́ıvel, e seja D = EndA(V ), então EndD(V ) = { v 7→ vx | x ∈ A }.

Teorema 1.30 (Wedderburn). Sejam A uma álgebra semissimples, V1, . . . , Vr represen-

tantes pelas classes de isomorfismo dos A-módulos irredut́ıveis, Di = EndA(V ), e deno-

tamos por Wi a soma de todos os submódulos de A isomorfos com Vi. Então

i) Todo Wi é um ideal bilateral minimal de A, e A = W1 ⊕ . . .⊕Wr

ii) Tem-se ViWj = 0 toda vez que i ̸= j.

iii) A aplicação x 7→ {v 7→ vx} define um isomorfismo Wi → EndDi
(Vi).

Lema 1.31 (Schur). Se U e V são A-módulos irredut́ıveis, então todo homomorfismo

não nulo em HomA(U, V ) possui um inverso em HomA(V, U). Portanto, EndA(V ) é uma

álgebra com divisão. Além disso, se K é algebricamente fechado, então EndA(V ) = K.

Juntando este resultado ao teorema de Wedderburn temos a seguinte caracte-

rização estrutural da álgebra de grupo CG:

Corolário 1.32. A álgebra de grupo CG é uma soma direta CG = W1 ⊕ . . .⊕Wr, onde

Wi ≃ EndC(Vi). Logo, CG ≃ Mn1(C) ⊕ . . . ⊕Mnr(C) é uma soma direta de álgebras de

matrizes, onde ni = dimC(Vi).
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Assim, o grupo das unidades de CG é dado por

U(CG) ≃ GLn1(C)⊕ . . .⊕GLnr(C) .

Mais ainda, em GLni
(C), toda matriz de torção é similar com uma matriz diagonal, cujas

entradas são raizes da unidade. Considerando a representação φi : G → GLni
(C), para

cada g ∈ G, tem-se φi(g) ∼ diag(εi1, . . . , εini
), onde ε

o(g)
i = 1. Logo

{ u ∈ U(CG) | u ∼ g } = { u ∈ CG | φ(u) ∼ diag(ε11, . . . , ε1n1 , . . . , ε1nr , . . . εrnr) } .

Vemos que em CG as unidades conjugadas com os elementos de G são completamente

determinadas pela decomposição de Wedderburn. De outro lado, como já foi mencionado

na introdução, dois subgrupos finitos de QG conjugados em CG, são já conjugados em

QG, em vista do seguinte resultado [39, Lema 37.5].

Lema 1.33. Sejam k ≤ K corpos infinitos e G um grupo finito. Sejam H1 e H2 dois

subgrupos finitos do grupo das unidades em kG. Então

H1 ∼ H2 em KG =⇒ H1 ∼ H2 em kG

.

Junto a representações, é interessante considerar os caracteres. Lembramos que

o traço de uma matriz quadrada é a soma dos coeficientes da diagonal:

A = (aij) ∈Mn(K) , tr A =
n∑
i=1

aii .

É fácil ver que a função tr : Mn(K) → K satisfaz tr(AB) = tr(BA) para todo A e B.

Consequentemente,

tr(AP ) = tr(P−1AP ) = tr(A)

sempre que P ∈ GL(n,K).

Definição 1.34. Seja φ : G → GL(V ) uma representação do grupo G, onde V tem

dimensão finita. Chamamos de caractere da representação a seguinte função

χ : G→ K , g 7→ tr(φ(g))

Dizemos que χ é irredut́ıvel se φ é tal. Denotamos por Irr(G,K) o conjunto dos caracteres

associados com as representações irredut́ıveis sobre K-espaços vetoriais. No caso em que

K = C, escrevemos simplesmente Irr(G) = Irr(G,C).
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O caractere da representação trivial G → C é chamado caractere principal, ele

é a função constante 1G : g 7→ 1, ∀ g ∈ G. Mais em geral, caracteres associados com

módulos de dimensão 1 são chamados lineares, e correspondem aos homomorfismos de

G em C×. Representações similares possuem o mesmo caractere, sendo que, dada uma

representação φ : G → GL(n,K) e uma matriz P ∈ GL(n,K), tem-se tr (φ(g)P ) =

tr (φ(g)) para todo g ∈ G. Além disso, os caracteres são funções constantes sobre as

classes de conjugação, sendo tr (φ(g)φ(h)) = tr (φ(gh)) para todo g, h ∈ G. Portanto,

geralmente os caracteres irredut́ıveis são apresentados em forma de tabela X = (χi(gj))ij,

onde Irr(G) = {χ1, . . . , χr}, e Cl(G) = { gGj | j = 1, . . . , r} são as classes de conjugação

em G. Por exemplo (veja [20, p.288]), a tabela dos caracteres irredut́ıveis comlexos de A5

é dada por

1 (12) (123) (12345) (12354)

χ1 1 1 1 1 1

χ2 3 −1 0 α β

χ3 3 −1 0 β α

χ4 4 0 1 −1 −1

χ5 5 1 −1 0 0

onde

α =
1−

√
5

2
, β =

1 +
√
5

2
.

No caso dos C-caracteres, Irr(G) é uma base do espaço vetorial das funções de classe, e

de fato é ortonormal, ou seja, vale a relação [χ, ψ] = δχψ para todos χ, ψ ∈ Irr(G). A

respeito do produto interno temos

[α, β] =
1

|G|
∑
g∈G

α(g)β(g)

definido para quaisquer funções de classes α e β com valores em C [20, §2]. O grande

interesse em estudar os caracteres no lugar de trabalhar diretamente com as representações

é evidenciado pelo seguinte teorema.

Teorema 1.35. Se char K não divide |G| então duas representações são similares se, e

somente se, possuem o mesmo caractere.

Este resultado é bem conhecido seK = K. O caso geral é demonstrado utilizando

a noção de corpo de decomposição de um grupo [20, Teorema 9.21, Corolário 9.22]. Em
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particular, para K = Q, pode-se mostrar que Irr(G,Q) está em bijeção com o conjunto

das órbitas em Irr(G) do grupo de Galois G = Gal(Q[χ]/Q), onde Q[χ] = Q[χ(g)|g ∈ G]

é um subcorpo da extensão ciclotômica Q[ε] de Q, sendo ε uma raiz primitiva n-ésima

da unidade em C, para n = expG. Nesta correspondência, todo ξ ∈ Irr(G,Q) escreve-se

como ξ = m
∑
χG, onde χG = {χσ}σ é a órbita de χ ∈ Irr(G) pela ação de G, e m é um

inteiro positivo.

Dado um subgrupo H de um grupo G, toda representação de G define uma

representação de H simplesmente por restrição. Assim, em termos de caracteres, temos

uma função · ↓H que leva caracteres de G em caracteres de H. De outro lado, toda

representação de H determina uma representação de G por meio da indução [20, §5].

Em termos de módulos, a indução é a aplicação que leva o KH-módulo V no KG-

módulo V ↑G= V ⊗KH KG. Focando no caso ordinário de representações complexas, isso

corresponde a uma aplicação ϑ 7→ ϑG, onde ϑ é um caractere de H, por meio da formula

ϑ ↑G (g) =
1

|H|
∑
x∈G

ϑ◦(gx)

onde ϑ◦ ↓H= ϑ e ϑ◦ ↓G\H= 0. Mais ainda, por meio desta fórmula a indução pode ser

generalizada a todas as funções de classes de H. Restrição e indução estão relacionadas

por meio do produto interno.

Teorema 1.36 (Reciprocidade de Frobenius). Dado H ≤ G, sejam ϑ e χ funções de

classes de H e G com valores em C, respectivamente. Então [ϑ ↑G, χ] = [ϑ, χ ↓H ].

A teoria que relaciona os caracteres de um grupo com aqueles de um subgrupo

normal é devida a Clifford [20, §6]. Dado H ⊴ G, então G age sobre Irr(H) por meio da

relação ϑg(x) = ϑ(xg
−1
). Para ϑ ∈ Irr(H), definimos o subgrupo de inércia de ϑ em G

como o estabilizador

Gϑ = {g ∈ G | ϑg = ϑ} .

Em particular, se ϑG = {ϑ = ϑ1, ϑ2, . . . , ϑt} é a orbita de ϑ em Irr(H) sob a ação de G,

tem-se t = |ϑG| = |G : Gϑ|. Além disso, denotamos por Irr(G|ϑ) o conjunto dos caracteres

χ ∈ Irr(G) cuja restrição a H possui ϑ como constituinte irredut́ıvel.

Teorema 1.37 (Clifford). Sejam H ⊴ G. Dado χ ∈ Irr(G), se ϑ ∈ Irr(H) é tal que

χ ∈ Irr(G|ϑ), vale χ ↓H= e
∑
ϑG por algum inteiro positivo e. De outro lado, fixado

ϑ ∈ Irr(H), então a indução · ↑G: Irr(Gϑ|ϑ) → Irr(G|ϑ) é uma bijeção.
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Enfim, reportamos um resultado que descreve os caracteres de um produto direto

[20, Teorema 4.21]. Se G = H × K é produto direto de dois grupos H e K, para duas

funções α : H → C e β : K → C, obtemos uma função αβ : hk 7→ α(h)β(k).

Teorema 1.38. Seja G = H ×K. Então as funções ηϑ, onde η ∈ Irr(H) e ϑ ∈ Irr(K)

são exatamente os caracteres irredut́ıveis de G, isto é Irr(G) = Irr(H)× Irr(K).

1.4 Ordens

Considerando um anel de grupo integral ZG, por meio das inclusões ZG ≤ QG ≤ CG,

podem ser utilizados os resultados de teoria das representações. De outro lado, é necessário

explorar também a relação que liga o anel ZG com a álgebra QG, sendo a mesma dada

por meio da noção de ordem.

Definição 1.39. Sejam A uma Q-álgebra e R um subanel de A. Dizemos que R é uma

ordem em A, se R é finitamente gerado como Z-módulo e QR = A.

A notação aqui utilizada é a seguinte: dado um subconjunto não vazio X de uma

Q-álgebra A, denotamos por QX o subespaço de A gerado por X. Assim, se R é uma

ordem, tem-se

QR =

{
m∑
i=1

qiri | qi ∈ Q,∀ i = 1, . . . ,m

}
onde {r1, . . . , rm} é um conjunto gerador do Z-módulo R. Como já antecipado, o anel

de grupo inteiro ZG de um grupo finito G é uma ordem em QG. Um outro exemplo

fundamental é o anel OK dos inteiros de um corpo algébrico K, que é uma ordem em K.

Mais ainda, OKG é uma ordem em KG. Reportamos alguns dos resultados básicos que

serão utilizados em seguida, conforme [39].

Lema 1.40. Seja A uma Q-álgebra.

i) Sejam R1 e R2 ordens em A. Então R1 ∩R2 é também uma ordem em A.

ii) Seja R ⊂ A subanel finitamente gerado como Z-módulo. Se R1 é uma ordem em A e

R1 ⊂ R, então R é também ordem em A.

Demonstração. i) Sejam R1 e R2 ordens em A. Por definição QR1 = A, assim, como

R2 ⊆ A, ∀s ∈ R2, tem-se s =
∑
qiri, onde qi ∈ Q e ri ∈ R1. Logo ∃z ∈ N : zs ∈ R1 ∩R2.
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Tome {s1, . . . , sm} como geradores de R2. Então ∃z1, . . . , zm tais que {z1s1, . . . , zmsm} ⊆

R1∩R2, o que implica que Q(R1∩R2) ⊇ Q{z1s1, . . . , zmsm} = Q{s1, . . . , sm} = QR2 = A.

ii) Claro que QR ⊂ A. Agora, note que A = QR1 ⊂ QR, isto é, A ⊂ QR. O resultado

segue.

Lema 1.41. Sejam R1 ⊆ R2 ordens em A, Q-álgebra. Então existe um inteiro d tal

que dR2 ⊆ R1. Além disso, considerando R1 e R2 como grupos aditivos, tem se que

|R1 : dR2| <∞.

Demonstração. Por definição, R1 e R2 são finitamente gerados como Z-módulos. Assim,

considere {r1, . . . , rm} e {s1, · · · , sn} conjuntos de geradores de R1 e R2, respectivamente.

Como A = QR1, podemos escrever cada elemento si ∈ A da seguinte forma:

si =
∑
i,j

qijrj.

Então existe di ∈ N tal que diqij ∈ Z, ∀j, logo disi ∈ R1∩R2. Seja d = m.m.c (d1, . . . , dn).

Assim dR2 ⊆ R1 ∩R2 ⊆ R1, isto é, dR2 ⊆ R1.

Como R2 ⊇ R1 ⊇ dR2, pelo Teorema do Isomorfismo temos

R2

R1

≃ R2/dR2

R1/dR2

e
R2

dR2

≃ (Zd)n.

Desta forma |R1 : dR2| < |R2 : dR2| <∞, como queŕıamos.

Lema 1.42. Sejam R1 ⊂ R2 ordens em uma Q-álgebra A. Então:

i) Se U(R1) e U(R2) são os grupos das unidades de R1 e R2, respectivamente, então o

ı́ndice |U(R2) : U(R1)|, como grupos multiplicativos, é finito.

ii) Se u ∈ R1 é invert́ıvel em R2, então u
−1 ∈ R1.

Demonstração. i) De acordo com o lema anterior, existe um inteiro d tal que dR2 ⊂ R1

e, quando tomamos R1 e dR2 como grupos aditivos, |R1 : dR2| < ∞. Consideremos

então os grupos multiplicativos U(R1) e U(R2) e os elementos x, y ∈ U(R2) tais que

x+ dR2 = y + dR2. Temos então que xy−1 ∈ 1 + dR2 ⊆ R1 e yx−1 ∈ 1 + dR2 ⊂ R1, pois

1 ∈ R1 e dR2 ∈ R1 . Similarmente y−1x ∈ R1, o que implica que xy−1 ∈ U(R1), ou seja

xU(R1) = yU(R1). Portanto |U(R2) : U(R1)| ≤ |R2 : R1| ≤ |R2 : dR2| <∞.
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ii) Seja u ∈ R1 ∩ U(R2). Sendo u ∈ U(R2), tem-se

ur + uR2 = us+ uR2 ⇐⇒ r +R2 = s+R2.

Logo, se {s1, . . . , sn} é uma transversal para R2 em R1, então us1, . . . , usn é uma trans-

versal para uR2 em R1. Dáı |R2 : R1| = |R2 : uR1|. Sendo u ∈ R, tem-se que uR ⊆ R1,

portanto, uR1 = R1. Como 1 ∈ R1, tem–se u ∈ U(R1).



Caṕıtulo 2

Unidades em Anéis de Grupos

Os anéis de grupos surgiram pela primeira vez de forma natural no estudo de repre-

sentações de grupos como matrizes sobre corpos ou, mais geralmente, como endomorfis-

mos de módulos. Um dos principais problemas deste campo é descrever os subgrupos de

U(RG) e, em particular, os elementos de torção. Desde o trabalho seminal de G. Higman

[17], o alto grau de complexidade para determinar tais grupos ficou evidenciado na década

de setenta, quando foi provado que U(ZG) geralmente possui subgrupos livres. Tal pro-

blema, especialmente no caso de anéis de grupos integrais de grupos finitos, acabaram

por produzir muitos resultados importantes e que combinam várias áreas da matemática.

Embora o grupo de unidades de anéis de grupo tenha tenha sido alvo de pesquisa por

décadas, relativamente pouco avanço foi feito, no sentido de descriminar explicitamente

tais grupos, visto que, até o presente momento, isto só é posśıvel para poucas classes de

anéis de grupo. Neste caṕıtulo, falaremos brevemente sobre o conceito de unidades de um

anel de grupo e apresentaremos algumas unidades bem conhecidas, tais como unidades

unipotentes, bićıclicas, unidades ćıclicas de Bass, unidades triviais e unidades de torção.

Também demonstraremos algumas propriedades e teoremas importantes.

Seja RG o anel de grupo de G sobre R. Denotamos por U(RG) o conjunto das

unidades de RG, isto é

U(RG) = {α ∈ RG : αβ = βα = 1, para algum β ∈ RG}.

Considere a aplicação de aumento

ε : RG −→ R ,
∑
g∈G

agg 7→
∑
g∈G

ag .

29
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Como ε é um homomorfismo, segue que ε(α) ∈ U(R), ∀α ∈ U(RG). Denotamos por

U1(RG) o subgrupo das unidades de aumento 1, também chamado de subgrupo das uni-

dades normalizadas, em U(RG), isto é

U1(RG) = {α ∈ U(RG) : ε(α) = 1}.

Se u é uma unidade de ZG, temos que ε(u) = ±1 e, portanto,

U(ZG) = ±U1(ZG).

Analogamente, dado um anel arbitrário R, temos que

U(RG) = U(R)× U1(RG).

Dado rg ∈ RG, onde r ∈ U(R) e g ∈ G, note que r−1g−1 é seu inverso em RG. Elementos

dessa forma são chamados de unidades triviais de RG. Por exemplo, elementos da forma

±g são as unidades triviais em ZG. Se K é um corpo qualquer, os elementos da forma

kg, onde k ∈ K, k ̸= 0 e g ∈ G são as unidades triviais de KG.

2.1 Algumas classes de unidades

Uma técnica útil para descrever o grupo das unidades seria determinar uma

famı́lia de geradores que seja finita, porém, até o momento, é somente para um número

pequeno de casos que foi encontrado um conjunto finito de geradores de U(RG). Por exem-

plo, as unidades ćıclicas foram introduzidas por H. Bass, e utilizadas por ele e J. Milnor

para mostrar que elas geram um subgrupo de ı́ndice finito no anel U(ZA), onde A é um

grupo abeliano. No caso não abeliano é necessário introduzir novas unidades, as unida-

des bićıclicas, denominadas assim por J. Ritter e Sehgal, embora nem sempre estas duas

famı́lias de unidades sejam suficientes para gerar subgrupos de ı́ndices finitos.

Unidades unipotentes

Sejam R um anel arbitrário e η ∈ R tal que η2 = 0. Note que 1 − η2 = 1, isto é,

(1 + η)(1− η) = 1 e desta forma 1± η ∈ U(R). Analogamente, se η ∈ R é tal que ηn = 0,

para algum inteiro positivo n, então

(1− η)(1 + η + · · ·+ ηn−1) = 1− ηn = 1,
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(1 + η)(1− η + η2 · · · ± ηn−1) = 1± ηn = 1.

Portanto 1 ± η ∈ U(R) e estes elementos são chamados de unidades unipotentes de R.

Por exemplo, se R possui caracteŕıstica p > 0 e g ∈ G é um elemento de ordem pn, isto

é, gp
n
= 1, temos que 0 = (1 − gp

n
) = (1 − g)p

n
e, então, η = 1 − g ∈ RG é nilpotente.

Claramente, 1− η = g é uma unidade trivial em RG, porém 1+ η = 2− g é uma unidade

não trivial, se char(R) ̸= 2.

Unidades bićıclicas

Sejam ZG um anel de grupo inteiro e g ∈ G um elemento de ordem finita n. Note que,

como gn = 1, então gn− 1 = 0, donde segue que (g− 1)(1+ g+ · · ·+ gn−1) = 0. Tomando

h ∈ G, podemos construir uma unidade:

µg,h = 1 + (1− g)hĝ, onde ĝ = 1 + g + · · ·+ gn−1.

Note que ((1− g)hĝ)2 = 0, ou seja, (1− g)hĝ é um elemento nilpotente em G e, portanto,

como constrúıdo acima, segue que µg,h é uma unidade em ZG.

Definição 2.1. Sejam g ∈ G um elemento de ordem n < ∞ e h um elemento qualquer

em G. A unidade µg,h constrúıda acima é chamada de unidade bićıclica do anel de grupo

ZG.

Denotamos por B2 o subgrupo de U(ZG) gerado por todas as unidades bićıclicas

de ZG. Observe que todas as unidades bićıclicas são unidades normalizadas. De fato,

ε(1 + (1− g)hĝ) = ε(1) = 1. Note ainda que, se g e h comutam, então µg,h = 1 .

Proposição 2.2. Sejam G um grupo e g, h ∈ G, com o(g) = n <∞. Então µg,h é trivial

se, e somente se, h normaliza ⟨g⟩. Neste caso, µg,h = 1.

Demonstração. Suponha que µg,h é trivial. Como ε(µg,h) = 1, existe um elemento x ∈ G

tal que µg,h = x. Temos então

1 + (1− g)hĝ = x,

logo

1 + hĝ = x+ ghĝ.

Se x = 1 , então h = ghgi, para algum inteiro i. Dáı, segue que h−1gh = g−i. Se x ̸= 1,

como 1 aparece no lado esquerdo da equação, então deve aparecer no lado direito também.
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Desta forma, deve existir j ∈ Z tal que ghgj = 1 e dáı h = g−(j+1). Note que, assim,

x = 1+ (1− g)g−(j+1)ĝ = 1+ (1− g)ĝg−(j+1) = 1, contradição. Portanto h normaliza ⟨g⟩

e µg,h = 1. Reciprocamente, suponha que h−1gh = gi, para algum i ∈ Z. Então gh = hgi

e, como giĝ = ĝ, segue que ghĝ = hĝ. Dáı µg,h = 1 + (1− g)h.

Segue diretamente que:

Proposição 2.3. Seja G um grupo finito. O grupo B2 é trivial se, e somente se, cada

subgrupo de G é normal.

Proposição 2.4. Toda unidade bićıclica µg,h ̸= 1 de ZG tem ordem infinita.

Demonstração. Seja µg,h = 1 + (1− g)hĝ uma unidade bićıclica de ZG. Note que

µtg,h = (1 + (1− g)hĝ)t = 1 + t(1− g)hĝ, t ∈ Z.

portanto, para t ̸= 0, µtg,h = 1 se, somente se (1− g)hĝ = 0, o que acontece se, e somente

se, µg,h = 1. Se t = 0, o resultado é imediato

Unidades ćıclicas de Bass

Consideremos agora G = ⟨g⟩ um grupo ćıclico de ordem n. Pelos teoremas de Maschke e

Wedderburn podemos escrever

QG ≃ ⊕d|nQ(ζd)

onde ζ é uma raiz n-ésima primitiva da unidade, d é divisor de n, e o isomorfismo é dado

da forma abaixo:

g 7→ (1, . . . , ζd, . . . , ζ) .

Seja i ∈ Z, 1 < i < n − 1 e (i, n) = 1. Considerando ζ ̸= 1, note que ζi−1
ζ−1

é inverśıvel

em Z[ζ] e tem inversa ζ−1
ζi−1

= ζik−1
ζi−1

=
∑k

j=1 ζ
i(j−1), onde k ∈ Z e ik ≡ 1(mod n).

Analogamente, tomemos x = 1 + · · · + gi−1. Note que a projeção de x na primeira

componente é i e, portanto, x não é inverśıvel em ZG. Tendo em mente a escolha de i como

descrito acima, temos, pelo Teorema de Euler, que iϕ(n) ≡ 1(mod n), isto é iϕ(n) = 1+kn,

onde k ∈ Z e ϕ(n) é a função de Euler. Considere agora y = (1 + · · ·+ gi−1)ϕ(n) − k(1 +

· · ·+ gn−1). Como a projeção de (1+ · · ·+ gn−1) em qualquer outra componente diferente

de Q é 0, segue que a sua projeção em Q[ζ] é (1 + · · · + ζ i−1)ϕ(n) − k(1 + · · · + ζn−1) =

(1+ · · ·+ ζ i−1)ϕ(n), que é inverśıvel em Z[ζ], e sua projeção em Q é iϕ(n)− kn = 1. Logo y
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é unidade em ZG. Além disso, ε(y) = 1 e, portanto, y ∈ U1(ZG) ⊆ U(ZG) é uma unidade

normalizada, chamada de unidade ćıclica de Bass.

Proposição 2.5. Sejam g ∈ G um elemento de ordem finita n e i ∈ Z tal que 1 < i < n−1

e (i, n) = 1. Então a unidade ćıclica de Bass

µi = (1 + · · ·+ gi−1)ϕ(n) +
1− iϕ(n)

n
ĝ

é de ordem infinita.

2.2 Unidades triviais

Vimos anteriormente que, dados R, anel comutativo com unidade, e G, grupo, uma uni-

dade trivial do anel de grupo RG é um elemento da forma rg, onde r ∈ U(R). Nesta

seção, vamos abordar resultados importantes nos anéis de grupos integrais utilizando tais

unidades, bem como vamos demonstrar o Teorema de Higman.

Proposição 2.6. Seja G∗ = G× ⟨x⟩, tal que x2 = 1. Então

U(ZG) = ±G =⇒ U(ZG∗) = ±G∗.

Demonstração. Consideremos α, β, γ, λ ∈ ZG tais que (α + βx)(γ + λx) = 1, isto é, de

tal forma que α + βx e γ + λx ∈ U(ZG∗). Queremos mostrar que, se α e β são unidades

triviais em ZG, então α+βx é uma unidade trivial em ZG∗. Como (α+βx)(γ+λx) = 1,

temos

(αγ + βλ) + (αλ+ βγ)x = 1,

donde segue que αγ + βλ = 1 e αλ + βγ = 0. Somando e subtraindo estas equações,

temos, respectivamente, as seguintes igualdades

(α + β)(γ + λ) = 1 e (α− β)(γ − λ) = 1.

Segue, particularmente, que α + β e α − β ∈ U(ZG). Como, por hipótese, as unidades

ZG são triviais, vem que

α + β = ±g e α− β = ±g′, g, g′ ∈ G

Somando-se novamente as equações acima, temos 2α = ±g±g′. Como as únicas maneiras

onde o coeficiente do elemento ±g ± g′ seja par é quando g = ±g′, conclúımos então que

α = 0 ou β = 0 e, portanto a unidade α + βx é trivial.
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Proposição 2.7. Seja Q8 o grupo dos Quatérnios de ordem 8. Então U(ZQ8) = ±Q8.

Demonstração. Seja Q8 = ⟨x, y | x4 = 1 = y4, x2 = y2, yx = x−1y⟩. Tomando z = xy

e α = (a0 + a1x + a2y + a3z) + (b0 + b1x + b2y + b3z)x
2 uma unidade de ZQ8, considere

o homomorfismo ψ : ZQ8 −→ Z[i, j, k] tal que x 7→ i, y 7→ j, z 7→ k, onde Z[i, j, k] =

{a0 + a1i + a2j + a3k : ai ∈ Z, i = 0, 1, 2, 3} é o anel dos quatérnios integral. Temos que

a imagem de α é (a0 − b0) + (a1 − b1)i + (a2 − b2)j + (a3 − b3)k. Como as unidades de

Z[i, j, k] são ±1,±i,±j,±k, segue que

ap − bp = ±1, p = 0, 1, 2, 3 e aq − bq = 0, se q ̸= p. (2.2.1)

Considere agora o grupo H = ⟨x′⟩ × ⟨y′⟩ e um homomorfismo ψ′ : ZQ8 −→ ZH tal que

x 7→ x′, y 7→ y′. Note que a imagem de α pela ψ′ é (a0 + b0) + (a1 + b1)x
′ + (a2 + b2)y

′ +

(a3 + b3)x
′y′. Como as unidades de ZH são triviais, segue da proposição anterior que

am + bm = ±1, m = 0, 1, 2, 3 e an + bn = 0, se m ̸= n. (2.2.2)

Seque de (2.2.1) e (2.2.2) que p = m e

am = ±1, bm = 0, m = 1, 2, 3 e an = bn = 0 se n ̸= m

ou

am = 0, bm = ±1, m = 1, 2, 3 e an = bn = 0 se n ̸= m,

Procedendo analogamente ao que foi feito na demonstração da proposição anterior, con-

clúımos que α é uma unidade trivial e o resultado segue.

Corolário 2.8. Seja G = E × Q8, onde E é um 2-grupo abeliano elementar e Q8 é o

grupo dos Quatérnios de ordem 8. Então U(ZG) = ±G.

Demonstração. Segue das proposições (2.7) e (2.6).

Proposição 2.9. Seja ⟨g⟩ um grupo ćıclico de ordem n. Seja ζd uma d-ésima raiz pri-

mitiva da unidade, onde d é divisor de n. Então existe um isomorfismo

θ : Q⟨g⟩ −→ ⊕d|nQ(ζd) e θ(Z⟨g⟩) ⊆ ⊕d|nZ[ζd].

Demonstração. Considere ζn = ζ e a aplicação θ : Q⟨g⟩ −→ ⊕d|nQ(ζd) tal que qig
i 7→

qi + · · · + qiζ
i
d + · · · + qiζ

i. Como dimQ(⊕d|nQ(ζd)) =
∑

d|n ϕ(d) = n, para mostrar que
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θ é um isomorfismo, basta verificar que tal aplicação é injetora. Suponha então que

θ (
∑

i qig
i) = 0. Logo qi + · · ·+ qiζ

i
d + · · ·+ qiζ

i = 0. Como {1, · · · , ζ id, · · · ζ i}, d|n, é um

conjunto linearmente independente, segue que qi = 0,∀ i e, portanto, θ é isomorfismo.

Além disso, se zi ∈ Z, θ(zig
i) = zi+ · · ·+ ziζ id+ · · ·+ ziζ i. Logo θ(Z⟨g⟩) ⊆ ⊕d|nZ[ζd].

Proposição 2.10. Seja R subanel de QG contendo ZG. Suponha que R é finitamente

gerado como Z-módulo. Então (U(R) : U(ZG)) <∞.

Demonstração. Segue do item i. do Lema (1.42) Como ZG ⊆ R são ordens em QG vale

que (U(R) : U(ZG)) <∞.

Lema 2.11. Todas as unidades de Z⟨a⟩ são triviais se, e somente se, o(a) = 1, 2, 3, 4 ou 6.

Demonstração. (⇒) Seja n = o(a). Suponha, por absurdo, que n = 5 ou n > 6. Como

ϕ(n) > 2, teŕıamos então a existência de unidades ćıclicas de Bass não triviais em U(Z⟨a⟩),

contradizendo a hipótese. Portanto n = 1, 2, 3, 4 ou 6.

(⇐) Para o caso em que n = 1 ou 2 o resultado segue. Para os demais casos,

considere um isomorfismo ψ : Z⟨a⟩ −→ Z[ζd], ai 7→ ζ id, i = 1, · · · , n. Afirmamos que, se

ζd é uma raiz da unidade de ordem 3 ou 4, então as unidades do anel Z[ζd] são triviais. O

resultado segue. Se α = x0 +xa+ · · ·+xna
n ∈ U(Z⟨a⟩), então ψ(α) = x0 +x1ζd+xnζ

n
d ∈

U(Z[ζd]) e como U(Z[ζd]) = {±ζ id}, segue que α também é trivial.

Lembramos que, se G é um grupo abeliano, então todos os seus subgrupos são

normais, mas a rećıproca não é verdadeira. Se G é um grupo não comutativo cujos

subgrupos são todos normais, chamamos tal G de grupo Hamiltoniano e pode-se provar

que ele é da forma G = Q × A × E, onde Q é o grupo dos quatérnios de ordem 8, E é

um 2-grupo abeliano elementar e A é um grupo abeliano cujos elementos são de ordem

ı́mpar (veja [36]; Teorema 1.8.5).

Teorema 2.12. (Higman) Seja G grupo finito. As unidades de ZG são triviais se, e

somente se, G é abeliano de expoente 2, 3, 4 ou 6 ou G = E ×Q, onde E é um 2-grupo

abeliano elementar e Q é o grupo dos quatérnios de ordem 8.

Demonstração. (⇐) Segue do Corolário 2.8 e do Lema 2.11. (⇒) Seja G grupo finito

tal que U(ZG) = ±G. Desta forma, considere então a unidade bićıclica 1 + (1 − g)hĝ =

x, x ∈ G. Temos que 1+hĝ = ghĝ+x e assim h = ghgi. Consequentemente g−i = h−1gh

e, portanto, ⟨g⟩�G, ∀g ∈ G. Temos então que G é um grupo abeliano ou Hamiltoniano.
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No caso em que G é abeliano, suponha, por absurdo, que G tem expoente n = 5 ou n > 6.

Em ambos os casos, note que ϕ(n) > 2 e portanto ZG teria uma unidade ćıclica de Bass

não trivial. Absurdo, visto que G é grupo finito. No caso em que G é Hamiltoniano,

lembrando que G = Q × A × E, suponha, por absurdo, que G não é um 2-grupo. Deve

existir então x ∈ A de ordem p > 2 tal que g = kx, g ∈ G e o(g) = 4p, onde k é um dos

geradores de Q de ordem 4. Assim, ϕ(n) > 2 e portanto ZG possui uma unidade ćıclica

de Bass não trivial, contradição.

2.3 Unidades de Torção

Sejam G grupo e R um anel. Dizemos que α ∈ U(RG) é uma unidade de torção se existe

um inteiro positivo n ∈ Z tal que αn = 1.

Teorema 2.13. Seja α =
∑
g∈G

agg ∈ ZG tal que αn = 1, para algum inteiro positivo n.

Se o coeficiente do elemento neutro de α é não nulo, isto é, a1 ̸= 0, então α = ±1.

Demonstração. Para cada x ∈ QG vamos considerar a representação regular de QG dada

por

Lx : QG→ QG

y 7→ xy

Represente Lx por uma matriz em relação à base {g1, g2, . . . , gm} de QG formada pelos

elementos de G, onde m = |G|. Para g ∈ G, Lg(gi) = gi se, e somente se, g = 1. Portanto,

para g ∈ G, traço de Lg, trLg, é dado por

trLg =

 0 se g ̸= 1

|G| se g = 1

Como αn = 1, então (Lα)
n = Im, onde Im representa a matriz identidade de ordem

m. Podemos então diagonalizar Lα. Seus autovalores são ráızes n-ésimas da unidade

ζi, 1 ≤ i ≤ m. Portanto, temos

m∑
i=1

ζi = trLg =
∑
g

αgtrLg = α1|G|

Como α1 ̸= 0 é inteiro, temos que |α1| ≥ 1. Além disso, |ζi| = 1. Assim obtemos

|
∑
i

ζi| ≤
∑
i

|ζi| = m = |G|



2.3. Unidades de Torção 37

e

|α1|G|| ≥ |G|

Pelas três equações acima segue que |
∑m

1 ζi| =
∑m

1 |ζi| = |G|. Portanto ζi = ζ, ∀i. Segue

que Lα = ζIm, e, assim, α = ζ · 1. Como α ∈ ZG, temos que ζ = ±1.

Proposição 2.14. Seja R um anel comutativo. A aplicação ∗ : RG→ RG definida por

(
∑
g∈G

agg)
∗ 7→

∑
g∈G

agg
−1

satisfaz as seguintes propriedades:

i) (α + β)∗ = α∗ + β∗,

ii) (αβ)∗ = β∗α∗,

iii) (α∗)∗ = α.

Demonstração. De fato, sejam α =
∑

g agg, β =
∑

h bhh e a aplicação ∗ como definida

acima. Temos então que:

i) (α + β)∗ =
(
(
∑

g agg) + (
∑

h bhh)
)∗

=
(∑

g(ag + bg)g
)∗

=
∑

g(ag + bg)g
−1 =

=
∑

g agg
−1 +

∑
h bhh

−1 = α∗ + β∗;

ii) (α · β)∗ =
(
(
∑

g agg) · (
∑

h bhh)
)∗

=
(∑

g·h(agbh)gh
)∗

=
∑

g·h(agbh)(gh)
∗ =

=
∑

g·h(agbh)(h
−1g−1) =

∑
g(bhag)h

−1g−1 = (
∑

h bhh
−1)(

∑
g agg

−1) = β∗α∗;

iii) (α∗)∗ =
(
(
∑

g agg)
∗
)∗

= (
∑

g agg
−1)∗ =

∑
g ag(g

−1)−1 =
∑

g agg.

Perceba que a antepenúltima igualdade do item ii) acima só é válida pois R é anel comu-

tativo.

Corolário 2.15. Suponha que exista α ∈ ZG tal que α e α∗ comutam. Se α é uma

unidade de torção, então α = ±g para algum g ∈ G.

Demonstração. Sejam α =
∑

g∈G agg e, consequentemente α∗ =
∑

g∈G agg
−1. Suponha

que α seja uma unidade de torção. Então ∃n ∈ Z tal que αn = 1. Como α e α∗ comutam,

segue que (αα∗)n = 1. Perceba que (αα∗)1 =
∑

g∈G a
2
g ̸= 0, isto é, o coeficiente do

elemento neutro de αα∗ é não nulo. Pelo teorema anterior, segue que αα∗ = 1 e como

ag ∈ Z, so pode ser que α = ±g.
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Do corolário acima, os resultados a seguir seguem imediatamente.

Corolário 2.16. Todas as unidades de torção centrais em ZG são triviais.

Teorema 2.17. Seja A um grupo abeliano finito. Então o grupo das unidades de torção

do anel de grupo inteiro ZA é ±A.



Caṕıtulo 3

As Conjecturas de Zassenhaus

Em sua tese, Higman apresentou resultados importantes que implicam que o Problema

do Isomorfismo, em anéis de grupos integrais, possui solução positiva caso o grupo em

questão seja abeliano finito. Especificamente, ele mostrou que se G é abeliano finito,

então todas as unidades de torção em U(ZG) são triviais. Contudo, tal resultado não

pode ser estendido ao caso de grupos não abelianos, visto que conjugado de unidades

triviais são unidades de torção, geralmente não triviais. Higman também observou que

U1(ZS3) contém unidades de torção que não são trivialmente conjugadas em U(ZS3),

porém, algum tempo depois, Pearson e Hughes mostraram que o mesmo não ocorrem

em se tratando de QS3, isto é, as unidades de torção em U1(ZS3) são sim conjugadas

em QS3 a elementos de S3. Baseado em ambos os resultados aqui apresentados, Zas-

senhaus formulou as três conjecturas que apresentamos um pouco mais abaixo. Neste

último caṕıtulo, apresentamos um breve levantamento dos trabalhos já desenvolvidos em

torno das conjecturas, com ênfase no recente trabalho desenvolvido por Eisele e Margolis

[12], onde foram apresentados contraexemplos para ZC1, a última das conjecturas que

permanecia sem solução negativa até o momento.

Como mencionado acima, foi motivado fortemente pelos resultados oriundos da

tese de Higman que Hans Zassenhaus fez fortes conjecturas a respeito dos subgrupos

finitos das unidades do anel de grupo integral, para grupos finitos. Essas conjecturas,

chamadas de primeira, segunda e terceira conjectura de Zassenhaus, causaram grande

impacto na pesquisa em anéis de grupos. Seguem abaixo tais conjecturas bem como são

conhecidas.

39
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(ZC1) Para toda unidade de torção u ∈ U(ZG), existe α ∈ U(QG) tal que uα ∈ ±G.

(ZC2) Para todo subgrupo finito H de U1(ZG) com |H| = |G|, existe α ∈ U(QG) tal que

Hα = G.

(ZC3) Para todo subgrupo finito H de U1(ZG), existe α ∈ U(QG) tal que Hα ⊆ G.

Um certo suporte para estas conjecturas também vem dos seguintes resultados: Se H é

um subgrupo finito de U1(ZG) então sua ordem divide a ordem de G [44] e seus elementos

são linearmente independentes sobre Q [18]. Os expoentes de G e U1(ZG) coincidem e

isto ainda é verdade caso troque Z por qualquer anel de inteiros algébricos [8].

As conjecturas de Zassenhaus têm sido alvo de intensa pesquisa desde a época

de sua formulação. Claramente, ZC3 implica ZC2 e ZC1, assim é a mais forte das três

conjecturas. Em geral, grupos nilpotentes fornecem solução positiva para todas as três

conjecturas e a demonstração dada por Weiss, em [42], para ZC3 trouxe grande impacto

na pesquisa pela sua sofisticação e complexidade. A terceira conjectura é ainda válida

para os casos em que:

� G = ⟨x⟩ × ⟨y⟩ tal que (o(x), o(y)) = 1,

� G = S4 (M. Dokuchaev e S.O. Juriaans, [10]),

� G = D8 (Polcino, [37]),

� G = S5, A5 e SL(2, 5) (Dokuchaev, Juriaans e Polcino, [11]),

� |G| = p2q, onde p e q são primos (J. H. Liu, [25]),

� Grupos G tais que todos os seus subgrupos de Sylow são ćıclicos (Juriaans e Polcino

,[23]).

Já para ZC2, entre as soluções positivas temos os seguintes grupos:

� Todo grupo simples finito que possua 2-subgrupos de Sylow abelianos e também

para todo grupo de tipo Lie de posto 1 ou 2, de modo que não são isomorfos aos

grupos unitários PSU(4, q2) ou PSU(5, q2) (F.M. Bleher, [4]),

� Grupos simétricos (Peterson, [38]),
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� Grupos finitos que possuam p-subgrupos de Sylow normaisN tais que o centralizador

de N em G está contido em G (Hertwek e Kimmerle, [16]),

� Grupos Coxeter (Bleher e Geck, [5]).

Em 1972, Hughes e Pearson mostraram que vale ZC1 para o caso em que G = S3, além de

descreverem explicitamente a estrutura de U(ZS3) em [19]. Pouco tempo depois, no ano

de 1973, utilizando método similar ao usado no trabalho supracitado, Polcino também

apresentou resposta positiva para ZC1 no caso onde G = D8. A primeira conjectura

já foi validada ainda, por I. Luthar e A. Bhandari, para grupos metaćıclicos da forma

G = ⟨x, y : xp = yq = 1⟩, onde p e q são primos, p ≡ 1 mod q, jq ≡ 1 mod p, j ̸≡ 1 mod p,

expressando U1(ZG) e U1(QG) como produto semidireto de grupos de matrizes de ordem

q. Polcino, J. Ritter e Sehgal mostraram que grupos metaćıclicos da forma G = ⟨x⟩⋊ ⟨y⟩,

onde (o(x), o(y)) = 1 também fornecem solução verdadeira para ZC1. No mais, ainda

oferecem resposta positiva para a primeira conjectura de Zassenhaus os seguintes grupos:

� S4 (N. Fernandes, [13]),

� A5 (Luthar e Passi, [26]),

� A6 (Hertweck, [15]),

� GL(2, 5) (Bovdi e Hertweck, [6]),

� S5 (Luthar e P. Trama, [29]),

� para o caso G = ⟨x⟩ ⋊ H, onde H é abeliano e (o(x), |H|) = 1 (Luthar e Trama,

[28]),

� A⋊ ⟨b⟩, onde A é abeliano b é elemento de ordem menor que qualquer divisor primo

de |A| (Marciniak, Ritter, Sehgal e Weiss, [30]),

� Grupos com subgrupo normal abeliano de ı́ndice 2 (Luthar, Sehgal, [27]),

� Grupos ćıclico por abeliano (Caicedo, Margolis e del Ŕıo, [7]),

� Grupos de Frobenius de ordem paqb, onde p e q são primos (O. Juriaans e Polcino,

[23]),
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� A×F , onde A é abeliano e F grupo de Frobenius com complemento de ordem ı́mpar

(A. Bächle, W. Kimmerle e M. Serrano, [1]),

� P ⋊ A, onde P é um p-grupo e A um p′-grupo abeliano (Hertweck, [14]),

� PSL(2, q), q ≤ 25 ou q ∈ {31, 32} (Bächle e Margolis, [2]),

� PSL(2, p), onde p é primo de Mersenne ou de Fermat (Margolis, del Ŕıo e Serrano,

[31]),

� SL(2, p) ou SL(2, p2) (del Ŕıo e Serrano, [9]), entre outros.

Ao longo dos anos foram surgindo soluções negativas para a segunda e terceira conjectura,

porém, nenhum contraexemplo para ZC1 fora encontrado até então, por isso ela passou a

ser tratada como A Conjectura de Zassenhaus.

Olhando para os vários resultados positivos encontrados ao longo dos anos na

classe de grupos metabelianos para outros problemas que, inclusive, têm certa ligação com

as conjecturas, parece que tais grupos teriam sido o próximo passo lógico para uma solução

positiva e, certamente, vários pesquisadores da área tentaram provar as conjecturas de

Zassenhaus para tais grupos, mas sem sucesso. Grupos metabelianos foram uma das

primeiras classes de grupos para os quais o problema de isomorfismo em anéis de grupo

integrais eram conhecidos por terem uma resposta positiva (veja [12]). Por outro lado,

essa classe de grupos proporcionou o contraexemplo de E. Dade à pergunta de R. Brauer,

que questionou se, KG ≃ KH, para todo corpo K, implica que G e H são isomorfos.

Foi na classe de grupos metabelianos super solúveis onde encontraram-se os primeiros

contraexemplos para ZC2 e, em particular ZC3, constrúıdos por Roggenkamp e Scott

para serem, a prinćıpio, uma solução negativa para o problema do automorfismo (AUT),

que apresentamos brevemente abaixo:

(AUT) Será que todos os automorfismo normalizados de ZG são a composição da extensão

linear de um automorfismo de G e a restrição a ZG de um automorfismo interno de

QG?

Tendo este último ponto em vista, já que contraexemplos para ZC2 foram encontrados,

nada mais natural do que enfraquecer a conjectura e testá-la. Por exemplo, apresentamos

abaixo uma versão de ZC2 que também continua em aberto:
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(p-ZC) Seja H um subgrupo de U1(ZG) que é um p–grupo finito. Então existe uma unidade

α ∈ QG tal que Hα ⊂ G?

A validade desse caso já foi demonstrada para grupos que são do tipo nilpotente por nil-

potente, grupos solúveis cujas ordens não são diviśıveis pela quarta potência de um primo

e grupos solúveis tais que todo p-subgrupo de Sylow é abeliano ou quatérnio generalizado

(Dokuchaev e Juriaans, [10]). Também é uma solução verdadeira para p-ZC o caso de

grupos de Frobenius em geral, quando p > 2, e para grupos de Frobenius que não têm

imagem homomorfa isomorfa a S5, quando p = 2 (Dokuchaev, Juriaans e Polcino, [11]).

3.1 A construção do contraexemplo

A ideia que grupos como aqueles apresentados no artigo de Eisele–Margolis [12] podem

ser bons candidatos a contraexemplos para a conjectura de Zassenhaus foi observada em

[33], na tentativa de criar algoritmos para estudar uma versão restringida da conjectura,

conhecido como 35º Problema de Sehgal. Como podemos ver na lista acima, muitos dos

grupos para os quais a conjectura já foi provada possuem um subgrupo normal N tal

que, tanto N quanto G/N possuem boas propriedades, tais como, são abelianos, ćıclicos,

nilpotentes, entre outras, e o 35° Problema de Sehgal está focado nesta situação.

Dado um subgrupo normal N de um grupo G, temos um homomorfismo

ωN : ZG→ Z(G/N) ,
∑
g∈G

agg 7→
∑
g∈G

agNg

ou seja, ωN é a extensão linear do homomorfismo canônico G→ G/N . Definimos então

V (ZG,N) = { u ∈ U1(ZG) | ωN(u) = 1 } ,

e observamos que, sendo ωN(x) = ε(x) · 1 ∈ Z(G/N) para todo x ∈ ZN , vale

U1(ZN) ⊆ V (ZG,N) .

Supondo que ZC1 possui solução afirmativa para N , é natural perguntar se este resultado

estende-se às unidades de torção em V (ZG,N). Em particular, sabendo que grupos

nilpotentes satisfazem a afirmação de ZC1, temos o seguinte:

35º Problema de Sehgal. Sejam G um grupo finito e N um subgrupo normal nilpotente

de G. Considere u ∈ V (ZG,N) um elemento de torção. Então u é conjugado a um

elemento de G em U(QG)?
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Ángel del Rio e Margolis demostram a solução afirmativa no caso em que N

possui no máximo um subgrupo de Sylow não ćıclico [32, Corolário 5.4]. Em seguida, os

mesmos autores escrevem alguns algoritmos capazes de resolver o 35º Problema de Sehgal

assumindo alguma restrição adicional sobre a estrutura de N [33]. Os algoritmos são

desenhados para retornar o valor true em caso de resposta afirmativa e, em caso contrario,

os aumentos parciais das unidades de torção que não são racionalmente conjugadas com

as unidades triviais. Depois de obter vários resultados afirmativos, os autores focam no

caso metabeliano, que já forneceu contraexemplos para ZC2 e ZC3. Em vista do resultado

acima e assumindo que ambos N e G/N são abelianos, é natural analisar em primeiro

lugar o caso mı́nimo, no qual

N ≃ (Cp × Cp)× (Cq × Cq)

onde p e q são primos distintos. Contudo, os algoritmos não podiam resolver comple-

tamente este caso, sendo assim, Eisele e Margolis decidiram estudar a fundo alguns dos

grupos para os quais o novo método não funcionava [12]. Precisamente, por meio da

identificação de N com o grupo aditivo Fp2 × Fq2 , os contraexemplos encontram-se entre

subgrupos de um produto direto de grupos afins.

Seja p um número primo, e considere o corpo com p2 elementos Fp2 . Lembramos

que uma forma de representar Fp2 é considerar o corpo de decomposição do polinômio

f(X) = Xp2 − X sobre Fp = Z/pZ ou, alternativamente, considerar um polinômio irre-

dut́ıvel g(X) de grau 2 em Fp[X] e identificar Fp2 com o quociente Fp[X]/I do anel de

polinômios Fp[X] sobre o ideal I = (g(X)). Assim, o grupo aditivo N = (Fp2 ,+) é pro-

duto direto de dois grupos ćıclicos de ordem p, sendo que I + aX + b = (I + aX)+ (I + b)

com a, b ∈ Fp, para todo elemento de N . Por sua vez, é bem conhecido que o grupo

multiplicativo L = (F×
p2 , · ) é ćıclico de ordem p2 − 1, e seus geradores são chamados de

elementos primitivos. Por definição, tais elementos existem sempre, apesar da dificuldade

que pode surgir na tarefa de calcular explicitamente quais as classes laterais I + aX + b

correspondem a elementos primitivos em Fp2 . O grupo L age por multiplicação sobre N ,

assim pode-se considerar o produto semidireto N ⋊ L. Este grupo é também conhecido

como grupo afim GA1(Fp2) de posto 1 sobre Fp2 , sendo em geral GAd(F) = Fd ⋊GLd(F)

para qualquer inteiro positivo d e qualquer corpo F. Agora, fixados dois primos p e q,

formamos o produto direto

Γ = GA1(Fp2)×GA1(Fq2) .
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Podemos descrever este grupo considerando desta vez o grupo aditivo N = Fp2 × Fq2 ,

sobre o qual o grupo multiplicativo L = F×
p2 × F×

q2 age da seguinte forma

∀ v = (x, y) ∈ Fp2 × Fq2 , λ = (s, t) ∈ F×
p2 × F×

q2 : vλ = (x, y)(s,t) = (sx, ty) ,

e obtemos uma decomposição em produto semidireto Γ = N ⋊ L. Portanto, dado um

subgrupo qualquer A de L obtemos um grupo metabeliano G = N ⋊ A, onde podemos

testar o 35º de Sehgal para V (ZG,N).

Em particular, supondo haver um divisor comum d de p2 − 1 e q2 − 1 e fixados

elementos primitivos α ∈ Fp2 e β ∈ Fq2 , Eisele e Margolis consideram o subgrupo A

de L gerado pelos elementos a = (αd, 1), b = (1, βd), e c = (α, β). Observando que

o(a) = o(αd) = o(α)
d

= p2−1
d

, o(b) = q2−1
d

e cd = ab, os autores obtêm uma apresentação

para A, chegando à definição [12]:

Definição 3.1. Sejam p e q primos distintos, d um divisor comum de p2 − 1 e q2 − 1,

porém, que não divide p+ 1 nem q + 1, e sejam α e β elementos primitivos de Fp2 e Fq2,

respectivamente. Considere o grupo aditivo N = Fp2 × Fq2, e o grupo abeliano

A = ⟨ a, b, c | [a, b] = [a, c] = [b, c] = a
p2−1

d = b
q2−1

d = 1 , cd = ab ⟩ ,

junto a uma ação de A sobre N é determinada pelas relações

(u, v)a = (αdu, v) , (u, v)b = (u, βdv) , (u, v)c = (αu, βv) .

Então o produto semidireto G = N ⋊ A é o grupo G = G(p, q; d;α, β).

Observe que a descrição de G como subgrupo de Γ nos permite de verificar com

facilidade algumas das propriedades de G, por exemplo, temos que todo elemento de A

escreve-se de forma única como ar · bs · ct = (αdr+t, βds+t) onde r ∈ {1, . . . , (p2 − 1)/d},

s ∈ {1, . . . , (q2 − 1)/d}, e t ∈ {0, . . . , d− 1}, em particular temos

|A| = (p2 − 1)(q2 − 1)

d
, |G| = p2(p2 − 1)q2(q2 − 1)

d
.

Consequentemente, o foco principal do trabalho de Eisele e Margolis é a demonstração

dos Teoremas A e B que seguem:

Teorema A. Seja G = G(7, 19; 3;α, β), onde α é uma raiz do polinômio x2−x+3 sobre

F7 e β é uma raiz do polinômio x2−x+2 sobre F19. Então existe uma unidade u ∈ U(ZG)

de ordem 7 · 19 tal que u não é conjugada em QG a qualquer elemento da forma ±g com

g ∈ G. Em particular, a conjectura de Zassenhaus não é válida para G.
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Assim, o primeiro contraexemplo G = G(7, 19; 3;α, β) para ZC1 é um grupo

metabeliano de ordem 27 · 32 · 5 · 72 · 192 cujo anel de grupo integral possui unidade

de ordem 7 · 19 que não é racionalmente conjugado a nenhuma unidade trivial. Além

deste resultado de grande relevância, Eisele e Margolis demonstram a existência de uma

quantidade ilimitada de contraexemplos, por meio da seguinte generalização:

Teorema B. Sejam d um inteiro positivo ı́mpar e n ∈ N arbitrário. Então existem infini-

tos pares de primos p e q tais que, para qualquer escolha de α, β, para G = G(p, q; d;α, β),

existem u1, · · ·un ∈ U(ZG), cada uma de ordem pq, tal que nenhum dos ui é conjugado

em U(QG) a algum elemento da forma ±g, onde g ∈ G ou a qualquer outro uj, j ̸= i.

Em particular, a conjectura de Zassenhaus não é válida para tal grupo G.

Várias décadas após sua formulação, finalmente foram encontrados contraexem-

plos para A conjectura de Zassenhaus. Como todas as três conjecturas já são demonstra-

damente não verdadeiras de modo geral, nada mais natural do que estudar as versões mais

fracas delas. É importante reiterar que as três conjecturas são válidas para uma grande

classes de grupos e também que continuam em aberto para muitos casos particulares.

Por exemplo, enquanto ZC1 ainda estava aberta, vários casos fracos da conjectura foram

propostos. O primeiro e mais forte deles é o Problema de Kimmerle:

(KP) Seja G um grupo finito e u um elemento de torção em U1(ZG). Existe algum grupo

H que contém G tal que u é conjugado em QH a um elemento de G?

Como A conjectura ainda era o alvo principal de estudo, o Problema de Kimmerle até

então não foi muito trabalhado em si, assim como diversos outros casos particulares das

conjecturas em geral.
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A tabela de caracteres dos

contraexemplos

Uma vez definido o candidato G = G(p, q; d;α, β) a ser um contraexemplo para a con-

jectura de Zassenhaus, para mostrar que alguma unidade de torção u ∈ U1(ZG) não é

conjugada com as unidades triviais de G, é suficiente determinar um CG-módulo V junto

ao seu caractere χ, e observar que o valor χ(u) não pertence ao conjunto dos valores

{ χ(g) | g ∈ G }. Em detalhes, lembramos que toda representação φ : G → GL(V )

estende-se por linearidade a um homomorfismo de álgebras φ : CG → EndC(V ), assim

todo caractere pode ser considerado como uma função χ : CG→ C, e sendo χ(u) = χ(uz)

para todos u ∈ CG e z ∈ U(CG), se vale uz = g ∈ G, tem que ser χ(u) = χ(g).

Alem disso, sendo que todo caractere é combinação linear com coeficientes inteiros de

caracteres irredut́ıveis, é de fundamental interesse conhecer Irr(G). De fato, os caracteres

irredut́ıveis de G(p, q; d;α, β) são brevemente apresentados em [12, Teorema 7.6], contudo,

a apresentação não é completa, no sentido que não aparece a descrição explicita da tabela

dos caracteres. Daremos esta descrição nesse capitúlo.

4.1 Grupos afins gerais de posto 1

Sejam p um primo e a um inteiro positivo. Denotamos por V = Fpa e H = F×
pa os grupos

aditivo e multiplicativo do corpo Fpa , respectivamente. Então H age por multiplicação

em V e temos um grupo Γ = V ⋊H. Denotamos por γV o elemento de Γ que corresponde

a γ ∈ Fpa , e por δH o elemento de Γ que corresponde a δ ∈ F×
pa . Logo, todo elemento de

47
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Γ escreve–se unicamente como γV δH , onde γ, δ ∈ Fpa e δ ̸= 0, e escrevemos 1 = 0H1V ,

δV = δV 1H , e γH = 0V γH . As regras que descrevem a multiplicação e a conjugação em Γ

são dadas por

γV δH · γ′V δ′V = (γ + δ−1γ′)V (δδ
′)H , (γV δH)

γ′V δ
′
H = (δ′(γ − γ′) + δ′δ−1γ′)V δH .

Assim, sendo (1V )
γ′V δ

′
H = δ′V , a classe de conjugação (1V )

G contem todos os elementos γV

ao variar de γ em F×
p2 . De outro lado, sendo (δH)

γ′V δ
′
H = ((1 − δ−1)δ′γ′)V δH , para δ ̸= 1,

a classe de conjugação (δH)
Γ contem todos os elementos γV δH ao variar de γ em Fp2 .

Portanto, as classes de conjugação de Γ são

1Γ = { 1 } , (1V )Γ = { δV | δ ∈ F×
p } , (δH)Γ = { γV δH | γ ∈ Fpa : δ ∈ F×

pa}.

Além disso, fixado um elemento primitivo α de Fpa , vale Fpa = {0} ∪ {1, α, . . . , αpa−2},

assim as classes de conjugação de Γ são

1Γ = { 1 } , (1V )Γ = { αkV | 0 ≤ k < pa−1 } , (αkH)Γ = { γV αkH | γ ∈ Fpa : 0 < k < pa−1 }.

Agora, identificamos Irr(H) com Irr(Γ/V ), sendo estes todos os caracteres lineares de Γ.

Como V é um p-grupo abeliano elementar de posto a e H age transitivamente em V \{0},

então V \ {0} = vΓ para qualquer v ∈ V \ {0}. Agora, seja ϑ um caractere linear de V

que não seja um caractere principal. Então existe x ∈ V tal que, denotando P = ⟨x⟩,

temos ϑ(xk) = εk para k = 0, . . . , p− 1, onde ε é uma p-ésima raiz primitiva da unidade

em C, e V = P ×U onde U = kerϑ. Mais ainda, U = P g2 × . . .×P ga para determinados

g2, . . . , ga ∈ H. Considere o caractere induzido σ = ϑ ↑Γ. Por definição de caractere

induzido, temos que

σ(g) =
1

|V |
∑
x∈G

ϑ◦(gx)

onde ϑ◦(h) = ϑ(h) se h ∈ V , e ϑ◦(h) = 0 para h ∈ Γ \V . Em particular, σ(1) = |Γ : V | =

pa − 1 e, como V ⊴ Γ, então σ(g) = 0 para todo g ∈ Γ \ V . Além disso, temos que

σ(v) =
1

|V |
∑
x∈G

ϑ(vx) =
|CΓ(v)|
|V |

p∑
k=1

ϑ(vk) =

p∑
k=1

εk = −1

uma vez que CΓ(v) = V , o único ponto de V fixado por H é 0H . Portanto

σ(g) =


pa − 1, g = 1

−1, g ∈ V \ {0}

0, g ∈ Γ \ V .
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Além disso, como

[σ, σ] =
1

|Γ|
∑
g∈G

|σ(g)|2 = 1

pa(pa − 1)

(
(pa − 1)2 + (pa − 1)(−1)2

)
= 1

temos que σ ∈ Irr(Γ). Dáı, segue que

Irr(H) ∪ {σ} ⊆ Irr(Γ)

Por outro lado, pela fórmula do grau∑
χ∈Irr(Γ)

χ(1)2 = |Γ|

e pela equação∑
ϑ∈Irr(H)

ϑ(1)2 + χ(1)2 = |H|+ σ(1)2 = pa − 1 + (pa − 1)2 = pa(pa − 1) = |Γ|

conclúımos que

Irr(Γ) = Irr(H) ∪ {σ} .

Particularmente, vemos que σ é o único caractere irredut́ıvel de Γ que é não linear, e

também que Irr(H) = Irr(Γ/V ) são todos os caracteres lineares de Γ, para V = [Γ,Γ].

Portanto, a tabela de caracteres de Γ é

1 1V αH α2
H . . . αp

a−2
H

1 1 1 1 1 . . . 1

λ 1 1 ϵ ϵ2 . . . ϵp
a−2

...
...

...
...

...
...

λl 1 1 ϵl ϵ2l . . . ϵ(p
a−2)l

...
...

...
...

...
...

λp
a−2 1 1 ϵp

a−2 ϵ2(p
a−2) . . . ϵ(p

a−2)2

σ pa − 1 −1 0 0 . . . 0

onde ϵ é uma (pa − 1)–ésima raiz primitiva da unidade em C.

4.2 Subgrupos dos grupos afins de posto 1

Descreveremos os caracteres irredut́ıveis de certos subgrupos dos grupos afins Γ = V ⋊H

constrúıdos acima. Em particular, para qualquer divisor fixado d de p− 1, definimos

∆ = V ⋊Hd , Hd = ⟨αdH⟩ =
{
αidH | 0 ≤ i <

pa − 1

d

}
.
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Ainda para este grupo, tomamos um caractere não principal ϑ de V e consideramos o

caractere induzido σ = ϑ ↑∆. Temos que

σ(1) = |∆ : V | · ϑ(1) = pa − 1

d

e σ(g) = 0 para todo g ∈ ∆ \ V . Por outro lado, para v ∈ V \ {0}, temos

σ(v) =
1

|V |
∑
g∈∆

ϑ(vg) =
∑
h∈Hd

ϑ(vh) .

Denotamos por φV o elemento de V que corresponde a φ em Fpa , e por φH o elemento de

H que corresponde a φ em F×
pa . Lembramos que a ação de Hd sobre V é dada por

(αkV )
αid
H = αidαkV = αid+kV

assim, as classes de conjugação não triviais de ∆ em V são

(αkV )
∆ =

{
αjV | 0 ≤ j < pa − 1 , j ≡ k mod d

}
: 0 ≤ k < d .

Portanto, calculando

σ(1V ) , σ(αV ) , . . . , σ(α
d−1
V )

e, sabendo que

σ(αkV ) =

pa−1
d

−1∑
i=0

ϑ(αid+kV )

queremos encontrar uma fórmula expĺıcita de algum caractere ϑ. Para isso, observamos

que cada elemento de Fpa pode ser escrito unicamente como u0 + u1α + . . . + ua−1α
a−1

onde u0, . . . , ua−1 ∈ Fp, então

αk = u0,k + u1,kα + . . .+ ua−1,kα
a−1 .

Os coeficientes ui,k’s podem ser calculados usando recursivamente a equação abaixo

αa = r0 + r1α + . . .+ ra−1α
a−1

a qual é obtida pelo polinômio mı́nimo

f(X) = Xa − ra−1X
a−1 − . . .− r1X − r0

de α sobre Fp. Além disso, escolhendo

t =
pa − 1

p− 1
= pa−1 + . . .+ p+ 1
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temos que

π = αt

é um elemento primitivo de Fp, dáı αlt+j = πlαj para todo j, l, e então

ui,lt+j = πlui,j .

Portanto, considerando o caractere irredut́ıvel

ϑ1 ∈ Irr(V ) , ϑ1(u01V + u1αV + . . .+ ua−1α
a−1
V ) = εu0

onde ε é uma fixada p-ésima raiz da unidade em C, a fórmula acima para um σ genérico

especifica

σ1(α
k
V ) =

pa−1
d

−1∑
i=0

εu0,id+k .

Mais ainda, se mr,k denota a multiplicidade de r no conjunto { u0,j | j ≡ k mod d },

então

mr,k = | { j | 0 ≤ j < pa − 1 , j ≡ k mod d , u0,j = r } | ,

e temos

σ1(α
k
V ) =

p−1∑
r=0

mr,k · εr .

Ainda, como α−1 = αp
2−2, segue que

δ = u0,p2−2 : mr,k = mδ−kr,0 , ∀ r, k .

Em breve daremos exemplos concretos de tal caractere σ1, porém, antes disso, vamos

provar que σ1 ∈ Irr(∆), e também mostraremos como ele pode determinar todo o Irr(∆).

A ação de H sobre V \{0V } é livre de pontos fixos e, como V é abeliano, tal é a ação sobre

Irr(V )\{1V }. Em particular, para todo ϑ ∈ Irr(V )\{1V }, o subgrupo de inércia de ϑ em

Γ é Γϑ = V , assim ∆ϑ = V . Pelo t Teorema de Clifford, temos que σ = ϑ ↑∆∈ Irr(∆) e

ainda, se {ϑ1, . . . , ϑb} são os representantes para as órbitas de Hd, denotando σi = ϑi ↑∆,

temos que σi ̸= σj para i ̸= j. Por isso, se determinarmos os ϑi’s, obtemos um subconjunto

linearmente independente {σ1, . . . , σb} de Irr(∆). Restrinjamos ao caso em que d e t são

coprimos. Observe que esta condição é satisfeita sob a hipótese de Eisele e Margolis, onde

d é um primo ı́mpar e a = 2, dáı t = p2−1
p−1

= p + 1 não é diviśıvel por d. Como H age

transitivamente nos elementos deV \ {0V }, o mesmo acontece com os subgrupos de V

cuja ordem é p. Como αi ∈ Fp se, e somente se, t divide i, temos que HP = ⟨αtH⟩ é o
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estabilizador de P = ⟨1V ⟩ em H, e a quantidade de órbitas é |H : HP | = t. Por restrição,

temos uma ação de Hd tal que Hd
P = Hd ∩ HP = ⟨αdtH⟩, já que d e t são coprimos.

Particularmente, |Hd : Hd
P | = |H : HP | = t, e dáı Hd também age transitivamente. Segue

então que o conjunto de representantes para as órbitas de Hd em Irr(V ) \ {1V } pode ser

encontrado em {ϑ1, . . . , ϑp−1} onde ϑk = ϑk1. De fato, temos que (ϑk)
Hd

P = { ϑid+k | 0 ≤

i ≤ p−1
d

} para todo k = 1, . . . , p − 1, então {ϑ1, . . . , ϑd} é um conjunto completo de

representantes das órbitas de ∆ em Irr(V ) \ {1V }. Consequentemente

Irr(∆) = Irr(Hd) ∪ {σ1, . . . , σd} ,

onde

σl(α
k
V ) =

p−1∑
r=0

mr,k · εrl

para todo 0 ≤ k < d − 1. Além do mais, observamos que ∆ ⊴ Γ dáı Γ age em Irr(∆)

de forma que φg(x) = φ(xg
−1
) para g ∈ Γ e x ∈ ∆ e, portanto, a ação preserva o grau,

então Γ permuta {σ1, . . . , σd}. Como, particularmente, σ
αk
H

1 (αlV ) = σ1(α
l−k
V ) para todo

l, k, segue que

σ
αk
H

1 = σl ⇐⇒ σl(α
k
V ) = σ1(1V )

descreve a ação de H = ⟨α⟩ em {σ1, . . . , σd}.

4.3 O caso p=7, a=2, e d=3

Sejam p = 7 e a = 2, assim p2 = 49. Então

f(X) = X2 −X − 4 ∈ F7[X]

é um polinômio primitivo, e F49 ≃ F7[X]/(f(X)). Seja α uma raiz de f em F49, dáı

F49 = F7[α] = { u0 + u1α | u0, u1 ∈ F7 } , α2 = 4 + α .

Segue então que σ1 ∈ Irr(∆) possui grau

σ1(1) = σ1(0V ) =
p2 − 1

d
=

49− 1

3
= 16 .

Calculamos αi = u0,i + u1,iα, para 0 ≤ i < t, onde

u0,i, u1,i ∈ Fp = F7 = Z/7Z , t =
p2 − 1

p− 1
= p+ 1 = 8 .
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Por exemplo,

α3 = α2 · α = (4 + α)α = 4α + α2 = 4α + (4 + α) = 4 + 5α

α4 = α3 · α = (4 + 5α)α = 4α + 5α2 = 4α + 5(4 + α) = 20 + 9α = 6 + 2α ,

e assim por diante. Uma vez que obtemos todos os valores de αi, u0,i e u1,i ao variar de

i = 0, . . . , 7, podemos colocar os mesmos em uma tabela, conforme abaixo:

i 0 1 2 3 4 5 6 7

αi 1 α 4 + α 4 + 5α 6 + 2α 1 + α 4 + 2α 1 + 6α

u0,i 1 0 4 4 6 1 4 1

u1,i 0 1 1 5 2 1 2 6

Mais ainda, sendo

π = αp+1 = α8 = (1 + 6α)α = α + 6α2 = α + 6(4 + α) = 24 = 3 ,

e portatnto u0,8l+i = πlu0,i = 3lu0,i para todo i, l, podemos calcular os valores de todos os

coeficientes { u0,k }47k=0, assim como aparecem na tabela:

i 0 1 2 3 4 5 6 7

u0,i 1 0 4 4 6 1 4 1

u0,8+i 3 0 5 5 4 3 5 3

u0,16+i 2 0 1 1 5 2 1 2

u0,24+i 6 0 3 3 1 6 3 6

u0,32+i 4 0 2 2 3 4 2 4

u0,40+i 5 0 6 6 2 5 6 5

Observe que cada linha é simplesmente obtida multiplicando por 3 a linha anterior, e

tomando as classes de resto módulo 7. Em seguida, para k = 0, 1, 2, verificaremos a

multiplicidade mr,k de todo coeficiente r ∈ F7 no conjunto

{ u0,j | 0 ≤ j < 48 , j ≡ k mod 3 } .



54 Caṕıtulo 4. A tabela de caracteres dos contraexemplos

Por exemplo, tomando k = 0, precisamos selecionar os coeficientes u0,j para j ≡ 0 mod 3,

que evidenciamos na tabela acima pela diferente coloração:

0 1 2 3 4 5 6 7

u0,i 1 0 4 4 6 1 4 1

u0,8+i 3 0 5 5 4 3 5 3

u0,16+i 2 0 1 1 5 2 1 2

u0,24+i 6 0 3 3 1 6 3 6

u0,32+i 4 0 2 2 3 4 2 4

u0,40+i 5 0 6 6 2 5 6 5

assim, a multiplicidade de r = 1 é m1,0 = 2, a multiplicidade de r = 2 é m2,0 = 1, e assim

por diante. Contando assim, para todo k = 0, 1, 2 e r ∈ F7 temos

0 1 2 3 4 5 6

mr,0 2 2 1 4 4 1 2

mr,1 2 4 2 1 1 2 4

mr,2 2 1 4 2 2 4 1

Portanto, segue que

σ1(1V ) = 2 + 2ε+ ε2 + 4ε3 + 4ε4 + ε5 + 2ε6

σ1(αV ) = 2 + 4ε+ 2ε2 + ε3 + ε4 + 2ε5 + 4ε6

σ1(α
2
V ) = 2 + ε+ 4ε2 + 2ε3 + 2ε4 + 4ε5 + ε6

e, sendo
∑6

i=0 ε
i = 0, temos que

σ1(1V ) = −ε2 + 2ε3 + 2ε4 − ε5

σ1(αV ) = 2ε− ε3 − ε4 + 2ε6

σ1(α
2
V ) = −ε+ 2ε2 + 2ε5 − ε6 .

Para calcular σ2 e σ3, é suficiente substituir ε por ε2 e ε3, respectivamente, nas equações

acima. Por exemplo,

σ2(1V ) = σ1(1V )
τ = −ε4 + 2ε6 + 2ε− ε3 , τ = (ε, ε2) .



4.4. O caso q=19, a=2, e d=3 55

Portanto, a tabela de caractere de ∆ é

1 1V αV α2
V α3

H . . . α45
H

1∆ 1 1 1 1 1 · · · 1

λk 1 1 1 1 ιk · · · ι15k

σ1 16 a b c 0 · · · 0

σ2 16 b c a 0 · · · 0

σ3 16 c a b 0 · · · 0

onde 1 ≤ k < 16, e os coeficientes irracionais são

ι = e16

ε = e7

a = −ε2 + 2ε3 + 2ε4 − ε5

b = 2ε− ε3 − ε4 + 2ε6

c = −ε+ 2ε2 + 2ε5 − ε6

onde en denota uma n-ésima raiz primitiva da unidade em C. Além disso, lembrando que

σα
k

1 = σl se, e somente se σl(α
k
V ) = σ1(1V ), temos que

σα1 = σ3 , σα3 = σ2 , σα2 = σ1

descreve a ação de H = ⟨αH⟩ no conjunto {σ1, σ2, σ3}.

4.4 O caso q=19, a=2, e d=3

Considere o primo q = 19 e o expoente a = 2, assim q2 = 361. Então

f(X) = X2 −X − 17 ∈ F19[X]

é um polinômio primitivo e F361 ≃ F19[X]/(f(X)). Seja β uma raiz de f em F361. Desta

forma

F361 = F19[β] = { u0 + u1β | u1, u2 ∈ F19 } , β2 = β + 17 .

Sejam d = 3 e Λ = W ⋊ K3, onde K = F×
361 age por multiplicação em W = F361.

Considere ainda ϑ ∈ Irr(W ), definida por ϑ(u01W + u1βV ) = ωu0 , onde ω é uma 19-ésima

raiz primitiva da unidade em C. Então τ1 = ϑ1 ↑Λ possui grau

τ1(1) = τ1(0W ) =
p2 − 1

d
=

361− 1

3
= 120
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Calculamos βi = u0,i + u1,iβ para 0 ≤ i < t, onde

t =
p2 − 1

p− 1
= p+ 1 = 20

Donde segue

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

u0,i 1 0 17 17 2 6 2 9 5 6 15 3 11 5 2 11 7 4 9 1

u1,i 0 1 1 18 16 18 5 7 16 2 8 4 7 18 4 6 17 5 9 18

e

π = β20 = 2 .

Como u0,20l+i = 2lu0,i temos que

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

u0,0+k 1 0 17 17 2 6 2 9 5 6 15 3 11 5 2 11 7 4 9 1

u0,20+k 2 0 15 15 4 12 4 18 10 12 11 6 3 10 4 3 14 8 18 2

u0,40+k 4 0 11 11 8 5 8 17 1 5 3 12 6 1 8 6 9 16 17 4

u0,60+k 8 0 3 3 16 10 16 15 2 10 6 5 12 2 16 12 18 13 15 8

u0,80+k 16 0 6 6 13 1 13 11 4 1 12 10 5 4 13 5 17 7 11 16

u0,100+k 13 0 12 12 7 2 7 3 8 2 5 1 10 8 7 10 15 14 3 13

u0,120+k 7 0 5 5 14 4 14 6 16 4 10 2 1 16 14 1 11 9 6 7

u0,140+k 14 0 10 10 9 8 9 12 13 8 1 4 2 13 9 2 3 18 12 14

u0,160+k 9 0 1 1 18 16 18 5 7 16 2 8 4 7 18 4 6 17 5 9

u0,180+k 18 0 2 2 17 13 17 10 14 13 4 16 8 14 17 8 12 15 10 18

u0,200+k 17 0 4 4 15 7 15 1 9 7 8 13 16 9 15 16 5 11 1 17

u0,220+k 15 0 8 8 11 14 11 2 18 14 16 7 13 18 11 13 10 3 2 15

u0,240+k 11 0 16 16 3 9 3 4 17 9 13 14 7 17 3 7 1 6 4 11

u0,260+k 3 0 13 13 6 18 6 8 15 18 7 9 14 15 6 14 2 12 8 3

u0,280+k 6 0 7 7 12 17 12 16 11 17 14 18 9 11 12 9 4 5 16 6

u0,300+k 12 0 14 14 5 15 5 13 3 15 9 17 18 3 5 18 8 10 13 12

u0,320+k 5 0 9 9 10 11 10 7 6 11 18 15 17 6 10 17 16 1 7 5

u0,340+k 10 0 18 18 1 3 1 14 12 3 17 11 15 12 1 15 13 2 14 10
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Verificando a multiplicidade mr,k de r no conjunto { u0,j | j ≡ k mod 3 } tem-se

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

mr,0 6 9 6 6 4 6 4 9 9 4 4 9 9 4 6 4 6 6 9

mr,1 6 6 4 4 9 4 9 6 6 9 9 6 6 9 4 9 4 4 6

mr,2 6 4 9 9 6 9 6 4 4 6 6 4 4 6 9 6 9 9 4

Portanto

τ(1W ) = 6 + 9ω + 6ω2 + 6ω3 + 4ω4 + 6ω5 + 4ω6 + 9ω7 + 9ω8 + 4ω9

+ 4ω10 + 9ω11 + 9ω12 + 4ω13 + 6ω14 + 4ω15 + 6ω16 + 6ω17 + 9ω18

τ(βW ) = 6 + 6ω + 4ω2 + 4ω3 + 9ω4 + 4ω5 + 9ω6 + 6ω7 + 6ω8 + 9ω9

+ 9ω10 + 6ω11 + 6ω12 + 9ω13 + 4ω14 + 9ω15 + 4ω16 + 4ω17 + 6ω18

τ(β2
W ) = 6 + 4ω + 9ω2 + 9ω3 + 6ω4 + 9ω5 + 6ω6 + 4ω7 + 4ω8 + 6ω9

+ 6ω10 + 4ω11 + 4ω12 + 6ω13 + 9ω14 + 6ω15 + 9ω16 + 9ω17 + 4ω18

e, como
∑18

i=0 ω
i = 0, temos que

τ(1W ) =3(ω + ω7 + ω8 + ω11 + ω12 + ω18)− 2(ω4 + ω6 + ω9 + ω10 + ω13 + ω15)

τ(βW ) =3(ω4 + ω6 + ω9 + ω10 + ω13 + ω15)− 2(ω2 + ω3 + ω5 + ω14 + ω16 + ω17)

τ(β2
W ) =3(ω2 + ω3 + ω5 + ω14 + ω16 + ω17)− 2(ω + ω7 + ω8 + ω11 + ω12 + ω18).

Conclúımos então que a tabela de caractere de Λ é

1 1W βW β2
W β3

K . . . β357
K

1Λ 1 1 1 1 1 · · · 1

µl 1 1 1 1 νl · · · ν119l

τ1 120 e f g 0 · · · 0

τ2 120 g e f 0 · · · 0

τ3 120 f g e 0 · · · 0
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onde 1 ≤ l < 120, e os coeficientes irracionais são

ν =e120 ,

ω =e19

e =3(ω + ω7 + ω8 + ω11 + ω12 + ω18)− 2(ω4 + ω6 + ω9 + ω10 + ω13 + ω15)

f =3(ω4 + ω6 + ω9 + ω10 + ω13 + ω15)− 2(ω2 + ω3 + ω5 + ω14 + ω16 + ω17)

g =3(ω2 + ω3 + ω5 + ω14 + ω16 + ω17)− 2(ω + ω7 + ω8 + ω11 + ω12 + ω18).

Mais ainda,

τβ1 = τ2 , τβ2 = τ3 , τβ3 = τ1

descreve a ação de K = ⟨β⟩ no conjunto {τ1, τ2, τ3}.

4.5 Os contraexemplos de Eisele–Margolis

Sejam p e q primos distintos e α e β elementos primitivos de Fp2 e Fq2 , respectivamente.

Considere

V = { a01V + a1αV | a0, a1 ∈ Fp } ≃ Fp2

W = { b01W + b1βW | b0, b1 ∈ Fq } ≃ Fq2

H = { αiH | 0 ≤ i ≤ p2 − 1} ≃ F×
p2

K = { βjK | 0 ≤ j ≤ q2 − 1} ≃ F×
q2

assim, temos os grupos afins Γ = V ⋊H e Ξ = W ⋊K. Ainda, defina E = Γ×Ξ. Fixando

um primo ı́mpar d, divisor de (p2 − 1, q2 − 1), consideramos ∆ = V ⋊Hd, Λ = W ⋊Kd,

e D = ∆× Λ, assim ∆ ⊴ Γ, Λ ⊴ Ξ, e D ⊴ E. Sejam N = V ×W , A = ⟨αdH , βdH , αHβH⟩,

e G = N ⋊ A. Observe que D ⊴ G, G = D⟨αHβK⟩, em particular |G : D| = d, e G ⊴ E.

Identificamos Irr(A) com os caracteres irredut́ıveis de Irr(G/N). Como D é um produto

direto, temos que

Irr(D) = Irr(∆)× Irr(Λ) .

Já que d não divide p2−1
p−1

= p+ 1, vimos que

Irr(∆) = Irr(∆/V ) ∪ {σ1, . . . , σd}

onde Irr(∆/V ) é identificado com

Irr(Hd) =

{
λi | 0 ≤ i <

p2 − 1

d

}
, λ(αkdH ) = ιk

(
= λ(αrV α

kd
H ) , ∀ 0 ≤ r < p2 − 1

)
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onde ι é uma raiz primitiva p2−1
d

-ésima da unidade em C, e, para todo 1 ≤ l ≤ d, temos

σl(1) =
p2 − 1

d
, σl(α

k
V ) =

p−1∑
r=0

mr,k · εrl , σl(x) = 0 ∀ x ∈ ∆ \ V

onde ε é uma raiz primitiva p-ésima da unidade em C, para adequados coeficientes mr,k

em N. Similarmente, como d não divide q2−1
q−1

= q + 1, temos que

Irr(Λ) = Irr(Λ/W ) ∪ {τ1, . . . , τd}

onde Irr(Λ/W ) é identificado com

Irr(Kd) =

{
µj | 0 ≤ j <

q2 − 1

d

}
, µ(βldK) = νl

(
≡ ν(βsWβ

ld
K) ∀ 0 ≤ s < q2 − 1

)
sendo ν uma raiz primitiva q2−1

d
-ésima da unidade em C, e, para todo 1 ≤ l ≤ d, temos

τl(1) =
q2 − 1

d
, τl(β

k
W ) =

q−1∑
r=0

nr,k · ωrl , τl(y) = 0 ∀ y ∈ Λ \W

sendo ω uma q-ésima raiz primitiva da unidade em C, para adequados coeficientes nr,k

em N. Portanto,

Irr(D) =
{
λiµj , λiτj , σiµ

j , σiτj
}
i,j

.

Como Hd ×Kd é um subgrupo de um grupo abeliano A, todo λiµj é extenśıvel a algum

caractere de Irr(A). Por outro lado, tendo Γσi = ∆ para todo i, e Ξτj = Λ para todo j,

como G = D⟨αHβK⟩, segue que

Eλiτj = Eσiµj = Eσiτj = D .

Pela correspondência de Clifford temos que os caracteres induzidos são irredut́ıveis e são

distintos para distintos representantes das ⟨αHβK⟩-órbitas. Temos que

(λiτj)
(αHβK)k = λiτβ

k

j ,

como ⟨βK⟩ age transitivamente sobre {τ1, . . . , τd}, o mesmo acontece com ⟨αHβK⟩ sobre

{λiτ1, . . . , λiτd}. De forma similar, ⟨αHβK⟩ age transitivamente em {σ1µj, . . . , σdµj}. Por

sua vez, para todos 1 ≤ i, j, k ≤ d temos que

(σiτj)
(αβ)k = σα

k

i τβ
k

j
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para que se tenha uma órbita {σiτj, σαi τ
β
j , . . . , σ

αd−1

i τβ
d−1

j }. Como ⟨αH⟩ é ćıclico e age

transitivamente em {σ1, . . . , σd}, então existe um único σ1τl na órbita de σiτj. Portanto,

dentro de Irr(G) temos os pares de caracteres distintos{
λiτj ↑G | 0 ≤ i <

p2 − 1

d

}
∪
{
σiµ

j ↑G | 0 ≤ j <
q2 − 1

d

}
∪
{
σ1τj ↑G | 1 ≤ j ≤ d

}
além dos caracteres lineares, Irr(G/N) ≡ Irr(A). Denotando por X o conjunto desses

caracteres, como

λiτ1 ↑G (1) = |G : D| · λi(1) · τ1(1) = d · q
2 − 1

d
= q2 − 1

σ1µ
j ↑G (1) = |G : D| · σ1(1) · µj(1) = d · p

2 − 1

d
= p2 − 1

σ1τj ↑G (1) = |G : D| · σ1(1) · τj(1) = d · p
2 − 1

d
· q

2 − 1

d
=

(p2 − 1)(q2 − 1)

d

temos que∑
χ∈X

χ(1)2 =
(p2 − 1)(q2 − 1)

d
+
p2 − 1

d
· (q2 − 1)2 +

q2 − 1

d
· (p2 − 1)2

+ d · (p
2 − 1)2(q2 − 1)2

d2

=
(p2 − 1)(q2 − 1)

d

(
1 + (q2 − 1) + (p2 − 1) + (p2 − 1)(q2 − 1)

)
=
(p2 − 1)(q2 − 1)

d
· p2q2 = |G|

provando que X = Irr(G). Além disso, os caracteres acima podem ser descritos explici-

tamente da forma seguinte. Para ϑi = λiτ1 ↑G, temos que

ϑi(g) = 0 ∀ g ∈ G \D

e, por outro lado,

ϑi ↓D= λi
d∑
j=1

τj = λi · τ ↓Λ

onde τ é o caractere não–linear de Ξ. Isto é,

ϑi(g) =


(q2 − 1)ιik se g = αdkH ou g = αrV α

dk
H

−ιik se g = βsWα
dk
H ou g = αrV β

s
Wα

dk
H

0 nos outros casos.

Similarmente, para ςj = σ1µ
j ↑G, segue que

ςj(g) =


(p2 − 1)νjl se g = βdlK ou g = αrV β

dl
K

−νjl se g = βsWβ
dl
K ou g = αrV β

s
Wβ

dl
K

0 nos outros casos.



4.6. O caso p=7, q=19, a=2, e d=3 61

Para χj = σ1τj ↑G, temos

χj ↓N=
d∑

k=1

σα
k

1 τβ
k

j ↓N

e

χj(g) = 0 ∀ g ∈ G \N

Enfim, os caracteres Irr(G/N) ≡ Irr(A) são todos os caracteres lineares de G e sua

descrição completa depende da fatoração de A em produto direto de grupos ćıclicos.

4.6 O caso p=7, q=19, a=2, e d=3

Os caracteres ϑi e ςj são totalmente descritos como no caso geral. Para os carac-

teres χi, neste caso, lembramos de §4.3 e §4.4 que

σα1 = σ3 , σα
2

1 = σ2 , τβ1 = τ2 , τβ
2

1 = τ3

assim

χ1 ↓N = σ1τ1 + σ2τ3 + σ3τ2

χ2 ↓N = σ1τ2 + σ2τ1 + σ3τ3

χ3 ↓N = σ1τ3 + σ2τ2 + σ3τ1 .

Finalmente, vamos computar os caracteres lineares de G. Lembre que α e β são elementos

primitivos de F49 e F361 respectivamente, dáı o(αH) = 48 e o(βK) = 360. O grupo abeliano

A = ⟨α3
H , β

3
K , αHβK⟩

se decompõe como produto direto de grupos ćıclicos

A = ⟨γ⟩ × ⟨δ⟩ ≃ C8 × C720

onde

γ = β45
K , δ = αHβK .

De fato, temos que

α3
H = γδ675 , β3

K = γ7δ48

e mais geralmente

α3k+m
H β3l+m

K = γk+7lδ675k+48l+m .
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Portanto, se ζ denota uma 720-ésima raiz primitiva da unidade em C,então os caracteres

de A são

Irr(A) = { λab | 0 ≤ a < 8 , 0 ≤ b < 720 }

onde

λab(γ
cδd) = ζ90ac+bd ,

isto é

λab(α
3k+m
H β3l+m

K ) = ζ90a(k+7l)+b(675k+48l+m) = ζ45(2a+15b)k+6(105a+8b)l+bm .

Note que ζ45 é uma 16-ésima raiz primitiva da unidade em C, e ζ6 é uma 120-ésima raiz

da unidade, exatamente como os números irracionais ι e ν descrevendo os valores dos

caracteres ϑi e ςj, assumimos assim que ι = ζ45 e ν = ζ6. A este respeito, o sistema de

equações lineares  i = 2a+ 15b

j = 105a+ 8b

com coeficientes em Z720, admite a solução a = 248i+ 345j

b = 255i+ 242j

por isso, para λ′ij = λ248i+345j,255i+242j, temos

λ′ij(α
3k+m
H β3l+m

K ) = ζ45ik+6jl+255im+242jm = ιikνjlζ255im+242jm .

Portanto, a tabela de caracteres de G = G(7, 19; 3;α, β) é

1 1V 1W 1V 1W 1V βW 1V β
2
W α3k

H 1Wα
3k
H β3l

K 1V β
3l
K α3k+m

H β3l+m
K

1G 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

λ′ij 1 1 1 1 1 1 ιik ιik νjl νjl ζklm

ϑi 360 360 −1 −1 −1 −1 360ιik −ιik 0 0 0

ςj 48 −1 48 −1 −1 −1 0 0 48νjl −νjl 0

χ1 5760 −120 −16 r s t 0 0 0 0 0

χ2 5760 −120 −16 t r s 0 0 0 0 0

χ3 5760 −120 −16 s t r 0 0 0 0 0
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onde ζ é uma 720-ésima raiz primitiva da unidade em C, ι = ζ45, ν = ζ6, ζklm =

ζ45ik+6jl+255im+242jm e

r = ae+ bf + cg

s = af + bg + ce

t = ag + be+ cf

para os números complexos a, b, c, d, e, f definidos em §4.3 e §4.4 respectivamente. Em

particular, r, s, t pertencem à extensão ciclotômica Q[e133] do corpo dos números racionais

Q. Portanto, temos os |A| = 5760 caracteres lineares

{1G} ∪ { λ′ij | i, j } = { λab | 0 ≤ a < 8 , 0 ≤ b < 720 }

os 16 caracteres ϑi, os 120 caracteres ςj, e enfim χ1, χ2, e χ3. Por outro lado, temos as 6

classes de conjugação de G contidas em N

1G = { 1 }

(1V )
G = { αiV | 0 ≤ i < p2 − 1 }

(1W )G = { βjW | 0 ≤ j < q2 − 1 }

(1V 1W )G = { αiV β
j
W | 0 ≤ i < p2 − 1 , 0 ≤ j < q2 − 1 , j − i ≡ 0 mod 3 }

(1V βW )G = { αiV β
j
W | 0 ≤ i < p2 − 1 , 0 ≤ j < q2 − 1 , j − i ≡ 1 mod 3 }

(1V β
2
W )G = { αiV β

j
W | 0 ≤ i < p2 − 1 , 0 ≤ j < q2 − 1 , j − i ≡ 2 mod 3 }

em seguida, para 0 < k < 16, temos as 15 classes

(α3k
H )G = { γV α3k

H | γ ∈ Fp2 }

junto ás 15 classes

(1Wα
3k
H )G = { γV δWα3k

H | γ ∈ Fp2 , δ ∈ F×
q2 }

analogamente, para 0 < l < 120, temos as 119 classes

(βldK)
G = { δWβldK | δ ∈ Fq2 }

e as 119 classes

(1V β
ld
K)

G = { γV δWβldK | γ ∈ F×
p2 , δ ∈ Fq2 }

finalmente, as restantes 5625 classes

(α3k+m
H β3l+m

K )G = { γV δWα3k+m
H β3l+m

K | γ ∈ Fp2 , δ ∈ Fq2 }

para 0 ≤ k < 16, 0 ≤ l < 120, 0 ≤ m < 3, com (k, l,m) ̸= (k, 0, 0), (0, l, 0).
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Caṕıtulo 5

Sobre a demonstração de

Eisele–Margolis

Ao se tratar das conjecturas de Zassenhaus, usualmente utiliza-se a noção de módulos de

ação dupla [39]. A ideia fundamental é que a conjugação em QG pode ser vista como a

relação de equivalência entre QG-representações por meio da identificação

U(QG) ≃ GL(1,QG) .

Ou seja, dados um grupo finitoH, defina um homomorfismo φ : H → GL(1,QG) dado por

h 7→ { v 7→ φ(h)v | ∀v ∈ QG }. Podemos assim dizer que a QG-representação φ é similar

com qualquer representação obtida por conjugação em GL(1,QG) que, por sua vez, será

da forma h 7→ { v 7→ φ(h)uv | ∀v ∈ QG }, para todo u ∈ U(QG). Portanto, o grupo

de unidades φ(H) é racionalmente conjugado com um subgrupo de G se, e somente se, a

QG-representação φ é similar com alguma QG-representação γ com valores em G. Este

discurso não teria seguido se não pudéssemos voltar à teoria ordinária de representações,

onde o anel dos coeficientes é um corpo. Para este fim, observamos que o Q-espaço

vetorial QG é um H-módulo à esquerda, por meio de φ, mas também é um G-módulo à

direita, precisamente o módulo regular, ou seja, QG é um H-G-módulo. Para interpretar

a estrutura de módulo sobre uma álgebra de grupo podemos assim considerar o produto

direito G×H, para obter ambas as ações do mesmo lado.

Definição 5.1. Sejam G e H grupos finitos e φ : H → U(QG) um homomorfismo de

grupos. O módulo de ação dupla (QG)φ é o conjunto QG com a estrutura de Q(G×H)-
65
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módulo dada pela ação definida por

(g, h) · v = φ(h)vg−1 , ∀ g ∈ G , h ∈ H , v ∈ QG

e estendida por Q-linearidade.

Claramente, dados φ, γ : H → U(QG), temos que (QG)φ e (QG)γ são isomorfos

como Q(G×H)-módulos se, e somente se, são isomorfos como H-G-módulos, sendo que,

nos dois casos, um isomorfismo f está definido pela identidade

γ(h)f(v)g−1 = f(φ(h)vg−1) , ∀ g ∈ G , h ∈ H , v ∈ QG .

A conexão entre as conjecturas de Zassenhaus e os módulos de ação dupla se baseiam na

seguinte proposição (que é um caso particular de [39, Lema 38.8]).

Proposição 5.2. Dois Q(G×H)-módulos de ação dupla (QG)φ e (QG)γ são isomorfos

se, e somente se, existe u ∈ U(QG) tal que γ(h) = φ(h)u, para todo h ∈ H.

Demonstração. Primeiramente, supomos existir u tal que γ(h) = φ(h)u, para todo h ∈ H.

A aplicação ϑ : (QG)φ → (QG)γ, v 7→ u−1v, satisfaz

ϑ((g, h) · v) = ϑ(φ(h)vg−1) = u−1φ(h)vg−1 = φ(h)uu−1vg−1 = γ(h)ϑ(v)g−1 ,

portanto, é isomorfismo de Q(G×H)-módulos. De outro lado, seja ϑ : (QG)φ → (QG)γ
um isomorfismo de Q(G×H)-módulos. Para todo v ∈ (QG)φ e g ∈ G, tem-se

ϑ(v)g−1 = (g, 1)ϑ(v) = ϑ((g, 1)v) = ϑ(vg−1) ,

consequentimente, a aplicação ϑ corresponde à multiplicação em QG por x = ϑ(1), e

sendo ϑ um isomorfismo, segue que ϑ é injetora, portanto inverśıvel, desta forma, tem que

ser x ∈ U(QG). Agora,

xφ(h)v = ϑ(hv) = ϑ((1, h)v) = (1, h)ϑ(v) = γ(h)ϑ(v) = γ(h)xv

para todo h ∈ H e v ∈ V , e podemos tomar u = x−1 para concluir a demonstração.

Se H é um grupo de unidades normalizadas de ZG, isto é H ≤ U1(ZG), a imersão

φ : H ↪→ U(ZG) define um Q(G×H)-módulo de ação dupla (QG)φ. Pela Proposição 5.2,

mostrar que H é racionalmente conjugado a um subgrupo de G é o mesmo que encontrar

um homomorfismo de grupos γ : H → G para o qual (QG)φ e (QG)γ são isomorfos.

Como pela proposição acima dois Q(G × H)-módulos são isomorfos se, e somente se os

caracteres são iguais, segue a importância da relação abaixo:
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Lema 5.3. O caractere χφ de um Q(G × H)-módulo de ação dupla (RG)φ, é descrito

pela fórmula

χφ(g, h) = |CG(g)| · εgG(φ(h)),

onde

εgG : QG→ Q ,
∑
y∈G

ayy 7→
∑
z∈gG

az .

Demonstração. Sendo G uma base de (QG)φ = QG, então, para calcular χφ(g, h), que é o

traço do endomorfismo v 7→ (g, h)v, precisamos somar ao variar de y ∈ G o coeficiente de

(g, h)y em y. Como φ : H → U(QG), tem-se φ(h) =
∑

x∈G axx, onde ax ∈ Q, e portanto

(g, h)v = φ(h)vg−1 =
∑

x axxvg
−1, para todo v ∈ (QG)φ. Sendo xyg−1 = y se, e somente

se, x = gy
−1
, obtemos

χφ(g, h) =
∑
y∈G

{ax | xyg−1 = y} =
∑
y∈G

agy−1 = |CG(g)|
∑
z∈gG

az = |CG(g)| · εgG(φ(h))

como desejado.

A aplicação εgG é chamada aumento parcial em gG e, claramente, se g e y são

conjugados em G, vale εgG = εyG . Calculando o caractere χγ para um homomorfismo γ

de H em G obtemos uma condição de grande interesse ao se tratar das conjecturas de

Zassenhaus:

Lema 5.4. Seja H subgrupo de U1(ZG). São equivalentes:

i) H é racionalmente conjugado a um subgrupo de G,

ii) Existe um homomorfismo γ : H → G tal que ∀g ∈ G, h ∈ H tem-se εgG(h) ̸= 0 se, e

somente se, gG = (γ(h))G.

Demonstração. Primeiramente, observamos que a restrição de εgG ao grupo G é sim-

plesmente a função caracteŕıstica da classe gG. Em particular, se γ : H → G é um

homomorfismo, tem-se

εgG(γ(h)) =

 1 se γ(h) ∈ gG

0 se γ(h) /∈ gG
.

Denotamos por φ : H ↪→ U1(QG) a imersão. Lembramos que i) é equivalente a ter

χφ = χγ para algum γ, e, de outro lado, sendo φ(h) = h, isso é εgG(h) = εgG(γ(h)) para

todo g ∈ G e h ∈ H. Agora, H é subgrupo das unidades normalizadas U1(ZG), portanto,
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tem-se
∑

gG εgG(h) = ε(h) = 1. Assim, assumindo ii), tem que ser εgG(h) = εgG(γ(h)) = 0

para toda classe gG ̸= γ(h)G, o que comporta εγ(h)G(h) = ε(h) = 1, ou seja, χγ = χφ. De

outro lado, assumindo i), se γ : H → G é um homomorfismo de conjugação em QG, temos

que εgG(h) = εgG(γ(h)) ∈ {0, 1}, e o valor é não nulo precisamente quando g ∈ γ(h)G.

Este resultado pode ser, de alguma forma, refinado para obter o seguinte:

Teorema 5.5. Sejam G um grupo finito de ordem n e u um elemento de torção em

U1(ZG). Então u é conjugado, em QG, a algum elemento de G se, e somente se, para

todo divisor d da ordem de G e ∀g ∈ G, tem-se εgG(u
d) ≥ 0.

É importante ressaltar que estes resultados têm sido grandes pilares no estudo

das Conjecturas de Zassenhaus. Muitos outros resultados já foram desenvolvidos em

torno deles e são úteis para encontrar soluções, tanto positivas quanto negativas em casos

particulares destas conjecturas.

No artigo de Eisele e Margolis, é apresentada a construção do próprio grupo

G = G(7, 19; 3;α, β), apresentada em 3.1 e, em seguida, é mostrado que ZG contem

uma unidade de torção que não é racionalmente conjugada a uma unidade trivial [12].

Lembramos que, pelo Teorema 5.5, dado u um elemento de torção em U1(ZG) de ordem n,

mostrar que u contradiz a conjectura é equivalente a verificar que o caractere χφ do módulo

de ação dupla (QG)φ assume valores negativos, onde φ : ⟨u⟩ ↪→ QG é induzido pela

inclusão. Considerando a construção realizada dos grupos candidatos juntamente com

as observações acima, a sáıda do Algoritmo 1 de [33] é utilizada para obter os aumentos

parciais que podem corresponder a contraexemplos pela conjectura, e os autores mostram

que tal entendimento é válido. Portanto, o material apresentado caminha justamente

na direção das condições necessárias para utilizar os algoritmos previamente descritos.

O artigo é dividido basicamente em dois momentos: o primeiro, que abrange as quatro

primeiras seções, é a apresentação de alguns dos resultados gerais que serão utilizados no

segundo momento, este, por sua vez, que abrange as três últimas seções, é o lugar onde são

apresentados gradualmente resultados que, juntos, tornam a demonstração do Teorema A

razoavelmente mais simples. Em particular, o resultado sai diretamente como aplicação e

computação do Teorema 5.8, que será brevemente apresentado mais a frente [12, Teorema

7.2]. O nosso objetivo é selecionar alguns dos pontos chave da demonstração, para oferecer

uma ideia simplificada das técnicas utilizadas. Esperamos que o material aqui apresentado
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possa incentivar o leitor a completar o estudo das partes omitidas, referindo-se ao artigo

original.

Seja G um grupo finito da forma G = N⋊A onde N é grupo abeliano. Considere-

se um grupo ćıclico U = ⟨u⟩ cuja ordem é igual ao expoente de N . O objetivo é descrever

os módulos de açaõ dupla (QG)φ, ao variar de φ : U → QG, ou seja, classificar os posśıveis

aumentos parciais. O primeiro passo é provar uma versão local do nosso objetivo, onde,

para uma coleção de primos π, é encontrado um módulo sobre Zπ(G×U), que realiza um

determinado aumento parcial. Aqui Zπ = ∩p∈πZ(p), onde Z(p) é a localização de Z sobre

o ideal maximal (p) (veja por exemplo [21]). Portanto, seja

ε : G→ Z , g 7→ εgG

uma função de classes que se anula no complementar de N , e defina

χ =
∑
gG

εgG · (1(g,u))
G×U

onde (1(g,u))
G×U é o caractere induzido a G× U do caractere principal do subgrupo

⟨(g, u)⟩ ≤ G× C .

Assumindo as seguintes condições:

C.1)
∑

gG εgG = 1,

C.2) Se εnG ̸= 0, para algum n ∈ N , então CG(np) ∩ CG(ngp′) = N ∀g ∈ G e para todo

primo p que divide a ordem de N ,

C.3) Para cada primo p que divide a ordem de N vale a decomposição

χ|N×U =
∑
n∈Np

λn ⊗ (1(n,u)p)
Np×Up

onde λn é um caractere próprio de Np′ × Up′ , para cada n ∈ Np

é posśıvel mostrar o seguinte [12, Teorema 5.1]:

Teorema 5.6. Seja π uma coleção finita de primos. Então, sob as condições acima,

existe um Zπ(G×U)-módulo, regular como ZπG-módulo, com caractere χ. Mais que isso,

o aumento parcial da unidade uπ ∈ U(ZπG) é dado por ε.
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O ponto seguinte na demonstração é mostrar que, fazendo suposições mais fortes

sobre G e χ, é posśıvel juntar as unidades semi–locais uπ ∈ U(ZπG) constrúıdas no

teorema acima para voltar ao caso integral u ∈ U(ZG). Em detalhes, temos as seguintes

condições:

C.4) G não tem uma imagem epimórfica isomórfica a qualquer um dos seguintes grupos:

a) Um grupo de quatérnio generalizado de ordem 4n onde n ≥ 2,

b) O grupo tetraédrico binário de ordem 24,

c) O grupo octaédrico binário de ordem 48,

d) O grupo binário icosaédrico de ordem 120.

C.5) [χ, η ⊗ 1U ] ̸= 0 para todo η ∈ IrrC(G).

e temos o resultado [12, Teorema 6.2]:

Teorema 5.7. Assuma as condições C.1–C.5 acima. Então existe um Z(G×U)-módulo,

regular como ZG-módulo, cujo caractere é χ. Além disso, o aumento parcial em u é a

mesma função de classe ε, ou seja εgG(u) = ε(g) para todo g ∈ G.

As demonstrações destes dois últimos teoremas necessitam de alguns resultados

mais avançados sobre representações, álgebras, lattices e ordens, e por esta razão serão

omitidas aqui.

Com as devidas construções realizadas, o próximo passo é reformular as condições

sob as quais se produzem unidades semi-locais e globais, respectivamente, em um grupo

G(p, q; d;α, β). Lembrando que G = N ⋊ A, onde N = Fp2 × Fq2 , e A = ⟨a, b, c⟩ é

identificado com um subgrupo de F×
p2×F×

q2 , com ação (x, y)a = (αdx, y), (x, y)b = (x, βdy),

e (x, y)c = (αx, βy), definimos o subconjunto

Kp = {(α + x, 0) | x ∈ Fp} ⊆ Np = Fp2 × {0}

e ainda, para todo i ∈ Z, definimos

ri =

∣∣∣∣{ t = 1, . . . ,
p2 − 1

d
: (αi+t·d, 0) ∈ Kp

}∣∣∣∣ .
Note que ri(p) = rj(p), se i ≡ j mod d. Vale o seguinte [12, Teorema 7.2]:

Teorema 5.8. Seja G = G(p, q; d;α, β), e seja ε : G → Z, g 7→ εgG uma função de

classes tal que
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i)
∑

gG εgG = 1,

ii) Se εgG ̸= 0 para algum g ∈ G, então g pertence a N e a sua ordem é pq,

iii) Para cada j ∈ {0, . . . , d− 1} valem as inequações

d∑
i=1

rj+i(p) · ε(αt,1)G ≥ 0 ,
d∑
i=1

rj+i(q) · ε(1,βt)G ≥ 0

Então existe uma unidade u ∈ U(ZG) de ordem pq, cujo aumento parcial é dado pela

função de classes ε. Se ε(αt,1)G ̸= 0 para mais de um i ∈ {1, . . . , d}, então u não é

conjugado a um elemento da forma ±g, com g ∈ G.

A demonstração deste teorema segue de várias proposições e lemas, cada uma

correspondendo, mais ou menos, a uma das condições dos Teoremas 5.6 e 5.7. Porém,

algumas considerações a cerca do tal grupo G ainda são necessárias, e são listadas abaixo

[12, Proposição 7.5]:

Proposição 5.9. Seja G = G(p, q; d;α, β), então:

1) Se g ∈ N possui ordem pq, então CG(g) = N ,

2) Se n ∈ Np \ {1}, então CG(n) = CG(Np),

3) As classes de conjugação em G dos elementos de ordem pq contidos em N são re-

presentadas pelos elementos (1, 1), (α, 1), (α2, 1), . . . , (αd−1, 1). Mais do que isso, se

n ∈ Nq \ {1}, as classes de conjugação em CG(n) dos elementos de ordem p perten-

centes a N são dadas por (1, 0), (α, 0), . . . , (αd−1, 0),

4) G age (por conjugação) transitivamente no conjunto de subgrupos ćıclicos de N cuja

ordem é pq,

5) G/CG(Np) age regularmente no conjunto das coclasses laterais não triviais de subgru-

pos ćıclicos em Np de ordem p, isto é, o conjunto

{ nX | X ≤ Np , |X| = p , n ∈ Np \X }

cuja cardinalidade é p2 − 1.

6) CA(Nq) age semirregularmente no conjunto do ponto 5.
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7) CG(Nq) age transitivamente no conjunto dos subgrupos ćıclicos de ordem p em Np.

Para demonstrar o Teorema 5.8, primeiramente faz-se necessário verificar as

condições do Teorema 5.6. A primeira condição C.1 segue direto da definição de ε, para

verificar C.2 utiliza-se a proposição acima, e a condição C.3 utiliza o seguinte resultado

[12, Lemma 7.8]:

Lema 5.10. Fixado G = G(p, q, d;α, β), seja ε : G→ Z uma função de classes que é não

nula somente em elementos de N de ordem pq tal que

∑
gG

εgG =
d∑
i=1

ε(αi,1)G = 1

seja U = ⟨u⟩ um grupo ćıclico de ordem pq, e seja n = (0, 1) ∈ Nq. Então a função de

classe

ξn =
∑
m∈Np

ε(m·n)G · (1(m,u)p)
Np×Up

é um caractere de Np × Up se, e somente se, vale
r1 r2 . . . rd

r2 r3 . . . r1
...

...
. . .

...

rd r1 . . . rd−1




ε(α,1)G

ε(α2,1)G

...

ε(αd,1)G

 ≥ 0

onde ri = ri(p) para i = 1, . . . , d. Além disso, é posśıvel descrever com detalhes a multi-

plicidade das componentes irredut́ıveis de ξn em Q(Np × Up) (aqui omitido).

A validade destas condições nos fornecem uma unidade semilocal uπ de ordem

pq em U1(ZπG) com o aumento parcial desejado. Após checar também as condições do

Teorema 5.7, isto é, C.4 e C.5, temos por fim uma unidade u ∈ U(ZG), que também tem

aumento parcial dado por ε. Segue imediatamente do formalismo de ação dupla que se ε

é não nula em mais de uma classe de conjugação, então u não é conjugado em U(QG) e

algum elemento de G. Uma vez que o Teorema 5.8 é demonstrado, o próximo e último

passo é definir bons parâmetros para os valores de p, q e da função de classes ε, assim de

reduzir a demonstração do Teorema A basicamente a um cálculo computacional.

De forma parecida, o Teorema B é essencialmente uma aplicação do seguinte

corolário do Teorema 5.8 [12, Corolário 7.3]:
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Corolário 5.11. Fixe M ∈ N e seja G = G = G(p, q; d;α, β). Considere que tanto p

quanto q são maiores ou iguais a

d4 ·M2

1− | cos(2π/d)|

Seja ε : G→ Z : g 7→ εgG uma função de classes tal que

i)
∑

gG εgG = 1,

ii) |εgG | ≤M para todo g ∈ G,

iii) Se εgG ̸= 0, para algum g ∈ G, então g ∈ N e a ordem de g é pq.

Então existe uma unidade u ∈ U(ZG) de ordem pq cujo aumento parcial é dado por ε.
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