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“A matemdtica é a rainha das ciéncias”
Carl Friedrich Gauss
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1 INTRODUCAO

Em Estatistica, um espaco amostral é o conjunto de todos os possiveis resultados de
um experimento aos quais estao associados uma probabilidade (ROSS, 2014). Diferentes
tipos de eventos sao estudados com diferentes técnicas pela Estatistica. Em andlise de
sobrevivéncia, o tempo até a observagao de um evento de interesse ¢ a variavel de estudo.
Se, durante o estudo, um elemento da amostra apresentar a caracteristica investigada,
dizemos que o elemento falhou. Dessa forma, 7', uma variavel aleatéria nao negativa, é

denominada tempo de sobrevivéncia ou tempo de falha.

A funcao de sobrevivéncia é definida como a probabilidade de uma observagao nao

falhar até um certo tempo t. Expressamos tal fun¢ao como

S(t) = P(T > t).

A funcao de sobrevivéncia é relacionada com a func¢ao de distribuicao acumulada,

em que S(t) =1 — F(t). Deste modo, a fungao de sobrevivéncia é ndo-crescente.

A funcao taxa de falha é definida como a taxa de ocorréncia de falha em um
instante ¢, dado que o objeto sobreviveu até t. Portanto, expressamos a func¢do taxa de

falha como
Pt <T <t+At|T >1t)

A0 At

O grafico de uma funcao taxa de falha representa a taxa de ocorrer falha ao longo

do tempo.
A Figura 1 ilustra as possiveis formas da funcao taxa de falha.

Um fenomeno bastante frequente na analise de sobrevivéncia é a presenca de obser-
vacoes incompletas. Tais observacoes sao chamadas censuradas e o mecanismo de censura
acontece de varias formas. Censura tipo I é aquela onde o estudo é encerrado ap6s um de-
terminado periodo de tempo. Censura tipo II é aquela onde o estudo sera encerrado apds
um determinado nimero de observacoes apresentar falha. Outro mecanismo de censura
ocorre bastante na area de saide, o do tipo aleatério, em que a observacao ¢ retirada do
estudo sem ter ocorrido falha (COLOSIMO; GIOLO, 2006, p. 8).

Os mecanismos de censura sao conhecidos também por censura a direita, quando
a observacao nao falhou até o término do tempo de estudo; censura a esquerda, quando a
observagao falhou antes do estudo comecar; ou censura intervalar, quando se sabe somente
que a observagao falhou em um determinado intervalo de tempo (LAWLESS, 2011 apud
CORDEIRO; ORTEGA; SILVA, 2011).
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Figura 1 — Gréficos das formas existentes da funcao taxa de falha

Este trabalho tem como objetivos apresentar a distribuicdo Alpha Power Beta

Weibull Modificada e desenvolver algumas de suas propriedades.

As proximas sec¢oes do trabalho estao organizadas como descritas a seguir: na Se¢ao
2 é apresentada a justificativa; na Secao 3 sao apresentadas alguns exemplos de familias de
distribuigdes; na Secao 4 é apresentada distribui¢cao Alpha Power Beta Weibull Modificada

e alguns resultados; e, por fim, na Secao 5 sdo apresentadas as conclusoes finais.



2 JUSTIFICATIVA

A importancia de encontrar um modelo adequado para ajustar a dados de feno-
menos praticos é muito grande na Estatistica. Nas ultimas décadas, muitos autores tém
concentrado esforgos na generalizacao de distribui¢des de probabilidade a fim de obter
flexibilidade e ganho na anélise de dados das mais variados formas (simétricos, assimétri-
cos, unimodais, bimodais, por exemplo). Neste trabalho serd apresentada a distribuigao
Alpha Power Beta Weibull Modificada. Deseja-se que a nova distribuicao sirva de auxilio
na analise de dados reais, inclusive assistindo a escolha entre os modelos que sao seus

casos particulares.



3 REVISAO DE LITERATURA

Os avancos tecnologicos proporcionaram que distribui¢coes mais simples e que sao
largamente utilizadas, tais como a Weibull, gama, Rayleigh e exponencial, dessem lugar a
novas familias de distribui¢cbes mais complexas. Estas novas distribui¢oes de probabilidade

aprimoraram a analise de dados, pois se adequam melhor aos dados.

Este cenario fez com que muitos pesquisadores em teoria das distribuigoes se ate-
nham na prospeccao de modelos de probabilidade mais flexiveis e que expliquem melhor

os fendmenos praticos.

Toda distribuicao tem associada uma funcao que define unicamente o modelo.
Tal funcao é chamada de fun¢ao de distribuigdo acumulada (fda) ou apenas funcao de

distribuicao, a qual serd denotada como F'(-).
Se F': R — [0, 1] é dita fungao de distribui¢ao acumulada, entao:
F1: F é uma funcao nao decrescente em R;
F2: F é continua a direita;
F3: lim F(z)=0e¢ lim F(z)=1.

T——00 T—r+00

A seguir serdo apresentadas, de forma sucinta, algumas novas familias de dis-
tribui¢oes: G-Exponencializada (GUPTA; KUNDU, 1999), Beta-G (EUGENE; LEE; FA-
MOYE, 2002), T-X (ALZAATREH; LEE; FAMOYE, 2013) e Alpha Power-T (MAHDAVT;
KUNDU, 2017). Esta tultima usaremos para apresentar a distribuicdo Alpha Power Beta
Weibull Modificada.

3.1 Familia de distribui¢des G-Exponencializada

Gupta e Kundu (1999) mostraram que se X for uma variavel aleatéria com fda con-
tinua G(z) e vetor de pardmetros &, entdo T terd distribuigdo G-exponencializada(a, £), a >
0, definida pela fda

F(t) = G@)]" (3.1)

A fdp associada a (3.1) é da forma

f(t) =a[G)]* g(t),t > 0,a > 0.

Os autores também apresentaram a distribuicao Exponencial Exponencializada no
mesmo artigo. A seguir serdo apresentados alguns casos especiais da familia G-exponencializada

ja discutidos na literatura.
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3.1.1 Distribuicio Exponecial Exponencializada (EE)

Seja X uma variavel aleatéria que segue a distribuigao Fxponencial (A) com fda

Gx)=1—e2>0,\A>0, (3.2)

entao T serd uma variavel aleatoria com distribuicdo Exponencial Exponencializada com

fungao de distribuigdo acumulada, deduzida ao inserir (3.2) em (3.1), da forma

Fty=[1—e™"t>01>00a>0 (3.3)

e funcao de densidade de probabilidade associada a (3.3) dada por

f(t) =are™ [1 - e_”r_l t>0,A>0,a>0.

A fungao taxa de falha da EE é da forma

e [1 _ efAt}a_l

1—[1—e M

h(t) = aA 4>0,A>0,a>0.

Gupta e Kundu (2001) mostraram que muitas propriedades da EE sao parecidas
com as da distribui¢do gama, porém computacionalmente se aproximam mais da Weibull.
Os estimadores de maxima verossimilhanca da distribuicado Weibull convergem muito
lentamente, portanto a distribuicio EE ¢ uma alternativa a esta. Também mostraram
que a EE pode ser utilizada com eficiéncia para analise de dados de sobrevivéncia com

censura ou de dados agrupados.

A funcao taxa de falha da EE é continua em A se @ = 1 (neste caso temos como caso
especial a distribuigdo exponencial), crescente convergindo para A se a > 1 e decrescente

até A se a < 1. A Figura (2) exemplifica este comportamento.
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Figura 2 — Exemplos da funcao taxa de falha da distribuicdo Exponencial Exponenciali-
zada

3.1.2 Familia Weibull Exponencializada (EW)

Mudholkar, Srivastava e Freimer (1995) mostraram que, se X é uma variavel ale-

atoéria com distribuigdo Weibull(\, #) com fda dada por
Gx)=1- e_()‘t)e,x >0,A>0,0>0 (3.4)

entao T é uma variavel aleatéria com distribuicao Weibull Exponencializada e tem fungao

de distribui¢do acumulada, deduzida ao inserir (3.4) em (3.1), da forma

F(t) = [1 _ e*(mgr >0,A>0,0>0 (3.5)

e funcao de densidade de probabilidade associada a (3.5) dada por

a—

1
F(t) = an ()" e [1— O] 1> 0,0 > 0,60 > 0.

Se 8 = 1, entao a fdp da EW se resume a funcao densidade da EE. Se a = 1 tem-se
a distribuicao Weibull. Além disso se § = a = 1 o modelo EW coincide com a distribuicao

exponencial. A fun¢ao taxa de falha da EW é dada por

0" (1 - e—(W)“‘l

1— [1 - e—(’\t)er

h(t) = abX (At)"! t>0,A>0,0>0

Os autores também mostraram que ¢ adequado usar a familia EW para modelar

dados que indicam funcgoes taxa de falha nao-mondtonas. Concluiram também que a
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funcao taxa de falha da EW tem formas: de banheira, se a < 1,6 > 1 e af < 1; unimodal,
sea>1,0<1eaf > 1, mondtona decrescente, se a < 1 e af < 1; monodtona crescente,

se a>1e6>1. A Figura (3) exemplifica este comportamento.
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Figura 3 — Exemplos da funcao taxa de falha da distribuicdo Weibull Exponencializada

3.2 Familia de distribui¢goes Beta-G

Eugene, Lee e Famoye (2002) mostraram que para obter novas distribuigdes na
familia beta-G ¢é necesséario compor uma fda G(x) com uma fda de uma varidvel aleatoéria
T ~ B(a,b). Seja X uma variavel aleatéria continua qualquer com fda G(x) e vetor de
parametros £. A fungao de distribui¢ao acumulada F'(t) de uma distribuigao Beta-G(a, b,
€) é definida por

1
B(a,b)

em que B(a,b) é a fun¢ao beta definida como a seguir

F(t) = Igw(a,b) = /OG(t) w1 — W) dw (3.6)

B(a,b) :m,a>0,b>0.

A fdp associada a (3.6) é da forma

ft) = g[GO "1 =GBt >0,a>0,b>0. (3.7)

Nas préximas subsecoes serao apresentados alguns casos especiais, ja discutidos na

literatura, desta familia.
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3.2.1 Distribuicdo Beta-Exponencial (BE)

Nadarajah e Kotz (2006) mostraram que se X é uma variavel aleatéria que segue

a distribui¢do Exponencial ()\), com fda dada por
Gl)=1—e12>0\>0,

entao T é uma variavel aleatéria com distribuicao Beta-Exponencial se tem funcao de

distribuicao acumulada, substituindo a fda dada em (3.2) na equagdo (3.6), da forma

1
B(a,b)

1—e M
F(t) = I,y x(a,b) = / W1 — W), t > 0,0 > 0,0 > 0,b> 0 (3.8)
0

e funcao densidade associada a (3.8) dada por

A n et
- —— 1_ .
f(t) B(,b)e [ e } ,0>0,A>0,a>0,0>0 (3.9)

A fungao taxa de falha da BE é dada por
b [1 - efAt] a—1

h(t) = .
(t) AB(a,b)[l—Il,e_xt(a,b)]’t>O’)\>O’a>0’b>0

A Figura (4) evidencia que a fungao taxa de falha da BE tem os seguintes formatos,

fixados b = 1 e A = 1: crescente até A, se a > 1; constante, se a = 1; decrescente, se a < 1.

Qe
o

1.5

1.0

Fung&o taxa de falha

0.5

0.0
|

Figura 4 — Exemplos das fungoes taxa de falha da distribuicdo Beta-Exponencial

3.2.2 Distribuicio Beta Weibull (BW)

Lee, Famoye e Olumolade (2007) mostram que se X tem distribuicao Weibull(A, )
com fda dada por
Gz)=1—e ™" 2>0,1>0,0>0,
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entdo T é uma varidvel aleatéria com distribuicdo Beta-Weibull se tem funcao de distri-
buigao acumulada, substituindo (3.4) em (3.6), da forma

176_()‘7:)9

F() =T, (0,0) = - (i 3 | (1 — )t (3.10)

comt>0,A>0,0>0,a>0,b>0 e fungdo de densidade associada a (3.10) dada por

Y

_ -1 —0?1 L bn)?
= 1
f(t) GAlg(’b)(Aﬂ [ e } e

comt>0,A>0,0>0a>0,b>0.

Se a =b=1, entdao a fdp da BW se torna a fdp de uma distribuicao Weibull com
pardmetros A e #. As familias EW e EE também sao casos particulares da BW, quando

b=1e \=b=1, respectivamente.

A fdp da BW tem uma flexibilidade grande nas suas extremidades e comporta
diferentes graus de assimetria e curtose (CORDEIRO; ORTEGA; SILVA, 2011, p. 34).
A funcao taxa de falha da BW é dada por

e_mxw@{l__e_cmﬁ}“‘l

h<t) =0\ <)\t) ) B(CL, b) [1 — [1767@00 (CL, b)}

comt>0,A>0,0>0,a>0,b>0.

Algumas formas da funcao taxa de falha da BW sao mostradas na Figura (5). Sao
elas: constante em b\, se a = 6 = 1; decrescente, se afl < 1 e 0 < 1; crescente, se ad > 1 e

0 > 1; forma de banheira, se af < 1 e § > 1; unimodal, se af > 1 e 0§ < 1.
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Figura 5 — Funcao taxa de falha da distribuicao Beta-Weibull, fixados b =2 e A = 0.25
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3.2.3 Distribuicio Beta-Normal (BN)

Se X é uma varidvel aleatéria que segue a distribuigdo Normal(u,o?) com fda

dada por

I S
:@ = Phad 11
G(z) ( _ ) _4 e e, (3.11)

entdo T é uma variavel aleatoria com distribuicdo Beta-Normal se tem func¢ao de distri-

buigao acumulada, ao substituir (3.11) em (3.6), da forma

1 (4
F(t) = Ip(=y(a,b) = /0 W (1—w)Mdw,t e Ryp e R0 > 0,a> 0,b> 0
(3.12)

e fungao densidade associada a (3.12) dada por

1 1 _ew?  t— )\t t— 1ot
t) = — 202 P 1—®
1) B(a,b) o 27re ( o ) { ( o ﬂ

comt € R,u € R,02 > 0,a > 0,b > 0, em que ®(¢) é a funcio densidade acumulada

reduzida (¢ =0 e o = 1) no ponto t.
A funcao taxa de falha da BN é dada por

(t—)?

1 e 202

B U\/%B(a7 b) |1 —Iq,(t%u)(@ab)

h(t)

comteR,ueR,0%2>0,a>0,0>0.

A Figura (6) nos mostra que a BN pode ter fungao taxa de falha, fixado o = 5

nas formas: crescente, se a > 1, unimodal, se a < 1.

3.2.4 Distribuicio Beta Weibull Modificada (BMW)

Silva, Ortega e Cordeiro (2010) propuseram uma nova familia que considera que
se X é uma variavel aleatoria com distribuicao Weibull Modificada de parametros 6 >

0,0 > 0,8 >0, com fda dada por
G(z) =1—e 07 (3.13)

entao T é uma varidvel aleatéria com distribuicao Beta Weibull Modificada se tem fungao

de distribui¢do acumulada, ao substituir (3.13) em (3.6), da forma

—otB St

F(r) =+ (CIL 3 / T (1w (3.14)
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Figura 6 — Exemplos de fungdes taxa de falha da distribuicao Beta-Normal, fixado o =5

e funcao de densidade de probabilidade associada a (3.14) da forma

1
t) =
f() B(a,b)
comt>0,0>00>0,0>0,a>0,b>0.

0171 (8 + 1) [1 — e 0] e (3.15)

A funcao taxa de falha da BMW é dada por

. Lo (B 00 [1— emoren] " et
t) = 7

*) B(a,b) 1—1, __gsest(a,b)
comt>0,0>0,08>0,60>0,a>0,b>0.

A BMW comporta varios casos particulares: quando 6 = 0 a BMW se torna a
distribuicao BE. Se a = b =1 a BMW se torna a Weibull modificada. Parab=1e d =0
a BMW reduz-se a EE. Sea=b=1¢ § =0, entao a BMW se torna a Weibull.

Os autores também mostraram que a BMW ¢é mais flexivel que a EW e a Weibull
modificada e Weibull modificada generalizada (CARRASCO; ORTEGA; CORDEIRO,
2008).

A Figura (7) ilustra algumas das possiveis formas da funcao taxa de falha da BMW

para determinados valores dos parametros.

Os autores confirmaram a melhor flexibilidade da BMW sobre os seus casos espe-

ciais ao fazer uma aplica¢do nos dados usados por Aarset (1987). Este conjunto de dados
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Figura 7 — Exemplos da funcao taxa de falha da distribuicdo Beta Weibull Modificada

contém os tempos de falha de 50 dispositivos cuja funcao taxa de falha tem forma de

banheira.

3.3 Familia de distribui¢oes T-X
Alzaatreh, Lee e Famoye (2013) desenvolveram uma generalizacao para a geragao
de familias de distribuic¢oes.

Sejam 7" uma variavel aleatéria qualquer com fdp r(t) e fda R(t) tal que t € [a, b,
em que —oo < a < b < 0o e vetor de parametros £ e X uma variavel aleatéria qualquer

com fda F(x), fdp f(x) e vetor de parametros ¢.

Seja também

W:R—R
F(z)— R

uma funcao da fda F(z) tal que W (F(x)) satisfaz as seguintes condigoes:

i) W(F(x)) € a,b];
ii) W(F(x)) é diferencidvel e monotonicamente nao-decrescente;

iii) im W(F(z)) =ae lim W(F(z)) =b.
A fda de uma nova familia de distribuigbes T-X com vetor de pardmetros (¢, &) é

da forma

G(x) = / M Wt = RV (F ()] (3.16)
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em que W (F(z)) satisfaz as condigbes citadas. A fdp associada & G(z) é da forma
o(o) = | P2 ()

Diferentes W (F(z)) gerarao diferentes familias de distribuigdes e a escolha da
W (F(z)) depende do dominio de T', dom(T"). Por exemplo:

e Quando T ¢é limitada, W (F'(z)) pode ser tanto F(z) quanto [F(z)]%, a > 0, que é

a familia beta-G de distribuicoes.
e Quando o dom(T) ¢é [a,00), a > 0, W(F(x)) pode ser:

og(l — F(z))

1

) —

ii) 1F )

iii) — ( [F'(2)]*)
) ]

iv

o Quando dom(T') = R, W(F(x)) pode ser:
1

log[—log(1 — F(x))]

i)

i) tog [ 5]
i)
) lo

—

iii) log[—log(1 — [F(x)]*)]

iv {1 [Fx)]; }

com « > 0.

Usando a fungao W(F(x)) = —log(l — F(z)) em (3.16) obteremos a fda da nova

familia de distribui¢oes que é dada por

—log(1—

G(z) = / r(t)dt = R[—log(1 — F(2))], (3.17)
em que R(t) é a fda de T. A fdp de X, g(z), associada a (3.17) é da forma
g(e) = LU (C1og(1 - F(a)) = h@)r(—log(1 - F@)).  (3.18)

As familias a seguir foram apresentadas e discutidas em Alzaatreh, Lee e Famoye

(2013).
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3.3.1 Familia Gama-X

Seja T' uma variavel aleatéria com distribui¢ao I'(«, ) com fdp e fda dadas, res-

pectivamente, por

T@)::Ixogﬂa#PJQ_é’t>’0
"=

Substituindo essas expressoes em (3.17), temos

a, —log(l — F(x)))
I'(a) '

mﬂzv(

A fdp associada a (3.20) ao utilizar (3.19) em (3.18) é da forma

1
ﬂ@zrwwa

Por exemplo, se X ~ Weibull(\,6) com fdp da forma
F@) =0 () e ™ 2> 0,0>0,0>0

entao a fdp da nova distribuicao Gama-Weibull é da forma

PV 1 A
ar—1_—=(0x)
x e s ,

NGRS

comz>0;a>0,7v>0,8>0X>0.

(@)= log(1 — F(a)]* [l — F(x)]7 .

(3.19)

(3.20)

Reparametrizando esta distribuicao, T' — X, temos que ela segue a distribuicao

-1
Gama generalizada com pardmetros %, aX e A (STACY, 1962).

3.3.2 Familia Weibull-X

Seja T uma varidvel aleatéria que segue a distribuicao Weibull(A, 0) com fda dada

por
Rt)=1—e ™ t>0,1>00>0.
Aplicando a fda da distribui¢ao Weibull em (3.17) temos que
G(z) =1— e [F00-FEI* ¢ 5 0 X >0,0>0
e

ﬂwzxﬂj“”%m%u—F@m*%**m““wﬁt>&A>&9>0

F(x)

sao as fda e fdp, respectivamente, da familia Weibull-X.
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3.3.3 Familia Beta-Exponencial-X

Se T segue a distribuigdo Beta-Exponencial como em (3.9), entao a fda da distri-

buicao Beta-Exponencial-X é definida como

1 1-[=FE) a—1 b—1
G(x) = [1_[1_F(m)]x(a, b) == _B(ab)/o w (1—w) dw,t > 0, A > O,CL > O,b >0
(3.21)
e a fdp associada a (3.21) é da forma
A - a—
010) = gy OO~ FOP 1= (1= Py (3.22)

3.4 Familia de distribui¢6es Alpha Power-T

Mahdavi e Kundu (2017) desenvolveram um novo método de geragao de familias

de distribuigoes, chamado Alpha Power-T.

Seja X uma varidvel aleatéria qualquer com vetor de pardmetros 6 e fda F(-) e
fdp f(-). Dizemos que T tem distribui¢ao Alpha Power X(«, 8), v > 0 se sua fda G(t) for

da forma

a1
, se,a # 1;
Git)={ 7 (3.23)
F(t), se a = 1.

e fdp ¢(t) associada a (3.23) da forma

P (af W, se o # 1;
g(t) =4 > (3.24)

f(t), se a=1.

A funcao taxa de falha da familia Alpha Power-T é da forma

ogla af -1
by | e a1

N hx(t), sea =1

A seguir serao apresentados alguns casos especiais desta familia ja discutidos na

literatura.

3.4.1 Distribuicio Alpha Power Exponencial (APE)

Mahdavi e Kundu (2017) mostraram também que se X é uma variavel aleaté-
ria com distribuicdo Exzponencial(A), X > 0, entdo T segue a distribuicdo Alpha Power
Exponencial se, ao inserir a fda de X em (3.23), tem fda da forma
1—eM]—1

“ — —  sea#1
G(t) = a1 7 (3.25)
l—e™ sea=1
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e fdp associada a (3.25) da forma

log (a — —e— Mt

%)\e Mt ,sea#1
g(t) =

e M, sea=1.

A funcao taxa de falha da APE é da forma

Ae Mg N log ()
= , se a # 1;
h(t) = 1—a~e A ?é
A sea=1

A Figura (8) ilustra as formas da funcao taxa de falha da APE, fixado A = 1, que

sdao: constante, se a = 1; ndo-decrescente, se a > 1; ndo-crescente, se a < 1.

2.0

1.0 1.5

Funcé&o taxa de falha

0.5
1

0.0
1

Figura 8 — Exemplos de funcoes taxa de falha da distribuicao Alpha Power Exponencial,
fixado A =1

Os autores analisaram a performance da APE, comparando com as distribuicoes
Gama, Weibull, Exponencial Exponencializada (GUPTA; KUNDU, 1999) e Exponencial
Ponderada (GUPTA; KUNDU, 2009). Eles utilizaram um conjunto de dados dos intervalos
em dias entre 109 desastres sucessivos numa mina de carvao, publicado em Maguire,
Pearson e Wynn (1952). Os autores verificaram que a APE se ajustou melhor a estes
dados.
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3.4.2 Distribuicio Alpha Power Weibull (APW)

Nassar et al. (2017) mostraram que se uma variavel aleatéria X tem distribuigao
Weibull(A,0), A > 0,0 > 0, com fda da forma

Fz)=1—¢®" X>0,0 >0,

entdo T tem distribui¢do Alpha Power Weibull(a, A, 0),« > 0 com fda G(t) da forma

al—ef()‘t)e_l # 1
e - sea

G(t) = . (3.26)
l—e ™ sea=1

e fdp g(t) associada a (3.26) da forma

_ t9
[ olaie e a2

AP LM ge o =1

A fungao taxa de falha da APW ¢é da forma

—(xp)f

N 9—16—()\t)0a—e
h(t) = A9 log(e) B4 =i

M) sea=1

, sea#1

Algumas das possiveis formas da fungao taxa de falha da APW sao mostradas na
Figura (9), fixado A = 2. Se @ > 1 e § < 1, entao h(t) é decrescente; se « > 1e 6 > 1,
entdo h(t) ¢ mondtona crescente; se a > 1 e = 1, entdo h(t) é ndo-decrescente; se

a < 1ef =1, entao é ndo-crescente; se « = = 1, entao h(t) é constante.

Os autores compararam a performance da APW com algumas distribui¢oes. Sao
elas: Alpha power exponencial (MAHDAVI; KUNDU, 2017), Weibull, McDonald Weibull
(CORDEIRO; HASHIMOTO; ORTEGA, 2014), Beta Weibull (LEE; FAMOYE; OLU-
MOLADE, 2007), Weibull modificada, Weibull exponencializada (MUDHOLKAR; SRI-
VASTAVA; FREIMER, 1995), Weibull transmutada (ARYAL; TSOKOS, 2011), gama-
Lomax (CORDEIRO; ORTEGA; POPOVIC, 2015) e Zografos-Balakrishnan log-logistica
(ZOGRAFOS; BALAKRISHNAN;, 2009). Para tal, ajustaram os modelos em dois bancos
de dados, um corresponde aos intervalos de dias entre 109 desastres em uma mina de
carvao, e o outro a forca de 63 fibras de vidro de 1.5cm. Eles observaram que a APW se
ajustou melhor aos dois dados levando em conta as estatisticas do teste de Kolmogorov-
Smirnov, os p-valores deste teste e —2¢(f), onde £() denota a log-verossimilhanca avaliada

nos estimadores de maxima verossimilhanca.
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Figura 9 — Fungao taxa de falha da distribuicdo Alpha Power Weibull, fixado A = 2
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4 ALPHA POWER BETA WEIBULL MODIFICADA (APBMW)

Utilizando a familia Alpha Power-T, nés propomos a distribuicao Alpha Power

Beta Weibull Modificada que é definida como segue.

Se X segue a distribuigdo Beta Weibull Modificada como em (3.15), entdo T segue
a distribuicdo Alpha Power Beta Weibull Modificada cuja fda, ao inserir (3.14) em (3.23),

é da forma . .
o H(t,8) @ —1
@ = = sea#l
G(t) = ot 4 (4.1)
Tnpe(a,b), sea=1

e fdp, associada a (4.1), da forma

logla) _0__45=1(8 4 §t)e e+t [ _ =007 " gl (@h) | go o # 1
g(t) — a—1 B(a,b) (5 ) { } ) 7£ (4'2)

a—1

B(i,b) tﬁ—l(ﬁ + 5t)€—b9t5e“+6t [1 _ 6—9tﬁe5t} sea=1

A fungao taxa de falha da APBMW é dada por

910g(a)tﬁ—1(6 + 5t>6—b0t355t+6t [1 _ e—etﬁe‘st}(l_l RGO sea#1

h(t) _ ) Blab) 1_olH(t,g) (@b =1
0 tﬁ_l(ﬁ + 5t)€—b9t366t+5t [1 _ e—etﬁe“t}“l 1 sea=1
B(a,b) 1=Tg 1,6 (ad)’ !

em que g ¢ (a,b) é a fungao beta regularizada e é dada por

/ w1 — W) dw, H(t, &) =1 — e 07" o ¢ = (a,b,0,p,9).
0

]W@@szmm

Formas da fun¢ao densidade de probabilidade e da funcao taxa de falha da APBMW
para valores especificos de £ = (a, b, 9, 3,0, ) sdo apresentadas, respectivamente, nas Fi-
gura (10) e Figura (11).
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Figura 10 — Exemplos de densidade de probabilidade da APBMW para alguns valores de
parametros, fixado 6 = 2

|
& 1 n — =05p=20=1,6=2a=2b=2
il -- a=2,p=050=25=2a=05b=2
" 0=2,$=050=0556=052a=05b=1
i — =05p=1,0=1,6=2,a=05b=2
0 |t 0=05p3=050=0505=2a=2b=2
T .

Funcgao taxa de falha
10
|

Figura 11 — Exemplos de fungoes taxa de falha da APBMW para alguns valores de para-
metros

Os casos especiais da APBMW estao apresentados na Figura (12). Distribui¢oes

em retangulos verdes ainda nao foram definidas formalmente.

Vale ressaltar que os resultados das segoes 4.1 a 4.4 sdo para a # 1, visto que

quando « = 1 os resultados ja foram obtidos em Silva, Ortega e Cordeiro (2010).
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Figura 12 — Casos especiais da distribuigdo Alpha Power Beta Weibull Modificada
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4.1 Expansoes para as fungoes de distribuicao e densidade

Nos desenvolvemos algumas expansoes para as fungoes de distribuicao e de densi-
dade da APBMW. Essas expansoes sao importantes para se obter algumas propriedades

matemdaticas desta distribuicao diretamente da MW.

Utilizamos o fato de que

[e.o]

00 r
[Zal‘| = Z a/ll .aZQ -'...a?:r,‘
i=1

11,82, 5ir=1

algumas vezes no desenvolvimento da demonstracao.

Algumas expansées para (4.1) e (4.2) podem ser obtidas usando o fato de que

a® = ioj (bg( D° i para mostrar que
i=0
af@ 1 > 1og ,
Z(x) = = t—1 4.3
(@)= (H[% @ (43)
em que

ij 0(b+5),6,8) (%)

é a expansao da fda da BMW obtida por Silva, Ortega e Cordeiro (2010), com
(—1)’T'(a)

B(a,b)I'(a = j)(b+ j)j!

e Gowtj)pe) () ¢ a expansao da fda da distribui¢ao proposta por Carrasco, Ortega e

Cordeiro (2008).

wj:

Simplificando temos que

Z(x — Z Z Wy 5:.G00451).8.0) - (00450),80) (2) = 1
« i= 0]17 7]1 0
em que
w (log(a))’
Z' le,"',jz‘ = ’LUj1 LR wji,
G(0(b41),8.8) - ,(00+5:) (L) = G0451),8.6)(T) * -+ - G(o(b44:,6,6).8.6) (),

Para a fdp derivamos (4.3). Entao obtemos

z(x) = i 1 Z (E?g( 1))' (Z w;G (14 (2 )) i Wh9(6(b+h))-

«a i—1 h=0

9e+h)) € a expansao da fdp da distribuicao Weibull Modificada proposta por Carrasco,
Ortega e Cordeiro (2008). Disto podemos simplificar para

= DD biwng@r Wi i G0b+ir))ebbri)

=1 J1,..,Ji—1=0 h=0
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em que

(log())’
b= (i—1)!

le:‘“:jifl =Wy + ... n Wy

1—1

G(0+31).8.8) - 0b+5i-0) (T) = Go(0+1),86)(T) - - - - Glo(o4ji-1,8.6),8.8) (€)-
4.2 Foérmula geral de momentos

Os momentos de uma distribuicao de probabilidade tém muita utilidade em ané-
lises estatisticas. Algumas caracteristicas das distribui¢cdes podem ser estudadas usando
a férmula de momentos (média, varidncia, assimetria, curtose etc.) . Para a APBMW é

possivel encontrar a férmula geral dos momentos ordindrios a partir de (4.2).

0 log ()

Elr] = (a—1)B(

3 / #4818 1 5t)e —bOtB et 45t [1 _ 6701556‘”}“_1 olHwe (@b) gy
a,

Para b natural temos que:

tnotad) = 5o X (1) o

<

SHCCELEDY Z a;Cjy...j, (H(t, €))%+

1=0 j1,...,J;=0
e
"o Hlog - r+6-1 —bOtPedt4-6t _ptBest] AL
E[t"] = > Z a-th,.,Ji t (B+ ot)e [1 —e dx
( (a b =0 j1,.. 0
em que

’ b—1 .
= (5o3) o= ("7 ")
B(a, b) Z! le’“_’ji = le L Cj, J

si=h+jp+...+7 A=s;+(i+1a

Conseguimos resolver analiticamente usando o mesmo algebrismo que Carrasco,

Ortega e Cordeiro (2008) utilizaram.

Vamos utilizar a identidade a seguir

U+ =2 w0
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para obtermos esta expressao:

Glog © 0 F()\)(—l)h B dt
Elt"] = ) E Y a / =1 3 5p) o= (MOt g
") (a —1)B(a, b =0 j1,,ji=0 h= oa o ]T()‘ h)h! (B+3t)e”

Fazendo a mudanca de variavel

t = Pt

B [atr
=5 (%)

em que F é a funcdo W de Lambert. A histéria da funcao remonta a J. H. Lambert

temos que

(1728-1777). Usaremos a seguinte expansao para esta fungao:

i _ )k—i—lkk 2 k
k=1 —1)!
Disto temos que
o (_1\k+lpk=2 [ k-1
o § e ()
= (k—=1)! 6]
¢ o0
(det§> = 3 Dpgt?
Ky kor
com -
_1\k+12.k—2 -
g = TR 0N
=1 \B
Dy o =dy-...-d,
e
Sk:k1+k2+"'+k}r
. flogla) S& & = (=M
B = DB R, 2, o, A Ol / e

=0 h=0 k1,....kr=17J1,...,j;=0

em que (1 — A), é o simbolo de Pochhammer (SPANIER; OLDHAM, 1987) . A tltima
parte de (4.4) é similar a fungdo gama. A expansao para o momento de ordem r da
APBMW ¢ dada por

Hlog (1 A)hr(ﬁk 1)
. D
( (CL b - th() Z Z h! alC]l ~~~~~ Ji k1, ke <b+h)t9

k1,....kr=1j1,...,5i=0

B[] =
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4.3 Estimacao por Maxima Verossimilhanca

Seja tq, o, ..., t, uma amostra de tamanho n retirada de uma distribuicao
APBMW (a, 3,9, 0,a,b). A fungdo de log-verossimilhanga para o vetor de parametros { =
(e, B,90,0,a,b) é definida como:

6(5):(5—1)an10g +Zlog B+ot;)+ (a—1) Zlog( Zi)—b@i(zri—éti)—i—
=1 =1 =1

n(log(0) — log(B(a,b)) —log(a — 1) + log(log(«))) + log(«) Z Tr, e(a,b) (4.5)

i=1

em que z = x7edt,

Para maximizarmos esta funcao, devemos utilizar métodos numeéricos, tais como
Newton-Raphson, BFGS, entre outros, pois ela nao tem solugao algébrica. Ainda é possivel
encontrar o maximo de (4.5) resolvendo o sistema de equagoes obtido ao derivar (4.5) em

relacdo ao vetor ¢ de pardmetros. As componentes do vetor gradiente U(&) sao:

n n 1
Uy = - = Tywola,b
alogla) a—1 + « ; (.9, 0)

i=1 i=1 =1

N zn:log(ti) ) En: [5 ' 5%1 e zn: [ 61 Zl I?ngz ] a bei(zi log(t;))+
B( <b)) Z [(1 @*zi)a—l % log(ti)eszi

= n [ tize 0% n
g[ﬁwﬁ] Z”@‘“’;L_e—ezi]—b@ti%“>+
0log(a) &

]

=1
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W (1-w)" ! og(1—w)dw—
Hti(a,b)
— (P(b) —Y(a+b)) / w1 — w)b‘ldw]

em que ¢(-) é a fungdo digamma.

4.4 Funcgao quantilica (qf)

As fungbes quantilicas (qf) sd@o usadas largamente na Estatistica para encontrar
os valores dos percentis da distribuigao desejada. A gf da distribuicdio APBMW, @Q,(u) =

G~(t), pode ser representada em fungao da gf da distribuigao beta.

Escreveremos (3.14) como:

em que

R(t) =1—exp {—Qtﬁ exp[ét]} : (4.6)
Sharma e Chakrabarty (2017) mostraram que
Qp(u) = Qi (a, b)),

em que Q1(-) é a inversa de F(-) e I, '(a,b) é a f da distribuicao beta.
A inversa da fda G(t) da APT é

log[U(a — 1) + 1]] '

t = F!
APT [ log(a)

A inversa de R(t) é

. Bw{g [_108;(1 —p)]

™|~

5 7 } = Q1(p),

em que W(-) é a funcdo W de Lambert.

Portanto

Qrlp) = D {5 st =fe.0) }
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Disto temos que

Fogu = gpl(a,b))]é}7

)

tapBMw = ?W {5
em que

_log[U(a — 1) +1]

og(@) e U ~U0,1).

A expressao t 4 pp i permite que sejam geradas observagoes da distribuicaio APBMW,

sendo 1util em estudos de simulagao.

As Figuras (13), (14) e (15) comparam as densidades teérica e amostral da APBMW

para alguns valores de parametros.

1.5

1.0

Densidade

0.5

0.0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 13 — Comparacao da densidade tedrica da APBMW com a densidade amostral
paraa=2,=05,0=0560=2,a=05eb=1
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Figura 14 — Comparacao da densidade tedrica da APBMW com a densidade amostral
paraa=15=20=2,0=05a=15eb=15
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Figura 15 — Comparacao da densidade tedrica da APBMW com a densidade amostral
paraa=15=20=20=05,a=2eb=2
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho apresenta uma nova distribuicao com seis parametros derivada da
Beta Weibull Modificada (BMW) (SILVA; ORTEGA; CORDEIRO, 2010). O novo modelo
proposto amplia a quantidade de distribuigoes tedricas possiveis a serem utilizadas na li-
teratura, além de manter as caracteristicas da funcao taxa de falha da BMW. A APBMW
também possui varios casos especiais e comporta multiplas formas da fungao taxa de falha
(constante, crescente, decrescente, forma de banheira, etc.). Foram demonstradas expan-
soes para as fungoes de distribui¢do acumulada, de densidade e geradora de momentos,
esta ultima restrita a condicao de b € N. As simulagoes e aplicagoes da APBMW tiveram
um grau de dificuldade elevado e nao foi possivel apresentar estes resultados. Por ele ser
um modelo com muitos parametros, é possivel que haja problemas de identificabilidade
nos parametros. Além disso, acredita-se que o maior problema é a condi¢ao de o = 1 ou
a # 1. Para o seguimento deste trabalho, espera-se que seja possivel realizar cenarios de
simulagdo em que possam ser avaliados possiveis problemas de identificabilidade e se a
restricdo do valor de a é um problema em potencial. Além disso, espera-se usar a nova

distribuicao para modelar dados reais.
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