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Resumo

Esta dissertagao busca desenvolver uma teoria sélida para entender a formalizacao
da Transformada Inversa de Laplace, conhecida como Férmula de Bromwich. O texto
contém, além de nogoes das Transformadas de Laplace e Fourier, tépicos de Analise Real
e Complexa, visando estabelecer as ferramentas necessarias para a abordagem de tal
formula.

Palavras-chave: Transformada; Bromwich; Laplace; Fourier.
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Abstract

This dissertation seeks to develop a solid theory to understand the formalization
of the Laplace Inverse Transform, known as the Bromwich Formula. The text contains,
in addition to notions of the Laplace and Fourier transforms, topics of Real and Complex
Analysis, aiming to establish the necessary tools to approach such a formula.

Keywords: Transform; Bromwich; Laplace; Fourier.
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Introducao

No estudo do célculo é comum os estudantes decorarem tabelas, férmulas mate-
maticas e até mesmo usar calculadoras para ajudar na resolugao de EDO’s e EDP’s, entre
outras aplicagoes. Porém, matematicamente ha sempre uma fundamentacao por tras de
qualquer algoritmo, tabela ou até mesmo computadores poderosos que fazem contas. No
caso dessa dissertacao, investigaremos a Transformada Inversa de Laplace, tao comum em
cursos de calculo diferencial e integral sendo apresentadas através de tabelas.

A Transformada Inversa de Laplace, também chamada Integral de Bromwich ou

T4y

1
de Fourier-Mellin pode ser escrita como f(t) = - lim e* F(s) ds, onde L{f(t)} =
T y—=00 Jo

F(s). Apesar do seu formato, de fato “complexo”, esta integral pode ser relacionada a
Transformada Inversa de Fourier e quando submetida as condi¢oes adequadas, pode ser
resolvida de maneira pratica, usando o Teorema dos Residuos de Cauchy. Nesta monogra-
fia, estudamos as condigoes, propriedades e colocamos o contexto de forma clara e direta
para fazer a relacao mencionada, evidenciando para o leitor as teorias importantes por
tras das tabelas e férmulas uma vez estudadas, ou até mesmo decoradas.

O pioneiro no estudo das Transformadas Integrais foi o matematico alemao Leo-
nard Euler, que posteriormente foi creditado por Laplace em sua obra Théorie analytique

des probabilités (1812). Foi Spitzer (1878) que associou o nome de Laplace & expressao

y = / b e**p(s) ds empregada por Euler, onde é substituida na equacdo diferencial em
que y & funcao de x.

No final do século 19, a transformada de Laplace foi estendida para a forma
complexa por Poincaré e Pincherle, redescoberta por Petzval e aplicada a duas variaveis
por Picard que a posteriori conduziu mais investigacoes com Abel entre outros.

Bateman (1910) faz a primeira aplicagdo da transformada de Laplace moderna no

trabalho de Rutherford, transformando equagoes sobre decaimento radioativo, dada por

P
S P
dt

fazendo



obtendo a equacao da transformada, que mais tarde foi denominada de Transformada de
Laplace, pelo matematico Bernstein (1920) no seu trabalho sobre fungdes teta. Doetsch,
na década de 20 e 30, aplicou a transformada de Laplace as equacgoes diferenciais e inte-
grais, dando um impeto ao estudo das mesmas. Heaviside produziu um trabalho com a
Transformada de Laplace aplicada a engenharia elétrica que, embora matematicamente
impreciso, foi muito 1til na resolucao de seus problemas. Bromwich, além de pesquisar de
forma rigorosa o calculo de Heaviside, conecta com a Transformada de Laplace e descobre

a Transformada Inversa

1 Y+i00
X(t) = —/ ex(s) ds
Y

2 e
para v a direita de todas as singularidades da funcao x.

Os livros [1] e [2] foram as referéncias principais para as discussoes sobre as trans-
formadas inversas de Laplace e Fourier respectivamente. Esta Monografia teve como ali-
cerce fazer uma ponte tedrica entre esses conceitos, baseando-se numa leitura critica para
uma abordagem destas teorias conforme discussoes feitas entre orientador e orientando.

No Capitulo 1, apresentamos as preliminares basicas e introduziremos as transfor-
madas mencionadas anteriormente. Ja no Capitulo 2 evidenciaremos a inversa de Laplace
através da inversa de Fourier.

Os conceitos que serao abordados sao parte de uma vasta teoria, sendo um desafio
decidir o que é minimo para o entendimento completo e maximo para o aprendizado sem
fugir do escopo do trabalho. Sendo assim, esperamos que o leitor compreenda o objetivo

principal do texto e motive-se ao estudo completo das teorias apresentadas.



Capitulo 1
Preliminares

Para uma construcao mais formal e organizada este capitulo ira introduzir concei-
tos iniciais que sao fundamentais para o entendimento completo da Transformada Inversa
de Laplace. Aqui, recordaremos algumas técnicas e conceitos do calculo, andlise e do

estudo de fungoes complexas, tais como integrais impréprias e o teorema dos residuos.

1.1 Topicos de analise real e complexa

Definicao 1.1.1. Uma funcao f tem um salto de descontinuidade no ponto ty se ambos

0s limites

lim f(t) = f(t7) e lim f(t) = f(t)

— +
t—ty t—t]

existem, sao finitos e f(ty) # f(t).

Com base na definicao anterior, introduziremos uma importante classe de fungoes

para este trabalho.

Definigao 1.1.2. Uma funcdio f é seccionalmente continua (continua por partes)
no intervalo [a,b] se existe uma particao P = {a = to,t1,....,t, = b} com t;_1 < t; para

todo i € {1,2,...,n} tal que
1. f € continua em cada t € (t;_1,t;);
2. f possui um salto de descontinuidade em t;.

Exemplo 1.1.3. Seja f uma fun¢do definida por

t+2 se—2<t<-1
flty=4 —t* selt| <1
1 sel <t <2.
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Tal funcao, representada pelo grdafico a sequir, € uma funcdo seccionalmente continua,

pois possut saltos de descontinuidade em t = +£1.

g L

Figura 1.1: Grafico de f

Observagao 1.1.4. Como consequéncia temos que, em cada subintervalo de uma func¢ao

seccionalmente continua, a fungao € limitada, isto €, existe M; > 0 tal que
|f<t)| < M;, tii1<t<t;,i=12 ..n.

Como ao longo do trabalho iremos utilizar algumas propriedades de integrais
impréprias vamos relembrar o que sao e quais sao os tipos de integrais impréprias mais
importantes para esta dissertacao. Em geral, no estudo de integrais definidas, a integral

existe para fungoes limitadas definidas sobre um intervalo fechado [a, b].

Observacao 1.1.5. A integral de uma funcao seccionalmente continua de uma varidvel real

¢ tmpropria se acontece uma das sequintes condigoes:
(i) A funcdo € ilimitada dentro do intervalo de integracao;
(i) O intervalo de integrag¢do nao € fechado,

(1i1) O intervalo de integragao € ilimitado.

Neste trabalho, iremos utilizar apenas integrais impréprias dos tipos e ,

cujas definicoes precisas sao dadas a seguir.

Definicao 1.1.6. Quando os limites a sequir existirem, dizemos que as respectivas integrais

Improprias sao convergentes.
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(a) Se f € continua em [a,b), entdo definimos

o Para b < oo :

b r b—e
/ f(z) de = lim f(z) dx = lim f(z) dx

r—=b= J, e—0+

/aoo f(x) doe = A/ljiinoo/aMf(m) dx

(b) Se f é continua em (a,b], entdo definimos

e Para b= o0

o Para —oco < a:

b b
[Ty

e Paraa= —o0: , ,
/_oof(x) dx = Nl_i)riloo/N f(z) dx

(c) Se f é continua em (a,b), entdao definimos

e Para —co<a<b<oo:

/abf ydo =t [ (o) d

oc—a™t

e Paraa=—00 eb=0c0

/+Oof(:v) de =L+ M,

sendo

[Lﬂ@dx:LezAmﬂ@dx:M.

Observacao 1.1.7. Note que nao definimos

/Zf@)m: (1.1)

b
bli_)rgo /_b f(z) dx. (1.2)

E possivel mostrar que se (1.1]) eziste entdao ) existe e . neste caso. Con-

como
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tudo, a existéncia de (1.2)) nao implica a existéncia de (1.1)). De fato, se f(x) = sen(x),
entdo (1.2)) € zero, o que ndo acorre em (1.1)), pois esta diverge.

A seguir, enunciaremos algumas propriedades de integrais improprias que serao
utilizadas nesta dissertacao. Como elas sao conhecidas da Anélise Real, omitiremos a
maioria das demonstracoes. Os teoremas|1.1.10] [1.1.11}sao discutidos detalhadamente em

[1], enquanto |1.1.12] [1.1.13| podem ser encontrados em [2], nossas referéncias principais.

Propriedade 1.1.8. Dada f : (a,00) — R, considere a integral imprdpria

00 N
/ f(z) do = ]\}1_131 f(z) dx.

Entao, para todos b e ¢ tais que a < b < ¢ < 00, podemos escrever

/aoof(x) dxz/abf(x) d:r;—l—/bcf(:c) dx—|—/coof(x) do.

Demonstracao. Ao tomar os limites desta integral impropria, nao perdemos a generalidade

considerando a < 0 < be c < N < oo. Também, a seguinte igualdade é sempre valida

/oNf(m) d:z::/gbf(a:) dx+/bcf(x) d:v—i—/CNf(:B) dx,

pois todas as integrais dessa igualdade sao préprias. Entao,

N—oo

/aoof(x)da: = lim /Nf(q:)dx:

b c N
A}gr(l)f [/J f(z) de + /bf(x) d:v—i—/c f(x) dx]:
lim /bf(x) dx + /Cf(x) dx—l—]\}im /Nf(x) dr =
o—at J, b = Je

/abf(x) dr + /bcf@;) dx+/coof(x) iz,

Teorema 1.1.9. Seja f:[0,00) — C. Se f € seccionalmente continua e

converge uniformemente para todo s € E C C, entdo F(s) € continua em E.
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Teorema 1.1.10. Seja f(x,t) seccionalmente continua para x € [a,b] et € [0,T]. Se

o0
/ f(z,t) dt converge uniformemente para todo z € [a,b], entao
0

/ab/ooof(:c,t) dt dx:/ooo/abf(:c,t) dx dt.

0
Teorema 1.1.11. Sejam f(z,t) e —f(x, t) fungoes seccionalmente continuas para x € [a, b]

ox
etel0,T]. Se
F(x) = flz,t) dt (1.3)
0
¢ convergente e
—(x,t) dt 1.4
@) (14)
converge uniformemente, entao
dF ~9f

para x € (a,b).

Teorema 1.1.12. Considere a integral impropria com o parametro y

J(y) = /oog(:v)h(x,y) dr, c<y<d. (1.6)

oh
Se g(x) é absolutamente integravel em (a,00), h(x,y) e sua derivada parcial —(z,y) sdo

Oy

continuas e limitadas por a < x < 0o e ¢ <y <d, entdo a expressao (1.6) é uma fungdio

diferencidvel de parametro y para ¢ <y < d. Além disso temos que

dJ & oh
() = = <y <d.
a0 (y) /a g(x) 3y (z,y) de, c<y<d

Teorema 1.1.13. Se a integral dupla

/Z/Zf(w) dz dy

¢ absolutamente convergente, isto é

/Z/Z|f(93,y)ldxdy<oo

entao a integml/ f(z,y) dy eziste para quase todo x e € uma fungdo integrdvel em x.

—00
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Além disso, a integral € igual suas integrais iteradas

[ e aas [ [ sesa]w=[ [ sena]

A seguir recordaremos aspectos da andlise complexa tais como fungoes analiticas

e teorema dos residuos, fundamentais para esta dissertacao.

Definigao 1.1.14. Sejam f(z) uma func¢ao de varidvel complexa, zgp € C e S C C um
conjunto aberto. Se f € diferencidvel em alguma vizinhanca de zy, entao f € analitica no

ponto zy. Se f € diferencidvel em todo ponto de S, entao f € analitica em S.

Observagao 1.1.15. E importante notar que diferenciabilidade é uma propriedade pontual,

enquanto analiticidade é uma propriedade local.
Definigao 1.1.16. Seja f(2) = u(z,y) + iv(z,y), as equagoes

ou ov ou ov
%(xay)_a_y(xay) € ?y(xay)__%(x7y)

sao as equagoes de Cauchy-Riemann no ponto z = x + iy.

Os teoremas a seguir exibem as condigoes necessdrias e suficientes para uma

fungao f ser analitica. Mais detalhes sobre estes teoremas podem ser encontradas em [g].

Teorema 1.1.17. Se f(z) € diferencidvel num ponto zy, entdo satisfaz as equagoes de
Cauchy-Riemann em zy. Ou seja, se [ € analitica em um conjunto aberto S, entao f

satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann em todo zg € S.

Teorema 1.1.18. Seja f(z) = u(x,y) + iv(x,y) definidas num aberto S tal que zy € S.
Se as derivadas parciais de u e v existem, sao continuas e satisfazem as equacoes de

Cauchy-Riemann numa vizinhanca de zo, entdo f € analitica em z.

Teorema 1.1.19 (Teorema dos Residuos de Cauchy). Seja v uma curva simples, fechada

e orientada positivamente. Se f € analitica no interior de v — {z1, 22, ..., 2 }, entdo

/f(z) dz = QMZ Res(z;),

sendo Res(z;) o residuo de f(z) em z = z;,j =1, ..., k.

1.2 Transformada de Laplace

Entre as ferramentas mais uteis para a resolucao de equacoes diferenciais, sejam

elas ordindrias (EDO) ou parciais (EDP), estao as transformadas integrais, ou seja, uma
8
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relacao da forma 5
P(s)= [ Ks.f) di

sendo K (s,t) uma fungdo dada, chamada de niicleo da transformada e os limites de in-
tegracao a e f também sao dados, podendo ser do tipo +oo. Esta expressao integral
transforma a funcao f em uma outra funcao F', sua transformada. A partir de um pro-
blema envolvendo uma funcao f, a ideia é transforma-la na funcao F', em geral, mais
simples. Assim resolvemos o problema para F' e por meio de uma inversao, recuperamos
a fungao desejada f.

Nesta dissertacao, vamos trabalhar com os nicleos Ki(s,t) = e * e Ky(s,t) =
e "t que sdo respectivamente os nicleos das transformadas de Laplace e de Fourier defi-

nidas por:

[e.e]

EU@%jAe”ﬂﬂﬁzﬂﬁ
fﬁ@}z/wamﬂwﬁzfu»

Definigao 1.2.1. Sejam f(t) uma fungdo real ou complexa, definida no intervalo [0, 00[ e

s um parametro real ou complexo. Definimos a transformada de Laplace de f como

F(s) = L{f(t)} = /0 Tty de = tim | et f(r) dt,

T—00 0

sempre que o limite existir. Neste caso, dizemos que a integral converge. Se o limite nao

existir, dizemos que a integral diverge e entao a transformada de Laplace de f nao existe.

Observagao 1.2.2. O simbolo L denota a Transformada de Laplace que age sobre a func¢ao
f=f(t) e gera a nova funcio F(s) = L{f(t)}.

Definigao 1.2.3. Seja f(t) conforme definigao|1.2.1. Se

lim /O et ()] dt

T—00

existe, entao L{f(t)} € dita absolutamente convergente.

Observagao 1.2.4. Se L{f(t)} é absolutamente convergente, entdo quando T — oo

/

/TT e (1) dt| < /TTl|e‘Stf(t)| dt — 0

para todo 7' > T.
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Exemplo 1.2.5. Vamos calcular a transformada de Laplace da fungao f(t)

ke R.

Solugao. Supondo Re(s) > 0, temos por integragdo por partes que

L{sen(kt)}

/ e " sen(kt) dt
0

—e*tsen(kt) |k [
—¢ " sen(kt) + —/ e cos(kt) dt
S t=0 S Jo
_ ,—st t=o00 00
—e""eos(kt) Tk / e~ sen(kt) dt
S =0 S Jo

F — E/ e " sen(kt) dt}
s sy

/{2 o]

- e *'sen(kt) dt.
5% Jo

Clbwlw » | ™ » |

Comparando a primeira igualdade com a ultima do calculo anterior, temos:

>/ e *tsen(kt) dt = g
0 s

/ e 'sen(kt) dt =
0

sen(kt),

A seguir, faremos consideragoes baseadas na “taxa de crescimento” de funcoes,

uma vez que tem uma relacao direta com a admissao de transformada de Laplace. Na

definicao da transformada:

C{f()} = / o

quando tomamos s > 0 (ou Re(s) > 0) a integral convergird desde que f nao cresca

rapidamente. Esse crescimento pode ser explicitado pela definicao seguinte.

Definigao 1.2.6. Uma funcao f tem ordem exponencial o quando existem constantes

M >0 e a € R tais que para algum ty > 0,

If(t)] < Me™, t>t.

Exemplo 1.2.7. A funcao f(t) = e sen(t) tem ordem exponencial a € R.

Solugao. De fato,

le® sen(t)] < |e”| < Me™,

t>0e M =1.

10
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[ |
Exemplo 1.2.8. A fun¢ao f(t) = e’ ndo possui ordem exponencial o, para todo o € R.
Solugao. Basta notar que
t2
e
lim u = lim ¢/ = .
t—oo e t—00
[ |

A seguir veremos condigoes suficientes para a existéncia da transformada de La-

place.

Teorema 1.2.9. Se f ¢ continua por partes em [0,00) e tem ordem exponencial o, entdo

a transformada de Laplace L{f} existe para Re(s) > a e converge absolutamente.

Demonstra¢ao. Como f tem ordem exponencial a, entao existe a € R e M;>0 tais que
[f(O)] < Mie™, t>to,

para algum ¢y > 0. Sendo f continua por partes em [0, ty] temos que f é limitada. Logo,
existe My > 0 tal que,
1f(O)] < My, 0<t<ty.

Como e tem um minimo positivo em [0,#;] podemos escolher uma constante M sufici-
entemente grande tal que
|f(t)] < Me, t>0.

Portanto, escrevendo Re(s) =z > «

/ le™tf(t)| dt < M/ e~ @t gt
0 0

T

Mef(zfa)t

—(z—a)

0
M Me (@

r— r—a«
Tomando 7 — oo temos - v
—st
t)| dt < . 1.7
| e = (1.7
Entao, a transformada de Laplace converge absolutamente, desde que Re(s) > a. O

Exemplo 1.2.10. A funcdo f(t) = cos(kt) € continua em [0,00) e tem ordem exponencial
a = 0. Logo, pelo teorema eziste a transformada de Laplace. Vamos calcular a

transformada de Laplace da fungao f(t) = cos(kt), com k € R.
11
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Solugao. Supondo Re(s) > 0, temos por integracdo por partes que

L{cos(kt)} = /000 e cos(kt) dt

e *tsen(kt)|™

k t=0

S

+ —/ e *'sen(kt) dt
k Jo

e~ cos(kt) | /°° se~ st cos(kt)
¢ costh)l [ se st
—k 0 0 k

1 S > —st
[E — E/o e " cos(kt) dt}

82 00

_ﬁo

> ®w

e cos(kt) dt.

e e

Comparando a primeira igualdade com a ultima do calculo anterior, temos:

2\ [ s
1+p i e " cos(kt) dt = 5

/0 e *cos(kt) dt = ﬁ, Re(s) > 0.

Propriedade 1.2.11. O operador de Laplace L ¢ linear, isto €, se fi e fo admitem transfor-
mada de Laplace para Re(s) > a e Re(s) > [ respectivamente, entdo ci f1+ ca fa admitem

transformada de Laplace para Re(s) > maz|a, f] e

L{cifi +cafa} = alL{fi} + caL{fo}

para quaisquer constantes ci,co € C.

Demonstragao. De fato, como a integragao é um processo linear, temos

400 ) +oc0
/ e (eifi(t) + cafa(t)) dt = ¢, / e S f1(t) dt + ¢y / e 5 fo(t) dt.
0 0 0

]

Observagao 1.2.12. Note que pelo mesmo motivo qualquer transformada integral é um

operador linear.

O exemplo a seguir, além de ser uma aplicacao da transformada de Laplace, sera

utilizado no préximo capitulo.

LT L
™ Jo

Exemplo 1.2.13.

t 2’
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CAPITULO 1. PRELIMINARES

Solucao. Defina
I(y) = / carSMW g o (1.8)
0

A ideia ¢ “eliminar” o denominador para utilizarmos a teoria conhecida. Como e é

sen(yt) 0 (sen(yt)
t ( t

absolutamente integréavel em (0, 00) e = cos(yt) sao continuas e

e —
dy
limitadas para t € (0,00) e y € [—B, B], pelo teorema

obtendo:

podemos diferenciar J(y),

dJ(y) _ d "Oefatsen(yt) 0t
dy dy Jo t
_ - (Sen(yt)) @t
oy t

Logo, pelo exemplo [1.2.10

dJ(y) o

— = = L{cos(yt)} = PPN

> 0.
dy @

Pelo teorema fundamental do calculo, temos

Yy o y
J(y) = ; mdm+J(0) = arctg(a), a > 0.

Assim,
T
o Yy > 0
i 7 = [0 gy aretg (V) = 0 y—
Jm ) = [ = T aret () = g 0.y
——= <0
5’ Y
Ai, no caso particular que y = A > 0, teremos
1 [ At 1 1 1
—/ sen(h) gy L gy gay= 2 T L
T Jo t T a—0+ T 2 2

Finalizaremos essa secao provando que a transformada de Laplace é uma funcao

analitica.

Teorema 1.2.14. Se f € seccionalmente continua em [0,00) e tem ordem exponencial c,

entio F(s) = L{f(t)} € uma fun¢do analitica para Re(s) > .

13



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Demonstracao. Seja s = x + 1y, com x,y € R. Entao

o) = [ettayde= [T e a
= /Ooo e " (cos(yt) —isen(yt))f(t) dt
= /000 e " cos(yt)f(t) dt +i /0Oo —e~"sen(yt) f(t) dt

= u(z,y) +iv(z,y).

Como ¢g(t) =t tem ordem exponencial existe § > 0, que pode ser tomado suficientemente

pequeno de modo que x — a > § > 0 tal que
It] < e
Por hipdtese f tem ordem exponencial «, logo existe M e o € R tal que
[f(t)] < Me™.

Portanto, temos que
tf(t)] < Mel@tor,

Agora, note que

/ (e cos(y) £ (1) dt

to

< / e f ()] dt.

to

/t °° a%@xt cos(yt) f(t)) dt‘ _

0

[e.e]

< M [ et gy
to

M
= —e

—(m—a—é)t().
r—a—90

E entao para x > a+4, o lado direito pode ficar arbitogariamente pequeno tomando
to suficientemente grande, o que implica que a integral /0 %(e” cos(yt) f(t))dt con-
verge uniformemente quando Re(s) > «. Analogamente, podemos mostrar que a integral
/OOO %(—e” sen(yt)f(t)) dt converge uniformemente em Re(s) > a.

Por causa da convergéncia uniforme e convergéncia absoluta de L£{f(t)}, pelo

14



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Teorema [1.1.11], podemos diferenciar dentro da integral, isto é

%(Ly) = /Oooa%(e‘”cos(yt)f(t)) dt
_ /0 —te " cos(yt) f(t) dt,
g_?j(l’,y) = /Oooaﬁy(_e_msen(yt)f(t)) dt

— / —te " cos(yt) f(t) dt,
0

tio S (e,y) = 5(0)

e entdo —(z,y) = —(z,v).

gz Y dy J
0

Por um caminho similar é possivel mostrar que a—u(x, y) = —8—U(x,y). A continuidade
x

dessas derivadas parciais segue do teorema [1.1.10| aplicado as fungoes g(t) = —tf(t) e
tomando a parte real e imaginaria.
Entao as equagoes de Cauchy-Riemann sao satisfeitas e F(s) = u(z,y) + iv(x,y)

¢ analitica para Re(s) > a. O

1.3 Transformada de Fourier

A seguir, definiremos a transformada de Fourier. Como, neste trabalho, tais
transformadas serao utilizadas apenas como ferramenta para a inversao da transformada
de Laplace, destacaremos somente as propriedades fundamentais para o bom entendimento

desta dissertacao.

Definigao 1.3.1. A transformada exponencial de Fourier de uma fungao f(t), t € R,
¢ definida por:
FUry= | et de= o,

desde que tais limites existam.

A definicao acima, se comparada a transformada de Laplace, revela que a classe
de fungoes Fourier-transformaveis é mais restrita que as fungoes Laplace-transformaveis.

Isso acontece nao somente pela diferenca dos limites de integracao, mas também porque o

nticleo da Transformada de Laplace e ** é muito mais 1til para a convergéncia da integral

imprépria do que o da de Fourier e, Por exemplo, se f (t) = 1, f é seccionalmente
continua em [0, +00) e tem ordem exponencial 0, logo, pelo teorema a transformada

de Laplace existe e é dada por

00 —st |0 1
/ et dt = — & =—, Re(s)>0.
0 s
15



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Por outro lado, a transformada de Fourier de f(t) = 1 néo existe, logo, ndo converge para
uma funcao usual. Pode-se mostrar que a transformada de Fourier de f(t) = 1 converge
para um caso especial de funcao generalizada o qual nao entraremos em detalhes por fugir

do escopo desta dissertagao.

Teorema 1.3.2. Se f(t) é absolutamente integrdvel, entio a transformada de Fourier f())

existe.

Demonstracao. Basta notar que

o= [ erswal < [T el

=:/wmmw<m,

—00
uma vez que f(t) é absolutamente integravel. O

Exemplo 1.3.3. Vamos determinar a transformada de Fourier de

f(t):{ 1 selt|<a

0 selt] > a.

Solucao. Aplicando diretamente a definicao

fo) = / ) f)e ™M dt = / " g
= /a cos(—At) dt —|—i/a sen(—A\t) dt

—a —a

= 2/ cos(At) dt.
0

Se A = 0, entdo f(0) = 2a.
Caso A # 0, entao

t=a _ 2sen(al)

f\) = 2/0(z cos(\t) dt = gsen()\t) = 3

t=0
Resumindo, a transformada de Fourier de f é a funcao definida por

2sen(al)

2a se A = 0.

16



CAPITULO 1. PRELIMINARES

No préximo capitulo veremos que, ao contrario da transformada de Laplace, a
transformada de Fourier possui uma formula simples e “simétrica” para a sua transformada
inversa. Para o leitor interessado em mais informacgoes sobre a teoria da transformada
de Fourier, indicamos o livro [5], o qual desenvolve uma teoria mais completa a respeito
de tais transformadas. Em tal livro, assim como em outras referéncias, o autor define a
transformada de Fourier um pouco diferente da utilizada neste trabalho. Tal escolha nao
interfere no desenvolvimento da teoria, desde que se utilize o par escolhido levando em
consideracao que as constantes que multiplicam as integrais resultem em 2i Por exemplo,

s
¢ comum encontrarmos o seguinte par para transformada de Fourier e sua inversa:

0= 75z [ s
7(t) = m/ M)

17



Capitulo 2
Transformadas Inversas

Neste capitulo, estudaremos as transformadas inversas de Laplace e Fourier. Co-
mecaremos pela inversao de Fourier, pois a mesma seré utilizada para formalizar a inversao

da transformada de Laplace.

2.1 Formula de Inversao da Transformada de Fourier

Para os propositos deste trabalho, restringiremos ainda mais a classe de fungoes
que admitem transformada de Fourier, conforme ficard claro no préximo teorema. Antes,

porém, faremos alguns resultados preparatérios para a férmula de inversao.

Lema 2.1.1 (Lema de Riemann-Lebesgue). Se f(x) e f'(x) sdo seccionalmente continuas

num intervalo fechado |a,b] entdo

b
lim / f(z)sen Az dx = 0.

A—00

Demonstrag¢ao. Dividindo [a, b] em n subintervalos temos que
n—1
[a,b] = [x0 = a,x1] U [z1, 2] U ... U [Ty, 2, = b] = U[mi,:ciﬂ].

1=0

Por hipétese f(z) e f'(x) sdo continuas em cada [z;, z;41]. Além disso, f(z]), f'(z]), f(zi4)

e f'(z;,,) existem e sao finitos para todo ¢ = 0,1, ...,n — 1. Entao, podemos reescrever

/a " b sen(\a) do — ni / " @) sen(w) da

=0 i

18



CAPITULO 2. TRANSFORMADAS INVERSAS

Basta mostrar que para todo7=0,1,....,.n —1

Tit1

lim f(z)sen(A\x) dx = 0.

A—00 o
Uma vez que f e f' sdo continuas em [z;, z;41] para todo i = 0,1, ...,n, podemos fazer a
integragao por partes em cada subintervalo de [a,b]. Portanto, dado ¢ € {0,1,...,n — 1},

entao

Tit1 1

+5 /:m f'(x) cos(Ax) du.

xT; i

/xm f(z)sen(Ax) dx = _M

i

Como f(x) e f'(x) sdo limitadas em [a, b], isto é, existem M; e My tais que |f(z)] < Mj,
|f/(z)| < My, entdo para todo i =0,1,....,.n —1

Tien OM,  My(ss1 — a4
/ f(z)sen(Ax) dx| < /\1 + 2 J:\l i)

i

— 0 quando A — oo.

Portanto

b n—1

Lema 2.1.2. Se f € absolutamente integrdvel entao a sequinte identidade € vdlida para
todo x € R

1 [Foe [t 1

A A poo
w ) ) (£)e™M==8) qg dx = f}grolo;/o /Oo f(&) cos Az — &) d§ dN. (2.1)

Demonstracao. Utilizando a identidade de Euler:
AT — cos(A(z — €)) +isen(\(z — &))

obtemos

—+00 “+o00 —+00

F(€)eNT8) dg = f(&) cos( Az — &) dE + F(€) sen(A(z — €)) de.

Substituindo este resultado no primeiro membro de (2.1)) temos:

1 “+oo —+00

_ iAz—E)
- F(E) dg dx

—00 —0o0
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CAPITULO 2. TRANSFORMADAS INVERSAS

1 +oo |: +oo +o0

-+ F@cos(ae =€) de+i [ 1(€)senA(w - ) ds} A

Pelo teorema|1.1.13] podemos trocar a ordem de integracao, obtendo

1 “+oo |: “+o00 —+00

o f(&) cos(A\(z = §)) dA +i f(f)sen( (z — &) dA} de.

Considerando cos(A(z —¢&)) e sen(A(x —¢&)) fungoes de A, podemos utilizar as propriedades

de integragao imprépria para funcao par e impar como segue:

—+00 —+00

f(§) cos(A(z =€) dA = 2 f (&) cos(A(x =€) dA

—00 0
“+oo

f(f)sen( (z—¢)dx = 0.

E mudando novamente a ordem de integracao concluimos que:

1 “+o00 —+00

o | {_Oof(f)cos(( — &) dr+i f(&)sen(A(z —&)) dA| d€
/ /+Oof )cos(A(z — &) dE d.

]

O teorema a seguir fornece a férmula para a inversao de transformada de Fourier.

Teorema 2.1.3. Suponha que f e f' sejam seccionalmente continuas em R. Se f € abso-

lutamente integrdvel em R, entdo, nos pontos x onde f(x) € continua:

fla) =5 [ Moy an (2.2

(e o]

onde

) = / T Pp(e) de

o0

¢ a transformada de Fourier de f. Nos pontos x onde f(x) € descontinua :

1 400  ptoo Ae—t) B f(.l‘+) + f(l’_)
5 f(£)e?T=8) d¢ d\ = 5 .

— 00

Demonstracao. Pelo lema [2.1.2] temos que

// dgd/\_lgr;O;/ /+Oof £) cos Mz — &) d€ dX.
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CAPITULO 2. TRANSFORMADAS INVERSAS

Utilizando o teorema [1.1.10] podemos calcular

[ reee-gaa = [Tio [Cone-g o

Ty sen(A€ — x))
—= d
| s e
oo At
- / f(t+x)w dt.
Agora vamos mostrar
, oo sen(At) 1 n _
lim — flt+ ) dt = 5(f(27) + f(z7))
A—=oo T J_ o 2
provando:
, > sen(At) 1.
f}grolo/o f(t+x) - dt—2f(.r ) (2.3)
0 sen(At) 1
li —=dt==f(x"). 2.4
fim [ per o = ) (24)
Demonstremos apenas (2.3), pois (2.4]) é andlogo. Utilizando o exemplo podemos
escrever
T gy [0 g L L gy, 25)
2 0 it A t ' '
Agora, calculemos a diferenca da integral em ([2.3]) com ([2.5)
1 +oo sen(At) 1 [ sen(At)
— t —=dt — — "2 dt 2.
A kG (2.6
1 [ — +
— _/ f(t—l—:b')t S )sen(At) dt. (2.7)
T Jo

Desta forma, para mostrar (2.3 é suficiente mostrar que, quando A — oo

L f ) — fa)
;/0 ; sen(At) dt — 0.

Vamos adotar a notagao

Ly = %/b flt+ I)t_ f=") sen(At) dt

e dividir esta integral na seguinte soma

Iooo = Ios+ Ism + IT oo
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CAPITULO 2. TRANSFORMADAS INVERSAS

para obter

[o.00| < o5 + 50| + [17,00]-
Seja € > 0, mostremos que:

1. Para todo A, existe um ¢ > 0, tal que |Ips] < g;

2. Para todo A > 1 existe T', tal que |I7| < g;

3. Para todo A > 1 temos |I;7| < %

para concluir que |[p | < €.

Prova de 1: Pela definigao de derivada lateral existe d; > 0 tal que, para ¢ € (0, d;)

<1

= f'(x")

'f(x+t)—f(9€+)
t

<14 [f (=)l

‘f(HI)—f(ﬁ)
t

e

3(L+[f(x4)])

Tomando § = min {(51, } e utilizando que |sen(At)| < 1 obtemos

|os| = /ft—l—x UG )sen(At) dt‘
+
< ;/O f(t”)t TE | sen(An)| dt
L 2| f(t+2) = flah) 0 :
< t dt < S(1+ ).
Concluimos entao que
o < =

3

Prova de 2: Considere T' > 1. Fazendo a mudanga de varidavel ¢ = At, usando a desi-

At 1
W < 7 para t € [T,00) e chamando M = / |f(z +t)| dt (pois f é
T

absolutamente integréavel), temos

gualdade

B sen(At) 1 * sen(At)
ool = / [ " dt—%f(a:“‘)/T Tdt‘
< ; [ t)seniAt dt‘jt%'f(fr) > sen(At) dt’
< %/Toomﬁm ) v ][22 o
% 1 sen &
< 2+l [T g
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CAPITULO 2. TRANSFORMADAS INVERSAS

Como a segunda integral da ultima expressao é convergente, pois pelo exemplo [1.2.13
o 6M o

/ seng d§ = g e lim sen(¢) = 0, basta considerar T' > — tal que / sen(¢) dé| <
0

3 g0 £ e ar €
__"€__ concluindo assim que
6lf(z )]’
€ € €
It <=4+===.
Irel <545 =3
t _ +

Prova de 3: Pelas hipoteses do teorema, podemos concluir que ft+z) ; G é sec-

cionalmente continua para todo = € [, T], onde, de acordo com o lemma de Riemann-
Lebesgue a integral I5r tende a zero quando A — co. Logo

€

|[§,T| < 3

2.2 Formula de Inversao da Transformada de Laplace

Nessa secao exibiremos e provaremos a férmula de inversao para a transformada
de Laplace. E com base nela que os diversos livros de calculo diferencial e integral cons-
troem as famosas tabelas de transformadas inversas, tao uteis na resolucao de equagoes
diferenciais.

Como utilizaremos a férmula de inversao da transformada de Fourier para tal
fim, consideraremos uma extensao das fungoes Laplace-transformaveis, ou seja, para uma
funcao continua f em [0, 00) e de ordem exponencial «, colocaremos f(t) = 0 para t < 0.
Assim para s = = + 1y,

oo

aﬂsz@zjme%wwﬁzfeﬂwe%w»mzﬂaw

0 —00

Nesta forma, F(z,y) representa a transformada de Fourier da funcao g(t) = e * f(t).
Finalmente, estamos aptos a enunciar o teorema de inversao da transformada de Laplace,

conhecida também como Férmula de Bromwich (Mellin-Fourier).

Teorema 2.2.1. Suponha que f seja uma fungao continua em [0,00), com f(t) =0, t <0,

e de ordem exponencial . Se f' € seccionalmente continua em [0, 00), entdo

f(t) ijmmﬁﬂﬂw;MPL/me@w—ﬁ%ﬂw.

21 Sy oo y—=00 2T Jo 4y

Demonstra¢ao. Como f é continua em [0,00), f(t) = 0 para t < 0, e f tem ordem
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CAPITULO 2. TRANSFORMADAS INVERSAS

exponencial «, entao pelo Teorema L{f(t)} converge absolutamente, isto é,

/oo e F(1)] dt = /oo e F()] dt < 00, Rels) =z > a
0 —00

Isto garante que g(t) = e *" f(t) é absolutamente integravel em R. Sendo assim, podemos

utilizar o teorema [2.1.3] aplicado & funcéo continua ¢(t), obtendo

1 [t
g(t) / eV F(x,y) dy.

:% N

Desta forma, temos a seguinte representagao para f,

1 Feo ,
t) = — eV F(x,y) dy.
f(t) 2W[m (z,y) dy
Transformando a férmula anterior para a varidvel s = = + iy, temos que dy = (1/i)ds e

entao, f é dada por:

1 4100 1 x+iy
f(t) = %/x e F(s) ds = yh_glo 5 - e F(s) ds.

—100 Y

O

Observagao 2.2.2. Na formula de Bromwich, a integracao é dada sobre a linha vertical

xr = Re(s) > a, chamada na literatura de linha de Bromuwich.

Podemos calcular a integral acima utilizando os métodos de integracao de contor-
nos vistos em qualquer curso de fungoes analiticas. Assim, seja Cz a semicircunferéncia de
raio R centrado na origem de extremidades A e E. Com base nele, considere o contorno
de Bromwich ', = ABCDFE A conforme a figura abaixo:

B
\A=m+5y
S
1 ,
R,
’
rd
+
+
x T
N
N
N
N
-
b
N
) N
N
»/\‘Ezm_w
D

Figura 2.1: Contorno de Bromwich
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CAPITULO 2. TRANSFORMADAS INVERSAS

Entao para s € I'p temos

1 1 1
— | €¥F(s)ds= — e F(s) ds + — e F(s) ds. (2.8)
2mi Jr, 27 Jop T JEa

Como F(s) é analitica para Re(s) = = > «, todas as singularidades de F(s)
devem estar a esquerda da linha de Bromwich. Assim, tomando R > 0 suficientemente
grande, de forma a englobar todas as singularidades de F'(s), podemos utilizar o teorema

dos residuos no lado esquerdo da igualdade (2.8)), obtendo

41y

- 1 1
S Res () = —— / F(s)ds+ — [ e*F(s) ds. (2.9)
k=1 Cr

2mi 270 J iy

onde Res(z;,) sdo os residuos da fungao € F(s) em s = z.
A seguir veremos um lema que permitira reescrever a equagao (2.9) de maneira

mais simples.

Lema 2.2.3. Seja s pertencente a Cg. Se existe p > 0 tal que F(s) satisfaz

M
F < —
F(5)| <

para todo R > 0, entao
lim e F(s) ds = 0.

R—o0 Cr

tR cos(0)

Demonstracdo. Dado s € Cg, temos que s = Re' e le®*| = e . Por hipdtese, existe

M
p > 0 tal que |F(s)] < T para todo R. Portanto, na semicircunferéncia BC'D,

M % e
g/ ||| F(s)] |ds| < eltteos? qg.
BCD Rt [

/ e F(s) ds
BCD

Fazendo 6 = ¢ + g resulta em

<

T 2M (2
—Rtsen ¢ _ —Rtsen(p)
/0 ‘ W= /0 ‘ he

/ e F(s) ds
BCD

N T ™
sendo a tltima igualdade consequéncia de sen(y) ser simétrica em 5 para 0 < ¢ < .

R

s
Para encontrar um limite superior para esta ultima integral, note que para ¢ € [O, 5]
2 s
sen(p) < —p, isto é, para p € [O, 5} temos que o grafico da func¢ao g(y) = sen(p) esta
T

acima da fungao h(p) = —¢p, entdo, como a exponencial é uma fungao crescente, temos
T
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que

2M g 37%)
/ e F(s) ds| < 1/ e 1" dy
BCD Rt g

2M 7 [_m}g
R12Rt L©

0
=—(1—e*f) =0 quando R — oo

Sobre o arco AB, temos que, para todo t > 0 |e**| < €™ = ¢ e o comprimento do arco AB,

((AB) fica limitado entre o eixo vertical e a linha de Bromwich quando R — oo, assim

cMU{(AB)
< )

/ e F(s) ds| < — 0 quando R — oc.
AB RP

Analogamente,

— 0 quando R — oc.

/ e F(s) ds
DE

Por fim, chegamos a conclusao:

lim e F(s) ds = 0.

R—o00 Cr

]

Com o auxilio do lema [2.2.3| podemos provar um teorema que simplifica a formula
de Bromwich para uma versao com residuos. Doravante, iremos assumir que F'(s) =

L{f(t)} admite uma quantidade finita de singularidades no conjunto (—oo,a] x R C C.

Teorema 2.2.4. Suponha que f seja continua em [0,00) com f(t) = 0, t < 0, e de
ordem exponencial a. Se f' € seccionalmente continua em [0,00) e F(s) = L{f(t)}, para

Re(s) =z > «, satisfaz a condi¢do de crescimento

M
[F(s)] < P

para todo |s| suficientemente grande e algum p, entao

1 T+100 i P 1 T4y . p n
flt)=— : e F(s) ds = lim 57 e F(s) s:;Res(zk),

21 —ico Yy—00 LT T—iy

onde Res(zy,) € o residuo da funcdo e F(s) no ponto s = zy,.

Demonstracao. Basta utilizar o lema [2.2.3] junto com a férmula para chegar no resul-
tado acima. n

a
- a
s2 4 a?’

e R.

Exemplo 2.2.5. Vamos calcular a transformada inversa de F(s) =
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Solucao.
a a
F = =
(s) s?2+a?  (s+ai)(s — ai)
ts ts a
F = )
e F(s) ‘ (s 4+ ai)(s — ai)
Assim, " F(s) tem pélo simples em 2; = ai e z, = —ai, entdo
Res(z;) = Res(ai) = lim (s — ai)e’ a _ e
Yo e Gra)(s—a) 2
Res(z9) = Res(—ai) = lim (s+ ai)e’ a — _e_ait
v == Gtai)(s—ai) 2
Pelo teorema [2.2.4]
1 x+100 . n
0= 5 [ P ds =3 R,
k=1
portanto,
ait e—ait eait _ e—ait
t) =R Res(z0) = o — —— = = sen(at).
f(t) es(21) + Res(2y) 5 % 5 sen(at)
[ |
Podemos entao constatar que, de fato, a transformada inversa de F'(s) = %
s2+a

é f(t) = sen(at), como esperado, conforme [1.2.5 enfatizando a utilidade da férmula
de Bromwich, uma vez que pode ser calculada utilizando a teoria dos residuos, muito
util no estudo das fungoes analiticas. Assim como o exemplo anterior, estes exemplos
relativamente simples vao preenchendo as famosas tabelas de transformadas de Laplace,
muito utilizadas nos cursos de céalculo e construidas com base nos conceitos trabalhados

na presente dissertacao.

1
Exemplo 2.2.6. Calculemos £ {—} .
s(s —a)

Solugdo. Primeiramente, note que |F(s)| < 2/|s|* quando |s| > 2|a|. Como € F(s) tem

polo simples em s = 0 e s = a, entao calculando os residuos

ts 1
Res(0) = lim se* F'(s) = lim < - -
s—0 s=0 8 —a a
. ets eat
Res(a) = ll_f}l(ll(s —a)e”’F(s) = il_rill ~ =
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temos entao
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