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Instituto de Matemática e Estat́ıstica
Colegiado dos Cursos de Matemática
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Orientador: Prof. Dr. Maikel Antonio Samu-

ays.

Salvador - Bahia

Dezembro de 2020
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Resumo

Esta dissertação busca desenvolver uma teoria sólida para entender a formalização

da Transformada Inversa de Laplace, conhecida como Fórmula de Bromwich. O texto

contém, além de noções das Transformadas de Laplace e Fourier, tópicos de Análise Real

e Complexa, visando estabelecer as ferramentas necessárias para a abordagem de tal

fórmula.

Palavras-chave: Transformada; Bromwich; Laplace; Fourier.
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Abstract

This dissertation seeks to develop a solid theory to understand the formalization

of the Laplace Inverse Transform, known as the Bromwich Formula. The text contains,

in addition to notions of the Laplace and Fourier transforms, topics of Real and Complex

Analysis, aiming to establish the necessary tools to approach such a formula.

Keywords: Transform; Bromwich; Laplace; Fourier.
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Introdução

No estudo do cálculo é comum os estudantes decorarem tabelas, fórmulas mate-

máticas e até mesmo usar calculadoras para ajudar na resolução de EDO’s e EDP’s, entre

outras aplicações. Porém, matematicamente há sempre uma fundamentação por trás de

qualquer algoritmo, tabela ou até mesmo computadores poderosos que fazem contas. No

caso dessa dissertação, investigaremos a Transformada Inversa de Laplace, tão comum em

cursos de cálculo diferencial e integral sendo apresentadas através de tabelas.

A Transformada Inversa de Laplace, também chamada Integral de Bromwich ou

de Fourier-Mellin pode ser escrita como f(t) =
1

2πi
lim
y→∞

∫ x+iy

x−iy
estF (s) ds, onde L{f(t)} =

F (s). Apesar do seu formato, de fato “complexo”, esta integral pode ser relacionada a

Transformada Inversa de Fourier e quando submetida as condições adequadas, pode ser

resolvida de maneira prática, usando o Teorema dos Reśıduos de Cauchy. Nesta monogra-

fia, estudamos as condições, propriedades e colocamos o contexto de forma clara e direta

para fazer a relação mencionada, evidenciando para o leitor as teorias importantes por

trás das tabelas e fórmulas uma vez estudadas, ou até mesmo decoradas.

O pioneiro no estudo das Transformadas Integrais foi o matemático alemão Leo-

nard Euler, que posteriormente foi creditado por Laplace em sua obra Théorie analytique

des probabilités (1812). Foi Spitzer (1878) que associou o nome de Laplace à expressão

y =

∫ b

a

esxφ(s) ds empregada por Euler, onde é substitúıda na equação diferencial em

que y é função de x.

No final do século 19, a transformada de Laplace foi estendida para a forma

complexa por Poincaré e Pincherle, redescoberta por Petzval e aplicada à duas variáveis

por Picard que a posteriori conduziu mais investigações com Abel entre outros.

Bateman (1910) faz a primeira aplicação da transformada de Laplace moderna no

trabalho de Rutherford, transformando equações sobre decaimento radioativo, dada por

dP

dt
= −λP

fazendo

p(x) =

∫ ∞
0

e−xtP (t) dt

1



obtendo a equação da transformada, que mais tarde foi denominada de Transformada de

Laplace, pelo matemático Bernstein (1920) no seu trabalho sobre funções teta. Doetsch,

na década de 20 e 30, aplicou a transformada de Laplace às equações diferenciais e inte-

grais, dando um ı́mpeto ao estudo das mesmas. Heaviside produziu um trabalho com a

Transformada de Laplace aplicada à engenharia elétrica que, embora matematicamente

impreciso, foi muito útil na resolução de seus problemas. Bromwich, além de pesquisar de

forma rigorosa o cálculo de Heaviside, conecta com a Transformada de Laplace e descobre

a Transformada Inversa

X(t) =
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
etsx(s) ds

para γ à direita de todas as singularidades da função x.

Os livros [1] e [2] foram as referências principais para as discussões sobre as trans-

formadas inversas de Laplace e Fourier respectivamente. Esta Monografia teve como ali-

cerce fazer uma ponte teórica entre esses conceitos, baseando-se numa leitura cŕıtica para

uma abordagem destas teorias conforme discussões feitas entre orientador e orientando.

No Caṕıtulo 1, apresentamos as preliminares básicas e introduziremos as transfor-

madas mencionadas anteriormente. Já no Caṕıtulo 2 evidenciaremos a inversa de Laplace

através da inversa de Fourier.

Os conceitos que serão abordados são parte de uma vasta teoria, sendo um desafio

decidir o que é mı́nimo para o entendimento completo e máximo para o aprendizado sem

fugir do escopo do trabalho. Sendo assim, esperamos que o leitor compreenda o objetivo

principal do texto e motive-se ao estudo completo das teorias apresentadas.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Para uma construção mais formal e organizada este caṕıtulo irá introduzir concei-

tos iniciais que são fundamentais para o entendimento completo da Transformada Inversa

de Laplace. Aqui, recordaremos algumas técnicas e conceitos do cálculo, análise e do

estudo de funções complexas, tais como integrais impróprias e o teorema dos reśıduos.

1.1 Tópicos de análise real e complexa

Definição 1.1.1. Uma função f tem um salto de descontinuidade no ponto t0 se ambos

os limites

lim
t→t−0

f(t) = f(t−0 ) e lim
t→t+0

f(t) = f(t+0 )

existem, são finitos e f(t−0 ) 6= f(t+0 ).

Com base na definição anterior, introduziremos uma importante classe de funções

para este trabalho.

Definição 1.1.2. Uma função f é seccionalmente cont́ınua (cont́ınua por partes)

no intervalo [a, b] se existe uma partição P = {a = t0, t1, ..., tn = b} com ti−1 < ti para

todo i ∈ {1, 2, ..., n} tal que

1. f é cont́ınua em cada t ∈ (ti−1, ti);

2. f possui um salto de descontinuidade em ti.

Exemplo 1.1.3. Seja f uma função definida por

f(t) =


t+ 2 se −2 ≤ t ≤ −1

−t2 se |t| < 1

1 se 1 ≤ t ≤ 2.

3



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Tal função, representada pelo gráfico a seguir, é uma função seccionalmente cont́ınua,

pois possui saltos de descontinuidade em t = ±1.

Figura 1.1: Gráfico de f

Observação 1.1.4. Como consequência temos que, em cada subintervalo de uma função

seccionalmente cont́ınua, a função é limitada, isto é, existe Mi ≥ 0 tal que

|f(t)| ≤Mi, ti−1 < t < ti, i = 1, 2, ..., n.

Como ao longo do trabalho iremos utilizar algumas propriedades de integrais

impróprias vamos relembrar o que são e quais são os tipos de integrais impróprias mais

importantes para esta dissertação. Em geral, no estudo de integrais definidas, a integral

existe para funções limitadas definidas sobre um intervalo fechado [a, b].

Observação 1.1.5. A integral de uma função seccionalmente cont́ınua de uma variável real

é imprópria se acontece uma das seguintes condições:

(i) A função é ilimitada dentro do intervalo de integração;

(ii) O intervalo de integração não é fechado;

(iii) O intervalo de integração é ilimitado.

Neste trabalho, iremos utilizar apenas integrais impróprias dos tipos (ii) e (iii),

cujas definições precisas são dadas a seguir.

Definição 1.1.6. Quando os limites a seguir existirem, dizemos que as respectivas integrais

impróprias são convergentes.

4



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

(a) Se f é cont́ınua em [a, b), então definimos

• Para b <∞ :∫ b

a

f(x) dx = lim
r→b−

∫ r

a

f(x) dx = lim
ε→0+

∫ b−ε

a

f(x) dx.

• Para b =∞ : ∫ ∞
a

f(x) dx = lim
M→∞

∫ M

a

f(x) dx.

(b) Se f é cont́ınua em (a, b], então definimos

• Para −∞ < a :∫ b

a

f(x) dx = lim
r→a+

∫ b

r

f(x) dx = lim
ε→0+

∫ b

a+ε

f(x) dx.

• Para a = −∞ : ∫ b

−∞
f(x) dx = lim

N→−∞

∫ b

N

f(x) dx.

(c) Se f é cont́ınua em (a, b), então definimos

• Para −∞ < a < b <∞ :∫ b

a

f(x) dx = lim
ρ→b−
σ→a+

∫ ρ

σ

f(x) dx.

• Para a = −∞ e b =∞ : ∫ +∞

−∞
f(x) dx = L+M,

sendo ∫ 0

−∞
f(x) dx = L e

∫ ∞
0

f(x) dx = M.

Observação 1.1.7. Note que não definimos∫ ∞
−∞

f(x) dx (1.1)

como

lim
b→∞

∫ b

−b
f(x) dx. (1.2)

É posśıvel mostrar que se (1.1) existe então (1.2) existe e (1.1) = (1.2) neste caso. Con-
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

tudo, a existência de (1.2) não implica a existência de (1.1). De fato, se f(x) = sen(x),

então (1.2) é zero, o que não acorre em (1.1), pois esta diverge.

A seguir, enunciaremos algumas propriedades de integrais impróprias que serão

utilizadas nesta dissertação. Como elas são conhecidas da Análise Real, omitiremos a

maioria das demonstrações. Os teoremas 1.1.10, 1.1.11 são discutidos detalhadamente em

[1], enquanto 1.1.12, 1.1.13 podem ser encontrados em [2], nossas referências principais.

Propriedade 1.1.8. Dada f : (a,∞)→ R, considere a integral imprópria∫ ∞
a

f(x) dx = lim
N→∞
σ→a+

∫ N

σ

f(x) dx.

Então, para todos b e c tais que a < b < c <∞, podemos escrever∫ ∞
a

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ c

b

f(x) dx+

∫ ∞
c

f(x) dx.

Demonstração. Ao tomar os limites desta integral imprópria, não perdemos a generalidade

considerando a < σ < b e c < N <∞. Também, a seguinte igualdade é sempre válida∫ N

σ

f(x) dx =

∫ b

σ

f(x) dx+

∫ c

b

f(x) dx+

∫ N

c

f(x) dx,

pois todas as integrais dessa igualdade são próprias. Então,

∫ ∞
a

f(x) dx = lim
N→∞
σ→a+

∫ N

σ

f(x) dx =

lim
N→∞
σ→a+

[∫ b

σ

f(x) dx +

∫ c

b

f(x) dx+

∫ N

c

f(x) dx

]
=

lim
σ→a+

∫ b

σ

f(x) dx +

∫ c

b

f(x) dx+ lim
N→∞

∫ N

c

f(x) dx =∫ b

a

f(x) dx +

∫ c

b

f(x) dx+

∫ ∞
c

f(x) dx.

Teorema 1.1.9. Seja f : [0,∞)→ C. Se f é seccionalmente cont́ınua e

F (s) =

∫ ∞
0

e−stf(t) dt

converge uniformemente para todo s ∈ E ⊂ C, então F (s) é cont́ınua em E.

6



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Teorema 1.1.10. Seja f(x, t) seccionalmente cont́ınua para x ∈ [a, b] e t ∈ [0, T ]. Se∫ ∞
0

f(x, t) dt converge uniformemente para todo x ∈ [a, b], então

∫ b

a

∫ ∞
0

f(x, t) dt dx =

∫ ∞
0

∫ b

a

f(x, t) dx dt.

Teorema 1.1.11. Sejam f(x, t) e
∂f

∂x
(x, t) funções seccionalmente cont́ınuas para x ∈ [a, b]

e t ∈ [0, T ]. Se

F (x) =

∫ ∞
0

f(x, t) dt (1.3)

é convergente e ∫ ∞
0

∂f

∂x
(x, t) dt (1.4)

converge uniformemente, então

dF

dx
(x) =

∫ ∞
0

∂f

∂x
(x, t) dt, (1.5)

para x ∈ (a, b).

Teorema 1.1.12. Considere a integral imprópria com o parâmetro y

J(y) =

∫ ∞
a

g(x)h(x, y) dx, c ≤ y ≤ d. (1.6)

Se g(x) é absolutamente integrável em (a,∞), h(x, y) e sua derivada parcial
∂h

∂y
(x, y) são

cont́ınuas e limitadas por a ≤ x <∞ e c ≤ y ≤ d, então a expressão (1.6) é uma função

diferenciável de parâmetro y para c ≤ y ≤ d. Além disso temos que

dJ

dy
(y) =

∫ ∞
a

g(x)
∂h

∂y
(x, y) dx, c ≤ y ≤ d.

Teorema 1.1.13. Se a integral dupla∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(x, y) dx dy

é absolutamente convergente, isto é∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
|f(x, y)| dx dy <∞

então a integral

∫ ∞
−∞

f(x, y) dy existe para quase todo x e é uma função integrável em x.

7



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Além disso, a integral é igual suas integrais iteradas∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(x, y) dx dy =

∫ ∞
−∞

[∫ ∞
−∞

f(x, y) dx

]
dy =

∫ ∞
−∞

[∫ ∞
−∞

f(x, y) dy

]
dx

A seguir recordaremos aspectos da análise complexa tais como funções anaĺıticas

e teorema dos reśıduos, fundamentais para esta dissertação.

Definição 1.1.14. Sejam f(z) uma função de variável complexa, z0 ∈ C e S ⊂ C um

conjunto aberto. Se f é diferenciável em alguma vizinhança de z0, então f é anaĺıtica no

ponto z0. Se f é diferenciável em todo ponto de S, então f é anaĺıtica em S.

Observação 1.1.15. É importante notar que diferenciabilidade é uma propriedade pontual,

enquanto analiticidade é uma propriedade local.

Definição 1.1.16. Seja f(z) = u(x, y) + iv(x, y), as equações

∂u

∂x
(x, y) =

∂v

∂y
(x, y) e

∂u

∂y
(x, y) = −∂v

∂x
(x, y)

são as equações de Cauchy-Riemann no ponto z = x+ iy.

Os teoremas a seguir exibem as condições necessárias e suficientes para uma

função f ser anaĺıtica. Mais detalhes sobre estes teoremas podem ser encontradas em [8].

Teorema 1.1.17. Se f(z) é diferenciável num ponto z0, então satisfaz as equações de

Cauchy-Riemann em z0. Ou seja, se f é anaĺıtica em um conjunto aberto S, então f

satisfaz as equações de Cauchy-Riemann em todo z0 ∈ S.

Teorema 1.1.18. Seja f(z) = u(x, y) + iv(x, y) definidas num aberto S tal que z0 ∈ S.

Se as derivadas parciais de u e v existem, são cont́ınuas e satisfazem as equações de

Cauchy-Riemann numa vizinhança de z0, então f é anaĺıtica em z0.

Teorema 1.1.19 (Teorema dos Reśıduos de Cauchy). Seja γ uma curva simples, fechada

e orientada positivamente. Se f é anaĺıtica no interior de γ − {z1, z2, ..., zk}, então

∫
γ

f(z) dz = 2πi
n∑
j=1

Res(zj),

sendo Res(zj) o reśıduo de f(z) em z = zj, j = 1, ..., k.

1.2 Transformada de Laplace

Entre as ferramentas mais úteis para a resolução de equações diferenciais, sejam

elas ordinárias (EDO) ou parciais (EDP), estão as transformadas integrais, ou seja, uma
8



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

relação da forma

F (s) =

∫ β

α

K(s, t)f(t) dt,

sendo K(s, t) uma função dada, chamada de núcleo da transformada e os limites de in-

tegração α e β também são dados, podendo ser do tipo ±∞. Esta expressão integral

transforma a função f em uma outra função F , sua transformada. A partir de um pro-

blema envolvendo uma função f , a ideia é transformá-la na função F , em geral, mais

simples. Assim resolvemos o problema para F e por meio de uma inversão, recuperamos

a função desejada f .

Nesta dissertação, vamos trabalhar com os núcleos K1(s, t) = e−st e K2(s, t) =

e−ist, que são respectivamente os núcleos das transformadas de Laplace e de Fourier defi-

nidas por:

L{f(t)} =

∫ ∞
0

e−stf(t) dt = F (s)

e

F{f(t)} =

∫ ∞
−∞

e−iλtf(t) dt = f̂(λ).

Definição 1.2.1. Sejam f(t) uma função real ou complexa, definida no intervalo [0,∞[ e

s um parâmetro real ou complexo. Definimos a transformada de Laplace de f como

F (s) = L{f(t)} =

∫ ∞
0

e−stf(t) dt = lim
τ→∞

∫ τ

0

e−stf(t) dt,

sempre que o limite existir. Neste caso, dizemos que a integral converge. Se o limite não

existir, dizemos que a integral diverge e então a transformada de Laplace de f não existe.

Observação 1.2.2. O śımbolo L denota a Transformada de Laplace que age sobre a função

f = f(t) e gera a nova função F (s) = L{f(t)}.

Definição 1.2.3. Seja f(t) conforme definição 1.2.1. Se

lim
τ→∞

∫ τ

0

|e−stf(t)| dt

existe, então L{f(t)} é dita absolutamente convergente.

Observação 1.2.4. Se L{f(t)} é absolutamente convergente, então quando τ →∞∣∣∣∣∣
∫ τ ′

τ

e−stf(t) dt

∣∣∣∣∣ ≤
∫ τ ′

τ

|e−stf(t)| dt→ 0

para todo τ ′ > τ.
9



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Exemplo 1.2.5. Vamos calcular a transformada de Laplace da função f(t) = sen(kt),

k ∈ R.

Solução. Supondo Re(s) > 0, temos por integração por partes que

L{sen(kt)} =

∫ ∞
0

e−st sen(kt) dt

=
−e−st sen(kt)

s

∣∣∣∣∞
t=0

+
k

s

∫ ∞
0

e−st cos(kt) dt

=
k

s

[
−e−st cos(kt)

s

∣∣∣∣t=∞
t=0

− k

s

∫ ∞
0

e−st sen(kt) dt

]

=
k

s

[
1

s
− k

s

∫ ∞
0

e−st sen(kt) dt

]
=

k

s2
− k2

s2

∫ ∞
0

e−st sen(kt) dt.

Comparando a primeira igualdade com a última do cálculo anterior, temos:(
1 +

k2

s2

)∫ ∞
0

e−st sen(kt) dt =
k

s2∫ ∞
0

e−st sen(kt) dt =
k

k2 + s2
, Re(s) > 0.

�

A seguir, faremos considerações baseadas na “taxa de crescimento” de funções,

uma vez que tem uma relação direta com a admissão de transformada de Laplace. Na

definição da transformada:

L{f(t)} =

∫ ∞
0

e−stf(t) dt,

quando tomamos s > 0 (ou Re(s) > 0) a integral convergirá desde que f não cresça

rapidamente. Esse crescimento pode ser explicitado pela definição seguinte.

Definição 1.2.6. Uma função f tem ordem exponencial α quando existem constantes

M > 0 e α ∈ R tais que para algum t0 ≥ 0,

|f(t)| ≤Meαt, t ≥ t0.

Exemplo 1.2.7. A função f(t) = eat sen(t) tem ordem exponencial a ∈ R.

Solução. De fato,

|eat sen(t)| ≤ |eat| ≤Meat, t ≥ 0 e M = 1.

10



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

�

Exemplo 1.2.8. A função f(t) = et
2

não possui ordem exponencial α, para todo α ∈ R.

Solução. Basta notar que

lim
t→∞

|et2|
eαt

= lim
t→∞

et(t−α) =∞.

�

A seguir veremos condições suficientes para a existência da transformada de La-

place.

Teorema 1.2.9. Se f é cont́ınua por partes em [0,∞) e tem ordem exponencial α, então

a transformada de Laplace L{f} existe para Re(s) > α e converge absolutamente.

Demonstração. Como f tem ordem exponencial α, então existe α ∈ R e M1>0 tais que

|f(t)| ≤M1e
αt, t ≥ t0,

para algum t0 ≥ 0. Sendo f cont́ınua por partes em [0, t0] temos que f é limitada. Logo,

existe M2 > 0 tal que,

|f(t)| ≤M2, 0 < t < t0.

Como eαt tem um mı́nimo positivo em [0, t0] podemos escolher uma constante M sufici-

entemente grande tal que

|f(t)| ≤Meαt, t > 0.

Portanto, escrevendo Re(s) = x > α∫ τ

0

|e−stf(t)| dt ≤M

∫ τ

0

e−(x−α)t dt

=
Me−(x−α)t

−(x− α)

∣∣∣∣τ
0

=
M

x− α
− Me−(x−α)τ

x− α
.

Tomando τ →∞ temos ∫ ∞
0

|e−stf(t)| dt ≤ M

x− α
. (1.7)

Então, a transformada de Laplace converge absolutamente, desde que Re(s) > α.

Exemplo 1.2.10. A função f(t) = cos(kt) é cont́ınua em [0,∞) e tem ordem exponencial

α = 0. Logo, pelo teorema 1.2.9 existe a transformada de Laplace. Vamos calcular a

transformada de Laplace da função f(t) = cos(kt), com k ∈ R.
11
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Solução. Supondo Re(s) > 0, temos por integração por partes que

L{cos(kt)} =

∫ ∞
0

e−st cos(kt) dt

=
e−st sen(kt)

k

∣∣∣∣∞
t=0

+
s

k

∫ ∞
0

e−st sen(kt) dt

=
s

k

[
e−st cos(kt)

−k

∣∣∣∣t=∞
t=0

−
∫ ∞

0

se−st cos(kt)

k
dt

]

=
s

k

[
1

k
− s

k

∫ ∞
0

e−st cos(kt) dt

]
=

s

k2
− s2

k2

∫ ∞
0

e−st cos(kt) dt.

Comparando a primeira igualdade com a última do cálculo anterior, temos:(
1 +

s2

k2

)∫ ∞
0

e−st cos(kt) dt =
s

k2∫ ∞
0

e−st cos(kt) dt =
s

s2 + k2
, Re(s) > 0.

�

Propriedade 1.2.11. O operador de Laplace L é linear, isto é, se f1 e f2 admitem transfor-

mada de Laplace para Re(s) > α e Re(s) > β respectivamente, então c1f1 + c2f2 admitem

transformada de Laplace para Re(s) > max[α, β] e

L{c1f1 + c2f2} = c1L{f1}+ c2L{f2}

para quaisquer constantes c1,c2 ∈ C.

Demonstração. De fato, como a integração é um processo linear, temos∫ +∞

0

e−st(c1f1(t) + c2f2(t)) dt = c1

∫ ∞
0

e−stf1(t) dt+ c2

∫ +∞

0

e−stf2(t) dt.

Observação 1.2.12. Note que pelo mesmo motivo qualquer transformada integral é um

operador linear.

O exemplo a seguir, além de ser uma aplicação da transformada de Laplace, será

utilizado no próximo caṕıtulo.

Exemplo 1.2.13.
1

π

∫ ∞
0

sen(At)

t
dt =

1

2
, A > 0.

12
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Solução. Defina

J(y) =

∫ ∞
0

e−αt
sen(yt)

t
dt, −B ≤ y ≤ B. (1.8)

A ideia é “eliminar” o denominador para utilizarmos a teoria conhecida. Como e−αt é

absolutamente integrável em (0,∞) e
sen(yt)

t
e
∂

∂y

(
sen(yt)

t

)
= cos(yt) são cont́ınuas e

limitadas para t ∈ (0,∞) e y ∈ [−B,B], pelo teorema 1.1.12 podemos diferenciar J(y),

obtendo:

dJ(y)

dy
=

d

dy

∫ ∞
0

e−αt
sen(yt)

t
dt

=

∫ ∞
0

e−αt
∂

∂y

(
sen(yt)

t

)
dt

=

∫ ∞
0

e−αt cos(yt) dt.

Logo, pelo exemplo 1.2.10

dJ(y)

dy
= L{cos(yt)} =

α

α2 + y2
, α > 0.

Pelo teorema fundamental do cálculo, temos

J(y) =

∫ y

0

α

α2 + x2
dx+ J(0) = arctg

( y
α

)
, α > 0.

Assim,

lim
α→0+

J(y) =

∫ ∞
0

sen(yt)

t
dt = lim

α→0+
arctg

( y
α

)
=


π

2
, y > 0

0, y = 0

−π
2
, y < 0

Aı́, no caso particular que y = A > 0, teremos

1

π

∫ ∞
0

sen(At)

t
dt =

1

π
lim
α→0+

J(A) =
1

π
· π

2
=

1

2
.

�

Finalizaremos essa seção provando que a transformada de Laplace é uma função

anaĺıtica.

Teorema 1.2.14. Se f é seccionalmente cont́ınua em [0,∞) e tem ordem exponencial α,

então F (s) = L{f(t)} é uma função anaĺıtica para Re(s) > α.

13
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Demonstração. Seja s = x+ iy, com x, y ∈ R. Então

F (s) =

∫ ∞
0

e−stf(t) dt =

∫ ∞
0

e−(x+iy)tf(t) dt

=

∫ ∞
0

e−xt(cos(yt)− i sen(yt))f(t) dt

=

∫ ∞
0

e−xt cos(yt)f(t) dt+ i

∫ ∞
0

−e−xt sen(yt)f(t) dt

= u(x, y) + iv(x, y).

Como g(t) = t tem ordem exponencial existe δ > 0, que pode ser tomado suficientemente

pequeno de modo que x− α > δ > 0 tal que

|t| ≤ eδt.

Por hipótese f tem ordem exponencial α, logo existe M e α ∈ R tal que

|f(t)| ≤Meαt.

Portanto, temos que

|tf(t)| ≤Me(α+δ)t.

Agora, note que∣∣∣∣∫ ∞
t0

∂

∂x
(e−xt cos(yt)f(t)) dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ ∞
t0

(−te−xt cos(yt))f(t) dt

∣∣∣∣
≤

∫ ∞
t0

te−xt|f(t)| dt.

≤ M

∫ ∞
t0

e−(x−α−δ)t dt

=
M

x− α− δ
e−(x−α−δ)t0 .

E então para x > α+δ, o lado direito pode ficar arbitrariamente pequeno tomando

t0 suficientemente grande, o que implica que a integral

∫ ∞
0

∂

∂x
(e−xt cos(yt)f(t))dt con-

verge uniformemente quando Re(s) > α. Analogamente, podemos mostrar que a integral∫ ∞
0

∂

∂y
(−e−xt sen(yt)f(t)) dt converge uniformemente em Re(s) > α.

Por causa da convergência uniforme e convergência absoluta de L{f(t)}, pelo

14
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Teorema 1.1.11, podemos diferenciar dentro da integral, isto é

∂u

∂x
(x, y) =

∫ ∞
0

∂

∂x
(e−xt cos(yt)f(t)) dt

=

∫ ∞
0

−te−xt cos(yt)f(t) dt,

∂v

∂y
(x, y) =

∫ ∞
0

∂

∂y
(−e−xt sen(yt)f(t)) dt

=

∫ ∞
0

−te−xt cos(yt)f(t) dt,

e então
∂u

∂x
(x, y) =

∂v

∂y
(x, y).

Por um caminho similar é posśıvel mostrar que
∂u

∂y
(x, y) = −∂v

∂x
(x, y). A continuidade

dessas derivadas parciais segue do teorema 1.1.10 aplicado as funções g(t) = −tf(t) e

tomando a parte real e imaginária.

Então as equações de Cauchy-Riemann são satisfeitas e F (s) = u(x, y) + iv(x, y)

é anaĺıtica para Re(s) > α.

1.3 Transformada de Fourier

A seguir, definiremos a transformada de Fourier. Como, neste trabalho, tais

transformadas serão utilizadas apenas como ferramenta para a inversão da transformada

de Laplace, destacaremos somente as propriedades fundamentais para o bom entendimento

desta dissertação.

Definição 1.3.1. A transformada exponencial de Fourier de uma função f(t), t ∈ R,

é definida por:

F{f(t)} =

∫ ∞
−∞

e−iλtf(t) dt = f̂(λ),

desde que tais limites existam.

A definição acima, se comparada à transformada de Laplace, revela que a classe

de funções Fourier-transformáveis é mais restrita que as funções Laplace-transformáveis.

Isso acontece não somente pela diferença dos limites de integração, mas também porque o

núcleo da Transformada de Laplace e−st é muito mais útil para a convergência da integral

imprópria do que o da de Fourier e−iλt. Por exemplo, se f(t) = 1, f é seccionalmente

cont́ınua em [0,+∞) e tem ordem exponencial 0, logo, pelo teorema 1.2.9 a transformada

de Laplace existe e é dada por∫ ∞
0

e−st dt = −e
−st

s

∣∣∣∣∞
0

=
1

s
, Re(s) > 0.

15
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Por outro lado, a transformada de Fourier de f(t) = 1 não existe, logo, não converge para

uma função usual. Pode-se mostrar que a transformada de Fourier de f(t) = 1 converge

para um caso especial de função generalizada o qual não entraremos em detalhes por fugir

do escopo desta dissertação.

Teorema 1.3.2. Se f(t) é absolutamente integrável, então a transformada de Fourier f̂(λ)

existe.

Demonstração. Basta notar que

|f̂(λ)| =
∣∣∣∣∫ ∞
−∞

e−iλtf(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞
−∞
|e−iλt||f(t)| dt

=

∫ ∞
−∞
|f(t)| dt <∞,

uma vez que f(t) é absolutamente integrável.

Exemplo 1.3.3. Vamos determinar a transformada de Fourier de

f(t) =

{
1 se |t| ≤ a

0 se |t| > a.

Solução. Aplicando diretamente a definição

f̂(λ) =

∫ ∞
−∞

f(t)e−iλt dt =

∫ a

−a
e−iλt dt

=

∫ a

−a
cos(−λt) dt+ i

∫ a

−a
sen(−λt) dt

= 2

∫ a

0

cos(λt) dt.

Se λ = 0, então f̂(0) = 2a.

Caso λ 6= 0, então

f̂(λ) = 2

∫ a

0

cos(λt) dt =
2

λ
sen(λt)

∣∣∣∣t=a
t=0

=
2 sen(aλ)

λ
.

Resumindo, a transformada de Fourier de f é a função definida por

f̂(λ) =


2 sen(aλ)

λ
se λ 6= 0

2a se λ = 0.

�
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No próximo caṕıtulo veremos que, ao contrário da transformada de Laplace, a

transformada de Fourier possui uma fórmula simples e“simétrica”para a sua transformada

inversa. Para o leitor interessado em mais informações sobre a teoria da transformada

de Fourier, indicamos o livro [5], o qual desenvolve uma teoria mais completa à respeito

de tais transformadas. Em tal livro, assim como em outras referências, o autor define a

transformada de Fourier um pouco diferente da utilizada neste trabalho. Tal escolha não

interfere no desenvolvimento da teoria, desde que se utilize o par escolhido levando em

consideração que as constantes que multiplicam as integrais resultem em
1

2π
. Por exemplo,

é comum encontrarmos o seguinte par para transformada de Fourier e sua inversa:

f̂(λ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

e−iλtf(t) dt,

f(t) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

eiλtf̂(λ) dλ.

17



Caṕıtulo 2

Transformadas Inversas

Neste caṕıtulo, estudaremos as transformadas inversas de Laplace e Fourier. Co-

meçaremos pela inversão de Fourier, pois a mesma será utilizada para formalizar a inversão

da transformada de Laplace.

2.1 Fórmula de Inversão da Transformada de Fourier

Para os propósitos deste trabalho, restringiremos ainda mais a classe de funções

que admitem transformada de Fourier, conforme ficará claro no próximo teorema. Antes,

porém, faremos alguns resultados preparatórios para a fórmula de inversão.

Lema 2.1.1 (Lema de Riemann-Lebesgue). Se f(x) e f ′(x) são seccionalmente cont́ınuas

num intervalo fechado [a, b] então

lim
λ→∞

∫ b

a

f(x) senλx dx = 0.

Demonstração. Dividindo [a, b] em n subintervalos temos que

[a, b] = [x0 = a, x1] ∪ [x1, x2] ∪ ... ∪ [xn−1, xn = b] =
n−1⋃
i=0

[xi, xi+1].

Por hipótese f(x) e f ′(x) são cont́ınuas em cada [xi, xi+1].Além disso, f(x+
i ), f ′(x+

i ), f(x−i+1)

e f ′(x−i+1) existem e são finitos para todo i = 0, 1, ..., n− 1. Então, podemos reescrever

∫ b

a

f(x) sen(λx) dx =
n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

f(x) sen(λx) dx.

18
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Basta mostrar que para todo i = 0, 1, ..., n− 1

lim
λ→∞

∫ xi+1

xi

f(x) sen(λx) dx = 0.

Uma vez que f e f ′ são cont́ınuas em [xi, xi+1] para todo i = 0, 1, ..., n, podemos fazer a

integração por partes em cada subintervalo de [a, b]. Portanto, dado i ∈ {0, 1, ..., n − 1},
então ∫ xi+1

xi

f(x) sen(λx) dx = −f(x) cos(λx)

λ

∣∣∣∣xi+1

xi

+
1

λ

∫ xi+1

xi

f ′(x) cos(λx) dx.

Como f(x) e f ′(x) são limitadas em [a, b], isto é, existem M1 e M2 tais que |f(x)| ≤M1,

|f ′(x)| ≤M2, então para todo i = 0, 1, ..., n− 1∣∣∣∣∫ xi+1

xi

f(x) sen(λx) dx

∣∣∣∣ ≤ 2M1

λ
+
M2(xi+1 − xi)

λ
→ 0 quando λ→∞.

Portanto

lim
λ→∞

∫ b

a

f(x) sen(λx) dx =
n−1∑
i=0

lim
λ→∞

∫ xi+1

xi

f(x) sen(λx) dx = 0.

Lema 2.1.2. Se f é absolutamente integrável então a seguinte identidade é válida para

todo x ∈ R

1

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(ξ)eiλ(x−ξ) dξ dλ = lim

A→∞

1

π

∫ A

0

∫ ∞
−∞

f(ξ) cosλ(x− ξ) dξ dλ. (2.1)

Demonstração. Utilizando a identidade de Euler:

eiλ(x−ξ) = cos(λ(x− ξ)) + i sen(λ(x− ξ))

obtemos∫ +∞

−∞
f(ξ)eiλ(x−ξ) dξ =

∫ +∞

−∞
f(ξ) cos(λ(x− ξ)) dξ + i

∫ +∞

−∞
f(ξ) sen(λ(x− ξ)) dξ.

Substituindo este resultado no primeiro membro de (2.1) temos:

1

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(ξ)eiλ(x−ξ) dξ dλ
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=
1

2π

∫ +∞

−∞

[∫ +∞

−∞
f(ξ) cos(λ(x− ξ)) dξ + i

∫ +∞

−∞
f(ξ) sen(λ(x− ξ)) dξ

]
dλ.

Pelo teorema 1.1.13, podemos trocar a ordem de integração, obtendo

1

2π

∫ +∞

−∞

[∫ +∞

−∞
f(ξ) cos(λ(x− ξ)) dλ+ i

∫ +∞

−∞
f(ξ) sen(λ(x− ξ)) dλ

]
dξ.

Considerando cos(λ(x−ξ)) e sen(λ(x−ξ)) funções de λ, podemos utilizar as propriedades

de integração imprópria para função par e ı́mpar como segue:∫ +∞

−∞
f(ξ) cos(λ(x− ξ)) dλ = 2

∫ +∞

0

f(ξ) cos(λ(x− ξ)) dλ∫ +∞

−∞
f(ξ) sen(λ(x− ξ)) dλ = 0.

E mudando novamente a ordem de integração conclúımos que:

1

2π

∫ +∞

−∞

[∫ +∞

−∞
f(ξ) cos(λ(x− ξ)) dλ+ i

∫ +∞

−∞
f(ξ) sen(λ(x− ξ)) dλ

]
dξ

=
1

π

∫ ∞
0

∫ +∞

−∞
f(ξ) cos(λ(x− ξ)) dξ dλ.

O teorema a seguir fornece a fórmula para a inversão de transformada de Fourier.

Teorema 2.1.3. Suponha que f e f ′ sejam seccionalmente cont́ınuas em R. Se f é abso-

lutamente integrável em R, então, nos pontos x onde f(x) é cont́ınua:

f(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

eiλxf̂(λ) dλ, (2.2)

onde

f̂(λ) =

∫ ∞
−∞

e−iλξf(ξ) dξ

é a transformada de Fourier de f . Nos pontos x onde f(x) é descont́ınua :

1

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(ξ)eiλ(x−ξ) dξ dλ =

f(x+) + f(x−)

2
.

Demonstração. Pelo lema 2.1.2, temos que

1

2π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

eiλ(x−ξ)f(ξ) dξ dλ = lim
A→∞

1

π

∫ A

0

∫ +∞

−∞
f(ξ) cosλ(x− ξ) dξ dλ.
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Utilizando o teorema 1.1.10 podemos calcular∫ A

0

∫ +∞

−∞
f(ξ) cosλ(x− ξ) dξ dλ =

∫ +∞

−∞
f(ξ)

∫ A

0

cosλ(x− ξ) dλ dξ

=

∫ +∞

−∞
f(ξ)

sen(A(ξ − x))

ξ − x
dξ

=

∫ +∞

−∞
f(t+ x)

sen(At)

t
dt.

Agora vamos mostrar

lim
A→∞

1

π

∫ +∞

−∞
f(t+ x)

sen(At)

t
dt =

1

2
(f(x+) + f(x−))

provando:

lim
A→∞

∫ ∞
0

f(t+ x)
sen(At)

πt
dt =

1

2
f(x+) (2.3)

lim
A→∞

∫ 0

−∞
f(t+ x)

sen(At)

πt
dt =

1

2
f(x−). (2.4)

Demonstremos apenas (2.3), pois (2.4) é análogo. Utilizando o exemplo 1.2.13 podemos

escrever
f(x+)

2
= f(x+)

∫ ∞
0

sen(At)

πt
dt =

1

π

∫ ∞
0

f(x+)
sen(At)

t
dt. (2.5)

Agora, calculemos a diferença da integral em (2.3) com (2.5)

1

π

∫ +∞

0

f(t+ x)
sen(At)

t
dt− 1

π

∫ ∞
0

f(x+)
sen(At)

t
dt (2.6)

=
1

π

∫ ∞
0

f(t+ x)− f(x+)

t
sen(At) dt. (2.7)

Desta forma, para mostrar (2.3) é suficiente mostrar que, quando A→∞

1

π

∫ ∞
0

f(t+ x)− f(x+)

t
sen(At) dt→ 0.

Vamos adotar a notação

Ia,b
.
=

1

π

∫ b

a

f(t+ x)− f(x+)

t
sen(At) dt

e dividir esta integral na seguinte soma

I0,∞ = I0,δ + Iδ,T + IT,∞
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para obter

|I0,∞| ≤ |I0,δ|+ |Iδ,T |+ |IT,∞|.

Seja ε > 0, mostremos que:

1. Para todo A, existe um δ > 0, tal que |I0,δ| <
ε

3
;

2. Para todo A ≥ 1 existe T , tal que |IT,∞| <
ε

3
;

3. Para todo A ≥ 1 temos |Iδ,T | <
ε

3

para concluir que |I0,∞| < ε.

Prova de 1 : Pela definição de derivada lateral existe δ1 > 0 tal que, para t ∈ (0, δ1)∣∣∣∣f(x+ t)− f(x+)

t
− f ′(x+)

∣∣∣∣ < 1

∴

∣∣∣∣f(t+ x)− f(x+)

t

∣∣∣∣ < 1 + |f ′(x+)|.

Tomando δ = min

{
δ1,

πε

3(1 + |f ′(x+)|)

}
e utilizando que | sen(At)| ≤ 1 obtemos

|I0,δ| =
1

π

∣∣∣∣∫ δ

0

f(t+ x)− f(x+)

t
sen(At) dt

∣∣∣∣
≤ 1

π

∫ δ

0

∣∣∣∣f(t+ x)− f(x+)

t

∣∣∣∣ | sen(At)| dt

≤ 1

π

∫ δ

0

∣∣∣∣f(t+ x)− f(x+)

t

∣∣∣∣ dt < δ

π
(1 + |f ′(x+)|).

Conclúımos então que

|I0,δ| <
ε

3
.

Prova de 2 : Considere T > 1. Fazendo a mudança de variável ξ = At, usando a desi-

gualdade
| sen(At)|
|t|

<
1

T
, para t ∈ [T,∞) e chamando M =

∫ ∞
T

|f(x + t)| dt (pois f é

absolutamente integrável), temos

|IT,∞| =

∣∣∣∣ 1π
∫ ∞
T

f(x+ t)
sen(At)

t
dt− 1

π
f(x+)

∫ ∞
T

sen(At)

t
dt

∣∣∣∣
≤ 1

π

∣∣∣∣∫ ∞
T

f(x+ t)
sen(At)

t
dt

∣∣∣∣+
1

π

∣∣∣∣f(x+)

∫ ∞
T

sen(At)

t
dt

∣∣∣∣
≤ 1

π

∫ ∞
T

|f(x+ t)|
∣∣∣∣sen(At)

t

∣∣∣∣ dt+
1

π

∣∣f(x+)
∣∣ ∣∣∣∣∫ ∞

AT

sen(ξ)

ξ
dξ

∣∣∣∣
≤ M

πT
+

1

π
|f(x+)|

∣∣∣∣∫ ∞
AT

sen ξ

ξ
dξ

∣∣∣∣ .
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Como a segunda integral da última expressão é convergente, pois pelo exemplo 1.2.13∫ ∞
0

sen ξ

ξ
dξ =

π

2
e lim
ξ→∞

sen(ξ)

ξ
= 0, basta considerar T >

6M

πε
tal que

∣∣∣∣∫ ∞
AT

sen(ξ)

ξ
dξ

∣∣∣∣ <
πε

6|f(x+)|
, concluindo assim que

|IT,∞| <
ε

6
+
ε

6
=
ε

3
.

Prova de 3 : Pelas hipóteses do teorema, podemos concluir que
f(t+ x)− f(x+)

t
é sec-

cionalmente cont́ınua para todo x ∈ [δ, T ], onde, de acordo com o lemma de Riemann-

Lebesgue 2.1.1 a integral Iδ,T tende a zero quando A→∞. Logo

|Iδ,T | <
ε

3
.

2.2 Fórmula de Inversão da Transformada de Laplace

Nessa seção exibiremos e provaremos a fórmula de inversão para a transformada

de Laplace. É com base nela que os diversos livros de cálculo diferencial e integral cons-

troem as famosas tabelas de transformadas inversas, tão úteis na resolução de equações

diferenciais.

Como utilizaremos a fórmula de inversão da transformada de Fourier para tal

fim, consideraremos uma extensão das funções Laplace-transformáveis, ou seja, para uma

função cont́ınua f em [0,∞) e de ordem exponencial α, colocaremos f(t) = 0 para t < 0.

Assim para s = x+ iy,

L{f(t)} = F (s) =

∫ ∞
0

e−stf (t) dt =

∫ ∞
−∞

e−iyt(e−xtf (t)) dt = F (x, y).

Nesta forma, F (x, y) representa a transformada de Fourier da função g(t) = e−xtf(t).

Finalmente, estamos aptos a enunciar o teorema de inversão da transformada de Laplace,

conhecida também como Fórmula de Bromwich (Mellin-Fourier).

Teorema 2.2.1. Suponha que f seja uma função cont́ınua em [0,∞), com f(t) = 0, t < 0,

e de ordem exponencial α. Se f ′ é seccionalmente cont́ınua em [0,∞), então

f(t) =
1

2πi

∫ x+i∞

x−i∞
etsF (s) ds

.
= lim

y→∞

1

2πi

∫ x+iy

x−iy
etsF (s) ds = L−1{F (s)}.

Demonstração. Como f é cont́ınua em [0,∞), f(t) = 0 para t < 0, e f tem ordem
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exponencial α, então pelo Teorema 1.2.9, L{f(t)} converge absolutamente, isto é,∫ ∞
0

|e−stf(t)| dt =

∫ ∞
−∞

e−xt|f(t)| dt <∞, Re(s) = x > α.

Isto garante que g(t) = e−xtf(t) é absolutamente integrável em R. Sendo assim, podemos

utilizar o teorema 2.1.3, aplicado à função cont́ınua g(t), obtendo

g(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
eiytF (x, y) dy.

Desta forma, temos a seguinte representação para f ,

f(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
exteiytF (x, y) dy.

Transformando a fórmula anterior para a variável s = x + iy, temos que dy = (1/i) ds e

então, f é dada por:

f(t) =
1

2πi

∫ x+i∞

x−i∞
etsF (s) ds = lim

y→∞

1

2πi

∫ x+iy

x−iy
etsF (s) ds.

Observação 2.2.2. Na fórmula de Bromwich, a integração é dada sobre a linha vertical

x = Re(s) > α, chamada na literatura de linha de Bromwich.

Podemos calcular a integral acima utilizando os métodos de integração de contor-

nos vistos em qualquer curso de funções anaĺıticas. Assim, seja CR a semicircunferência de

raio R centrado na origem de extremidades A e E. Com base nele, considere o contorno

de Bromwich ΓR = ABCDEA conforme a figura abaixo:

Figura 2.1: Contorno de Bromwich
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Então para s ∈ ΓR temos

1

2πi

∫
ΓR

etsF (s) ds =
1

2πi

∫
CR

etsF (s) ds+
1

2πi

∫
EA

etsF (s) ds. (2.8)

Como F (s) é anaĺıtica para Re(s) = x > α, todas as singularidades de F (s)

devem estar a esquerda da linha de Bromwich. Assim, tomando R > 0 suficientemente

grande, de forma a englobar todas as singularidades de F (s), podemos utilizar o teorema

dos reśıduos no lado esquerdo da igualdade (2.8), obtendo

n∑
k=1

Res (zk) =
1

2πi

∫
CR

etsF (s) ds+
1

2πi

∫ x+iy

x−iy
etsF (s) ds, (2.9)

onde Res(zk) são os reśıduos da função etsF (s) em s = zk.

A seguir veremos um lema que permitirá reescrever a equação (2.9) de maneira

mais simples.

Lema 2.2.3. Seja s pertencente a CR. Se existe p > 0 tal que F (s) satisfaz

|F (s)| ≤ M

|s|p
,

para todo R > 0, então

lim
R→∞

∫
CR

etsF (s) ds = 0.

Demonstração. Dado s ∈ CR, temos que s = Reiθ e |ets| = etR cos(θ). Por hipótese, existe

p > 0 tal que |F (s)| ≤ M

Rp
para todo R. Portanto, na semicircunferência BCD,

∣∣∣∣∫
BCD

estF (s) ds

∣∣∣∣ ≤ ∫
BCD

|est||F (s)| |ds| ≤ M

Rp−1

∫ 3π
2

π
2

eRt cos θ dθ.

Fazendo θ = ϕ+
π

2
resulta em

∣∣∣∣∫
BCD

estF (s) ds

∣∣∣∣ ≤ M

Rp−1

∫ π

0

e−Rt senϕ dϕ =
2M

Rp−1

∫ π
2

0

e−Rt sen(ϕ) dϕ,

sendo a última igualdade consequência de sen(ϕ) ser simétrica em
π

2
para 0 ≤ ϕ ≤ π.

Para encontrar um limite superior para esta última integral, note que para ϕ ∈
[
0,
π

2

]
sen(ϕ) <

2

π
ϕ, isto é, para ϕ ∈

[
0,
π

2

]
temos que o gráfico da função g(ϕ) = sen(ϕ) está

acima da função h(ϕ) =
2

π
ϕ, então, como a exponencial é uma função crescente, temos

25
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que ∣∣∣∣∫
BCD

etsF (s) ds

∣∣∣∣ ≤ 2M

Rp−1

∫ π
2

0

e−
2Rtϕ
π dϕ

= − 2M

Rr−1

π

2Rt

[
e−

2Rtϕ
π

]π
2

0

=
Mπ

Rpt
(1− e−Rt)→ 0 quando R→∞

Sobre o arco AB, temos que, para todo t > 0 |ets| ≤ etx = c e o comprimento do arco AB,

`(AB) fica limitado entre o eixo vertical e a linha de Bromwich quando R→∞, assim∣∣∣∣∫
AB

etsF (s) ds

∣∣∣∣ ≤ cM`(AB)

Rp
→ 0 quando R→∞.

Analogamente, ∣∣∣∣∫
DE

etsF (s) ds

∣∣∣∣→ 0 quando R→∞.

Por fim, chegamos a conclusão:

lim
R→∞

∫
CR

etsF (s) ds = 0.

Com o aux́ılio do lema 2.2.3 podemos provar um teorema que simplifica a fórmula

de Bromwich para uma versão com reśıduos. Doravante, iremos assumir que F (s) =

L{f(t)} admite uma quantidade finita de singularidades no conjunto (−∞, α]× R ⊆ C.

Teorema 2.2.4. Suponha que f seja cont́ınua em [0,∞) com f(t) = 0, t < 0, e de

ordem exponencial α. Se f ′ é seccionalmente cont́ınua em [0,∞) e F (s) = L{f(t)}, para

Re(s) = x > α, satisfaz a condição de crescimento

|F (s)| ≤ M

|s|p
, p > 0,

para todo |s| suficientemente grande e algum p, então

f(t) =
1

2πi

∫ x+i∞

x−i∞
etsF (s) ds

.
= lim

y→∞

1

2πi

∫ x+iy

x−iy
etsF (s) ds =

n∑
k=1

Res(zk),

onde Res(zk) é o reśıduo da função etsF (s) no ponto s = zk.

Demonstração. Basta utilizar o lema 2.2.3 junto com a fórmula 2.9 para chegar no resul-

tado acima.

Exemplo 2.2.5. Vamos calcular a transformada inversa de F (s) =
a

s2 + a2
, a ∈ R.
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Solução.

F (s) =
a

s2 + a2
=

a

(s+ ai)(s− ai)
etsF (s) = ets

a

(s+ ai)(s− ai)
.

Assim, etsF (s) tem pólo simples em z1 = ai e z2 = −ai, então

Res(z1) = Res(ai) = lim
s→ai

(s− ai)ets a

(s+ ai)(s− ai)
=
eait

2i

Res(z2) = Res(−ai) = lim
s→−ai

(s+ ai)ets
a

(s+ ai)(s− ai)
= −e

−ait

2i

Pelo teorema 2.2.4

f(t) =
1

2πi

∫ x+i∞

x−i∞
etsF (s) ds =

n∑
k=1

Res(zk),

portanto,

f(t) = Res(z1) + Res(z2) =
eait

2i
− e−ait

2i
=
eait − e−ait

2i
= sen(at).

�

Podemos então constatar que, de fato, a transformada inversa de F (s) =
a

s2 + a2

é f(t) = sen(at), como esperado, conforme 1.2.5, enfatizando a utilidade da fórmula

de Bromwich, uma vez que pode ser calculada utilizando a teoria dos reśıduos, muito

útil no estudo das funções anaĺıticas. Assim como o exemplo anterior, estes exemplos

relativamente simples vão preenchendo as famosas tabelas de transformadas de Laplace,

muito utilizadas nos cursos de cálculo e constrúıdas com base nos conceitos trabalhados

na presente dissertação.

Exemplo 2.2.6. Calculemos L−1

{
1

s(s− a)

}
.

Solução. Primeiramente, note que |F (s)| ≤ 2/|s|2 quando |s| ≥ 2|a|. Como etsF (s) tem

pólo simples em s = 0 e s = a, então calculando os reśıduos

Res(0) = lim
s→0

setsF (s) = lim
s→0

ets

s− a
= −1

a
,

Res(a) = lim
s→a

(s− a)etsF (s) = lim
s→a

ets

s
=
eat

a
.
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temos então

f(t) =
1

a
(eat − 1).

�
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