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EPIGRAFE

Nem ¢ o método ou natureza da comunicacao importante somente para o uso do conhe-
cimento, como o ¢ igualmente para o progresso deste: pois, como o esfor¢o ¢ a vida de
um homem s6 ndo bastam para alcangar a perfeicdo do conhecimento, ¢ a sabedoria da

Comunicagdo que inspira o acerto na continuagdo ¢ no avango. (Bacon, 2006 p. 209).

Francis Bacon (1561-1626): Bacon, F. (1605) O Progresso do Conhecimento, Livro
segundo sobre a proficiéncia e o progresso do conhecimento divino e humano, 403-

XVII-2, Tradutor: Raul Fiker, Editora UNESP, 2006, p.209).
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PREFACIO

Fluidos em escoamento tém sido descritos com a Fisica Matematica ha séculos, ainda que esta
definicdo seja recente. Independentemente das defini¢des, a historia faz-se pelas agdes, e essas
se utilizaram do que se denomina agora como Fisica Matematica. Assim, quando veio a exis-
téncia, este livro também se tornou parte de tal histéria. Em uma apresentagdo menos ampla,
trata-se de uma obra que congrega Mecanica dos Fluidos, Hidraulica e Calculo Numérico com
um elo que produziu o seu titulo, a saber, o computador. Nesta acepg¢ao, o substantivo nao inclui
réguas de calculo, calculadoras, dbacos ou graficos, na sua representacao fisica tradicional, por
exemplo. Os métodos computacionais reunidos aqui a Hidraulica sdo planilhas eletronicas e
codigos interpretados e processados em computadores eletronicos modernos.

Os escoamentos tém sido descritos com o rigor matematico e da fisica newtoniana desde
os trabalhos de Newton, Bernoulli, Euler, Lagrange, Navier, Cauchy, Saint-Venant, Poisson,
Stokes e outros nomes vivos na memoria do engenheiro moderno que voltou os seus olhos
para as paginas de obras de Mecanica do Continuo, Mecanica dos Fluidos, Fenomenos de
Trans-porte e Hidraulica. O emprego dos recursos computacionais “classicos” ou “tradicio-
nais” ja mencionados, como os dbacos, réguas de calculo, graficos, tabelas, entre outros, foram
indispensaveis devido a natureza das equagdes que modelam escoamentos. E muito ilustrativa,
por exemplo, a existéncia de um vertedor de parede delgada cuja area de descarga possui uma
forma que implica em uma lei de descarga linear, conhecido como vertedor Sutro. Trata-se,
portanto, de um vertedor de facil uso para a realizagdo de previsdes naqueles tempos mais
remotos, quando as calculadoras ndo estavam a mao e as medi¢des de vazao eram, como ainda
sdo, urgentes. Parte dos recursos de célculo citados estd em desuso, tendo sido sobrepujados por
computadores com capacidade de armazenamento e processamento que se pode adjetivar de
“incomparaveis” aos anteriores. Nesse contexto atual, as maquinas realizam os calculos através
de softwares adequados, gratuitos ou nao, em diferentes niveis de complexidade e formas apre-
sentados aos usuarios. Este livro, entretanto, ndo tem o objetivo de ensinar sobre o uso de sof-
wares gratuitos ou pagos, embora o leitor tangencie esse universo ao estudar alguns exercicios
aqui propostos. Note-se que nesta obra ndo sdo colocados co6digos ou planilhas em anexos; ao
contrario, eles constituem parte do texto como 6rgaos vitais ao bom entendimento do tema.
Esta ideia foi engendrada para que o estudante nao os utilize como itens secundarios. Trata-se
de uma obra que expde as linhas de comando e planilhas ao longo de sua estrutura, junto
a teoria do problema proposto e a conversas descomplicadas que conduzem ao aprendizado.
Quem Ié ¢ chamado a percorrer uma “estrada” pavimentada com o que se denomina ensino,
sendo entdo conduzido a “paradas” de tempos em tempos (exercicios ou convites a reflexao)
para que se experimente o aprendizado. O livro foi escrito para os nossos alunos e para todos
os que desejam aprender. H4 aqui o convite para a solugdo computacional de problemas com a
leitura de codigos elaborados pelos autores. Entretanto, espera-se também que a visao critica do
leitor seja capaz de modificar e aperfeigoar os codigos e as planilhas apresentados, crescendo
ele proprio com a evolugdo da leitura e assumindo um aprendizado livre de antolhos, as vezes
colocados pela repeticao literaria. A partir do texto propor-se a ir além dele, engenhar solugdes
para problemas além da presente abordagem, este seria o ideal do processo ensino/aprendizado
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aqui seguido. Esse ponto de vista também expde uma das partes essenciais da atividade a qual
o leitor se sujeita, que € o calculo em si, efetuado com linguagem de alto nivel interpretada por
compiladores. Espera-se que a leitura do presente texto abra as janelas, desconstrua os botdes
e formas amigaveis que devem funcionar corretamente nas interfaces homem-maquina, mas
que privam o estudante da anatomia dos programas. Essa ideia nos parece boa. Sim; queremos
crer que esta seja uma conjectura verossimil: que o estudo deste livro produzirda mudangas
substanciais em estudantes de engenharia, matematica, fisica e areas relacionadas, eliminando
o salto em direc¢do a programas prontos (no sentido desses programas serem usados sem serem
entendidos). Pragmatismo e positivismo integram estes prolegdmenos. Hidraulica ¢ um ramo
cientifico que estuda o comportamento da dgua. Atualmente a 4gua tem sido reconhecida como
um bem efémero ou escasso, sendo que o seu uso otimizado passa pelo conhecimento dos cél-
culos para a sua correta distribui¢do e armazenamento. A Engenharia estd ligada a Hidraulica
nas seguintes disciplinas e aplicagdes: (1) Instalacdes prediais para o transporte de adgua fria,
agua quente, esgoto sanitario e aguas pluviais; (2) Sistemas hidraulicos urbanos para abastecer
prédios e industrias com agua potavel, para coletar as 4guas servidas (o esgoto doméstico € o
esgoto industrial), para escoar as aguas da chuva de forma adequada ao meio ambiente e ao
funcionamento da cidade; (3) Construg¢do de barragens, onde sdo necessarias estruturas hidrau-
licas para o aproveitamento hidroelétrico, e estruturas de condugao e dissipagao de energia para
que os excessos de agua sejam devolvidos sem provocar erosoes; (4) Sistemas de irrigagao
para agricultura, com o dimensionamento de aspersores, gotejadores, canais para irrigacao
por sulcos e faixas, entre outros. Esses sdo apenas alguns exemplos que ajudam a localizar o
assunto do livro, no contexto geral da importancia da 4gua nas atividades atuais da civilizagao
humana. Como ja mencionado, essa caracteristica “atual” também envolve a ferramenta de cal-
culo dos escoamentos: o computador. Assim, o assunto do livro € resumido com a apresenta¢ao
do titulo. Enfatizando de uma ultima forma mais resumida, pode-se dizer que o estudo apli-
cado da Hidraulica relaciona-se com matérias mais conceituais das ciéncias, como a “Mecanica
dos Fluidos”, os “Fendmenos de Transporte” e a “Matematica”. A solugdo de problemas leva
a equagdes de diferentes tipos (algébricas, diferenciais ordindrias, diferenciais parciais e/ou
sistemas de equagdes com essas caracteristicas), sendo as solugdes ditas numéricas aquelas
mais requisitadas. Justamente essas solu¢des fazem uso do computador, sendo exaustivamente
exploradas aqui.

André Luiz Andrade Simdes
Harry Edmar Schulz
Rodrigo de Melo Porto

Salvador, 12/8/2016
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CAPITULO 1

CONDUTOS FORCADOS:
ESCOAMENTO INCOMPRESSIVEL E EM RE-
GIME PERMANENTE

die wir in ber Folge Reibungs:

. fe@en: h,=g.—;—.;—;. und

mgé3abl, die wir dbenm Reibungs-

Trecho do livro do professor Julius Weisbach (WEISBACH, 1845, p.529). Observe que a letra grega zeta (C) é o
fator de cisalhamento de Darcy-Weisbach (fator de “atrito™), hoje representado por “f”; I/d é o adimensional
comprimento do conduto sobre didmetro interno; o termo restante € a carga cinética.

Esta é a equacdo de Darcy e Weisbach.
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Equac0es e conceitos basicos

Os escoamentos em condutos forgados ou sob pressdo sdo caracterizados por preenche-
rem plenamente a se¢do transversal do conduto e por ocorrerem submetidos a pressdes diferen-
tes da pressdo atmosférica. Em geral, tais presses sdo maiores que a atmosférica. Em pontos
altos de adutoras e outros sistemas, as pressdes podem assumir valores iguais ou menores que
a pressdo atmosférica. Em oposi¢do, o escoamento em superficie livre é aquele que possui uma
superficie em contato com um gas, normalmente o ar, estando, desse modo, livre para sofrer
deformacdes. A maior parte dos problemas de hidraulica envolve a superficie livre em contato
com a pressao atmosférica, como em escoamentos nos canais abertos, rios, condutos para trans-
porte de esgoto sanitério e dguas pluviais. A representacao fisica-matematica dos escoamentos
em condutos forcados € realizada com equac6es originadas das leis fisicas basicas e equacbes
e dados de origem experimental. A hipdtese de incompressibilidade representa adequadamente
a maior parte dos problemas. Nesse contexto, os principios basicos da fisica necessarios a cons-
trucdo de modelos matematicos para a solu¢do de escoamentos em condutos for¢ados, sdo:
Conservacdo de Massa; 12 Lei da Termodindmica; 22 Lei de Newton. A andlise dimensional
também participa da histéria das equagdes fundamentais da hidraulica de condutos sob presséo,
resultando em uma relevante formulacdo matematica para o calculo da energia dissipada ou
“perda de carga”. Finalmente, equacdes constitutivas, a experiéncia e a Mecénica dos Fluidos

estatistica fornecem conclusdes necessarias ao fechamento do sistema de equacdes.

O principio de conservacao de massa em sua forma integral, quando aplicado a um vo-
lume de controle com uma entrada e uma saida, para condi¢do de escoamento incompressivel,
permite concluir que a vazao afluente deve ser igual a vazédo efluente. Se o volume de controle
possuir “Ne” entradas e “Ns” saidas, a conclusao sera semelhante, isto €, a soma das vaz0es de

entrada sera igual & soma das vazdes de saida. Matematicamente, escreve-se:
Ne Ns

2Q=20 (1)
i=1 j=1

A 1?2 Lei da Termodinamica, quando aplicada a um volume de controle com uma entrada
e uma saida, com ou sem maquina hidraulica (bomba ou turbina), para regime permanente e
escoamento incompressivel, resulta na conhecida equacao da energia. Esse modelo matematico,
apresentado a seguir como equacao, 2, possui alguns termos semelhantes aos que compdem a
equacdo de Bernoulli (Daniel Bernoulli). Por essa razdo, as vezes ¢ chamada de equacéo de

Bernoulli (equacgdo 3). Entretanto, deve-se notar que a equacgdo de Bernoulli é deduzida com a
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2% Lei de Newton e ndo possibilita modelar a existéncia de uma bomba ou turbina, assim como

a energia dissipada ou perda de carga.

2\ 2
21+&+alv—l+£=zz+p—2+azv—2+AH (2)
i 29 mg Y 29
2 2
Zl+&+v—1222+&+v—2 (3)
v 29 v 29

Se o0 escoamento for uniforme ao longo do conduto, os coeficientes de Coriolis serdo
iguais, isto &, a1 = o2 = a (0s simbolos empregados tém as suas defini¢des na lista apresentada
ao final deste capitulo). Sendo assim, a 22 lei de Newton aplicada a um volume de controle com
uma entrada e uma saida permite concluir sobre a existéncia de uma relagdo linear entre perda

de carga e comprimento do conduto, L. A rela¢do obtida € vista na equacao 4a ou 4b.

L

hf—TRh (4a)
47, L

hy =—2—

-ter (4b)

Prosseguindo com esta breve introducgdo sobre os modelos matemaéticos essenciais para
condutos forgados, o leitor deve recordar o conhecido equacionamento de Darcy e Weisbach
(equacdo 5) para a perda de carga distribuida. Essa importante equacdo é deduzida com o teo-
rema de Vaschy-Buckingham ou teorema dos ITs, teorema basico da analise dimensional. Em
certo estagio de sua deducdo, a relacao linear entre a perda de carga e L/D é necesséria, 0 que
revela de modo interessante a Gtil contribuicdo da 22 Lei de Newton representada pelo resultado
acima, isto é, a equacao 4.

L V2

=155 5)

die wir in ber Folge Neibungs:
I v

fegen: h, = g.-d—. -2—9, und

mgézabl, die wir den Reibungs:

Figura 1 — Trecho do livro do Professor Julius Weisbach.
Fonte: Weisbach (1845, p. 529)

Um fenémeno fisico descrito com auxilio de grandezas dimensionais pode ser descrito

com numeros adimensionais (numeros puros). Como consequéncias da substituicdo de varia-
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veis dimensionais por nimeros puros, observa-se que: O nimero de graus de liberdade é redu-
zido; os resultados expressos em termos adimensionais independem de sistemas de unidades.
Com esses dois aspectos positivos, menciona-se também que a analise dimensional ndo resolve
plenamente o problema do célculo da perda de carga, restando a funcéo “fator de cisalhamento”
ou “fator de atrito” a ser determinada. Como indicado na equacdo 6, o fator de cisalhamento,
para 0 caso mais geral, pode depender da rugosidade relativa e do numero de Reynolds.

f =f(Re,e/D) (6)

A relacdo entre tensdo e deformacéo para um fluido newtoniano, como a agua, em con-
junto com a 22 lei de Newton escrita em sua forma conhecida como equagdo de Cauchy, tem
como resultado a equacdo de Navier-Stokes. Uma solucdo particular dessa equacdo, valida para
escoamento laminar, permanente e plenamente desenvolvido, em tubos, tem como resultado a
equacdo 7. Empregando a Lei de Newton da viscosidade e a 2 Lei de Newton ao mesmo pro-
blema, o leitor também deduzird a equacao 7. Esse segundo caminho é equivalente ao primeiro
porque a Lei de Newton da viscosidade é parte da relacdo entre tenséo e deformacao para um
fluido newtoniano.

64

A equacdo 7 € valida para escoamento com estrutura interna laminar, condigdo identifi-
cada com auxilio do nimero de Reynolds, sendo Re < 2300 um valor pratico empregado em
Mecanica dos Fluidos e Hidraulica. Destaca-se também que o0 nimero 64 esta vinculado a secéo
transversal circular do tubo. Para Re entre 2300 e 4000 (valores de referéncia) ocorre a transi¢cdo
a turbuléncia e o fator de cisalhamento ndo ¢ caracterizado. Se Re > 4000, o escoamento passa
a ser turbulento. Esta condicdo exige resultados de estudos experimentais para o calculo de f e,
ao longo da historia, destacam-se os trabalhos de Ludwig Prandtl e de seus alunos, Blasius,

Karman e Nikkuradse (Figura 2).

Ludwig Prandtl (1875- Theodore von Karman Paul Richard Heinrich Nikuradse, em torno de

1953), em 1937. Enge- (1881-1963). Fisico hliingaro Blasius (1883-1970), em 1925, Gottingen. Enge-

nheiro aleméo. Fonte: DLR-  Fonte: California Institute of ~ 1962. Engenheiro alemao. nheiro e fisico alemao.
Archiv Gottingen. Technology, Pasadena. Fonte: Hager (2003). Fonte: Hager e Liiv (2008).

Figura 2 — Prandtl e seus alunos
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No interior da camada limite turbulenta, nas proximidades da parede, um “namero de
Reynolds local” pode ndo ser muito elevado ja que as velocidades ali séo baixas (vale recordar
0 principio da aderéncia). Sendo assim, se essa regido com baixo nimero de Reynolds apresen-
tar espessura superior a altura dos elementos que compdem a rugosidade da superficie havera
uma subcamada laminar, isto é, uma regido de escoamento laminar no interior da camada limite
turbulenta. Sugere-se que o leitor veja uma fotografia da referida regido laminar no livro de
Van Dyke (1982, p. 93). A existéncia da subcamada laminar caracteriza escoamentos conheci-
dos como hidraulicamente lisos, para os quais f = f(Re), apenas. Para uma mesma superficie
rugosa, 0 aumento no numero de Reynolds implica reducao da espessura da subcamada laminar.
Como consequéncia, para elevados nimeros de Reynolds, o escoamento sera plenamente tur-
bulento e f = f(e/D), apenas. Os estudos dos cientistas da Figura 2 contém formulagdes para o
fator de resisténcia, validas para essas duas condic¢des. O trabalho de Nikuradse também expds
a existéncia de uma condicao intermediaria e, como pode ser visto na Figura 3, tal condicéo €
aquela em que f = f(Re, &/D). Em 1938 Colebrook reuniu os equacionamentos desses autores
em uma formulacéo (equacao 8) que ficou conhecida como equacdo de Colebrook e que pode

ser reduzida as férmulas originais para as condicdes limite Re— ¢ /D—0.
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Figura 3 - “Harpa de Nikuradse” ( Porto, 2006, p. 37). Nesta figura, A = f, e = k e r=D/2.
Fonte: Nikuradse (1933)
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A forma da equacéo de Colebrook, implicita para o calculo de f, requer o uso de métodos
numericos iterativos. Essa dificuldade motivou o desenvolvimento de &bacos, tabelas e formu-
lacdes explicitas. O Professor Hunter Rouse (1943) propds um interessante grafico para a solu-
¢do de problemas. A sua forma lembra o de Nikuradse (Figura 3). Em 1944, Lewis F. Moody
(1944) publicou também um gréafico comparavel ao de Nikuradse. A construcéo dos diagramas
de Rouse e Moody envolve as equagdes 7 (f = 64/Re) e a equacdo de Colebrook. Entre as
equacOes propostas apos a publicacdo de Colebrook, pode-se encontrar modelos validos esco-
amentos turbulentos limitados a intervalos de Re e /D, e modelos que representam o escoa-
mento laminar e o escoamento turbulento sem as mesmas restri¢coes. As equacdes 9 a 14 ilus-
tram parte dessa historia, seguindo a cronologia das publicacGes. As equagdes, 10, 12, 13 e 14
representam o diagrama de Moody, incluindo o escoamento laminar. Formulagdes com essa
caracteristica geral sdo interessantes também para elaboracdo de c6digos computacionais. Neste
livro, a equacédo adotada para a solucdo dos problemas é a equacéo 14. Ela possui uma forma
mais simples em relacdo as demais equagdes gerais e precisdo razoavel quando comparada a

equacéo de Colebrook, como ilustrado na Figura 4.

Swamee e Jain (1976):

f= 025 , validade{

lo € + 5,74 2
g 37D Re%?°

Churchill (1977):

108 <e/D<107? (9)
5.10% <Re <10°®

1/12
g\ 1
f=8 —_— +—3/2
Re (A+B)

16

(10)

A =12,457In 1 : B:(

0,9
(7) + 0,27(8j
Re D
Haaland (1983):

%:_1,8|og[[&%f”+% 11)

Chue (1984):

37530 \'°
Re
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f= ¥2|og(1—(p)—(JR7’16> +o|(7/Re)*? +s/(3,7D)]}72

Re— 3057,2516)}_1

=|1+exp(-
i [ P 557 52765

Pereira e Almeida (1986):

fo {— 2log(1— ) VR 1 of6.9/Re+ [¢/(37 D)]lvll]o’g}

Re— 3060,6974)}1

=|1+exp(-
® { P 250,9080

Swamee (1993):

8
f= ﬂ +9,5 In & + 574
Re 37D Re®?°

0,080

0,008

4,E+03

(2]

-16

(12)

(13)

0,125

(14)

s

\

:
4E+04

t t t
4,E+05 4,E+06 4,E+07

Re

Figura 4 — Equacéo de Swamee (linha) e de Colebrook (ponto)
(¢/D = 0,00001, 0,0001, 0,0004, 0,001, 0,01 e 0,05)

O problema de determinacéo da perda de carga distribuida esta resolvido para escoamen-

tos em tubos, como exposto na sintese anterior. Nesse contexto, resta formular a dissipagdo de

energia que ocorre devido a mudanca de forma do conduto com uso de acessorios (curvas,

valvulas, etc.). Essa dissipacdo de energia ocorre em trechos relativamente curtos, sendo deno-

minada “perda de carga localizada”. O uso da analise dimensional, neste caso, conduz a equacéo

15. O fator K é, para o caso mais geral, uma funcdo do nimero de Reynolds e da forma do

conduto ou do acessorio (curvas de 90°, 45°, valvulas em diferentes condi¢des de abertura, por

exemplo). Os valores constantes de K para cada acessorio devem corresponder a elevados nu-

meros de Reynolds, condicdo que leva a independéncia entre K e Re (PORTO, 2006, p. 71;

WHITE, 2002).

2
29

(15)
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Problema 1. Dois reservatorios interligados por uma tubulacéo

Imagine, com auxilio da Figura 5, dois reservatdrios com niveis constantes interligados por uma
tubulacéo de didmetro interno D e comprimento total L. O material da tubulacéo é ferro fundido
e possui rugosidade € que pode mudar com o envelhecimento do conduto. Se ha um desnivel
entre as superficies livres da agua nos reservatorios, isto é, z1 - z2 > 0, entdo acontecera escoa-
mento no conduto. Considere também os seguintes acessorios: (1) Passagem de reservatorio
para tubulacdo, K = 0,8; (2) Duas curvas de 90° K =0,9; (3) Duas curvas de 45° K =0,2; (4)
Duas valvulas abertas, K = 5,0; (5) Saida da tubulacdo, K = 1,0. Com essas informacdes, 0

objetivo deste problema é realizar as analises propostas a seguir.

4
A
S

Z;
=
== __]

Figura 5 — Desenho esquematico do problema 1
Problema 1.1 — Modelo Matematico.

Simplifique a equacao da energia para este problema e escreva o sistema de equacgdes que re-

presenta este problema.
Solugéao

Observe que o problema nao contém bombas ou turbinas. Sendo assim, o liquido ndo recebe ou
cede trabalho ou poténcia através de uma maquina, isto €, Ws = 0. Escolhendo um volume de
controle com extremidades nas superficies livres, escreve-se: p1 = p2 = pam € V1 =V2=0. Com

essas consideracdes, conclui-se que a equacao 2, reescrita a seguir,

VW, V7
zl+&+oc1—1+,—5=z2 +p—2+(x2—2+AH :
Y 29 mg Y

assume a seguinte forma:

2,=1,+AH . Empregando a equacdo de Darcy-Weisbach e a equacdo que modela as perdas

localizadas, a energia dissipada ou perda de carga total, AH, sera calculada com a soma de todas

as partes dessa dissipacdo total.
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z,=2,+f——+ K)—
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Finalmente, com a equacdo 14 e a definicdo do numero de Reynolds, pode-se escrever o sistema

de equac0es fechado.

1670425

8 6
¢ 1(84)  geliof 5, 574 ) (2500 |
Re 37D Re?? Re

Para pensar.

A relacdo linear entre a perda de carga distribuida, hr, e L/D existe para a condigdo de
escoamento completamente desenvolvido. Essa condicdo de equilibrio deve ocorrer para
todo o comprimento do conduto, L do conduto entre os dois reservatérios?

Problema 1.2 — Célculo da vazéo.

Com os dados apresentados a seguir, calcule a vazao empregando o software Excel® e o recurso

numeérico “Solver”.

Tabela 1 — Dados do problema 1.2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
7 2 L € D g \Y Ke Ks Ky Kggo Kso
[m] [m] [m] [m] [m] [mVs?] [m?/s] | entrada | saida [2 vAlwulas| 2 curvas | 2 curvas
60 45 1200 [0,00025| 01 9,8 1,0E-06 0,8 1 5 0,9 0,2
Solugéao

O problema proposto estabelece o software a ser empregado assim como 0 método computaci-
onal, o solver. Trata-se de uma planilha eletrdnica amplamente empregada para realiza¢éo de
calculos em diversas areas, dentre as quais estdo a Hidraulica e a Mecanica dos Fluidos. Com
0 intuito de utilizar esse recurso, deve-se identificar uma “funcéo objetivo”. Esta funcdo, apre-

sentada a seguir, é obtida com o equacionamento do problema anterior:

L V2 &
FV)=2, -2, - f——— 2 K)— =0.
M=2,-7, D 29 ( )Zg
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Observe que a equacdo da energia simplificada para este problema foi reescrita para identificar

F(V) =0, que é a funcdo objetivo. A Tabela 2 é uma possivel forma de organizar a solucéo do

problema. Por razdes didaticas, as colunas foram numeradas de 1 a 12. A Tabela 3 apresenta

comentarios sobre esta forma de resolver o problema.

Tabela 2 — Solucéo do problema 1.2

SOLUCAO
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
\Y Re e/D f 2K L/D V2/(29) hy he F(V)=0 Q Q
[m/s] [m] [m] [m] [mfs] | [Lis]
0,938 [9,4E+04| 0,0025 | 0,02666 14 12000 | 0,04492 | 14,37 | 0,6288 | 0,0000 | 0,00737| 7,37
Tabela 3 — Comentarios sobre a solugdo apresentada na Tabela 2 e planilha deste problema

Co- Comentario

luna

1 A velocidade média, V, é inicialmente desconhecida. Observe que Q = VA, portanto, ao calcular V,
a vazdo poderé ser calculada facilmente. Uma semente para V é necessaria. Sugere-se um valor entre
0,5 e 3,0 m/s, valores usuais em hidrulica.

2 Com o valor de V, calcula-se o nimero de Reynolds. V foi digitado inicialmente como uma semente,
isto é, um valor inicial necessario para que os calculos sejam realizados. Portanto, todos os calculos
realizados com esse nimero estardo provavelmente incorretos antes do uso do solver.

3 De um ponto de vista pratico pensando-se na elaboracéo da planilha, o calculo da rugosidade relativa
simplifica a digitagdo da formula para o fator de cisalhamento.

4 Com os valores de Re e /D, pode-se calcular f (foi empregada a equacéo 14).

5 Ao calcular o somatério dos valores de K, observe o nimero de acessorios.

6 L/D simplifica a escrita de hs e € um bom indicador da influéncia relativa das perdas de carga locali-
zadas.

7 O calculo da carga cinética também simplifica a digitacdo das equacfes para as perdas de carga.

8 Nesta célula é calculada a perda de carga distribuida, com a equacdo 5.

9 E empregada a equacio 15, modelo para as perdas localizadas.

10 Nesta célula é digitada a funcdo objetivo, F(V)=0, descrita anteriormente. No é necessario escrever
nesta célula as fung@es originais. Sao empregadas as células anteriores que contém tais fungdes (para
f, hf e hy). Com V = 1,0 m/s, F(V) = -1,9811, indicando que a solugéo ainda n&o foi encontrada. E
neste estagio que o solver passa a ser necessario.

11 Célculo realizado com a definico de vazdo, Q = VA, sendo A = tD%4.

12 Apresentacdo do resultado em litros por segundo, L/s.

Uso do solver

Caro leitor: Estou utilizando agora o Excel® 2010. Outras versdes também possuem o solver,

mas a descricdo do procedimento de uso pode ser um pouco diferente. Verifique se o solver

estd disponivel entre as ferramentas de Analise em Dados (Figura 6a). Se ndo, cliqgue em Ar-

quivo (primeira opgao na parte superior, provavelmente), em seguida, em Op¢0es, Suplementos

e Ir... (botdo localizado na parte inferior da janela). Essas a¢Oes deverdo ativar uma janela.

Marque a opcao Solver e OK. Em maquinas atuais, a instalacdo deve acontecer em poucos

segundos.
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Com o solver instalado, clique novamente em Dados e procure o Solver em Anélise. A aparén-
cia deve ser semelhante a da Figura la. Parte da janela do solver é apresentada na Figura 1b.
Definir objetivo € a primeira acdo necessaria. Escolha a célula que contém F(V) e em seguida
clique em “Valor de”. Com isso vocé estabelece que F(V) deve sera igual a 0. Abaixo, escolha
a Unica célula variavel deste problema, a que contém a velocidade. Finalmente, sem alterar as
configuragdes padréo, clique em resolver. Uma mensagem como “O solver encontrou uma so-
lucdo...” indica que o calculo numérico foi realizado de forma adequada, isto €, que 0 processo
iterativo convergiu para uma raiz de F(\V)=0. Algumas verificacbes simples devem ser realiza-
das, como somar as perdas de carga e conferir com o valor vinculado ao problema (z1 — z»);
observar se F(V) resultou em um valor realmente baixo (&s vezes ha a exibicdo de 0,000 ou de
nimeros muito pequenos); se o valor de f é consistente com o esperado, isto €, um nimero da
ordem de 102, Recomenda-se também resolver o problema com outro método numérico, obje-

tivo do problema 1.2.

Dados Revisdo Exibicdo Suplementos @ _) o P 2B

?Q Solver

(@)

Parametros do Solver &

Definir Objetivo:

Para: () Méx. © Min. @ Valor de: 0

Alterando Células Varidveis:
$B$16 E

(b)

Figura 6 — Uso do solver para solucdo do problema 1

Problema 1.3 — Método iterativo simplificado

Resolva o problema anterior com o método iterativo simplificado descrito a seguir: (1) Isole no
primeiro membro da equacdo da energia a velocidade media presente no calculo das perdas de
carga; (2) utilize a equacéo obtida desta forma como equacéo para as iteracdes, em que V serd
Vi+1 e f, que é funcéo de V, sera calculado na iteragdo i. Deste modo, temos um esquema nu-

mérico explicito.
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Solugédo

Com pouca dificuldade algébrica, a equacéo da energia pode ser reescrita da seguinte maneira:

L V2 V2 Vi, L 29(z, - 2,)
=z, +f—— K)Y— =2, +—| f— Kl.v= =21 ~27
Z,=2,+ b7 +Q )2g 22+2g( D+Z ) /fL_:,_ZK
D

Seguindo o descrito anteriormente, escreve-se: V., =

Parte da solucdo encontrada na planilha deste problema é apresentada a seguir. Observe que a
célula 4 contém os numeros das iteracfes. A célula 5, para iteracdo 1, o “chute”; as células 6 e
7 os valores de Re e f calculados com o “chute”; a célula 8 contém a equagdo anterior e a célula
9 o erro relativo. Em seguida, escreve-se o valor da célula 8 (para i=1) na célula 5 (para i=2).
A partir deste ponto, as células podem ser preenchidas automaticamente. Verifique o funciona-
mento do metodo para outras sementes, como 0,5 m/s, 3,0 m/s ou até mesmo estimativas dis-
tantes da realidade pratica, como 50 m/s (apenas para avaliar a sua capacidade de convergéncia
em funcgéo de “chutes” muito diferentes). Felizmente, a funcdo que define o fator de cisalha-
mento é pouco sensivel a esse numero, conduzindo os calculos rapidamente a valores mais
proximos da realidade. O leitor também deve escolher um critério de parada, 0 que pode ser
feito com o erro relativo ou com a simples observacao dos resultados para V. Observe que a

solugdo e encontrada com trés iteragdes.

Tabela 4 — Parte da planilha desenvolvida para solucdo do Problema 1.3

4 5 6 7 8 9

i Vi Re; f Vi;; | Erro relat.
[mvs] [m/s] [%]

1,000 |1,0E+05(0,026569 | 0,93986 | 6,4E+00
0,93986 | 9,4E+04| 0,02666 | 0,93832| 1,6E-01
0,93832 | 9,4E+04 | 0,026663 | 0,93828 | 4,4E-03
0,93828 | 9,4E+04 | 0,026663 | 0,93827 | 1,2E-04
0,93827 | 9,4E+04 | 0,026663 | 0,93827 | 3,3E-06

G |WIN |-

Problema 1.4 — Discussao

Empregando um dos métodos computacionais descritos anteriormente, calcule a vazao paraum
didmetro duas vezes maior, isto €, D = 200 mm. Discuta a solucdo obtida.

Solugéao
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Com a planilha desenvolvida, o calculo da nova vazao para D = 0,2 m ndo deve demorar mais
que alguns segundos e o valor encontrado é Q = 44,8 L/s, aproximadamente 6,1 vezes o resul-
tado anterior. Observe que as equagdes para o calculo das perdas de carga podem ser escritas
em termos da vazdo, com V = Q/A, como apresentado a sequir:

_ 8KQ?
gTE2D4 .

8fLQ?
gTC2D5

29 29A? 2gn’D*/16 gn’D*’

portanto, h; = e h,
Aumentar o didmetro implica aumentar a vazdo, uma vez que a perda de carga total é z; — z2. A
relagdo entre Q e D envolve poténcias muito altas, condicdo que justifica o resultado encon-

trado.

Problema 1.5 — Calculo da vazao para diferentes diametros: Solucao simultéanea

Desenvolva uma planilha capaz de resolver simultaneamente o problema de célculo da vazéo
para diferentes didmetros, empregando o recurso solver. Apresente, em um gréfico, a relacéo
entre Q [L/s] e D [m].

Solugéao

O emprego do solver para a solucéo deste problema segue o que foi descrito no problema 1.2.
As diferencas principais sdo: (1) O didmetro agora nao é apenas um numero, mas uma lista de
valores, como pode ser visto na Tabela 5; (2) As grandezas calculadas com o didmetro devem
ser calculadas para cada didmetro (ver Tabela 5); (3) A fungéo objetivo continua sendo F(V) =
0 e apenas uma célula deve ser inserida em “Definir Objetivo”, na janela do solver. Pode-se
utilizar a célula do primeiro diametro, por exemplo. A solucdo simultanea sera possivel com o
uso de restricdes disponiveis no solver. Observe, na Figura 7a, 0 espaco abaixo da expressdo
“Sujeito as Restrigdes”. Inicialmente ele deve estar em branco. Clique em Adicionar e sera
exibida uma janela como a da Figura 7b. Em Referéncia de Célula, adicione todas as células
gue contém F(V) = 0 (coluna 11 da Tabela 5). Ao lado, mude o <= para =. Em seguida, digite
0 (zero) na opcdo Restricdo. A aparéncia final devera ser aquela da Figura 7c. Clique em OK e
a restricdo sera exibida como na Figura 7a. Finalmente, clicando em Resolver o solver devera
solucionar o problema em poucos segundos. Possiveis problemas poderdo ser resolvidos com
“chutes” adequados. Neste caso foram empregados valores de V iguais a 1,0 m/s em todas as

células.
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Tabela 5 — Solugdo do problema 1.5: Organizacdo da planilha para uso do solver

SOLUCAO
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
\Y% D Re e/D f 2K L/D V2/(29) hy h, F(V)=0 Q Q
[ms] [m] [m] [m] [m] [mefs] | [Ls]
0,938 0,10 |9,4E+04| 0,0025 | 0,02666 14 12000,0 | 0,04492| 14,37 | 0,6288 | 0,0000 | 0,00737| 7,37
1,204 0,15 |1,8E+05]0,00167| 0,0236 14 8000,0 [0,07396| 13,96 | 1,0355 | 0,0000 | 0,02128| 21,28
1,426 0,20 [2,9E+05]0,00125] 0,02176 14 6000,0 [0,10376| 13,55 | 1,4526 | 0,0000 | 0,0448 | 44,80
1,618 0,25 [4,0E+05]| 0,001 |0,02049 14 4800,0 10,13350| 13,13 | 1,8691 | 0,0000 | 0,0794 | 79,40
1,786 0,30 |[5,4E+05] 0,00083 ] 0,01954 14 4000,0 |0,16276| 12,72 | 2,2787 | 0,0000 | 0,12625| 126,25
1,936 0,35 |6,8E+05) 0,00071 | 0,01879 14 3428,6 |0,19127| 12,32 | 2,6777 | 0,0000 | 0,18628| 186,28
2,071 0,40 |8,3E+05) 0,00063 | 0,01818 14 3000,0 [0,21886| 11,94 | 3,0641 | 0,0000 | 0,26027| 260,27
2,193 0,45 |9,9E+05) 0,00056 | 0,01767 14 2666,7 |0,24547| 11,56 | 3,4366 | 0,0000 | 0,34885| 348,85
2,305 0,50 |1,2E+06| 0,0005 | 0,01723 14 2400,0 [0,27105| 11,21 | 3,7947 | 0,0000 | 0,45256| 452,56
2,407 0,55 |1,3E+06] 0,00045 | 0,01684 14 2181,8 [0,29558| 10,86 | 4,1381 | 0,0000 | 0,57185| 571,85
2,501 0,60 |1,5E+06]0,00042] 0,01651 14 2000,0 {0,31908| 10,53 | 4,4671 | 0,0000 | 0,70708| 707,08
Parametros do Solver 4
i Ol s Ll rAdicionar Restrigdo I_Jdﬁ-
Para: ) Max. ©) min, @ Valor de: o
Alterando Células Varigveis: Referéndia de Célula: Restrigdo:
$8$16:68526 | ] (<= E] =
Sujeito as Restricdes:
=) (o] o]
k A(b)
rAdi:ianar Restrigdo I-B-J
Carregar /Salvar
& Torrar v’é"'“ "’“hm:@ Heoxtras Referénda de Célula: Restrigao:
S m o Sciphs |5 M e & SL516:5L526 =[] =
Método de Solugio
Selecione 0 mecanismo GRG N30 Linear para Problemas do Solver suaves e n3o ineares. Selecione o
RS o e e . e
- (©
[(roove ][ eww ]
(@)
800 (L
700 T+
600 T o
500 +
3 - o
=400 T
r o
300 +
L @)
200 + ®
I o
S —
0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60
D [m]
(d)

Figura 7 — Solucdo do problema 1.5: Relacéo entre Q e D

Problema 1.6 — Envelhecimento do conduto
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Calcule a relagdo entre a vazdo e a rugosidade relativa, para valores de ¢ entre 0,25 mm (ferro
fundido novo) e 5 mm (ferro fundido velho). Realize a analise para D = 100 mm e D = 600 mm
e apresente gréaficos relacionando Q/Qmax € &/D, em que Qmax = Vazdo maxima para um deter-

minado diametro.

Solugéao

Duas planilhas foram elaboradas para solugdo deste problema. A primeira corresponde a D =
100 mm e a segunda a D = 600 mm. O leitor encontrara essas planilhas no arquivo principal do
problema 1. Mais uma vez, o uso da restricdo para F(V) = 0 deve ser empregada com o objetivo
de resolver todas as equacGes ao mesmo tempo. Note que uma coluna foi criada para os dife-
rentes valores de rugosidade absoluta equivalente e outra para o adimensional Q/Qmax. O grafico
a seguir resume os resultados e mostra que a alteracdo da rugosidade do material reduz a vazéo
a valores proximos de 62% da vazéo original (Qmax), para D = 100 mm, e para 74% quando
considerado D = 600 mm. Sobre o tema envelhecimento dos condutos, sugere-se a leitura de
Lencastre (1983, p.123-125).

1,00

U
" ——D=100mm
\ ===D =600 mm
0,90 +14
\
o080 t
o
0,70 +
0,60 —_—
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05
e/D

Figura 8 — Solucéo do problema 1.6

Problema 1.7 — Calculo do diametro

A funcéo objetivo apresentada anteriormente foi escrita em termos da velocidade média, isto €,
F(V) =0 indica que a variavel a ser determinada para atender a restricdo do equacionamento é
V. Com o estudo dos problemas anteriores, ndo havera dificuldade para a determinagéo do di-
ametro, ou da rugosidade ou de qualquer outra grandeza presente na formulagcdo. Sob um ponto
de vista mais geral, a fungéo objetivo pode ser expressa em termos de V, D ou &. Considerando

o calculo do diametro, escreve-se:
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L V2 v?2
FD)=2; -2z, - f——~ E K)—=0.
(D)=2,-1, D 2g (Q_K)
Calcule D para que o sistema hidraulico seja capaz de transportar uma vazao de 90 L/s, com ¢

= 0,50 mm e os demais dados do problema 1.2.
Solugéao

Seguindo procedimentos semelhantes aos descritos anteriormente, foi construida a planilha cor-
respondente a este problema (ver arquivo do Problema 1). O uso do solver deve considerar o
diametro como célula variavel. Apos os célculos, o resultado obtido foi D = 270 mm. Cabe
comentar que os calculos consideram que D € o diametro interno, isto é, o diametro externo
menos duas vezes a espessura da parede do conduto (e duas vezes a espessura do revestimento,

se existir).

Consideragdes finais

As bases dos modelos matematicos resolvidos neste capitulo foram sintetizadas com a exposi-
cdo feita inicialmente. O objetivo principal desta parte do livro foi resolver problemas impor-
tantes de hidraulica com auxilio de recursos computacionais. Sendo assim, detalhes encontrados
apenas com as deducdes dos modelos expostos ndo foram evidenciados. 1sso ndo significa que
eles sdo menos importantes. As deducdes mostram as possibilidades de usos e limitagdes das
equacOes. Sugere-se ao leitor referéncias como Porto (2006) e Schulz (2003), para um exame
minucioso das formulagdes utilizadas. A leitura das péaginas seguintes mostrard construcdes

semelhantes, mas com certa brevidade em topicos ja tratados aqui.

Lista de simbolos
(com indicagéo de unidades de acordo com o Sistema Internacional).

Maiusculas

A = Area da secdo transversal do escoamento, A = D4, [m2].
D = didmetro interno do tubo, [m].

K = fator da perda de carga localizada. Adimensional.

L = Comprimento de um conduto com diametro uniforme, [m].
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Q =vazéo, [m?/s].
Re = NUmero de Reynolds, VD/v. Adimensional.
Rn = Raio hidraulico, [m].
W, = Poténcia mecanica associada a um eixo (bomba ou turbina), [J/s].

V = Velocidade média (media calculada na secéo transversal), [m/s].
Minusculas

h. = perda de carga localizada.

hs = perda de carga distribuida.

f = fator de cisalhamento, fator de resisténcia ou fator de “atrito” de Darcy-Weisbach. Adimen-
sional.

g = aceleracdo devido a gravidade, [m/s?].

m = Descarga (vazdo em massa), [kg/s].

p = presséo, [Pa].

v = velocidade em um ponto do escoamento, [m/s].

z = energia potencial gravitacional por unidade de peso de fluido, em relacdo a um plano de
referéncia. Cota. Carga de posicéo. [m].

Alfabeto grego

o = fator de correcdo da energia cinética ou coeficiente de Coriolis. Adimensional. (Alfa).
& = Rugosidade absoluta equivalente, [m]. (Epsilon).

v = Viscosidade cinematica, [m?/s]. Valor pratico em hidraulica: 10 m2/s. (ni, nu ou niu).
To = tensdo média de cisalhamento sobre o perimetro molhado, [Pa]. (tau).

v = peso especifico, [N/m3]. (gama).
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CAPITULO 2

CONDUTOS FORCADOS:
REDES MALHADAS

Instabilidades em um jato que escoa através de uma torneira residencial. Todos os dias, ao usar esse acessorio,
sdo formadas estruturas tdo interessantes quanto essa. Em geral, elas ndo sdo notadas. A agua foi conduzida atra-
vés de uma rede de tubulagdes, que também ndo € observada na maior parte do tempo.

Fonte: Elaboracdo de André Luiz Simdes .
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Introducéo

Redes de distribuicdo de agua constituem sistemas hidraulicos de tubulagdes mais com-
plexos em relacdo ao problema abordado no capitulo anterior. Este capitulo possui dois objeti-
vos principais: (1) Explorar o software EPANET 2.0 e (2) empregar o software Excel® com o
recurso solver para dimensionamento e verificacdo de redes. Recomenda-se a leitura prévia do
capitulo 6 de Porto (2006), para que o leitor se familiarize com conceitos basicos dos sistemas
de abastecimento de agua, especialmente das redes de distribuigdo de agua.

A formulacéo fisica-matematica para a solucdo de problemas com redes de distribuicéo
de agua é semelhante a do capitulo 1, sendo constituida por: (1) Equacéo da Energia, (2) Equa-
cao de Darcy-Weisbach e (3) Equacéo para o célculo do fator de resisténcia. Uma rede malhada
é formada por anéis ou malhas. Cada anel possui trechos e nos, como indicado no desenho da
Figura 1. Observe que o0 somatorio das vazdes em um no deve ser igual a zero. A mesma ima-
gem indica a linha de energia do escoamento no circuito. Se for atribuido sinal positivo para a
perda de carga em um trecho com escoamento no sentido horario e sinal negativo para a perda
de carga em um trecho com escoamento no sentido anti-horario, a soma das perdas de carga em
um anel deve ser igual a zero. Essas condic¢des basicas ligadas a hidraulica serdo empregadas a

sequir.

Linha de energia

Condutos
(Trechos)

Figura 1 — Anel de uma rede malhada: Definic6es basicas

Método de Hardy Cross

Neste item é descrito um dos mais conhecidos métodos iterativos para a solugédo de redes
malhadas, o método de Hardy Cross, que foi professor de engenharia estrutural na universidade

de Illinois entre 1921 e 1937, localizada em Urbana-Champaign [3].!

L Ver em :< http://cee.illinois.edu/about/history/cross>. Acesso em: 25 fev. 2016.
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Obijetivo: Determinar a distribuicdo correta das vazdes nos trechos que compdem a rede.
Condicdes relacionadas a Hidraulica:

1) A soma das vazdes em cada n6 da rede deve ser igual a zero.
2) Em qualquer circuito, a soma das perdas de carga deve ser igual a zero. Neste caso,
como convencao, € adotado um valor positivo para a perda de carga no trecho com

escoamento em sentido horario. Para o sentido anti-horério € adotado sinal negativo.

A distribuicdo de vazdes no inicio dos calculos € estabelecida de tal maneira que a pri-
meira condicdo anterior seja satisfeita. Em seguida, deve-se verificar a condicao (2), que pro-
vavelmente ndo sera atendida. Deste modo, uma correcdo AQ deverd ser adicionada a vazéo da

primeira iteracdo, Qa, isto é:

Q=Q, +AQ. 1)
A perda de carga pode ser expressa por
AH=KQ", (2)

Identificar os valores de K e n € um exercicio que sera deixado para o leitor (compare a equagéo
2 com as equacdes de Darcy-Weisbach e Hazen-Williams). Lembrando que a soma das perdas

de carga deve ser igual a zero, empregando a vazao “corrigida”, escreve-se:

> AH=YKQ" = 3 K(Q, +AQ)" =ZKQ2(1+g—Q)” -0. 3)

Empregando o binémio de Newton (expandido com a série infinita), obtém-se:

2
ZKQQ(H% n :ZKQQ{H n%+%[§] +..}=0.

Os termos da série empregados sdo os dois primeiros, i.e., 0 truncamento é feito a partir do
termo quadratico. Com algumas manipulacdes algébricas, escritas abaixo, resolve-se a equagdo

para o termo de correcdo da vazdo, AQ:
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ZKQQ[LL n%J:O:Z[KQQ +Kan%]=o:>
N AQ o D KoL
O
Qa

AH,

AQ-_é_AHa. @
Q

a

Ao programar, observe atentamente o fator “n” existente no denominador. Observe também
que o indice “a” representa o valor da primeira iteracdo, caracterizando o metodo como expli-
cito. E claro que na iteracdo seguinte os valores empregados serdo aqueles calculados como
resultados da iteracdo anterior, sendo necessario um “chute” apenas no inicio do processo.
Deste modo, a vazao “Qa” da segunda iteracdo sera a vazao Qa + AQ. Redes com mais de um
anel possuem trechos compartilhados por mais de um anel. O célculo da corregdo, para esse

caso, sera ilustrado com a solugédo dos problemas a seguir.

Problema 2. Calculo de redes com diferentes métodos
Problema 2.1 — Rede com dois anéis

Uma rede é formada por dois anéis com tubulacdes de P.V.C. rigido classe 20 e ¢ = 0,0015
mm. Com os dados fornecidos no desenho a seguir, calcule a distribuicdo de vazdes ao longo
da rede, nos anéis. Observe que 0 n6 numero um corresponde ao inicio da rede, com vazéo
afluente de 72 L/s, que é distribuida ao longo dos dois anéis. No desenho as setas apresentadas
nos nds 2 a 7 indicam superficies de controle de saida. O nd 8 é um reservatdrio de nivel cons-

tante.

600 m
0,30 m

1300 m 15L/s

0.20 m 1250 m

9
2 Ly 0,20 m

3 16 L/s

2100 m
0.20m s

6L/is &

E

2000 m -
0.15m 12Lss 1050 m
0.25m

700 m

0.15m 18 L/s

5L/s
Figura 2 — Rede do problema 2.1.

Solucéo.
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Primeira solu¢éo: Uso do algoritmo de Hardy Cross

O algoritmo desenvolvido pelo professor Hardy Cross, descrito anteriormente, pode ser
empregado em uma planilha eletrénica, como o Excel®, por exemplo, com certa facilidade. A
planilha da Figura 3 ilustra o processo de solucéo e pode ser encontrada nos arquivos do Pro-
blema 2. Os dados e calculos foram organizados para cada anel. As colunas de 1 a 4 contém
dados de entrada e ndo precisam de maiores explicacdes. A coluna 5 (Figura 3a) contém as
sementes, valores escolhidos de tal maneira que o somatorio das vazdes nos nds seja igual a
zero. A coluna seguinte converte as vazdes para m3/s e as colunas 7 a 10 permitem o calculo
das perdas de carga distribuidas (Unicas consideradas aqui), que é efetuado na coluna 11. Note
que o sinal corresponde ao sinal da vazédo (ou de V). Para preservar esse sinal, no lugar de V2,
escreve-se V||V|| ou V*ABS(V). Relembrando a formulagéo obtida para a corre¢éo da vazéo,
AQ, percebe-se a necessidade da coluna 12. Finalmente, na coluna 13, sdo determinados 0s
valores das correcdes, que serdo diferentes apenas entre anéis e para o trecho compartilhado,

que segue a seguinte formulacdo:

AQ Anel1, trecho6 = AQanell - AQanel 2
AQAneI 2,trecho6 — AQanel 2~ AQanell

()

As imagens seguintes, de (b) a (e), ilustram o processor iterativo e a evolugdo dos valores
de AQ e das somas das perdas de carga nos anéis. Sugere-se, como exercicio, que o leitor utilize
outra semente e avalie a convergéncia do método de Cross. E interessante também calcular
erros em funcdo da iteracdo para visualizar a convergéncia. Sobre esse tema, a NBR 12218/1994
estabelece que os residuos maximos de vazao e de “carga piezométrica” devem ser 0,1 L/s e
0,5 kPa. Em outros termos, pode-se usar o critério de parada: AQ < 0,1 L/s e Zhf < 0,05 mH>0
(erro de fechamento da linha piezométrica). Com recursos computacionais, esses limites séo

alcangados sem muito esforgo.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
ANEL Trecho L D Q. Q. \% Re e/D f hy h/Qa AQ
[m] [m] [Lis] [ [mefs] | [mvs] [l [-] [l [m] | [she] | [re/s]

1-2 1300 0,2 62,47 [0,06247| 1,99 |4,0E+05|7,5E-06 | 0,0137 | 18,0223 | 288,495 | -0,0133
2-5 1400 0,2 11,94 [0,01194| 0,38 |7,6E+04|7,5E-06 | 0,0190 | 0,97835| 81,939 | -0,0044
5-6 2000 0,15 -3,53 |-0,0035| -0,20 |3,0E+04|0,00001| 0,0234 | -0,6353 | 179,959 | -0,0133
6-1 2100 0,2 -9,53 |-0,0095| -0,30 |6,1E+04|7,5E-06 | 0,0199 | -0,9816 | 103,002 | -0,0133
2-3 1250 0,2 35,53 [0,03553| 1,13 |2,3E+05|7,5E-06 | 0,0152 | 6,21388| 174,891 | -0,0089
3-4 1600 0,25 19,53 [0,01953| 0,40 |9,9E+04| 6E-06 | 0,0179 | 0,92588 | 47,4083 -0,0089
2 4-7 700 0,15 1,53 |0,00153| 0,09 [1,3E+04|0,00001| 0,0289 |0,05152 | 33,6764 | -0,0089
7-5 1050 0,25 -3,47 |-0,0035| -0,07 [1,8E+04| 6E-06 | 0,0266 | -0,0285 | 8,22085 | -0,0089
5-2 1400 0,2 -11,94 | -0,0119 | -0,38 |7,6E+04]|7,5E-06 | 0,0190 [ -0,9784 | 81,939 | 0,00437
Restri¢ao (trechos) Anell | Soma [17,3837] 653,395
2-565-2] 0 Anel2 | Soma |6,18441 346,135 (a)
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Figura 3 — Solucdo com o método de Hardy Cross

Segunda solugdo: Uso do solver.

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Trecho L D Q. Q. \% Re e/D f he heQ, AQ
[m] [m] [Ls] [ [mefs] | [mVs] [ [-] [ [m] [simP] | [md/s]
1-2 1300 0,2 49,17 [0,04917| 1,557 |3,1E+05|7,5E-06 | 0,0143 | 11,6531 | 237,009 | 0,0013
2-5 1400 0,2 7,57 ]0,00757| 0,24 |[4,8E+04[7,5E-06 | 0,0210 | 0,43466 | 57,412 | 0,00474
5-6 2000 0,15 | -16,83 | -0,0168 | -0,95 |1,4E+05|0,00001| 0,0167 | -10,29 |611,311| 0,0013
6-1 2100 0,2 -22,83 | -0,0228 | -0,73 |1,5E+05|7,5E-06 | 0,0166 | -4,6962 | 205,678 [ 0,0013
2-3 1250 0,2 26,60 | 0,0266 | 0,85 |1,7E+05|7,5E-06| 0,0161 | 3,68079 | 138,394 [ -0,0034
3-4 1600 0,25 10,60 | 0,0106 | 0,22 |54E+04| 6E-06 | 0,0204 | 0,31082 | 29,3322 [ -0,0034
4-7 700 0,15 -7,40 [-0,0074| -0,42 |6,3E+04)0,00001| 0,0198 | -0,8263 | 111,604 | -0,0034
7-5 1050 0,25 | -12,40 | -0,0124| -0,25 |6,3E+04| 6E-06 | 0,0197 | -0,2699 | 21,7635 [ -0,0034
5-2 1400 0,2 -7,57 [-0,0076| -0,24 |4,8E+04|7,5E-06 | 0,0210 | -0,4347 | 57,412 | -0,0047
Restri¢éo (trechos) Anell | Soma |-2,8984|111141
2-5/5—2| 0 Anel2 | Soma | 2,46074 | 358,505 (b)
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Trecho L D Qa Q. \Y% Re e/lD f he h/Qa AQ
[m] [m] [Lis] | [mefs] | [nvs] [-] [-] [-] [m] | [s/re] | [mé/s]
1-2 1300 0,2 50,47 [0,05047( 1,61 |3,2E+05|7,5E-06| 0,0143 | 12,2212 | 242,143 | -6E-05
2-5 1400 0,2 12,31 [0,01231| 0,39 |7,8E+04|7,5E-06| 0,0188 | 1,0327 | 83,913 | -0,0001
5-6 2000 0,15 | -15,53 | -0,0155( -0,88 |1,3E+05|0,00001| 0,0169 | -8,899 [573,068 | -6E-05
6-1 2100 0,2 -21,53 | -0,0215| -0,69 |1,4E+05|7,5E-06| 0,0168 | -4,2243 | 196,215 | -6E-05
2-3 1250 0,2 23,16 [0,02316| 0,74 |1,5E+05|7,5E-06| 0,0165 | 2,86899 | 123,853 | 7,1E-05
3-4 1600 0,25 7,16 [0,00716] 0,15 |3,6E+04| 6E-06 | 0,0223 | 0,15532] 21,6792 | 7,1E-05
4-7 700 0,5 | -10,84 | -0,0108| -0,61 |9,2E+04|0,00001) 0,0182 | -1,632 | 150,613 | 7,1E-05
7-5 1050 0,25 -15,84 | -0,0158 | -0,32 |8,1E+04| 6E-06 | 0,0187 | -0,4174 | 26,3614 | 7,1E-05
5-2 1400 0,2 -12,31 | -0,0123| -0,39 |7,8E+04|7,5E-06| 0,0188 | -1,0327 | 83,913 | 0,00013
Restri¢ao (trechos) Anell | Soma |0,13066 | 1095,34
2552 0 Anel2 | Soma | -0,0578 | 406,419 (C)
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Trecho L D Q. Q. \% Re ¢/D f he h/Qa AQ
[m] [m] [Ls] | [mefs] | [mvs] [ [ [-1 [m] | [si?] | [m¥s]
1-2 1300 0,2 50,41 |0,05041| 1,60 |3,2E+05|7,5E-06| 0,0143 | 12,195 | 241,908 [ -1E-06
2-5 1400 0,2 12,18 |0,01218| 0,39 |7,8E+04|7,5E-06| 0,0189 | 1,01317 | 83,2105 | 2,5E-06
5-6 2000 0,15 | -1559 | -0,0156 | -0,88 |1,3E+05|0,00001| 0,0169 | -8,9606 | 574,829 [ -1E-06
6-1 2100 0,2 -21,59 | -0,0216 | -0,69 |1,4E+05|7,5E-06| 0,0168 | -4,2454 | 196,65 | -1E-06
2-3 1250 0,2 23,24 |0,02324| 0,74 |15E+05|7,5E-06| 0,0165 | 2,88488 | 124,157 [ -3E-06
3-4 1600 0,25 7,24 10,00724| 0,15 |[3,7E+04| 6E-06 | 0,0223 | 0,15806 | 21,8441 [ -3E-06
4-7 700 0,5 | -10,76 | -0,0108| -0,61 |9,1E+04|0,00001| 0,0183 | -1,6128 | 149,83 [ -3E-06
7-5 1050 0,25 | -15,76 | -0,0158 | -0,32 |8,0E+04| 6E-06 | 0,0187 | -0,4141 | 26,2681 [ -3E-06
5-2 1400 0,2 -12,18 | -0,0122 | -0,39 |7,8E+04|7,5E-06| 0,0189 | -1,0132 | 83,2105| -3E-06
Restrigao (trechos) Anell | Soma |0,00216| 1096,6
2-552] 0 Anel2 | Soma |0,00284 | 405,31 (d)
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Trecho L D Q. Q. \Y Re e/D f he h/Q, AQ
[m] [m] [Ls] | [mefs] | [mis] [ [ [ [m] [simP] | [mo/s]
1-2 1300 0,2 50,41 [0,05041| 1,60 |3,2E+05|7,5E-06| 0,0143 | 12,1946 | 241,904 | -3E-07
2-5 1400 0,2 12,18 | 0,01218| 0,39 |7,8E+04|7,5E-06 [ 0,0189 | 1,01354 | 83,224 | 2,1E-07
5-6 2000 0,15 | -1559 |-0,0156 | -0,88 |1,3E+05|0,00001| 0,0169 | -8,9617 | 574,858 | -3E-07
6-1 2100 0,2 -21,59 | -0,0216 [ -0,69 |1,4E+05|7,5E-06| 0,0168 | -4,2457 | 196,658 | -3E-07
2-3 1250 0,2 23,23 10,02323| 0,74 |1,5E+05|7,5E-06 [ 0,0165 | 2,88409 | 124,142 | -5E-07
3-4 1600 0,25 7,23 10,00723| 0,15 |[3,7E+04| 6E-06 | 0,0223 | 0,15792| 21,836 | -5E-07
4-7 700 0,5 | -10,77 | -0,0108| -0,61 |9,1E+04|0,00001| 0,0183 | -1,6138 | 149,869 | -5E-07
7-5 1050 0,25 -15,77 | -0,0158 [ -0,32 |8,0E+04| 6E-06 [ 0,0187 | -0,4143 | 26,2727 | -5E-07
5-2 1400 0,2 -12,18 | -0,0122 | -0,39 |7,8E+04|7,5E-06 [ 0,0189 | -1,0135 | 83,224 | -2E-07
Restricdo (trechos) Anell | Soma |0,00073 | 1096,64
2-55-2] 0 Anel2 | Soma | 0,00044 | 405,344 (e)

A solucéo anterior ilustra 0 uso de um método numerico relativamente robusto e com

bases fisica e matemética bem definidas, como demonstrado em sua dedugdo. O método com-

putacional empregado nesta parte da solucdo utiliza o solver e também foi elaborado com aten-

cao especial as condicdes hidraulicas. A sua descricdo é exposta nas linhas subsequentes, com

auxilio das imagens da Figura 4.
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A coluna 5, antes do uso do solver, deve conter as sementes para as vaz0es nos trechos.
E evidente que a distribuicdo apresentada, apenas com valores unitarios, nio corresponde a
solucéo do problema. Tal distribuicdo nem mesmo garante que a soma das vaz@es nos nos seja
igual a zero. Apesar dessa estimativa aparentemente inadequada para uso do algoritmo, o leitor
poderd verificar que o solver é capaz de calcular a solucdo correta a partir dessa semente. A

coluna 6 faz a conversédo da vazdo para o S.1I..

As colunas 7 a 10 tém como objetivo principal permitir os calculos das perdas de carga,
que é realizado na coluna 11. Observe que as duas Ultimas células da coluna 11 calculam as
somas das perdas de carga de cada anel. Essas somas devem ser anuladas para a solugéo correta
do problema. Durante a construcdo da planilha, tenha o cuidado de escrever o nimero de Rey-
nolds com o mddulo de V (vale lembrar que as vazes podem assumir valores negativos durante
a solucéo, de acordo com a convencgdo adotada para 0 somatério de vazdes nos nos). Escreva
também uma coluna atrelada aos nos da rede para realizar o somatdrio das vaz6es. Para cada
no, o somatorio das vazdes devera ser igual a zero, com vaz0es positivas para entradas e nega-
tivas para as saidas. Sugere-se seguir a convengdo empregada para 0s anéis ao criar esta parte

da planilha. Tomando como exemplo o0 né 2, escreve-se: Q|2 =0 = -15 + Q12 — Q23 — Q2-5.

O uso de restrigdes é necessario para solugdo com o solver. A soma das vazdes no trecho
comum aos anéis deve ser igual a zero (elas possuem mesmo maédulo e sinais opostos de acordo
com a convencdo adotada para o sentido do escoamento nos anéis). As somas das vazdes nos
nos devem ser nulas também (essa condicao deve ser inserida no solver). Finalmente, as somas
das perdas de carga nos anéis devem ser iguais a zero, sendo esta mais uma restricdo a ser

digitada no solver.

Com a solucao do problema, apresentada na Figura 5b, as restri¢cdes descritas foram aten-
didas, isto &, as somas das vazdes nos “nds” respeitam a incompressibilidade, as somas das
perdas de carga nos anéis resultaram proximas de zero e o resultado para o trecho 2-5 esta

consistente.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Trecho L D Q. Q. \% Re ¢/D f "

[m] [m] [Lis] | [mefs] | [mVs] [-] [-] [-] [m]

1-2 1300 0,2 1,00 0,001 0,03 |6,4E+03| 7,5E-06 | 0,0352 | 0,01182
2-5 1400 0,2 1,00 0,001 0,03 |6,4E+03| 7,5E-06 | 0,0352 | 0,01273
5-6 2000 0,15 1,00 0,001 0,06 |8,5E+03[0,00001| 0,0324 | 0,07061
6-1 2100 0,2 1,00 0,001 0,03 |6,4E+03( 7,5E-06 | 0,0352 | 0,01909
2-3 1250 0,2 1,00 0,001 0,03 |6,4E+03| 7,5E-06 | 0,0352 [ 0,01136
3-4 1600 0,25 1,00 0,001 0,02 |51E+03| 6E-06 | 0,0375 [ 0,00508
2 4-7 700 0,15 1,00 0,001 0,06 |8,5E+03(0,00001| 0,0324 |0,02472
7-5 1050 0,25 1,00 0,001 0,02 |5,1E+03| 6E-06 | 0,0375 | 0,00333
5-2 1400 0,2 1,00 0,001 0,03 |6,4E+03| 7,5E-06 | 0,0352 | 0,01273

ANEL

Restricao (trechos) Anell | Soma [0,11425
2-5/5-2 | 2 Anel2 | Soma |0,05721 (a)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
ANEL Trecho L D Q. Q. \Y% Re e/D f he

[m] [m] [Ls] | [mefs] | [mVs] [-] [-1 [-] [m]

1-2 1300 0,2 50,41 [0,05041| 1,60 [3,2E+05|7,5E-06| 0,0143 | 12,1944
2-5 1400 0,2 12,18 |0,01218| 0,39 |7,8E+04|7,5E-06 | 0,0189 | 1,01359
5-6 2000 0,15 | -15,59 | -0,0156 | -0,88 [1,3E+05|0,00001| 0,0169 | -8,9621
6-1 2100 0,2 -21,59 | -0,0216 | -0,69 |[1,4E+05|7,5E-06 [ 0,0168 | -4,2459
2-3 1250 0,2 23,23 [0,02323| 0,74 |[1,5E+05|7,5E-06| 0,0165 | 2,88394
3-4 1600 0,25 7,23 10,00723| 0,15 |3,7E+04| 6E-06 | 0,0223 | 0,15789
2 4-7 700 0,15 -10,77 | -0,0108 | -0,61 |[9,1E+04|0,00001| 0,0183 | -1,614
7-5 1050 0,25 | -15,77 | -0,0158( -0,32 |8,0E+04| 6E-06 | 0,0187 | -0,4143
5-2 1400 0,2 -12,18 | -0,0122 | -0,39 |7,8E+04|7,5E-06 [ 0,0189 | -1,0136
Restricdo (trechos) Anell | Soma | -6E-10
2552] 0 Anel2 | Soma | 1,7E-08](p)

Figura 4 — Parte da planilha para solu¢do com o solver: (a) Antes da solucdo; (b) solugédo

Terceira solucéo: Uso do software EPANET 2.0

Na vanguarda da solugdo de problemas de Hidraulica envolvendo redes de distribuicdo
estdo os softwares que empregam codigos robustos, capazes de resolver escoamentos em re-
gime permanente, regime quase permanente e regime transitério (com as equagdes do modelo
elastico). Entre eles estd o CTran, desenvolvido pela Fundacdo Centro Tecnoldgico de Hidrau-
lica, e 0 EPANET 2.0, software gratuito elaborado pela Environment Protection Agency, dos
Estados Unidos. Embora ndo contenha cddigos para solucdo de transitorios hidraulicos em sua
versdo citada, 0 EPANET 2.0 foi escolhido para as discussdes expostas aqui por ser gratuito,
de codigo aberto e por resolver problemas de interesse pratico em sistemas operacionais de

acesso amplamente difundido, como o Windows 7, por exemplo.

Inicialmente, faca o download no site indicado como referéncia [2]? ao final deste capi-
tulo. Cabe citar que leitor também encontrara versdes traduzidas para o portugués em outras
fontes. Apos a instalagdo, recomenda-se a leitura do manual. De outro modo, ao seguir a des-
cricdo da Tabela 1 também seré possivel solucionar o problema e analisar os resultados.

2 Ver em: <http://www.epa.gov/nrmrl/wswrd/dw/epanet.html>. Acesso em: 25 fev. 2016.
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Tabela 1 — Resolvendo o problema com o EPANET 2.0

Acdo | Descricdo

Escolha o botdo Add Junction presente na barra superior de ferramentas. E um botdo com um circulo.
1 Seguindo a numeragdo indicada na Figura 3, clique sobre a area branca (Network Map) para desenhar
0S nos.

A direita do boto citado, clique no botdo Add Reservoir. Insira o reservatorio na posicio indicada

2 no enunciado, mas ndo é preciso reproduzir exatamente a imagem (trata-se de um eshoco sem escala).

3 Escolha o botdo Add Pipe e desenhe os trechos da rede. Para isso, clique uma vez sobre um né e em
seguida sobre o né seguinte que é a outra extremidade do trecho.

4 Organizacdo, apenas: Agora a rede deve estar desenhada. Em View—>Options—>Notation, clique nos
quadrados brancos para exibir os nimeros dos nos e trechos.

5 Clique duas vezes sobre o reservatorio e informe a cota da superficie livre (Total Head). Isso sera

necessario para realizar os calculos, embora nédo faca parte da solucdo deste problema.

Abra a aba Project e clique em Defaults... Em Hydraulics, escolha: LPS para Flow Units e D-W para
6 Headloss Formula. Dessa forma, a unidade de vazéo sera L/s e a equagao de resisténcia utilizada sera
a de Darcy-Weisbach.

Clique duas vezes sobre o né nimero 1. Neste nd, Base Demand deve ser igual a zero. A elevacdo
também pode ser escolhida igual a zero, mas isso ndo modificara o calculo das vazdes nos trechos.
Clique duas vezes sobre 0 n6 nimero 2 e indique a elevacdo igual a zero e a demanda, que € igual a
8 15 L/s (digite apenas o0 nimero 15 e a unidade seré aquela escolhida, LPS=L.itro por segundo). Faca
0 mesmo para todos o0s nds, digitando as respectivas vazoes.

Clique no trecho 1 e digite: 1300 em Length (comprimento do trecho, em metros); 200 em diameter
9 (didmetro, em mm); 0.0015 em roughness (rugosidade absoluta equivalente, em mm). Faca 0 mesmo
para os demais trechos, com os valores correspondentes.

Clique em Run, um botdo com um desenho de um raio amarelo. A mensagem deve ser “Run was

10 ”

successful”.

Agora é possivel ver os resultados com diferentes recursos. Clique duas vezes sobre um elemento da
11 rede e vocé notara que as células amarelas foram preenchidas com as solucGes. Na janela Browser,

ao lado de Network Map, clique em Map e escolha o que visualizar nos nés (nodes) e trechos (links).
A solucdo é exposta a seguir.

Com os célculos realizados e os resultados exibidos convenientemente, pode-se exportar
a imagem da rede, como na Figura 6a. Compare as soluges com aquelas obtidas através do
método computacional elaborado no item anterior (Figura 6b). Na opgdo View e em Options é
possivel ajustar a forma e tamanho das setas (que indicam o sentido do escoamento nos trechos),

assim como o tamanho da fonte dos nimeros.

0 1 2 3 4 5
-72.00.
ANEL Trecho L D Q.
[m] [m] [Lis]
s . 1-2 | 1300 | 02 | 5041
— 2323
1 {1500 - 03 2-5 1400 0,2 12,18
z Tis.00 1
e 5-6 | 2000 | 045 | -1559
By | 6-1 | 2100 | 02 [ -21,59
JSEED 2-3 | 1250 | 02 | 23,23
iy 34 | 1600 | 025 | 723
} 5 (12 2 47 700 | 045 [ -1077
3 = P | 7-5 | 1050 | 025 | -1577
- e | 52 | 1400 | 02 [-1218
b 4 & Restric#o (trechos)
N 552 [ o
@ 2] 0 (p)

Figura 5 — Solucédo obtida com 0 EPANET 2.0

Os topicos tratados até aqui incluem métodos computacionais para resolver sistemas hi-
draulicos com niveis de complexidades mais elevados, como redes de distribuicdo de agua de
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cidades e sistemas de irrigacdo, por exemplo. Ter mais de um recurso computacional a dispo-
sicdo pode representar algo positivo, sobretudo para verificacdes dos resultados, que sempre
deverdo ser efetuadas. Com o proximo problema, produziremos um método computacional ca-

paz de dimensionar redes seguindo critérios hidraulicos e econdmicos.

Problema 2.2 — Dimensionamento econdmico de redes

Com os dados fornecidos a seguir, dimensione e analise a rede de distribuicdo de agua
esbocada na Figura 7. Adote 15 mH>O como carga de pressao minima e velocidade maxima
dada pela formulagéo empirica Vmax[m/s] = 0,60 + 1,5D[m] ou Vmax < 2,0 m/s .(PORTO, 2006,
p. 172) O diametro minimo deve ser igual a 100 mm e a rugosidade absoluta equivalente do

material dos condutos, € = 0,15 mm. Calcule o nivel d’agua no reservatorio.

19
« Reservatorio de
nivel constante
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N6 |Demanda z ANEL | Tresho | L

[m]
[L/s] [m] 12 | 408
1 6,00 270 2-3 390
2 2,00 | 265 e
3 4,10 245 L IT56 [ 40
6-7 395
4 5,00 253 5 o0
5 3,10 266 8-1 408
6 3,50 269 L 450
9-10 | 500
7 1,50 270 10-11 | 455
8 2’00 271 2 11-12 435
123 | 700
9 3,50 265 32 390
10 5,50 255 2-1 408
312 | 700
11 8,60 260 1213 | 390
12 7,80 240 3 13-14 | 505
13 | 330 | 260 =
14 9,80 262 16-3 | 800
316 | 800
15 5,40 264 TR R
16 6,00 260 4 17-18 | 525
17 2,90 258 LEo M0
5-4 390

18 5,00 257 4-3 410 (b)

Figura 6 — Problema 2.2: Esboco da rede (a) e dados (b)

A primeira fase da solucdo consiste em organizar uma planilha com as informagdes da

rede. Com o auxilio da Figura 8 ou do arquivo deste problema, pode-se acompanhar a descricéo

do método que, por razdes didaticas, foi apresentada na Tabela 2.

Tabela 2 — Comentarios sobre as colunas do trecho da planilha apresentado na Figura 8

Coluna | Descricéo

1 Identifica os anéis da rede.

2 Os trechos foram organizados em grupos gue formam o0s anéis.

3 Comprimentos dos trechos (dado do problema).
Diametro interno do conduto, calculado como parte da solugdo. N&o é necessariamente um valor

4 comercial. Diametros internos comerciais deverdo ser escolhidos posteriormente, com valores pré-
ximos aos determinados com a planilha. Esta fase do projeto ndo faz parte do escopo deste problema.
[Solver]

5 Vaz8es nos trechos, calculadas como parte da solucdo. O célculo é realizado ao mesmo tempo em
que os diametros econémicos sdo calculados. [Solver]

6 Vazdo em m3/s.

7 Velocidade média, calculada com a definicdo de vazdo, V = Q/A.

8 Numero de Reynolds.

9 Rugosidade relativa.

10 Fator de cisalhamento (fator de “atrito™). Calculado com a equacdo de Swamee.

1 Perda de carga distribuida. O calculo deve ser realizado com V2 = V||V/|| para preservar o sinal, que
é empregado no somatério das perdas de carga, por anel.

12 Relacdo presente no célculo de AQ, empregada apenas como mais um meio para verificacdo dos
célculos.

13 Corrggéo da vazéo presente no método de_ Hardy Cross. l\_léo ¢ necessaria para solucédo do problema,
mas ilustra a convergéncia obtida por meio de valores baixos.

14 A velocidade maxima, em m/s, é calculada por max(V) = 0,60+1,5D[m]. Observe que esse adimen-

sional deve ser maior que 1. Cabe mencionar também que a NBR 12218 estabelece 0,60 m/s e 3,5
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m/s como velocidades minima e maxima, respectivamente. O uso desses critérios durante a solucéo
pode levar a ndo convergéncia do método. [Solver]

Com o valor absoluto de V, o sinal negativo deixa de existir nesta coluna, que podera ser empregada

15 - -
como parte do conjunto de restricdes.
Em geral, o custo de tubulacdes pode ser modelado com uma formulagéo do tipo custo[R$]/metro =
aDP, sendo a e b parametros relacionados ao custo. Nesta planilha, apenas para ilustrar o procedi-
mento de célculo, foi empregada a mesma formulacdo do REDEM.EXE, cédigo do livro Hidraulica
16 Basica, de Porto (2006). Na auséncia de informagGes, uma avaliagdo preliminar podera ser realizada

com o produto L*D ou L*D** (sugestdo). A Gltima célula desta coluna contém a soma dos custos
dos trechos, que devera ser minimizada com o auxilio do solver (cbserve que a repeticdo dos trechos

deve ser eliminada nesta soma). [Solver].

Nota: [Solver] indica a necessidade e uso no solver.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
ANEL Trecho L D Q. Q. \% Re elD f he h/Q. AQ max(V)/V| abs(V) Custo
[m] [m] [LJs] [mfs] | [mis] [-] [-] [-] [m] [s/mP] | [mefs] >1

1-2 408 | 0,228 | 38476 |0,03848] 0,942 | 2,1E+05 | 0,00066| 0,0196 | 1,588294 | 41,2796 | -3,1E-05 | 1,00 09 [325724
23 390 | 0,223 | 36,476 |0,03648] 0,934 | 2,1E+05 | 0,00067] 0,0197 | 1,536918 | 42,1345 -3,1E-05 | 1,00 09 [30165.1
3-4 410 | 0,100 | 4344 [0,00434] 0553 | 55E+04 | 0,0015 | 0,0253 | 1,616198 | 372,024 -3,1E-05 | 1,36 06 |103218
1 45 390 | 0,00 | -0,656 |-0,0007| -0,083 | 8,3E+03 | 0,0015 | 0,0349 | -0,04833 | 73,7141| -3,1E-05 | 8,98 01 |9818,29
5-6 405 | 0,143 | -9,083 |-0,0091] -0,566 | 8,1E+04 | 0,00105] 0,0230 | -1,06407 | 117,144 | -3,1E-05 | 1,44 06 | 16813
6-7 395 | 0,63 | -12,583 [ -0,0126 | -0,606 | 9,9E+04 [ 0,00092] 0,0221 [ -1,00695 | 80,0214 | -1,6E-05 | 1,39 06 |196325
7-8 400 | 0,170 | -14,083 [-0,0141] -0,619 | 1,1E+05 | 0,00088] 0,0218 | -1,00112 | 71,0849 -1,6E-05 | 1,38 06 | 21205
8-1 408 | 0162 | -16,083 | -0,0161] -0,777 | 1,3E+05 | 0,00092| 0,0216 | -1,67099 | 103,895 1,57E-05 | 1,09 08 202459
1-9 450 | 0,188 | 24,440 [0,02444] 0,882 | 1,7E+05 | 0,0008 | 0,0206 | 1,960908 | 80,2333 1,57E-05 | 1,00 09 [27386,6
9-10 | 500 | 0,176 | 20,940 [0,02094| 0,864 | 1,5E+05 | 0,00085] 0,0210 |2,274296 | 108,61 | -5,6E-06 | 1,00 09 |[277113
10-11 | 455 | 04154 | 15440 [0,01544| 0,831 | 1,3E+05 | 0,00098| 0,0218 | 2,267263 | 146,843] -5,6E-06 | 1,00 08 [209337
2 11-12 | 435 | 04120 | 6,840 |0,00684| 0,602 | 7,2E+04 |0,00125| 0,0239 | 1,595763 | 233,297 | -1,6E-05 | 1,30 06 | 14180
123 | 700 | 0100 | -5890 [-0,0059] -0,750 | 7,5E+04 | 0,0015 | 0,0245 | -4,92302 | 835,757 | -1,6E-05 | 1,00 08 [17622,6

32 390 | 0,223 | -36,476 | -0,0365| -0,934 | 2,1E+05 | 0,00067 | 0,0197 | -1,53692 | 42,1345 -1,6E-05 | 1,00 09

2-1 408 | 0,228 | -38,476 [ -0,0385| -0,942 | 2,1E+05 | 0,00066] 0,0196 | -1,58829 | 41,2796 | -1,6E-05 | 1,00 09

312 | 700 | 0100 | 5890 [0,00589] 0,750 | 7,5E+04 | 0,0015 | 0,0245 | 4,923017 | 835,757 | 5,61E-06 | 1,00 08
12-13 | 390 | 0,100 | 4,931 [0,00493| 0,627 | 6,3E+04 | 0,0015 | 0,0249 | 1,94466 | 394,411 5,61E-06 | 1,20 06 |9831,88
3 13-14 | 505 | 0,00 | 1,631 |0,00163| 0,208 | 2,1E+04 | 0,0015 | 0,0289 | 0,321439 | 197,136| -1E-05 | 3,61 02 [127134
14-15 | 280 | 0116 | -8,169 |-0,0082| -0,774 | 9,0E+04 | 0,00129] 0,0235 | -1,73568 | 212,46 | -1E-05 | 1,00 08 [8670,06
15-16 | 370 | 0,45 | -13569 | -0,0136 | -0,818 | 1,2E+05 [ 0,00103] 0,0221 [ -1,92143 | 1416 | -1E-05 | 1,00 08 [157209
163 | 800 | 0,180 | -22,142 | -0,0221| -0,870 | 1,6E+05 | 0,00083] 0,0209 | -3,58201 | 161,777| -1E-05 | 1,00 09 |458645

316 | 800 | 0180 | 22,142 |0,02214] 0,870 | 1,6E+05 |0,00083| 0,0209 | 3,582008 | 161,777 -1E-05 | 1,00 0,9
16-17 | 650 | 0,100 | 2572 |0,00257| 0,328 | 3,3E+04 | 0,0015 | 0,0269 | 0,9586 | 372,675| -1E-05 | 2,29 03 | 163638
p 17-18 | 525 | 0,00 | -0,328 [-0,0003| -0,042 [ 4,2E+03 | 0,0015 | 0,0411 [ -0,01915 | 58,4363| -1E-05 | 17,97 00 [132169
185 | 500 | 0,100 | -5328 |-0,0053| -0,678 | 6,8E+04 | 0,0015 | 0,0247 | -2,90359 | 544,99 | -1E-05 | 1,11 07 [12587,6

5-4 390 | 0100 | 0656 [0,00066] 0,083 | 83E+03 | 0,0015 | 0,0349 | 0,048332 73,7241 -1E-05 | 8,98 01

43 410 | 0100 | -4,344 [-0,0043] -0,553 | 5,5E+04 | 0,0015 | 0,0253 | -1,6162 |372,024| -1E-05 | 1,36 06
Anel1 | Soma | 5,00E-02 | 797,402 SOMA
Anel2 | Soma [ 5,00E-02 [ 1592,05 403577

Anel3 | Soma [ 5,00E-02 | 2477,59
Anel4 | Soma [ 5,00E-02 [ 1700,27

Figura 7 — Parte da planilha desenvolvida para dimensionamento econémico.

A planilha também possui uma parte responsavel por calcular os somatérios das vazdes

nos nds, que deverdo ser iguais a zero. O leitor também encontrara os célculos das cargas de

pressao, ply, nos nos da rede. Dessa forma, pode-se empregar a fungdo minimo (“células”) do

Excel® para busca do valor minimo, que fara parte das restricGes durante o processo iterativo

com o solver. A Figura 9 contém a janela com os dados necessarios a solucao do problema. Em

definir objetivo foi inserida a célula com o somatdrio dos custos, que deve ser minimizado (por

isso a opcao “Min.” esta selecionada). A busca da solucéo ocorre alterando as células variaveis,

gue sdo aquelas com os diametros e vazdes (as colunas 4 e 5 da Figura 8). Neste problema é

necessario adicionar as seguintes restri¢des (seguindo a ordem apresentada na Figura 9):

1) Carga de pressdo minima maior ou igual que 15 mH:O.
2) Diametros maiores que 0,1 m (isto é, 100 mm ou 4”).

3) Soma das vazdes nos trechos comuns iguais a zero, considerando a convencéo de sinais
adotada (positivo para o sentido horario e negativo para o sentido anti-horario).
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4) Diametros dos trechos comuns com valores iguais.

5) Soma das perdas de carga nos anéis, com 0s sinais convencionados, menor ou igual a
0,05 mH20 (erro no fechamento da linha piezométrica).

6) Velocidade maxima sobre a velocidade média maior ou igual a unidade.

7) Soma das vazdes nos nds iguais a zero.

8) Finalmente, clique no botédo “Op¢des” e escolha “Usar Escala Automatica” para casos
com dificuldades de convergéncia.

Parametros do Solver [ﬁ,
Definir Objetivo: 5V533 3
Para: ) Méx. @ Min, () Valor de:

Alterando Células Varigveis:
§155:8K531 B
Sujeito &s Restrighes:
SAHS34 »= 15 - -
Ad
£165:61631 »= 0,1 it
SK535:5K543 =0
$0532:50535 <= 0,05
§TS5:6T631 = 1 -
Redefinir Tudo
- Carregar [Salvar
[CITornar Variaveis Irrestritas Nao Negativas:
Seledonar um Método de Solugdo: | GREG Na3o Linear IZ| Opcoes
Método de Solugio
Seledone o mecanismo GRG Nao Linear para Problemas do Solver suaves e ndo lineares. Seledone o
mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver lineares. Seledone o mecanismo Evolutionary para
problemas do Solver ndo suaves.
o= ) o ]

Figura 8 — Janela do solver para solugéo do problema 2.2

Algumas consideracdes finais sobre 0 método computacional descrito sdo necessarias. Os
diametros calculados ndo séo necessariamente didmetros internos existentes. Sendo assim, a
solucdo aponta para uma possivel alternativa economicamente 6tima. A imposic¢ao de uma ve-
locidade minima, 0,60 m/s, por exemplo, como prevé a NBR 12218/1994, em geral faz com
gue o método ndo encontre uma solucdo. A mesma norma estabelece 3,5 m/s como velocidade
maxima, valor superior ao limite sugerido anteriormente. Deste modo, podem ser feitas tenta-
tivas com os limites da norma também. A carga de pressdo minima adotada na solucéo, 15

mH.O, é a favor da seguranca em relacdo a exigéncia da norma, igual a 100 kPa (10,2 mH;0).

Os célculos realizados para as cargas de pressdo sdo explicitos para cada iteracdo, tendo
como ponto de partida o nd mais alto da rede. Com essa alternativa, a determinacéo do didmetro
do trecho entre o reservatorio e o primeiro no é realizada posteriormente com um dos métodos

do capitulo 1. Vale lembrar que a carga de pressao maxima deve ser atendida. Outras solucdes
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podem ser aventadas, como a defini¢do da cota da superficie livre da &gua no reservatorio a
partir do desnivel maximo e da carga de pressdao maxima igual a 50 mHzO. Isso levaria a um
problema com duas incognitas e uma equacdo. As incognitas sdo: Diametro do trecho entre o
reservatorio € 0 né nimero 1 e a cota piezométrica do né numero 1. Deste modo, sugere-se
adotar a relagdo apresentada anteriormente para o célculo do didmetro, max(V) =
0,60+1,5D[m], e Q=VA, lembrando que a vazdo neste trecho (R-1) é conhecida. A equacao
disponivel € a da energia com a formulagéo para a perda de carga. Calculado o diametro, cal-

cula-se a cota piezométrica no primeiro no.

Os resultados podem ser verificados com o software EPANET 2.0 (ver arquivo do pro-
blema). Como pode ser visto na Figura 10, que resume a solucdo, pequenas diferencas entre 0s
resultados devem ser esperadas devido as aproximacdes dos métodos numéricos de solucao (ver
erro adotado para fechamento da linha piezométrica, por exemplo). Tais diferengas, de um
ponto de vista pratico, ndo excedem a precisao exigida.

12 2087
3 4 12 6.84
} ¥ 2926
591 495
13
2212 13
1729
14
16 165
2063
B3 5 15 14

13.55mg
267 1469.815  14.96

Figura 9 — Solucdo calculada com 0 EPANET 2.0

Consideragdes finais

Este capitulo aborda a hidraulica de redes malhadas, isto é, sistemas de tubulacdes for-
mados por circuitos. Trata-se de um problema que, na pratica da engenharia, ndo dispensa o
uso dos computadores para obtencdo de solugdes. Inicialmente foram expostos métodos de so-
lucéo para o célculo correto da distribuicdo de vazdes nos trechos. O método de Cross foi de-

duzido, destacando-se aspectos fisicos relevantes que devem estar presentes no processo numé-
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rico. Em seguida, métodos computacionais com softwares de amplo acesso também foram ex-
plorados, de forma objetiva e pratica. Finalmente, abordou-se o problema de dimensionamento
de uma rede. Neste caso o problema é dos mais avancados em regime permanente porque exige
a solucdo simultanea para a distribuicdo de vazdes e dimensionamento econdémico dos condu-

tos.
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CAPITULO 3

ESCOAMENTO VARIAVEL EM CONDUTOS
FORCADOS

y [m]

-20 -
V [m/s]

A curva acima nao é apenas matematica. Ela representa o comportamento real de um fenémeno oscilatério estu-
dado neste capitulo.

53
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Introducéo

A solucdo de problemas para a condigdo de regime permanente constitui grande parte da
Hidraulica e Mecanica dos Fluidos. O dimensionamento de adutoras, redes de distribuicéo de
agua, condutos forcados em aproveitamentos hidrelétricos e sistemas elevatorios sdo exemplos
de problemas resolvidos para a condicdo de regime permanente. Nestas aplicacdes, entretanto,
apenas a analise de escoamentos independentes do tempo pode ndo ser suficiente. Manobras
em valvulas presentes nas adutoras e redes, por exemplo, iniciam a ocorréncia de um escoa-
mento variavel (dependente do tempo). O mesmo regime acontece quando ha parada ou partida
de maquinas hidraulicas. Durante o regime transitorio as pressées podem alcancar valores muito
maiores em relacdo a pressdo maxima do regime permanente. Desse modo, estudar o escoa-
mento variavel passa a ser indispensavel para a compreensao dos fenbmenos presentes em sis-
temas hidraulicos de tubulacées. E com base em tal entendimento que sdo dimensionados 0s
dispositivos de protecdo capazes de evitar a ocorréncia de vazamentos resultantes de pressoes

excessivas ou até mesmo a ruptura ou esmagamento dos condutos.

Ha em Hidraulica e Mecénica dos Fluidos Computacional quatro conjuntos de equacdes
para abordagem do problema em questdo: (1) Modelo algéebrico; (2) Modelo rigido; (3) Modelo
elastico e (4) Equacgdes de Navier-Stokes com medias de Reynolds (RANS), conservagdo de
massa e modelos de turbuléncia e multifasicos. A primeira op¢ao corresponde a equacionamen-
tos mais simples, sendo em geral limitados a problemas ndo muito complexos e ao célculo de
sobrepressdes e subpressdes sem a inclusdo da energia dissipada. O modelo rigido é formado
por equaces diferenciais ordinarias e 0 modelo elastico por um sistema de equagdes diferenci-
ais parciais. No modelo rigido, a elasticidade do conduto e a compressibilidade do fluido ndo
sdo consideradas, o que justifica o titulo. Quando a natureza do material dos condutos e a com-
pressibilidade do fluido s&o levadas em consideracéo, 0 modelo resultante passa a ser conhecido
como modelo elastico. Seguindo o escopo deste livro, serdo abordados problemas préaticos re-
lacionados aos modelos citados, com a elaboracdo de métodos computacionais para a solugdo
desses sistemas de equacdes. Referéncias que abordam aspectos teoricos e praticos sdo os livros
de Parmakian (1955), Streeter e Wylie (1967), Jaeger (1977), Chaudhry (1979, 2013), Almeida
(1982) e Porto (1992). O uso das equacOes de Navier-Stokes e modelos de turbuléncia néo é
comum nessa area, mas representa uma forma interessante para abordagem do problema sob
um ponto de vista cientifico. Com essa modelagem, ndo é necessario 0 uso de equacdes de
resisténcia, como a de Darcy-Weisbach, desaparecendo a dificuldade de calculo do fator de
resisténcia em regime variavel. Essa vantagem, entretanto, emerge acompanhada por obstacu-

los & aplicacdo do modelo aos problemas geralmente tratados com os modelos rigido e elastico,
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a exemplo do elevado custo computacional, que inclui custo com a programacdo, tempo de

simulacdo, etc.

Problema 3 — Solugdes numéricas das equacdes do modelo rigido e do modelo elastico
Problema 3.1 — Chaminé de equilibrio em aproveitamento hidrelétrico

Os efeitos danosos do golpe de ariete podem ser evitados com alguns dispositivos, dentre
0s quais se destaca a chaminé de equilibrio, estrutura que esta entre as mais seguras, que requer
pouca manutencdo na maior parte dos casos e que atua na fase positiva e na fase negativa do
fendmeno. Em obras hidrelétricas, uma brusca variacdo no regulador da turbina produz um
movimento variavel no conduto forcado (conhecido como penstock) e a depressdo ou sobre-
pressdo se propaga para montante. Ao chegar a chaming, a onda é dividida em uma parte que
entra na chaminé e é refletida na superficie livre. A outra viaja pela galeria de chegada. A cha-
miné absorve praticamente toda onda de pressdo por possuir se¢do util muito maior que a da

galeria, em geral. Considere as seguintes defini¢des (ver Figura 1):

H = carga total.

Ho = carga disponivel na chaminé, em regime permanente.

Ha = com z = 0 na base da chaminé, carga hidraulica para condicdo estatica.

A = area da galeria de chegada.

A = area da secdo reta da chaminé.

Ap = area da secdo transversal do conduto forgado (penstock).

V = velocidade média na galeria, positiva no sentido do reservatorio para a chaminé.
Vo = velocidade média na galeria, em regime permanente.

Q = vazdo instantanea requerida pelas turbinas.

L = comprimento da galeria de chegada.

y = altura d’agua na chaminé, acima do nivel do reservatério.

u = velocidade vertical da &gua na chaminé, positiva para cima, u = dy/dt.

g = aceleracdo devido a gravidade.

T = periodo da oscilacdo da massa, desprezando as perdas de carga.

K = coeficiente de perda de carga localizada da transicéo entre conduto e chaminé.

Chaminé de y

equilibrio Chaminé de
equilibrio
[\ ﬁidrostética [QK \'\a \Ly

Perda de . »
carga [)......Hidrostatica

IBEK

Ac

Carga .
hidraulica — i
atil

Galeria sob pressdo

Conduto

forgado Y Perda de

carga

Turbina

(@) -~ (b)

Figura 1 — Chaminé de equilibrio em aproveitamento hidrelétrico
Fonte: Adaptado de Porto (1986, p.55).
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O principio de conservagdo de massa em sua forma integral e para um volume de controle pode

ser escrito com a seguinte forma:
d - -
ampdvm 4 ﬁ(pv N)dA=0. (1)
Vol SC

Quando aplicado a escoamentos incompressiveis e a um volume de controle rigido, obtém-se:

ﬁ?ﬁdA:O. (2)

SC

Por meio de palavras, o0 somatorio das vazdes de entrada deve ser igual a soma das vazdes de
saida, sendo este resultado valido para o regime ndo permanente e escoamento incompressivel.

Portanto,

VA=UA_+Q ..

dy VA-Q
dt A,

3)

C

A 22 Lei de Newton aplicada ao mesmo volume de controle tem como resultado:®

2 2
(ZH%JF\Z/_;J_[ZZ +p—2+\2/—;J=AH12+Ld_V- 4)

Considerando o reservatorio da extremidade inicial como um reservatério de nivel cons-
tante, a carga hidraulica total é reduzida ao valor de z;. O ponto dois foi escolhido na base da
chaminé, onde a carga de pressao, p/y, pode assumir os valores Ha + y ou Ha — y. Observe
tambem que z1 — z> = Ha. A energia cinética é desprezada na sec¢éo 2 e a perda de carga total
entre 1 e 2 € composta por perdas distribuidas e perdas localizadas, principalmente se a chaminé

possuir estrangulamento em sua base. Com tais consideracdes, escreve-se:

2 2
Ha—(Ha+y):£d—v+f£v—+Ku
g dt D 29 29

2
dav _ Qy_fﬂ_ﬁ[d_y) , (5)
dt L 2D 2L

- dt
As equac0es anteriores formam um sistema de equacdes diferenciais ordinarias que pode
ser resolvido analiticamente, para casos especiais, ou com métodos numericos. Deste modo,

considere os dados descritos a seguir. Uma galeria de concretocomD =25m, f=0,012e L=

% Veja a deducdo em Porto, 2006, p.8-9.



57

2000 m, conduz agua em um aproveitamento hidrelétrico protegido com uma chaminé de equi-
librio com didmetro igual a 10 m e estrangulamento na base com K = 315. Escreva um cédigo
ou planilha e calcule y(t), V(t) e u(t) para uma manobra instantanea de fechamento total dos
reguladores das turbinas quando a vaz&o inicial for 30 m3/s. Sugestdo: Utilize o método de
Runge-Kutta de 42 ordem, At=10se T =600 s.

Solugédo

O sistema a ser resolvido € formado pelas equacbes 3 e 5. As derivadas de V e y presentes

nestas equacOes possibilitam definir as funcdes F1 e F2, como escrito a seguir:

-1

a&v_g _fm_ﬁtd_vf

at L 2D at
, (6)
F o 9y, VIV K(VA-Q
L 2D 2L A,
dy VA-Q
Y _VA-Q . 7
i A 2 (7)

c

Com o método de Runge-Kutta aplicado a um sistema de equacdes, as variaveis V e y sao

calculadas no instante k+1 com as seguintes formulag6es:

At
Y =Yi+ =5 <\V11 +2y,1 +2y3, +W41)

At (8a)
Vi = Vi +€(\V1,2 +2y,, +2y3, + ‘l’4,2)

i =F(te, Vi, i)

= Fy(ty +0,5At, Vi +0,5y11AL, Yy + 0,5y, ,At)
F,(tk + 0,5,V +0,5y,,AL, Yy + 0,5y, ,At)
=F; (ty + AL Vi + ygsAL Yy + v 0At)

(8b)

O primeiro subscrito em s, i, varia de 1 a 4 para 0 método de Runge-Kutta de 42 ordem.
O segundo subscrito, j, varia de 1 a 2, sendo 2 o nimero de incgnitas do sistema de equacdes.
Para organizar um codigo ou planilha, recomenda-se que sejam calculados os valores de V e 'y
a parte para posteriormente serem calculadas as funcdes F1 e F2, como descrito a seguir. A
coluna 1 (ver Figura 2) contém os valores da variavel independente t (tempo), calculados a
partir do zero e com incrementos iguais a At. As colunas de 2 a 5 contém os valores de i 1, isto
é, para j=1, valores vinculados a fungdo F1, que é dV/dt. As colunas 6 a 9 calculam i (j=2,
para dy/dt ou F2). Durante os célculos sdo necessarios valores em k, k+1/2 e k+1 (ver equacao
8b). As colunas 10 e 11 realizam os célculos para k. A coluna 12 calcula u(t) com Vi e a coluna
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13 contém a vazdo, que no instante inicial € 30 m3/s e no instante seguinte igual a zero (ver
enunciado). Em seguida, nas colunas 14 e 17 séo efetuados os calculos em k+1/2 com base nas
derivadas obtidas com valores em k. Nas colunas 15 e 18 os calculos para k+1/2 sdo feitos
novamente, mas com base nas derivadas em k+1/2 obtidas anteriormente (ver equacao 8b). As
colunas 16 e 19 empregam as derivadas (3,1) e (3,2) para calcular V e y em k+1. Observe
atentamente que esse valor calculado em k+1 ainda néo € o resultado do método para o instante
k+1, mas sim uma avaliacdo parcial que devera ser empregada para o calculo de mais uma
derivada que finalmente permite o uso da equacédo 8a. A equacao 8a deve ser escrita nas colunas
10 e 11, a partir da segunda linha ap6s os valores iniciais. Com isto realizado, prossegue-se de
forma similar, sendo necessario apenas repetir as férmulas de modo automatico com o recurso

da planilha denominado “arrastar”.

O método de Runge-Kutta de quarta ordem realiza a integragdo numérica com base em
quatro valores das derivadas F1 e F2, diferente do método de Euler, por exemplo, que emprega
apenas uma derivada para calcular o proximo valor. Essa caracteristica confere ao método uma
ordem de precisao elevada em relacéo a solucédo analitica, sendo tal ordem a poténcia da relacdo

entre o erro e 0 espacamento da malha.

1 2 | 3 [ 4 ] 5 6 | 7 | 8 [ 9 10 | 11 [ 12 [ 13 [ 14 [ 15 [ 16 [ [ 17 | 18 [ 19 |
Tempo Vij
t 11 [ 21 [ 31 [ a1 | 12 [ 22 [ 32 42| V| w [uw] Q Viewz | Viaz | Vies Vear | Vear | Vi
[s] \ [m] [vs] | [m/s] | [nwis] [m] [m] [m] [m] [m] [m]
0 [416E-17]4,16E-17 [4,2E-17[42E-17] 0 | 0 o [ o 6,112 |[-18294] 0 30 611 | 641 | 611 -18,29 | -18,29 [ -18,29
10 | -0,01149 | -0,01896 | -0,0176 |-0,02416] 0,38197 | 0,37838] 0,37605] 0,37094] 6,112 | -18,294|0,38197| 0 605 | 602 | 594 -16,38 | -16,40 | -14,53

Figura 2 — Planilha elaborada para solugéo do sistema de EDOs. Observe que i representa a ordem de convergén-
cia do método (i = 4) e j representa 0 nimero de EDOs (j = 2)

Observacdes sobre os resultados obtidos (Figura 3):

1) Observa-se que y(t) assume valor méximo igual a 10,8 m e minimo correspondente ao
regime permanente. Estas sdo informagGes importantes para o projeto da chaminé. Se
K for considerado nulo, o valor maximo de y(t) passa a ser 11,7 m.

2) A oscilagcdo em massa na chaminé pode levar varios minutos. Parat= 1000 s (16,7 min),
o valor de y ainda alcanca 3,3 m.

3) O maximo observado pode ser modificado em funcéo do refinamento da malha, isto &,
em funcédo do valor de At escolhido para solucdo do problema.

4) Como ilustrado na Figura 4, os maximos e minimos de y(t), que ocorrem para dy/dt=0
(Figura 3c), coincidem com valores nulos de V(t). Isso pode ser compreendido exami-
nando-se a equacdo de conservacdo de massa, que para este problema, com Q(t>0) =0,
UA: = VA. Com A e A. diferentes de zero, se u= dy/dt = 0, entdo, V=0.

5) A relacgéo entre y(t) e V(t) ndo é biunivoca em todo o dominio (Figura 3d).



59

150 70
N\ 6,0 ™
10,0 / \ I \
50 \ 40 \

_w N\ sl \
E 00 z
= /10 200 \30 }x{ 500 600 52,0

5,0 / N_ 10 \\ // —\\

100 00 \ ‘\

/ 10 100 200 3 400 500 600
= N\
-200 . -30 .
(a) (b)
05 15 -
04 145 .
..
)

ik (A~
=3 ° >

01 . oy 5

00 °s o ° 10 4

00 o 200 300° 400 5007, 600
01 S " 5° *ocoes -15 |
0000°°
02 20 J
t[s] (C) V [mis] (d)

Figura 3 — Solucdo do Exemplo 3
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Figura 4 — Solucdo do Exemplo 3

Para pensar

Considere um decaimento linear para vazao Q a partir do valor inicial Qo = 30 m3/s, seguindo
a lei Q = Qo — at, em que a = coeficiente angular, a = (Qf — Qo)/ts, sendo tf 0 instante corres-
pondente a Qr, que ¢é a vazdo final apos a realizacdo da manobra. Faga a adaptacdo necessaria
na planilha proposta para resolver o problema 3.1. Dica: Observe com atencéo o método de
Runge-Kutta (equacédo 8) e os calculos intermediarios. Agora, Q é funcdo do tempo e esse
fato deve ser considerado na determinacdo das derivadas.
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Problema 3.2 — Modelo Eléstico: Analise e solu¢do numérica das equagdes

Prosseguindo com os estudos sobre escoamentos transitorios em condutos forgados, o leitor
encontrard um proximo nivel, que é composto por equacdes diferenciais parciais ndo lineares e
de primeira ordem, com caracteristicas hiperbdlicas. Esse sistema de equacdes € conhecido
como modelo elastico, tendo origem nos trabalhos de Allievi (1925). A deducdo do modelo
elastico emprega-se a conservacdo de massa e a 2% Lei de Newton como leis basicas da fisica.
Adicionalmente, como o comportamento do material do conduto é considerado na formulag&o,
utiliza-se a lei constitutiva denominada lei de Hooke para relacionar tenséo e deformacéo. Nao
€ necessario mencionar que percorrer as deducdes dessas equacdes constitui pré-requisito es-
sencial para avancar nos estudos. Neste livro, entretanto, apenas a solu¢do numerica — compu-
tacional das equacdes serd explorada. Sugere-se a leitura de Streeter e Wilye (1978), Parmakian
(1955) e Simdes, Schulz e Porto (2014) para estudo da deducdo. Isto posto, coloca-se como
problema inicial estudar o modelo elastico (modelo formado pelas equagdes citadas), 0 método
das caracteristicas, a imposicéo correta das condi¢des de contorno e iniciais e 0s métodos de
Lax-Friedrichs e MacCormack.

Conservacao de massa

A equacdo diferencial parcial obtida com esse principio e com as leis complementares possui a

forma final exposta a seguir:

2
AP sena |+ 2N o, 9)
ot OX g ox
Definigdes:

H = Carga piezométrica, H = z+p/y. H(xt).

t = Tempo (varidvel independente).

V = Velocidade média, V(x,t).

x = abscissa paralela ao eixo do tubo.

o = angulo entre x e a horizontal.

g = Aceleracdo devido a gravidade.

a = celeridade (velocidade) das ondas de presséo, definida como:

a= KK/[p) . Formulagdo que é descoberta ao longo da dedugéo da equagdo 9.

1+—k
Ee

K = Modulo de elasticidade do fluido.

p = Massa especifica do fluido.

D = Diametro interno do conduto.

E = Mddulo de elasticidade do material do conduto.
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e = Espessura da parede da tubulacao.

k = Coeficiente que é funcdo das condi¢des de ancoragem do conduto. Trata-se de uma funcéo
do coeficiente de Poisson, denotado aqui por p, assim como ocorre na maior parte da literatura
sobre o tema (ndo confundir com a viscosidade dindmica). A Tabela 1 resume 0s seus valores.
Valores do coeficiente de Poisson podem ser encontrados nos arquivos deste capitulo, na pla-
nilha, assim como valores de E e K.

Tabela 1 — Valores de k para diferentes condicdes de deformacéo do conduto

Configuracao do conduto k
Extremidade de montante fixa 5/4 -
Sem movimentagdo axial 1-p2
Juntas de expanséo nas extremidades do conduto 1
Condutos rigidos 0

Equacao da quantidade de movimento (22 Lei de Newton)

Com forcas de contato (pressao e cisalhamento) e a forca peso, a 2% Lei de Newton aplicada a
um volume de controle com uma entrada e uma saida conduz ao seguinte resultado:

V|V
N ﬂ+ga_H+L:o, (10)

+V
ot OX OX 2D

Nesta equacdo, além de grandezas ja definidas para a equacdo 9, h& o fator de cisalhamento
(fator de “atrito”) de Darcy-Weisbach. Em regime transitorio, o fator de cisalhamento néo apre-
senta 0 mesmo comportamento observado em regime permanente. Apesar disto, para avaliagdes
preliminares e estudos exploratorios realizados aqui, calcula-se f com as equac6es do regime

permanente. Sobre este tema, sugere-se a leitura de Lima (2006, p. 11-40).

Um pouco de matemética aplicada

A solucdo do sistema formados pelas equagtes 9 e 10 requer a imposi¢do adequada das condi-
¢Oes de contorno e condicdo inicial. Além disso, solucGes analiticas sdo conhecidas apenas para
casos particulares e simplificados, sendo necessario 0 uso de algum esquema numerico. Este é
um tema que ndo sera abordado aqui em todos os seus detalhes. Apenas alguns pontos indis-

pensaveis serdo mencionados.
Natureza do sistema de equacdes

Sabendo que H = z+ply, as equacdes 9 e 10 podem ser escritas com as formas a seguir:

@+V@+paza—vz

0 11
ot X ox (11)
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V|V
6V+V8V+1@__ __I|D|=F (12)

em que, p = pressao e F foi utilizado apenas para simplifica a escrita do termo fonte da equacgéo

. , fv|V .
12, isto €, —gsena—%: F. Empregando as matrizes

u-(0) [y e es-[?)

o sistema de equagdes pode ser organizado em uma Unica equag&o vetorial:
+A—==5 (13)

A matriz A é denominada matriz convectiva e seus autovalores podem ser calculados como

apresentado abaixo (dj; € o delta de Kronecker, se i=j, i = 1, se ndo, &ij = 0):

_ 2
det(ﬁ—mij)=0:>det A B ENVAPY L
= lUp V-2
A=V+a (14)
WM =V-a

Com esta andlise, conclui-se que o sistema de equaces é hiperbolico, pois os autovalores
possuem valores reais e diferentes entre si. Os autovalores da matriz convectiva correspondem

as velocidades absolutas das ondas.

Métodos numéricos

O meétodo classico que talvez seja 0 mais conhecido para a solugdo de escoamentos transitorios
em condutos forgados € o método das caracteristicas, desenvolvido por Monge (1789). Com
este método, as equacdes diferenciais parciais sdo transformadas em um sistema de equacdes
diferenciais ordinarias. A integracdo dessas equacdes pode ser realizada analiticamente para
casos especiais ou com alguma aproximacao para situagdes mais gerais. Deste modo, ele € clas-
sificado como método analitico ou numérico. Esquemas numericos de volumes finitos também
podem ser adotados, como o de Lax-Friedrichs e MacCormack. O estudo do método das carac-
teristicas € muito relevante para a solugdo numérica de problemas envolvendo transitérios em
condutos forgados e condutos livres. Isto porque a imposicdo correta das condi¢cdes de contorno

requer a compreensao do conceito de curvas caracteristicas. O proprio metodo também conduz
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a bons resultados quando utilizado corretamente para integracdo das equacdes para condutos
forcados, mesmo sendo de primeira ordem.
Método das caracteristicas

Caro leitor, neste item ha um pouco de matematica (pouco mesmo!). Se a compreensédo for
prejudicada pela escolha da ordem de apresentacdo do conteudo, sugiro uma primeira leitura

do “problema pratico” desenvolvido apds essa exposic¢éo inicial dos fundamentos e do codigo.

Vamos escrever aqui as equagdes 11 e 12 mais uma vez:

@+V@+pa2ﬂ=0, (11)
ot OX OX
N yN, 1k (12)
ot OX pox

Seja ¢ um fator diferente de zero inicialmente desconhecido. Se este fator for multiplicado a

equacdo de conservacdo de massa e a mesma somada a equacao de quantidade de movimento,

escreve-se.
¢(6p+v LS 26Vj+ﬂ+vﬂ+£@ F. (15)
ot OX OX ot OX poX

Observe que a equagéo anterior pode ser escrita com a seguinte forma:

oDt |rg B Bv e (16)

Lembremos agora que V=V(x,t) e p=p(x,t). O célculo de suas derivadas (materiais) com a regra

da cadeia resulta em:

dv _av  avdx dp _ P p dx

dt ot ox dt  dt ot axdt

Comparando estes resultados aos termos matematicamente semelhantes da equacgdo 16, pode-

se determinar dx/dt e os valores de ¢:

dx R A Govea
X Vippa? =V pa_Jat (17)
dt PO ¢:_i dx a
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Observe que dx/dt tem a mesma forma dos autovalores da matriz convectiva. Substituindo os
valores de ¢ na equacéo 16, pode-se transformar o sistema de equacdes diferenciais parciais em

um sistema de equac@es diferenciais ordinarias, como exposto a seguir:

d_V+id_p:F

c ;; pa dt (17a)
—=V+a
dt
dv_1dp_

o b e (17b)
—=V-a
dt

Retornando as EDPs, vale lembrar que a sua solucdo é V(x,t) e p(x,t), isto €, a velocidade
média e a pressao no plano espaco-tempo. Um problema como este possui condic¢des iniciais,
que sdo aquelas correspondentes ao tempo t = 0, determinadas em geral para o regime perma-
nente. H& também as condic6es de contorno, que sdo V e p nas extremidades inicial e final do
dominio computacional (em x = 0 e em x = L, sendo L o comprimento total do conduto, por
exemplo). Uma condicéo de contorno que provoque uma perturbacdo do problema, o que pode
ser exemplificado com o fechamento de uma valvula, produzira alteracdes no escoamento. Es-
sas alteragOes evoluem no espacgo e no tempo. As EDOs 17a,b estdo escritas em termos de
derivadas materiais e é possivel notar que com esta forma de escrever as equacdes, V e p sdo
calculadas ao longo do tempo. Por isso se diz que essas equacdes sao validas ao longo de curvas
caracteristicas (Figura 5), curvas que separam a regido que ainda preserva caracteristicas dadas
pelas condigdes iniciais da regido perturbada. O problema original possui solucéo tem solucdo
no espacgo tempo. Entdo, como identificar a dependéncia com o espago? Veja que dx/dt também
faz parte do sistema de EDOs. Deste modo, ndo se pode abandonar a dependéncia com o espaco.
Isto serd considerado na integracdo das equacdes, subscrevendo adequadamente indices que
representam a posi¢do considerada nos calculos. Veja, mais uma vez com auxilio da Figura 5,
que no tempo t, V ou p sdo calculadas em A ou B e que em ty+1 V e p séo calculadas em P,

ponto em uma posic¢éo x diferente daquela dos pontos A e B.
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t 4 regido dominada pelas
condigdes iniciais: nesta
P regido as condigdes iniciais
t permanecem inalteradas.
n+1

curvas caracteristicas

th .
A B X

Figura 5 — Curvas caracteristicas: Note que C* é a caracteristica positiva, com derivada positiva. C” possui derivada
negativa (considerando que V<a). Observe também que em A e B as grandezas V e p sdo avaliadas no instante t,
(n indica o tempo). Em P essas grandezas sdo calculadas em tn.1, isto €, ap6s um intervalo At que € igual a th —
tr. Se o ponto P for identificado em uma posicao i sobre o eixo x, A pode ser identificado como um ponto em i-1
e B emi+1, para 0 mesmo Ax entre Ae P e P e B (0 que ocorre se a>>V, veja as EDOs)

Neste ponto da apresentacdo, vamos integrar as EDOs 17a e 17b, ao longo de AP e BP,

reSpeCtivamente:
Vp 1 Pp tp
c: IdV+—jdp:det, (18a)
pa
Va Pa ta

Ve Pe t
c jdV—ijdp=Ith. (18b)
Vg pa Ps tg

A integral de dV pode ser realizada sem dificuldades, assim como a integral de dp. Ob-
serve, com a formulacdo da celeridade apresentada anteriormente, que a é independente de V e
p, diferente do que ocorre em escoamentos com superficie livre, para os quais a celeridade é
funcdo de uma das variaveis dependentes. No segundo membro, a integral de Fdt requer alguma
aproximacéo porque F é funcdo de V. Como aproximacédo, assume-se que Fem A e Fem B
sejam independentes do tempo ao longo das caracteristicas, sendo possivel realizar os calculos,

COMO exposto a seguir:

+ 1
C Ve -V, +p—a(pp—pA):FA(tP_tA), (192)

_ 1
C :VP_VB_E(pP_pB)=FB(tP_tB)- (19b)
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Uma observacéo pratica deve ser dada agora: Nestas equaces, os indices A e B representam
grandezas conhecidas no instante tn e as incognitas séo identificadas com o indice P. Os inter-
valos tp - ta e tp — ts devem ser especificados como um intervalo de tempo At. Deste modo, para
obtencdo de um esquema numérico explicito e simples, vamos resolver o sistema formado pelas
equacOes 19a e 19b de modo conveniente (vocé pode experimentar “somar” e “subtrair” as

equac0Oes ou seguir o procedimento a seguir):

1 o
c’ EpF,_FAAt (P—VA)+EpA,substltumdoem C;, vem:

_ 1 1
C Ve — Vg —FaAt+ (Ve = V,) ——apA +—apB =FgAt . Resolvendo para Vp,
p P

Va+Vp At

Ve = 5 _(FA + FB)+_(pA Pg) . (20)

Resolvendo o sistema (equacbes 19a e 19b) para pp, escreve-se:

C™ 1V, = ReAt+ Vg +ia(pp -pg), que pode ser substituida em 19a:
P

paAt

.I_
po = 2 (Va Vo) + = (B - ) + B0 (21)

Neste texto, como foi considerado que Ax = aAt, A, B e P serdo substituidos por i-1, i+1
e n, respectivamente (ver Figura 5). Neste caso, i representa a posicdo em X e n representa o
instante no eixo t. Isto resulta nas equacBes 22 e 23, equacdes utilizadas no cddigo elaborado

no proximo problema:

\VARERYA
Vin+1:% (Fn1+F|+1)+ a(pin—l_pPJrl)- (22)
n
P = 22 (v, Vi) + B2 R - ) BBl (23)

Lembrando que devem ser satisfeitas as equagoes:

tp

c* :c:j—)t(=V+a:>AxAP= Ith+aAt;aAt
ta
C’:((jj—)t(=V—a:—AxBP ='[th—aAt;—aAt

tg
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Se a resisténcia for negligenciada e o conduto for horizontal, F = 0 (veja a definicdo de
F). Com essa simplificacdo, o equacionamento anterior representa uma solucdo analitica das

EDOs, escrita com a seguinte forma:

a VL +vn 1
Vi = S 5 = +2—pa(pi'11 —pit) - (24)
n n
P = Pza (V1 -V )+ pi—l'iz'pi+l . (25)

Como comentario final deste trecho, destaca-se que para o caso mais geral, tr-tae tp - tg
podem ser diferentes, assim como Xp - Xa € Xp - Xs, Sendo necessaria a solu¢éo simultanea de
quatro equacdes. Vale lembrar que as EDOs sdo validas apenas ao longo das curvas caracteris-
ticas, enquanto as EDPs sdo validas para todo do dominio x-t.

Imposi¢édo das condic¢bes de contorno com auxilio das caracteristicas

O que ocorre na fronteira de um dominio computacional em problemas de hidraulica pode
depender apenas das condic¢Oes de escoamento ou das condi¢Ges de escoamento e de interfe-
réncias externas. Os sinais dos autovalores da matriz convectiva determina a imposicao correta
das condi¢des de contorno. Em outras palavras, estamos falando da declividade (positiva ou
negativa) da curva caracteristica nas fronteiras do dominio. Para o problema tratado aqui, 0s
autovalores possuirdo sinais opostos (em escoamentos em superficie livre, os sinais podem ser
iguais se 0 escoamento for supercritico). Deste modo, na entrada uma curva caracteristica apon-
tara para dentro do dominio computacional e a outra para fora do dominio computacional. Este
fato indica que uma variavel deve ser fixada no contorno com base em informacdes externas (0
nivel d’agua em um reservatorio, como na Figura 6) e a outra variavel deve ser calculada com
base no que ocorre dentro do dominio computacional. Esse modo de impor as condi¢bes de
contorno esta de acordo com as curvas caracteristicas, ja que as perturbacdes se propagam ao
longo delas. Para a extremidade de jusante do mesmo sistema (Figura 6), a presenca de uma
valvula deve ser representada no sistema de equagdes com um modelo matematico para valvula.
A outra varidvel serd calculada com base em informacbes do dominio, com o uso da curva

caracteristica positiva.
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]
] 2 Nx-1 Nx

Figura 6 — Reservatorio-conduto-valvula: Condigdes de contorno

Para o sistema hidraulico da Figura 6, que sera explorado numericamente neste exemplo,

as equacdes para 0s contornos séo:

1) Montante (Reservatorio): Desprezando perda localizada e carga cinética.
1.1) Informac&o externa ao dominio (Reservatorio):
Pp =v(z, —2,) (26)

1.2) Informac&o do dominio (equacéo 19b):

_ 1
C Ve :VB+FBAt+5(pP_pB)- (27)
2) Jusante (Valvula):

2.1) Informacao externa ao dominio (Valvula):

Para o caso de ocorréncia do regime permanente, sabe-se que a vazdo escoada por uma

valvula pode ser modelada por:

Qo = (CdAv)oVZQho : (28)

Nesta equacdo Cq=coeficiente de descarga da valvula, Ay=area da secdo aberta da valvula,
ho=carga de pressdo a montante da valvula. Em todas as varidveis o indice O indica regime
permanente. Uma forma de modelar o escoamento variavel consiste em assumir como valida

uma equagao semelhante para calcular a vazéo:

Qp = (C4A, W2gh, - (29)

2.2) Informacdo interna (curva caracteristica positiva):
. 1
C" :Vp-Va +E(pP_pA):FAAt- (30)

Substituindo a velocidade pela vazéo (Vp=Qp/A, em que A=area do tubo), vem
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+ A
C :Qp—-Qa +E(pp —Pa) =AFRAAL, (31)

Combinando as equacdes 29 e 31 é possivel escrever a seguinte equacao:

Pp=7vhp =7 Qs A Q3+Q,-|Q +ﬂp + AFAAL =0
P T CA) g T 2aCA)? T U e AT

Resolvendo para Qp, escreve-se:

—1+\/1+ 4A(QA +ApA +AFAAtj
pa

23(C4A, )?
Qp = A =...
27
2a(CyA,)?
2
a aC,A
Qp =C4A, \/F(CdAV)Z + Za(vA +E—’;+ FAAt] —%} . (32)

Apenas para simplificar a escrita, define-se Cs:

2
Qp = CdAvl:\/%(CdAv)z +2aC, _aCd%} J (33)

emque C, =V, +p—/;+ FAAL .
p

O produto Cg¢Av € uma informagéo externa dependente do tempo e que pode ser dada por
valores tabelados ou ajustados por meio de uma expressdo algébrica. A equacdo 32 foi obtida
com o auxilio da caracteristica positiva (que contém informag6es sobre o n adjacente ao con-
torno) e uma informacéo externa, correspondente a equacédo da valvula. Observe que a equacgéo
32 é explicita para o calculo de Qp. Para calcular hp, uma vez calculada a vazéo Qp, utiliza-se a
equacdo da caracteristica positiva. Outros tipos de condi¢Ges de contorno podem ser encontra-
dos nas referéncias citadas.

Métodos de volumes finitos

O método das caracteristicas descrito anteriormente ndo pode ser aplicado a escoamentos
em superficie livre com solugBes descontinuas (com ressalto hidraulico ou pororoca, por exem-
plo), sendo necessario o0 uso de um esquema numeérico capaz de capturar ondas de choque, que
sdo as solugdes descontinuas, no sentido fraco. O desenvolvimento e analise desses métodos é

um tema importante da Matematica Aplicada ( LEVEQUE, 2007, aborda diferentes métodos
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de volumes finitos para sistemas hiperbélicos). Neste capitulo, introduziremos os métodos de
Lax-Friedrichs e de MacCormack, que também serdo utilizados para escoamentos em superficie

livre. Para o uso desses métodos, as EDPs foram reescritas na “forma conservativa”, apresen-
tada a seguir:

Forma conservativa das equagoes

A equacao obtida com a 22 Lei de Newton (equacédo 12) é facilmente reescrita:

N,y IR e 12)
p OX

N o(V: p N oV
B =F ou =+ = —+gh |=F 4
at+ax[2 +pj ou 8t+6x(2 +gJ ' (34)

em que h=ply.

EXERCICIO: Prove que a equagio 34 é a forma conservativa da equacio 12.

Solucédo

O primeiro termo do primeiro membro da equacdo 12 e o termo fonte (segundo membro)

séo idénticos aos respectivos termos da equacdo 34. O restante pode ser avaliado como ex-
posto a seguir:

oV 190 )
V—+——p. Sendo assim,

2 2
Of(VT p|_Lov® olplp) _1,,0V 1dp_
2 OX OX 2 X pox OX p OX

ox\ 2 p

N,y 1P Aquitermina a prova.l
ot OX p OX
—

Uma maneira de escrever a equacdo da continuidade com a forma conservativa consiste
em isolar hx na equagdo da quantidade de movimento e utilizar este resultado na equacgéo da

continuidade (hx = derivada de “h” em relacdo a “x”). O resultado obtido com a equagéo 12,
multiplicando-a por V/g, é:

2
v _yE_ VNV VoV Substituindo na equacgéo 11 escrita em termos de h,
OX g g ot g ox

2
@+V@+a—ﬂ=0,vem
ot oX g OX

F
—_— =-V—.
o4 go g ox g ox g
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vov_1ov: ViV _ 1V

Pode-se verificar que: = = . Portanto:
g ot 29 ot g ox 3g ox

2 2 3
Ofp M| o), vV |__E (35)
ot 29 ) ox\ g 3g g
Empregando a forma vetorial conservativa para as equacgdes 34 e 35, escreve-se:
o9 offa)
—4+—==5
ot ox 7’ (36)

29 V2/24gh gl g

. V2 2 n _\y3 _vV
em que s € o vetor com os termos fonte e: q:[h__J, i:[a Vig-Vv /(39)], §:E( ]
Vv

Até aqui, observe que foram utilizadas as grandezas H (carga piezométrica), p (pressdo) e h =
p/y (carga de pressdo). As equacOes diferenciais parciais escritas com essas diferentes grandezas

podem ser encontradas na Tabela 2 a seguir.

Tabela 2 — Equac0es escritas com H, pe h

Descricdo Conservacdo de Massa 2% L ei de Newton
H = carga piezométrica [m] | oH Ry oH +seno |+ a? ov 0 ov oV _oH fV|V|
- — — — — — V— — —
Equacdes 9 e 10. ot OX * g ox ot i OX ’ OX ’ 2D 0
p = pressdo [N/m?] @+V@+pa2ﬂ=0 N N, 1o
Equacfes 11 e 12. at ox oX ot OX poX
_ « 2
h—carNgadepressao. @+V@ a_ﬂ:o ﬂ+vﬂ+g@:F
Equacdes ot oX g ox ot OX OX
o, V2| afa®, V® Flov o(V?
Forma conservativa. —|h-—|+——V-—|=-V— | —+—|—+gh|=F
ot 29 ) ox\ g 3g g ot ox| 2

Notas: F =—gsena — fV|V|/(2D) . As equagdes também podem ser escritas em termos da vazdo, com V=Q/A.

Método de Lax-Friedrichs

O método de Lax-Friedrichs, que recebe esse nome em homenagem aos seus autores, pode ser
escrito para a equacéo vetorial conservativa (equagdo 36) como apresentado a seguir:

a1 At 5.n+ +s!
q" =5@{‘+1 + 9?_1)—E[i(g)i”ﬂ —i(g)i”fl]wt%. (37)

Observe que o método é explicito, isto €, a incognita (em n+1) pode ser calculada diretamente.
Uma média é utilizada para o célculo do termo fonte. Como critério de estabilidade, o nimero

de Courant deve ser menor ou igual a unidade:
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h4ia

o (38)

C=At

Assumindo que V/a tenda a zero, o espacamento da malha temporal pode ser estimado com
base no valor do espacamento da malha espacial e da celeridade das ondas de pressdo sem a
necessidade de verificar, a cada instante, 0 nimero de Courant no dominio computacional.
Sendo assim, adotando C=1, tem-se:

AX

At= - (39)

Método de MacCormack

O esquema numeérico de MacCormack (1969) € um método do tipo previsor-corretor de
dois passos e de segunda ordem tanto no tempo quanto no espaco. O algoritmo deste codigo €

relativamente simples, como exposto a seguir:

1) Passo previsor: Adota-se uma aproximacgdo avancada para a derivada espacial para
calcular a derivada temporal no instante n e, em seguida, utiliza-se esta derivada para
calcular g em t+At. O resultado obtido desta forma é identificado com uma barra supe-
rior.

ot AX =

( 9 Jn _ f@:ﬂ _f(ﬂ): L (40)

ot

g_"*lzqf‘{a—gj At. (41)

2) Passo corretor: O valor predito calculado com a equacdo 41 é utilizado para calcular a
derivada temporal de q em n+1. Para tanto, adota-se uma discretizagdo atrasada para a
derivada espacial. Esta alternéncia entre derivadas avancgadas e atrasadas produz um
método de segunda ordem. Com este resultado, efetua-se uma média entre as derivadas
temporais calculadas em n e n+1 para que seja efetuado o calculo final de g, em n+1.

— o
{a_gjn-‘— =_w+s_ﬂ+l (42)

AX
[%‘*HM (43)
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O mesmo critério de estabilidade pode ser empregado. Sobre as condi¢des de contorno,
aquelas desenvolvidas anteriormente séo de primeira ordem, o que pode afetar a ordem de pre-
cisdo do método nos contornos. Entretanto, de acordo com a experiéncia, Chaudhry (2008)
afirma que esta préatica ndo implica propagar a ordem de precisdo inferior para 0s nés internos.
Deste modo, as equacdes caracteristicas podem se empregadas nos contornos em conjunto com
0s metodos de volumes finitos descritos. Outra estratégia consiste em usar extrapolacdes de
primeira ordem ou de segunda ordem.

Caodigo para solugéo das equacoes

Solucionar problemas em regime variavel com o uso de uma planilha pode nao ser viavel
devido as dificuldades com a construcéo da planilha, interpretagdo dos dados e excessivo uso
de memoéria do computador. Um cddigo em linguagem FORTRAN, C, Octave, Matlab® ou
outra linguagem, entretanto, permite com certa facilidade visualizar a evolugédo de V e p (ou H,
h), gerar envoltdrias com minimos e maximos, entre outras op¢6es. Adotamos uma linguagem
gue pode ser adaptada para Octave (software gratuito parecido com o Matlab), Scilab e Ma-
tlab®. A seguir é apresentado o codigo e comentéarios elucidativos. Note-se que neste codigo
foram inseridos os trés métodos apresentados anteriormente. Foram inseridos também dados do
Exemplo 3.1 de Wylie e Streeter (1978, p.38-41) para que o leitor possa comparar a solucéo
obtida com a solugéo desses autores.

=

{
!

o

h N

600 m

Figura 7 — Reservatorio-conduto-valvula (em escala): z; - z; = 150 m, L=600 m, D =0,50 m

1) Contornos:
1.1) Montante. Reservatorio com nivel constante e z, — z; = 150 m.

1.2) Jusante. Valvula com fechamento de acordo com

=), (44)

f
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em que tr = tempo de fechamento, igual a 2,1 s para esta lei de fechamento. Tau é definido a
seguir e possibilita calcular a evolugcdo temporal do produto entre o coeficiente de vazéo e a

area da valvula.

(C4AV) ti1s
=" V. — (C,A,)=(C,A,) (1-—)"°, para0<t<21s
T (Cd " V)o ( d v) ( d v)O( tf) p

Set>21s entdo (C4A,)=0.

(45)

Tabela 3 - Codigo para solucdo das EDPs com os trés métodos estudados

clear

%METODOS COMPUTACIONAIS EM HIDRAULICA.

%AUTORES: André Luiz Andrade Simdes, Harry Edmar Schulz e Rodrigo de Melo
Porto

%Coédigo para o calculo de H(x,t) e Q(x,t) para um sistema do tipo
%reservatorio-conduto-valvula. Métodos numéricos:
%Lax-Friedrichs,Caracteristicas,MacCormack.

L=600;%Comprimento do tubo
Nx=600;%Numero de nds no tubo
dx=L/(Nx-1) ;%Espacamento entre nds do eixo X

tt=5;%Tempo total de simulagéo
Nt=6001;%Numero de nds no eixo temporal
dt=tt/(Nt-1);%Espacamento entre nds do eixo temporal

10=0.0;%Parte de F, que representa a declividade do conduto.
g=9.8;%Aceleracao da gravidade

E=200e9;%Mbédulo de elasticidade do material do tubo
K=1.75e9;%Moédulo de elasticidade do fluido

D=0.50;%Diametro do tubo

A=pi*0.25*D"2;%Area da secdo transversal do conduto
=0.018;%0.02%Fator de resisténcia de Darcy-Weisbach
r=1000;%Massa especifica do liquido

k=1;%Coeficiente que depende da relacdo de Poisson
esp=0.02;%Espessura da parede do tubo

%Para escolha de um dos trés métodos:
opmet=0;

opmet = menu("Escolha o método”, "Lax-Friedrichs®, ...
"Caracteristicas”, "MacCormack®);

%Calculo de a (celeridade das ondas de pressédo):

a=sqrt((K/r)/(1+K*D*k/(E*esp)))
dxa=dx/a
dt
Courant=dt*a/dx
ifT dt>dxa
fprintF("Critério de estabilidade violado™)
end

%Declaracdes de vetores e matrizes:

x=zeros(1,Nx);
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%Variaveis primitivas:

Q=zeros(Nx,Nt);%Matriz com Nx linhas e Nt colunas e elementos iguais a
Zero
H=zeros(Nx,Nt);

if opmet==

%%9%%%%%6%%%%%%%%6%6%%%%% % %6%6%%% %% % % %6%6%% %% % % %6%6%6%% %% % % %6%6%% %% % % %%
% %
%0%%%%%%%%%%%% %%~ -METODO DE LAX-FRIEDR I CHS --%%9%%%%%%%%%%%%%
% %

96%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% % %%%% %% %% % %% %% %% % %%%% %% %% % % %%
%componentes dos vetores:

gql=zeros(Nx,Nt);
gq2=zeros(Nx,Nt);
fl=zeros(Nx,1);
f2=zeros(Nx,1);
sl=zeros(Nx,1);
s2=zeros(Nx,1);

%Condicdes Iniciais:
%Vazdo em regime permanente:

zr=150; %Cota do nivel d"agua no reservatorio em relacdo ao eixo do tubo,
isto é, com z1 = 0 (ver desenho).
CdA0=0.009; %Produto entre o coeficiente de vazdo e a area para t=0;

Q0=(zr*2*g/ (f*L/ (D*A"2)+1/(CdAO™2)))N0.5; %Vazdo calculada para t=0;
HO=Q0"2/ (CdAON2*2*Q) ; %H(x=L,t=0)

n=1;%n=1 corresponde ao tempo t=0 (condicao inicial).
for 1=1:Nx

x(1)=(i-1)*dx;
Q(i,n)=Q0;
H(i ,n)=zr-((Q0"2)/ (2*g*A"2))*(f*x(i)/D);

ql(i,n)=H(i,n)-Q0"2/ (2*g*A"2);
q2(1,n)=Q0/A;

T1(i,1)=(a"2/9)*q2(i,n)-(q2(i,n)"3)/(3*9);
f2(i,1)=92(i,n)"2+g*q1l(i,n);

s1(i,1)=-g2(i,n)*(lo-f*q2(i,n)"2/(2*g*D));
s2(i,1)=g*(lo-f*q2(i,n)"2/(2*g*D));

end

%Visualizacdo da condicdo inicial H(O,x):
plot(x,H(:,1))

pause()

T=0;%Tempo, necessaria para o laco a seguir**.
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H(1,:)=zr;%H em x=1 e para todos os instantes (o nivel d"4fua no reserva-
tério é constante).

for t=dt:dt:tt

n=n+1
T=T+dt;%Tempo**.

Y096%%%6%%% %% %% %6%% %% Y% %% %%
%CONDICOES DE CONTORNO:
Y0%69%%%6%Y%% %% %% %%% %% %% %% Y%
Y0%69%6%%%%6% %% %% Y% Yo% Yo% %% %% Yo% Yo% %% %%
%ESQUERDO (ENTRADA-RESERVATORIOQ):
Y0%69%6%%6%%6% %% %% Yo% Yo% Yo% %% %% Yo% Yo% %% %%

%Caracteristica negativa:

Cmenos=Q(2,n-1)/A+g*(10-f*Q(2,n-1)*abs(Q(2,n-1))/(2*g*D*A"2))*dt-
(972)*H(2,n-1);

Q(1,n)=A*(Cmenos+g*zr/a);

%Uma vez calculados Q e H, deve-se calcular as componentes dos veto-
res:

a2(1,n)=Q(1,n-1)/A;
ql(1,n)=H(1,n-1)-92(1,n-1)*(q2(1,n-1))/(2*9);

f1(1,1)=(a"2/9)*q2(1,n-1)-(q2(1,n-1)"3)/(3*9);
2(1,1)=92(1,n-1)*(q2(1,n-1))+g*ql(1,n-1);

s1(1,1)=-92(1,n-)*(1o-f*q2(1,n-1)*abs(g2(1,n-1))/(2*g*D));
s2(1,1)=g*(lo-f*q2(1,n-1)*abs(q2(1,n-1))/(2*g*D));

9600969606 U6 UK Ye e 6%96%
%DIREITO (SATDA-VALVULA):
04069669 %66606066066%6 %6 %% %6%6%64040%
if T<=2.1
CdA=CdAO*(1-T/2.1) .~1.5;

Cmais=Q(Nx-1,n-1)/A+g*(1o-F*Q(Nx-1,n-1)*abs(Q(Nx-1,n-
1))/ (2*g*D*A"2))*dt+(g/a)*H(Nx-1,n-1);

Q(Nx,n)=CdA*(sqrt((an2)*(CdAN2)/ (A"2)+2*a*Cmais)-a*CdA/A);
H(Nx,n)=(a/g)*(Cmais-Q(Nx,n)/A);

else

CdA=0;

Cmais=Q(Nx-1,n-1)/A+g*(1o-f*Q(Nx-1,n-1)*abs(Q(Nx-1,n-
1))/ (2*g*D*A"2))*dt+(g/a)*H(Nx-1,n-1);

Q(Nx,n)=CdA*(sqrt((an2)*(CdAN2)/ (A"2)+2*a*Cmais)-a*CdA/A);

H(Nx,n)=(a/g)*(Cmais-Q(Nx,n)/A);

end
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gq2(Nx,n)=Q(Nx,n-1)/A;
ql(Nx,n)=H(Nx,n-1)-g2(Nx,n-1)*(q2(Nx,n-1))/(2*9);

F1(Nx,1)=(a”2/9)*g2(Nx,n-1)-(g2(Nx,n-1)"3)/(3*9);
T2(Nx,1)=g2(Nx,n-1)*(q2(Nx,n-1))+g*q1(Nx,n-1);

s1(Nx,1)=-q2(Nx,n-1)*(1o-f*g2(Nx,n-1)*abs(q2(Nx,n-1))/(2*g*D));
s2(Nx,1)=g*(1o-f*g2(Nx,n-1)*abs(q2(Nx,n-1))/(2*g*D));

%0%6%%%%%%%%% %% %% %% %% % %% %% %% %% %%
%SOLUCAO PARA OS NOS INTERNOS:
%9%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
for 1=2:Nx-1

ql(i,n)=0.5*(ql(i+1,n-1)+gql1(i-1,n-1))-(0.5*dt/dx)*(F1(i+1,1)-
f1(i-1,1))+0.5*dt*(s1(i+1,1)+s1(i-1,1));

q2(i,n)=0.5*(g2(i+1,n-1)+g2(i-1,n-1))-(0.5*dt/dx)*(f2(i+1,1)-
f2(i-1,1))+0.5*dt*(s2(i+1,1)+s2(i-1,1));

end
for 1=2:Nx-1

T1(i,1)=(a"2/g9)*q2(i,n)-(q2(i,n)"3)/(3*9);
f2(i,1)=q2(i,n)*(q2(i,n))+g*ql(i,n);

s1(i,1)=-g2(i,n)*(lo-f*q2(i,n)*abs(q2(i,n))/(2*g*D));
s2(i,1)=g*(lo-f*q2(i,n)*abs(g2(i,n))/(2*g*D));

Q(i,n)=A*g2(i,n);
HCi,n)=ql(i,n)+(q2(i,n)*(q2(i,n)))/(2*g);

end
end
%%0%%0%%0%%%%%%%%%%%%%% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% % %% %% %% %% %% %% %% %
% %
060606%6%6%6%%%%%%%% - —~METODO DAS CARACTERT ST I CAS——%%%%%%%%%%%%%Y%
% %

%6%%96%%%%6%%%%6%%% %%%% %% %% %% %% %6%% % %6%6% % %6%6% % %6%6% % %6%6%% % %6%% % %6%% % %%
else if opmet==2

%Condicdes Inicials:

%Vazao em regime permanente:

zr=150; %Cota do nivel d"agua no reservatorio em relacdo ao eixo do tubo
CdA0=0.009; %Produto entre o coeficiente de vazdo e a area para t=0;

QO0=(zr*2*g/ (f*L/ (D*A"2)+1/(CdAO™N2)))N0.5; %Vazdo calculada para t=0;
HO=Q0"2/ (CdAON2*2*Q) ; %H(x=L, t=0)
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n=1;
for 1=1:Nx

x(1)=(i-1)*dx;
Q(1,n)=Q0;
H(T,n)=zr-((Q0"2)/ (2*g*A"2) )*(F*x(1)/D);

end

plot(x,H(:,1))
pause()
T=0;

H(1,:)=zr;%H em x=1 e para todos os instantes
for t=dt:dt:tt

n=n+1
T=T+dt;%Tempo

%%%0%%%%%6%%%%%%%%6%%%%% %%

%CONDICOES DE CONTORNO:
096996999969 %6%6%% %% %% %% %

%0%%%%%%%%%%% %% %% %% %% % %% %% %% %% %% %%
%ESQUERDO (ENTRADA-RESERVATORIO):
%%%%%6%%%6%%%%%6%%%%%%% %% % %% %% % %%% %%
%Caracteristica negativa:

%Q(1,n)=Q(2,n-1)+(zr-H(2,n-1)-(F*dx/ (2*g*D*A"2))*Q(2,n-1)*abs(Q(2,n-
1)))/(@/(g*A));

Cmenos=Q(2,n-1)/A+g*(1o-f*Q(2,n-1)*abs(Q(2,n-1))/(2*g*D*A"2))*dt-
(9/7a)*H(2,n-1);

Q(1,n)=A*(Cmenos+g*zr/a);
Y6%%6%%%%%%%% %% % %% %6%% % %% %6 %%
%DIREITO (SAIDA-VALVULA):
%6%%%%%%6%6%%%%% % %6%6%%%%% % % %%
if T<=2.1
CdA=CdAO0*(1-T/2.1).M"1.5;

Cmais=Q(Nx-1,n-1)/A+g*(1o-f*Q(Nx-1,n-1)*abs(Q(Nx-1,n-
1))/ (2*g*D*A"2))*dt+(g/a)*H(Nx-1,n-1);

Q(Nx,n)=CdA*(sgrt((an2)*(CdAN2)/ (A"2)+2*a*Cmais)-a*CdA/A);
H(Nx,n)=(a/g)*(Cmais-Q(Nx,n)/A);

else
CdA=0;

Cmais=Q(Nx-1,n-1)/A+g*(1o-f*Q(Nx-1,n-1)*abs(Q(Nx-1,n-
1))/ (2*g*D*A"2))*dt+(g/a)*H(Nx-1,n-1);
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Q(Nx,n)=CdA*(sgrt((an2)*(CdAN2)/ (A"2)+2*a*Cmais)-a*CdA/A);
H(Nx,n)=(a/g)*(Cmais-Q(Nx,n)/A);

end
%SOLUCAO PARA 0S NOS INTERNOS:
for 1=2:Nx-1
Q(i,n)=0.5*(QCi-1,n-1)+Q(i+1,n-1))+0.5*dt*g*A*(1o-F*Q(i-1,n-
1)*abs(Q(i-1,n-1))/(2*g*D*A"2). ..
+lo-f*Q(i+1,n-1)*abs(Q(i+1,n-
1))/(2*g*D*A"2))+(g*A/ (2*a))*(H(i-1,n-1)-H(i+1,n-1));
H(i,n)=0.5*(H(i-1,n-1)+H(i+1,n-1))+0.5*a*dt*(lo-F*Q(i-1,n-
1)*abs(Q(i-1,n-1))/(2*g*D*A"2). ..
-lo+f*Q(i+1,n-1)*abs(Q(i+1,n-
1))/ (2*g*D*A"2))+(a/(2*g*A))*(Q(i-1,n-1)-Q(i+1,n-1));

end
end

else if opmet==3

%%%%%6%%%6%%%%%6%%%6%%%%%6%% %% %% Y6%% %% % %% 6% % %% % %% %% % %% % %% %% % %% %

% %
%6%%6%%%%%%%%%%%%%%—-~METODO DE MACCORMACK - —%%9%%%%%%%%Y%%%%%%Y%
% %

%%9%%%%%6%%%%%%%%6%6%%%%% % %%6%%% %% % % %6%%% %% % % %6%6%6%% %% % % %6%6%% %% % % %%
%componentes dos vetores:

gql=zeros(Nx,Nt);

gq2=zeros(Nx,Nt);

fl=zeros(Nx,1);

f2=zeros(Nx,1);

sl=zeros(Nx,1);

s2=zeros(Nx,1);

%Derivadas:

dgl=zeros(Nx,1);
dg2=zeros(Nx,1);

dgpl=zeros(Nx,1);
dgp2=zeros(Nx,1);

%Condicdes Iniciais:
%Vazao em regime permanente:

zr=150; %Cota do nivel d"agua no reservatorio em relacdo ao eixo do tubo
CdA0=0.009; %Produto entre o coeficiente de vazdo e a area para t=0;

Q0=(zr*2*g/ (f*L/ (D*A"2)+1/(CdAO™2)))N0.5; %Vazdo calculada para t=0;
HO=Q0"2/ (CdAON2*2*g) ; %H(x=L,t=0)

n=1;
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for 1=1:Nx
x(1)=(1-1)>dx;
Q(1,n)=Q0;
H(1,n)=zr-((Q0"2)/(2*g*A"2))*(*x(i)/D);

ql(i,n)=H(i,n)-Q0"2/(2*g*A"2);
q2(1,n)=Q0/A;

f1(i)=(a"2/9)*q2(i,n)-(q2(i,n)"3)/(3*9);
f2(1)=g2(i,n)"2+g*ql(i,n);

s1(i)=-q2(i,n)*(lo-f*q2(i,n)"2/(2*g*D));
s2(i)=g*(lo-f*q2(i,n)"2/(2*g*D));

end

plot(x,H(:,1))
pause()
T=0;

H(1,:)=zr;%H em x=1 e para todos os instantes
for t=dt:dt:tt

n=n+1
T=T+dt;%Tempo

96%%%%%%%%%%% %% %% %% %%% %%
%CONDICOES DE CONTORNO:
%%%%%%%%6%%%%%%%%6%%%%% %%

90%%%%%%%%%%%%%% %% % %% % %% % %% % %%% % %%
%ESQUERDO (ENTRADA-RESERVATORIO):
%%%%%6%%%0%%%%%6%%%%%%% %% % %% %% % %%% %%

%Caracteristica negativa:

Cmenos=Q(2,n-1)/A+g*(1o-f*Q(2,n-1)*abs(Q(2,n-1))/(2*g*D*A"2))*dt-
(9/7a)*H(2,n-1);

Q(1,n)=A*(Cmenos+g*zr/a);

%Uma vez calculados Q e H, deve-se calcular as componentes dos veto-
res:

a2(1,n)=Q(1,n-1)/A;
ql(1,n)=H(1,n-1)-q2(1,n-1)*(q2(1,n-1))/(2*9);

f1(1)=(a"2/9)*q2(1,n-1)-(q2(1,n-1)"3)/(3*9);
f2(1)=92(1,n-1)*(g2(1,n-1))+g*ql(1l,n-1);

s1(1)=-g2(1,n-1)*(lo-f*q2(1,n-1)*abs(q2(1,n-1))/(2*g*D));
s2()=g*(lo-f*q2(1,n-1)*abs(g2(1,n-1))/(2*g*D));

90%%%%%%%%%%% %% % %%% % %% %% %%
%DIREITO (SAIDA-VALVULA):
%%%%%6%%%%%%%%%%%%%6%%%%% %%
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if T<=2.1

CdA=CdAO0*(1-T/2.1).M1.5;

Cmais=Q(Nx-1,n-1)/A+g*(1o-F*Q(Nx-1,n-1)*abs(Q(Nx-1,n-
1))/ (2*g*D*A"2))*dt+(g/a)*H(Nx-1,n-1);

Q(Nx,n)=CdA*(sgrt((an2)*(CdAN2)/ (AN2)+2*a*Cmais)-a*CdA/A);

H(Nx,n)=(a/g)*(Cmais-Q(Nx,n)/A);

else

CdA=0;

Cmais=Q(Nx-1,n-1)/A+g*(1o-F*Q(Nx-1,n-1)*abs(Q(Nx-1,n-
1))/ (2*g*D*A"2))*dt+(g/a)*H(Nx-1,n-1);

Q(Nx,n)=CdA*(sgrt((an2)*(CdAN2)/ (A"2)+2*a*Cmais)-a*CdA/A);

H(Nx,n)=(a/g)*(Cmais-Q(Nx,n)/A);

end

q2(Nx,n)=Q(Nx,n)/A;
ql(Nx,n)=H(Nx,n)-g2(Nx,n)*(q2(Nx,n))/(2*g);

FI(Nx)=(a"2/9)*q2(Nx,n)-(q2(Nx,n)"3)/(3*9);
F2(Nx)=g2(Nx,n)*(g2(Nx,n))+g*ql(Nx,n);

S1I(Nx)=-q2(Nx,n)*(1o-f*g2(Nx,n)*abs(g2(Nx,n))/(2*g*D)) ;
s2(Nx)=g*(1o-Ff*g2(Nx,n)*abs(g2(Nx,n))/(2*g*D)) ;

%FIM DAS CONDICOES DE CONTORNO
%SOLUCAO PARA 0S NOS INTERNOS:
%Passo preditor:

for 1=2:Nx-1

dgql(i,1)=-(FL(i+1)-F1(i))/dx+s1(i);
dg2(i, 1)=-(F2(i+1)-F2(i))/dx+s2(i);

ql(i,n)=ql(i,n-1)+dql(i,1)*dt;
q2(i,n)=q2(i,n-1)+dq2(i,1)*dt;

end

f1(2:Nx-1)=(a”2/9)*q2(2:Nx-1,n)-(q2(2:Nx-1,n) .~3)/(3*9);
f2(2:Nx-1)=92(2:Nx-1,n).*(q2(2:Nx-1,n))+g*ql(2:Nx-1,n);

s1(2:Nx-1)=-q2(2:Nx-1,n).*(lo-f*q2(2:Nx-1,n) . *abs(q2(2:Nx-
1,n))/(2*g*D));
s2(2:Nx-1)=g*(lo-f*q2(2:Nx-1,n) .*abs(q2(2:Nx-1,n))/(2*g*D)) ;

Q(2:Nx-1,n)=A.*g2(2:Nx-1,n);
H(2:Nx-1,n)=q1(2:Nx-1,n)+(g2(2:Nx-1,n).*(q2(2:Nx-1,n)))/(2*9);

%Passo corretor:

for 1=2:Nx-1
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dgpl(i,1)=-(FL(i)-FL(i-1))/dx+s1(i);
dqp2(i,1)=-(F2(i)-F2(i-1))/dx+s2(i):

end
for 1=2:Nx-1

ql(i,n)=q1l(i,n-1)+0.5*(dql(i,1)+dgpl(i,1))*dt;
q2(i,n)=q2(i,n-1)+0.5*(dg2(i,1)+dgp2(i,1))*dt;

end

f1(2:Nx-1)=(a"2/9)*q2(2:Nx-1,n)-(q2(2:Nx-1,n) .~3)/(3*9);
f2(2:Nx-1)=92(2:Nx-1,n).*(q2(2:Nx-1,n))+g*ql(2:Nx-1,n);

s1(2:Nx-1)=-q2(2:Nx-1,n).*(lo-f*q2(2:Nx-1,n) .*abs(q2(2:Nx-

1,n))/(2*g*D));
s2(2:Nx-1)=g*(1o-f*q2(2:Nx-1,n) .*abs(q2(2:Nx-1,n))/(2*g*D));

Q(2:Nx-1,n)=A.*g2(2:Nx-1,n);
H(2:Nx-1,n)=q1(2:Nx-1,n)+(g2(2:Nx-1,n) .*(q2(2:Nx-1,n)))/(2*9);

end
end
end
end
result=0;

while result~=6
%RESULTADOS :

result=menu("Vizualizacdo dos resultados:","Animacdo de H(x,t)", ...
"Animacao de H(x,t)/max(H) e Q(x,t)/max(Q)", "H(L,t)",.-.
"Envoltéria de valores maximos”®, "Envoltéria de valores minimos*
"Sair®);

if result==
for n=1:1:Nt

plot(0:dx:L,H(:,n))
xlabel ("x");
ylabel ("H");
xbim([min(min(0)) L])
yihim([min(min(H)) max(max(H))1)
grid on
Mo=getframe;
end

else if result==2
for n=1:11:Nt
plot(0:dx:L,H(:,n)/max(max(H)),0:dx:L,Q(:,n)/max(max(Q)))

xlabel ("x");
ylabel ("H/Hmax e Q/Qmax");
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xbim([min(min(0)) L])
yhim([-1 11)
grid on
Mo=getframe;
end

else i1f result==3
%Graficos de H(L,t), H(...):

plot(O:dt:tt,H(Nx, :))

xlabel ("t [s]")

ylabel("H(L,t) [m] - em x = L%)
pause()

plot(0:dt:tt,H(Nx/2,:))

xlabel ("t [s]")

ylabel("H(L/2,t) [m] - em x = L/2%)
pause()

else if result==
%Envoltoria com valores maximos de H:
MaxH=zeros(Nx,1);

for i=1:Nx
MaxH(i,1)=max(H(i,:));
end

plot(x,MaxH)

xlabel ("x")

ylabel ("max(H(t)) ")
pause()

else if result==5
%Envoltoéria com valores minimos de H:
MinH=zeros(Nx,1);

for 1=1:Nx
MinH@ ,D)=min(H(,2));
end

plot(x,MinH)

xlabel ("x")
ylabel("min(H(E)) ")
pause()

end
end
end
end
end
end
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A Figura 8 contém resultados calculados com o0 método das caracteristicas e com o codigo
de Wylie e Streeter (1978) e os resultados obtidos com o cddigo elaborado aqui, calculados
com os trés métodos estudados. Observe a excelente concordancia entre as solucbes. Tendo
como referéncia o0 método de segunda ordem, MacCormack, foram calculados erros relativos
maximos, que resultaram em valores menores que 2,5% para H(t,L). As vazdes calculadas com
os diferentes métodos também apresentaram excelente sobreposi¢do, como pode ser visto na
Figura 7b, para a extremidade inicial do conduto. Cabe mencionar também que o numero de
Courant deve ser proximo da unidade. Para Courant > 1, as instabilidades numéricas podem
impedir os célculos. Para Courant < 1, o0 método das caracteristicas apresentado néo resultara

na solucdo correta.

0,6
—— Meétodo de Lax-Friedrichs

05 4 Método das caracteristicas

------- Método de MacCormack

o Meétodo das caracteristicas (Wylie e Streeter)

0,4 A

0,3 1

0,2

H(t,L) [m]

Q(t,0) [m?/s]

0,1 1

—— Meétodo de Lax-Friedrichs
Método das caracteristicas

------- Método de MacCormack 0 i é é "‘
o Método das caracteristicas (Wylie e Streeter) o1

0 1 2 3 4 5
t[s] 0,2
(@) ”S] (b)
Figura 8 — Comparagdo entre os resultados obtidos com os trés métodos descritos e resultados calculados com o
coédigo de Wylie e Streeter (1978): (a) Carga piezométrica em x = L (posic¢do da valvula) e (b) vazdoem x =0

Sugere-se explorar, com o Matlab®, os outros meios de visualizagio de resultados, como
envoltdrias com valores minimos e maximos e a animacao dos resultados, Q e H, em funcdo do
tempo e do espago. Essas op¢Oes estdo programadas no codigo elaborado. A Figura 9 permite
ver as variaveis H e Q no plano espaco-tempo. Observa-se mais uma vez que 0s métodos apre-
sentaram solugfes proximas. Veja também a consisténcia dos resultados por meio desses gra-
ficos, com H constante em x = 0, sua oscilacao ocasionada pelo fechamento da valvula, a vazéo,

Q, decrescente em x = L e a sua oscilagdo devido a reflexdo no reservatorio de nivel constante.
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Figura 9 — Faixas de nivel para H e Q calculadas com os trés métodos

H alcangou valores quase duas vezes iguais ao valor hidrostatico. Pressdes tdo elevadas
podem provocar vazamentos e até mesmo o rompimento do conduto. Para que isto ndo ocorra,
o0 tempo de fechamento da valvula deve ser maior ou algum dispositivo de protecdo deve ser
especificado. Pensando sobre esse problema, cabe destacar um principio basico associado aos
meios de protecdo, a saber: Deve-se aumentar o0 tempo de anulacdo da vazédo para reduzir as

amplitudes das pressoes.

Para estudar esse comportamento, escolha um dos métodos numéricos (ou os trés) e mo-
difique o tempo de fechamento da valvula de 2,1 s para 1,5 s. A solugdo com o0 método de Lax-
Friedrichs, para H(t, L), pode ser vista na Figura 10a. Observe valores de H maiores que 350 m
e valores negativos. Se estes assumirem valores iguais a pressdo de vapor do liquido, ocorrera
a mudanca de fase para o estado vaporoso. Para visualizar esse fendmeno, acesse a referéncia
[1]* e assista ao video “Effects of Fluid Compressibility”, que apresenta a mudanca de fase e
uma separagdo entre partes do escoamento denominada como “ruptura da veia liquida”. Vocé

encontrard esse trecho do video apds 4 min e 30 s a partir do inicio do video.

Para ilustrar o comportamento de H junto a valvula para um fechamento instantaneo, foi
realizada uma simulagdo com C4A=0 para t > 0. O resultado pode ser visto na Figura 10b. H

maximo alcancou trés vezes a carga hidrostatica de 150 m. As pressfes negativas excederam o

4 Ver em: <http://wwuw.iihr.uiowa.edu/research/publications-and-media/films-by-hunter-rouse/>. Acesso em 25
fev. 2016.
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limite fisicamente correto, com -141 mH20 (lembre que neste exemplo H=h). E interessante

observar também H e Q no plano espaco tempo, como nas Figuras 10c e d.
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Figura 10 — Solugdo para um tempo de fechamento igual a 1,5 s (a) e fechamento instantaneo (b). Faixas de nivel
para H e Q, simuladas para o fechamento instantaneo (c e d)

Para pensar, discutir e fazer

Foi mencionado anteriormente que o principio basico de protecdo dos sistemas hidraulicos
contra o golpe de ariete esta atrelado ao tempo de anulacdo da vazdo. Resolva novamente o
problema anterior (reservatério-conduto-valvula-saida livre) especificando uma lei de fecha-
mento escalonada, i.e., uma lei que feche a valvula com sucessivos degraus, como na Figura
a seguir. Observe o comportamento das pequenas ondas produzidas com esse fechamento.
Se o tempo de fechamento total da valvula for inferior a 2L/a, que é o tempo de ida e retorno
da onda, a manobra é classificada como manobra rapida. Neste caso, a onda refletida pelo
reservatorio chegara a valvula apos o seu fechamento completo. Se o tempo de fechamento
total da valvula for maior que 2L/a, a onda refletida pelo reservatério regressara a valvula
antes do seu fechamento completo, produzindo, desse modo, um alivio na pressdo maxima
em relacdo ao fechamento rapido. Essa € classificacdo para o fechamento lento. Em sistemas
hidraulicos de grande porte, deve ser evitado o uso de certas valvulas que tenham mecanismo
de operacao capaz de permitir o fechamento rapido. O emprego de vélvulas de gaveta, por
exemplo, pode ser adequado porque essas valvulas ndo podem ser rapidamente fechadas.
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Lei de fechamento

. .
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5
Tempo

Figura 11 — Lei de fechamento da valvula

Consideragdes finais

Com a concluséo deste capitulo e considerando o escopo do livro, encerramos os estudos
sobre métodos computacionais aplicados aos escoamentos em condutos forgados. Dois proble-
mas introdutdrios sobre escoamento variavel foram resolvidos com diferentes métodos numé-
ricos e recursos computacionais, explorando, deste modo, o modelo rigido e 0 modelo elastico.

Nas proximas paginas estudaremos aplicaces aos escoamentos em superficie livre.
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CAPITULO 4

ESCOAMENTO EM SUPERFICIE LIVRE:
REGIME PERMANENTE

0 Bw/2 "
\
1 e ‘ A
N B/2 y / )
— (0,h) ﬁh h,,
>

0,0 x,0) X

A secdo transversal parabolica pode ser uma aproximagao Util para canais naturais.
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Introducgéo: Equagdes de resisténcia

Em condutos forcados a sec¢do transversal do escoamento mostra que a interface existente
é aquela entre fluido e sélido (as paredes do conduto). Escoamentos em superficie livre em
canais apresentam se¢do transversal com interface entre liquido e estrutura (fundo e paredes do
canal) e entre liquido e gas (agua e ar, por exemplo). Esta interacéo, entre liquido e gas, €
facilmente deformavel, condicdo que sugere o termo superficie livre (“livre para sofrer defor-
mac0Oes”). Nesses casos, 0s escoamentos podem ocorrer em canais artificiais, que possuem as
mais variadas formas, e canais naturais, em geral com formas ainda mais complexas. As leis
fisicas basicas escritas para volumes de controle continuam sendo validas para estudos de es-
coamentos em canais e o calculo da energia dissipada pode ser realizado com a equacéo de
Darcy-Weisbach, desde que o didmetro seja substituido pelo diametro hidréulico e as restricdes
de sua deducdo sejam atendidas. Apesar disso, é provavel que a dificuldade em identificar ade-
guadamente valores para a rugosidade absoluta equivalente das superficies de canais nao faca
dessa equacdo a mais empregada. De outro modo, a equacdo de Manning ou Manning-Strickler
possui um coeficiente de resisténcia que foi vinculado ao longo dos anos a diversos tipos de
coberturas encontradas na pratica, sendo uma das equacfes mais utilizadas para escoamentos e
canais. Esse modelo, entretanto, deve ser visto com atencéo, sobretudo porque o referido coe-
ficiente ndo € adimensional e, em geral, é apresentado como um coeficiente de resisténcia de-
pendente apenas da aspereza da superficie, independente da estrutura interna do escoamento
(lembre que o fator de atrito de Darcy-Weisbach é adimensional e uma funcdo da rugosidade

relativa e do numero de Reynolds).

Além do escoamento uniforme em canais, sdo observados mais frequentemente escoa-
mentos com variagdes graduais da altura de escoamento ao longo do espago. Outra forma pos-
sivel é a ocorréncia de bruscas mudancas no espa¢o, como o ressalto hidraulico. Nos dois casos,
a modelagem matematica classica assume a independéncia com o tempo, empregando valores
médios para as grandezas de interesse. Uma condi¢do mais avancada, do ponto de vista fisico
e matematico, é a de escoamento variado e variavel. Esses sdo assuntos abordados nos capitulos
da segunda parte do livro. Os escoamentos estudados neste capitulo ocorrem em regime per-
manente. S&o desenvolvidos métodos computacionais para resolver a equagdo de Manning apli-
cada a canais com diferentes se¢des transversais, assim como a equacao da quantidade de mo-
vimento linear, para o ressalto hidraulico em condutos de sec¢do circular. Incluiremos também
solugdes da equacdo de Darcy-Weisbach para o regime uniforme. Mais uma vez, recomenda-

se a leitura de textos com os conceitos fundamentais sobre o tema, como Porto (2006).
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Equac0es de resisténcia e segdes transversais

Antoine de Chezy (1718-1798), engenheiro e matematico nascido na Franca, foi prova-

velmente o primeiro a propor uma equacao de resisténcia para escoamentos em canais. A sua

equacéo é:
V=CR,l, OU Q=ACR,I, - 1)

Nesta equacgéo, V € a velocidade meédia, Rn 0 raio hidraulico, 1o a declividade de fundo, Q a
vazdo e C o coeficiente de Chezy. A equacdo de Darcy-Weisbach pode ser escrita com a se-

guinte forma para escoamentos em canais ou condutos com sec¢des nao circulares:

2 2
4R,29  8A%
()

em que If = perda de carga unitaria, igual a I, para condicéo de escoamento uniforme. Compa-

rando as equacdes 1 e 2, torna-se possivel interpretar o coeficiente C de Chezy:

89
C=\7- 3)

Deve-se observar com atengdo que: (1) O coeficiente C ndo € adimensional. (2) Assim como f,
C ¢ funcdo do numero de Reynolds e da rugosidade relativa. A conhecida formula de Manning,

citada anteriormente, pode ser escrita da seguinte maneira:
1
Comparando-a com a formula de Chezy, conclui-se que:

1523 Ry
V=—Rj Jlo=¢C Ryl n=—1—. (5)

Considerando a equacao 4 e os valores praticos do coeficiente n de Manning, conclui-se
que a mesma sé pode ser aplicada aos escoamentos turbulentos hidraulicamente rugosos, para

0s quais C nédo é funcdo do numero de Reynolds. Nota-se também que n ndo é adimensional,



92

exigindo certa atencdo quanto ao uso da equagdo de Manning e o sistema de unidades adotado

para expressar os valores de n. A equacao de Darcy-Weisbach ndo possui tais restricdes.

Equacionamentos para diferentes se¢Oes transversais

As equacdes anteriores contém as seguintes grandezas vinculadas a forma da se¢éo trans-
versal: Area molhada, A, e o raio hidraulico, Rn, que ¢ definido como o resultado da divisio da
area molhada pelo perimetro molhado, P. Deste modo, torna-se necessario escrever as formu-
lacOes para as diferentes formas dos canais, como exposto neste item. Considere a secdo trans-

versal trepeziforme da Figura 1.

Figura 1 — Secéo trapezoidal assimétrica

A area molhada, A, é escrita inicialmente com a seguinte forma:

A:(B+b)%:(b+x1+x2+b)%, comB =b + x1 + xa.

Observe que tgo, _h_ 1 , portanto, x _h Z,h . Sendo assim,
X1 24y tg6,

A=[2b+h(Zl+Zz)]%, (6)

em que, h é a altura de escoamento e b a largura de fundo.
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O célculo do perimetro molhado pode ser desenvolvido como exposto a seguir:

P=b+L;+L, :b+\/h2+xl2 +\/h2+x§ :b+\/h2+h2212 +\/h2+hZZ§ =

Lembre que o perimetro molhado corresponde ao contato entre liquido e sélido, ndo incluindo
a superficie livre. L1 e L2 s&o as hipotenusas definidas nas paredes laterais do canal. Para esta

deducéo foi necessario o teorema de Pitdgoras. Simplificando a escrita, obtém-se:

P=b+h(w/1+zl2 +,/1+Z§). (7)

O raio hidraulico é igual a A/P, portanto:

h
2b+h(Z,+Z,)]-
A RD+h@Z)1

P b+h(1/1+ 77 +41+ Z%) .

Rh:

(8)

O regime de escoamento (supercritico ou subcritico) pode ser determinado com o nimero de

Froude (equacéo 9), que requer o conhecimento da largura de topo, B (equagéo 10).

Fr= ) (9)

em que Hn, é a altura média, definida como Hm = A/B.
B=b+h(Z,+Z,). (10)
Outras formulac¢Bes podem ser escritas, como a altura de escoamento como solucao da equacao

para a area molhada (equacdo 11) e a profundidade do centroide (equagdo 12). Esses equacio-

namentos séo relevantes para elaboracdo dos cédigos do regime ndo permanente.

h_—b+w/b2+2(zl+ZZ)A

Z,+272,

(11)
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hZ

h=—[h
6A[

(Z,+Z,)+3b]. (12)

A secdo transversal circular também é relevante e encontra aplicacdes, entre outros casos,
em sistemas de transporte de aguas pluviais e esgoto sanitario. Com base na Figura 2, as for-

mulacgdes para as grandezas geométricas sao apresentadas a seguir.

Figura 2 — Secdo circular

A area molhada é igual a soma:

area do segmento

—_——
A=Acgrcuo — (Asetor - Atriéngulo) =

_ 2 2 2 2
i G it B LS S R

2 2

Isto €, a area molhada é igual a area do circulo menos a area do setor circular mais a area do

tridngulo ou, a &rea do circulo menos a area do segmento circular de uma base.

A= %2 (6—seno) . (13)

Observe que 0 é adimensional (rad). Atencéo ao utilizar a calculadora. Alguns modelos seguem

a seguinte simbologia: gra = grado ou deg = grau.
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O perimetro molhado é a medida do arco maior, isto é,

p_D (14)
Altura de escoamento pode ser escrita com a seguinte forma:

h= %[1— cos(0/2)] - (15a)

Desta equacéo, conclui-se que:

0 = 2arccos(1—2h/D) . (15b)
A largura de topo € igual a corda, Rcos(0/2-n/2)=B/2=
B=Dcos(6/2—n/2)=D[cos(0/2)cos(r/2)+sen(6/2)sen(rn/2)] = Dsen(6/2).

B=Dsen(6/2) . (16)
Altura da superficie livre até o centroide é calculada como exposto a seguir.

;- , Rsen(0/2) pvR2-x2
A média ponderada dos valores de y €é: (y) ='|‘ I

dydx = 2 R3sen3(6/2) .
—Rsen(0/2) 3

Rcos(6/2)

A altura desde o centro do circulo até o centroide do segmento:

) 4Rsen*(0/2) gando assim

Y A 3(6-senb)

— 3 3 _ 3
~_p_D 2Dsen (9/2)_h_D(1 2sen (9/2)]2[){1 cos(6/2) 1 2sen (9/2)}

2 3(0—send) 2 3(0-send) 2 2 3(0—seno)

Portanto,

__cos(9/2) N 2sen3(0/2)

h
D 2 3(0—send) -

(17)
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Em alguns casos, as se¢des transversais de rios e canais ndo revestidos assumem formas
que se aproximam de parabolas. Para uma se¢éo desse tipo, como na Figura 3, sdo apresentadas
as equacdes para area molhada A, perimetro molhado P, largura de topo B e altura da superficie

livre até o centroide.

Yy A
) Bw/2 o
\
1 _ | o
I B2 /
= (b ﬁ hy
h
(0,0) (x,0) “x

Figura 3 — Secdo parabdlica

A parébola considerada ¢ definida por y = ax?. Deste modo, a metade da area molhada é

calculada como a area de um retdngulo menos a area entre a curva e 0 €ixo X:

3
x® 2a 2 2
X A L=y

3 3 3 3Ja

Al2= xy—.L);/dx =ax® —aJ:xzdx —ax®-a

Ah)=—4_h¥'2, (18)

3/a

comy = h. A inclinagéo da reta tangente a parabola varia linearmente com x. A cotangente “m”

indicada no desenho é

m‘l=('~j—y=2ax:>m=L
dx

1 1
- = _ousa=——
2ax  24/a,ly 2mvh

. Assim, pode-se escrever:

A(h):Llhm:%mhz. (19)
3
Zm\/ﬁ

Sendo x = Bw/2 a metade da largura de topo méxima vinculada ao valor de m (que pode
ser relacionado a estabilidade do canal) e hm a altura de escoamento maxima correspondente a

esta largura,
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1 1 2\/hp, « . .
m= =————=4a= . Com esta formulacéo, a area molhada passa a ser escrita
aBm 2\/§'\/hm Bm
como
A(h) = 2Bn_par2, (20)

3fhn

Largura de Topo:

g2y _2h (21)

(22)

O célculo do perimetro molhado é, entre todos aqui apresentados, o mais elaborado matemati-
camente, embora simples. Com o teorema de Pitagoras, escreve-se dP (elemento infinitesimal

de P) da seguinte maneira:
2
dP = \/dx? +dy? = 1+(3—i) dx . Integrando (lembre que integrar € 0 mesmo que somar):

iy = 28xVL+ 4a®x? +senh!(2ax)

X
P/2=J'O 1+ 4a2x2dx = y
a

(23)

Vocé pode encontrar a solugdo desta integral em tabelas de integracGes ou cddigos como o
Mathematica® (no software completo ou até mesmo no “online integrator”, uma versdo simpli-

ficada e gratuita). Vejamos algumas formas de representar o perimetro molhado:

2,2 -1 2,2
p_ 2axy1+4a x2a+senh (2ax) :Xer In(2ax+\/21a+4a X ):%\/mJr In(Zng/FZJ;\/1+4ah)
a

~WJh In(2+/av/h ++/1+4ah) B / 4h* B, h / 42h?
P(h)—E\/1+4ah+ 2a , OU, P(h)—? 1+ 52 +Eln(4g+ 1+ 52 )|




98

Em termos de m:
%=2(D .'.<D={\/1+ m? +mzln{%(1+\/1+ mzﬂ}. (24)

Com a definicéo de raio hidraulico, sem dificuldades, escreve-se:

Ry _4m
h 30 (25)

A profundidade do centroide é:

- = 2
y:hzgh (26)

O seu produto com a &rea molhada pode ser relevante em balancos de quantidade de movimento

€ forgas, portanto, escreve-se:

Ah = —2Bm_psiz 27)

A Tabela 1 contém parte das formulagdes apresentadas e se¢bes que podem ser obtidas a

partir da secéo trapezoidal assimétrica.



Tabela 1 — Resumo com informagdes geométricas

Altura da superficie livre ao centroide

Forma da secdo transversal

Area molhada

Perimetro molhado

Raio hidraulico

Largura de topo

A=[2b+h(Z;, + 22)12

Altura de escoamento, h = h(A):

h:b+,/b2+2(zl+zz)A

Z,+2Z,

P= b+h(,/1+ Z2 1+ zﬁj

R

_ [2b+h(Z, +Z,)](h/2)

" b+ h(1/1+ 72 +41+ Z%)

B=b+h(Z,+Z,)

— h?
h= 6—A[h(Z1 +7Z,)+3b]

A=(b+h2)h

Altura de escoamento, h = h(A):

_ —b++b%+4zA

h
2Z

P=b+2hy1+2Z?

(b+h2z)h

Rh :72
b+2hy1l+Z

B=b+2hz

- p?
h=—(2hZ + 3b)
6A

h2
A=(21+Zz)7

Altura de escoamento, h = h(A):

he 2A
Z,+2Z,

P= h(,/1+ 2% +\1+ 22 )

(Z,+Z,)(h?/2)

R, =
" h(w/1+ Z2 41+ zg)

B=h(Z,+Z,)

D2 6D D, send h  cos(6/2) 2sen¥(0/2)
-—— (90— P=— R, =—(@1-—— B =Dsen(6/2 — == +
A=—5~(0-send) 2 =70 ©12) 1 5 2 3(6—send)
Segdo circular
Yy
L)  By2
P\ N P 312 P:ﬁ\/1+4ah+...
"N s T A= oy a=2en Ja R, =2 g-3A h=2h
= @ e = =— h=— === ==
B 3/a In@2vavh + 1+ 4ah) P 2h 5
0 =0 x .t 22

Secdo parabdlica (y = ax?)




Problema 4 — Escoamento uniforme em canais

Problema 4.1 — Planilha para calculo de h em fung&o de b: Trapézio

O objetivo deste problema é desenvolver uma planilha capaz de calcular a altura de escoamento
ou a largura de fundo para condicéo de escoamento uniforme e em regime permanente. A pla-
nilha deve resolver problemas envolvendo canais com se¢Oes trapezoidais utilizando a equagéo
de Manning e a equacéo de Darcy-Weisbach. Deve calcular também valores de h para diferentes
larguras de fundo, b, simultaneamente. Para ilustrar o uso da planilha, adote b entre 1,0 me 6,0

m e os dados a da Tabela 2.

Tabela 2 — Dados para os calculos do problema 4.1

Z; Z, n ly Q g € \Y
[-] [1 | [sm™®]| [mm] | [éfs] | [m/s?] [m] [?/s]
1,5 1,5 0,014 | 0,0001 10 9,8 0,001 | 0,000001

Nota: O valor de ¢ adotado representa uma superficie de concreto com acabamento normal. Esse nimero pode
variar de 1 mm a 3 mm de acordo com Porto (2006). O mesmo autor apresenta também valores de n, com n =
0,014 para revestimento de concreto em boas condices.

Solugéo

Inicialmente, as equacdes de Manning e Darcy-Weisbach foram reescritas com o intuito de

definir fungdes-objetivo:

Ry =12 p2/3 _ A58 _ o (Equagdo de Manning).

J
Fow = \/g %\/ﬁ _JA% -0 (Equacéo de Darcy-Weisbach).

O calculo do fator de resisténcia de Darcy-Weisbach € realizado com a equagdo de Swamee,

apresentada no capitulo 1. Nesta equacdo, deve-se empregar:

4Q , ¢
Re=— € —.
vP 4Rh
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O trecho da planilha eu emprega a equagdo de Manning é apresentado na Figura 4a. A
coluna 1 contém o calculo do termo que ndo mudara em funcéo de h ou b. A coluna 2 contém
os valores de h. As diferentes larguras de fundo foram inseridas nas células da coluna 3. Com
o0s dados anteriores e essas informacdes € possivel calcular a area molhada (coluna 4), o peri-
metro molhado (coluna 5), a largura de topo (coluna 7), a altura média (coluna 8), a velocidade
média (coluna 9) e o nimero de Froude (coluna 10). Os seus valores, entretanto, estardo incor-
retos até que o solver resolva o problema de acordo com a funcdo objetivo, que foi digitada na
coluna 6. A planilha apresentada na Figura 4b realiza os calculos com a equacdo de Darcy-
Weisbach. Sobre esta planilha, deve-se observar que: O nimero de Reynolds esta na coluna 5
e a rugosidade relativa na coluna 7. Com essas informaces € possivel calcular o fator de cisa-
Ihamento, o que € realizado na coluna 8. A coluna 14 contém o adimensional capaz de avaliar

se 0 escoamento é hidraulicamente liso, de transi¢do ou rugoso.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
nQ/,2 h b A P Fm=0 B Hn Y Fr
[m] [m] [r?] [m] [m] [m] [ms] [-]

14,00 2,55 1,0 12,34 10,21 0 8,66 1,42 0,81 0,22
2,41 15 12,33 10,19 0 8,73 1,41 0,81 0,22
2,28 2,0 12,34 10,21 0 8,83 1,40 0,81 0,22
2,16 2,5 12,37 10,28 0 8,97 1,38 0,81 0,22
2,05 3,0 12,42 10,38 0 9,14 1,36 0,81 0,22
1,95 3,5 12,48 10,51 0 9,34 1,34 0,80 0,22
1,85 4,0 12,56 10,68 0 9,56 1,31 0,80 0,22
1,77 45 12,66 10,88 0 9,81 1,29 0,79 0,22
1,69 5,0 12,76 11,10 0 10,08 1,27 0,78 0,22
1,62 5,5 12,87 11,35 0 10,37 1,24 0,78 0,22
1,56 6,0 12,99 11,62 0 10,68 1,22 0,77 0,22 @)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
h b A P Re Rn el(4Ry) f Fow B Hin \% Fr |#?Ree/D,
[m] [m] [m?] [m] [] [m] [] [-] [m] [m] [vs] []
2,54 10 | 1224 | 1017 [3,93E+06] 1,20 [2,08E-04] 00142 | 0 863 | 142 | 082 | 022 | 97,16
2,40 15 | 12,24 | 1015 |394E+06] 1,21 [207E-04] 00141 | o0 870 | 141 | 08 | 022 | 9721
2,27 20 | 1225 | 10,18 |3,93E+06] 1,20 [2,08E-04] 00142 0 880 | 139 | 082 | 022 | 9714
2,15 25 | 1228 | 10,24 [391E+06] 120 [2,09E-04] 00142 0 894 | 137 | o081 | 022 | 9695
2,04 30 | 1232 | 1034 [3,87E+06] 1,19 [2,10E-04] 00142 0 911 [ 135 | 081 | 022 | 96,66
1,93 35 | 12,38 | 1047 |3,82E+06] 118 [2,11E-04| 00142 | 0 930 | 133 | o081 | 022 | 9627
1,84 40 | 1246 | 1064 [3,76E+06] 1,17 [2,14E-04] 00142 | o0 953 | 1,31 | 080 | 022 | 9580
1,76 45 | 1254 | 1084 [369E+06] 1,16 [216E-04] 00143 0 977 | 128 | 080 | 022 | 952
1,68 50 | 1264 | 11,06 [362E+06] 114 [219E-04] 00143 | 0 1004 | 126 | 079 | 023 | 9466
1,61 55 | 12,75 | 11,31 |354E+06] 1,13 [2,22E-04] 00144 | -26-12 | 1033 | 1,23 | 078 | 023 [ 9401
1,55 60 [ 1286 | 11,57 [346E+06] 111 [225E-04] 00144 [ -1E-06 | 1064 [ 121 [ 078 | 023 | 9333 |y



102

-
Pardmetros do Solver =

i

Definir Objetive: gHs11

Para: Méx. Min. @) Valor de: 0

Alterando Células Varidveis:

i

§0511:8D0521;8D828: 80538

Sujeito &s Restricies:

SHE11:5HE21 =0 L -

§L528:5L838 =0 Adicionar
Alterar
Excluir

Redefinir Tudo
- Carregar Salvar
| Tarnar Varidveis Irrestritas N3o Negativas

Selecionar um Método de Solugdio: | GRG M3o Linear |E| Opgiies
(©)

Figura 4 — Solucdo do problema: (a) Equacdo de Manning. (b) Equacdo de Darcy-Weisbach. (c) Solver

A configuragdo do solver € ilustrada na Figura 4c. O uso de restri¢cbes permite zerar as
células que contém as funcdes objetivo. Neste caso, devido a organizacédo da planilha, as células
varidveis (colunas com valores de h) podem ser adicionadas como indicado, utilizando-se o
ponto e virgula para separar colunas com células variaveis. Vale lembrar que apenas uma célula

pode ser digitada no primeiro campo, denominado “Definir Objetivo”.

A analise dos resultados, auxiliada com a Figura 5, mostra que para as condi¢des adotadas
as formulagdes néo resultam em diferencas significativas para os valores de h em funcédo de b.
Os resultados da coluna 14 da Figura 4b indicam a ocorréncia de um escoamento em transi¢ao

para plenaturbuléncia, mas as variagdes em f foram pequenas (ver capitulo 2 de PORTO, 2006).

3,0
o Manning
& —Darcy-Weisbach
E20 1
<
1,0 T T T T
1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0

b [m]
Figura 5 — Comparacdo entre os resultados obtidos com as diferentes formulacdes
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Problema 4.2 — Escoamento uniforme: Se¢éo circular

Elabore uma tabela semelhante a Tabela 8.1 do livro Hidraulica Basica, de Porto (2006,
p.253), com intervalos de 0,005 entre os valores de h/D. Apresente tambeém os resultados sob a
forma de um gréfico que relacione h/D em fun¢do de K1 (coeficiente de forma). Com os dados
apresentados a seguir, calcule a altura de escoamento, h, empregando a tabela proposta e o

recurso solver do Excel®.

Dados

%] | [vm] | [msd | [els] | [m]
0013 | 0005 | 98 0,65 | 0,900

Solugédo

Observe que para valores de M e D conhecidos, calcula-se K1 com a forma reduzida da
equacdo de Manning, isto é, Ky = M/D. A tabela mencionada e o valor do coeficiente de forma
(K1) possibilitam calcular h/D, sendo esta a sua principal aplicacdo. Para a construcao da tabela,
é empregado o seguinte procedimento: Com os valores de h/D, que variam de 0,005 a 0,995
para os resultados apresentados aqui, é possivel calcular os valores de 6 e K1 correspondentes.

Os resultados podem ser vistos na Tabela 3 e Figura 6.

Definicdes:®

Q 3/8
n
M = ,
e
/8

2137?
Klzl(e—senej(l—senelej } (Coeficiente de forma).

8 4

5 Ver inferéncia em Porto, 2006.



Tabela 3 — Solucédo do Problema 4.2
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WD K, D K, D Ky WD K, D Ky WD Ky WD K,
0005 |[ 0,014 [ 0155 | 0,213 || 0305 | 0355 || 0455 || 0468 || 0,605 || 0559 || 0,755 || 0,626 || 0,905 | 0,662
0,010 |[ 0,024 | 0160 | 0,218 || 0310 | 0,359 || 0460 || 0472 || 0610 || 0562 || 0,760 || 0,627 || 0,910 | 0,662
0015 || 0,033 [ 0165 | 0224 || 0315 | 0363 || 0465 || 0475 || 0615 || 0564 || 0765 || 0,629 || 0915 | 0663
0,020 |[ 0,042 | 0170 | 0,229 || 0,320 | 0,367 || 0,470 || 0479 || 0,620 || 05567 || 0,770 || 0,631 || 0,920 | 0,663
0025 || 0050 | 0175 | 0234 || 0325 || 0371 || 0475 || 0482 |[ 0625 || 0569 || 0,775 || 0,633 || 0925 | 0,663
0,030 || 0,058 | 0180 | 0,239 || 0330 | 0375 || 0480 || 0485 || 0,630 || 0572 || 0,780 || 0,634 || 0,930 | 0,664
0035 || 0066 [ 0185 | 00244 || 0335 | 0379 || 0485 || 0488 || 0635 || 0574 || 0,785 || 0,636 || 0,935 | 0,664
0,040 |[ 0,073 | 0,290 | 0,249 || 0,340 | 0,383 || 0,490 || 0492 || 0,640 || 0577 || 0,790 || 0,637 || 0,940 | 0,664
0045 || 0,080 [ 0195 | 0,254 || 0345 | 0387 || 0495 || 0495 || 0,645 || 0579 || 0,795 || 0,639 || 0,945 | 0,664
0,050 || 0,087 | 0200 | 0,259 || 0,350 | 0,391 || 0,500 || 0,498 || 0,650 || 05582 || 0,800 || 0,640 || 0,950 | 0,664
0055 || 0,094 [ 0205 | 0,264 || 0355 | 0395 || 05505 || 0501 || 0,655 || 0584 || 0805 || 0,642 || 0955 | 0663
0060 || 0101 | 0210 | 0,269 || 0,360 | 0,399 || 05510 || 0504 || 0,660 || 0586 | 0810 || 0,643 || 0,960 | 0,663
0065 || 0108 [ 0215 | 0,274 || 0365 | 0403 || 0515 || 0507 || 0665 || 0589 | 0815 || 0,645 || 0965 | 0662
0070 || 0114 | 0220 | 0,279 || 0370 | 0,407 || 0520 || o511 || 0,670 || 0591 || 05820 || 0,646 || 0,970 | 0,661
0075 || 0121 | 0225 | 0283 || 0375 || 0411 || 0525 || 0514 |[ 0675 || 0593 || 0825 |[ 0647 || 0975 || 0661
0080 |[ 0,127 | 0,230 | 0,288 || 0,380 | 0415 || 0530 || 0517 || 0,680 || 059 | 0830 || 0,649 || 0,980 | 0,659
0085 || 0133 | 0235 | 0,293 || 0,385 | 0,418 || 0535 || 0520 || 0,685 || 0598 || 0,835 || 0,650 || 0,985 | 0,658
0090 || 0,139 | 0240 | 0,297 || 0390 | 0422 || 0540 || 0523 || 0,690 || 0,600 || 0,840 || 0,651 || 0,990 | 0,656
0095 || 0,145 | 0245 | 0302 || 0,395 | 0426 || 0545 || 0526 || 0,695 || 0,602 || 0845 || 0,652 || 0,995 | 0,653
0100 || 0151 | 0250 | 0,306 || 0,400 | 0430 || 05550 || 0528 || 0,700 || 0,604 || 0,850 || 0,653
0105 |[ 0,157 | 0255 | 0311 || 0405 || 0433 || 0555 || 0531 || 0,705 || 0,606 || 0,855 || 0,654
0110 || 0,163 | 0260 | 0316 || 0410 | 0437 || 0560 || 0534 || 0,710 || 0,608 || 0,860 || 0,655
0115 || 0,169 | 0265 | 0320 || 0415 | 0440 || 0565 || 0537 || 0,715 || 0,610 || 0,865 || 0,656
0120 || 0175 | 0270 | 0324 || 0420 | 0444 || 0570 || 0540 || 0,720 || 0612 || 0,870 || 0,657
0125 || 0,180 | 0275 | 0329 || 0425 | 0448 || 0575 || 0543 || 0,725 || 0,614 || 0,875 || 0,658
0130 || 0186 | 0280 | 0333 || 0430 | 0451 || 05580 || 0546 || 0,730 || 0616 || 0880 [ 0,659
0135 || 0191 | 028 | 0,338 || 0435 | 0455 || 0585 || 0548 || 0,735 || 0,618 || 0,885 || 0,660
0140 |[ 0,197 | 0290 | 0342 || 0440 | 0458 || 0590 || 0551 || 0,740 || 0,620 || 0,890 || 0.660
0145 |[ 0202 | 0,295 | 0346 || 0445 | 0462 || 0595 || 0554 || 0,745 || 0,622 || 0,895 || 0,661
0150 || 0,208 | 0300 | 0350 || 0450 || 0465 || 0,600 || 0556 || 0,750 || 0,624 || 0,900 | 0,661
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1,0

0,8 1

0,6 1

h/D

0,4 A

0,2 1

0,0 T T T T T T
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7
Ky

Figura 6 — h/D em funcdo de K;
A segunda parte do problema proposto consiste em calcular a altura de escoamento com
dois métodos. Inicialmente, calcula-se M. Com M, K1 pode ser calculado e a Tabela 3 fornecera

o valor da relagdo h/D. O resumo dos resultados é apresentado a seguir:

Solugdo com tabela ou gréfico
M Ky ~h/D h

[m] [] [] [m]
0451 | 0501 | 0505 | 045

A planilha para uso do solver empregara os dados do problema e deve conter uma funcéo
objetivo, semelhante a empregada anteriormente, mas com equacdes para A e P compativeis
com a geometria do conduto. O trecho apresentado a seguir ilustra a planilha desenvolvida e o

resultado obtido numericamente.

Solugdo com o solver do Excel
nQ/N,Y2 | F®)=0 0 h A P
[rad] | [m] | [n¥] [m]
0,1195 | 2,14E-08 | 3,1599 0,454 0,32 1,42

Problema 4.3 — Escoamento uniforme: Secéo parabdlica

Secdes transversais parabdlicas, quando se aproximam de se¢Ges naturais, podem simpli-
ficar sobremaneira os calculos para o regime permanente e principalmente para escoamentos
transitdrios. Além disso, somente no vértice da parabola, que é o fundo da secéo, ocorre a tenséo
de cisalhamento maxima. Apenas dois pontos da se¢do transversal possuem maxima declivi-
dade de talude e canais ndo muito profundos podem ser construidos para drenagem e irrigagéo,

por exemplo, sendo escavados com laminas fabricadas com perfis parabdlicos (SOUZA, 1985).
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Empregando os dados a seguir e as formulagdes desenvolvidas para secdo parabdlica,
calcule a altura de escoamento com o solver. Utilize a equacdo de Darcy-Weisbach. Calcule

também o numero de Froude.

Dados
a Iy Q g € v
[m/m] [me/s] [mVs?] [m] [m?/s]
0,15987| 0,001 1 9,8 0,09 (0,000001

Fonte: Adaptado de Souza (1985)

Solugéao

Seguindo procedimentos semelhantes aos descritos anteriormente para elaboracao de planilhas,
foi desenvolvida a planilha que o leitor encontrard nos arquivos deste capitulo. A solugéo do
problema é exposta a seguir. Inicialmente, h é desconhecido e todas as grandezas dependentes
de h sdo calculadas com uma semente. Ap6s o uso do solver, que tem h como célula variavel,
as grandezas calculadas com h s&o atualizadas assumindo valores corretos. O leitor pode veri-
ficar que m resulta préximo de 1,6, o que corresponde de forma aproximada a um pequeno

canal escavado em argila firme, com m=1,5, segundo Chow (1959).

Solucéo
h A P R, el(4Ry) Re f Fow B Hm \Y; Fr

[m] (7] [m] [m] [] L] L] [m] [m] | [m/s] []
0613 | 1,599 | 4,158 | 0,385 | 0,0585 |9,62E+05| 0,077 | 4E-07 | 392 0,40842| 0,625 | 0,313

Problema 4.4 — Ressalto hidraulico em tubulagtes

A aplicacdo da 22 lei de Newton em sua forma integral ao ressalto hidraulico em um canal
horizontal e de secdo retangular resulta na conhecida equacdo de Bélanger. O mesmo balango
(de forcas e quantidade de movimento linear) realizado para uma segéo trapezoidal ndo conduz
a um equacionamento tao simples. Tal dificuldade é encontrada para se¢des circulares também.
Neste problema, considere um ressalto hidraulico estabelecido em um canal com se¢éo trans-
versal circular, isto ¢, em um tubo e desenvolva um grafico que relacione os adimensionais

hz/h1, ha/D e Q%/(gD?), tendo como objetivo o calculo das alturas conjugadas, hz e ha.
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h, | =
hy | =——
Agua

Figura 7 — Ressalto hidraulico: Definicdes

Solugédo

O produto entre area molhada e profundidade do centroide pode ser escrito como:

B 3
Ah = Bsene cos(0/2) +2sen3(0/2)—3(0/2) COS(G/Z)}% w

3

...= [3sen(6/2) —sen(6/2) ~3(6/2) cos(6/2)]%

Substituindo na definigédo de forca especifica, F(h),

_Q° ja-pell) 192 _sen¥(0/2) -
F(h)—gA+hA—D 24{(6—sen6) gD5+[35en(9/2) sen3(0/2) 3(6/2)005(9/2)]}.

Dividindo por D3,

@_i{ 192

D® 24 | (6—seno) Ds+[3se”(9/2)—59”3(9/2)_3(9/2)005(9/2)]}'
- g

i Q* - Q* =
Finalmente, | =—+mA, D% = +h2A, D73
9A; gA

2
m%+ [3sen(0, /2) —sen3(0, /2) —3(6, / 2) cos(0, / 2)]/ 24 =
1~ 1) 9

2
_ (9—89)%+ [3sen(0,,/2) —sen3(6, /2) ~3(0, / 2)cos(0, /2)]/ 24
,—send,) g

92y _sen3®2y _ 392y cos(O2y |- Oy sena1y — 3¢9y cos( P
Q2 [Ssen(z) sen(z) 3(2)cos(2)} [Ssen(z) sen(z) 3(2)003(2)}

5 =
gb 192 1 B 1
(6, —sen6;) (6, —send,)

A equacdo anterior foi empregada para produzir as curvas da Figura 8.
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10

- / h,/D=0,2
2 J
e
4 /! | hip=03

, / //‘/’/hl/D:O'4 =05

/,
- hy/D =0,6
0 :
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

Q*
Figura 8 — Alturas conjugadas para um ressalto hidraulico em um tubo. Q* = Q/(gD®%)Y2. Curvas semelhantes fo-
ram calculadas por Thiruvengadam (1961), citado por Sturm (2001)

Problema 4.5 — Escoamento gradualmente variado: Canal com contragdo

Conhecer a distribuicdo espacial das alturas de escoamento, h=h(x), é relevante para ana-
lises de escoamentos em regime permanente, como aqueles que ocorrem em canais de sistemas
extravasores e a montante de barragens. E importante também para o estabelecimento correto
de condicdes iniciais empregadas em simulacdes de escoamentos variaveis. Este problema tem
como objetivo apresentar a equacao diferencial ordinaria do escoamento permanente gradual-
mente variado, com diferentes formas (para canais prismaticos, canal com largura variada e
canal elevacdo de fundo), e desenvolver métodos computacionais para solugéo da referida equa-

cao.

Inicialmente, considere um canal ndo prismatico, isto &, as se¢des transversais a longo de
x possuem formas diferentes (como em um canal retangular, por exemplo, com reducdo de

largura ao longo de x). Mostre que:

dh 1, =l¢ + (aFr?/B)A

i — X em que Hm = A/B, Fr? = V?/(gHm), Ax = OAIOX.
COSO—arr

Solugéao

A carga hidraulica total em uma sec¢éo localizada em x é

2 2
H= z+hCOSG+a\2/—g ou H :z+hcose+a2QT, utilizando a definicdo de vazéo, Q = VA.
g
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A derivada de H em relacdo a x conduz a solucéo procurada, COmo exposto a seguir:

dH dz dh d{ Q?
— =—+4C0S0—+—| 0o——|.
dx dx dx dx| 2gAZ

A vazdo ¢ independente da posi¢do ao longo do canal (regime permanente), assim como 2g. O
coeficiente de Coriolis para um escoamento que nao é completamente desenvolvido é normal-
mente funcdo da posicdo ao longo do canal, uma vez que a forma do perfil de velocidades é

funcéo de x. Essa variagdo sera desprezada neste problema. Deste modo, escreve-se:

d Q2 Q d A2 Q A2 dA _
&{“mzj AR NGt

2 2 2 '
.o =—20 Q 3(%+6Adh)= an@A ocQaBdh
2gA°\ Ox  oh dx gA® Ox gA®  dx

Substituindo o resultado obtido na equagao anterior, escreve-se:

2 2 2
d_H:d_Z+COSeﬁ QQ_sﬁ_A_ Q 3 dh E @ COSG—OLQ—3 _aQ_ga_A_
dx  dx dx  gA° ox  gA dx dx dx gA gA° Ox
Resolvendo para dh/dx,

dH dz Q2 oA \VAFY V2 6A
—-—+a— lp—lf+o——— dg—lpto——
dh _dx dx gA ox _ gAB/B ox gH,B ox
2 - 2 - 2 -
dX cos0— aQ—SB cose—ocL cosO—oa v
gA gA/B gH,

dh 1, =lg + (aFr? /B)A,
dx cos0— aFr?

em que dH/dx = - I e dz/dx = -lo. Aqui termina a demonstracao.

Tabela 4 — Resumo das EDOs para o escoamento gradualmente variado.
dh 1, —l¢ +(aFr?/B)A,
dx c0s0— aFr?

db
I, -1 +a(Q2/gA3)h&

Canal ingreme de declividade constante e secdo variada.

dh

on _ Canal ingreme com largura variada: A=b(x)h(x).
dx cos6—aQ?b/(gA®)




dh I,-1
— =°—f2 Canal prismatico de grande declividade, com p/y=hcos6.
dx  cosO—oaFr

dh 1,1 s .

—=— Canal prismatico de fraca declividade, com p/y=h.

dX 1—oFr
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Como primeiro problema numérico, considera-se um canal retangular que possui um tre-

cho com largura variada ao longo de x de acordo com a seguinte equacao: b(x) = b(0) - k[sen(x-

n/2)+1], com b(0) = 3,0 m e k = 0,3 m. Outros dados sao fornecidos a seguir. Desprezando a

dissipacéo de energia na transicéo e sabendo que o fundo é horizontal, desenvolva um codigo

ou planilha para resolver a equagdo deduzida, empregando os dados deste problema. Apresente

h=h(x) também para a condigdo limite sem alteracdo nas condic¢Bes de escoamento a montante

(escoamento critico na se¢do de minima largura sem modificacdo das condi¢Ges de montante),

0 que pode ser avaliado por meio de modificacBes nos valores de k ou por meio do calculo do

seu valor critico (como exposto na solugéo).

Dados
a lo g Q h(0) b(0) k b,
[-] [Mm] | [m/s?] [ [m8fs] [m] [m] [m] [m]
1 0 9,8 6 1,26 3 0,3 2,4

Com o intuito de visualizar a variacdo de b ao longo de x, foi produzida a imagem da

Figura 9, que representa uma vista em planta baixa do canal, indicando as suas paredes laterais

e a contracgéo existente.

Solugéao

3,0

2,0 A

1,0 +

0,0

—Cl
b(x
(x) S
y
—
00 10 ym 20 30

Figura 9 — Canal estudado inicialmente.

A solucéo deste problema foi elaborada com o algoritmo de Runge-Kutta de 42 ordem. O uso

da equacdo diferencial requer o calculo de db/dx, apresentado a seguir:
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L - L b0)-Kisen(x—2/2) 11} = ~kcos(x/2)

Para auxiliar a andlise, escreve-se a equacdo de Bernoulli entre as se¢des 1 e 2, 0 que resulta

2 2 2
em h3 —h§[ Q (b_ZJ + h1]+ 2Q =0. Essa equacgdo possui duas solugdes positivas, uma para
g

2gb2  byh, b

0 regime subcritico e outra para o escoamento supercritico.

Equacao de Bernoulli:

2 2 2 2 2
h1+V_1:h2 +V_2 Comvlhlb1:V2h2b2, Vl :Vzmjv—lzv—z(mJ
29 29 bsh; 29 29\ byhy

2
VZ(b,h V2
h,+—2|—22| =h,+—2. ComV, =Q/(b,h
1+29[b1h1] 2+29 , =Q/(b,yh,)

2 2 2 2 2 2
hy+ 2(b2h2j hyr ~=F(h,)=h3-h} Q 2(—b2 ] hy |+ ~=0
2g(byh,)"\ bshy 2g(byh,) 2gb5 \ bihy 2gb;

A solucdo da EDO na extremidade de jusante da contracdo deve coincidir com a solugéo
desta equacdo algebrica, para o regime de escoamento correspondente. Para os dados deste
problema, ho = 1,146 m. A Figura 10a contém parte da solucdo calculada com Runge-Kutta
(ver planilha dos arquivos deste capitulo). Observe que o escoamento é subcritico ao longo da
extensdo do canal, com nimero de Froude crescente (consequéncia do aumento da velocidade
média ao longo de x). Veja tambeém que para a condi¢do de escoamento subcritico, a reducéo
da largura resulta em diminuicéo de h ao longo de x. As curvas da Figura 10b mostram a situ-

acao limite sem alteragcdes do escoamento a montante, em x=0.

1,30 1,0 1,30 1,0
—h(x)
—Fr(x) 1,20 1
1,25 - L 08 L o8
1,10 {
= z = =
120 05 g 05
1,00 1
1,15 - 03 v 03
0,90 —h(x)
—Fr(x)
1,10 . . 0,0 0,80 . . . . 0,0
0,0 1,0 Xl 2,0 3,0 0,00 0,63 1,26 1,88 2,51 3,14
(@) x{ml (b)

Figura 10 — Solucdo da EDO com Runge-Kutta de 42 ordem em uma planilha: (a) Dados do enunciado. (b) Con-
dicdo critica na secédo 2 (saida)
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O comportamento do perfil da superficie livre, h(x), para um escoamento supercritico
também pode ser estudado. Com a Figura 11, observe que h(x) cresce com a reducao da largura,

para Fr>1.

0,80 2,0 0,90 2,0

F18 0,80 A F18

0,70 A

F16 0,70 A F16

Z 0,60 A
=

Fr(x)

—h(x)
—Fr(x)

h(x)
Fr(x)

F14 0,60 F 14

0,50 -

F12 0,50 - F12

—h(x)
——Fr(x)

0,40

1,0

1,0 0,40

(a)

Figura 11 — Andlise do escoamento supercritico

0,00 1,26 88 2,51 3,14 0,00 0,63 1,26 88 3,14

xm] x[m]

(b)

Problema 4.6 — Calculo da linha d’agua com Runge-Kutta de 42 ordem.

Considere um canal trapezoidal, comb=25m, Z: = 1,5, Z, =1,0, I, = 0,02. Esse canal
transporta uma vazdo de 5,7 m3/s. Uma comporta de fundo plana e vertical instalada em uma
determinada secdo produz uma altura de escoamento igual a 2,4 m a montante da comporta. O
escoamento no canal é uniforme a montante da influéncia da comporta. Com base nesses dados
e sabendo que o canal possui revestimento de concreto em condigdes més, calcule a rugosidade
absoluta equivalente com a equagdo n = 0,039¢'/® apresentada em Porto (2006, p.246), com
unidade segundo o S.I.. Utilize a equacdo de Darcy-Weisbach e a equacdo de Swamee para o
calculo do fator de resisténcia e, com 0 método de Runge-Kutta de 4 ordem, desenvolva uma

planilha para célculo da linha d’agua.

Solugédo

Este problema foi proposto com base no Exemplo 13.6 de Porto (2006). Deste modo, a elabo-
ragdo da planilha segue a solugéo apresentada pelo referido autor. Inicialmente, os dados foram
organizados na parte superior da planilha (veja o arquivo na pasta deste capitulo), como apre-
sentado a seguir. O calculo da rugosidade absoluta equivalente com a formulacéo citada resul-

tou em aproximadamente 0,01 m.

Dados
Z; Z, n ly Q g 0 € v
[-] [-] [sm*®1 | [mvm] | [m¥/s] | [ms?] | [rad] [m] [m#/s]
15 1 0,018 0,02 57 9,8 0,02 0,01 0,000001
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Célculo da altura de escoamento em regime uniforme:

Empregando o método computacional descrito anteriormente, que utiliza o solver, foi
determinada a altura de escoamento para condi¢do uniforme, que resultou em 0,46 m. Outras
grandezas relevantes do escoamento uniforme também sdo apresentadas a seguir. Observa-se
gue o numero de Froude resultou maior que a unidade, indicando a ocorréncia de um escoa-

mento supercritico neste canal para a condicao uniforme.

Escoamento uniforme
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
h b A P Re Ry el(4Ry) f Fow =0 B Hm \Y Fr
[m] [m] [?] [m] [-] [m] [-] [-] [m] [m] [m/s] [-]
0,46 2,5 1,41 3,97 |574E+06| 0,35 |[7,06E-03| 0,0338 | -1,01E-09 | 3,64 0,39 4,05 2,08

Célculo da altura critica de escoamento em canal trapezoidal assimétrico:

O escoamento critico ocorre para Fr = 1, portanto, pode-se escrever uma funcéo objetivo

F(he) = 0 para o calculo da altura critica, como exposto a seguir:

Freie——2 . F(h,)=Q—+gA3/B =0.
\gA3/B

O trecho da planilha responsavel por realizar estes calculos é apresentado com grandezas escri-
tas com o indice c (critico):

Escoamento critico (Fr = 1)
1 2 3 4
he Ac B. | F(h)=0
[m] [r?] [m]
0,714 2,42 4,28 0

Observe que hc > hyniforme, portanto, o canal é de forte declividade e apenas curvas do tipo
S podem ocorrer (S1, S2 e S3). Como a altura de escoamento a montante da comporta é igual a
2,40 m, dos estudos basicos sobre as curvas de remanso, conclui-se que ocorrerd uma curva do
tipo S1 porque 2,40 m > he > huniforme. ESta curva corresponde ao escoamento subcritico, por-
tanto, um ressalto hidraulico sera estabelecido na transicdo do escoamento uniforme (Fr > 1)

para o escoamento gradualmente variado (Fr < 1).

Calculo da altura conjugada de ressalto em canal trapezoidal assimétrico:
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Seja huniforme = h1 (conjugado supercritico do ressalto) e h2 o conjugado subcritico. Como
h: é conhecido, o célculo de h, pode ser realizado. Para tanto, como o canal é trapezoidal assi-
métrico, utiliza-se a igualdade das forcas especificas, F(h), com as formulacdes da geometria
trapezoidal assimétrica apresentadas anteriormente. Empregando o solver com o objetivo de

resolver F(h1) — F(h2) = 0, escreve-se:

Ressalto hidraulico no canal trapezoidal (F(h;)-F(h,)=0)

1 2 3 4 5 6 7 8 9
hy A h F(h,) h, A, y F(hy) |F0 OF( 2)=0
[m] [m] [m] [m] [m] [m]
0,458 1,41 0,21 2,66 1,0397 3,95 0,46 2,66 | -5,48E-09

Nota: Nesta parte da planilha, F(hi), com i=1,2, representa forca especifica

Até aqui concluimos os calculos que antecedem a determinacdo do perfil da superficie
livre do escoamento permanente gradualmente variado. A curva S deve ser computada desde
h = 2,40 m (secdo de controle localizada a jusante porque 0 escoamento € subcritico) até h = h;

= 1,04 m, que é o conjugado subcritico do ressalto hidraulico.
Calculo da linha d’agua (perfil da superficie livre):

O emprego do algoritmo de Runge-Kutta de 42 ordem ndo apresenta dificuldades de im-
plementacdo em uma planilha eletronica, como aquela elaborada para este problema, desde que
sejam observados alguns detalhes relativos a organizacdo. Os calculos com este método exigem
determinacOes de valores de h intermediarios e, consequentemente, valores de A, P, Rn, etc.
correspondentes. Sendo assim, para facilitar a organizacdo e identificagdo de possiveis erros
decorrentes da digitagcdo de equagdes muito extensas, sugere-se que sejam criadas colunas au-

xiliares. A organizacdo das informacGes e insercdo das equacOes foi realizada da seguinte

forma:
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Ax X hy s Pyraro hyra k ks k3 Ky
[m] [m] [m] [1] [2] [2]
-0,1 0 2,40 |2,39884 |2,39884|2,397671|0,02328 | 0,02329 | 0,0233 | 0,0232899
-0,1 [2,39767] 2,39651 | 2,39651 | 2,395342 | 0,02329 | 0,02329 | 0,0233 | 0,0232976 ()
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
A P Ry B Fr e/Dy Re f It A

(k) (k) (k) (k) W] ] (k) (k) ()| (k+1/2)
105764 | 9,13 |1,158725)7,40682 | 0,14407 | 0,00216 |2,50E+06| 0,0240 | 0,0001 | 10,5677
105501] 912 |1,157786| 7401 |0,14437]0,00216|2,50E+06] 0,0240 | 0,0001 | 10,5505 )

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
P Ri B Fr &/Dy Re f Iy A P
(k+1/2) | (k+112) | (k+1/2) | (k+172) | (k+1/2) | (k+1/2) | (k+1/2) | (k+112) | (k+1/2) | (k+1/2)
9,12 |1,15826]7,40391]0,14422 | 0,00216 |2,50E+06| 0,0240 | 0,0001 | 10,5677] 9,12
912 [1,15732[7.39800] 0,14451] 0,00216 [2,50E+06] 0,0240 [ 0,0001 [ 105505] @12 | 5
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30 31 32 33 34 35 36 37 38 39
Ry B Fr /Dy, Re f It A P Ry
(k+1/2) | (k+1/2) | (k+1/2) | (k+1/2) | (k+1/2) [ (k+1/2) | (k+1/2) [ (k+1) (k+1) (k+1)
1,15826 | 7,40391 | 0,14422 | 0,00216 |2,50E+06| 0,0240 | 0,0001 | 10,5591| 9,12 |1,15779
1,15732 | 7,39809 | 0,14451 | 0,00216 |2,50E+06| 0,0240 | 0,0001 | 10,5419 9,11 |1,15685 (..)
40 41 42 43 44 45
B Fr /Dy, Re f It
(k+1) (k+1) (k+1) (k+1) (k+1) (k+1)
7,401 [0,144370,00216 [2,50E+06( 0,0240 | 0,0001
7,39518 | 0,14466 | 0,00216 [2,50E+06{ 0,0240 | 0,0001

Figura 12 — Planilha para solu¢do com Runge-Kutta de 4% ordem

O valor negativo de Ax garante o calculo correto da linha d’agua subcritica a partir de h
= 2,40 m (a jusante). A Figura 13 contém o resultado obtido e uma representacdo da solucao
que inclui o escoamento uniforme e o ressalto hidraulico também. Com a planilha e todos os
resultados calculados, o leitor pode verificar que o fator de resisténcia varou de 0,024 a 0,029.
Neste caso, deve-se notar que a rugosidade relativa ndo é uma constante, pois envolve o diame-

tro hidraulico, isto &, &/D.

3,00

T 2,50

T 2,00

T 1,50

h [m]

+ 1,00

+ 0,50

f f f f 0,00

(@)

] .\';m[ b ’ W

Figura 13 — Linha d’agua (a) e a sua sobreposicdo a imagem que representa o escoamento uniforme supercritico,
seguido do ressalto, curva S; e comporta (b)
Fonte: Adaptado de Porto (2006, p.439).

Considerac0es finais

O regime permanente foi explorado com os exercicios deste capitulo. Essa aproximagéo
para 0 escoamento encontra muitas aplicacbes em engenharia, como no projeto de canais para

irrigacdo, canais para drenagem urbana, drenagem em condominios ou casas, como aqueles em



116

tenhados e lajes; aplicagdes aos escoamentos em sistemas extravasores de barragens; canais
empregados para medi¢do de vazao, mistura de componentes quimicos em estacfes de trata-
mento de &gua, entre outros casos. Além disso, em um proximo nivel, estd o escoamento variado
e variavel, tema estudado no capitulo seguinte. A formulagdo matemaética do problema néo per-
manente requer a imposicdo de condicGes iniciais, condigdes estas que podem ser calculadas

com os metodos do presente capitulo.
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CAPITULO 5

ESCOAMENTO EM SUPERFICIE LIVRE:
ESCOAMENTO VARIAVEL

h(L/2,t) [m]

2.7

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25 30
Q(L/2,t) [m¥s]
Novamente, uma interessante curva de um fendmeno oscilatorio.

2.6
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Introducéo

Escoamentos variaveis dependem do tempo e escoamentos variados possuem grandezas
que sdo funcBes do espaco. Este capitulo é dedicado aos escoamentos com caracteristicas si-
multaneas de ndo uniformidade (escoamentos variados) e ndo permanéncia (escoamentos vari-
aveis). Estudar um tema como esse possibilita analisar passagens de ondas de cheia em canais,
o efeito da maré sobre o0 escoamento em um canal, a propagacéo de ondas originadas com a
abertura ou fechamento de comportas em canais, a propagac¢ao de ondas resultantes da ruptura
de barragens, entre outros casos. Tais estudos podem ser desenvolvidos essencialmente com
dois tipos de modelagem: (1) Com a construgdo de modelos fisicos — Modelagem Fisica; (2)
Com o uso das leis bésicas da fisica, relagdes constitutivas, métodos numéricos e equaciona-

mentos complementares — Modelagem Matematica.

Seguindo o escopo deste livro, estudaremos as leis fisicas basicas escritas inicialmente
para a simplificagcdo unidimensional, o que resulta em equacdes diferenciais parciais ndo line-
ares, quase analogas as do golpe de ariete estudadas anteriormente. Essas equagfes, muito se-
melhantes ao sistema deduzido por Saint-Venant, recebem o seu nome em homenagem a im-
portante contribuicdo de seus estudos. De outro modo, poderiam ser utilizadas as equacdes de
Navier-Stokes com médias de Reynolds, a equagdo de conservacdo de massa e modelos de
turbuléncia. A complexidade matematica e computacional, entretanto, ainda nos faz considerar
as equac0es de Saint-Venant como um sistema adequado aos casos praticos que, em geral, de-
vem ser avaliados com certa rapidez e aproximacgdo compativel com as necessidades da enge-

nharia.

Equacbes de Saint-Venant

Saint-Venant (1871) deduziu a equacdo 1, que possui como origem o principio de con-

servacao de massa, reduzido, neste caso, a conservacao de volume:

OA . O(UA) _o, (1)

ot OX

em que, A = area molhada, u = velocidade média.
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A aplicagdo da 2% lei de Newton a um volume de controle selecionado em um canal, com
uma entrada e uma saida, com paredes fixas e superficie livre deformavel, resulta na equacao
2. A sua deducdo inclui as seguintes forcas (componentes em X): peso, cisalhamento ao longo
das paredes e fundo, forcas sobre as superficies planas submersas (entrada e saida), calculadas
com distribui¢Bes hidrostaticas para canais de grande declividade (PORTO, 2006, capitulo 7).

O(UA 0 =
%+&(ﬁuAu+gAhc03cx):gA(lo—If)- )

Nesta equacdo, B é o coeficiente de Boussinesq, g ¢ a aceleragdo devido a gravidade, h é a
profundidade do centro de gravidade da secdo transversal, o € 0 angulo entre o fundo do canal
e a horizontal, I, = -dz/dx (z=cota do fundo) e Is é a declividade da linha de energia. O uso das

equacOes de Saint-Venant com If # 0 normalmente ¢ realizado com equagdes de resisténcia

desenvolvidas para o regime permanente, como as equacdes de Darcy-Weisbach e Manning:

ujul .
I =f—— (Darcy-Weisbach 3
f 89R ( Y ) 3)
l; =n? ;LL/’:J (Manning) 4)
h

em que f é o fator de resisténcia de Darcy-Weisbach, Rx é 0 raio hidraulico e n é o coeficiente

de rugosidade de Manning.

Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant (1797-1886) deduziu a equacdo 1 e uma equacdo semelhante a
equacdo 2, publicando-as em 1871. As deducdes destas equaces podem ser encontradas em Chaudhry (1979,
2008) e Porto (2006). Por esse motivo, elas sdo conhecidas como equacfes de Saint-Venant.

Solucéo numérica do sistema de equagdes

A solucéo do sistema de equacOes apresentado € A(x,t) e Q(x,t). Grandezas derivadas a
partir destas principais, como a altura de escoamento, h(x,t), a velocidade média, u(x,t), entre
outras, podem ser obtidas apds a solucdo. A forma empregada para a escrita das equacfes 1 e
2, que representam meios continuos, € denominada forma conservativa, € 0 uso de métodos
numéricos de volumes finitos, como o método de Lax-Friedrichs e o de MacCormack, possibi-

litam a captura de descontinuidades ou choques, que sdo solu¢des matematicas no sentido fraco.
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Solugdes para geometrias complexas ndo podem ser calculadas atualmente com métodos ana-
liticos, sendo necessario o uso de esquemas numeéricos para transformacéo das equacdes origi-
nais em formas discretas, assim como estudado anteriormente (ver problema do golpe de ariete,
por exemplo). Neste item sera exposta uma sintese com o contelldo necessario a solucdo de
problemas praticos de engenharia, como a simulagdo de ondas de cheia, simulacdo de ondas
originadas com o fechamento e abertura de comportas em canais, entre outros casos. O método
de Lax é semelhante ao descrito no Capitulo 3. O método de MacCormack, entretanto, pode
exigir a introducdo de uma viscosidade artificial para atenuar oscila¢cbes numéricas. Por esse

motivo, ele é descrito neste capitulo.

Antes da apresentacdo dos métodos numeéricos, observe que as equacdes de Saint-Venant

podem ser escritas com uma Unica equacdo vetorial, cuja forma é:

0
q . ot ()

A : .
em que, q= [uAJ , denominado vetor das quantidades conservadas,

P} .
o VA ] 2 , denominado vetor fluxo e s=
BuAu +gAhcosa Bq—+gcosa¢(q1)
1

, que é 0
gAl, —gAl¢

vetor com termos fonte. A fungéo ¢(g:) depende da forma da secdo transversal.
Método de MacCormack (1969)

O esquema de MacCormack (1969) é um método do tipo “previsor e corretor” de dois
passos que possui acuracia de segunda ordem tanto no tempo quanto no espaco. Este método é
capaz de capturar ondas de choque e faz parte do conjunto de métodos de volumes finitos. Entre
as aplicacoes relacionadas a hidraulica computacional, estdo problemas com escoamentos com-
pressiveis de aerodinamica, escoamentos em condutos forcados e escoamentos em superficie
livre em canais, com o célculo de choques que representam o ressalto hidraulico, por exemplo.
Além do seu uso para identificar a ocorréncia de ressaltos hidraulicos, o trabalho de Anderson
(1995) também apresentam aplicagOes ligadas a simulacdo de ondas de choque normais em
bocais convergente-divergentes, ondas de expansao (leque de rarefacdo) e ondas de choque
bidimensionais em placa plana. O desenvolvimento do codigo é relativamente simples e segue

0S seguintes passos:
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1) Previsor. Adota-se uma aproximacao avancgada para a derivada espacial para calcular a de-
rivada temporal no instante n e, em seguida, utiliza-se esta derivada para calcular g em t+At. O
resultado obtido desta forma ¢ identificado com uma barra superior.

oq) " |

[a—IJ e ©®)
wi_ o [09)

- 2] 0

2) Corretor. O valor predito calculado com a equagdo 7 é utilizado para calcular a derivada
temporal de g em n+1. Para tanto, adota-se uma discretizacdo atrasada para a derivada espacial.
Esta alternancia entre derivadas avangadas e atrasadas produz um método de segunda ordem.
Com este resultado, efetua-se uma média entre as derivadas temporais calculadas em n e n+1
para que seja realizado o célculo final de g em n+1.

aq n+1 fn+1_fn+l N

5] ®
n n+1

n+1 n 1 aq 80]

g+ = +| = At 9

Viscosidade artificial

A solucdo obtida por um esquema de diferencas finitas contem erros dissipativos se o
termo principal do erro local de truncamento possuir ordem par. Se neste erro existir um termo
principal com ordem impar, entdo o esquema passa a ter erros dispersivos. Os erros dispersivos
normalmente produzem oscilagdes nos resultados junto a ondas ingremes, o que pode provocar
instabilidade numérica. Com o intuito de corrigir esta falha, utiliza-se normalmente uma visco-
sidade artificial, que neste texto é calculada pela seguinte equacgdo, encontrada em Anderson
(1995, p. 363):

Cy|hit —2h{ +hily

P = n =297 +q, ). 10
i hin+1+2hin+hin_1 (qH—l i i l) ( )

em que Cx € um parametro arbitrario adimensional. Valores tipicos para Cx estdo compreendi-

dos no intervalo 0,01 a 0,3, como explica Anderson (1995, p. 238) para 0 caso de escoamento
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supersonico em bocais. Existem diferentes formulagdes para a viscosidade artificial. Esta esco-
Iha foi feita com base na experiéncia obtida com a solucdo do problema de localizacdo de uma
onda de choque normal no interior de um bocal convergente-divergente. De acordo com LeVe-
que (2004, p. 72), os primeiros a propor essa técnica foram Neumann e Richtmyer. O uso da
viscosidade artificial altera 0 método de MacCormack para a seguinte forma:

1) Previsor. Deve-se somar a viscosidade calculada no tempo n quando for calculado g no
passo previsor. Para o calculo de cada componente g em n+1, deve-se somar a componente S
correspondente (nota-se que ha consisténcia dimensional nesta soma):

07+ 2 arest. )

2) Corretor. Deve-se somar a viscosidade calculada com base nos valores obtidos no passo
previsor.

n n+l
(EJ + [ﬂ] At + 5 . (12)
ot

Condig0es iniciais e de contorno

Se o trecho do canal a ser estudado estiver promovendo um escoamento uniforme, em t
=0, deve-se estabelecer ao longo de todo o dominio valores das grandezas relevantes calculadas
para condicdo uniforme. Se o escoamento for gradualmente variado, a equacéo diferencial or-
dinaria que modela o escoamento permanente gradualmente variado devera ser resolvida para
imposicdo adequada das condig@es iniciais. E possivel também simular um escoamento variavel

a partir de uma condicéo de repouso, com Q(x,0) = 0.

O sistema de equacdes descrito possui caracteristica hiperbélica, assim como as equacoes
do modelo eléstico que modelam o golpe de ariete. Desta forma, em funcdo dos sinais dos
autovalores da matriz convectiva, as condigdes de contorno devem ser fixadas ou calculadas.
Para um escoamento supercritico junto a entrada, como aquele da Figura 1, as curvas caracte-
risticas estardo direcionadas para o dominio e as condi¢des de contorno devem ser fixadas com
base em informac@es externas (dadas pelo usuério, com base em informagdes do problema que
esta sendo resolvido). Se o escoamento for supercritico na saida, as curvas caracteristicas esta-
rdo direcionadas para fora do dominio (como a sec¢do indicada na Figura 1 localizada entre a
comporta e o ressalto), condi¢do que ndo permite a imposicao de valores fixos como condicdes

de contorno que contenham informac@es externas, sendo necessario o calculo com base no que
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ocorre nas vizinhancas internas do contorno. Isso pode ser realizado com as equagOes caracte-
risticas ou com extrapolac¢des, como apresentado nas solucfes dos problemas deste capitulo. Se
0 escoamento for subcritico, na entrada ou na saida, as curvas caracteristicas apresentardo de-
clividades opostas e apenas uma condicao de contorno deverd ser fixada com base em informa-
cOes externas. A outra seré calculada com dados do n6 adjacente ao contorno. Finalmente, a
ocorréncia do escoamento critico faz com que um autovalor seja nulo (porque V -c=c-c =0)
e 0 outro positivo, porque V + ¢ = ¢ + ¢ = 2¢. Se a se¢do for de saida, a curva positiva exigira o
calculo de uma variavel com informacdes do dominio (realizando extrapolacdo ou 0 uso de uma
equacdo caracteristica positiva). A segunda, para declividade da caracteristica igual a 0, serd
fixada com base no escoamento critico. Se a se¢do for uma entrada, as duas informagdes serdo

externas.

Ressalto Hidraulico

Caracteristicas Caracteristicas

Fr>1 Fr>1 Fr=1

Fr<1

Figura 1 — Alguns possiveis dominios e seus contornos

A seguir sdo resolvidos alguns problemas com o intuito de evidenciar caracteristicas ba-
sicas de escoamentos variaveis. Em todos os casos, 0s dados compdem experimentos numeéricos
gue nado estdo necessariamente vinculados a estruturas projetadas ou construidas. Os codigos
propostos podem ser adaptados com certa facilidade a situacGes reais com a incluséo dos dados

relativos ao canal e condi¢des iniciais e de contorno apropriadas.

Problema 5.1 — Escoamento variavel em um canal: Propagacao de uma onda de cheia.

Considere um trecho de um canal trapezoidal assimétrico com L = 3000 m, I, = 0,0012
m/m, n = 0,020, b =5 m, Z; = Z> = 1,5. Para condi¢des normais de operagdo, 0 escoamento
observado pode ser assumido como permanente e uniforme. Calcule, com as equacdes de Saint-
Venant em 1D, as grandezas do escoamento transitério provocado pela variacdo de vazdo,

Q(0,t) na entrada do canal (ver Tabela 1).

Tabela 1 — Hidrograma do Problema 5.1.
QO [m3/s] | 8] 10 | 16 | 28 48 34 23 16 8 8
t [s] 0 | 600 | 900 | 1800 | 2700 | 3600 | 4800 | 5400 | 6600 | 12000
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Solugéao

O codigo possui trés partes fundamentais: (1) pré-processamento; (2) processamento; (3)
poOs-processamento. O pré-processamento consiste em escrever 0s dados basicos relacionados
ao canal e ao escoamento, como, por exemplo, o comprimento do canal e a largura de fundo.
Informagdes como o hidrograma afluente, o tempo total de simulagéo, o espacamento dos eixos
temporal e espacial também devem ser inseridas. Nesse estagio, ainda como pré-processa-
mento, alguns célculos séo realizados, como a interpolacéo do hidrograma, para que o nimero
de pontos corresponda ao refinamento da malha temporal. A imposi¢do das condigdes iniciais
também pode exigir a solucdo de equagdes, como a solucao da EDO do escoamento permanente
gradualmente variado ou a solucdo de uma equacéo de resisténcia para o célculo da altura do
escoamento uniforme, como empregado neste exemplo. Para auxiliar esta etapa, foram criadas
funcgdes auxiliares que resolvem as equacdes (Manning e Darcy-Weisbach) com o método de
Newton-Raphson. Tais funcdes, escritas em arquivos proprios, devem fazer parte da mesma
“pasta” do cddigo principal. Na etapa seguinte, um laco (“for”) principal percorre o eixo tem-
poral e, dentro deste laco, um segundo “for” se encarrega de realizar os calculos ao longo do
eixo espacial. O pds-processamento consiste em exibir os resultados para que sejam realizadas
as analises. Apos esta sintese, sdo descritos abaixo alguns detalhes encontrados no programa
apresentado na Tabela 2. Observe também que o simbolo % antes de uma frase transforma o

que esta escrito em texto que ndo sera compilado.

Para imposicdo das condicOes de contorno, avalie o regime de escoamento ou 0s sinais
dos autovalores da matriz convectiva. Vocé ira verificar que Fr < 1 para a entrada. Deste modo,
o0 hidrograma da Tabela 1 deve ser fixado, sendo esta a “informacéo externa”. A area molhada
ndo pode ser fixada, isto &, ela deve ser calculada com base no que ocorre nas proximidades do
dominio. Uma solucgéo possivel para essa parte da condigdo de contorno consiste em empregar
uma extrapolagéo explicita de ordem zero, que é qi(1,n) = gz(2,n-1), em que 1 representa o
primeiro no do eixo X (entrada), 2 representa 0 no vizinho a entrada (dentro do dominio) e n
representa o instante atual e n-1 o instante anterior. As demais grandezas podem ser determina-

das apds o calculo de g1(0,t), como ilustrado no cédigo elaborado.

Para o contorno direito, a area novamente deve ser extrapolada. Com o seu valor calcu-
lado, determina-se h(L,t) (altura de escoamento no contorno direito ou saida) e, em seguida, 0
raio hidraulico. Empregando a equagdo de Manning ou de Darcy-Weisbach, calcula-se a velo-

cidade media, u, e a vazdo g2 = UA. O célculo de h a partir da area pode ser feito de forma
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simples para a secdo retangular, com h = A/b. Para a secéo trapezoidal assimétrica (Z1 # Z»,
comZ:;>0eZ;>00uZ;>0e Z>=0, por exemplo), deve ser utilizada a equagédo 11 do capitulo
anterior, reescrita a seguir. Esta equacdo também é valida para secdo simétrica, que corresponde

aZi1=2Z»>=Z, e parasecOes triangulares, isto €, com b = 0.

Tabela 2 — Codigo para solucdo das equacdes de Saint-Venant

clear all )

%METODOS COMPUTACIONAIS EM HIDRAULICA

%André Luiz Andrade Simdes, Harry Edmar Schulz e Rodrigo de Melo Porto
%Solucdo das equacbes de Saint-Venant para secdes trapezoidais nao-simé-
tricas,simétricas, retangulares e triangulares com o método numérico de
Lax-Friedrichs.

%Dados:

Qel = [8; 10; 16; 28; 48; 34; 23; 16; 8; 8];

tempo=[0.00; 10*60; 15*60; 30*60; 45*60; 60*60;...
80*60; 90*60; 110*60; 12000];

[al,a2] = size(tempo);

tt = tempo(al,l); %Tempo total em [s]

Nt = 12000; %Numero de ndés da malha temporal

dt = tt/(Nt-1)

tint=linspace(0, tt,Nt); %E gerada uma malha com nua-

mero de nds igual a Nt e de 0 a tt, tint.
Qelint=interpl(tempo,Qel(:,1),tint, "pchip”); %Nao utilizar spline;
pchip, que corresponde ao Hermite cubico, € uma opcdo preferivel.
Qelint=Qelint";

L=3000;

Nx=450;

dx=L/(Nx-1);

g=9.806; %g = aceleracdo devido a gravidade [m/s"2]

=0.0; %Fator de cisalhamento de Darcy-Weisbach
nm=0.02;

%Declaracgodes:

Xx=0:dx:L;
X=X";

%Matrizes:
h=zeros(Nx,Nt);
gql=zeros(Nx,Nt);

g2=zeros(Nx,Nt);
fl=zeros(Nx,Nt);
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f2=zeros(Nx,Nt);
J2=zeros(Nx,Nt);
%Fr=zeros(Nx,Nt);
Cn=zeros(Nx,Nt);

%Geometria do canal:

b=5; %Largura de fundo do canal

Z1 = 1.5; %Co-tangente do angulo do talude em relacdo a horizontal (lado
esquerdo)

Z2 = 1.5; %Co-tangente (lado direito)

lo = 0.0012; %Declividade de fundo

%CALCULO DA CONDICAO INICIAL (h):
Q0=Qel(1,1);
if f==

hO=uniformeM(nm, Q0, b, Z1, 72, 10) %Profundidade do escoamento uniforme
(Manning)

else

hO=uniformeDW(f, Q0, b, Z1, 72, lo, g) %Profundidade do escoamento uni-
forme (Darcy-Weisbach)

end

pause()

%Valores iniciais:

A0 = b*h0+0.5*(h0."2)*(Z1+Z2);

u0 = QO0/A0;

PO = b+h0*((1+Z17"2)"0.5+(1+22"2)"0.5);
RhO=A0/PO;

h(:,1)=h0;

ql(:,1)=A0;

q2(:,1)=Q0;

f1(-,1)=02(:,1);
2(:,1)=92(:,1)-*92(:,1)./q1(:,1)+(g/6)*(3*b+h(:,1) - *(Z1+Z22)) .*h(:,1) ."2;

J2(:,1)=g*ql(:,1)-*(lo-
nm~"2*g2(:,1) -*abs(q2(:,1))-/((ql(:,1)-"2) .*RhO™(4/3))---.
*92(:,1)-*abs(q2(:,1)).7/((q1(:,1).72)*8*g*Rh0));

%Fr(:,1)=abs(q2(:,1)-/91(:,1))./((g*ql(:,1)./(b+h(:,1).*(Z1+Z22)))."0.5) ;%
NUimero

%de Froude
Cn(:,1)=(abs(g2(:,1)-/91(:,1))+(g*ql(:,1)./(b+h(:,1)*(Z1+22))) -~0.5) ./ (dx
/dt) ;%Numero de Courant

%AQUI TERMINA A IMPOSICAO DAS CONDICOES INICIAIS
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%GRAFICO COM O HIDROGRAMA DE ENTRADA

plot(tint/60,Qelint, tempo/60, Qel, "0°)

xlabel ("t [min]");

ylabel("Q = uA [m"3/s]");

Leg=legend("H 2(0,t) - Interpolado®, "H 2(0,t) - Tabela 17);
ylhim([min(min(0)) max(max(1.-3*Qel))])

pause()

%GRAFICO COM O AS PROFUNDIDADES EM t=0

plot(x,h(:,1))

xlabel ("x [m]");

ylabel ("h(x,0) [m]");
yihim([min(min(0)) max(max(1.1*h))]D)
pause()

n=1;
for t=dt:dt:tt
n=n+1
%CONDICOES DE CONTORNO:

%1) ESQUERDO:

ql(1,n)=ql(2,n-1);
g2(1,n)=Qelint(n,1);

if Z1>0 || z2>0
h(1,n)=(-b+(b"2+2*(Z1+Z2)*q1(1,n))"0.5)/(Z1+Z2); %Secdo trapezoi-
dal (assimétrica, simétrica e triangular).
else
h(1,n)=9q1(1,n)/b; %Secédo retangular
end

f1(1,n)=q2(1,n);
2(1,n)=92(1,n).*q2(1,n)./q1(1,n)+(g/6)*(3*b+h(1,n)*(Z1+22)) .*h(1,n)."2;
Rh = gq1(1,n)/(b+h(1,n)*((1+Z21"2)"0.5+(1+22"2)"0.5));
J2(1,n)=g*ql(1,n).-*(lo-
nm~2*g2(1,n) .*abs(q2(1,n))./((q1l(1,n)"2).*Rh~(4/3))-. ..
*g2(1,n) -*abs(q2(1,n))./((q1(1,n)."2)*8*g*Rh));
%Fr(l,n)=abs(q2(1,n)/q1(1,n))/((g*ql(1,n)/(b+h(1,n).*(Z1+Z2))).70.5);

Cn(1,n)=Cabs(q2(1,n)/q1(1,n))+(g*q1(1,n)/(b+h(1,n)*(Z1+Z2)))"0.5)/(dx/dt)

%2) DIREITO:
ql(Nx,n)=q1(Nx-1,n-1);
if Z1>0 || z2>0

h(Nx,n)=(-b+(b"2+2*(Z21+22)*q1l(Nx,n))"0.5)/(Z1+Z2);
else
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h(Nx,n)=q1(Nx,n)/b;
end

Rh = gq1(Nx,n)/(b+h(Nx,n)*((1+Z172)"0.5+(1+2272)"0.5));

it f==0
u=(1/nm)*(Rh"~(2/3))*(10"0.5);
end

it nm==0

u=sqrt(8*g*Rh*l1o/f);

end

% q2(Nx,n)=0;%gl1(Nx,n)*u;
gq2(Nx,n)=q1(Nx,n)*u;

F1(Nx,n)=g2(Nx,n);

F2(Nx,n)=g2(Nx,n) .*q2(Nx,n) .Zql(Nx,n)+(g/6)*(3*b+h(Nx,n)*(Z1+Z2)) .*h(Nx,n
)-"2;

J2(Nx,n)=g*q1(Nx,n).*(lo-
nm~2*q2(Nx, n) . *abs(q2(Nx,n)) .Z((q1(Nx,n)"2) .*Rh~(4/3))-. ..

F*g2(Nx,n) . *abs(q2(Nx,n)) ./ ((q1(Nx,n) ."2)*8*g*Rh)) ;
%Fr(Nx,n)=abs(g2(Nx,n)/qg1(Nx,n))/((g*q1l(Nx,n)/(b+h(Nx,n) .*(Z1+Z22)))"0.5);

Cn(Nx,n)=Cabs(q2(Nx,n)/g1(Nx,n))+(g*q1l(Nx,n)/(b+h(Nx,n)*(Z1+22)))"0.5)/(d
x/dt);

%METODO DE LAX-FRIEDRICHS:
for 1=2:Nx-1

ql(i,n)=0.5*(q1(i+1,n-1)+ql1(i-1,n-1))-(0.5*dt/dx)*(F1(i+1l,n-1)-
f1(i-1,n-1));

q2(i,n)=0.5*(g2(i+1,n-1)+g2(i-1,n-1))-(0.5*dt/dx)*. ..
(f2(i+1,n-1)-f2(i-1,n-1))+dt*0.5*(J2(i-1,n-1)+J2(i+1,n-1));

if Z1>0 || z2>0
h(i,n)=(-b+(b"2+2*(Z21+Z22)*ql(i,n))"0.5)/(Z21+Z22);
else
h(i,n)=q1(i,n)/b;
end

Rh = q1(i,n)/(b+h(i,n)*((1+Z2172)"0.5+(1+2272)"0.5));
F1(i,n)=g2(i,n);

£2(i,n)=02(i ,n) . *q2(i ,n) . /q1(i ,n)+(g/6)*(3*b+h (i ,n)*(Z1+22)) . *h(i ,n) .~2;
J2(i,n)=g*q1(i,n).*(lo-

(nm~2)*g2(i,n) . *abs(g2(i,n))./((q1(i,n)"2).*Rh™(4/3))-. ..
F*q2(i,n)-*abs(q2(i,n))./((ql(i,n)"2)*8*g*Rh));

%Fr(i,n)=abs(q2(i,n)/q1(i,n))/((g*ql(i,n)/(b+h(i,n)*(Z1+72)))"™0.5);
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Cn(i,n)=Cabs(q2(i,n)/ql(i,n))+(g*ql(i,n)/(b+h(i,n)*(Z1+Z2)))"0.5)/(dx/dt)

end

end
B2=(b+h.*(Z1+22))./2;

for n=1:50:Nt

t=(n-1)*dt;
plot(x,B2(:,n),x,-B2(:,n), k", "LineWidth",2);
xlabel ("x [m]");
ylabel ("B [m]");
yihim([min(min(-1.1*B2)) max(max(1.1*B2))])
grid on
%legend("y(x,t)",2)
title(["t = ",num2str(t),” [s]1°D
Mo=getframe;
%mov=addframe(mov,Mo); %Para gravar o video, nao comentar (excluir %)
end

plot(tint/60, h(1,:), tint/60, h(Nx/2,:), tint/60, h(Nx,:))
xlabel ("t [min]");

ylabel("h [m]");

Leg=legend("h(0,t)", "h(L/2,t)", "h(L,t)");

pause()

plot(tint/60, g2(1,:), tint/60, g2(Nx/2,:), tint/60, g2(Nx,:))
xlabel ("t [min]");

ylabel("Q [m"3/s]");

Leg=legend("Q(0,t)", "Q(L/2,t)", "Q(L.1)");

pause()

plot(tint/60, q2(1,:)-/791(1,:), tint/60, g2(Nx/2,:)./q1(Nx/2,:),--.
tint/60, g2(Nx,:).Z/ql1(Nx,:))

xlabel ("t [min]");

ylabel("u [m/s]");

Leg=legend("u(0,t)", "u(L/2,t)", "u(L,t)");

pause()

%%Equacdo de Manning para o regime uniforme e as vazdes calculadas®%%

for nn=1:Nt
Q0=g2(Nx/2,nn);
hO=uniformeM(nm, QO0, b, Z1, Z2, 10);
hh(nn)=h0;

end

%%%%%6%%%6%%%%%6%%%0%%%%%6%% %% %% % 6% % %% %% % %% % %% Y6%% %% % %% 6% % %% %6 %% %% % %% %% % %% % %%

plot(g2(Nx/2,:), h(Nx/2,:),92(Nx/2,:), hh)

xlabel ("Q(L/2,t) [m"3/s]");

ylabel("h(L/2,t) [m]");

Leg=legend("Laco para x = L/2", "Regime uniforme-)
pause()
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1=1;
%mov=avifile("teste_f.avi")%Nao comentar se quiser gravar o video
if I==

for n=1:50:Nt
t=(n-1)*dt;
Yplot(x,h(:,n), k", "LineWidth",2);
%"k" escolhe a cor preta para a linha e "LineWidth", 2 escolhe a espes-
sura da linha igual a 2 pontos
area(x,h(:,n));
xlabel ("x [m]");
ylabel("h [m]");
ylhim([min(min(0)) max(max(1.1*h))])
grid on
%legend("y(x,t)",2)
title(["t = ",num2str(t/60)," [min]"])
Mo=getframe;
%mov=addframe(mov,Mo); %Nao comentar se quiser gravar o video
end
end

%mov=close(mov) ;%Nao comentar se quiser gravar o video

for n=1:50:Nt
t=(n-1)*dt;

plot(x,q92(:,n), k", "LineWidth",2);
xlabel ("x [m]");
ylabel("Q [m"3/s]");
yihim(I[min(min(g2)) max(max(g2))1)
grid on
title(["t = ",num2str(t/60)," [min]"])
Mo=getframe;

end

contourf(x,tint,h")

xlabel ("x");

ylabel("t");

% axis equal tight

%Envoltoria com valores maximos:

for jj=1:Nx

QILF(Jj,1)=max(ql(dj.:)):
Q2LF(ij,1)=max(q2(ji,:));
Q3LF(J.1)=max(h(JJ.:));
Q4LF(J, D=minCh(di,));

end

plot(x,Q1LF)
xlabel ("x [m]")
ylabel ("max(A) ")
pause()

plot(x,Q2LF)
xlabel ("x [m]")
ylabel ("max(uA) ")
pause()

plot(x,Q3LF)
xlabel ("x [m]")
ylabel ("max(h) ")
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pause()

plot(x,Q4LF)
xlabel ("x [m]")
ylabel ("min(h) ™)
pause()

Com a solucdo do problema foram obtidos os graficos da Figura 2. As variac¢Ges de “h”,
“Q” e “u” com o tempo séo ilustradas nas Figuras 2a, 2b e 2c com os resultados calculados para
trés secOes transversais. Observa-se que a atenuagdo nos valores méximos das alturas de esco-
amento € maior entre as se¢fes 0 e L/2 quando comparada a atenuacéo entre as se¢bes L/2 e L.
Este resultado indica a predominancia do efeito difusivo da cheia no primeiro trecho. O segundo

trecho possui caracteristica cinemaética preponderante.

A Figura 2c mostra um valor minimo de velocidade seguido de um crescimento que al-
canca o nivel uniforme. Observando os resultados com o auxilio do software, nota-se que em
107,4 min (instante em que ocorre a velocidade minima) os valores de Q e A sdo maiores que
os valores do escoamento uniforme, condi¢do que justifica a ocorréncia desta solucéo se a area
molhada for grande o suficiente em relacdo a vazao para que u = Q/A < Uuniforme. Prosseguindo
com a observacéo, percebe-se que a vazao assume o valor do escoamento uniforme antes da
area molhada, que continua a decrescer, estando esse efeito inercial presente nas equacoes de

Saint-Venant. Deste modo, o crescimento de u é esperado, uma vez que u = Q/A.
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Figura 2 — Solucéo do problema 5.1
Unidades de acordo com o S.1.. Nimero de Courant maximo igual a 0,963.

Outros resultados também sdo ilustrados na Figura 2, como a relacdo em forma de laco
entre Q e h para a se¢do em L/2 e a envoltdria de valores maximos de h ao longo de x. Com
auxilio da Figura 2d, nota-se que uma vazao Q esta associada a ocorréncia de duas alturas de
escoamento, sendo uma para a fase de subida da onda e a outra para a fase de descida. Nota-se
também que a maxima vazao ndo coincide com a maxima altura de escoamento. Finalmente,
sobre a mesma figura, a largura do lago corresponde aos termos de inércia e pressdo na equacgéo
da quantidade de movimento de Saint-Venant. A envoltoria ilustrada na Figura 2d mostra as
profundidades maximas, informacdo que pode ser Util para a determinacdo das caracteristicas
geométricas de um canal em fase de projeto ou para a analise da capacidade de um canal exis-

tente submetido a passagem de uma onda de cheia.

Para pensar: Como seria a relacéo entre Q e h se o hidrograma afluente apresentasse dois ou
mais pontos de maximo?

Problema 5.2 — Propagacéo de ondas decorrentes do fechamento de comportas

Considere um canal construido para aduzir a &gua de um grande reservatério (formado
pela construgdo de uma barragem) as turbinas situadas na extremidade de jusante do sistema,
como ilustrado na Figura 3. A montante dos condutos forgados que ligam o canal as turbinas,
uma comporta possibilita o controle do escoamento. Imagine um cenario no qual a comporta é
bruscamente fechada a partir de uma condi¢cdo de escoamento permanente e uniforme no canal.
Qual o comportamento da linha d’agua resultante desse fechamento “instantaneo”? Para res-
ponde a esta questdo, utilize as equagdes de Saint-Venant e apresente os resultados para os
dados fornecidos a seguir. Dados: b = 3,5 m; Z1 = Z> = 1,5; Q = 32 m?¥s; n = 0,020; I, = 0,0005

m/m; L = 1200 m; tempo total do escoamento transitério simulado igual a 12000 s.
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Solugédo

Assume-se a ocorréncia do escoamento uniforme como condicéo inicial; a &rea molhada
foi fixada na extremidade de montante (lago) com valor correspondente ao regime uniforme e
a vazéo calculada por extrapolacdo de ordem zero; na extremidade de jusante, no instante t =
At, u =0, o que representa o fechamento instantdneo da comporta. Na mesma posicao, a area
molhada foi calculada com a extrapolacdo de ordem zero. Estas consideracdes iniciais permitem
simular o efeito do fechamento das comportas de forma aproximada com o cédigo desenvol-
vido. Para Nt = 24.000, a escolha de Nx = 420 implica nimero de Courant maximo proximo de
um, conclusédo que pode ser obtida apds algumas tentativas. Como exercicio, sugere-se a reali-
zacdo de simulagBes com nimero de Courant menores que um para que o leitor note a ocorrén-

cia do efeito numérico difusivo, que é indesejavel.

Canal

Penstock

Figura 3 — Reservatorio seguido de canal de aducédo e conduto forcado

Ao analisar os resultados apresentados na Figura 4, observa-se que h permanece constante
na sec¢do inicial, sendo este o resultado esperado porque deriva da condi¢do de contorno des-
crita. O comportamento oscilatério de h nas demais secdes € ilustrado com h(L/2,t) e h(L/t). Ao
final do periodo transitorio, a agua permanecera parada no canal (a comporta foi fechada).
Como a cota de fundo decresce de montante para jusante e a superficie livre final serd um plano
horizontal, h(L) > h(L/2). E claro que o projeto do canal deve prever muros com alturas sufici-
entes para conter a agua em condicao estatica. Adicionalmente, com o evento transitério simu-
lado, observa-se uma flutuacdo acima do valor estatico, que para este problema resultou apro-
ximadamente igual a 65 cm em x = L. Os resultados para UA = Q e u podem ser vistos nas
Figuras 4b e 4c. Destaca-se também que a relacdo entre Q e h, apresentada na Figura 4d, ndo €
semelhante & encontrada para as condi¢des de uma cheia (ver problema anterior), mas apresenta

comportamento analogo ao encontrado com o problema da chaminé de equilibrio.
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Figura 4 — Solucdo do problema: Fechamento instantaneo

A segunda parte do problema consiste em analisar a altura de escoamento nas proximida-
des das comportas para a condi¢do de abertura instantanea. Esta manobra produz abaixamento
da superficie livre e a sua avaliacdo pode indicar se ha possibilidade de formacéo de vortices e
entrada de ar em funcéo da coluna d’agua disponivel sobre secéo transversal na interface entre
canal e conduto forgado. Em outros termos, o inicio do funcionamento das turbinas produz uma
onda negativa de jusante. Para esta onda, a altura de escoamento atrds da onda é menor que 0

nivel ndo perturbado (por isso o termo onda negativa) e a onda é originada a jusante.

Problema 5.3 — Propagacéo de ondas decorrentes da abertura de comportas

Como extensdo do caso abordado no problema anterior, os resultados apresentados na
Figura 5 foram calculados para a abertura instantdnea da comporta, abertura que € representada
matematicamente pela passagem da vazao de um valor nuloemt=0paraQ =32 m3/semt =
At. Adicionalmente, o uso de uma distribui¢do para as profundidades em t = 0 igual a 2,77 +
lox reproduz a superficie livre horizontal em t = 0. Como pode ser observado, em x = L a altura
de escoamento assume valor minimo de 1,3 m (Figura 5a) e a vazao passa de zero a 32 m3/s em

t = At, na extremidade e a jusante do canal (Figura 5b). As demais solucGes da Figura 5a mos-
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tram que os pontos de minimo aumentam em direcdo ao lago. Uma estrutura hidraulica conhe-
cida como camara de carga pode solucionar possiveis problemas com baixas profundidades.
Trata-se de um trecho de canal que pode ser retangular e localizado na extremidade de jusante.
A sua maior largura e profundidade adicional em rela¢do ao fundo do canal de adugéo tém como
consequéncia um rebaixamento da superficie livre menor em relagdo ao canal sem a cAmara de

carga. Outros resultados podem ser vistos com o uso do codigo correspondente a este problema.
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Figura 5 — Resultados obtidos para condicdo de abertura da comporta

Problema 5.4 — Identificacao de um ressalto hidraulico

O ressalto hidraulico como parte da solucdo das equacfes de Saint-Venant escritas na
forma conservativa é identificado como uma descontinuidade. Isso € possivel principalmente
quando séo obtidas solugdes analiticas. Em solu¢Bes numéricas calculadas com métodos de
ordem impar, como o de Lax-Friedrichs, essa descontinuidade nem sempre é calculada devido
ao efeito difusivo do esquema numérico. Tal efeito transforma a descontinuidade em uma
“curva suave”, isto €, com pontos entre os patamares que definiriam a descontinuidade. Tal
observagdo néo inviabiliza o uso de Lax-Friedrichs, mas requer cuidado na interpretacdo do
resultado. A solucéo carregada de difusividade numérica curiosamente pode coincidir bem com
o perfil medio do ressalto hidraulico, como demonstrado em Simdes, Schulz e Porto (2010),
mas essa boa sobreposi¢do ndo representa uma solucdo correta porque a solucdo correta do

sistema de equaces diferenciais parciais é a solucdo analitica descontinua.

Por outro lado, 0 método de MacCormack, por ser de segunda ordem introduz na solucéo
pequenas ondas amortecidas ao longo de trechos proximos a descontinuidade. Essas oscilagdes
sdo classificadas como dispersdo numérica e representam um efeito indesejado por nédo repre-
sentarem a solugdo analitica. Em outros termos, elas aparecem porque as componentes de Fou-

rier viajam com velocidades diferentes quando ha o efeito dispersivo. Apesar disto, com 0 uso
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da viscosidade artificial, 0 método de MacCormack também representa uma opgéo relevante
para a solu¢cdo numeérica do sistema de equacOes por ser explicito, de facil programacéo e por

apresentar resultados utilizaveis, como exposto neste problema.

Considere os dados do Problema 4.6: b =2,5m; 1,=0,02m/m; Z1=1,5; Z,=1,0; Q =
5,7 m¥s; g = 9,8 m/s?; n = 0,018; h(L,t) = 2,40 m. Considere também L = 70 m e um tempo
total de simulacéo igual a 600 s, a partir de uma condicéo inicial com escoamento uniforme no
canal. Empregando os métodos de Lax-Friedrichs e MacCormack, calcule h(x,t) e identifique
o ressalto hidraulico na solugcdo. Observe que para t—oo, h=h(x), que ¢ a linha d’&gua para o

regime permanente.

Solugéao

O cddigo desenvolvido anteriormente com Lax-Friedrichs pode ser empregado para re-
solver este problema com pequenas adapta¢des, como pode ser visto no arquivo deste capitulo.
O uso do método de MacCormack exige a programacao de seu algoritmo, com o célculo dos
termos pertencentes aos dois passos. Para ilustrar uma possivel forma de programacéo deste

método, foi elaborado o programa apresentado na Tabela 3.

As solucdes numéricas calculadas com os dois métodos mencionados sdo apresentadas
na Figura 6. Observa-se nas duas imagens iniciais a formacao do ressalto hidraulico pela brusca
mudanga da altura de escoamento (note que a linha inferior representa o fundo do canal e a
linha superior o perfil da superficie livre ou linha d’&4gua). Por comparacgéo visual entre as ima-
gens (a) e (b), conclui-se que a solugdo por MacCormack para o ressalto é mais proxima de
uma descontinuidade. Como consequéncia, o ressalto tem como posicao de inicioem X =5m
e posicao final proxima de x = 5,5 m. Ja o ressalto calculado com o método de Lax-Friedrichs
e a malha adotada se estende por aproximadamente 4 m devido ao efeito difusivo. Para o res-
tante do dominio ndo ha diferengas expressivas. As Figuras 6¢ e 6d mostram ampliacdes da
solucéo capazes de revelar claramente os dois efeitos numéricos supracitados, isto €, o difusivo

(em 6¢) e o dispersivo (em 6d).
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Figura 6 — Solucdes calculadas com Lax-Friedrichs, com max(Cn) = 0,9643 (a e ¢), e MacCormack, com
max(Cn) = 0,9317 e Cx = 0,04 (b e d). Efeitos numéricos difusivo (c) e dispersivo (d)

Tabela 3 — Codigo para solucdo do problema 5.4 com MacCormack

clear all

%METODOS COMPUTACIONAIS EM HIDRAULICA

%André Luiz Andrade Simdes, Harry Edmar Schulz e Rodrigo de Melo Porto
%Solucdo das equacbes de Saint-Venant para secdes trapezoidais assimétri-
cas, retangulares e triangulares com o método de MacCormack.

%Método de MacCormack com ou sem (Cx=0) viscosidade artificial.

%Dados:
Qel = [5.7; 0];

tempo=[0.00; 600];
%Instantes correspondentes as vazdes Q

[al,a2] = size(tempo);

tt = tempo(al,l);

%Tempo total em [s]

Nt = 25000;

%NUmero de ndés da malha temporal
dt = tt/(Nt-1);

tint=linspace(0, tt,Nt);

%E gerada uma malha com numero de nos igual a Nt e de 0 a tt, tint.
Qelint=interpl(tempo,Qel(:,1),tint, "pchip”);

%spline (ndo é adequado), pchip (Hermite cubico é uma opcdo preferivel)
Qelint=Qelint";
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L=70;
Nx=280;
dx=L/(Nx-1);

9=9.8;
%Aceleracdo devido a gravidade [m/s”"2]

=0.0;
nm=0.018;

%Declaracodes:

Xx=0:dx:L;
X=X";

%Matrizes:
h=zeros(Nx,Nt);

ql=zeros(Nx,Nt);
gq2=zeros(Nx,Nt);
fl=zeros(Nx,Nt);
f2=zeros(Nx,Nt);
J2=zeros(Nx,Nt);
% Fr=zeros(Nx,Nt);

Ch=zeros(Nx,Nt);
Sl=zeros(Nx,Nt);
S2=zeros(Nx,Nt);
Cx=0.04;%Parametro para ponderar viscosidade artificial

%Derivadas:

dgl=zeros(Nx,Nt);
dg2=zeros(Nx,Nt);

%Geometria do canal:
b =2.5;

%Largura de fundo do canal
Z1 = 1.5; %Co-tangente do angulo do talude em relacdo a horizontal (lado

esquerdo)
Z2 = 1.0; %Co-tangente (lado direito)
lo = 0.02;

%Declividade do fundo
%Condicdo Inicial:
Q0=Qel(1,1);

if f==

hO=uniformeM(nm, QO, b, Z1, Z2, 10)
%Profundidade do escoamento uniforme

else
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hO=uniformeDW(f, Q0, b, 71, 72, lo, Q)

end

pause()
AO = b*h0+0.5*(h0."2)*(Z1+Z2);

uo QO0/AO0;

PO = b+hO*((1+Z2172)"0.5+(1+2272)"0.5);
RhO=A0/PO;

h(:,1)=h0;
ql(:,1)=A0;
g2(:,1)=Q0;
pause()

f1(-,1)=02(:,1);
2(:,1)=92(:,1)-*92(:,1)./q1(:,1)+(g/6)*(3*b+h(:,1) - *(Z1+Z22)) .*h(:,1) ."2;

J2(:,1)=g*ql(:,1)-*(lo-
nm~"2*g2(:,1) -*abs(q2(:,1))-/((ql(:,1)-"2) .*Rh0"(4/3))---.

*q2(:,1) -*abs(q2(:,1))-7/((q1(:,1).7~2)*8*g*Rh0));

%Fr(:,1=abs(q2(:,1).7/91(:,1))./((g*ql(:,1)./(b+h(:,1).*(Z1+Z22))).M0.5) ;%
NUmero

%de Froude
Cn(:,1)=(abs(q2(:,1)./91(:,1))+(g*ql(:,1)./(b+h(:,1)*(Z1+Z22))) .~0.5) ./ (dx
/dt);

%FIM DAS CONDICOES INICIAIS

%GRAFICO COM O HIDROGRAMA DE ENTRADA

plot(tint/60,Qelint, tempo/60, Qel, "0°)

xlabel ("t [min]");

ylabel ("uA [m"3/s]7);

Leg=legend("H 2(0,t) - Interpolado®, "H 2(0,t) - Tabela 17);
yhim([min(min(0)) max(max(Qel))])

pause()

%GRAFICO COM O AS PROFUNDIDADE EM t=0

plot(x,h(:,1))

xlabel ("x [m]");

ylabel ("h(x,0) [m]");
yhim([min(min(0)) max(max(1.1*h))]D)
pause()

n=1;
for t=dt:dt:tt

n=n+1

if max(max(Cn))>1

pause()
end

%Contornos:

%Esquerdo:
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ql(1l,n) = AO; %b*3.4+0.5*(3.4.7"2)*(Z1+22); %gl(2,n-1); %Area em X
= 0, calculada com h(0,t) = 60,50 - 57,10 = 3,40 m
gq2(1,n) = Qel(1,1);%g2(2,n-1);%Qelint(n,1);
if 71>0 || z2>0
h(1,n)=(-b+(b"2+2*(Z21+Z22)*q1(1,n))"0.5)/(Z21+Z22);
else
h(1,n)=q1(1,n)/b;
end

f1(1,n)=92(1.n);
2(1,n)=92(1,n).*q2(1,n)./q1(1,n)+(g/6)*(3*b+h(1,n)*(Z1+22)) .*h(1,n)."2;
Rh = gq1(1,n)/(b+h(1,n)*((1+Z21"2)"0.5+(1+22"2)"0.5));
J2(1,n)=g*ql(1,n).*(lo-
nm~"2*g2(1,n) .*abs(q2(1,n))./((q1l(1,n)"2).*Rh~(4/3))—-. ..
*q2(1,n) -*abs(q2(1,n))-/((q1(1,n)."2)*8*g*Rh));
%Fr(l,n)=abs(q2(1,n)/q1(1,n))/((g*ql(1,n)/(b+h(1,n).*(Z1+Z2))).~0.5);

Cn(1,n)=(abs(g2(1,n)/q1(1,n))+(g*q1(1,n)/(b+h(1,n)*(Z1+Z22)))"0.5)/(dx/dt)

%Direito:

h(Nx,n) = 2.4;
gl (Nx,n)=b*h(Nx,n)+0.5*Ch(Nx,n) -~2)*(Z1+Z2);

q2(Nx,n)=g2(Nx-1,n-1);
u=g2(Nx,n) ./g1(Nx,n);

% gql(Nx,n)=q1(Nx-1,n-1);

% if Z1>0 || Z2>0

% h(Nx,n)=(-b+(b"2+2*(Z1+22)*q1(Nx,n))"0.5)/(Z1+Z2);
% else

% h(Nx,n)=q1(Nx,n)/b;

% end

Rh = gq1(Nx,n)/(b+h(Nx,n)*((1+Z172)"0.5+(1+Z272)"0.5));

% if f==

% u=(1/nm)*(Rh"~(2/3))*(10"0.5);
% end

% ifT nm==0

% u=sqrt(8*g*Rh*10o/T);

% end

% q2(Nx,n)=g1l(Nx,n)*u;

FL(Nx,n)=g2(Nx,n);

T2(Nx,n)=g2(Nx,n) -*q2(Nx,n) - /7ql(Nx,n)+(g/6)*(3*b+h(Nx,n)*(Z1+22)) .*h(Nx,n
)-"2;
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J2(Nx,n)=g*q1(Nx,n) .*(lo-
nm~2*q2(Nx, n) - *abs(q2(Nx,n)) .Z((q1(Nx,n)"2) . *Rh~(4/3))-. ..

F*q2(Nx,n) .*abs(q2(Nx,n)) -/((q1(Nx,n) .~2)*8*g*Rh)) ;
%Fr(Nx,n)=abs(gq2(Nx,n)/q1(Nx,n))/((g*ql(Nx,n)/(b+h(Nx,n) .*(Z1+Z22)))"0.5);
Cn(Nx,n)=Cabs(g2(Nx,n)/g1(Nx,n))+(g*q1l(Nx,n)/(b+h(Nx,n)*(Z1+22)))~0.5)/(d
x/dt);

%%%%%6%%%6%%%%%6%%%0%%6%%%6%% %% %% % %% % %% 6% % %% %6 %% 6% % %% %6 %% 6% % %% %% % %% % %% %% % %% % %% Y% %
969%9696%%
%METODO DE MACCORMACK:

%%%%%6%%%6%%%%%6%%%0%%6%% %6%% %% %% % %% % %% Y% % %% %6 %% 6% % %% %% % Y% % %% %% % Y% % %% %% % %% % %% Y% %
%%%%%%%

%PASSO PREDITOR:
for 1=2:Nx-1

dgqi(i,n-1)=-(CF1(i+1,n-1)-F1(i,n-1))/dx;
dg2(i,n-1)=-(F2(i+1,n-1)-F2(i,n-1))/dx+J2(i,n-1);

%Viscosidade artificial:

S1(i,n-1)=Cx*abs((h(i+1,n-1)-2*h(i,n-1)+h(i-1,n-1)))*(ql(i+1,n-1)-
2*g1(i,n-1)+g1(i-1,n-1))/(h(i+1,n-1)+2*h(i,n-1)+h(i-1,n-1));

S2(i,n-1)=Cx*abs((h(i+1,n-1)-2*h(i,n-1)+h(i-1,n-1)))*(q2(i+1,n-1)-
2*g2(i,n-1)+g2(i-1,n-1))/(h(i+1,n-1)+2*h(i,n-1)+h(i-1,n-1));

%Valor predito de gl e g2:

ql(i,n)=ql(i,n-1)+dql(i,n-1)*dt+S1(i,n-1);
q2(i,n)=q2(i,n-1)+dg2(i,n-1)*dt+S2(i,n-1);

%Calculo das variaveis primitivas (preditas) em n+l:

if 71>0 || z2>0
h(i,n)=(-b+(b"2+2*(Z21+Z22)*q1(i,n))"0.5)/(Z21+Z22);

elseh(i,n)=q1(i,n)/b;

end

end

%Calculo dos vetores:

for 1=2:Nx-1

Rh = g1(i,n)/(b+h(i,n)*((1+Z21"2)"0.5+(1+Z22"2)"0.5));

F1(1,n)=02(i,.n);

f2(i,n)=g2(i,n).-*g2(i,n)./ql(i,n)+(g/6)*(3*b+h(i,n)*(Z1+22)).*h(i,n)_."2;

J2(i,n)=g*ql(i,n).*(lo-
(nm™2)*g2(i,n) -*abs(g2(i,n))./((q1(i,n)"2) . *Rh"™(4/3))-- - .
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f*q2(i,n).*abs(g2(i,n))./((q1(i,n)"2)*8*g*Rh));
%Fr(i,n)=abs(q2(i,n)/q1(i,n))/((g*ql(i,n)/(b+h(i,n)*(Z1+22)))"0.5);

cn(ii ,n)=(abs(q2(i ,n)/ql(i,n))+(g*ql(i,n)/(b+h(i,n)*(Z1+22)))"0.5)/(dx/dt)

%Calculo da viscosidade artificial com base nos valores preditos:

S1(i,n)=Cx*abs((h(i+1,n)-2*h(i,n)+h(i-1,n)))*(ql(i+1,n)-
2*ql(i,n)+ql(i-1,n))/(h(i+1,n)+2*h(i,n)+h(i-1,n));

S2(i,n)=Cx*abs((h(i+1,n)-2*h(i,n)+h(i-1,n)))*(q2(i+1,n)-
2*g2(i,n)+q2(i-1,n))/(h(i+1,n)+2*h(i,n)+h(i-1,n));

end

for 1=2:Nx-1

%Com estes resultados é possivel calcular dgi em n+l (predito) para
%entdo atualizar qi:

dgi(i,n)=-(f1(i,n)-f1(i-1,n))/dx;
dg2(i,n)=-(F2(i,n)-f2(i-1,n))/dx+J2(i,n);

ql(i,n)=g1(i,n-1)+0.5*(dgql(i,n-1)+dgl(i,n))*de+S1(i,n);
g2(i,n)=g2(i,n-1)+0.5*(dg2(i,n-1)+dg2(i,n))*dt+S2(i,n);

%Atualizacdo das variaveis primitivas (esta etapa substitui os valo-

res
%preditos pelos valores corrigidos nas matrizes correspondentes):

if Z1>0 || z2>0
h(i,n)=(-b+(b"2+2*(Z1+22)*g1(i,n))"0.5)/(Z1+Z2);
else
h(i,n)=q1(i,n)/b;
end
end
%Atualizacdo dos vetores:
for i1=2:Nx-1
Rh = q1(i,n)/(b+h(i,n)*((1+Z21"2)"0.5+(1+2272)"0.5));
F1(1,n)=02(i,n);
f2(i,n)=q2(i,n)-*q2(i,n)./ql(i,n)+(g/6)*(3*b+h(i,n)*(Z1+22)).*h(i,n)."2;
J2(i,n)=g*ql(i,n).*(lo-
(nm™"2)*g2(i,n) -*abs(g2(i,n))-/((q1(i,n)"2) . *Rh~(4/3))-- -.
f*q2(i,n).*abs(g2(i,n))./((q1l(i,n)"2)*8*g*Rh));
%Fr(i,n)=abs(q2(i,n)/q1(i,n))/((g*ql(i,n)/(b+h(i,n)*(Z1+22)))"0.5);

cn(ii ,n)=(abs(q2(i,n)/ql(i,n))+(g*ql(i,n)/(b+h(i,n)*(Z1+22)))"0.5)/(dx/dt)
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end

end

%Final do laco para o tempo

B2=(b+h.*(Z1+22))./2;

for n=1:100:Nt
t=(n-1)*dt;

plot(x,B2(:,n),x,-B2(:,n), k", "LineWidth",2);
xlabel ("x [m]");
ylabel ("B [m]");
yihim([min(min(-1.1*B2)) max(max(1.1*B2))])
grid on
%legend("y(x,t)",2)
title(["t = ",num2str(t)," [s]1°D
Mo=getframe;
%mov=addframe(mov,Mo); %Nao comentar se quiser gravar o video

end

plot(tint/60, h(1,:), tint/60, h(Nx/2,:), tint/60, h(Nx,:))
xlabel ("t [min]");

ylabel("h [m]");

Leg=legend("h(0,t)", "h(L/2,t)", "h(L,t)");

pause()

plot(tint/60, gq2(1,:), tint/60, g2(Nx/2,:), tint/60, g2(Nx,:))
xlabel ("t [min]");

ylabel("Q [m"3/s]");

Leg=legend("Q(0,t)", "Q(L/2,1t)", "Q(L.,t)");

pause()

plot(tint/60, q2(1,:)-/791(1,:), tint/60, g2(Nx/2,:)./q1(Nx/2,:),--.
tint/60, g2(Nx,:)-/ql1(Nx,:))

xlabel ("t [min]");

ylabel("u [m/s]");

Leg=legend("u(0,t)", "u(L/2,t)", "u(L,t)");

pause()

%%Equacdo de Manning para o regime uniforme e as vazbes calculadas%%%

% for nn=1:Nt

% Q0=g2(Nx/2,nn);

% hO=uniformeM(nm, QO0, b, Z1, 72, 10);
% hh(nn)=h0;

% end

%%%%%6%%%6%%%%%6%%%0%%%%%6%% %% %% % 6% % %% %% % %% % %% Y6%% %% % %% 6% % %% %6 %% %% % %% %% % %% % %%

% plot(q2(Nx/2,:), h(Nx/2,:),92(Nx/2,:), hh)
plot(g2(Nx/2,:), h(Nx/2,:))

xlabel ("Q(L/72,t) [m"3/s]");

ylabel("h(L/2,t) [m]");

Leg=legend("x = L/2%)

pause()
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1=2;
%mov=avifile("teste_f.avi")%Nao comentar se quiser gravar o video
if I==

for n=1:50:Nt
t=(n-1)*dt;
plot(x,h(:,n), k", "LineWidth*,2);
%"k" escolhe a cor preta para a linha e "LineWidth", 2 escolhe a espes-
sura da linha igual a 2 pontos
%area(x,h(:,n));
xlabel ("x [m]");
ylabel("h [m]");
ylhim([min(min(0)) max(max(1.1*h))])
grid on
%legend("y(x,t)",2)
title(["t = ",num2str(t/60)," [min]"])
Mo=getframe;
%mov=addframe(mov,Mo); %Nao comentar se quiser gravar o video
end
end

%mov=close(mov) ;%Nao comentar se quiser gravar o video

for n=1:50:Nt
t=(n-1)*dt;
plot(x, lo*x(Nx)-10*x,x,h(:,n)+1o*(X(Nx)-x), "k","LineWidth",2)
xlabel ("x [m]");
ylabel("h [m]");
yhim([min(min(0)) max(max(4))1)
grid on
title(["t = ",num2str(t/60)," [min]"])
Mo=getframe;
%mov=addframe(mov,Mo); %Nao comentar se quiser gravar o video
end

for n=1:50:Nt
t=(n-1)*dt;

plot(x,q92(:,n), k", "LineWidth",2);
xlabel ("x [m]");
ylabel("Q [m"3/s]");
ylhim([min(min(g2)) max(max(g2))1)
grid on
title(["t = ",num2str(t/60)," [min]"])
Mo=getframe;

end

contourf(x,tint,h")
xlabel ("x");
ylabel("t");
% axis equal tight

%Envoltoéria com valores maximos:
for jj=1:Nx

Q1LF(JJj,1)=max(q1(j,:));
Q2LF(dJj,1)=max(92(ji.:));
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Q3LF(gi.D)=max(h(j-:)):
Q4LF(J,=min(h(J.:));

end

plot(x,Q1LF)
xlabel ("x [m]")
ylabel ("max(A) ")
pause()

plot(x,Q2LF)
xlabel ("x [m]")
ylabel ("max(uA) ")
pause()

plot(x,Q3LF)
xlabel ("x [m]")
ylabel ("max(h) ™)
pause()

plot(x,Q4LF)
xlabel ("x [m]")
ylabel("min(h) ")
pause()

Problema 5.5 — Ruptura de barragem

A probabilidade de ocorréncia da ruptura de uma barragem néo é nula, embora todos os
esforcos da engenharia concorram para evitar tal desastre nas fases de projeto, construcéo, en-
chimento do reservatorio e ao longo da existéncia da barragem. Interessa ao engenheiro simular
possiveis escoamentos resultantes da ruptura de barragens, para que, com os resultados obtidos,
torne-se possivel avaliar, ainda que de forma aproximada, as consequéncias da ruptura. Tais
consequéncias podem incluir a perda de vidas humanas, perdas materiais, danos ao meio ambi-

ente e prejuizos a infraestrutura da regido.

N&o é possivel prever exatamente como a ruptura acontecera. Esta davida conduz a cria-
c¢ao de cenarios fundamentados principalmente em informacoes historicas. As diferentes causas
de rupturas incluem (ELETROBRAS, 2003):

1) Rompimento do talude de montante;

2) Rompimento do talude de jusante;

3) Ruptura da fundagdo com deslizamento de camadas ou fratura de rocha, por exemplo;
4) Galgamento devido a evento hidrolégico extremo;

5) Erosdo interna ou entubamento (piping) devido a falhas no corpo da barragem;

6) Acdes em periodos de guerra e vandalismo.
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Em grande parte dos casos, sobretudo em barragens de terra, a ruptura é caracterizada
pela formacéo de uma brecha. Essa fenda provocada pela ruptura evolui ao longo do tempo e a
previsdo de sua forma (ndo permanente) e da vazdo efluente é essencial para elaboracéo de
cenarios de ruptura. Sobre este tema, destaca-se o trabalho de Fread (1977) e outros desenvol-
vimentos do mesmo autor. Como resultado da anélise da evolucéo da brecha, procura-se esta-
belecer um hidrograma efluente que produzird a cheia no rio a jusante da barragem. Em um
caso mais extremo, pode-se pensar no galgamento simultdneo ou escoamento sobre os vertedo-

res.

As barragens de concreto em arco também podem romper com a formacéo de brechas,
mas a sua formacdo é relativamente mais rapida quando comparada as de terra. Além desse
exemplo, cita-se que o uso de explosivos também pode resultar em rupturas rapidas. Tendo
essas duas possibilidades em conta, surge a hipétese de ruptura instantdnea. Matematicamente,
a ruptura instantanea exclui a barragem do dominio computacional no instante t = At. A condi-
c¢do inicial pode ser estabelecida com velocidade nula ao longo do dominio, uma coluna d’agua
a montante da barragem, hm, e uma coluna d’agua a jusante da barragem, h;, como ilustrado na
Figura 7. Sugere-se que as condicdes de contorno a montante a jusante sejam do tipo absor-
vente, calculadas com extrapolacGes de ordem zero. Fisicamente, esses contornos devem per-

mitir as passagens das ondas sem reflexdes nos contornos.

L——Barragem

hyy
Lh;

F

—m g N

Figura 7 — Condicdo inicial para simulacéo da ruptura instantanea. Problema 5.5

Propde-se neste problema a simulagéo da ruptura instantanea de uma barragem com 0s
seguintes dados: h(x,0) = hm = 60 m; h(x,0) = h; = 2,0 m; u(x,0) = 0; Lm = 2900 m; L; = 9500
m. Na auséncia de informacfes sobre a forma do lago e do rio, para uma analise preliminar,
considere um canal trapezoidal assimetricocom Z: =2,1,Z>=2,1,b=50m, 1o=0,0en=0
(em problemas reais, uma visita ao local ou fotografias aéreas podem auxiliar a escolha dos

valores para o coeficiente de Manning). A extremidade de montante é uma parede, portanto,
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com vazéo nula e altura de escoamento que deve ser calculada com extrapolagéo de ordem zero.
A extremidade de jusante possui caracteristicas desconhecidas, sendo necessario o emprego de

condigdes absorventes (com extrapolacdes para g € 03).

Solugéao

Empregando o método de Lax-Friedrichs e o codigo desenvolvido, o uso das condi¢des
iniciais e de contorno mencionadas conduz aos resultados apresentados na Figura 8. Nestas
imagens é ilustrada e evolucgéo de h(x,t) que, com o cddigo, pode ser vista como uma animacao
dos resultados. A primeira imagem mostra a condicdo inicial para h. Em seguida, no instante
indicado, observa-se a formagdo de uma onda continua que viaja para a esquerda e uma onda
descontinua que se desloca para a direita. Entre as ondas € estabelecido um patamar horizontal

devido ao fato de ter sido desprezada a perda de carga.
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Figura 8 — Ruptura de barragem: evolugdo de h(x,t). max(Cn) = 0,9583
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O método proposto também possibilita o calculo da largura de topo, B(x,t), que indica a

area de inundacgédo em planta baixa para a secéo trapezoidal adotada como primeira aproximacéo

para o canal real que conduzird a onda decorrente da ruptura. Alguns resultados para B(X,t)

podem ser vistos na Figura 9.
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Figura 9 — Ruptura de barragem: evolucéo de B(x,t). max(Cn) = 0,9583

Considerac0es finais

10000

12000

Ao longo deste capitulo foram estudados problemas em regime varidvel com as equacdes

de conservacdo de massa e a 2 Lei de Newton escritas para o caso unidimensional, sistema de

equac0es diferenciais parciais conhecido como equacgdes de Saint-Venant. Ao final dos estudos

dos problemas propostos, o estudante deve ser capaz de resolver as equacdes de Saint-Venant

com os métodos de Lax-Friedrichs e MacCormack. Essas solugdes podem ser continuas, como

no estudo da propagacéo da onda de cheia em um canal, ou descontinuas, como nos problemas

finais que envolvem o ressalto hidraulico e a ruptura de barragem. Em todos os casos, é indis-

pensavel a leitura dos cddigos propostos porque os calculos séo viéveis (considerando o espaco

e 0 tempo) apenas com recursos computacionais. Em outros termos, seria necessario muito

tempo para obtencdo de resultados semelhantes efetuando-se os calculos manualmente com

auxilio de uma calculadora.



CAPITULO 6

HIDRAULICA DE MEIOS POROSOS
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Introducéo

Os meios porosos podem ser constituidos por material granuloso ou rochas compactas
fissuradas. Naturalmente, a forma e disposicao das particulas ndo propiciam a formacao de um
meio sem espacos entre elas. Sendo assim, ha entre particulas regides preenchidas com ar. Tais
regides sdo interconectadas como uma complexa rede e possibilitam a movimentagéo de flui-
dos, como a dgua que escoa no solo. Dessa forma, para o caso mais geral, um meio poroso pode
ser visto como uma mistura de trés fases, a saber: solida, liquida e gasosa. O principal modelo
matematico apresentado neste capitulo é obtido pela combinacdo da equacéo de conservacéo
de massa com uma equacéo constitutiva denominada Lei de Darcy, analoga as leis de Fick e de
Fourier, por exemplo, leis conhecidas dos estudos basicos de Fendmenos de Transporte e Hi-
draulica. Seguindo o escopo do livro, este capitulo tem como objetivo explorar introdutoria-
mente algumas solugdes com o uso de recursos computacionais. Antes, entretanto, optou-se
pela apresentacdo sintética de temas essenciais ligados ao assunto principal. Para a leitura dos
conceitos basicos e de aprofundamentos, recomenda-se Todd (1959), Bear (1988, 2007), Len-
castre (1996), Fetter (2001) e Wendland (2003), referéncias empregadas para elaboracdo de

parte deste texto.

A Engenharia mantém estreita relacdo com 0s escoamentos em meios porosos, como
aqueles que ocorrem nas proximidades de pocos fredticos e artesianos, barragens de terra e
enrocamento, em filtros de estacdes de tratamento de agua, além da infiltracdo, escoamento
subsuperfcial e recarga de aquiferos, drenagem de terrenos, etc. A complexidade das redes exis-
tentes em meios porosos naturais conduz a abordagens que ndo incluem os detalhes do escoa-
mento de forma pontual, em andlises envolvendo a simulagdo dos campos de velocidades e
pressdes nos estreitos e sinuosos condutos. De outro modo, 0 que se faz em geral é representar

o problema de forma simplificada, como sera estudado neste capitulo.

Antes do inicio dos estudos sobre a modelagdo matematica dos escoamentos em meios

porosos, considera-se relevante expor as defini¢des a seguir.
1) Porosidade (). E o resultado da divisdo do volume de vazios de uma amostra de solo
pelo seu volume total, isto &, ¢ = Voly,/Vol.

2) Velocidade de filtracéo (V). E calculada com a divisio da vazdo, Q, pela area da secéo
transversal do meio poroso, A. V = Q/A.
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3) Velocidade média efetiva (Vp). E calculada com a definicdo de vazdo e a parte de A
que é permeével a massa, Ap. Em outros termos, sendo ¢ = Apdx/(Adx) = Ap/A, Vp =

Q/Ap = QI(9A) = VI¢.

4) Tortuosidade (T). Representa a relacéo entre a distancia real, L, percorrida pelo fluido
no meio poroso e o comprimento retilineo que conecta a entrada e a saida do conduto
real existente, L. T = (L«/L)2

A ilustragdo apresentada na Figura 1 representa o ciclo hidroldgico, a distribuicdo das
aguas subterraneas e os tipos de aquiferos. Com o auxilio dessa imagem, observa-se que a agua
em escoamento no meio poroso pode ocorrer em uma camada menos profunda, denominada
zona de aeragdo (zona ndo saturada), e em um meio saturado, que é a zona de saturacdo. Nota-
se também a relagdo existente com a chuva, escoamentos superficiais, volumes de 4gua contidos

em reservatorios, rios, oceanos, transpiracdo e evaporacao.
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Figura 1 — Ciclo hidroldgico, distribuicdo das aguas subterraneas e tipos de aquiferos.

Lei de Darcy (1856)

A Lei de Darcy, assim denominada em homenagem ao engenheiro francés Henry-Phili-
bert-Gaspard Darcy (1803-1858), é valida para escoamentos em meios porosos e foi apresen-
tada por ele em seu livro Les Fontaines Publiques de la Ville de Dijon, na pagina 594. Trata-se
de uma equacao importante para estudos de escoamentos em meios porosos, sendo um modelo
matematico analogo a Lei de Fick, a Lei de Fourier, Coulomb e Newton. A seguir é apresentada

uma reflexdo sobre esse equacionamento.
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Considere o desenho da Figura 2a, que representa um tubo através do qual &gua é admitida
pela abertura superior e extraida pela abertura inferior, em escoamento com vazédo Q, em regime
permanente e incompressivel. Na regido central hd um material poroso com area transversal A.
O plano horizontal de referéncia passa pela abertura inferior (z=0) e h corresponde a carga
piezométrica, isto é, h = p/y+z, 0 que implica ho=pa/y+z e h1=p1/y+z1. Destaca-se também que
as cargas cinéticas sdo muito menores que 0s demais termos da carga hidraulica total H =

z+ply+V?3(29).

(b)

Figura 2 — Esboco do experimento de Darcy (a) e um filtro inclinado (b)
Fonte: adaptado de Bear (1972, p. 120).

Utilizando o desenho da Figura 2a ou 2b, o objetivo agora é modelar a perda de carga ao
longo do trecho preenchido com material poroso, que pode ser areia, por exemplo. A equacéo
de Darcy-Weisbach, com f = C/Re, sendo Re o nimero de Reynolds escrito com uma veloci-
dade caracteristica V e um didmetro caracteristico d, é:

2 2 2
VP _cVvi_c Vv _cv, 1)

"7 d2g Red2g Vdd2g 2gd®
A%

A equacdo da energia escrita para o volume de controle entre as se¢fes 1 e 2 assume a
seguinte forma:

2 2
zl+&+alv—1:zz+&+azv—2+AH, (2)
v T2 Y 29

em que AH ¢é a perda de carga entre as se¢Oes 1 e 2, praticamente a perda de carga no trecho
poroso porgue as tomadas 1 e 2 estdo muito proximas das extremidades do meio poroso (Figura
2a) ou junto a entrada e a saida (Figura 2b). Com a equacdo da energia, assumindo que 0s

coeficientes de Coriolis s&o iguais, pode-se escrever:
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AH:21+&—(22+&J:h1—h2. (3)
Y Y
A declividade da linha de energia é obtida dividindo-se a equagéo 3 pelo comprimento

do trecho poroso, Ax:

AH_hy—h,

=1,
AX AX f (4)

A hipotese de escoamento plenamente desenvolvido faz com que a declividade da linha de
energia seja independente de x. Sendo assim, ou, assumindo que Ax — 0, escreve-se lf como

uma derivada que é parte do gradiente de h, isto é,

o
oxX

()

f =

Observe que o sinal negativo é necessario porque a derivada é negativa. Se o0 escoamento é
unidimensional (por aproximacao), a derivada parcial é desnecesséria. Entretanto, para 0 caso
mais geral, o escoamento é tridimensional e essa derivada é parte do gradiente de h, grad(h).
Combinando as equacdes 1 e 5 e resolvendo para a velocidade média, escreve-se:

_2gd” on

Ve & ©)

Nesta equacdo V é chamada de velocidade aparente ou vazao especifica e corresponde a
Q/A. O diametro “d” utilizado é um diametro caracteristico resultante da forma dos graos e da
sua disposi¢do, o que ndo é uma definigdo muito precisa. Para terrenos fissurados, pode-se uti-
lizar, por exemplo, d = 2e, em que e = largura da fissura e, de um modo geral, d = dso da curva
granulométrica, como apresentado por Lencastre (1996), ou d = dio, como sugerido por Bear
(1979, p.65). A partir da equacdo anterior, define-se a condutividade hidraulica K:
_2gd”

K="2 (7)

Se 0 meio poroso € anisotropico e ndo homogéneo, a Lei de Darcy é chamada de Lei de

Darcy generalizada e possui a seguinte forma:

V=-Kvh. (8)
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A variavel K é o tensor de condutividade hidraulica, um tensor simétrico e de segunda
ordem. Em um sistema de eixos ortogonais é verdade que Kij=0 para i#j. Para um meio isotro-
pico o tensor é reduzido a um escalar, pois K11=K2=K33=K. Sob esta restri¢cdo, as componentes
da equacéo 8 sdo:

oh oh oh

Vi=—K—, V, =—K— € V; =—-K—.
0Xq 0X, OX34

Experimentalmente, Darcy observou que a vazao, Q, é proporcional & &rea da secéo trans-
versal do meio poroso, A. Ele verificou também que Q é proporcional a h1 — hy e inversamente
proporcional a distancia entre os piezémetros. Sendo assim:

Qu A@,

211

Seguindo o cléssico procedimento para construcao de modelos com a introducao da igual-
dade é necessario escrever uma constante de proporcionalidade:

=KA—=——= V=-K—.
Q z,-1, ou 0X ©)

As relacdes lineares podem ser justificadas com a evidéncia experimental ou com a teoria
exposta anteriormente, relativa ao escoamento laminar. A definigédo da validade da Lei de Darcy
com o nimero de Reynolds pode ser realizada, mas com alguma incerteza. Segundo Bear (1979,
p.126), a Lei de Darcy € valida para um namero de Reynolds ndo exceda algum valor entre 1 e
10. Para Re muito baixo, 0 mesmo autor destaca a provavel ocorréncia de efeitos ndo-newtoni-
anos devido a interacdo entre argila e 4gua. Para tais condigdes a Lei de Darcy ndo é vélida
(BEAR, 1988, p. 128) Esse limite ndo é bem conhecido, mas Fand et al. (1986) mencionam
que os dados de Darcy sugerem Re igual a 10° como limite. A Figura 3 ilustra a relagio entre

4f (fator de resisténcia de Fanning) e Re.

A Lei de Darcy é \'élidal A Lei de Darcy ndo € vilida
g |
g
= Escoamento laminar | Transigio para! Turbuléncia
Q2 -
i a turbuléncia
A l
g 10
g
£ 10
z
3 10°
g
= 2 \
£ 10
=
10' >
-2 o) 2 3
10 10 I 10 10 10
Re (a)

Figura 3 — Regimes de escoamento e validade da Lei de Darcy: Classificacdo de Bear (1988).
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Os escoamentos de transi¢do e turbulentos ndo podem ser representados pela Lei de
Darcy. Forchheimer (1901), como comentado por Bear (1988, p. 177), foi provavelmente o
primeiro a propor uma relagdo ndo linear entre It e V para elevados numeros de Reynolds. O
seu equacionamento para escoamento unidimensional (equagéo 10) é parecido com a Lei apre-
sentada por Darcy (1857, p. 4) para escoamentos em tubulagdes.

I; =WV +bV?, emque W e b sio constantes. (10)

Neste estagio dos nossos estudos introdutdrios sobre meios porosos, antes de iniciarmos
a uso de métodos computacionais, serdo apresentados alguns exemplos mais simples, porém de
grande relevancia para o iniciante nesta disciplina da Hidraulica. Os leitores familiarizados com

0 tema podem avancar sem prejuizos.

EXEMPLO 1: O aparato experimental apresentado na Figura 4 ilustra o experimento de Darcy
e foi empregado para realizacdo de experimentos que originaram os dados expostos na Tabela

1. Utilizando esses dados, calcule a condutividade hidraulica, K.

Q
AL
|
AL -
solo LQ
| ’TT‘ )
(a) (b)

Figura 4 — Experimento de Darcy.
Fonte: Sim@es (2007). Laboratdrio de Hidraulica da EESC-USP.

Tabela 1 — Dados obtidos com a realizacdo dos experimentos

Experimento| Vol t Ah
N° [m°] [s] [m]
50E-04| 256 0,426
1 50E-04| 258 0,495
5,0E-04 | 257 0,492

Solugéao

Observa-se que o volume estabelecido para medigéo de vaz&o € igual a 500 ml. O tempo médio
encontrado é t = 257 s. Com esse resultado é possivel realizar o célculo da vazéo e velocidade

aparente ou velocidade de filtracdo (vazédo por unidade de area):
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Q =5.10%/257 = 1,95.10°° m3/s.

V =Q/A=7,01.10° m/s.

Célculo do gradiente hidraulico ou declividade da linha de energia, It, e K:
Ah =0,471 m (valor médio).

If = Ah/AL = 4,71 m/m.

K =V/If=1,49.10° m/s.

Observacoes: O experimento realizado utiliza um equipamento conhecido como permeametro
de carga constante e € praticamente uma repeticdo do experimento realizado por Darcy. A ve-
locidade V é a velocidade aparente e ndo uma velocidade localizada no interior do meio poroso.
A éarea permeével do meio poroso através da qual ocorre escoamento, A, deve ser menor que
A (area da secdo transversal interna do tubo). Deste modo, a velocidade definida com A, sera
maior que a velocidade aparente, conclusdo obtida com a equacéo da continuidade: Q = VA =
VpAyp, portanto, Vp = V(A/A).

EXEMPLO 2: Condutividades hidraulicas muito baixas ndo podem ser mensuradas com pre-
cisdo razoavel utilizando-se o permeametro de carga constante. O permeametro de carga cons-
tante é recomendado para solos granulares que contenham no maximo 10%, em massa, de ma-
terial que passa na peneira de 0,075 mm .(NBR 13292, 1995) Para condicdes diferentes, com
K<10, utiliza-se 0 permeametro de carga variavel (NBR 14545, 2000). Esse permeametro é
um reservatério de nivel variavel e que funciona sendo esvaziado, conforme desenho da Figura

5. Identifique as grandezas presentes na equacao a seguir e apresente a sua deducdo.

k=20 ],
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Bureta graduada
7y 1
Areaa cP, =0 CP, =0 =
A \' \'
AreaA Zﬁ-& Vi_g, +p—2+—2+AH12+L—V
h=|n v 29 v 29 g dt
Y CPl_CP2 :Zl—ZZ :h :Ale
a Agua AH{, = AHy,
" h h
/& le =—, =KA—
I y 3 f H Qs H
2 H 2
\ Meio poroso
==

Figura 5 — Esboco de um permeametro de carga variavel
Solugédo

Seja H o comprimento do trecho poroso; hi a cota piezométrica no instante inicial, t1; hz cota
piezométrica no instante final t2; a = area da secdo transversal da bureta; A = area da secéao
transversal do meio poroso e At = t> — t1, conforme desenho apresentado. A equagédo de conser-

vacdo de massa para o reservatorio formado pela bureta e cilindro de base maior é:

-Qs —a dh , para h > x. A vazao de saida segue a Lei de Darcy, Q = KA% e h/H é o gradiente

hidraulico porque as acelera¢des locais s@o despreziveis e porque as perdas de carga nos trechos
curtos ndo preenchidos com solo sdo muito menores que as perdas no meio poroso. Combi-

nando as equacdes € obtida uma EDO de variaveis separaveis:

2

—KAﬂz ) ———j t= [ ﬁim_lnhl Inh, —tn| M| =@ H(he )
H H h, AAt |h,

Condutividade hidraulica e permeabilidade intrinseca do meio poroso

Com a equacao 7, repetida abaixo, observa-se que a condutividade hidraulica, K, depende
das caracteristicas do meio poroso. Tal dependéncia é observada na relagdo com o didmetro
caracteristico, d, e com o coeficiente C, relacionado as formas das se¢des dos estreitos canais
atraveés dos quais ocorre 0 escoamento no meio poroso. Nota-se também a relagéo entre K e 0

liquido, representado pela viscosidade cinematica.
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2gd?
K= "

Identificando apenas a relagdo com o meio poroso, define-se a permeabilidade intrinseca,
k (BEAR, 1979, p. 67):

4 (11)

Cabe mencionar que algumas formulagdes foram propostas para o calculo de k.®

A unidade da condutividade hidraulica de acordo com o S.I. € m/s e a unidade usual é
m/dia. k é expresso em m? uma vez que C ¢é adimensional. Pode-se usar também 1 Darcy = 10°
12 m2, Voltando ao nimero de Reynolds, Collins (1961) sugere que o didmetro d seja modelado
como d = (k/$)2, em que ¢ = porosidade. Ward (1964), citado por Bear (1979), empregou d =

k2. A Tabela 2 ilustra alguns valores de K.

Tabela 2 — Condutividade hidraulica, K, para solos tipicos e agua a 20°C

Solo K -
[m/s] [m/dia]
Argila <10% <103
Silte 107a5.10% | 102a05

Areiasiltosa | 10%22.10%| 0,1a2
Areia fina 10%a5.10% | 1a50
Areia (mistura) | 5.10°a10* | 5al0
Areia grossa 1042102 | 10a10®
Burgau* limpo >10? >10°
*cascalho de seixos e pedras mitdas, misturados com areia.
Fonte: Lencastre (1996, p. 590).

Meios estratificados

Para meios heterogéneos, isto é, solos com valores de K diferentes, pode-se estabelecer
formulacGes para um valor de K equivalente. Para camadas em série (Figura 6a), o K equiva-

lente serd uma condutividade hidraulica “vertical”, Ky, calculada com

b
Ky :W’ (12)

6 Veja, por exemplo, LENCASTRE, 1996, p. 261.
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em que b é a soma dos valores bi que correspondem as espessuras das diferentes camadas, sendo
i=1,2,...,nenonumero de camadas. A deducdo da equacdo 12 considera o fato de que a perda
de carga total ao longo das camadas diferentes é igual a soma das perdas de carga individuais
das camadas porque elas estdo em série. Deste modo, Ky é um valor equivalente aplicavel a
camada heterogénea com espessura b.

Ah; _vDRi D Ah, VA IRV SRV RRV) S
N ! Ky K, Kn 'K
Ar ]
Agua é'Al’ll‘l- rq Y = ] |: Ah=
$ " Hah, -
1) 1
- - -
b
(;)' - () mp ->
lmpermea’.\/elj|

(@) (b)

Figura 6 — Meios heterogéneos: (a) Camadas em série e (b) camadas em paralelo.

Para camadas paralelas, ou seja, quando o escoamento é horizontal (Figura 6b), se define
a condutividade hidraulica horizontal K. Através de cada camada escoa uma vazao por unidade
de area Vi. A vazdo total por unidade de area, V, é a soma das vazdes das camadas, portanto,

escreve-se.

equivaléncia

2 1
V=Y V=Y bKah/L = bK,ah/L KHzgzibiKi. (13)

Veja a Figura 6b para defini¢cbes das grandezas encontradas nas equacfes 12 e 13. Essas for-

mulacBes podem ser encontradas também em Lencastre (1996, p. 262-263).
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EQUAQAO DIFERENCIAL DA CONTINUIDADE
Primeira deducéo

Neste item € deduzida a forma diferencial da equacdo de conservacdo de massa para um

meio poroso. Inicialmente, define-se a porosidade (¢) do meio:
¢ = dV/dVol, (14)

em que dV+ = volume de fluido contido em um elemento poroso com volume dVol. O volume
dVol inclui sélidos e vazios (ou liquido). Desse modo, a massa de fluido no interior de dVol é
igual a pdVs = podVol. Utilizando dVVol como volume de controle, a integral tripla do pro-
duto podVol é igual a massa total de fluido contida em um volume macroscopico. Matematica-

mente, escreve-se:

Myg = ”J-pd)dVol . (15)

Vol

O fluido pode escoar atraves das se¢des transversais do volume de controle elementar
dVol, que deve ser interpretado com cuidado, pois, além da hipo6tese do continuo, assume-se
que nessa escala hd um volume poroso valido para a deducéo. Através de cada secdo, o fluido
pode escoar de tal maneira que o fluxo correspondente venha a ser avaliado com a Lei de Darcy.
Sendo assim, a equacao de conservagdo de massa em sua forma integral é escrita com a seguinte

forma:

0= %” pddVol + ﬁpv ‘AdA.. (16)
Vol A

Utilizando o teorema de Gauss, a integral ao longo da superficie de controle é substituida por:

ﬁ oV - AdA = j j jdiv(pV)dVoI . (17)
A

Vol

Combinando as equacdes 16 e 17, tem-se:

0= J' j j{@+ div(pV)}dVol : (18)

Vol
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Supde-se agora que, atraves de uma dada superficie permeavel do dominio, possa existir
uma extracao ou injecdo de massa do volume a uma taxa conhecida. Esse termo fonte faz parte
do balango de massa e € escrito como massa por unidade de tempo uma vez que o balanco é
efetuado por unidade de tempo. Tal definicdo implica definir a descarga

dm:‘fj—T=pQ*de|:>m:”ij*del. (19)

vol

Na equacdo anterior, Q* é a vazdo injetada ou extraida por unidade de volume. Para levar em

conta essa possibilidade, soma-se a equacdo 19 a equacao 18:

0= J' j I {% +div(pV) + pQ *]dvm : (20)

Vol

Uma vez que dVol é diferente de zero o integrando deve ser nulo (teorema da localizacgao).
Como resultado, obtém-se:

@+ div(pV) + pQ* =0 | (21)

A equacéo anterior pode ser combinada com a equacdo de Darcy (equacdo 8) produzindo o

seguinte resultado:
@_v.(p@h)wq*:o. (22)

O sinal de pQ* é positivo quando ha injecdo de massa no volume de controle e negativo quando

algum sistema de bombeamento, por exemplo, extrai agua do meio subterraneo.
Segunda deducgéo

A deducéo apresentada neste item conduz a mesma equacéao obtida anteriormente. Ela é

iniciada com o enunciado do principio de conservagdo de massa para um volume de controle:
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massa gerada ou variagdo de massa no interior
+ 4 consumida por do volume de controle por
unidade de tempo unidade de tempo

Massa gue entra por Massa que sai por
unidade de tempo unidade de tempo

Considere o desenho apresentado na Figura 7.

m,

Figura 7 — VVolume de controle infinitesimal (a) e balango de massa (b)

O balanco de massa pode ser realizado com as noc¢des basicas empregadas para a cons-
trucdo de modelos da fisica-matematica (série de Taylor, equacgdo da reta em distancias peque-

nas). O quadro a seguir resume o balanco com a apresentacdo das descargas em cada secdo da

Figura 7.
Quadro 1 — Descargas junto as superficies permeaveis do volume de controle
Entradas,emx,yez Saidas, em x+dx, y+dy e z+dz Soma
. . . om om
Em m m =— m, +—>*dx m., —m =_Z X(dx
X X X+dx ( X X j X X+0dx X d
. ) . amy, . ) om,,
Emy my My, gy =—| My + o dy my—mwdy:—Wdy
. . . om . ) om
Emz m, LIPS :_(mz + ayz de m,—-mMy.qg, =- 622 dz
Somando as contribui¢des de todas as superficies, escreve-se:
. am .
>y = M gy 4+ X gy MMz g | (23)
OX oy oz

Escrevendo a descarga em termos da velocidade aparente, V,

m; =pViA;, em que i = X,y,z.
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va _ [ 9pVydydz opV, dxdz dy + opVydxdy )
' ox oy oz
__ opVy + opVy N opV,
OX oy oz

(24)

]dVoI

A equacdo 24 representa o0 somatorio de descargas (massas que entram e saem do volume
de controle por unidade de tempo). O termo fonte também é representado como massa por

unidade de tempo na soma original e € modelado da seguinte forma:

dm -
-G,
o (25)

A variacao de massa por unidade de tempo dentro do volume de controle é:

=< opavol. (26)

Somando todos os termos e dividindo-os por dVol, escreve-se:

opV,
o= (po)+ e PYy , OOV

ot x oy oz 27)

)

em que g =G/dvol. Identificando o divergente e utilizando a Lei de Darcy generalizada:

£ (pt)-V- (pKVN) -G =0, (28)

que € a equacdo obtida anteriormente, com a primeira deducdo.
Formas simplificadas da equacéao diferencial
Com a massa especifica constante, obtem-se:

X _v.(kvhy-2-0. (29)
at p

A auséncia de termos fonte resulta em:
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B _y. -
=V (KVh) =0, (30)

Em meios porosos isotropicos a condutividade hidraulica passa a ser independente da orienta-
cao do escoamento e se 0 meio for homogéneo ela ndo dependera da posigdo ao longo do vo-

lume, sendo um escalar:

o 2

——-KV-h=0, 31
ot (31)

Para condicao de regime permanente, a equacéo é reduzida a forma:

o%h . o%h  8%h _o, (32)

v2h=0 ou +
ox?  oy? oz?

que ¢ a equacdo de Laplace, uma equacéo eliptica (recorde as equac6es do golpe de ariete e de

Saint-Venant, que séo equacdes hiperbolicas).

Considerando as simplificagdes que levaram a equacao de Laplace, exceto a exclusdo do
termo fonte, é obtida a equacdo a seguir, que € uma equacéo de Poisson, também uma equacéo

eliptica.

h=_9
Veh= Ko (33)

A equacdo eliptica é caracterizada por possuir solucées h(x,y,z) que sdo validas para diferentes
instantes, mas esses tempos ndo estdo ligados entre si (regime permanente). A equagao parabo-
lica contém a taxa de variacdo temporal, derivada que une os instantes, de tal maneira que
h=h(x,y,z,t), sendo este o regime ndo permanente. Essas sao as interpretacdes fisicas. Os termos
“eliptica”, “parabdlica” e “hiperbdlica” foram definidos com a analogia as curvas cénicas tri-

dimensionais.
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Adaptacdo para aquiferos: Deformacdes ao longo de z.

A variacdo de massa dentro do volume de controle foi modelada com a equacéo 26, que agora

é reescrita com a possibilidade de variagdo em dVol,

%_T - %(pq)dVol) . (26)

Para aplicagdes em aquiferos, serd necessario o uso da compressibilidade, 8, do fluido (agua,

por exemplo):
Bdp :%p . (34)

O aquifero pode sofrer uma variagdo em seu volume quando ha uma variagdo de pressao.
Assumindo que ha apenas varia¢des ao longo da profundidade, a compressibilidade do aquifero

é dada por:

dz (35)

adp

Com a definicdo de porosidade, pode-se escrever:

¢=—Olewiso__ A fracéio de s6lidos 6
VOIFIuido +VOIS
1-¢=1- Voleyigo  _ VOlgyigo +VOls = Volgigo _ Vol _ Vol; .
Vol i + VOl Vol gigo + VOl Volpuige + VOl Vol
dvol,
Vol = (1-¢)dVol > —————=1=dVol, =d[(1-¢)dVol].

d[(L—p)dVol]

A porosidade do aquifero é modificada quando ha compressdo ou expansdo, mas 0 Vo-
lume de solidos, Vols, permanece inalterado. Sendo assim, como néo ha variagdo no volume de

solidos,
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dVol, =0 =d[(L- ¢)dxdydz]. (36)

Assumindo que ndo ocorram deformacdes no plano horizontal,
d[(1-¢)dz]=0. (37)
A equacdo 37 pode ser desenvolvida da seguinte forma

d[(L— 4)dz] = (1 — ¢)d(dz) + dz(~d¢) =0 ..
dzdo = (1 - ¢)d(dz)

gy L-040) @8)

A hipotese de variacdo de pressdes hidrostatica em um aquifero é razoével. Sendo assim,

pode-se escrever a componente vertical da equacdo basica da estética:

dp _
dn "9 9

As compressibilidades definidas permitem escrever:
dp =Bpdp =Bppgdh, (40)

d(dz) = adpdz = apgdhdz . (41)

Substituindo a equacdo 41 na equacao 38, vem
do = (1— )apgdh . (42)

A equacdo 26, apresentada inicialmente, agora € empregada, recordando-se que
dxdy=constante.

om 0 0
i 5(P¢dV0|) = E(pd)dl)dXdy = [Ptb

a(dz)
at

+pdz % +¢dz Z—ﬂdxdy : (43)
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Neste estagio da deducdo, deve-se substituir as equacdes 40 a 42 na equacao 43:

o(dz) oo 6p}
14 pdz—+ ¢dz—= |dxdy =...
[p¢ 1P 6t+¢ ot [0XY

oh oh oh
= dz — +pdz(1- — +¢dz — |[dxdy =...
[p¢ apg—-+p (L-d)apg ot o Bppgat} y
oh
= [bapg + (- 4)apy + oBpglpdzdxdy —-= .

ch
o= [¢0tpg —bapg +apg + ¢l3pg]pdzdxdy§ =..

ah
.= (apg+ ¢Bpg)pdzdxdy§ : (44)

Com a equacdo 44, pode-se escrever a seguinte igualdade:

om _
ot

£ (poavoD = (apg + 4Bpg)odVoI - (45)

A seqguir € apresentado o balanco de massa por unidade de tempo, que utiliza informacdes

das deducdes realizadas anteriormente.

oh apV, PV, opV. .
dVol— = — LS Z ldVol + G . 46
(apg -+ 9Bpg)pdVol — { ey T Jvolr (46)

O uso da Lei de Darcy e a divisdo por dVol conduzem ao seguinte resultado:
oh v .
(pg +0Bpglp—-=-V-(pV) +§=V(pPKVN) +§ . (47)

Para um aquifero homogéneo e isotrépico e com escoamento incompressivel (p = cons-

tante), o resultado obtido é:

oh :
(2pg +8p0) = Kv2h +%, (48)

Nesta equacdo é possivel identificar o armazenamento especifico, definido como (JACOB,
1940, 1950; COOPER, 1966):
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Ss =pg(o+9P) . (49)

Também conhecido como coeficiente de armazenamento elastico, o armazenamento es-
pecifico, Ss, representa a quantidade de 4gua por unidade de volume de uma formac&o saturada
que € armazenada ou expelida devido a compressibilidade do meio bifasico (sélido-agua), por
unidade de carga. (FETTER, 2001, p. 101) O adimensional Ssb € definido como armazena-

mento, S, de um aquifero confinado com espessura b.

Em um aquifero de espessura b e largura L, a vazdo pode ser calculada com a Lei de

Darcy, resultando em:

Q=KbLl; . Define-se como transmissividade, T, a seguinte igualdade:

% =Kb=T. Sendo assim, a transmissividade representa a vazdo por unidade de largura e carga

f

hidraulica do escoamento horizontal ao longo de uma espessura saturada de aquifero.

Substituindo essas trés defini¢cdes na equacgéo 48 reescrita para o caso bidimensional sem com-

ponentes verticais, o resultado obtido é

Soh 6°h 62h+ g (50)

Drenéancia ou “leakage”

Em um aquifero pode ocorrer transferéncia de massa (de agua) através de camadas semi-
permedveis que limitam o aquifero. Nesse caso, 0 aquifero é chamado de semiconfinado, sendo
tal fendmeno conhecido como leakage (veja a Figura 1), palavra que pode ser traduzida como
drenancia como utilizado pelo professor Lencastre (1996, p. 257). Assumindo gque 0 escoa-
mento ocorra na horizontal, sendo “e” a taxa de drenancia, a equagéo diferencial de conservagédo

de massa assume a seguinte forma (FETTER, 2001, p. 128):

Soh_o°h o*h e (51)
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Aquiferos ndo confinados

A equacdo para aquiferos com superficie livre foi deduzida por Boussinesq (1904) e pode

ser vista a seguir:’

i[h@}i[h@jzs_y@. (52)
ox\_ ox) oy\ oy K ot

Se o rebaixamento da superficie livre do aquifero é pequeno quando comparado a espes-
sura média do aquifero, a carga hidraulica h pode ser substituida por b (espessura média). Essa

aproximagcéo lineariza a equagédo de Boussinesq, resultando em:

S 2 2
Sy oh_oh o (53)
Kb ot ox? oy?

Um escoamento com superficie livre, com altura h, cota piezométrica ¢ = z + ply, ocorre

com vazao ao longo de x calculada por:

h h a(p

vadydz = —Kdyja—xdz . (54)
0 0

Definindo gx como a vazdo por unidade de largura,

h
_ k[
Uy = K}[ P~ dz. (55)

Como o volume de controle possui superficie deformavel devido a superficie livre, utiliza-se a

regra de Leibniz para avaliar a integral anterior, o que resulta em:

h h h
0 oh 0 oh 0 1 oh?
= K| L[ pdz-o) 2 | = K| < [edz-h L | = K| L [ pdz =L | = .
Ax [axgq) o )ax] {axgq) ax] [axl(p 2 8x}

h
0 h?
=K = | pdz - —
OX [!(p 2 J

(56)

" Ver deduco ilagdo em Bear, 1979, p. 112-113
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h 2
Definindo 1(x,y) = J(de —h7, a equacdo 56 é reescrita como:
0

= K—
Uy ol (57)

Procedimento semelhante conduz ao resultado para 'y

ol
= —K— .

A equacéo de conservacgédo de massa deduzida anteriormente, com restrigdes agora facil-

mente identificaveis, é

Ay _ [0t %), 59
6X+8y_ K(5X2+ay2 =0 (59)

A deducdo anterior pode ser encontrada em Lencastre (1996, p. 264-265) e € atribuida a Tchar-

nyi, segundo 0 mesmo autor.

Escoamento em regime permanente

Aquifero confinado e escoamento em dire¢do a canais
Considere a Figura 8, que ilustra um aquifero confinado, horizontal, com espessura b
(vertical), homogéneo e isotropico, com escoamento em regime permanente e incompressivel.

Empregando a Lei de Darcy, a vazao calculada que escoa em dire¢do ao canal sera:

0= KbLM, (60)

em que bL = &rea da sec¢do transversal ao escoamento, L=largura.
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Figura 8 — Aquifero entre lago e canal. Trecho confinado de um meio poroso. Esbogo sem escala

A posicéo da superficie livre em x = X pode ser calculada com:

h(X) = h(0)—KibL . (61)

Aquifero nédo confinado ou freéatico
Em um aquifero freatico a posicdo da superficie livre faz parte da solucdo de um deter-

minado problema. Neste caso, o gradiente hidraulico é funcéo da posicdo ao longo do escoa-

mento, como ilustrado na Figura 9.

Hipotese
de Dupuit

Figura 9 — Aquifero livre

A solucdo apresentada para este problema é conhecida como solucdo de Dupuit (1863) e
possui as seguintes hipdteses:

(a) O gradiente hidraulico ¢ igual a declividade da linha d’agua;
(b) Para superficie livre com pequena inclinagdo, as linhas de corrente sdo horizontais e as
equipotenciais sdo verticais.
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A Lei de Darcy pode ser escrita com a seguinte forma:

dh
=—Kh—
q= o’ (62)

em que h é a altura da camada saturada do aquifero, g é a vazéo por unidade de largura. Inte-

grando a equacao anterior, escreve-se:

2 2

qK[uj (63)

L h, 2 2
qJ.dx:—KJ-hdh:qL: K(h hl].-.,

Integracdo semelhante conduz a uma fungdo h=h(x), definida a seguir:

2 2
hz‘/hf—z?qx ou h=1/h12—(hl—lh2)x (64)

Quando o escoamento freatico ocorre para fora do meio poroso, como na Figura 9, €
estabelecida a altura de ressurgéncia, hr (em barragens de terra, valas, pocos). A determinacgéo

de hr pode ser feita com a formula empirica de Vibert (citado por Lencastre, 1996):

h, =—%x2+%1/x2+4(h0—hv)2 , (65)

X é a distancia entre ho e hy.
Inclusé@o da taxa de recarga ou evaporagao

Se ha possibilidade de infiltragdo ou evaporacdo, com a Lei de Darcy, pode-se demonstrar

a seguinte equagéo.®

hz\/h1 (hlL 2) (L X)X (66)

em que w é a taxa de recarga, [L]/[T], por exemplo, em m/dia, ft/dia ou m/s (veja a simbologia
desta equacéo na Figura 10). L é a disténcia entre hy e h, X € um eixo coordenado com origem

na posicao de h.

8 VVeja a inducdo em Fetter, 2001, p. 141-143.
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Figura 10 — Escoamento ndo-confinado com infiltracdo (w positivo) ou evapotranspiracdo (w negativo)

A vazdo por unidade de largura é calculada com a derivacdo da equacdo anterior, que

resulta em uma funcédo que relaciona gx e a posicao X:
(hl h?) (L_ ) 67
O = K=o =22 - = (67)

em que gx = vazdo por unidade de largura, [L2])/[T]. A distancia, d, desde a origem até a posicao

em que ocorre a divisdo, para qx = 0, é:

L K(hl 2) (68)
T2 0w 2L

Se x =d, h = max(h):

max(h)=\/h12 Mcl (|_ d)d . (69)

Escoamentos com influéncia de pocos

Quando a agua presente em um pog¢o é bombeada para fora do meio poroso, h4 um abai-
xamento do nivel de agua (aquifero livre) ou superficie piezométrica (aquifero confinado).
Como consequéncia, € estabelecido um cone de depressao cujo limite exterior define a area de

influéncia do poco.
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Superficie
do terreno Q
4+
K r
h
hw —)'l—zrw
b mp -

Aquifero Confinado Yo

(b)

Figura 11 — Escoamento radial em regime permanente para um pogo inserido em um aquifero confinado. (a) De-
finicBes das grandezas empregadas. (b) llustracdo do cone de depressdo
Fonte: Imagem (a), adaptacdo de Todd (1959, p.78).

Aquifero confinado (Regime permanente)

Sé&o consideradas inicialmente as seguintes restricdes:
1. Escoamento radial, permanente e incompressivel.
2. O poco penetra completamente no aquifero confinado.
3. Aquifero homogéneo e isotrdpico.

4. Escoamento bidimensional e horizontal (aplicam-se as hipoteses de Dupuit).
5. Escoamento laminar, com validade da Lei de Darcy.
A Figura 11a é empregada como referéncia para defini¢do das grandezas utilizadas e de-
ducéo da equacdo apresentada a seguir. A vazdo Q do pogo a qualquer distancia r € calculada

com a Lei de Darcy com a seguinte forma:

Q=Av= 2nrbK?j—? . (70)

A equacao anterior € uma EDO de variaveis separaveis:

h
r:%: ZRSK J'hgh S inr-lnr, =In(r /) = 22K (h-h,).
2mbK
Q=—""(h-hy,). (71)

S In(r/r,)
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A equacdo anterior € conhecida como equacdo de Thiem ou equacgéo de equilibrio. Se o pogo

esta no centro de uma ilha, h = ho em r =ro, que é a borda da ilha:

_ 2nbK
In(ry /1)

Q (o =hy,). (72)

A determinacéo da condutividade hidraulica de um aquifero pode ser realizada de forma apro-

ximada com a equacéo de Thiem:

In(r/r,)

2nb(h—h,,) " (73)

K=Q

Considere um poco bombeado e dois pocos de observacédo a distancias r1 e r> do po¢o bombe-

ado. Se h(ry) = hy e h(r2) = h2, entéo o célculo de K pode ser feito com:

In(r, /1y)

2nb(h, —hy) (74)

K=Q

A aplicacédo da equacéo anterior deve ser feita para condigdo de regime permanente, o que pode
ser alcancado na pratica de forma aproximada quando a variagdo no rebaixamento dos pocos

com o tempo for desprezivel.
Aquifero ndo confinado (Regime permanente)

Considere o desenho esquematico da Figura 12 (TODD, 1959) e as seguintes simplificacdes:

1. Escoamento radial, permanente e incompressivel.

2. O poco penetra completamente no aquifero.

3. Aguifero homogéneo e isotropico.

4. Escoamento bidimensional e horizontal (aplicam-se as hipoteses de Dupuit).

5. Escoamento laminar, com validade da Lei de Darcy.
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Figura 12 — Escoamento radial para um pogo em aquifero ndo confinado

A vazdo, calculada com a Lei de Darcy, é:

h
Q:Av:znrhK@:iﬂzhdh:&fﬂ:jhdh;..
da  2zKr 2K Jr, r o Jn

w

Q=nK{h2_h5"] (75)

In(r/r,,)

Consideracdes praticas:

1. A equacdo 75 fornece boas estimativas para Q.

2. Aequacdo 75 ndo preveé a curva de rebaixamento perto do pogo devido as componentes
verticais do escoamento.

3. Todd (1959, p. 81) sugere ro entre 500 e 1000 pés como aproximacao para aplicacao
pratica da equacéo 75.

4. Lencastre (1996, p. 275) recomenda oh/or = 0,2 como limite para férmula de Dupuit
(eq. 75).

5. Na pratica o pogo deve ser explorado com valores do rebaixamento entre 0,5ho e 0,75ho,
em que ho — hw = rebaixamento.

6. Nas proximidades do poco ha um rebaixamento brusco que pode ser avaliado com for-
mulas empiricas (LENCASTRE, 1996, p. 277).

7. Usa-se mdo livre para tracar a superficie entre oh/or = 0,2 e a ressurgéncia.
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Regime variavel — Solugdo de Theis para aquifero confinado
A equacdo diferencial parcial que modela o escoamento sob essas condigdes é:

oh To*h Toh
=——+

o soa? rsar’ (76)

Empregando um sumidouro matematico de resisténcia constante para representar um

poco de bombeamento, Theis desenvolveu a seguinte solucao:

h=hy——2 (" %du, (77

- AnT Jr2si(4Tt)

em que u =r2S/(Tt) e Q é a vazdo do poco. A equacdo anterior € conhecida como a equacéo de

desequilibrio ou equacdo de Theis.
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SOLUCOES NUMERICAS

Esta parte do texto € dedicada ao uso de metodos computacionais € numeéricos para a
solucdo de problemas em duas dimens@es e em regime varidvel. Trata-se de uma introducdo ao
tema, restrita ao emprego de diferengas finitas. Esse assunto pode ser amplamente discutido e

desenvolvido com elementos finitos, método dos elementos analiticos, entre outros.
Equacao diferencial: Forma original e forma discreta.

A equacdo 50 deduzida anteriormente € aplicavel aos escoamentos variaveis em aquiferos
confinados, para condicdo de isotropia, homogeneidade, escoamento bidimensional. O termo
fonte presente nesta equacao é Util para representar a vazdo em escoamento através de um pogo,

sendo negativo para extracdo de dgua do aquifero e positivo para simulacao de recarga.

20 A2y ¢
Sch_oh o ¢ (50a)

Tot ox® oy?2 pK'

ou

2 2 .
@:I(a_gu@}il. (50b)
ot Slox® oy?) pKS

Lembrando que S ¢é adimensional, T = Kb e dm = pdVol,

G pQ

-2 _ P 9T _ pQ Kb Qb Q
dvol dVol’

pK' S dVol pKS dVol S SdA"

g é possivel escrever

Deste modo, em uma malha estruturada com Ax e Ay, pode-se escrever o termo fonte como

4T__Q
pK' S SAxAy

O esquema numeérico utilizado nos exemplos expostos a seguir utiliza diferenca finita

progressiva para a derivada temporal e diferencas finitas centradas para os termos difusivos
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(derivadas de segunda ordem em relacdo aos eixos x e y). Trata-se de um esquema numérico

explicito, em que n denota o tempo, i e j 0 espaco, Como escrito a seguir.

oh hMi_pn

L (78)
0°h _hilyj=2hij+hiy; (79)
ES AX? '

*h _hija—2hij+hig (80)
oy? Ay?

A anélise de estabilidade deste esquema numeérico para o caso de duas dimensdes e sem

o termo fonte mostra que At deve satisfazer:®
S 2 2
At <—I|AX + Ay ).
8T( y ) (81)

Substituindo as equacdes 78 a 80 na equacdo 50b, vem

hiy —hfy _ Tl =200+l hla—2h+hi, ) Q (82)
At S AX? Ay? SAXAY |
Para elaboracéo do algoritmo € conveniente isolar h;;":
hytt B QUEY _Zh‘n'z" o, h‘n”'”_Zh‘n'Z" Mg, Q At+h];. (83)
’ S AX Ay SAXAy ‘
Cadigos

O codigo desenvolvido pode ser utilizado em Matlab ou, com poucas adaptacées, no sof-

tware gratuito Octave. A sua simplicidade ndo exige grande esforgo para compreensao, mas por

% Veja, por exemplo, Chapra e Canale (2008, p. 732).
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razBes didaticas, a apresentagdo a seguir segue a divisdo padrdo, com pré-processamento, pro-

cessamento e pos-processamento. Os dados que aparecem nesse exemplo da Tabela 1 serdo

utilizados posteriormente.

Tabela 1 — Cédigo para solucao da equagao 83. Regime variavel, 2D, com termo fonte

1) PRE-PROCESSAMENTO:

clear all
close all

%Modelo 2D para difusdo de h em um aquifero confinado.

%André Luiz Andrade Simdes, Harry Edmar Schulz e Rodrigo de Melo
Porto. Ultima atualizacao: 22/4/2014.

%Dados:

Lx
Ly

10000; %[m] Comprimento do dominio em X
10000; %[m] Comprimento do dominio em y

Nx=40; %Numero de divisdes do eixo X.
Ny=40; %Numero de divisdes do eixo y.

dx=Lx/(Nx-1) ;%espacamento da malha em x (leia delta x e nao dx)
dy=Ly/(Ny-1) ;%espacamento da malha em y (leia delta y e nédo dy)

S=0.000198;%Adimensional

0=0.03155; %Sl, m3/s
T=0.015;

tt=14400;%tt é o tempo total considerado para a simulacao. %240;
Nt=6900;%é o numero de divisdes no eixo temporal.

dt=tt/(Nt-1)

D=T/S;
dtest=(1/8)*(dx"2+dy”~2)/D
Ntest = tt/dtest+1l
pause()

x=(0:dx:Lx)";
y=(0:dy:Ly)";
h0=100;
h = hO*ones(Nx,Ny);
ht = hO*ones(Nx,Ny,Nt);
%Termo fonte:

F =0;

%Condicdo inicial:

% for i=1:Nx

%

% for j=1:Ny
%

%
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% it 1I>2(Nx+1)/2-2 && i<=(Nx+1)/2+2 && j>=(Ny+1)/2-2 &&
J<=(Ny+1)/2+2

Y%

% h(i,j) = ho;

%

% end

% end

% end

hh = h;
ht(:,:,1) = h;

[X, Y] = meshgrid(linspace(0,Lx,Nx), linspace(0,Ly,Ny));
mesh(X",Y",h, "FaceColor”, "blue”, "EdgeColor”, "none™)
camlight left; lighting phong

xlabel ("x™)

ylabel ("y*™)

zlabel ("h")

pause()

2) PROCESSAMENTO

n=1;

for t=dt:dt:tt
n=n+1

%Condicdes de Contorno:

% h(1,:) = h(2,:);

% h(Nx,:) = h(Nx-1,:);
% h(:,1) = h(:,2);

% h(z,Ny) = h(z,Ny-1);
%

% hh(1,:) = h(2,:);

% hh(Nx,:) = h(Nx-1,:);
% hh(:,1) = h(:,2);

% hh(z,Ny) = h(z,Ny-1);

for i=2:Nx-1
x(1,1)=(i-1)*dx;
for j=2:Ny-1
yd.1)=0-1)*dy;

%0s “ifs” a seguir possibilitam localizar o termo fonte no dominio
computacional discreto.

%if i>=(Nx+1)/2-4 && i<=(Nx+1)/2+4 && j>=(Ny+1)/2-4 &&
J<=(Ny+1)/2+4
if i == 9 && j==9

F=0;%-Q/(S*dx*dy) ;

% hh(i,j)=h(i,j)+D*dt*((h(i-1,3)-2*h(i,j)+- ..
% h(i+1,§))/(dx*2)+(h(i,j-1)-
2*h(i,j)+h (i, j+1))7(dy*2))+F*dt;

%

else if I==19 && j==
F=0;%-Q/ (S*dx*dy) ;

% hh(i,j)=h(i,j)+D*dt*((h(i-1,§)-2*h(i,j)+. ..
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%
2*h(i,

%
%
2*nh(i,

%
%
2*h(i,

%
%
2*h(i,

%
%
2*nh(i,

%
%
2*h(i,

%
%
2*h(i,

h(i+1,3))/(dx*2)+(h(i,j-1)-
PD+h(i,§+1))/(dy"2))+F*dt;

else if 1==9 && j==19
F=0;%-Q/(S*dx*dy);
hh(i,)=h(1,j)+D*dt*((h(i-1,j)-2*h(i,
h(i+1,3))/(dx"2)+(h(i,j-1)-
J)+h(i, j+1))/(dy"2))+F*dt;
else if 1==20 && j==20
F=-Q/(S*dx*dy) ;
hh(@,§)=h(i,j)+D*dt*((h(i-1,)-2*h(i,
h(i+1,3))/(dx”2)+(h(i,j-1)-
D+h(@,3+1))/7(dy"2))+F*dt;
else if 1==9 && j==29

F=0;%Q/ (S*dx*dy) ;

hh(i,§)=h(i,j)+D*dt*((h(i-1,5)-2*h(i,]

h(i+1, )/ dx"2)+(h(i,j-1)-
D+h(,§+1))/7(dy"2))+F*dt;
else if 1==19 && j==29
F=0;%-Q/(S*dx*dy);
hh(i,j)=h(i,j)+D*dt*((h(i-1,j)-2*h(i,
h(i+1,3))/(dx”2)+(h(i,j-1)-
1D+h(@,§+1))/7(dy"2))+F*dt;
else if 1==29 && j==29
F=0;%-Q/ (S*dx*dy) ;
hh(i,§)=h(i,)+D*dt*((h(i-1,§)-2*h(i,
h(i+1,3))/(dx"2)+(h(i,j-1)-
D+h(,§+1))/7(dy"2))+F*dt;
else

F=0;

hh(i,§)=h(i, j)+D*dt*((h(i-1,5)-2*h(i,]

h(i+1,§))/(dx*2)+(h(i,j-1)-
PD+h(i,§+1))/(dy"2))+F*dt;

end
end
end
end
end
end

end

D+

D+

D+

D+
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hh(i,j)=h(i, D+D*de*((h(i-1,§)-2*h (1, j)+- - -
h(i+1,3))/(@dx*2)+(h(i,j-1)-
2*h (i, §)+h(i,J+1))/(dy"2))+F*dt;

end
end

h=hh;

ht(z,:,n) = h; %ht é um conjunto de n matrizes com i linhas e j.
Pode ser interpretada como uma “matriz 3D”, com i linhas, j colunas e
n matrizes 2D.
end

3) POS-PROCESSAMENTO
for n=1:11:Nt
t=(n-1)*dt;
contourf(X",Y",ht(:,:,n));
colorbar
xim([0 Lx])
yhim([0 Ly])
title(["t = ",num2str(t./86400), "dia"])
axis equal
M=getframe;
end
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Problema 6.1 — Escoamento em dire¢cdo a um pogo

A extracdo de dgua de um aquifero confinado é realizada por meio de um po¢o comple-
tamente imerso no aquifero. A vazao de 28,9 L/s pode ser considerada constante (ap6s um breve
periodo transitorio inicial) e produz um rebaixamento na carga piezométrica que deve ser ava-
liado. Com esses dados e sabendo que T = 0,01285 m?/s e S = 0,000206 (adimensional), simule

0 cone de depressdo para um tempo total de 240 min, Lx = Ly = 800 m e Nx=Ny=50.

Solugéo

O codigo anterior foi escrito com as informacgdes necessarias para a solucdo deste pro-
blema, restando apenas a modificacdo dos dados. Apds alguns minutos, a conclusao dos calcu-
los conduz aos resultados apresentados a seguir. As condic¢des de contorno empregadas foram
h = ho em todo o contorno. Esse valor fixo corresponde a condigdo de contorno de Dirichlet.
Com pode ser visto na Figura 13, € estabelecido o cone de depressao esperado. Com o trecho

final do codigo apresentado é possivel visualizar a evolucdo temporal do rebaixamento.

t = 0.166 dia

800
700
600
500

E 400
>

300

b [m]

200

100

400

400

200
0 200 400 600 800

‘] @) ¥ [m] 0o «Im] (b)

Figura 13 — Solugdo numérica para h(x,y) e t = 0,166 dia. As cores indicam valores de h, em metros e ilustram o
cone de depressdo com as linhas equipotenciais. A Figura (b) é o cone de depressdo
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Problema 6.2 — Poco inserido em um escoamento

Simule o escoamento em um aquifero confinado com superficie piezométrica que varia
linearmente de 120 m a 100 m nas laterais e com um pogo no centro do dominio computacional,
que possui Lx = Ly = 4200 m. Apresente as solugdes indicando a distor¢do em relagéo ao pro-
blema anterior, que ndo possui superficie piezométrica com inclinagdo nas laterais. Dados: S =
0,0002; T =0,001 m2/s; Q = 0,02 m3/s, Nx=Ny = 40 e tempo total de 60 dias.

Solugéo

Os resultados a seguir ilustram a interacdo entre poco e superficie piezométrica inclinada.
Nota-se que na posicdo onde foi realizado o bombeamento, o rebaixamento cresce até um ma-
ximo e em seguida decresce alcancando assintoticamente o nivel permanente. A Figura 14a
também ilustra o campo de velocidades aparentes para K unitario. O leitor pode observar outros

detalhes com o cddigo deste exemplo.

Para pensar

Se as condigdes iniciais fossem impostas assim como foi feito para as laterais do dominio
(condicéo de contorno) com uma superficie piezométrica plana e inclinada, a Figura 16d seria
igual?

t = 60 dia t = 60 dia
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0 1000 2000 3000 4000
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t=5184000s 12
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Figura 14 — Solugdo numérica para h(x,y) e t = 60 d (a,b,c)




Em (d) é apresentado o rebaixamento na posi¢do do poco.

CODIGO DO PROBLEMA 6.2

clear all
close all

%Modelo 2D para difusdo de h em um aquifero confinado.

%André Luiz Andrade Simbes, Harry Edmar Schulz e Rodrigo de Melo
Porto. 22/4/2014.

%Dados:

Lx
Ly

4200; %[m] Comprimento do dominio em X
4200; %[m] Comprimento do dominio em y

Nx=40; %NUimero de divisfdes do eixo X.
Ny=40; %Numero de divisdes do eixo y.

dx=Lx/(Nx-1);%espacamento da malha em x (leia delta x e ndo dx)
dy=Ly/(Ny-1);%espacamento da malha em y (leia delta y e ndo dy)

S=0.0002;%Adimensional
Q=0.02; %Sl, m3/s
T=0.001;%Kb, m2/s

tt=60*86400;%tt é o tempo total considerado para a simulacdo (60
dias);
Nt=9000;%€é o numero de divisfes no eixo temporal.

dt=tt/(Nt-1)

D=T/S;
dtest=(1/8)*(dx"2+dy~2)/D
Ntest = tt/dtest+l
pause()

x=(0:dx:Lx)";
y=(0:dy:Ly)";
h0=100;
h = hO*ones(Nx,Ny);
ht = hO*ones(Nx,Ny,Nt);
%Termo fonte:

F =0;

%Condicdo inicial:

% for i=1:Nx

%

% for j=1:Ny

%

%

% it i>=(Nx+1)/2-2 && i<=(Nx+1)/2+2 && j>=(Ny+1)/2-2 &&
J<=(Ny+1)/2+2

%

% h(i,j) = hO;
%

% end

% end

% end

hh = h
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n=1;

for

ht(:,:,1) = h;

[X, Y] = meshgrid(linspace(0,Lx,Nx), linspace(0,Ly,Ny));
%U = reshape(x, NJ, NI);

mesh(X",Y",h, "FaceColor”, "blue®, "EdgeColor”, "none®)
camlight left; lighting phong

xlabel ("x")

ylabel("y")

zlabel ("h")

pause()

t=dt:dt:tt
n=n+1
%Condicdes de Contorno:

h(1,:) = 120;%h(2,:);

h(Nx,:) = 100;%h(Nx-1,:);

h(:,1) = 120+x.*(100-120)/Lx;%h(:,2);
h(z,Ny) = 120+x.*(100-120)/Lx;%h(:,Nz-1);

hh(1,:) = 120;%hh(2,:);

hh(Nx,:) = 100;%hh(Nx-1,:);

hh(:,1) = 120+x.*(100-120)/Lx;%hh(:,2);
hh(:,Ny) = 120+x.*(100-120)/Lx;%hh(:z,Nz-1);

for 1=2:Nx-1
x(i,1)=(i-1)*dx;
for j=2:Ny-1
y(d.1)=0-1)*dy;

%if i>=(Nx+1)/2-4 && i<=(Nx+1)/2+4 && j>=(Ny+1)/2-4 &&

j<=(Ny+1)/2+4

%
%

ifi1==928&& j==
F=0;%-Q/ (S*dx*dy);

hh(i,j)=h(1, ))+D*de*((h(i-1,)-2*h(i,j)+. ..
h(i+1,§))/(dx*2)+(h(i,j-1)-

2*h(i,J)+h(i,j+1))/(dy"2))+F*dt;

%

%
%

else if 1==19 && j==9
F=0;%-Q/(S*dx*dy);

hh(i, j)=h(i, +D*de*((h(i-1,5)-2*h(i, j)+- - -
h(i+1,3))/(dx*2)+(h(i,j-1)-

2*h(i,j)+h(i,j+1))/(dy"2))+F*dt;

%
%

else if I==9 && j==19
F=0;%-Q/ (S*dx*dy);

hh(i,j)=h(i, D +D*de*((h(i1-1,3)-2*h (T, J)+- - .
h(i+1,3))/(dx*2)+(h(i,j-1)-

2*h(i,3)+h(i,j+1))/(dy"2))+F*dt;

else if 1==20 && J==20

F=-Q/ (S*dx*dy);
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% hh(i,j)=h(i, j)+D*dt*((h(i-1,§)-2*h (i, j)+. ..

% h(i+1,))/(dx*2)+(h(i,j-1)-
2*h(i, J)+h (i, j+1))7/(dy*2))+F*dt;

else if 1==9 && j==29

F=03%Q/ (S*dx*dy);

% hh(i, j)=h(i, J)+D*de*((h(i-1,5)-2*h (i, j)+. ..

% h(i+1,§))/(dx*2)+(h(i,j-1)-
2*h(i, J)+h(i, j+1))7/(dy*2))+F*dt;

else if i==19 && j==29

F=0;%-Q/ (S*dx*dy) ;

% hh(i, j)=h(i, J)+D*dt*((h(i-1,§)-2*h (i, )+. ..

% h(i+1,§))/(@x 2)+(h(i, j-1)-
2*h(i,j)+h(i,j+1))7(dy"2))+F*dt;

else if 1==29 && j==29

F=0;%-Q/ (S*dx*dy) ;

% hh(i, j)=h(i, )+D*de*((h(i-1,§)-2*h (i, j)+. ..

% h(i+1,))/(dx*2)+(h(i,j-1)-
2*h(i, J)+h (i, j+1))7(dy*2))+F*dt;

else

F=0;

% hh(i, j)=h(i, J)+D*de*((h(i-1,§)-2*h(i,j)+. ..

% h(i+1,§))/(dx 2)+(h(i, j-1)-
2*h(i,j)+h(i,j+1))7(dy"2))+F*dt;

end
end
end
end
end
end

end

hh(i, j)=h(i, +D*de*((h(i-1,§)-2*h (i, j)+. . .
h(i+1,3))/(dx"2)+(h(i,j-1)-
2*h(i,j)+h(i,J+1))/(dy"2))+F*dt;

end
end

h=hh;
ht(:,:,n) = h;
end

K=1;
for n=1:10:Nt
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t=(n-1)*dt;
[DX,DY]=gradient(ht(:,:,n),dx,dy);
contourf(X,Y,ht(:,:,n));
colorbar
hold on
quiver(X,Y,-K*DX, -K*DY)
xhim([0 Lx])
yhim([O0 Ly])
title(["t = ",num2str(t./86400), "dia"])
axis equal
Y%pause()
M=getframe;
end

opl1=0;
op2=0;

if opl==1
mesh(X",Y",h, "FaceColor”, "blue”, "EdgeColor”, "none™)
camlight left; lighting phong
xlabel ("x™)

ylabel("y*")

zlabel ("h®)

xim([O0 Lx])

yhim([0 LyD)

%zlim([O 100])

title(["t = ",num2str(t),"s"])
Y%pause()

%axis equal

M=getframe;

end

it op2==1
%[DX,DY]=gradient(T,dx,dy);
contourf(0:dx:Lx,0:dy:Ly,h);
colorbar

%hold on
%quiver(0:dx:Lx,0:dy:Ly,-a*DX,-a*DY,20)
xHim([0 Lx])

yhim([0 LyD)

title(["t = ",num2str(t), s
Y%pause()

Y%axis equal

M=getframe;

end

for 1i=1:Nt
HHN(1,11)=ht(20,20,i1);

end

plot(0:dt:tt,hO-HHnN)
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Problema 6.3 — Divisor de aguas e ponto de estagnacgao

Utilize o cddigo anterior com cota piezométrica a montante igual a 140 m ao invés de 120
m e posicione o0 pogo centralizado e mais a montante, a 1/4 do comprimento. Identifique o
divisor de aguas subterraneas, o ponto de estagnacao e o limite das 4guas que entram no poco

(a montante em relacdo ao pogo, no dominio).

Solugéao

As linhas equipotenciais sdo geradas pelo cddigo e as linhas de corrente podem ser dese-
nhadas com o auxilio do campo de velocidades. O divisor de aguas delimita a regido do campo
de velocidades que converge para 0 poco. Em outras palavras, delimita a regido que produz
escoamento para dentro do pogo. O ponto de estagnacao € aquele ponto a jusante do pogo que
corresponde & mudanca de sentido do escoamento (no espago). O limite das &guas que entram

no poco esta indicado no desenho.

t =60 [dia] t =60 [dia]
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120 125 125

1000 .,
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Figura 15 — Solucéo do item (a). Unidades e acordo com o S.1.
DA = divisor de 4guas subterraneas. PE = Ponto de estagnacédo

1500 2000 2600 3000

Para pensar

Modifique o cddigo para que ele tenha como condigéo inicial h(x,y,0) uma funcéo linear
como aquela empregada para parte dos contornos. Essa seria uma situacdo mais proxima da
realidade?
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Problema 6.4 — Fonte e sumidouro

Faca uma adaptacao no cadigo anterior e simule um poco de descarga (sumidouro) e um

poco de reabastecimento (fonte). Apresente linhas equipotenciais e linhas de corrente.
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Figura 16 — Rede de escoamento para dominio com fonte e sumidouro

O cddigo desenvolvido para esta aplicacdo pode ser visto a seguir.

Problema 6.4
clear all
close all

%Modello 2D para difusdo de h em um aquifero confinado.

%André Luiz Andrade Simbes, Harry Edmar Schulz e Rodrigo de Melo
Porto. 26/4/2014.

%Dados:

Lx
Ly

10000; %[m] Comprimento do dominio em X
10000; %[m] Comprimento do dominio em y

Nx=60; %Numero de divisdes do eixo X.
Ny=60; %Numero de divisdes do eixo y.

dx=Lx/(Nx-1) ;%espacamento da malha em x (leia delta x e n&o dx)
dy=Ly/(Ny-1);%espacamento da malha em y (leia delta y e néo dy)

S=0.0002;%Adimensional

Q=0.015; %SI, m3/s
T=0.001;%Kb, m2/s
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tt=60*86400;%tt € o tempo total considerado para a simulacédo (60

dias);
Nt=3700;%€é o numero de divisdes no eixo temporal.

dt=tt/(Nt-1)

D=T/S;
dtest=(1/8)*(dx"2+dy"2)/D
Ntest = tt/dtest+l
pause()

x=(0:dx:Lx)";
y=(0:dy:Ly)";
h0=100;
h = hO*ones(Nx,Ny);
ht = hO*ones(Nx,Ny,Nt);
%Termo fonte:

F =0;

%Condicdo inicial:

% for i1=1:Nx
%
% for j=1:Ny
%
%
% %if i>=(Nx+1)/2-2 && i<=(Nx+1)/2+2 && j>=(Ny+1)/2-2 &&
J<=(Ny+1)/2+2
%
% h(i,j) = 140+x(i,1).*(100-140)/Lx;%h0;
%
% %end
% end
% end
hh = h;
ht(:,:,1) = h;
[X, Y] = meshgrid(linspace(0,Lx,Nx),linspace(0,Ly,Ny));
%U = reshape(x, NJ, NI);
mesh(X",Y",h, "FaceColor*, "blue®, "EdgeColor”, "none™)
camlight left; lighting phong
xlabel ("x")
ylabel ("y")
zlabel ("h")
pause()
n=1;

for t=dt:dt:tt
n=n+1
%Condicdes de Contorno:

% h(1,:) = 140;%h(2,:);

% h(Nx,:) = 100;%h(Nx-1,:);

% h(:,1) = 140+x.*(100-140)/Lx;%h(:,2);

% h(:,Ny) = 140+x.*(100-140)/Lx;%h(: ,Nz-1);
%

% hh(1,:) = 140;%hh(2,:);
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% hh(Nx,:) = 100;%hh(Nx-1,:);
% hh(:,1) = 140+x.*(100-140)/Lx;%hh(:,2);
% hh(:,Ny) = 140+x.*(100-140)/Lx;%hh(:,Nz-1);

for 1=2:Nx-1
x(i1,1)=Ci-1)*dx;
for j=2:Ny-1
yd.1)=0-1)*dy;

%if i>=(Nx+1)/2-4 && i<=(Nx+1)/2+4 && j>=(Ny+1)/2-4 &&
J<=(Ny+1)/2+4
if1==9 & j==9
F=0;%-Q/ (S*dx*dy) ;
% hh(@,§)=h(1,j)+D*dt*((h(i-1,3)-2*h(i,j)+.-..
% h(i+1,§))/7dx2)+h(i,j-1)-
2*h (i, +h(i, j+1))/(dy™2))+F*dt;
%
else if 1==19 && j==9
F=0;%-Q/ (S*dx*dy) ;
% hh(i,j)=h(i,j)+D*dt*((h(i-1,j)-2*h(i,j)+-..
% h(i+1,§))/@dx"2)+(h(i,j-1)-
2*h(i,J)+h(i,j+1))/(dy"2))+F*dt;
else if 1==30 && j==35
F=-Q/(S*dx*dy) ;
% hh(i,§)=h(i,)+D*dt*((h(i-1,§)-2*h(i,j)+-..
% h(i+1, )/ dx"2)+h(i,j-1)-
2*h(i, J)+h(i, j+1))/(dy™2))+F*dt;
else if I==30 && j==25
F=+Q/ (S*dx*dy) ;
% hh(i,§)=h(i, i)+D*dt*((h(i-1,i)-2*n(i,j)+. ..
% h(i+1,§))/@dx"2)+(h(i,j-1)-
2*h(i, j)+h(i,j+1))/(dy"2))+F*dt;
else if 1I==9 && j==29
F=0;%Q/ (S*dx*dy) ;
% hh(@,§)=h(1,j)+D*dt*((h(i-1,3)-2*h(i,j)+.-..
% h(i+1,j))/@dx"2)+(h(i,j-1)-
2*h(1,3)+h(7,j+1))/(dy"2))+F*dt;
else if 1==19 && j==29
F=0;%-Q/ (S*dx*dy) ;
% hh(i,§j)=h(i,§)+D*dt*((h(i-1,§)-2*h(i,j)+-..

% h(i+1,j))/(@x*2)+(h(i,j-1)-
2*h (i, j)+h (i, j+1))/(dy*2))+F*dt;
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else if 1==29 && j==29
F=0;%-Q/ (S*dx*dy) ;

% hh(i,j)=h(i,j)+D*dt*((h(i-1,j)-2*h(i,j)+.-.
0% h(i+1,))/(@x*2)+(h (i, j-1)-
2*h (i, j)+h (i, J+1))/(dy”2))+F*dt;

else
F=0;

% hh(i,J)=h(i,J)+D*dt*((h(i-1,J)-2*h(i,J)+- ..
0% h(i+1,§))/(dx*2)+(h(i, j-1)-
2*h(i,J)+h(i,j+1))/(dy"2))+F*dt;

end
end
end
end
end
end

end

hh(i, J)=h(i, +D*de*((h(i-1,§)-2*h (T, j)+. ..
h(i+1,3))/(dx*2)+(h(i,j-1)-
2*h(i,§)+h(i,J+1))/(dy"2))+F*dt;

end
end

h=hh;
ht(:,:,n) = h;
end

K=1;

for n=1:10:Nt

t=(n-1)*dt;

[DX,DY]=gradient(ht(:,:,n),dx,dy);
contourf(X,Y,ht(:,:,n));

colorbar

hold on

quiver(X,Y,-K*DX, -K*DY)

xhim([0 Lx])

yhim([O0 Ly])

title(["t = ",num2str(t./86400), "dia"])
axis equal

Y%pause()

M=getframe;

end

opl1=0;
op2=0;

if opl==1

hmax=max(max(max(ht)));
hmin=min(min(min(ht)));

% mov=avifile(“teste _f.avi")
for n=1:100:Nt

t=(n-1)*dt;
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%

mesh(X",Y",ht(z,:,n), "FaceColor”,"blue”, "EdgeColor”, "none")

camlight left; lighting phong
xlabel ("x")
ylabel ("y™)
zlabel("h")

zlim([hmin hmax])
xhim([0 Lx])

yhim([0 LyD

view(-50,25)
alpha(.9)
%zlim([0 100])
title(["t = °,num2str(t)/86400, "dia“])
pause()
%axis equal
M=getframe;
%mov=addframe(mov, M);
end

mov=close(mov) ;
end
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CAPITULO 7

PROBLEMAS ESPECIAIS

t = 0.24858 [min]

[\ \ |
i \\
________________________________ ’ 1
""""""""""""""""" 0.5
1 0
x 10° X

W(t)
Perfil de velocidades em escoamento transitorio.
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Introducéo

Excercicios em diferentes niveis foram selecionados e discutidos neste capitulo. Eles re-
presentam avancos nos estudos, em um primeiro contato, pela introdugéo a temas de interesse
pratico imediato, como 0s projetos de bacias de detencdo, bacias de detencédo e canais de siste-
mas extravasores; em seguida, uma introdugdo & mecénica dos fluidos computacional explora
perfis de velocidades completamente desenvolvidos (sem efeitos advectivos) em regime per-
manente e ndo permanente. Com esse exercicio sdo analisados detalhes de escoamentos varia-

veis ndo vistos com a formulagdo unidimensional do capitulo 3.

Problema 7.1 — Esvaziamento de um reservatorio

O problema de esvaziamento de um reservatério pode ser modelado com as leis fisicas
bésicas escritas para volumes de controle e com as equacdes para o calculo de perdas de carga
distribuidas e localizadas. Pode-se incluir tambeém modelos resultantes da aplicacdo da equacéo
de Bernoulli com correcdes experimentais para representar escoamentos atraves de orificios e
vertedores, estruturas empregadas como saidas de alguns reservatorios. Em um ponto de vista
didatico, este problema permite ao estudante trabalhar com fundamentos simples de métodos
numéricos no ambiente hidraulico. Adiciona-se a analise numérica a realizacao de experimen-
tos de execucdo relativamente simples, permitindo ao aluno percorrer grande parte do ciclo do

método cientifico, reunindo teoria e experimentacao.

Modelar matematicamente o esvaziamento de um reservatorio também interessa a pratica
da Engenharia Hidraulica em algumas aplica¢cdes, como, por exemplo: (1) Esvaziamento de um
reservatorio de instalacdo predial ou industrial para realizacdo de manutengédo ou limpeza, por
exemplo; (2) esvaziamento de um reservatério formado pela constru¢do de uma barragem.
Neste caso, deve-se observar que o enchimento do reservatorio deve ocorrer acompanhado de
inspecdes que podem demorar semanas. A identificacdo de qualquer falha que exija o esvazia-
mento parcial colocara em operacédo a descarga de fundo para realizacéo desta tarefa, ilustrando
assim mais uma aplicagdo do problema basico de esvaziamento de reservatorios; (3) entre pos-
siveis medidas estruturais para combate as enchentes, esta a bacia de detencdo. Durante a pas-
sagem de uma onda de cheia, um grande reservatorio construido no curso da onda, a referida
bacia, deve ser capaz de reduzir a vazdo maxima a um valor compativel com a capacidade do

canal localizado a jusante. A bacia de detencdo possui estruturas hidraulicas de saida, como
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orificios, tubulagdes e vertedores, sendo, portanto, mais um reservatorio que requer a analise

de esvaziamento.
Uma breve revisdo dos fundamentos relacionados a conservagdo de massa.

A forma integral da equacéo de conservacao de massa aplicada a um volume de controle,
equacdo 12, e parte do conjunto de equacdes necessario para modelar o problema de esvazia-

mento de um reservatorio.

%”jpdVonﬁp\?ﬁdA:o, 1)
Vol A

em que, t = tempo, p = massa especifica, Vol = volume de controle, v é a velocidade (absoluta)

do fluido em escoamento através da superficie de controle, n é o vetor unitario sobre a super-
ficie de controle e orientado para fora do volume de controle e A é a superficie de controle. Em
palavras, esta equacao representa: a taxa de variagdo temporal da massa de fluido dentro do
volume de controle somada a taxa resultante da passagem de massa através de toda a superficie
de controle ¢ igual a zero.

Para um volume de controle fixo e indeforméavel, a condi¢cdo de escoamento incompres-

sivel simplifica a equacdo 1 para a seguinte forma:

ﬁV-ﬁdA:O
A

Para %jv[ljpdvm _ p%”jdvm ~0

Vol

@)

A velocidade absoluta deve ser substituida pela velocidade relativa, como apresentado a seguir,

para que a formulag&o seja valida para um volume de controle movel.

%” pdV0|+ﬁer-ﬁdA=o
Vol A .

—

V, =V-Va

3)

Nesta equacao, “r” indica que a velocidade é relativa e o subscrito “A” denota a velocidade com
a qual se move a superficie de controle. Quando o volume de controle sofre deformac6es, como

guando a superficie livre desce em um esvaziamento de reservatorio, a massa especifica da agua
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permanece constante para a maior parte dos problemas, caracterizando assim a incompressibi-

lidade. Este caso particular € escrito matematicamente como:

%J\’/{I dVol +£§\7{-ﬁdA -0 | "

—

V, =V-Va

Observe agora a Figura 1. Para um volume de controle que corresponda ao volume de
agua no interior do reservatorio, a Unica superficie deformavel é a superficie livre. Sendo assim,
aequacéo 4 pode ser simplificada para o seguinte modelo (observando-se que a integral de dVol

é igual ao volume, Vol):

— —

Vrsuperfl’cie =V- Vsuperﬁcie =0
Vsaida =V — Vsuperfl’cie =V

dVOI+ﬁVr~ﬁdA=M+O+ [ Ve cosoan=o0..
at 3 dt

A

saida

dvol _ -Q,, (5)

em que, Q, = ”VSdA, isto é, a vazdo efluente.
A

saida

A solucdo numérica proposta neste problema é para um reservatorio prismatico, ou seja,
um reservatério com Vol = Arh, sendo Ar a area da superficie livre, considerada uniforme e h

= 71 — 2. Com essa restricdo, a equagdo 5 assume a seguinte forma:

Ar =0, (6)

Resta calcular a vazéo Q:s.
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Superficie de
controle deformavel

Ar
Agua

Volume de controle €——

Saida (superficie de
controle indeformavel)

Figura 1 — Reservatorio de nivel variavel
Como calcular Qs

O reservatério apresentado na Figura 1 possui uma tubulacéo conectada a ele. Essa tubu-
lacdo tem a sua extremidade final com saida livre em uma cota z3 diferente da cota z2, como
indicado no esbogo. Sobre a superficie livre da dgua no reservatério e no interior do jato ime-
diatamente fora do conduto atua a pressao atmosférica. Desprezando a aceleracdo local, a for-
mulacédo “semelhante” a equacéo da energia pertencente ao modelo rigido apresentado no ca-

pitulo 3 pode ser aplicada ao volume de controle entre as se¢des 1 e 3:
V2

Empregando a equacao de Darcy-Weisbach e 0 modelo classico para perda de carga localizada,
com n singularidades, a equacdo 7 pode ser reescrita com a seguinte forma (em termos da va-

z40):

8Q? : 8fLQ>
21 —Z.= 1+ ) K[+ ) 8
1743 gn2D4( | ] chzDS ( )

Ao tentar resolver a equacdo 8 para a vazdo, considerando o escoamento turbulento, o
leitor encontrara 0 nimero de Reynolds (que é funcdo da vazdo) em um logaritmo, condi¢do
matematica que dificulta a obtencdo de uma formulagdo explicita. Em uma situagdo mais geral
em relacdo aos problemas frequentes da hidraulica, o coeficiente K de perda localizada pode
ser funcdo do numero de Reynolds também. Deste modo, visando o desenvolvimento de um

método que inclua a funcédo fator de “atrito” valida para o escoamento laminar e turbulento,
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percebe-se a necessidade de uso de um esquema numérico para a solucdo do problema de es-
vaziamento. O uso de um f constante ou avaliado com o f inicial e final, ou até mesmo o uso de
uma equacao de resisténcia mais simples, como a de Hazen-Williams, pode resultar em valores
aceitaveis para alguns propdsitos praticos da engenharia. Entretanto, uma observacao cuidadosa
do problema revela que o escoamento submetido a elevada carga hidraulica certamente sera
turbulento. Em seguida, quando h& diminuicdo expressiva no valor da velocidade, ele assumira
caracteristicas internas de um escoamento laminar (tendo passado pelo estado de transicdo a
turbuléncia). Finalmente, a depender da configuracdo da tomada d’agua feita no reservatorio,

pode-se observar um escoamento que ocorre com a formagao de gotas.

Métodos numéricos

Para desenvolvimento do algoritmo, escreve-se, a partir da equacéo 8,

Q=Q,= — : (9)
\/gn 2p [1+ZK+ J

Substituindo a equacao 9 na equacéo 6, € obtida uma EDO de primeira ordem e nao linear

(equacdo 10).

dh 1 ’ h+z,-2;

R P ]

O método de Euler ou método de Runge-Kutta de primeira ordem transforma a equagédo

(10)

10 na equagdo 11, uma forma discreta que é resolvida numericamente com a planilha elaborada

para este problema.

h —h At [ hitzy-zg (11)

1= AR\/g7T . [“Z'“ J




203

Com base nos dados a seguir, resolva a equacdo diferencial 11 e a equacéao algébrica 8,
necessaria para solugdo do problema implicito. Calcule o tempo de esvaziamento e discuta a

solugdo com apresentacdo grafica das relagdes entre variaveis relevantes do fenémeno fisico.

Dados
AR Zl (O) 22 Z3 D L g \% € 2K
[?] [m] [m] [m] [m] [m] [m/s?] | [nP/s] [m] [-]
9 15 6 5,95 0,0278 600 9,8 0,000001 | 0,00015 2,5

Solugédo

Como exposto anteriormente, 0 modelo matematico para o problema é:

8Q? : 8fLQ2
21 —Z.= 1+ ) K[+ 8
1 3 gTC2D4( | ] gTC2D5 ( )
M=y~ Mz (11)

A 4 .
R % 1+ K+f'—L
gnD i1 D

Conhecidos os valores iniciais, pode-se calcular a vazdo com a solugdo numérica da equa-
¢do 8. Foi adotada a equacéo de Swamee valida para escoamento laminar e turbulento, equacéo
apresentada no capitulo 1. Com o célculo da vazéo, calcula-se o fator de cisalhamento e hij1
(com a equacdo 11) para o At escolhido. Esse procedimento, se realizado a mé&o, sera lento e
impreciso, sobretudo porque o método de Euler € de primeira ordem e exige At relativamente
pequeno para obtencdo de resultados razoaveis. Deste modo, foi elaborada uma planilha que
resolve o problema com auxilio do solver. A Figura 2 contém um trecho desta planilha elabo-
rada. A primeira coluna contém o contador i, a segunda o tempo t e a terceira a profundidade h.
Parai=1,t =0, ou seja, temos a condicdo inicial fornecida. As demais colunas da planilha
foram organizadas para o calculo da vaz&o vinculado a h;. Este calculo requer o uso do solver.
Quando concluido o processo iterativo, F(Q) deve ser suficientemente pequeno, como indicado.

Apenas apos a referida conclusdo é que hi+1 podera ser avaliado.
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Solugdo numérica
i t h; Qsi Vi Re; fi VZ(29) by hii F(Q)=0
[-] [s] [m] [m*/s] | [ms] [m] [m] [m]
1 0 9 0,00028 | 0,46789 | 13007,2| 0,03738| 0,011169 | 9,01091 | 0,02792 | 3,8E-15
2 11074,7 | 8,65053 | 0,00028 | 0,45812 | 12735,8 [ 0,03749 | 0,010708 | 8,66305 | 0,02677 | 1,7E-11
3 22149,3 | 8,30836 | 0,00027 | 0,44838 | 12464,8 | 0,03759 | 0,010257 | 8,32246 | 0,02564 | 3E-11

Figura 2 — Trecho da planilha desenvolvida

Para tornar os calculos mais rapidos, pode-se fazer uso de restri¢cdes, resolvendo o sistema
ndo linear ao invés de apenas uma equacao algebrica por vez. Nesta solucdo, propde-se 0 se-

guinte método computacional:

1)
2)
3)
4)

Em “Definir objetivo”, escolha a primeira célula com F(Q) = 0;

As demais células com F(Q)=0 devem fazer parte do conjunto de restri¢oes;

A segunda restricdo garante que os valores de h serdo maiores ou iguais a zero;
Deve-se pensar agora em At e no ultimo valor de h. Para tanto, At passou a fazer parte
das células variaveis, junto as vazdes e o ultimo valor de h passou a fazer parte das
restri¢cdes, com h(T) = 0, sendo T o tempo de esvaziamento. Deste modo, o célculo é

realizado para o numero de células escolhido (nimero de nés do eixo temporal).

Os resultados sob a forma de graficos podem ser vistos na Figura 3. Nota-se que h assume
um valor muito préximo de zero em t = 150 h (aproximadamente 6,3 dias). A Figura 3b ilustra
a relacdo entre f e Re para o dominio desta solucdo. Percebe-se claramente a ocorréncia dos
escoamentos laminar e turbulento (note que a escala é log-log nesta figura). Os resultados ilus-
trados na Figura 3c indicam os valores de Re proximos daqueles relativos as mudancas de re-
gimes (normalmente adotados para o regime permanente). Com auxilio da planilha, observe
que a perda de carga localizada para as condic¢des estudadas € muito menor que a perda de carga
distribuida. Além disto, deve-se destacar que para baixos numeros de Reynolds, os valores de

K passam a depender desse adimensional.
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Figura 3 — Solucéo do problema 7.1

Para pensar.

Como resolver o problema anterior com o método de Runge-Kutta de 42 ordem? Veja a resposta na pasta deste
capitulo, na planilha do problema 7. Observe que o algoritmo de Runge-Kutta de 42 ordem é:

kl:F(ti’hi)

i, = F(t, + AL p, 4
2 2

k3:F(ti+%,hi+k2At

)

2 ) , em que F(t,h)=—i | h+z,-25

k, = F(t; + At h, + kqAt) Ar | 8 1+ZH:K+LL
gTC2D4 . D

A Figura 4 ilustra uma comparacao entre 0s métodos.

o R-K
Euler

0 50 100 150
t[h]

Figura 4 — Comparacdo entre os resultados calculados com Euler e Runge-Kutta de 42 ordem

Problema 7.2 — Codigo para analise de bacias de detengdo

O crescimento de areas impermeaveis em meios urbanos reduz a infiltracdo e tem o po-
tencial de aumentar as vazfes que escoam superficialmente. Uma consequéncia de tal elevacgéo
¢ a ocorréncia de inundacdes e seus efeitos (como: danos a rede publica de abastecimento de
agua e coleta de esgoto; danos aos imoveis; prejuizos ao transporte; aumento da disseminacao
de doencas). Nesse contexto, duas intervencdes estruturais podem ser citadas: (1) Canalizacdo;
(2) Contencdo. A primeira opgdo tem como resultado o afastamento rapido das vazdes maximas

devido ao aumento da velocidade de escoamento e causa significativa interferéncia no meio
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urbano. A construcgdo de reservatorios para detencdo tem interferéncia relativamente localizada

e reduz a vazdo maxima.

O reservatdrio pode ser construido no curso principal do sistema de drenagem ou situado
ao lado. Considerando ainda possiveis classificagdes, Walesh (1989) e ASCE (1989) definiram
as bacias de detencéo, as bacias de retencéo e as bacias de sedimentacdo. As primeiras perma-
necem vazias na estiagem. As bacias de retencao sdo reservatdrios com volume permanente de
agua para fins paisagisticos e de recreacdo. As bacias de sedimentacdo devem reter detritos e/ou

absorver poluentes incorporados aos escoamentos superficiais.

Este problema tem como objetivo elaborar um método computacional para o célculo de
caracteristicas relevantes de uma bacia de detencdo, como o seu volume, a sua altura e o hidro-
grama efluente. Considere um reservatorio com entradas e saidas, como aquele da Figura 5. A
superficie livre da agua € a Unica superficie de controle deformavel. Sendo assim, seguindo a

analise realizada no problema anterior, a partir da equacéo 4, demonstra-se que:

dvol _ &
T_Qe Qs' (12)

em que Qe = soma das vazes através das entradas do volume de controle; Qs = soma das vazbes

através das saidas do volume de controle.

e S—_Vertedor

S

Orificio ™ i,
'S

Figura 5 — Esboco de um reservatorio de detencdo com entradas e saidas

A Figura 5 ilustra uma bacia de detencdo com um orificio localizado junto ao fundo e um
vertedor retangular de parede delgada na mesma parede. A variacdo da vazao ao longo da altura
do orificio pode ocorrer, condicdo que origina a teoria dos grandes orificios. Desprezando esse
efeito, a formulacdo matematica empregada aqui é aquela correspondente aos orificios de pe-

quenas dimensoes:
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{Qo =0, se h<a, (13)

Q, =CyA,+/29(h—a/2), se h=a,

em que, Qo € a vazdo através do orificio, h a altura de escoamento na bacia de detencéo, a =
altura do orificio retangular (ver Figura 6), Cdo é 0 coeficiente de vazdo do orificio, Ao = area
da secdo do orificio e g a aceleracdo devido a gravidade.

O vertedor retangular de parede delgada é modelado com a seguinte formulacéo:

2 /
Q\,:gcdw/ZgLvh?,z ,se h>P, (14)
se h<P.

Nesta equacdo, Qv € a vazdo escoada pelo vertedor, Cqv é 0 coeficiente de vazédo do vertedor
(adimensional), Ly é a largura da soleira, hy = h — P é a carga hidraulica sobre a soleirae P =

altura do vertedor (ver Figura 6).

L

o [" -

X

Figura 6 — DefinicBes

As deducdes das equacdes 13 e 14 podem ser vistas em Porto (2006). Observe que a carga
hidraulica sobre o orificio é definida como a profundidade desde a superficie livre ao centroide
do orificio. Deste modo, embora o0 escoamento através do orificio seja iniciado para h < a, a
formulacdo matematica deve ser empregada para a condi¢do indicada na equacdol3. Destaca-
se tambem que o orificio junto ao fundo deve ter o seu coeficiente de vazéo corrigido. Os coe-
ficientes de vazdo do orificio e do vertedor sdo funcbes de adimensionais que envolvem as
cargas hidraulicas e as dimens@es da estrutura. Neste exemplo, essas grandezas serdo conside-

radas como constantes.

Neste estagio, resta definir o hidrograma afluente, tarefa que pode ser realizada com o

uso de tabelas ou funcGes aproximadas. A utilizacdo do hidrograma no cédigo pode ser feita
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com o uso de interpolacéo linear para compatibilizacdo com o espagamento adotado para o eixo

temporal. Para solucdo deste problema, foi empregado o seguinte hidrograma:

Tabela 1 — VVazao afluente: Problema 7.2

Q- 0,00 1,40 4,00 20,07 22,90 43,00 32,55 27,51 20,04
[m3s] | 12,69 11,14 8,65 6,78 5,62 3,96 2,48 1,71 1,16
t[s] 0,00 971,09 | 1199,25 | 1786,35 | 2086,60 | 2760,00 | 3420,06 | 3758,32 | 4209,82

4805,74 | 5043,19 | 5406,04 | 5781,63 | 6012,24 | 6604,44 | 7209,66 | 7807,80 | 8392,68
Fonte: Adaptado de Canholi (1995).

Os dados da Tabela 1 correspondem ao reservatério localizado na Praga Charles Miller,
em S&o Paulo. Para solucéo deste problema, considere também os seguintes dados: a = 0,5 m,
b=1,0m, C4 =0,65; Ly =2,0 m, Cqv = 0,728, P = 4,65 m; a bacia de detencdo é prismatica e

com area em planta igual a 12.250 m2,

Solugé@o numérica da EDO

Propde-se aqui resolver a equacao 12 com o método de Runge-Kutta de quinta ordem de
Butcher (1964, 2003, p. 92), também apresentado em Chapra e Canale (2006, p.709). Trata-se
de um esquema numeérico com seis estagios com a forma apresentada a seguir (equacgéo 15).
Para o problema da bacia de detencéo, a funcdo F(t,h) é dada pela equacdo 16 (deduzida da

equacdo 12 para um reservatdrio prismatico.

i =hy +9 (7k1+32k3+12k4 +32kg + 7kg)

hy)

kl_
1 1
k, = (tk +4At hy +4k1Atj

1 1
F t, +—At,h, +=kAt+=k,At
(k 47k g 82] (15)

F tk+;At hk—%k At+k Atj

3
16

klAt+ k Atj
16

Ftk+Athk——k At+2 szt+—k3At k4At+§k5AtJ

3
Fl t, +—At,h, +—
(k 2 k

dh -Q
=F(t,h) ==& =5, 16
= AR (16)
Com base na discussao exposta e nos dados fornecidos, escreva um codigo para calcular
h(t) e as grandezas vinculadas a h(t), como as vazdes e 0 volume do reservatdrio. O codigo deve
resolver a EDO com o método de Runge-Kutta de 5a ordem e com o método de Euler (Runge-
Kutta de 1% ordem).
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Solugédo

A solucéo deste problema é apresentada na Tabela 2, que contém o codigo escrito para
resolver a EDO com os métodos numéricos propostos. Os comentarios sobre os trechos do
programa foram escritos ao longo de sua estrutura, apos o simbolo %, como nos capitulos an-

teriores.

Como pode ser observado na Figura 7a, 0 metodo de interpolacdo adotado produz exce-
lente aproximacéo para o hidrograma afluente, sem a introducéo de minimos ou maximos es-
purios entre os pontos originais. Os resultados entre 0os métodos numéricos apresentam diferen-
cas visiveis, como ilustrado nas demais figuras, com diferenca de 14 cm para o valor maximo
de h (Figura 7b), diferenca igual a 1,13 m3/s entre vaz6es maximas efluentes com tempos de
pico diferentes também (Figura 7c). A Figura 7d mostra a varia¢do do volume em funcéo do
tempo, também com resultados ligeiramente diferentes, percentualmente igual a encontrada

para 0s maximos de h uma vez que Volume = h.Ar.

45 T T T T T T 7
O Hidrograma original
40 Hidrograma interpolado sk = i
X:82.78
35 4 Y:6.137
5F |
30
7 25 4
E E
o 20 < 3
15
2k
10
1k
5 Runge-Kutta de 52 ordem
— —*—- Método de Euler
. . . . o . .
20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140
t [min] (a) t [min] (b)
x 10"
45 T T T 8
o e Hidrograma afluente
X:4567 7 H
40 Y- 42.96 Runge-Kutta de 5 ordem 7
: — === Método de Euler
35
6
30
_5
&
@ 25 E
& g4
o 20 3 3
>
: X:79.93 3
15 : vi1242| |X 8278
; o Y:11.29
: = 2
10 H ey
; ’ -
: / 1
5 : J i ,/ Runge-Kutta de 5% ordem
S - i = —— - Método de Euler
ol ! . . . . 0 . .
0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140
t [min] (C) t [min] (d)

Figura 7 — Calculos realizados para Nt = 50 (At = 171,2792 s): (a) Esta imagem ilustra o resultado da interpola-
cao; (b) h em funcéo do tempo; (c) Hidrograma afluente e hidrograma efluentes calculados com os dois métodos
indicados; (d) variagdo do volume com o tempo
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Os resultados da Figura 7 foram obtidos com At =171,2792 s, com Nt = 50. O refinamento

da malha para Nt = 1000 (At = 8,4011 s) néo representa aumento importante no custo compu-

tacional e produz uma reducdo expressiva nas diferencas entre os valores maximos calculados

com os dois métodos. Como exemplos, menciona-se que 0s maximos valores de h passam a se

distanciar em apenas 7 mm e as vazdes maximas em 0,0593 m3/s. Adicionalmente, cabe ressal-

tar que esse refinamento ndo modifica de forma significativa o resultados anterior calculado

com o método de Runge-Kutta de 5% ordem devido a sua elevada ordem de convergéncia. A

vazdo méxima efluente, por exemplo, passa de 12,42 m3/s para 12,43 m3/s, uma diferenca sim-

plesmente numérica.

Algumas observagdes sobre a interpretacdo dos resultados devem ser destacadas:

1) A vazdo de entrada, Qe, permanece maior que a vazdo total de saida, Qs, até o instante

2)

3)

4)

5)

6)

(tps = 79,93 min, considerando o método de Runge-Kutta) em que estas duas vazdes sao
igualadas (veja a Figura 7c). Nesse intervalo temporal ha o enchimento do reservatorio
(veja a Figura 7d).

Para t > tps, ocorre Qs > Qe, isto €, a vazdo total de saida passa a ser maior que a vazdo
de entrada. O esvaziamento do reservatorio acontece para t > tps.

Como consequéncia das observacdes 1 e 2, conclui-se que 0 volume maximo ocorrera
para t = tps. Matematicamente, se Qe = Qs, d\Vol/dt = 0, resultado que indica o ponto de
méaximo da funcdo Vol = Vol(t).

O célculo do volume méximo pode ser realizado de forma simples com o grafico da
Figura 7d. De outro modo, empregando os hidrogramas, o calculo do volume maximo

pode ser feito com a seguinte integracdo (ver destaque na Figura 8):
s tos

max(Vol) = J.Qe(t)dt— j Q. (t)dt .
0 0

No codigo desenvolvido, a integracao anterior foi realizada com o método dos trapézios
e com o metodo dos retangulos. O erro entre os resultados obtidos com esses métodos
diminui com o refinamento da malha.

Uma sintese das conclusdes precedentes € obtida com a exibicdo simultanea das curvas
de Qe(t), Qs(t) e Vol(t), como na Figura 8.
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\ —Qs
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t [min]

Figura 8 — Hidrograma de entrada, hidrograma de saida e relagdo com Vol(t)

Tabela 2 — Codigo para solugdo do problema 7.2 — Runge-Kutta de 52 ordem

%Coédigo para solucdo da equacdo de conservacdo de massa para uma bacia de
%detencdo. Métodos numéricos: Runge-Kutta de 12 (Euler) e 52 ordens.

%METODOS COMPUTACIONAIS EM HIDRAULICA
%André Luiz Andrade Simdes, Harry Edmar Schulz e Rodrigo de Melo Porto.
clear all

Qel = [0.00; 1.40; 4.00; 20.07; 22.90; 43.00; 32.55; 27.51;...
20.04; 12.69; 11.14; 8.65; 6.78; 5.62; 3.96; 2.48; 1.71; 1.16];
%Vazdes do hidrograma de entrada 1 (dados de Canholi, A.P. (2005, p.209).

%Drenagem Urbana e Controle de Enchentes. Oficina de Textos. Referente

%ao projeto do Reservatério da Av. Pacaembu).

tempo=[0.00; 971.09; 1199.25; 1786.35; 2086.60; 2760.00;...
3420.06; 3758.32; 4209.82; 4805.74; 5043.19; 5406.04;...
5781.63; 6012.24; 6604.44; 7209.66; 7807.80; 8392.68];

%Instantes correspondentes as vazdes Q

[al,a2] = size(tempo);

tt = tempo(al,l);

%Tempo total em [s]

Nt = 50;

%Numero de nos da malha temporal
dt = tt/(Nt-1);

g=9.8;
hO = 0.0;

%Para uso com R-K de 52 ordem:

h = zeros(Nt,1);

%Vetor com as profundidades (bacia de detencédo)
h(1,1) = hO;

%valor inicial

Qo = zeros(Nt,1);

Qv = zeros(Nt,1);

%Para uso com o método de Euler:
hEuler = zeros(Nt,1);
hEuler(l1,1) = hO;

QoEuler = zeros(Nt,1);
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QvEuler = zeros(Nt,1);

plot(tempo/60, Qel) %Hidrograma original
xlabel ("t [min] ")

ylabel("Q [m"3/s]")

legend("Hidrograma original™);

pause()

tint=linspace(0, tt,Nt);

%E gerada uma malha com nimero de nos igual a Nt e de 0 a tt, tint.
Qelint=interpl(tempo,Qel(:,1),tint, "pchip”);

%spline (ndo é adequado), pchip (Hermite cubico é uma opcdo melhor).
Qelint=Qelint";%Calculo da transposta.

%Novas interpolacdes para uso do método de Runge-Kutta de 5a ordem
%com as vazdes de entrada armazenadas em um vetor. Observe que o método
%requer a realizacdo de calculos em t+(1/4)dt; t+(1/2)dt e t+(3/4)dt.

dtl4=dt/4;

Ntl4=tt/dtl4+1;

tintl4=linspace(0,tt,Ntl14);
Qelintl4=interpl(tint,Qelint(:,1),tintl4, "pchip”);
Qelintl4=Qelintl4-;

dtl2=dt/2;

Ntl2=tt/dtl12+1;

tintl2=linspace(0,tt,Ntl2);
Qelintl2=interpl(tint,Qelint(:,1),tintl2, "pchip”);
Qelintl2=Qelintl2";

ni = 10000; %ni & um fator de reducdo para dt3 que pode melhorar
%a aproximacdo, para malhas pouco refinadas, para k5 cujo calculo
%requer o calculo da vazdo em t+(3/4)dt

dt34=dt*(3/4)/ni;

Nt34=tt/dt34+1;

tint34=linspace(0,tt,Nt34);
Qelint34=interpl(tint,Qelint(:,1),tint34, "pchip”);
Qelint34=Qelint34-;

plot(tempo/60, Qel, "o", tint/60, Qelint, "-7)

xlabel ("t [min] ")

ylabel("Q [m"3/s]")

legend("Hidrograma original®, "Hidrograma interpolado®);
pause()

%0%%%%%%%%%%% Estruturas Hidraulicas de saida %%%%%%%%%%%%%%

%Orificio retangular junto ao fundo:

a=0.5;
b =1.0;
Ao = a*b;
Cdo = 0.65;

%Vertedor de parede delgada:

Lv = 2.0;
Cdv = 0.728;
P = 4.65;
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%0%%%%%%%%%%% Geometria do reservatorio %%%%%%%%%%%%%%

Ar = 12250;
%Area do reservatéorio (em planta) [m2]

%PROCESSAMENTO:

k=1;
t14=0; t12=0; t34=0;
for t=dt:dt:tt

%Decisao sobre os calculos de Qo e Qv com base nas restricodes
%correspondentes:

if (h(k,1))>a
do=1;
else
do=0;
end

if h(k,1)>P

dv = 1;
else

dv = 0;
end

%Calculo da posicao (‘'coordenadas'™) do elemento matricial de inte-
resse na matriz de Q:

t14=t+(1/4)*dt;

testeld=abs(tintl4-tl4);

[aa,n14]=min(testeld);

t12=t+(1/2)*dt;
testel2=abs(tintl2-t12);
[aa,n12]=min(testel2);

Y%pause()

t34=t+(3/4)*dt;
teste34=abs(tint34-t34);
[aa,n34]=min(teste34);

Y%pause()

k1 = (1/Ar)*(Qelint(k,1)-Qo(k,1)-Qv(k,1));

%6%%
ho=do*((h(k, 1)+(1/4)*k1*dt)-a/2);
hv=dv*((h(k, 1)+(1/4)*k1*dt)-P);

k2 = (1/Ar)*(Qelintl4(nl4d,1l)-
(Cdo*Ao*(2*g*ho)0.5+(2/3)*Cdv*((2*g)"0.5)*Lv*hv"(3/2)));

%%%

%%%

ho=do*((h(k,1)+(1/8)*k1*dt+(1/8)*k2*dt)-as/2);
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hv=dv*=((h(k, 1)+(1/8)*KL*dt+(1/8)*k2*dt)-P);

k3 = (1/Ar)*(Qelintl4(nl4,1)-

(Cdo*A0* (2*g*h0) 0. 5+(2/3) *Cdv* ((2*g)"0.5) *Lv*hv~(3/2))) ;
%6%%
%6%%
ho=do*((h(k, 1)-(1/2)*k2*dt+k3*dt)-a/2);
hv=dv*((h(k,1)-(1/2)*k2*dt+k3*dt)-P) ;

k4 = (1/Ar)*(Qelintl2(nl2,1)-
(Cdo*A0*(2*g*h0)"0. 5+(2/3)*Cdv* ((2*g) 0. 5) *Lv*hvA(3/2))) ;
%69%%
ho=do*((h(k,1)+(3/16)*k1*dt+(9/16)*ka*dt)-a/2);
hv=dv*((h(k, 1)+(3/16)*k1*dt+(9/16)*kd*dt)-P) ;

k5 = (1/Ar)*(Qelint34(n34,1)-
(Cdo*Ao*(2*g*ho)0.5+(2/3)*Cdv*((2*g)"0.5)*Lv*hv"~(3/2)));

%%%

%%%

ho=do*((h(k,1)-(3/7)*k1*dt+(2/7)*k2*dt+(12/7)*k3*dt-
(12/7)*k4*dt+(8/7)*k5*dt)-as/2);

hv=dv*((h(k,1)-(3/7)*k1*dt+(2/7)*k2*dt+(12/7)*k3*dt-
(12/7)*k4*dt+(8/7)*k5*dt)-P);

k6 = (L/Ar)*(Qelint(k+1,1)-
(Cdo*Ao*(2*g*ho)0.5+(2/3)*Cdv*((2*g)"0.5)*Lv*hv"~(37/2)));

%%%

%%%

%Atualizacdo (R-K 52 ordem):

h(k+1,1)=h(k,1)+(dt/90)*(7*k1+32*k3+12*k4+32*k5+7*k6) ;

ho=do*(h(k+1,1)-as/2);
hv=dv*(h(k+1,1)-P);

Qo(k+1,1)
Qv(k+1,1)

do*Cdo*Ao*(2*g*ho)"0.5;
dv*(2/3)*Cdv*((2*g)"0.5)*Lv*hv~(37/2);

%Método de Euler (Inicio):

if (heuler(k,l1l))>a
doEuler=1;
else
doEuler=0;
end

if heuler(k,1)>
dvEuler = 1;
else
dvEuler
end

0;
kiEuler = (1/Ar)*(Qelint(k,1)-QoEuler(k,1)-QvEuler(k,1));
hEuler(k+1,1)=hEuler(k,1)+dt*kl;

hoEuler=doEuler*(htuler(k+1,1)-a/2);
hvEuler=dvEuler*(htuler(k+1,1)-P);

QoEuler(k+1,1)
QvEuler(k+1,1)

Cdo*Ao*(2*g*hoEuler)”0.5;
(2/3)*Cdv*((2*g)"0.5)*Lv*hvEuler~(3/2);
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%Método de Euler (Fim).
k=k+1
end
%POS-PROCESSAMENTO:
plot(tint/60,h,tint/60,hEuler)
xlabel ("t [min] ")
ylabel("h [m]*)
pause()

Qt = Qo+Qv;
QtEuler=QoEuler+QvEuler;

[aa,bb]=max(Qt);

Volumel = trapz(tint(l,1:bb),Qelint(1:bb,1))-
trapz(tint(l,1:bb),Qt(1:bb,1))

Volume2 = dt*(sum(Qelint(1:bb,1))-sum(Qt(1l:bb,1)))

%%uGraficos:
%1) Hidrogramas:

plot(tint/60, Qelint, tint/60, Qt, tint/60, QtEuler)
xlabel ("t [min] ")
ylabel("Q [m"3/s]")

Euler®);
pause()

%Volume=F(t):
plot(tint/60, Ar.*h(:,1), tint/60, Ar.*hEuler(:,1))

xlabel ("t [min]")
ylabel ("Volume [m"3]7)

legend("Runge-Kutta de 52 ordem®”, "Método de Euler”,4);

legend("Hidrograma afluente®, “Runge-Kutta de 52 ordem-®,

legend("Runge-Kutta de 52 ordem®, "Método de Euler®,4);

"Método de

Problema 7.3 — Escoamento em um canal de um sistema extravasor

Os sistemas extravasores sao empregados em estruturas hidraulicas de grande porte, como

em reservatorios construidos para auxiliar o abastecimento de gua em cidades e em barragens,

sendo normalmente denominados, neste caso, como vertedores ou vertedouros. Reservatorios

menores pertencentes a instalagcdes prediais também possuem sistemas que possibilitem o es-

coamento seguro de eventuais excessos de agua.
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Tratando-se do sistema de uma barragem, que faz parte do escopo deste problema, devem
ser destacadas as seguintes defini¢bes (ver Figura 9): O vertedor é um orificio de grandes di-
mensdes sem a parte superior; o sistema extravasor pode ter um vertedor controlado por com-
portas ou um vertedor sem comportas (como ilustrado na Figura 9); a jusante do vertedor ha
um canal denominado “canal de queda” ou “rapido” ou simplesmente canal do sistema extra-
vasor; o canal deve conduzir a agua ao dissipador de energia, que pode ser uma bacia de dissi-
pacdo por ressalto hidraulico ou uma concha de langamento, por exemplo, como na Figura 9.

Observe também que muros laterais sdo necessarios ao longo da estrutura.

Vertedor

Muro lateral

B

Conchade
langamento

Figura 9 — Exemplo de um possivel sistema extravasor

Este problema tem como objetivo calcular a altura de escoamento ao longo do vertedor e
do canal do sistema extravasor. Admite-se que 0 escoamento ocorra em regime permanente,
com distribuicdo de pressdes hidrostatica e como unidimensional. Essas simplificacbes podem
conduzir a resultados aceitaveis para o calculo da linha d’agua, mas ndo representam o escoa-
mento real, que € turbulento, tridimensional e com flutuacGes de pressao cujo conhecimento é
importante para avaliar o risco de ocorréncia de cavitacdo. Levando em conta as simplificaces,
0 modelo matemaético passa a ser a equacdo diferencial do escoamento permanente gradual-

mente variado, reescrita a seguir:

d -
dx cosO—aFr?’

(17)

Nesta equacéo, h é a altura de escoamento e x 0 eixo ao longo do canal; 1o = sen, sendo 6 uma
funcdo de x para o trecho inicial, que € um vertedor de soleira espessa com uma forma definida
a partir da linha d’agua inferior de uma lamina vertente através de um vertedor de parede del-

gada .(PORTO, 2006, cap. 12) Ao longo da historia foram propostas algumas funcfes para o
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calculo da forma da estrutura, sendo possivel encontrar propostas de Creager, Scimemi (mais
conhecidas) e de outros autores. Empregando a equacdo de Scimemi, pode-se escrever a equa-

cao 18, com defini¢des dadas na Figura 10.

1
PTYES
d

X85 —ax", (18)

N.A. Linha de energia

N
«
<>

R =05hy
R2 = 0’2hd
a=0,175hy
b=0,282h,

Figura 10 — Defini¢des basicas
Fonte: Adaptado de U.S. Army Engineers Waterways Experiment Station.

A vazdo especifica de projeto (vazéo por unidade de largura) esta relacionada com a carga

hidraulica a montante do vertedor por meio da seguinte equacao

Gs = CoH2, (19)

em que, Ho = hq + h,, hg = carga de projeto, ha = carga cinética de aproximagao. C, € o coefici-
ente de vazdo, que pode ser calculado com a equacéo 20, resultado de um ajuste proposto por
Simdes (2012) aos dados publicados no conhecido livro Design of Small Dams .(ESTADOS
UNIDOS, 1987, p. 370)
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0

0,639
C, =1661+ 0’509tgh[1’933{HiJ } , com unidades de acordo com o S.1.. (20)

Combinando as equacdes 19 e 20:

0,639
Qg = {1,661+ 0,509tgh{1,93?{Hi] ]}Hg' z, (21)

0

A carga hidraulica total a montante pode ser escrita com a forma abaixo, lembrando que

o canal de aproximacao é retangular, com area molhada igual a b(P+hg).

Hy=hyth, <hy4— @ _p e (22)
° @ 2g[b(P +h )]? 2(P+hy)?

Com a solucéo desse sistema de equacOes algébricas, determina-se hq e, em seguida, o coefici-
ente “a” da equacdo 18 que permite o desenho do trecho de interesse do perfil do vertedor.
Como “x” é um eixo intrinseco ao fundo do canal (segue o tracado do fundo, com origem no
zero indicado na Figura 10), devem ser observadas as relagdes a seguir, que incluem o eixo

horizontal “X” (definido na Figura 10).

g_; =tg0 =naX"? .. 0 =atg(naX"?) . (23)

Note-se também que o célculo de Ax € relacionado ao valor de AX por
AX L coso. (24)
AX

Com base no equacionamento apresentado e nos dados a seguir, desenvolva uma planilha
para o céalculo de h(x) com o método de Euler. Apresente os resultados em graficos que ilustrem

h=h(x) e o fundo do canal com a linha d’agua. Utilize a equacdo de Swamee para o calculo do

fator de cisalhamento e considere a. = 1.



Tabela 3 - Tabela com dados para o problema.

Q b P g n VH 0, v €
[mé/s] [m] [m] [m/s?] [m/m] [rad] [re/s] [m]
400 40 30 9,8 1,85 1,25 |0,89606 | 0,000001 | 0,0008
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Nota: 6. € o &ngulo de fundo em relagdo a horizontal para o trecho com declividade constante.
Solugéao

O método de Euler aplicado a EDO deste problema transforma a equacdo original na

seguinte forma discreta:

his =h; + AXF(h;)

O

J (25)
cosO—aFr? J;

Empregando as equacdes ja estudadas (Darcy-Weisbach, Swamee e definicdo de Fr),
pode-se elaborar a planilha sem dificuldades. Note que uma parte da planilha usara o solver
para o calculo de hq, necessério para a determinagdo dos pontos do trecho do canal com fundo
variado (perfil Scimemi). O leitor encontrard uma possivel forma de elaborar a planilha na pasta

de arquivos deste capitulo. O trecho abaixo contém os calculos preliminares:

q h. hy h, H, F(hyg =0 V. a AX o
[e/s] [m] [m] [m] [m] [vs] [m]
10 2,17 2,76 [0,00475| 2,77 |16E-06| 0,31 |[0,21067| 0,01

Com esses resultados iniciais, os pontos que definem o vertedor podem ser calculados, assim

como as fungdes trigonométricas de interesse (veja o trecho a seguir).

X Y dY/dX= 0 cos0 seno
[m] [m] tgo [rad]

0 0 0 0 1 0
0,01 4,2E-05 | 0,00778| 0,00778 | 0,99997 | 0,00778
0,02 0,00015 | 0,01402| 0,01402 | 0,9999 | 0,01402

Neste estagio, devem ser calculadas (com base em h;, para i=1) as seguintes grandezas:

Area molhada, perimetro molhado e raio hidraulico; velocidade média, com V = Q/A; niimero
de Reynolds e rugosidade relativa; fator de cisalhamento e declividade da linha de energia;
namero de Froude. Essas contas tornam possivel o calculo de F(hi) e, em seguida, de hi, como

exposto no seguinte trecho da planilha:
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i h; F(hy) Fri? ki A P Rhi \ Re; &/Dy; f Z(X)
[m] [] [m/m] [m?] [m] [m] [m/s] [] [-] []
1 2,147302| 0,05648 | 1,03061 | 0,00173| 85,8921 | 44,2946 | 1,93911 | 4,65701 | 3,6E+07| 0,000103 | 0,01212 | -2,1473
2,14787 | -0,2028 [1,029797| 0,00173 | 85,9147 | 44,2957 | 1,93957 | 4,65578 | 3,6E+07| 0,000103 | 0,01212 | -2,1479
3 2,14584 | -0,3743 | 1,03272 | 0,00173| 85,8336 | 44,2917 | 1,93792 | 4,66018 | 3,6E+07| 0,000103 | 0,01212 | -2,1459

N

Como estratégia matematica, considere o valor inicial, hi=1, como 99% da profundidade critica.
Se for considerada a profundidade critica, com o = 1, havera divisdo por zero em F(hi) e 0s
calculos seguintes tornam-se impossiveis. Observe que o ponto de maximo da forma de fundo
corresponde a posi¢do de ocorréncia da altura critica desprezando-se as perdas de carga. Deste
modo, assumir um valor muito préximo da altura critica na crista do vertedor é razoavel e pro-

ximo a fisica do problema.

A posicédo da superficie livre no mesmo sistema de coordenadas da forma de fundo, isto

é, (X,Y), é calculada na ultima coluna com a seguinte equagéo:
z4(X)=Y, —L(ZG)
o ' cos6,

A Figura 11 resume os resultados, ilustrando o fundo do canal com a linha da superficie
livre (Figura 11a e detalhe na Figura 11b). A Figura 11c mostra h(x) com origem no nivel critico
aproximadamente como comentado, e com valores decrescentes, caracterizando a curva Sz es-

perada para esse tipo de problema.*°

= Fundo do canal
——Perfil da superficie livre

£ 10 £
> >
15 A 5 -
20
25 1 1 1 1 10
0 5 10 15 20 25 0 5
X [m] (a) X [m] (b)

10 Ver descricdo em Porto, 2006.
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Figura 11 - Solucao do problema

Para pensar

A posicdo X = La é aquela onde a espessura da camada limite é igualada a altura de escoa-
mento. Nessa posicdo a superficie livre se torna mais agitada e as estruturas turbulentas for-
madas provocam o “rompimento” da superficie com a formacéo de ondas, volumes de liquido
dispersos que foram ejetados em direcdo ao ar e que, sob a agdo da gravidade, s&o reinseridos
na massa liquida. Esses fenbmenos promovem a mistura da d&gua com o ar. Pesquise uma
formulacéo para o calculo de La e verifique se havera o inicio da aeragdo superficial descrita
para as condic¢des deste problema. Sugestdo: Formulagdo de Wood et al. (1983), citado em
Simdes (2008, 2012).

Agua

7 % Camada-limite

Inicio da aeracdo

Figura 12 — Escoamento em um vertedor-extravasor.

Problema 7.4 — Escoamento completamente desenvolvido em conduto for¢gado: Uma introdu-
¢do a Mecanica dos Fluidos Computacional

O ser humano certamente precisou tratar de questfes relacionadas a agua e a outros flui-
dos desde o inicio. Registros historicos sobre esses tempos antigos sao raros e ndo respondem
a davidas sobre os primeiros mecanicistas dos fluidos. Apesar dessa condi¢do de desconheci-
mento, ha informacdes relevantes sobre feitos ndo tdo recentes, como o trabalho de Archimedes
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(285-212 a.C.) sobre forcas em corpos submersos; o trabalho de Leonardo da Vinci (1452-
1519), que deduziu a equacdo de conservacdo de massa unidimensional e em regime perma-
nente, além de ter sido capaz de visualizar e desenhar muitos escoamentos interessantes, como
0 escoamento sobre um degrau, escoamentos sobre escadarias, entre outros casos de escoamen-
tos turbulentos .(RICHTER, 1883) Naturalmente, outros nomes surgem em uma observacgéo
dos registros (veja, por exemplo, o Mathematics Genealogy Project),** como Galileu (1564-
1642) e suas ideias basicas com diversos desdobramentos, tendo sido, por exemplo, orientador
do matematico e hidraulico Castelli (1578-1643). Castelli foi professor de Torricelli (1608-
1647), conhecido estudioso de fisica e mecéanica dos fluidos, provavel criador do barébmetro e
aquele que deduziu a relagdo entre velocidade tedrica e carga hidraulica para escoamento atra-

ves de um orificio de pequenas dimensdes (PORTO, 2006).

A estrutura cientifica ligada a fisica-matematica erguida com a publicacdo dos trabalhos
de Newton (1642-1727) e Leibniz (1646-1716) foi o substrato para a construgéo da Mecénica
dos Fluidos nos anos seguintes. Ainda no século XVIII Euler (1707-1783) deduziu, com base
nas trés leis de Newton, as equacdes diferenciais parciais hiperbdlicas hoje conhecidas como
equacOes de Euler, modelo que néo inclui efeitos viscosos. Ele era camarada de Daniel Ber-
noulli (1700-1782), filho de Johan Bernoulli (1667-1748), e foi o responsavel pela deducdo da
equacdo conhecida como “equacdo de Bernoulli”, enunciada por Daniel Bernoulli por meio de
palavras em seu livro Hydrodynamics (WHITE, 2002). Entre os desenvolvedores da Mecénica,
merece destaque o francés Lagrange (1736-1813), aluno de Euler e orientador de Fourier (1768-
1830) e Poisson (1781-1840). O estudo de ondas naturalmente recupera as contribuigdes de
Fourier, professor de Gustav Dirichlet (1805-1859) e do engenheiro Navier (1785-1836). Neste
estagio da génese académica brevemente esbocada nas linhas anteriores, surge a equacgéo de
Navier, em 1822, equacdo diferencial parcial com termos adicionais em relacdo a equagéo de
Euler, termos esses que representam os efeitos viscosos. Contribui¢des analiticas de Cauchy
(1789-1857) resultaram no conceito de tensdo ou tensor das tensdes e na equacao de Cauchy,
com deducdo bem definida. Apos vinte e trés anos, em 1845, George Gabriel Stokes (1819-
1903) publicou um artigo com a deducdo completa da relagdo constitutiva entre tenséo e defor-

magcAo valida para fluidos newtonianos. 2

11 Disponivel em <http://www.genealogy.ams.org/>. Acesso em: 25 fev. 2016.

12 \Veja essa deducdo em White, 2002; Simdes, 2012.
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A equacéo e conservacgdo de massa escrita para um fluido em escoamento e a equacéo de
Navier-Stokes (ou equacdes de Navier-Stokes, sendo o plural valido por se tratar de uma equa-
cao vetorial) estavam estabelecidas em 1845, mas a solugédo analitica desse sistema com quatro
equacdes e quatro incognitas, considerando aqui a incompressibilidade, ainda ndo é conhecida.
Com o surgimento dos computadores modernos durante a segunda guerra mundial (1939-1945)
e evolucdo dessas méaquinas, incluindo aplicacdo da algebra de Boole (1815-1864), o calculo
numérico pode vislumbrar aplicacbes mais avancadas. Os avangos na mecanica quantica pos-
sibilitaram uma segunda geracéo de computadores baseada em transistores, com processamento
mais rapido e menores dimensdes em relacdo aos que empregavam valvulas. Esses avangos
interessam muito quando se trata de Mecanica dos Fluidos Computacional uma vez que as
equac0es diferenciais parciais sdo substituidas por aproximacdes algébricas que devem ser re-
solvidas em dominios discretos, i.e., dominios com malhas formadas por posicdes especificas

para solugéo das equacdes.

Em um sentido amplo, julga-se correto entender que Hidraulica e Mecénica dos Fluidos
sdo termos com significados sinbnimos. Avancando além das palavras, os contetudos dos pro-
blemas resolvidos neste livro também revelaram tal similaridade. O presente problema tem
como objetivo estudar uma forma simplificada das equacdes de Navier-Stokes. Tal forma é
escrita para o escoamento completamente desenvolvido em condutos forcados e, matematica-
mente, € uma equacao diferencial parcial com caracteristica parabolica. Sendo assim, ela ndo
representa uma formulagcdo matematica nova exposta aqui, uma vez que o capitulo 6 resolveu
numericamente esse tipo de equacdo diferencial parcial. Iremos mais além porque o problema
e sua formulacéo fisica-matematica (equacao de Navier-Stokes) surgem pela primeira vez neste

livro.

Em um escoamento completamente desenvolvido, a forma da distribuigéo de velocidades
na secdo transversal do conduto ndo € dependente da posic¢ao ao longo do conduto. Em regime
variavel, em secOes distantes das extremidades do conduto também podem ocorrer escoamentos
completamente desenvolvidos. Nesse caso, a forma do perfil de velocidades muda com o tempo
em uma dada sec¢éo transversal, mas néo sofre alteracGes devido a efeitos convectivos. Como
um subproblema, sugere-se ao leitor demonstrar a equacao 27 para 0 escoamento completa-
mente desenvolvido a partir das equacgdes de Navier-Stokes escritas para escoamentos incom-
pressiveis, que podem ser encontradas em Batchelor (2000) e Schulz (2003). Como solucao,

restard a aceleracdo local (primeiro membro da equacéo 27), termos difusivos (termos presentes
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no segundo membro, vinculados a viscosidade) e parte do gradiente de pressdo (funcdo apenas

do tempo).
ow _p[o'w o'w) 10p 27)
a plox2 oy?) paz’

em que w = w(x,y,t) € a funcdo distribuicdo de velocidades, dependente do tempo e em uma

secdo transversal xy; u = viscosidade dindmica, p = massa especifica, p = p(z,t), sendo o eixo

z perpendicular ao plano xy.

O esquema numeérico adotado para resolver a equacdo anterior é semelhante ao empre-

gado no capitulo 6, reescrito a seguir para a velocidade:

W _wn
ow _ Wi Wi (28)
ot At
o*w Wiy —2Wiy + Wil (29)
ox% Ax? ’
*w  Wilja —2Wi% + Wi, (30)
o ay? |

em que W é a velocidade calculada numericamente, sendo uma aproximacéo para a solucéo
analitica w(x,y,t). E valido recordar que esse esquema numérico é condicionalmente estavel. A

estabilidade devera ser garantida com o critério exposto no capitulo 6, escrito a seguir:

Atsi(Ax2+Ay2), (31)
8p
Substituindo as aproximacdes para as derivadas, escreve-se:
Wil _pn s faj — 2Wi + WL . i — 2Wi + Wiy At 1P (32)
1] "

1) p AXZ AyZ ) oz
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Neste estagio, resta desenvolver um algoritmo para solucionar a equacéo 32. Uma sugestdo é
apresentada a seguir, na Tabela 4. Seguindo o padréo adotado ao longo deste livro, mais uma
vez 0 programa € apresentado com 0s comentarios. Observe que no pré-processamento sdo
definidos dados geométricos basicos do dominio computacional, como Lx e Ly, que represen-
tam base e altura do retdngulo que define o dominio mencionado. A forma da se¢&o transversal
é definida no lago pertencente a etapa de processamento. Dois exemplos sdo fornecidos com o
codigo da Tabela 4, a saber: (1) Uma secdo com sélidos internos; (2) Uma secéo circular. O
gradiente de pressdo também € inserido no processamento, representado pela letra G. Como
condicdo inicial, considera-se o repouso. Sendo G = constante, o pds-processamento mostrara
ao leitor o comportamento transitério do perfil de velocidades, que evolui para o estado estaci-
onario. Empregando G definido com uma senoide, o leitor observard o escoamento variavel
enquanto durar a simulagdo numérica. Apoés a leitura do cddigo, observe alguns graficos que

vocé deve obter com ele.

Tabela 4 — Codigo para solucdo do perfil de velocidades ndo permanente e plenamente desenvolvido

clear

%0 comando anterior apaga os dados da meméria toda vez que o coédigo for
%ativado.

%Métodos Computacionais em Hidraulica
%André Luiz Andrade Simbes, Harry Edmar Schulz, Rodrigo de Melo Porto

%PRE-PROCESSAMENTO:

%Dimensdes do dominio retangular principal. O dominio é definido como
%sendo um retangulo. Dentro dele, é possivel estabelecer contornos de tal
%maneira que a secdo transversal assuma a forma desejada.

Lx=1; %Em metros.

Ly=1; %Em metros.

Raio = 0.5;%Para simulacdo em secédo circular.

%Numero de divisdes nos eixos espaciais. Estes valores sdo empregados
para

%o calculo de dx e dy, que representam os espacamentos entre os nés da
malha.

Nx=50;

Ny=50;

dx=Lx/(Nx-1);
dy=Ly/(Ny-1);

tt=500;%tempo total, em segundos.
Nt=5700;%numero de divisdes no eixo temporal

dt=tt/(Nt-1) ;%espacamento entre os nos do eixo temporal
m=1.5;%Viscosidade dinamica
ro=1264;%Massa especifica

dtest=(1/8)*(dx"2+dy"2)/(m/ro) ;%Estimativa do valor de dt vinculado
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%ao critério de estabilidade

%Matrizes para armazenar X e y, posicfes nos eixos coordenados.
x=zeros(Nx,1);
y=zeros(Ny,1);

%"'Matriz 3D" para armazenar os perfis calculados em diferentes instantes.
Wn=zeros(Nx,Ny,Nt);

%Condicdo inicial:

%Matrizes para armazenar as condicfes iniciais. Neste caso a condicao
%inicial é o repouso.

W=zeros(Nx,Ny);
WW=zeros(Nx,Ny);

Wn(:,:z,1)=Ww;
%PROCESSAMENTO:

n=1;%n=1 corresponde a t=0, n=2 a t=dt,
for t=dt:dt:tt %ndo é t=0:dt:tt porque em t=0 esta a condicado inicial.
n=n+1

%0 gradiente de pressédo é denotado por G:

%G=cos(0.4*t);
%G=-cos(0.4*t) . *exp(-0.01*t);
G=-m;
for 1=2:Nx-1
x(i,1)=(i-1)*dx;
for j=2:Ny-1
y(d.1)=0-1)*dy;

%Aqui vocé deve definir a forma da secdo transversal do con-

duto.
%0 if é usado para definir a geometria.
% if x(i,1)>=0.4 && y(J,1)>=0.4 && x(i,1)<=0.6 && y(j,1)<=0.9
Il---
% x(i,1)>=0.3 && y(j,1)<=0.1 && x(i,1)<=0.7 |]---
% x(1,1)>=0.3 && y({,1)>=0.9 && x(i,1)<=0.7 |]---
% v({(,1)>=0.3 && y(J,1)<=0.7 && x(i,1)<=0.1 |]---
% v(,1)>=0.3 && y(J,1)<=0.7 && x(i,1)>=0.9

%Secdo retangular:
%if i==1 || §==1 || i==Nx || J==Ny

%Secdo circular:
if sqrt((x(i,1)-Lx/2)"2+(y( ,1)-Ly/2)"2)>=Raio

%Se a condicdo em "if" é satisfeita, a velocidade WW é
igualada a zero, ou
%seja, ha um sélido interno e a equacdo discretizada nao

%resolvida ali. Matematicamente, impde-se a condicédo de

%deslizamento:
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WW(i,3)=0;
else %Sendo, entdo a equacdo é resolvida.

WW(E, §)=W(i, +Mm/roy*de*(W(i-1,§)-2*W(i, j)+. ..
W(i+1,3))/(@x*2)+(W(i, §-1)-2*W(i, j)+W(i,J+1))/(dy"2)) . . .
-dt*G/ro;
end
end
end
%Note que foram definidas duas matrizes para a velocidade: W e WW.
Para
%este programa € necessario usar WW para que durante a solucdo em um
dado instante ndo seja substituido o
%valor de W do instante passado por um valor do instante atual.
W=Ww;

%0 valor atual é entdo armazenado em Wn. Esta forma de programar faz
%com que o processamento seja mais rapido do que armazenar direto em
%Wn .

wWn(:,:z,n)=W;
end

%POS-PROCESSAMENTO:
[X, Y] = meshgrid(linspace(0,Lx,Nx),linspace(0,Ly,Ny));

op=2;%Escolhe entre ver o perfil colorido ou um perfil
%com a forma de uma malha.

if op==1

for n=1:1:Nt
mesh(Wn(:,:,n),Y,X, "FaceColor”, "blue”, "EdgeColor®, "none*")
camlight right; lighting phong
yihim(Imin(min(X)) max(max(X))1)
zhim([min(min{Y)) max(max(Y))1)
xbim([min(min(min(Wn))) max(max(max(Wn)))1)

view(30,15);
xlabel ("W(t) ")
zlabel ("x")
ylabel("y")
M=getframe;

end

end

if op==2

%mov=avifile("Evol_w_v5._avi~, "compression”, “None");%Ndo comentar para
gravar o video

for n=1:5:Nt

t=(n-1)*dt;

mesh(Wn(:,:,n),Y,X, "EdgeColor”, "black®)

camlight left; lighting phong

yihim(Imin(min(X)) max(max(CX))1)

zhim([min(min(Y)) max(max(Y))1)

xLim([min(min(min(Wn))) max(max(max(Wn)))1)

view(30,15);

xlabel ("W(t) ")
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zlabel ("y™)
ylabel ("x")
title(["t = ",num2str(t/60)," [min]"])
M=getframe;
pause()
%mov=addframe(mov,M) ;%Nao comentar p/ gravar o video
end
end
%mov=close(mov) ;%Ndo comentar para gravar o0 video

As imagens da Figura 13 foram calculadas para uma sec¢éo circular. Essas figuras ilustram

a evolucdo do perfil de velocidades. O uso do codigo e observacao da animag&o dos resultados
mostra a sua tendéncia assintotica ao perfil permanente. Como sugestdo para estudo do escoa-
mento laminar plenamente desenvolvido com auxilio do método numérico e computacional
proposto, considera-se interessante avaliar o refinamento da malha e a sua relagdo com o valor
de uma velocidade de referéncia pertencente ao perfil permanente, como a velocidade maxima
ou a velocidade média. Pode-se calcular também o valor de C = fRe, em que f = fator de cisa-

Ihamento de Darcy-Weisbach e Re = nimero de Reynolds, como foi feito neste exercicio.

t=0[min] t=0.073112 [min]
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Figura 13 — Solucdes para se¢do circular

O valor de C obtido numericamente deve ser proximo ao da solucdo analitica, que € 64
para secdo circular, solugéo atribuida a Hagen e Poiseuille, e C = 56,91 para se¢do quadrada
(WHITE, 2002). Verifique também a influéncia do ajuste da malha ao contorno da se¢do. VVocé
deve concluir que a ordem de convergéncia do método é influenciada pelo ajuste da malha ao
contorno. Em uma secdo retangular, o ajuste ao contorno é exato. Para se¢Oes circulares, por

exemplo, esse ajuste melhora com o refinamento da malha, mas néo é convertido em um ajuste
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perfeito porque a malha continua sendo estruturada e retangular. Os resultados obtidos para
diferentes graus de refinamento sdo apresentados na Tabela 15 e a andlise de convergéncia €
auxiliada com a Figura 14. Note que o decaimento do erro ||Cn — C|| com o refinamento da
malha é proporcional a aproximadamente 1,1 para a malha ajustada ao circulo. Anélise seme-

Ihante mostra um decaimento com expoente proximo a 2,5 para se¢do quadrada.

Tabela 15 — SolugBes numéricas para secdo circular e se¢cdo quadrada

At [s] Nt NXx=Ny | Ax=Ay[m] Secdo circular: Cy, Secgdo quadrada: C
0,0877 5.700 50 0,0204 60,7982 56,9303
0,0605 8.263 60 0,0169 61,2539 56,9236
0,0442 | 11.301 70 0,0145 61,9047 56,9196
0,0338 | 14.814 80 0,0127 62,3600 56,9170
0,0266 | 18.801 90 0,0112 62,7015 56,9153
0,0215 | 23.263 100 0,0101 62,5854 56,9140
0,0177 | 28.200 110 0,00917 62,6102 56,9131
0,0149 | 33.611 120 0,00840 62,7285 56,9124
0,0127 | 39.497 130 0,00775 62,8339 56,9118
Cn = valor de C calculado com 0 método numérico.
4,0 - 0,03
O Secéo circular 0 Secdo quadrada
—Poténcia (Secéo circular) | ——Poténcia (Segio quadrada)
3,0
0,02
% 20 ] 5
S £ 001
1,0 y = 187,08x1.0588
y = 323,26x2:468
0,0 ; ; 0,00 ; ;
0 0,01 0,02 0,03 0 0,01 0,02 0,03
Ax [m] (a) Ax [m] (b)

Figura 14 — Analise da ordem de convergéncia para a malha

Durante a oscilacdo da massa liquida entre o reservatério e a chaminé de equilibrio, como
no problema estudado no Capitulo 3, devido as dimens@es do conduto e viscosidade da agua, é
esperada uma estrutura interna turbulenta em grande parte do tempo de ocorréncia do fenémeno
oscilatorio. Com o intuito de estudar mais a fundo os detalhes desse tipo de oscilacéo, julga-se
apropriado resolver um problema que também apresente oscilacdo amortecida, mas empre-
gando o cddigo desenvolvido neste exercicio. Observe que 0 escoamento ndo € calculado como
turbulento. O desafio de adaptar o programa para 0 caso turbulento é deixado como exercicio
para o leitor. Simule o perfil de velocidades transitorio submetido ao gradiente de pressao p; =

-c0s(0,4t)exp(-0,01t). Os resultados devem ser semelhantes aos da Figura 15.

As trés primeiras imagens da Figura 15 mostram uma evolugéo do perfil de velocidades
com valores positivos de W. A quarta figura indica que a desaceleragéo e posterior inversao do



230

sentido (vista por meio do sinal de W na figura mencionada) ndo ao longo de toda a se¢éo
transversal no mesmo instante. O nucleo do escoamento demora mais a mudar de sentido uma
vez que esta animado a velocidades maiores que as velocidades do fluido proximo as paredes

(em outras palavras, a sua inércia é maior). O mesmo €é observado quando ocorre a segunda

inversdo no sentido, como ilustrado nas imagens seguintes.
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Figura 15 — Escoamento transitério submetido ao gradiente de pressao amortecido p, = -cos(0,4t)exp(-0,01t)
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Para pensar

O esquema 0, descrito em Dautray e Lions (2000), com 6 = 1/2, corresponde ao método
numeérico de Crank-Nicolson, sendo incondicionalmente estivel para todos os valores de At.
Trata-se de um esquema implicito, isto €, ndo é possivel isolar no primeiro membro da equa-
cao a velocidade em n+1 no no (i,j). A equacdo em sua forma discreta € apresentada a seguir
(SIMOES et al., 2010):

B AX? AX?

Wirjj+1 -W 1op plf Wig;—2W+Wy; WurHlJ - 2Wi?j+1 + Wirlilj
=— ik + +
At pox p2

(33)

+ El[ Wil —2WH + Wil N W - 2w+ W ]
p2

Ay? Ay?

Escreva um codigo em Matlab® ou linguagem de tua preferéncia para resolver novamente o
problema, comparando os resultados obtidos com aqueles propostos neste exercicio.
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