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Resumo

Neste trabalho, apresentaremos inicialmente uma definicao formal para os deter-
minantes de matrizes quadradas levando em consideragao o conceito de permutacao, com
a finalidade de possibilitar uma argumentacao consistente para o Ensino Médio e uma
justificativa para a conhecida Regra de Sarrus para o calculo de determinantes de matri-
zes de ordem 3. Posteriormente iremos explorar algumas aplicagoes dos Sistemas Lineares

em temas variados, chamando atengao para as Probabilidade, com as Cadeias de Markov.

Palavras—Chave: Determinantes. Cadeias de Markov. Sistemas Lineares.
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Introducao

Na tentativa de atingir os nossos alunos de modo satisfatorio, normalmente nés,
professores, utilizamos com frequéncia, a contextualizacao para que possamos aplicar os
conceitos, modelagens, e procedimentos matematicos como ferramenta para resolvermos

problemas cotidianos, e tentar estreitar o abismo existente entre os alunos e a Matematica.

Embora a contextualizacao torne—se cada vez mais uma tendéncia nos exames
(como o Exame Nacional do Ensino Médio [ENEM], as provas dos vestibulares ainda
existentes, as avaliagoes de sele¢ao para cargos publicos, etc.) devemos estar sempre aten-
tos a forma que aplicamos os conceitos mateméaticos com a finalidade de resolver tais
problemas em sala de aula, pois o simples fato de resolvermos os problemas contextua-
lizados sem uma consisténcia e um rigor alto de precisao na aplicagao desses conceitos
acaba—se tornando uma ag¢ao sem nenhum sentido. Pensando nessas duas vertentes: con-

sisténcia e aplicacoes, este trabalho tem dois objetivos principais.

O primeiro deles é apresentar o conceito formal de determinantes de matrizes qua-
dradas, ja que, normalmente, aprendemos e ensinamos tais resultados como regras prontas
sem nenhuma explicagao. Neste ponto, o trabalho pode ser utilizado como uma ferramenta
para que os professores tenham condigoes de, pelo menos, argumentar com seus alunos a
respeito dos resultados encontrados nos livros. E importante salientar que tal definicao
sera apresentada segundo o conceito de permutacao, que nao ¢ o inico conceito capaz de

definir os determinantes.

O segundo ponto a ser explorado nesse trabalho é, justamente, o de algumas
aplicagoes dos determinantes, e das matrizes de um modo geral, ressaltando a aplicacao
das mesmas quando utilizadas para resolver problemas relacionados as probabilidades [as
chamadas Cadeias de Markov], dentre outras, nas mais diferentes areas do conhecimento
(como Fisica, Quimica, Nutrigao, etc.). Procedimentos e resoluges de Sistemas Lineares,
de no maximo terceira ordem, também serao citados neste item do trabalho, como as

Equacoes Matriciais e a Regra de Cramer. Este item pode ser consultado tanto por pro-



fessores que procuram enriquecer suas aulas com exemplos menos triviais, quanto pelos
alunos que sempre nos questionam com relacao a aplicabilidade dos contetudos vistos em

sala de aula.
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Capitulo 1

Permutacoes e Determinantes: Uma

Definicao Formal

1.1 Introducao

Nos livros de Matematica para o Ensino Médio é muito comum nos depararmos
com a definicao de determinante de uma matriz como sendo “um nimero real associado
a uma matriz quadrada”, e, além disso, os determinantes de matrizes de ordens 1, 2 e 3
nos ¢ apresentado como uma espécie de “regra” que devemos aplicar nos exercicios. Neste
item, iremos explorar uma definicao mais formal para o que vem a ser o determinante
de uma matriz quadrada, embora a sua aplicacao do Ensino Médio nao seja comum por
tratar do conceito de permutagao como uma aplicagao e sim como uma estratégia para

resolvermos problemas em Analise Combinatoria.

Simplificaremos esse conceito com algumas aplicagoes pontuais o que nos ajudara
a compreender o conceito formal dos determinantes, até mesmo por que no Ensino Médio
os determinantes calculados sao, na sua grande maioria, no maximo de ordem 3. Im-
portante salientar que determinantes de matrizes de ordens superiores a 3 podem ainda
ser calculados segundo a definicao apresentada neste trabalho, porém, gerando situacoes
trabalhosas. Pensando nesses determinantes de ordens superiores e numa reducao da
carga de trabalho, outros conceitos poderao ser utilizados para facilitar os cdlculos desses
determinantes das matrizes de ordens superiores a 3, como o Teorema de Laplace, que

conta com as defini¢oes de Cofator e Menor Complementar.

E importante salientar que a definicao apresentada a seguir nao é a tinica que pode
ser utilizada para justificar as expressoes utilizadas no Ensino Médio para o calculo dos

determinantes, é possivel, caso se ache interessante, definir os determinantes como uma



aplicacao entre Espacos Vetoriais!, que leva cada matriz quadrada em um ndmero real.
Com as informagoes a seguir, iremos introduzir o conceito de permutacoes e a seguir o de

determinantes.

1.2 Permutacoes e Determinantes

Considere o conjunto I,, = {1,2,...,n} um suconjunto de N. Definiremos como
Permutacao® no conjunto I,,,toda aplicacao bijetora o : I, — I,,. Pela prépria definicao,
a permutacao de n objetos é o conjunto formado por todas as composi¢oes possiveis des-
ses objetos, dai conhecendo a quantidade n de objetos, podemos concluir que temos n!

permutacoes possiveis.

Proposicao 1.2.1. Sejam o e ¢ duas permutacoes no conjunto I,,, entdo a aplicacao

composta por o e ¢ continua sendo uma permutagcao no conjunto I,.

Demonstracao: Consideremos a aplicacao m composta pelas permutacoes o e ¢ de tal
forma que 7 = co¢ : I, — I, [0 caso em que ™ = ¢oo é andlogo]. Como a aplica¢do ¢ é
uma permutacao, podemos afirmar que a mesma ¢ bijetora, desse modo qualquer elemento
de I, é imagem de algum elemento do préprio conjunto I,, devido a sobrejetividade da
aplicagao, ou seja, para todo n € I,,, existe n = ¢(n) € I,,. Como o dominio da aplicacao
o é exatamente a imagem da aplicagao ¢, o esta definida para todos os elementos do con-
junto I,,. Mas s é uma permutacao do conjunto /,, o que nos permite concluir que todos os
elementos ¢(n) do dominio de o tém imagens no conjunto I,,. Como a aplicagao também
é sobrejetora, podemos concluir que para todo m € I, existe m = o(¢(n)) = w(n) € I,.

Assim, 7 é uma aplicacao bijetora em I,, e portanto uma permutacao.

Utilizaremos a seguinte notacao para representar as permutagoes do conjunto I,, ,

1 2 ...o0n
o= , por exemplo, se n = 2, temos duas [2!=2] permutagoes
o(l) o(2) ... o(n)
, 1 2 _ 1 2
do conjunto I, = {1,2} e desse modo temos: o1 = Lo )T ide oy = -

LA ideia de Espacos Vetoriais nao deve ser abordada no Ensino Médio por necessitar de ferramentas

que fogem ao propésito deste nivel de ensino.
2 A permutacao identidade, responsével por levar cada elemento do conjunto e I, nele préprio seré cha-

mada de id. Além disso a inversa de toda permutacao, que estd garantida devido ao fato das permutacoes

serem bijetoras, também sao permutacoes.



Definigao 1.1. Seja r o nimero de pares ordenados (i,7) tais que 1 < i < j < n, com
o(i) > o(j), chamaremos de Sinal da Permutagcdo o o nimero inteiro e representaremos

por sgn(o) da sequinte forma:

sgn(o) =1,  ser € par;
sgn(o) = —1, ser € impar.

1 3 2
r =1 é impar, ji que o unico par ordenado que satisfaz a condigao é o par (2, 3), podemos

1 2 3
Vejamos alguns exemplos: Ex.01: Considere a permutacao o; = ( > Como

1 2 3 4
dizer que sgn(o) = —1. Ex.02: Considere a permutagao: oy = < 519 4 ) e como

os tnicos pares que satisfazem a condigao sao os pares (1,2) e (1,3), portanto r = 2 é par

e assim sgn(o) = 1.

Uma maneira de abordar os sinais dos determnantes numa turma do Ensino Médio
pode ser dada da seguinte forma. Escolhemos uma permutagao qualquer e ligamos os
nameros iguais nas duas linhas que representam a permutacao com setas utilizando o
seguinte critério: caso haja uma quantidade par de cruzamentos entre essas setas dizemos
que a permutacao tem sinal 1 e caso contrario, se a quantidade de cruzamentos entre as

setas for impar o sinal da perumtacao ¢ —1. Vejamos alguns exemplos:

1 2 3 4
Ex.01: Considere a permutc¢ao: o; = . A paritr dai, temos a seguinte

1 3 4 2
situacao:

| >§< 4
1 3 4 2
Como existem apenas dois cruzamentos entre as setas no diagrama [a saber referentes aos

pares (2,4) e (3,4)], temos que o sinal dessa permutagao é 1.

1 2 3
Ex.02: Considere a permutcao: oo = < 5 1 3 > A paritr dai, temos a seguinte
situacao:
1 2 3
2 1 3

Como existem apenas um cruzamento entre as setas no diagrama [a saber referente ao

par (1,2)], temos que o sinal dessa permutacao é —1.

1 23 45

Ex.03: Considere a permutcao: o3 =
143 25

). A paritr dai, temos a seguinte



situacao:
1
1 4 3 2 )

Como existem trés cruzamentos entre as setas no diagrama [a saber referentes aos pares

(2,3), (2,4) e (3,4)], temos que o sinal dessa permutagao é —1.

Considere, para definigdo a seguir, uma matriz A = (a;;) de ordem n, uma per-
mutagao o no conjunto I, e um produto da forma ay4(1).a25(2)-..-Gno(n). Note que nesse
produto teremos apenas um elemento de cada linha, ja que o primeiro indice de todos
elementos sao distintos e além disso teremos apenas um elemento de cada coluna, devido

ao fato da permutacao o ser bijetora e potanto injetora.

Definigao 1.2. Chamaremos de Determinante® de uma matriz A de ordem n, o nimero

resultado da segquinte expressao:

n!

ngn(oi).alg(l).aga(g) ..... o (n)
i=1

E denotaremos por det(A) ou simplesmente por |Al.

Como o numero de parcelas que irao compor o determinante de uma matriz é
igual a n!, o célculo dos determinantes para matrizes de ordens superiores a 3 torna se
um processo trabalhoso (basta pegarmos uma matriz de ordem 4, o que ja nos dé 4!=24
permutacoes), mas uma das aplicagbes imediatas da definigdo de determinantes vista
acima é o calculo dos determinantes das matrizes triangulares, pois a tnica parcela nao
nula da definicao dos determinantes é a parcela que contém os elementos do tipo a;;, com
1< <n.

3F importante salientar que a utilizacdo de permutacdes para definirmos determinantes é apenas uma
das opgoes que podem ser utilizadas. Podemos ainda definir determinantes como uma funcao que associa
a cada matriz quadrada um escalar e, além disso, atende a algumas propriedades especiais as quais nos

atentaremos mais a frente neste trabalho, veja por exemplo, Hoffman e Kunze 139 — 140

4



1.2.1 Determinantes de Matrizes de Ordens 1, 2 e 3

A seguir apresentaremos, segundo a defini¢cao adotada neste trabalho, as expressoes
resultantes dos calculos dos determinantes das matrizes de ordens 1, 2 e 3. Para matrizes
de ordens superiores a 3, embora a definicao ainda seja aplicavel, sera mais interessante

a utilizacao de outros conceitos e resultados, como, por exemplo, o Teorema de Laplace.
Determinantes de Matrizes de Ordem 1:

Tome a matriz A = [ any } Como a tnica permutacdo (comon =1 = 1l = 1)

1
que podem ser definidas no conjunto I,, = {1}, é: 0 = < ) ) = id e como r = 0, temos

sgn(o) = 1, daf:

det(A) = ) sgn(0).a100)
o (1.1)

Determinantes de Matrizes de Ordem 2:

. a1 a2
Tome a matriz A =

. Como as duas permutagoes (2!=2) sao de-
a1 Q22

1 2
finidas no conjunto I,, = {1,2}, as unicas permutages sao: o; = ( L9 > =id e

1 2
Oy = ( - > Mas pela definigao temos que sgn(o;y) = 1 e sgn(oy) = —1, assim:

det(A) = ngn(a).alg(l).agg(z)
= 1.@11.CL22 + (—1).(112.@21

= Qa11.-Q29 — .A12.0921 (12)

Determinantes de Matrizes de Ordem 3:

a1 daiz2 Az

Tome a matriz A = | ay; asn a3 |- Como as seis permutagoes (pois 3!=6)
gy a3z @33
. . N 1 2 3 1 2 3
definidas no conjunto I, = {1, 2, 3}, sao: o1 = comr =0,09 =
1 2 3 2 31
1 2 3

31 2
temos os pares (1,2) e (1,3) todas com sinal 1. Por outro lado, temos as permutagoes

com r = 2, a saber temos os pares (1,3) e (2,3) e 03 = ( > com r = 2, a saber

>



1 2 3 . 1 2 3
o4 = com r = 1 devido ao par (2,3), o5 = com r = 3, a
1 3 2 3 2 1

1
saber temos os pares (1,2), (1,3) e (2,3) e 06 = 5 1 3 por conta do par (1,2), essas

ultimas com sinal —1, portanto:

det(A) = Z 5gn(0).a15(1)-026(2)-30(3) =
= (11.0422.033 + A12.023.031 + A13.021.032

—a11.023.032 — A13.A922.A31 — A12.021.433 (13)

Regra de Sarrus? : Um métdo pratico para a obtencao de determinantes de

ordem 3

Vimos qual o procedimento, usando a defini¢cao, para a obtencao dos determinan-
tes para matrizes de ordem 3. Vimos ainda como a abordagem para as justificativas e
os calculos desses determinantes no Ensino Médio pode ser um pouco complicada neste
nivel de ensino. Um artificio muito usado para encontrarmos esses determinantes é a
conhecida Regra de Sarrus. Esta regra consiste em repetirmos as duas primeiras colunas,

posicionando-as a direita da matriz dada:

11 Qa2 Q13 a11 a2
21 A2z A3 Q21 Q22

a31 aszz 33 az1 as2

Em seguida, multiplicamos os trés elementos que se encontram nas diagonais da

matriz, ou paralelas a elas, levando em consideragao as duas colunas adicionais:

411.G022.033, @12.023.0431, @13.0421.A32, A11.023.A32, A13.0A22.031, A12.021.033

Os ternos de nimeros que se encontram na direcao da diagonal principal tém o seu

produto com o sinal mantido, inclusive a mesma, ja os ternos que se encontram na dire¢ao

4Pierre Frédéric Sarrus [1798—1861]: Matemédtico francés conhecido por desenvolver uma regra para
o célculo de determinantes de matrizes de ordem 3 e como Teoremas e Postulados sao normalmente
batizados pelo nome dos seus inventores, com essa regra nao seria diferente. Sarrus, além de Professor na
Universidade de Estarsburgo, na Franca de 1826 a 1856, foi membro da Académie des Sciences em Paris
[1842]. Ele é autor de vérios tratados, incluindo uma solugdo para equagoes numéricas com multiplas

incégnitas [1842], e multiplas integrais e suas condic¢oes integrantes entre outras.



da diagonal secundaria, juntmente com ela, tém o seu produto com o sinal trocado, e desse

modo temos exatamente a expressao obitda com a aplicagao da definigao:

a11.022.033 + A12.093.431 + @13.021.032 — A11.023.0G32 — (13.022.A31 — A12.021.033

1.2.2 Propriedades dos Determinantes

As propriedades dos determinantes® sao muito importantes para que possamos en-
contrar os seus valores de uma maneira menos trabalhosa do que a utilizacao da defini¢ao.
Outra importante justificativa para estudarmos tais propriedades, é o fato de ampliar os
nossos horizontes enquanto professores, até porque estamos constantemente sendo postos
a prova com relacao ao dominio dos conceitos apresentados aos alunos. Veremos a seguir
algumas propriedades e suas respectivas demonstracoes. Para facilitar a escrita, vamos
utilizar a seguinte notacao: det(A) = det(Ly,...,L;,...,L,) onde L; representa a i—ésima

linha da matriz A.

P;: O determinante da matriz identidade é igual a 1:
1, i=o0(i)

0, i# o(i)

significa dizer que a;;(;y = 1, se e somente se, i = o(). Portanto a tnica parcela nao nula

Demonstracao: Seja I = [a;o;)] = , a matriz identidade de ordem n, isto

do somatorio proveniente da definicao dos determinantes é a parcela da permutacao identi-
dade, ou seja, a permutacao que leva cada elemento nele proprio e todas as outras parcelas
que aparecem na definicao, apresentam, pelo menos um elemento nulo e como o sinal da
identidade é 1, podemos escrever: det(I) = ) sgn(0)a1,1)-020(2)--Anom) = 1 € fica de-

monstrada a propriedade. [ |

Py: O determinante é n—linear, ou seja, podemos dizer que: det(Ly, Ly ,...,L; +
kM,...L,) = det(Ly, Lo, ..., L;, ..., Ln) + k.det(Ly, Lo, ..., M, ..., L,), onde k € R:

Demonstragao:Considere a matriz A’ quadrada de ordem n cuja unica linha que difere
das linhas das matrizes A e M se encontra na posicao 7 e tem todos os seus elementos
obedecendo a seguinte relacao, para algum k € R: agg(i) = Qig@s) + kMio(i), agg(i) €
A aip) € A e mygy € M. Pela definigdo de determinantes, temos que det(A’) =

/ / / 23
> SgN(0) ), (1) Qg (2)-+-Any(ny, € cOmo em cada parcela desse somatério devemos ter um

5As propriedades Py, P» e P; nos permite definir os determinantes como uma funcio que leva o

determinante da matriz identidade em 1 [P;], é n—linear em suas linhas [P;] e alternada [Ps].



elemento de cada linha da matriz, em particular com o elemento da linha 7, vem:

det(A) = Z $gN(0) @14 (1) -+ Wi (i) -+ O ()
= Z sgN(0)@1g(1)---[Gi() + k- Mio@)]--Ano(n)
= Z 5gn(0)A15(1)-- Qi (i) - -Ano(n)
+ Z sgn(0)a15(1)---k-Mig(i)---Ono(n)

Como k é constante no somatério, podemos ainda escrever:

det(A) = ZSgn(a)alo.(l)...aw(i)...am(n)
+ k. Z sgN(0)a15(1)-- - Mig(i)---Ono(n)

Mas,
det(A) = Z Sgn(a)alg(l)...aig(i)...am(n)
e
det(M) = Z SGN(0)A1o(1)--- Mg (i) ---Ona(n)
Logo: det(A") = det(A) + kdet(M) como queriamos demonstrar. [

Segue imediatamente desta propriedade que, caso tenhamos a matriz A" = k. A,
isto é, todas as n filas da mesma natureza, considerando ou todas as linhas ou todas as

colunas, multiplicadas por um ntimero real k, podemos concluir que det(A’) = k™.det(A).

P3: O determinante é alternado, isto é, (i) caso tenhamos duas linhas iguais
em uma matriz, seu determinante é igual a zero e (ii) caso permutemos duas
linhas de uma matriz, o determinante da nova matriz obtida é o oposto do
determinante da matriz original:

Demonstracao: Dividiremos a demonstracao dessa propriedade em duas partes:

Neste caso, uma das n! permutacoes nao aparece na distribuicao dos elementos das linhas
dessa matriz, o que significa que uma outra permutacao aparece por duas vezes, assim
devemos ter duas linhas iguais na matriz. Suponhamos que as duas primeiras linhas sejam
iguais (qualquer outro par de linhas iguais nos permitiria chegar & mesma conclusao).

Faremos inducao sobre o numero de linhas da matriz A. Incialmente, veremos o que ocorre



. . . ai; a2
para matrizes de ordem dois, assim A =

. Por definigao, temos det(A) =
a1l Q12
aii.a12 — ap1.a12 = 0 o que satisfaz a propriedade. Suponha a propriedade valida para

uma matriz de ordem n e vejamos o que acontece com uma matriz de ordem (n + 1).
Escolhendo, convenientemente, uma das linhas nao repetidas da matriz A, pelo Teorema
de Laplace, devemos ter: > (—1)"" M;;.a;;, mas o menor complementar M;; é justamente
o determinante de uma matriz de ordem imediatamente inferior & matriz dada, neste caso,
de ordem n e possui duas linhas iguais. Devido a nossa escolha, qualquer que sejam os
valores de i e j teremos M;; = 0 e portanto det(A) = 0, como querfamos demonstrar.

(ii) det(L1, ..., Li, ..., Lj, ..., L) = —det(Ly, ..., L;, ..., L;, ..., Ly)

j, .o

Ly
ayp -0 QAip L;
Considere a matriz A = o : de ordem n, que escreveremos: A =
(4275 RN ¢ 77} Lj
Ly,

da qual selecionaremos, aleatoriamente, duas linhas L; e L;. A partir dai, construiremos a

matriz A" de tal forma que a linha L, adicionaremos a linha L; e a linha L; adicionaremos
Ly

a linha L;, assim: A" = : . Pela primeira parte da demonstracao, podemos

Lj+Li

Ly
afirmar que det(A’) = 0 j4 que a matriz construida possui duas linhas iguais [a saber, as

linhas nas posicoes ¢ e j]. Assim:

det(A') = 0 — det(Ly,...,L; + L;,...,L; + L;,...,L,) = 0, mas o determinante e
n—linear [ver propriedade P!|, logo:

d@t(Ll,...7Li+Lj,...7Lj+Li,...,Ln> =0

d@t(Ll,,Ll,,LJ—FL“,Ln)—i-d@t(Ll,,L],,Lj—i—L“,Ln):O

d@t(Ll,...7Li,...,Lj,...,Ln)+d€t(L1,...,LZ‘,...,LZ',...,L”)—f-
det(Ll,...,Lj,...,Lj,...,Ln)—|—d€t(L1,...,Lj,...,Li,...,Ln):O



Pela primeira parte da demonstragao, a segunda e a terceira parcelas sao nulas, dai:

d@t(Ll,...,Li,...ij,...,Ln)+d€t(L1,...,Li,...,Li,...,Ln):O

E finalmente:

det(Ll,...,Li,...,LJ‘,...,Ln):—th(Ll,...,Li,...,LZ‘,...,Ln)

E fica demonstrada a propriedade. |

Outro resultado importante quando tratamos de calculos de determinantes é o te-
orema a seguir, ele nos permite encontrar o determinante do produto de duas matrizes

sem termos que, necessariamente, efetuarmos o referido produto. Vejamos como isso se da.

Teorema 1.1 (Binet). Se A e B sao matrizes de ordem n quaisquer, entio det(A.B) =
det(A).det(B).

Demonstragao: Temos dois casos a analisar:

(i) A ou B nao sao inversiveis: Considere, sem perda de generalidade, que a matriz A nao
o seja inversivel. Isto significa que, pelo menos uma das linhas da forma escada da matriz
A é nula, assim det(A) = 0. Além disso, a matriz A.B possui também, pelo menos uma
linha nula (nas mesmas posigoes das linhas nulas da forma escada da matriz A) e portanto,
det(A.B) = 0. E nesse caso a igualdade ¢ vélida, ou seja, det(A.B) = det(A).det(B) = 0.

Antes do segundo caso vejamos a demonstracao da proposi¢ao a seguir.

Proposicao 1.2.2. Se E for uma Matriz Elementar® e A uma matriz qualquer da mesma
ordem de E, entdo det(E.A) = det(E).det(A).

Demonstracao: Como o resultado da aplicacao de uma operacao elementar sobre as
linhas da matriz A é o mesmo que o resultado da multiplicacao da matiz elementar F

correspondente a operacao com as linhas da matriz A, sé temos 3 possibilidades para as

5Dizemos que uma matriz é chamada de elementar quando a mesma é obtida a partir da identidade de
mesma ordem por uma das trés operacoes elementares sobre as linhas de uma matriz, a saber: permutagao,
multiplicagao de uma linha por um escalar e substituicao de uma das linhas da matriz pela soma desta

linha com o produto de uma outra linha por um escalar.
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matrizes elementares:

1° CASO: A matriz E é obtida a partir da matriz identidade de mesma ordem, por uma
permutacao entre duas linhas, isto é, det(E) = —1:

Desse modo, temos também uma permutagcao entre duas linhas da matriz A, mas det(E.A) =
det(E).det(A) = —1.det(A) = —det(A), como era esperado.

2° CASO: A matriz F é obtida a partir da matriz identidade de mesma ordem, por uma
multiplicacdo de uma de suas linhas por um escalar real nao nulo k, isto é, det(F) = k:
Desse modo, temos também uma multiplicacao de uma das linhas da matriz A pelo mesmo
escalar k, mas entdo, det(E.A) = det(E).det(A) = k.det(A), como era esperado.

3° CASO:A matriz E é obtida a partir da matriz identidade de mesma ordem, por uma
substituicao da 1—ésima linha da matriz I por k vezes a j—ésima linhas mais a i—ésima
linha, isto é, det(F) = 1:

Desse modo, temos também uma substituicao da ¢—ésima linha da matriz A por k vezes a
j—ésima linha mais a i—ésima linha da matriz A, mas entao, det(E.A) = det(E).det(A) =
1.det(A) = det(A), como era esperado.

Pelo exposto nos casos acima, fica demonstrada a proposicao. |

(ii) A e B sao inversiveis:

Do fato que a matriz A é inversivel, podemos dizer que a mesma pode ser escrita como
um produto de matrizes elementares, logo: A = E1.Es. . ... E}. e pela proposicao anterior,
podemos escrever que det(A) = det(E.Fs. .. .. Ey) = det(Ey).det(Es). . ... det(Ey). As-
sim, observando o determinante do produto entre as matrizes A e B, temos:

det(A.B) = det(E;.Es. . ... Ex.B) = det(Ey).det(Es. . . .. Ep.B) =...=det(E,).

det(Es). . ... det(Ey).det(B), mas det(E)).det(Es). . ... det(Ey) = det(A), e desse modo:
det(A.B) = det(A).det(B) como querfamos demonstrar.

11



1.2.3 A Regra de Cramer

Uma das primeiras aparigoes registradas dos Sistemas de Equagoes Lineares ocor-
reu por volta de 300 a.C. No livro Nove Capitulos Sobre a Arte da Matemdtica [China

entre 200 a.C. e 100 a.C.] o seguinte problema foi enunciado:

“Eristem 3 tipos de milho. Trés pacotes do primeiro, dois do sequndo e um do
terceiro somam 39 unidades de milho. Dois pacotes do primeiro, trés pacotes
do sequndo e um do terceiro somam 34 unidades. E um pacote do primeiro,
dois do sequndo e trés do terceiro somam 26 unidades. Sabendo que os paco-
tes de milho do mesmo tipo contem a mesma quantidade de unidades, quantas

unidades de milho contém um pacote de cada tipo?”

Hoje o problema proposto acima tornou-se um problema de ,relativamente, facil
resolucao pelo conhecimento de procedimentos como a Regra de Cramer, que nos permite
resolver Sistemas Lineares. Vale salientar que, embora no Ensino Médio, as equagoes
dos planos em R? nio sejam objetos de estudo, é possivel que encontremos algumas con-
tradicoes do ponto de vista geométrico para o que a Regra de Cramer” propoe, o que
sugere que outros métodos [como o de Gauss, por exemplo.| existem embora nao se faga
necessario enuncia—los no Ensino Médio, mas é importante que os conhecamos. Vejamos

como a Regra de Cramer ¢ aplicada.

Este método consiste em tratar as solugoes de um sistema linear nas variaveis

Ty

7 com 1 < i <n, onde d é o determinante da

x1,%2,..., T, com a seguinte forma: x; =
matriz dos coeficientes e d,, ¢ o determinante da matriz alterada dos coeficientes trocando
a coluna da i-ésima variavel do nosso sistema pela matriz coluna que representa a matriz
dos coeficientes. Para ilustrar a utilizacgao do método, vamos resolver o seguinte sistema

linear:

"Gabriel Cramer [1704—1752] matematico sufo, filho de um médico, tinha outros dois irmaos. Em
1722 consagrou—se Doutor pela Universidade de Genebra devido ao seu trabalho na area acustica, e
em 1724, tornou—se Professor de Matematica e de Filosofia na mesma. Nas diversas viagens realizadas
entre 1727 e 1729 encontrou—se com grandes matemética e de filosofia na mesma. Nas diversas viagens
realizadas entre 1727 e 1729 encontrou-se com grandes matematicos de seu tempo, como Bernoulli, Euler,
de Moivre, Jacob, Fontenelle, dentre outros. Essas trocas de experiéncias acabaram por influenciar em seu
trabalho. A sua obra mais importante foi Introduction & 1’Analyse Des Courbes Algébriques [Introdugao
a Andlise de Curvas Algébricas| de 1750. E famosa a regra para solucao de sistemas de equagoes lineares

, enunciada a partir de uma generalizagao do “Teorema geral de Mclaurin”.
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$1+2£If2—$3:—4
2$1+$2+I3:4

ZE1—2I2—ZL‘3:0

Transformando o sistema acima em uma equagao matricial, temos:

(12 1] [ o 4 12 -1 7
2 1 1 x| = 4 |,ondeA=12 1 1 |, X = |2y eB=
1 -2 -1 x3 1 -2 -1 x3
=
4 |, onde A é chamada de matriz dos coeficientes, X de matriz das variaveis e B de
1 2 -1 —4 2 -1
matriz dos termos independentes. Assimd =2 1 1 |=12,d,, =| 4 1 1
1 -2 -1 0 -2 -1
1 -4 -1 1 2 —4
12,d,, =12 4 1 |=-12ed,;=|2 1 4 |=36,logo pela Regra de Cramer
1 0 -1 1 =2 0
0S Val;)res dzz variaveis sao dados por: x; = C%l = % =1, 29 = % = —% =—-1le
T3 = % =5 = 3, portanto o conjunto solugao do sistema é S = {(1;—1;3)}.

A Regra de Cramer é uma das possibilidades que temos para resolvermos um
Sistema Linear. Temos ainda as Equacoes Matriciais e o Escalonamento que podem ser
abordadas ainda no Ensino Médio, além da Interpretagao Geométrica que neste nivel de
Ensino nao é abordado. Das possibilidades acima citadas, a Regra de Cramer é a mais
utilizada, embora nao seja a menos cansativa. Talvez por tratar de um procedimento
de resolucao mais mecanico e que minimize os questionamentos por parte dos alunos, os

livros priorizem a resolucao pela Regra de Cramer®.

8Basta consultar Matemdtica e Ensino do Elon 98-99 onde o mesmo aborda o custo operacional de
cada método e justifica que dentre os trés métodos que podem ser aboradados no Ensino Médio o mais

vantajoso é o Escalonomento por nao depender de nenhuma condicao para que possa ser aplicado.
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1.2.4 Cofator, Menor Complementar e o Teroema de Laplace

O Teorema de Laplace constitui uma ferramenta importante par o calculo de deter-
minantes de ordens superiores a 3, pois como ja foi visto anteriormente nesse trabalho, a
utilizacao da definicao dos determinantes, nesses casos, torna-se muito trabalhosa. Antes
de demonstrarmos o referido Teorema, vamos definir alguns elementos essenciais para que

possamos, de fato, chegar ao Teorema de Laplace.

Definicao 1.3. Chamaremos de Menor Complementar de um elemento a;; pertencente a
uma matriz quadrada A de ordem n e denotaremos por M;;, o determinante da matriz de

ordem (n—1) obtida a partir da matriz A suprimindo-se a linha i e a coluna j da mesma.

Definicao 1.4. Chamaremos de Cofator ou de Complemento Algébrico de um elemento

aij e denotaremos por A;j, o nimero resultante da operagio (—1)(+) M;;.

Teorema 1.2 (Laplace). Seja uma matriz A de ordemn > 2, dizemos que o determinante
da matriz A pode ser dado pelo produto de todos os elementos de uma fila da matriz A

[linha ou colunal, pelos seus respectivos Complementos Algébricos, ou seja:

det(A) = Z aka(i)-(—l)k+a(i)'Mk‘7(i)
=1

Fizando a linha k, ou ainda:

d@t(A) = Z G,il.(—l)i+l.Mil
=1

Fizando a coluna L.

Demonstragao: Faremos indugao sobre uma linha k& da matriz A [caso em que esco-
. ‘ . ai Qa2
lhamos a coluna [ é andlogo]. Tome a matriz A =
a1 Q22
selecionaremos a primeira linha da matriz A. Como ¢é sabido pela definicao de Determi-

] e seja k = 1, ou seja,

nantes de matrizes de ordem 2, vem: det(A) = aj1.as — aq2.a21, Mas note que, para a

primeira linha, considerando o elemento a;;, temos M, = |ags| e (—=1)*Y = 1. Analo-
gamente para o elemento ajy, temosMy = |ag | e (—1)*2 = —1, portanto pelo Teorema
de Laplace:

=1

= an.(—l)lH.Mn + CL12.(—1)1+2.M12

= 0a11-Q22 — A12.G21
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Suponha a propriedade vélida para alguma matriz A de ordem n, com n par [0 caso
em que n é impar ¢ analogo, bastando apenas termos atengao com relacao as paridades
envolvidas|, vejamos o que acontece para uma matriz A; de ordem (n + 1), com (n + 1)
impar. Considere, sem perda de generalidade, que escolheremos os elementos da primeira

linha da matriz A;, desse modo, pela definicao de determinantes:

det(A) = Z 5gN(0)A16(1)-A20(2) - - - Ant1)a(n+1)

Considerando todas as parcelas onde os elementos da primeira linha da matriz A; apare-

cem, temos:

n+1

det(A Z a1 Z sgn(o aga oo Qg 1o (nt1)

Com o(7) # j, mas, pela hlpotese de indugao, temos que o determinante da matriz de

ordem n:

> 59n(0)as0() - - Anitotn)

Pode ser dado por:

n+1

Z Sgn a20 -+ A(n41)o(n+1) Z 20 (1) A20'(z)

Mas para o(i) # j, temos que:
n+1

= Z 20 (3) A2cr(z')
i=2

n+1

det Za’lJAlJ

Para qualquer linha escolhida chegamos a uma expressao equivalente a anterior, o que de-

Desse modo:

monstra o Teorema. [ |
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Capitulo 2

Sistemas Lineares e Probabilidade

2.1 Introducao

Muitos fenomenos da natureza ou da sociedade podem ser estudados, pelo menos
de um modo mais simplista e imediato, admitindo—se que a partir de um estado onde
o estudo comeca a se desenvolver, a transicao dessa etapa inicial do fenomeno para o
passo seguinte seria dado por uma probabilidade conhecida. Suponha ainda que a cada
transicao do fenomeno de uma etapa qualquer para a etapa imediatamente seguinte novas
[ou antigas!] sequéncias de probabilidades sejam conhecidas. Caso apenas uma transi¢ao
seja levada em consideracio, chamaremos esse passo de Processos de Markov!, caso haja
uma sucessao de transigoes, daremos a essa estrutura o nome de Cadeias de Markov. Ve-

jamos de que forma esse estudo é desenvolvido.

2.2 Situacao—Problema:
Vamos considerar a seguinte situacao:

“Em determinada regiao, observa—se que a probabilidade de chover muito du-

rante um ano e chega-se a sequinte conclusao: a probabilidade de termos muita
. . . .03 ,

chuva € de = e asstm a probabilidade de termos uma estiagem € de 5 Além

disso, caso num ano haja estiagem, a probabilidade de no ano sequinte termos

! Andrei Andreyevich Markov [1856—1922] nascido em Ryazan, Riissia, formou—se na Universidade
de St Petersburg em 1878. Tornou—se Professor da mesma apods 8 anos de formado. Seus primeiros
trabalhos Markov foram principalmente em teoria dos nimeros e analise, fragdes continuas, limites de
integrais, teoria da aproximacao e a convergéncia de séries. Markov é lembrado pelo seu estudo das
chamadas Cadeias de Markov, uma modelagem de sistemas que trabalham em cima das probabilidades

dos estados em cada uma de suas etapas de desenvolvimento.
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uma nova estiagem € o dobro da probabilidade de termos muita chuva, isto é€,
temos as novas probabilidades iguais a 3 € 3 respectivamente e caso num ano

haja muita chuva as probabilidades sao mantidas.”

Analisando apenas os primeiros 3 anos que respeitam a situacao descrita anterior-

mente, podemos representa—la através do seguinte esquema:

_________

____________________________

Observe que caso desejemos saber qual a probabilidade de termos chuva suficiente

2
no segundo ano, é dada por: (;) + (%) (%) que equivale a 36%

Note que, encontrarmos probabilidade a longo prazo, torna—se uma tarefa que nao
¢ das mais prazerosas, o que nos permite pensar na aplicacao de outra estratégia para
finalizar o problema. A partir dai definiremos matriz das probabilidades de transi¢ao e
vetor de probabilidade.A primeira trata—se de uma matriz [chamaremos de 7| é obtida
a partir da tabela das probabilidades, onde o elemento da i—ésima linha e da j—ésima
coluna indica a transi¢ao do j—ésimo para o i—ésimo estado. No caso da situacao descrita

acima, podemos escrever:

de C | de E
para C | 2/5 | 1/3
para E | 3/5 | 2/3

E portanto, temos a matriz das probabilidades de transic ao 1" =

O] QU] N
W DX | —

Ja o vetor probabilidade é a matriz coluna formada pelas probabilidades de ter-

mos chuva no n—ésimo ano na primeira linha e a probabilidade de termos estiagem no

Py

n—ésimo na segunda linha, desse modo: P =

] . Fazendo uso das defini¢oes acima
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podemos verificar facilmente que a probabilidade de termos chuva suficiente no segundo

o 1 2 NI sy /1
pgl) ] - % : g = (g) + <5> (§> = 36% como haviamos
3 5

encontrado anteriormente. Podemos ainda fazer uma projecao para os anos subsequentes,

ano é igual a:

(2
p<c2> =T
PE

O] Lot Do

por exemplo, caso queiramos descobrir qual a probabilidade de termos chuva suficiente

p(3) p(2) p(2)
no terceiro ano pode ser dada da seguinte forma: (03) =T. (C;) , Mas (C;) =
PE PE Pg
p(l) (3) p(l) p(l)
T. 8) e desse modo podemos escrever: (C;)) =T.T. (Cl) =172 (Cl) . Mais
PE Pg Pg PE
p(nH) p(n)
geralmente podemos escrever: (Cn o | = . (Cn) , relacao que nos permite esta-
PE Pg

belecer probabilidades a longo prazo que sao previsoes de grande importancia, mas so
podem ser realizadas caso os elementos da matriz 7™ se aproximem de uma matriz fixa
que chamaremos de P o que retrata uma regularidade no problema. Caso a matriz 7" nao
tenha uma regularidade que nos permita encontrar a matriz P, significa que o processo
nao tera um padrao, ou seja, ele se modificaria muito a cada passo o que comprometeria

as previsoes a longo prazo.
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Capitulo 3

Sistemas Lineares e Equacoes

Matriciais

Uma aplicagao imediata das matrizes é na solucao de sistemas de equagoes lineares
os quais sempre podem ser transformados numa equacao envolvendo matrizes que chama-
remos de Fquacao Matricial. E claro que a abordagem apresentada a seguir nao cabera no
Ensino Fundamental devido ao fato de termos que utilizar algumas defini¢oes e conceitos
ainda nao apresentados neste nivel mas pode ser uma boa argumentacao no Ensino Médio

para abordar uma solucao alternativa para os sistemas vistos em anos anteriores.

Observe a situagao a seguir:

“No patio de uma fabrica de brinquedos encontram—se 30 unidades fabricadas
entre bicicletas e triciclos. Se no total tem—se 72 rodas, quantas bicicletas e
quantos triciclos encontram-se no pdtio? [Para evitar confusao, admita que

as bicicletas ndo possuem rodinhas/”.

Resolugao:
Para resolvermos esse problema, vamos chamar o nimero de bicicletas de z; e o niimero

de triciclos de x5 e desse modo podemos expressar a situagao com o seguinte sistema:

T1+ Ty = 30
21’1 +3£E2 =72

De acordo com a operacao de multiplicacao entre duas matrizes [respeitando a condigao
envolvendo as ordens das matrizes, para a possibilidade das operagdes serem efetuadas],

podemos escrever, equivalentemente ao sistema acima a seguinte equacao matricial:
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L]

1
2

€

Considere as matrizes A = ] das varidveis e a

1
3] dos coeficientes, X = [

T2

matriz B = ,dos termos independentes, e desse modo podemos encarar a equagao

matricial da seguinte forma: A.X = B. Esse sistema tera uma tnica solu¢ao nos casos
onde a matriz A for inversivel e como o produto entre duas matrizes nao é uma operagao
comutativa, podemos resolver a equacao matricial de acordo com o seguinte processo:

admitido que a matriz inversa da matriz A seja conhecida:

AX = B
ATTAX = AT'B
X = A'B
3 -1
No exemplo anterior, como A1 :[ 5 ],temos
= A'B

X
3 —1] [ 30

X .

-2 1 ] [72]

Pela igualdade entre matrizes podemos afirmar que x; = 18 e x5 = 12, isto é, 18 bicicletas

e 12 triciclos.

Observe agora a seguinte situagao:

“ Considere que entre quadrildteros e pentdgonos, um aluno desenhou um
total de 35 poligonos. Sabendo que esse aluno precisou de um total de 158
segmentos de reta e que nenhum segmento de reta faz parte de dois ou mais
poligonos, determine quantos sao os quadrildateros e quantos sao os pentagonos,

desenhados por esse aluno?’

Resolucao:
Para resolvermos esse problema, vamos chamar o nimero de quadrilateros de z; e o
nimero de pentdgonos de x5 e desse modo podemos expressar a situacao com o seguinte

sistema:
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1+ T2 = 35
41 + dxy = 158

De acordo com a operacao de multiplica¢ao entre duas matrizes [respeitando a condigao
envolvendo as ordens das matrizes, para a possibilidade das operagdes serem efetuadas],

podemos escrever, equivalentemente ao sistema acima a seguinte equagao matricial:

][]

11 ) 1
. dos coeficientes, X =

Counsidere as matrizes A =

] das varidveis e a matriz
X2

35
B = [ ] ,dos termos independentes, e por argumentacao andloga ao exemplo anterior:

AX = B
AT AX = A'B
X = A'B
. 5 —1
No exemplo anterior, como A1 :[ A ],temos:
X = A'B

X =

5 —1 35
4 1 | | 158

Pela igualdade entre matrizes podemos afirmar que x; = 17 e x5 = 18, isto é, 17 qua-

drilateros e 18 pentagonos.
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Capitulo 4
Outras Aplicacoes

No Ensino de Matematica, independente no nivel, é muito comum nos depararmos
em sala de aula com a pergunta: “Professor, onde eu vou usar isso na minha vida?”. Esse
item do trabalho visa apresentar algumas aplicacoes das Matrizes, dos Determinantes e
dos Sistemas Lineares na resolugao de problemas em vérias areas do conhecimento (como
em Fisica, Quimica, Nutrigao, Geometria Anali’tica, Logistica, etc.) além da aplicagao
no estudo das probabilidades vista anteriormente neste trabalho. Como a transversali-
dade é uma tendéncia cada vez mais presente nas avaliagoes que os nossos alunos sao
submetidos, como o Exame Nacional de Ensino Médio [ENEM], por exemplo, vejamos al-

gumas situacoes onde esses conhecimentos podem nos auxiliar a resolver alguns problemas.

[Nutrigao] Foram estudados trés tipos de alimentos. Fixada a mesma quantidade (1 g)
determinou—se que o alimento I tem 1 unidade de vitamina A, 3 unidades de vitamina
B e 4 unidades de vitamina C, o alimento II tem 2 unidades de vitamina A, 3 unidades
de vitamina B e 5 unidades de vitamina C e o alimento III tem 3 unidades de vitamina
A, 3 unidades de vitamina B e nao contém vitamina C. Se sao necessarias 14 unidades
de vitamina A, 18 de vitamina B e 14 de vitamina C, quais as possiveis quantidades dos

alimentos I, IT e III, que fornecem a quantidade de vitaminas desejadas?

Resolucgao:

Considere que as quantidades ingeridas dos alimentos I, II e III sejam, respectivamente,
x, y e z gramas. Desse modo podemos escrever que com relacao ao alimento I, temos
x unidades de vitamina A, 3z unidades de vitamina B e 4z unidades de vitamina C. J4
com relacao ao alimento II temos 2y unidades de vitamina A, 3y unidades de vitamina
B e 5y unidades de vitamina C e por fim, com relacao ao alimento III temos 3z unidades
de vitamina A, 3z unidades de vitamina B e nenhuma unidade de vitamina C e como

as quantidades necessarias de vitaminas A, B e C, sao de, respectivamente, 14, 18 e 14
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unidades, temos o seguinte sistema linear para a representacao do referido problema:

r+2y+3z2=14
3+ 3y + 32 =18
4o + 5y + 0z = 14

Ou equivalentemente:

1 2 3 x 14
3 3 3 y | =1 18
4 5 0 z 14
Pela Regra de Cramer:
1 2 3 14 2 3 1 14 3 1 2 14
d=13 3 3|=18,d,=|18 3 3 |=18,d,=|3 18 3 |=36ed,=|3 3 18 |=
4 5 0 14 5 0 4 14 0 4 5 14
54, e, portanto, podemos concluir que: z = — = § = 1 grama, y = @ = @ = 2 gramas
d 18 d 18
ez = % = % = 3 gramas e esta resolvido o problema.

[Quimica] Uma reagao quimica é um rearranjo de moléculas para formar novas substancias
quimicas em que reagentes sao transformados em produtos. Por exemplo: 2Na + Cly —
2NaCl representa a reacao de duas moléculas de sédio [Na] e uma de cloro [Cl] para
produzir duas moléculas de cloreto de sédio (sal de cozinha). Essa reacgao é balanceada no
sentido que o nimero de atomos de todos os elementos em um lado da reacao é o mesmo
que o numero de atomos no outro lado. Pelo exposto anteriormente, balanceie as reagoes
a seguir:

a) NoO5 — NOy + Os

b) HF + SiOy — SiFy + HyO

Resolucgao:

No item a) temos, NoOs5 — NOy+0O,. Considere que hajam = moléculas de NyOs5 como re-
agente, produzindo y moléculas de NO, e outras z moléculas de O,. Como a reacao estard
balanceada se e somente se, o nimero dos atomos de um lado da reagao for igual o niimero
desse mesmo atomo do outro lado da reacao, temos entao: x.NoOs — y.NOg + 2.04, dai

temos que 2z = y [em relacdo ao Nitrogénio N] e também bx = 2y + 2z [em relacao

o . v =y . .
ao Oxigénio O], assim podemos escrever: , 0 que nos permite concluir
or = 2y + 2z
20—y =0 : , : : :
que: que obviamente trata—se de um sistema linear indeterminado,
or — 2y — 2z =0

pois o nimero de varidveis é maior que o nimero de equagoes, assim, podemos concluir
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que, sendo y = 2z temos: bxr — 2.(2x) =22 =0 — z = g Logo podemos concluir que

x
todo terno ordenado (z,y, z), da forma (x, 2z, 5), para qualquer x real, constitui—se uma

solucao para o sistema e balanceia a reagao.

No item b) temos, HF + SiOy — SiFy + H20 e por procedimento andlogo ao anterior
podemos escrever, assumindo que as quantidades de moléculas HF',510,,51F; e H50,
sejam x,y,z € w, assim a reacao pode ser escrita como: x.HF +y.510y — 2.51F,+w.H>0
e desse modo pela igualdade dos atomos envolvidos na reagao: =z = 2w [em relagdo ao

Hidrogénio HJ|, x = 4z [em relac¢do ao Flior F], y = z [em relagao ao Silicio Si] e 2y = w

T =2w
T =4z
[em relagd ao Oxigénio O] originando o sistema: , portanto escrevendo as
y==z
2y =w

demais varidaveis em fungao de z, podemos afirmar que qualquer quadrupla (z;y; z; w) da
forma (4z; z; z; 22) balanceia a reagao.

[Fisica] Suponha que em um determinado experimento sobre langamento oblliquo os
alunos computaram a altura atingida pelo objeto lancado nos instantes 1, 2 e 3 segundos,

obtendo a seguinte tabela:

t (segundos) | h (metros)
1 6
2 6
3 4

Determine a altura maxima atingida pelo objeto e o instante em que isso ocorre.

Resolugao:

Como sabemos, ao submetermos um objeto ao langamento obliquo o mesmo descreve uma
trajetéria parabdlica, e, portanto, podemos afirmar que a lei matematica que define tal
trajetéria é uma funcao polinomial do segundo grau, assim podemos escrever: h(t) =
at> + bt + ¢, com a # 0. Tomando os pontos obtidos com o experimento, podemos

escrever: h(1) = a(1)? +b(1) + ¢ = a+ b+ ¢ = 6 e analogamente temos: 4a + 2b+c =6

a+b+c=6
e 9a + 3b + ¢ = 4. Desse modo originamos o seguinte sistema: 4a+2b+c=6 , ou
9a+3b+c=4
equivalentemente,
1 11 a
4 2 1 =
9 31 c 4
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Pela Regra de Cramer:

111 6 1 1 1 61 116
d=14 2 1|=-2,d, =6 2 1|=2,dy=|4 6 1|=—-6ed.=|4 2 6|=

9 3 1 4 3 1 9 4 1 9 3 4
—8, e, portanto, podemos concluir que: a = Ea = é =—-1,b= % = % =3
ec= % = % = 4, logo: h(t) = at®* + bt + ¢ — h(t) = —t? + 3t + 4 cuja repre-
sentaco grafica é uma parabola com concavidade voltada para baixo, daif a altura maxima
trata—se do yy, que como sabemos, pode ser encontrado usando a relacao yy, = ~1a e

como A =32 —4.(—1).4 = 2 e finalmente hy; = 12,5 metros. Ja o instante em que isso

ocorre é exatamente o xy = “on = 1,5 segundo.
a

[Codificacao] Nos dias de hoje é muito comum que as pessoas utilizem dados pesso-
ais nas atividades do dia—a—dia, como senhas de acesso a bancos, contas de e—mail,
senhas de cartao de crédito/débito, os préprios nimeros dos documentos pessoais como
RG e CPF, além do que varias empresas e setores do Governo precisam trafegar men-
sagens secretas e dados sigilosos, o que faz com que haja a necessidade do estudo da
codificagao/decodificagdo de mensagens. Esses cddigos utilizados serdo chamados de ci-
fras, e a acao de “cifrar” uma sequéncia de dados é chamado de codificacao, e obviamente
a operacao de decifrar uma sequéncia é chamada de decodificacao.

Uma classe de Sistemas Poligraficos consiste em escrever uma frase de n letras do nosso
alfabeto segundo uma codificacao conhecida pelas partes interessadas nessas informagoes.

Vejamos a codificagao utilizada para cada letra num dado sistema de codificagao/decodificagao:

AIB|C|D|E|F|G|H|I|J|K|L|M
01]02(03/04|05|06|07|08|09]|10]|11]12]13
N|O|P|Q|R|S|T|U|V|W|X|Y]|Z
141516 [ 17 18|19 |20 | 21| 22| 23|24 25| 26

Vamos utilizar o simbolo # para separar as palavras', desse modo temos ainda:

7t
27

IE claro que a medida em que se fizer necessario, os acentos ortograficos e demais signos que pos-
sam/queiram ser utilizados para a codificagdo/decodificagdo podem ser incorporados na tabela de codi-

ficacao.
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Vejamos como podemos codificar a frase

“TRABALHO FINAL DO PROFMAT”
[TRABALHO#FINAL#DO#PROFMAT#]

Resolugao:
1° Passo: Escolha uma matriz quadrada [e inversivel caso a decodificagao seja necessarial.

Para efeito facilitador iremos escolher uma matriz de ordem 2:

11
3 2

A saber, como |A| = —1 # 0, a matriz A é inversivel.

A:

2° Passo: Transcreva a frase a ser codificada utilizando os simbolos definidos na tabela
de codificagao, dividindo o texto em duas linhas [de um modo mais abrangente deveremos
dividir o texto num nimero de linhas igual a ordem da matriz de codifica¢do escolhida] e
caso seja necessario utilizaremos o simbolo # para completar a segunda linha da mensa-

gem:

T|IR|A|B|A|L|H|O|# | F|I|N|A
20 | 18 |01 /02|01 | 12| 08|15 |27| 06|09 | 14 | 01
L|#|D|O|#|P|R|O|F|M|A|T]|#
1227 /04|15 |27 16|18 | 15|06 |13 |01 |20 |27

Desse modo temos a matriz M associada a mensagem a seguir:

M= 20 18 01 02 01 12 08 15 27 06 09 14 01
12 27 04 15 27 16 18 15 06 13 01 20 27

3° Passo: Para a codificacao basta multiplicarmos as matrizes A e M, originando a ma-

triz codificada C:

R 20 18 01 02 01 12 08 15 27 06 09 14 01
13 27|12 27 04 15 27 16 18 15 06 13 01 20 27

o 32 45 05 17 28 28 26 30 33 19 10 34 28
84 108 11 36 57 68 60 75 93 44 29 82 57
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Logo a mensagem codificada, usando para as entradas da matriz a congruéncia mod(27),

pois trata—se da quantidade de simbolos utilizadas, é:

105 18 05 17 01 01 26 03 06 19 10 07 01
03 27 11 09 03 14 06 21 12 17 02 01 03

“EREQAAZCFSJGAC KICNFULQBAC”

O que convenhamos, é praticamente impossivel de ser decifrada. Caso a decodificacao
seja necessaria, denotaremos a matriz de decodificagao por D, que para ser encontrada

basta efetuarmos a seguinte operacio: D = A71.C.

Uma vez feita a codificacao, vejamos como o processo inverso pode ser realizado.

Como sabemos que a matriz resultante apds a codificacao é:

05 18 05 17 01 01 26 03 06 19 10 07 01
03 27 11 09 03 14 06 21 12 17 02 01 03

E que a matriz utlizada nessa codificacao foi: A =

-2 1
3 -1

D_[—O? —09 01 —25 01 12 —46 15 00 —21 —18 —13 01]

11
cuja inversa é A7l =
3 2

. Realizando a multiplicacao: D = A~1.C, obtemos a seguinte matriz:

1227 04 42 00 —-11 72 =12 06 40 28 20 00

Logo a mensagem decodificada, usando para as entradas da matriz D com a congruéncia

mod(27), é:

20 18 01 02 01 12 08 15 27 06 09 14 01
12 27 04 15 27 16 18 15 06 13 01 20 27

Que ¢, justamente a matriz encontrada antes da codificagao. O que confirma a eficacia

da decodificacao.

[Geometria Analitica] Uma aplicagdo muito utlizada das matrizes, é a possibilidade de
escolhermos um sistema de coordenadas ortogonais de forma conveniente para simplificar

a expressao de uma Conica? ou uma curva qualquer no Plano Cartesiano. Normalmente

2A saber temos as Pardbolas, as Elipses e as Hiperbéles. Caso as mesmas tenham os seus eixos focais
paralelos a algums dos eixos cartesianos, podemos dizer que as equacoes das mesmas, em relagao ao

sitema XOY, podem ser dadas por: (y — yo)? = 2p(z — z¢) [Pardbola com o Eixo Focal paralelo ao eixo
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quando uma dessas conicas nao tem o seu eixo focal paralelo a um dos eixos coordenados,
podemos reescrever a equacao da mesma assumindo um novo sistema de eixos coordenados
a partir de uma simples rotacao® dos eixos originais em torno da origem do sistema de

coordenandas facilitard a escrita da equacao de cada conica da seguinte forma:

Considere um Sistema de Coordenadas Ortogonais XOY. Seja o Sistema de
Coordenadas X’OY’ obtido a partir do Sistema XOY pela rotacao dos dois
eizos em torno da origem [utilizaremos o centro de rota¢do na origem apenas
com a finalidade de facilitar as nossas conclusoes. Por procedimento conve-
niente, podemos ainda deslocar o centro de rotacao para obtermos o Sistema
X’0Y’ com a nova origem num ponto diferente da origem do Sistema XOY]
por um angulo 0 tal que 0° < 0 < g Tome um ponto qualquer de coordena-
das (z,y) em relagdo ao Sistema XOY que também possui coordenadas (z',y')
referente ao Sistema X'OY’. Considere ainda o segmento OP com extremida-
des mo ponto P e na origem e o angulo ¢ entre o segmento OP e semi—eizo
positivo OX’ e chameremos o seu comprimento de r. Desse modo podemos

escrever:

' = r.cos(y)
y = r.sen(p)

E também
x =r.cos(p+ 0)

y =r.sen(p +0)

Mas, desenvolvendo as expressoes trigonométricas, temos:

x = r.cos(p).cos(f) — r.sen(yp).sen(0)
y = r.sen(p).cos(0) + r.cos(p).cos(0)

O que nos permite escrever

x = x'.cos(0) —y .sen(0)
y = 2'.sen(f) + 2’.cos(0)

2 )2
X], (z — x0)? = 2p(y — yo) [Pardbola com o Eixo Focal paralelo ao eixo Y], (z = 20) + (v~ ) =1

a? b2
_ 2 _ 2
[Elipse com o Eixo Focal paralelo ao Eixo OX], (2 — 2) + (Y — %0) = 1 [Elipse com o Eixo Focal

b2 a?
2 2
paralelo ao Eixo OY], (= 2) — (v — ) = 1 [Hipérbole com o Eixo Focal paralelo ao Eixo OX],

a? b2
2 2
T—x —
( 72 o) — € 2y o) = 1 [Hipérbole com o Eixo Focal paralelo ao Eixo OY] todas elas com centro no
a
ponto (xg,yo)-
3Podemos, ainda, utilizar uma simples translacio dos eixos do sistema XOY ou até mesmo uma

combinagao entre uma rotagao e uma translacao dos eixos do mesmo sistema de coordenandas.
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E finalmente:
[ x ] _ [ cos(f) —sen(0) ] . [ x ]
Y sen(f) cos(0) Y’

O que nos permite ainda “desfazer” um rotacao da sequinte forma*:

[x’ ] _ [ cos(f)  sen(0) ] ' [ x]
Yy’ —sen(6) cos(0) y

Como ilustrado na figura a sequir:

Figura 4.1: Sistema Ortognal X’0OY” pela rotagao 6

em torno da origem do Sistema Ortognal XOY

De acordo com o exposto acima, considere a conica de equacao: —bx24-26xy—>5y*—72 = 0.
Determine qual a conica em questao e encontre qual a equagao da mesma no Sistema Or-

tognoal X’OY’ obtido a partir da rotacao por um angulo de T

Resolucgao:

x
Vejamos como fica a equacao no novo Sistema Ortogonal. Usando o fato que [ ] =
Y

cos(f)  —sen(d) v podemos escrever que = \/75 _\/75 v
sen(0) cos(d) | |y | Yy ﬁ @ Ly
2 2

V2

r= ("=
podemos escrever que: \/25 e substituindo na equacao dada temos:
2

y=—5-"+v)

—52? + 262y — 5y* — 72 =0
—5(?.(95' - y’))2 n 26(?.(1" ~y)) (g.(x’ +9)) - 5(?.(:5’ + y’))2 7220
=(..) =
162" — 36y = 144

4Observe que nos dois casos abordados para a obtencdo das coordenadas dos pontos nos Sitemas

Ortogonais, as duas matrizes quadradas sao inversas uma da outra.
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E dividindo a equacao por 144, temos: %/2 — %12 = 1 que trata de uma Hipérbole com uma
equacao muito mais simples do que a equivalente no Sistema XOY. Caso as caracteristicas
desta Hipérbole sejam solicitadas, basta encontra—las no Sistema X’OY’ e depois utilizar
a equacao matricial conveniente para obtermos as coordenadas dos pontos no Sitema

XOY.
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Capitulo 5
Consideracoes Finais:

Como visto neste trabalho, a aplicacao das Matrizes, Determinantes e Sistemas Li-
neares pode ir muito além dos simples exercicios normalmente abordados em sala de aula.
Existe um campo muito amplo que pode ser levado em consideragao, mesmo no Ensino
Médio pois nao necessitam de ferramentas mais sofisticadas do que as apresentadas até a

conclusao da Educacao Bésica.

Além disso, o conceito formal de Determinantes, que as vezes é deixado de lado nos
cursos de graduacao e que normalmente se constitui uma deficiéncia para nés, Professores
de Matematica, que trabalhamos cada vez mais com uma clientela questionadora e nao
aceita com facilidade a argumentacao de que as “coisas” sao resolvidas de acordo com
simples “regras” que podemos aplicar a terminar um exercicio ou problema como uma
verdade absoluta, foi um ponto que nao poderia ser deixado de lado neste trabalho. Uma
abordagem com um olhar um pouco mais técnico foi dada no tratamento de tal definicao
com o intuito de fornecer ao Professor, pelo menos, uma argumentacao mais consistente
do que vem a ser o Determinante de uma matriz, em quais situagoes os mesmos po-
dem ser calculados, e as demonstragoes de algumas propriedades utilizadas no célculo dos

Determinantes, que sao atalhos que facilitam muito a obtencao dos resultados procurados.

As aplicacoes das Matrizes e dos Sistemas Lineares em situacoes menos triviais
do que as apresentadas nos livros do Ensino Médio também foram motivos de atengao
deste trabalho. Problemas envolvendo Probabilidades, Equagoes Quimicas, Movimen-
tos Uniformemente Variados, Codificacao, dentre outros apresentados neste trabalho, nos
permite observar que em muitos casos podemos estabelecer um elo entre conteuidos, apa-
rentemente desconexos, com a intencao de criar estratégias de resolucoes menos ébvias,
possibilitando apresentar aos nossos alunos que conceitos matematicos nao precisam ficar

restritos na prépria Matematica e sim ultrapassar os limites da mesma.
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Apeéendice A

Interpretacao Geométrica dos

Sistemas Lineares

Reconhecendo Equagoes de Retas no R* e de Planos no R?

Uma vertente interessante de analise de Sistemas Lineares € a resolucao geométrica
destes. No entanto a utilizacao dessa ferramenta para a andlise nao pode ser usada de
forma indiscriminada. Precisamos definir alguns conceitos e estabelecer algumas regras
neste tipo de resolugao dos Sistemas Lineares a fim de conseguirmos alcancar o nosso

objetivo de resolver todas as equacoes envolvidas no sistema de forma simultanea.

No Ensino Fundamental, os Sistemas Lineares de duas equacoes e duas variaveis
sao, na sua esmagadora maioria, possiveis e determinados e como sabemos as equacoes
dos sistemas sao, na verdade, equacoes de duas retas coplanares. Vejamos as posigoes

relativas entre duas retas coplanares.

1) Concorrentes: As duas retas possuem um tnico ponto de intersegdo, em outras
palavras, o sistema deve ser possivel e determinado, pois a sua solucao é tnica, as-

sim devemos respeitar a seguinte condi¢ao: det(A) # 0, como por exemplo o sistema:

T —|— To = 3 1 1 . , ,
. Como: d = = 1, podemos afirmar que o sistema ¢é possivel e
2931 + 31132 =8

determinado, isto ¢, as retas sdo concorrentes [a saber o ponto de intersegao entre as retas

é o ponto de coordenadas (1;2). Geometricamente temos a seguinte situacao:
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sl s B

Figura A.1: Duas retas concorrentes.

2)Paralelas': As duas retas nao possuem ponto de intersecao, desse modo o sistema

nao possui solugao, isto é, o sistema deve ser impossivel, dai, devemos ter: det(A) = 0

T1+ 219 =3
e det(x1) # 0 ou det(xy) # 0. Considere o exemplo: ! ? Como: d =
2[L’1 + 4[)32 =5
1 2 3 2 . - .
0 4l= Oed, = _h 2, podemos afirmar que o sistema ¢ impossivel e as retas

sao paralelas. Geometricamente temos a seguinte situacao:

54
4
\\\\\\;\i
\
1
0

B -2 - o 1 2 4 5

Xy ¥2K58

2xy +4x2=§

|
©

!
EN

Figura A.2: Duas retas paralelas.

Coincidentes: Neste caso, todos os pontos de uma das retas também sao pontos da

outra, ou seja, o sistema admite infinitas solugoes, portanto o sistema é possivel e inde-

1+ 2x9 =3
terminado, assim: det(A) = det(x,) = det(z3) = 0, vejamos o exemplo: ! ? :
25(]1 + 4%2 =6
1 2 3 2 1 3
como: d = =0,d,, = =0ed,, = = 0, podemos afirmar que
2 4 6 4 2 6

o sistema ¢é ipossAvel e indeterminado, e dai as retas sao coincidentes. Geometricamente

temos a seguinte situacao:

!Neste caso levaremos em consideracio APENAS as retas paralelas distintas. As retas coincidentes

fazem parte de outro grupo de posicoes relativas.
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Figura A.3: Duas retas coincidentes

Ja no Ensino Superior, os estudantes acabam estudando equagoes de trés varidveis
que sao na verdade equacoes de planos no R3. No Ensino Médio esse conceito nao é
apresentado aos alunos, mas poderiamos, sem muitos problemas, assumir que a equacao
de um plano é dada da forma: ax; + bxs + crs = d e assim estudar as posicoes relativas
entre dois ou mais objetos dessa natureza, em particular, poderiamos fazer uma analogia
com os Sistemas Lineares de 3 equacoes e 3 variaveis que sao estudadas neste nivel de
ensino. Dizemos que os Sistemas Lineares de ordem 3 admitem solucao apenas se os trés
planos envolvidos possuirem pontos em comum: observe que mesmo que as intersegoes
dos planos envolvidos no sistema ocorram apenas para pares de planos, nao poderemos

encontrar pontos que satisfacam TODAS as equacoes do sistema.

Vejamos em quais situacoes os Sistemas Lineares de ordem 3 admitem solucoes. A
saber, um sistema de ordem 3 possivel s6 pode admitir como solugoes um ponto, uma reta
ou um plano [iremos considerar nestes casos que nenhum dos coeficientes a,b,c e d sejam

nulos, para efeito de minimizar os problemas com a interpretacao geométrica do sistema].

Antecipando as analises que virao a seguir, vejamos como poderemos classificar dois
planos. Considere dois planos com equacoes axy + bxg + cx3 =d e a'xy +b'xy + dwg = d,

podemos classifica—los em coincidentes, paralelos e concorrentes e devemos ter:

e Para planos conicidentes:

a c d

a bV Jd
e Para planos paralelos:

a c ,d

7V e d
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e Para planos concorrentes:

ou

RN

Ul U oI o

ou

SHESTIENESEER RS
DI N

A partir dai, podemos avaliar os Sistemas Lineares de ordem 3 verificando as

posicoes relativas entre os planos dois a dois.

CASO 1: A solucao do sistema é um ponto:
Neste caso, qualquer par de planos do sistema devem ser concorrentes e geometricamente,

devemos ter uma configuragao similar ao desenho a seguir:

Figura A.4: Trés planos concorrentes

dois a dois

CASO 2: A solucao do sistema é uma reta:

Neste caso temos duas situagoes possveis a analisar:

I) Temos dois planos coincidentes e o terceiro é secante aos dois primeiros:

Desse modo, temos duas equagoes de planos proporcionais e uma terceira equacao de

plano concorrente aos outros dois, desse modo, temos, geometricamente:

Figura A.5: Dois planos coincidentes e um terceiro concorrente
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IT) Temos que os trés planos sdo distintos dois a dois possuem uma unica reta em comum:

Desse modo devemos ter dois niimeros reais nao nulos ky e ky que satisfacam as situagoes:

a — ]{jla” + ]{;2&///
b, _ klb// + k2bm
o = klcu + kzclu

Podemos dizer ainda que uma das equagoes ¢ uma combinacao linear das outras duas.
Geometricamente:

Figura A.6: Trés planos distintos dois a dois que possuem uma reta em comum.

CASO 3: A solucao do sistema é um plano:

Nessa situacao, os trés planos sao coincidentes, e sem maiores complicagoes devemos en-
contrar, geometricamente:

uE[}E’{-

Figura A.7: Trés planos coincidentes.
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Apeéendice B

Topicos Sobre Probabilidades

Para podermos efetivamente determinar as probabilidades de algumas situacoes
ocorrerem ¢é necessario que tenhamos alguns conhecimentos prévios a respeito dos concei-
tos envolvidos. A seguir temos os conceitos iniciais que ajudara a compreendermos um

pouco sobre probabilidades.

1) Experimento Aleatério:

Chamamos de Experimento Aleatério ou Casual, toda acao que realizada sob as mesmas
condicoes, ainda assim, nao nos permite determinar com certeza o seu resultado, por
exemplo, o lancamento de uma moeda é classificado como Experimento Aleatdrio, pois
mesmo sabendo todas as possibilidades de resultados, nao podemos dizer com certeza o

resultado a cada lancamento.

2) Espago Amostral:

Eo conjunto que engloba todas os resultados possiveis em um dado experimento aleatério,
denotaremos por S. Assim, no lancamento de uma moeda perfeita, chamemos por
C' = Cara e K = Coroa, dai o espago amostral é dado por: S = {C, K}. Nesse caso
temos um espacgo equiprovavel, ou seja, todos os elementos tem a mesma probabilidade

de serem encontrados.

3) Eventos:
Todo subconjunto do espago amostral recebe o nome de evento, assim podemos definir o

seguinte evento: A={Sair cara no langcamento de uma moeda}

4) Probabilidade de um Evento Ocorrer:
Por fim a probabilidade nada mais é do que a divisao entre o nimero de elementos

do conjunto evento e o niimero de elementos do espaco amostral, e pode ser calculada
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utilizando a seguinte férmula:

A saber, 0 < p(A) < 1.
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