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Resumo

O contetido desta Tese estd relacionado a versao da conjectura de Smale sobre a
trivialidade do centralizador para certas classes de fluxos e acoes de R". A conjectura
de Smale estabelece que a maioria dos sistemas dinamicos tem centralizador trivial,
significando que toda a dinamica que comuta com a original é um reescalonamento
temporal da mesma. Neste trabalho, mostramos a trivialidade do centralizador para as
seguintes classes de sistemas dinamicos: (i) conjunto aberto de campos de classe C* com
singularidades hiperbélicas nao-ressonantes e que satisfazem a Komuro-expansividade,
os quais contém o atrator de Lorenz classico como caso particular; (ii) conjunto Baire
residual de campos conservativos de classe C'; (iii) conjunto Baire residual de campos
hamiltonianos de classe C'. Além disso, provamos que o conjunto das acoes de R?
localmente livres, expansivas e de classe C' tém centralizador quase-trivial. Em particular,
obtivemos os seguintes: (i) R%acdes Anosov transitivas em variedades compactas tém
centralizador quase-trivial; (ii) caracterizagdo de sub-agdes expansivas de agoes de R

Palavras-chave: Centralizadores de Sistemas Dinamicos, Fluxos Expansivos,
Sistemas Conservativos, Hamiltonianos, Problema 12 de Smale.






Abstract

The content of this thesis is related to the version of the Smale conjecture about the
centralizer triviality For certain classes of flows and R%actions. The Smale conjecture
states that most of the dynamic systems have a trivial centralizer, meaning that all the
dynamics that commute with the original is a temporal rescaling of the same. In this work,
we show the triviality of the centralizer for the following classes of dynamic systems: (i)
open set of C* vector fields with non-resonant hyperbolic singularities satisfying Komuro-
expansivity, which contains the classic Lorenz attractor as Particular case; (ii) residual
Baire set of C'-conservative vector fields; (iii) residual Baire set of C'-Hamiltonian vector
fields. In addition, we prove that the set of locally free, expansive C! R™-actions have
a quasi-trivial centralizer. In particular, we obtained the following: (i) transitive R’
Anosov actions in compact manifolds have quasi-trivial centralizer; (ii) characterization
of expansive sub-actions of R%-actions.

Keywords: Centralizers of Dynamical Systems, Expansive Flows, Conservative
Systems, Hamiltonians, Smale’s 12 Problem.
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Capitulo

Introducao

Dada uma variedade M, para cada f € Diff" (M), o centralizador de f &€ Z"(f) = {g €
Diff" (M) : fog=go f}. Do ponto de vista da Algebra, Z"(f) consiste do subgrupo
de difeomorfismos em Diff" (M) que comutam com f e, do ponto de vista topolégico, se
h € Z"(f), entdo hofoh™' = f, ou seja, h é uma C"-conjugacao do difeomorfismo f consigo
mesmo. Mais ainda, Z"(f) pode ser pensado como sendo o mapeamento das simetrias de
f do ponto de vista dindmico. Naturalmente, Z"(f) contém todas as poténcias inteiras,
por composicao, de f. Quando ocorrer a igualdade Z"(f) = {f" }nez, Z7(f) é denominado
trivial.

Na década de sessenta, S. Smale [78] questionou se, em qualquer variedade compacta
e conexa M, o conjunto T"(M) = {f € Diff" (M) : Z"(f) é trivial} é genérico em
Diff"(M). Também, inspirado na lista dos 23 problemas propostos por D. Hilbert,
em 1900, Smale [80] apresentou a lista “Mathematical Problems for the Next Century”,
constando de 18 problemas para o século XXI, na qual o Problema 12 consiste nesta
pergunta sobre a trivialidade do centralizador. Provavelmente, uma das principais
relevancias do “Problema 12 de Smale” seja o estudo do mergulho de difeomorfismos
f: M — M definidos em uma variedade diferenciavel M como aplicacao tempo-1 de um
fluxo continuo {p;}icr, também definido em M, isto é, @1 = f. Se este é o caso, cada
; comuta com f e portanto o centralizador de f contém um subgrupo isomorfo a R ou
S = R/nZ se f & periodica. Com isto, se o centralizador de f for discreto (em particular
centralizadores triviais o sdo), f ndo é aplicacao tempo-1 de um fluxo em M. Entretanto,
centralizadores também foram utilizados no problema da classificacao de difeomorfismos
do circulo via conjugacoes diferenciaveis, estudado por Herman [30] e posteriormente,
continuado por Yoccoz [88].

Neste sentido, um dos aspectos do Capitulo 2 desta tese é seu cunho histoérico, no
qual fizemos uma exposicao de resultados relacionado a Conjectura de Smale, descrita
nos paragrafos anteriores, obtidos Até o presente (Secao 2.2.1). De referir, com o trabalho
de Bonatti-Crovisier-Wilkinson [16], foi verificada a veracidade da conjectura de Smale
para o caso r = 1. O caso r > 2 continua em aberto, exceto para o caso em que M é uma
variedade compacta e conexa unidimensional (e portanto difeomorfa ao circulo), para o
qual Kopell [39] provou a existéncia de um conjunto aberto e denso de difeomorfismos em
Diff"(S") cujos elementos tém centralizador trivial. Em variedades de dimensdo superior
a 1, com respeito a conjectura de Smale, ha resultados afirmativos, porém restritos a
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certas classes particulares de difeomorfismos, de referir, Bonatti-Crovisier-Vago-Wilkinson
[15] para difeomorfismos conservativos e simpléticos; Burslem [22] para difeomorfismos
parcialmente hiperboélicos; Anderson [4] e Togawa [84| para difeomorfismos Morse-Smale;
Palis-Yoccoz [60] para difeomorfismos Anosov em toros; Togawa [85], Palis-Yoccoz [59)],
Fisher [27, 28], Rocha [70, 71] para difeomorfismos Axioma A.

Na Secao 2.4 apresentamos a versao da Conjectura de Smale para campos vetoriais e
fluxos. Dado um fluxo (¢;); de classe C", se definirmos o centralizador de (y;); como sendo
Z"((¢¢)r) = { fluxos (v5)s de classe C" em M : g0t = 1hs0p, para quaisquer t, s € R}.
Como para qualquer h : M — R é uma aplicacao continua e invariante ao longo das
orbitas de (@), (isto é, h(pi(x)) = h(x) para todo (¢, ) € R x M) o fluxo (), definido
por 1, (x) = @p+(r) para todo (¢, ) € R x M estad em Z"((¢¢):), entdo uma versao da
conjectura de Smale pode ser estabelecida para fluxos, conjecturando que, tipicamente,
o centralizador de um fluxo (¢;); é constituido apenas por fluxos (;)s tais que i (x) =
©n(z)¢(x) para todo (¢, ) € Rx M para alguma aplicacao h : M — R continua e invariante
ao longo das orbitas de (¢,);. Neste trabalho, denominamos Z"((¢;);) como sendo quase-
trivial quando qualquer um de seus elementos for desta forma para alguma aplicacao
h: M — R continua e invariante ao longo das orbitas de (;);. Se por ventura, Z"((¢):)
for quase-trivial e para qualquer um de seus elementos dado por ¢y (z) = @pw)(z), a
aplicacdo h for constante, Z"((y;);) denomina-se trivial.

Um interessante resultado de Geometria diz que dois campos vetoriais suaves X e Y
em uma variedade M sdo tais que o colchete de Lie [X, Y] é o campo nulo se e somente
se os fluxos associados (X;); e (Y;), verificam X; oY, = Y, o X; para quaisquer ¢, s € R.
A partir disso, dado X € X" (M), define-se Z"(X) = {Y € X" (M) : [X,Y] = 0}.
Reparafraseando, se X, Y € X"(M), Y € Z"(X) se e somente se (Y,), € Z"((Xy),).
Equivalentemente, em termos do campo vetorial, Z"(X) é quase-trivial se para qualquer
Y € Z"(X) existir uma aplicagdo h : M — R tal que Y(x) = h(z) - X(x) para todo
x € M e X(h) =0, considerando X como operador diferencial. Esta defini¢ao é conforme,
visto que X (h) = 0 se e somente se h é constante ao longo das o6rbitas do campo X e
Y(xz) = h(z)- X (x) se e somente se os fluxos associados satisfazem Y;(x) = Xp(,).¢(x) para
todo (t, z) € R x M.

Mas, se o centralizador de um fluxo ¢ de classe C", r > 1, é quase-trivial, sob que
condicoes ele é na verdade trivial? Neste sentido, a Subsecao 2.4.1 do Capitulo 1 contém
conceitos e resultados necessarios para o desenvolvimento dos capitulos posteriores,
incluindo o Teorema A (p. 26) que exibe condigbes suficientes para a trivialidade do
centralizador de um campo vetorial. Mais precisamente, se I) ¢ é transitivo, II) Per(p)
¢ denso em M e, III) orbitas periodicas distintas de mesmo periodo sao isoladas entre
si, entdo Z'(p) é trivial. Como consequéncia imediata deste Critério para a trivialidade
do centralizador de campos vetoriais, similar ao resultado de Kato e Morimoto [34] e o
resultado de Jungreis e Hirsch [33] para fluxos Anosov, verificamos que campos vetoriais
Anosov transitivos tém centralizador trivial e além disso, também como aplicacao deste
critério, nos obtivemos, no Capitulo 5, um residual de campos vetoriais conservativos, na
topologia C', cujos elementos tém centralizador trivial.

Ao contrario do que ocorre com difeomorfismos, aparentemente nao ha uma literatura
tao vasta sobre centralizadores de campos vetoriais e fluxos. Neste sentido, Kato-
Morimoto [34] provaram que fluxos Anosov de classe C' em variedades compactas tém



centralizador quase-trivial. Oka [52] provou que fluxos expansivos definidos em espagos
métricos compactos e conexos tém centralizador quase-trivial. Sad [76] provou que existe
um subconjunto aberto e denso A de C*-campos veroriais Axioma A com transversalidade
forte, tal que se X € A, entdao Z°°(X) é trivial. Uma das caracteristicas inéditas
deste trabalho, quando comparado aos predecessores, citados neste paragrafo, é o fato de
obtermos trivialidade do centralizador para classes de fluxos que admitem singularidades.

No Capitulo 3, nos provamos o Teorema B (p. 35) que estabelece a existéncia de um
conjunto aberto de fluxos ¢ de classe C*> com singularidades hiperboélicas nao-ressonantes
e que satisfazem a Komuro-expansividade quando restrito a um compacto ¢-invariante
A C M, cujos elementos tém centralizador quase-trivial. Para tanto, fixado ¢ € Z%(¢p),
pela continuidade e expansividade de ¢, no Lema 3.3.2 obtivemos p > 0 uniforme e uma
aplicacao z : [—u, p] x A\ Sing(pin) — R tal que @ 1) () = ¥(t, z) para todo (t, x) €
[—p, p] x A\ Sing(¢ia). Por outro lado, a hipotese de hiperbolicidade das singularidades
foi importante para garantir a existéncia de infimo positivo para os perfiodos das orbitas
periddicas do fluxo Komuro-expansivo (Lema 3.3.1) e como consequéncia disto, obtivemos
a unicidade de z e que a mesma satisfaz uma propriedade de cociclo, possibilitando sua
extensao e de modo tinico a uma aplicacao p : R x A\ Sing(pn) — R tal que ., . (2) =
Y(t, x) para todo (t, x) € RxA\Sing(pja), como estabelecido no Lema 3.3.3. Finalmente,
a invariancia de p ao longo de orbitas regulares, como estabelecido no Lema 3.3.4, junto
a hiperbolicidade e nao ressonancia das singularidades, garante a existéncia de extensao
continua da reparametrizagao p, obtida na Proposigao 3.3.3, as singularidades de ¢y,
sendo que para isto, nos provamos uma versao para fluxos lineares (Lema 3.3.5) de um
teorema de Kopell sobre centralizadores de contragoes lineares. Adicionalmente, se o fluxo
Komuro-expansivo for tal que a reunido das variedades estaveis de suas singularidades
for densa, ou ele for transitivo, entdo seu centralizador ¢ trivial (Corolario 1, p. 36).
Verificamos que este Resultado obtido contém o atrator de Lorenz classico como caso
particular (Exemplo 3.4.1). Além disto, Artigue [8] apresentou defini¢oes mais gerais de
campos vetoriais expansivos. Neste sentido, verificamos que as técnicas da demonstracao
do Teorema B também se aplicam a classe de fluxos cinematico-expansivos introduzida
por Artigue (Exemplo 3.4.3). Artigue introduziu também o conceito de fluxo fortemente
cinemético-expansivo e apresentou um exemplo concreto para esta definicao, constando
de um fluxo no toro bidimensional T? com uma tnica singularidade nao-hiperboélica, mas
apesar disto, verificamos que este fluxo fortemente cineméatico-expansivo tem centralizador
trivial (Exemplo 3.4.4).

No Capitulo 4, nos propomos uma definicio de expansividade para acoes de R?
(Definigao 4.1.1), similar a correspondente unidimensional para fluxos. Inspirados num
resultado de Bowen e Walters [20], no Teorema E (p. 55) verificamos que uma Z%-agio
é expansiva se e somente se a a sua suspensio ¢ uma R%acdo expansiva. Este resultado
permite a construcdo de importantes classes de acoes de R? expansivas. Sequencialmente,
provamos que acoes de R? localmente livres, expansivas e de classe C tém centralizador
quase-trivial (Teorema D, p. 54). A demonstracao deste resultado para agoes do espago
euclidiano R%, d > 2, de dimensao mais alta permitiu entender melhor certas simetrias da
reparametrizacao associada a quase-trivialidade do centralizador de uma acao expansiva.
Por exemplo, no Lema 4.3.6, provamos que, localmente, esta reparametrizacao é, a menos
de uma carta, uma mudanca de coordenadas linear. Como aplicacao do Teorema D,
verificamos que um resultado similar é valido para acoes cinematico-expansivas localmente
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livres. Neste contexto, no Corolario 5 (p. 55), verificamos que R-acoes Anosov sio
cinemético-expansivas e com isto, elas tém centralizador quase-trivial, generalizando para
R? o resultado de Kato e Morimoto [34] para fluxos Anosov.

O Capitulo 5 ¢ baseado em [19]. Na Secdo 5.1 introduzimos uma defini¢do de
centralizador para campos vetoriais conservativos e, no Teorema F (p. 66), via o citado
Critério para o trivialidade do centralizador de campos vetoriais, provamos a existéncia
de um residual de campos vetoriais conservativos, na topologia C', cujos elementos tém
centralizador trivial. Posteriormente, motivados pelo Teorema de Noether, dentre outros,
introduzimos uma definicdo para o centralizador de campos vetoriais hamiltonianos
(Defini¢ao 5.2.11). Com uma versao de um resultado de Bessa-Ferreira-Rocha-Varandas
[13], apresentada no Teorema ?7? (p. ?7?), e o supracitado Critério para a trivialidade
do centralizador de campos vetoriais, provamos (Teorema G) a existéncia de um residual
R C C*(M, R) e um residual £ C R tal que se e € E e h € R, entdo o centralizador do
fluxo hamiltoniano (X% ),, restrito a cada componente conexa de H ' (e), é trivial.



Capitulo

Preliminares

1.1 Campos vetoriais e fluxos

Definicao 1.1.1. Seja M uma variedade diferencidvel. Um campo vetorial continuo em
M € uma aplicagao continua X : M — TM tal que X(p) € T,(M). O campo X €
diferencidvel se a aplicacao X : M — T M for diferencidvel.

Se X € um campo vetorial continuo definido em uma variedade diferencidvel M, uma
curva integral de X € uma curva diferencidvel v : J — M (J intervalo de R) com a
propriedade que para cada t € J o vetor velocidade ' (t) € igual a X (y(t)) € Ty (M).

Como uma variedade diferencidvel M é localmente difeomorfa a R*™M) g teoremas
de existéncia e de unicidade de solugoes de equagoes diferenciais (em R") estendem-se
naturalmente para variedades diferenciaveis. Também, pelo Teorema do escapamento
([40], Lemma 17.10), se o0 o dominio maximal de uma curva integral 7 em uma variedade
diferenciavel M nao é todo o R, entao a imagem de v em M nao estd contida em
nenhum compacto de M. Como consequéncia, em variedades compactas sem bordo,
curvas integrais maximais estao definidas para todo t € R.

Definicao 1.1.2. Dada uma variedade diferencidvel compacta M, um fluxo de classe C"
em M, r >0, € um homomorfismo de grupos

e: (R +) = (Diff" (M), o)
t - )= M
15t0 €,
1 prys(x) = @r 0 ps(x) = @uleps()), €

2. po(x) =Id(x) =2z
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para todo (t, x) € R x M e além disto, a aplicacio F : R x M — M dada por F(t, ) =
i(x) € de classe C".

A Definicao 1.1.1 e a Definicao 1.1.2 sao duais no sentido que a todo campo vetorial
X de classe C* (ou pelo menos lipschitziano), definido em uma variedade compacta M

d
estd associado um fluxo (¢¢)ier tal que —@i(2)p=, = X(¢4, (7)) para todo (t, z) €

dt
R x M. Reciprocamente, a todo fluxo (¢;)er de classe C! definido em uma variedade
d
M esta associado a um campo vetorial definido em M dado por X(z) = % ().
t=0

Neste trabalho usaremos, de modo indistinto, as notacoes p;(x) = (¢, ) para denotar a
aplicacdo tempo-t de um fluxo (;);.

Seja M uma variedade diferenciavel e X € X" (M), r > 1 e (X}); o fluxo associado a
X. Dado qualquer p € M, a drbita de p relativo ao fluxo (X;); (ou ao campo associado
X) e O(p) = {Xi(p) € M : t € R}, O ponto p é regular se X(p) # 0, do contrario,
ele denomina-se singular. Denota-se por Sing(X) o conjunto dos pontos singulares de
X. p é dito periddico se inf{t > 0 : X;(p) = p} > 0. O conjunto dos pontos periddicos
de X é indicado por Per(X). Um resultado classico da Teoria Qualitativa das Equacoes
Diferenciais Ordinarias diz que qualquer ponto p € M ou é um ponto singular de X, ou é
um ponto periddico de X, ou a aplicacao f: R — O(p) dada por f(t) = X;(p) € injetiva.
Também usaremos a notacao Crit(X) = Per(X)U Sing(X) para denotar o conjunto dos
pontos criticos de X.

A Definicao seguinte consiste na relacao de equivaléncia usual no caso de campos
vetoriais e seus fluxos associados.

Definigao 1.1.3. Sejam X, Y € X' (M), ¢ e b os fluros associados a X e Y,
respectivamente. Se existirem h € Homeo(M) e, para cada x € M uma aplica¢ao continua
e estritamente crescente 7, : R — R tais que h(p(t, x)) = Y (7.(t), h(z)), entdo os campos
X eY denominam-se topologicamente equivalentes em p e q respectivamente. Se h é um
difeomorfismo de classe C", entao X eY sao ditos C"-equivalentes.

Adicionalmente, se , respectivamente, e h(p(t, x)) = ¥(t, h(z)) para todo (t, x) €
R x M (neste caso particular, 7, = Idg para todo x € M), entdo os campos X e Y
denominam-se topologicamente conjugados. Se h € um difeomorfismo de classe C", entao
X eY sao ditos C"-conjugados.

O teorema do fluxo tubular, que apresentaremos a seguir fornece uma descricao do
comportamento local de campos vetoriais, numa vizinhanca de um ponto regular do
campo.

Proposigao 1.1.4. [Teorema do fluzo tubular| Sejam M uma variedade de dimensdo n,
p um ponto reqular de um campo X € X" (M) e ¥ uma se¢ao transversal a X centrada em
p. Eziste uma vizinhanga V, C M centrada em p e um difeomorfismo h : V — (—¢, ) x B
de classe C", onde B é uma bola aberta em R"™* centrada na origem tal que h(XNV,) =
{0} x B e h € uma C"-conjugagio entre Xy, e o campo constante Y : (—¢, €) x B — R"
dado por Y(x) = (1,0, ---,0) € R".
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Demonstragao. Vide [58|, Cap. 2, Theorem 1.1. ]

Ha também a versao longa do Teorema do fluxo tubular 1.1.4, desde que consideremos
arcos de o6rbitas nao fechados. Mais precisamente,

Proposicao 1.1.5 (Teorema do fluxo tubular longo). Sejam M wuma variedade de
dimensdo n, X € X"(M) ey C M um arco de trajetoria de X compacto e nao fechado.
Existe uma vizinhanga tubular V- contendo vy tal que Xy € conjugado ao campo constante

Y(z)= (L0, ,0)€R"
Demonstragao. Vide [58], Cap. 3, Proposition 1.1. ]

O Teorema do fluxo tubular estabelece que o comportamento local de campos
vetoriais em vizinhancas de pontos regulares é relativamente simples, visto que seu fluxo
associado é conjugado a um fluxo de translacoes. Neste sentido, é plausivel deduzir que
comportamentos mais complexos de campos vetoriais sejam gerados por singularidades e
orbitas periddicas e pelo comportamento global de 6rbitas regulares.

1.1.1 Hiperbolicidade e variedades invariantes

Seja (X;); o fluxo gerado por um campo X € X'(M). Um conjunto invariante I' C M
para um fluxo (X;); é hiperbolico se

a) Para cada p € I', o espaco tangente T, M se expressa como soma direta
T,M = E; ® E; ® span(X(p))
para todo t € R os fibrados sao D X,-invariantes, isto é, paratodopeI'et € R,

1. DXt(p) . E; = Ej;ft(p)’
2. DXt(p) - BY = Eg(t(p)’ e

p

3. DXy(p) - X(p) = X(Xi(p));
b) Existem constantes y > 0 e C' > 1 tal que para todot >0epeT

L ||IDX(p)v°|| < Ce ™[Jv°|| para v® € E, e
2. [IDX_y(p)v"|| < C e ™|[v"| para v* € Ej.

A descri¢ao do comportamento de um campo vetorial numa vizinhanca centrada numa
singularidade do campo é mais complexa. No caso de uma singularidade hiperbolica, hé
a seguinte

Proposigao 1.1.6. [Teorema de Hartman-Grobman] Seja X : V. — R™ um campo vetorial
de classe C" tal que 0 € uma singularidade hiperbélica de X. Se L = DX (0), entdo X é
topologicamente conjugado a L numa vizinhanca de 0.
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Demonstragao. Vide [58|, Theorem 4.10, Chapter 2. ]
Se p € Sing(X) é singularidade, a variedade estavel global de p é o conjunto
W2(p) = {z € M : lim X;(z) = p}.
Do mesmo modo, a variedade instdavel global de p é

W(p)={zxe M: tLi{IlOOXt($) = p}.

Se p € Per(X) e O = O(p) é a o6rbita correspondente de p, relativa ao fluxo associado
ao campo X, entao as variedades estavel e instavel de O sao respectivamente

Wi(O)={zeM: wx)=0} ¢ WY O)={zxeM: a(z)=0},

onde a(x) e w(x) sdo os conjuntos a-limite e w-limite do ponto z, dados por

ar)= (| U X@ e w@= ) U X,

s€(—00,0] te(—o0, s] s€[0, 00) t€[s, 00)

0s quais sao invariantes pelo fluxo (X);.

As variedades estavel e instével de um ponto p € Per(X) sao definidas de modo
analogo ao caso das respectivas para elementos de Sing(X). Também, sdo comuns as
nomenclaturas

W*(O(p)) = W= (p) == | W*(X'(p))

teR

para a variedade centro-estavel de p e

W (O(p)) = W (p) == [ W"(X'(p))

teR

para a variedade centro-instavel de p.

Como a conjugacao estabelecida no teorema de Hartman-Grobman é apenas
topologica, a partir do mesmo é possivel concluir que a variedade estavel de uma
singularidade hiperbélica é uma variedade topologica imersa em M. A diferenciabilidade
da mesma é estabelecida pelo teorema da variedade estavel, que apresentaremos a seguir.

Teorema 1.1.7 (Teorema da variedade estavel para fluxos). Suponha que p € Crit(X) é
hiperbolico. A variedade estdvel de p é uma subvariedade C*-imersa de M.

No caso em que p € Per(X), WZ(O(p)), a variedade estdvel local da drbita de p
¢ uma subvariedade mergulhada em M e pode ser representada como um grifico sobre
Eopm(e) = U{(q, y) : ¢ € O(p), y € Ej(e)}, onde Ej(e) é um disco em Ej, centrado na
origem e com raio £, para algum £ > 0 suficientemente pequeno.

Demonstracao. Vide [69], 5.10.3, p. 199. ]
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1.1.2 Campos vetoriais como operadores diferenciais e o colchete
de Lie

Seja M uma variedade diferencidvel de classe C", r > 2, X € X""'(M) e f € C"(M,R).

Considerando uma carta h : U C M — R" de classe C", X induz o campo h,X
em h(U) C R" dado por h.X = Dhy-1(,) - X(h™'(2)). Assim, a menos da identificaao
X =~ h,X, tem-se

- 0
X(p) = ai(p) o
(p) 2 a;(p) o
, - 0 2, . .
onde cada a; : U — R é uma funcao em U e 9 B ¢ a base canodnica associada
T Tn

a T, M. X é diferenciével se e somente se as fungoes a; sdo diferenciaveis para alguma (e
portanto para qualquer uma) reparametrizagao de classe C". Com isto, um campo vetorial
X € X"(M) sobre uma variedade M também pode ser considerado como um operador
diferencial atuando em C"(M ), definido por

(XN =) _ailp)5-0),
i=1 ’
sendo que, esta definicao independe da reparametrizacao utilizada.

Esta interpretacao de campos vetoriais como operadores diferenciaveis permite o
calculo de iterados no seguinte sentido: se M é uma variedade diferencidvel de classe
C', X, Y e X""'Y(M)e f €C'(M,R), em geral as aplicacdes X (Y f) e Y(X f) ndo advém
de campos vetoriais, pois o computo das mesmas envolve derivadas de ordem superior a
1. Entretanto, vale o seguinte

Lema 1.1.8. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C" e X, Y € X"Y(M). Emiste
um Unico campo vetorial diferencidvel Z em M de classe C" 2 tal que Zf = (XY - Y X)f
para toda aplicagcao diferencidvel f : M — M de classe C".

Demonstragao. Vide 24|, Lemma 5.2. O

Consoante com o determinado pelo Lema 1.1.8, define-se o colchete de Lie [ X, Y] de
dois campos vetoriais diferencidveis em M como sendo o operador diferencial

X, YI(f) = (XY =Y X)f.

Proposicao 1.1.9. O colchete de Lie definido pelo Lema 1.1.8 satisfaz as sequintes
propriedades para quaisquer X, Y, Z € X*(M) e a, b € R:

1. Bilinearidade: [aX +bY, Z| = o[ X, Z]|+b]Y, Z] e [Z, aX + VY| = a[Z, X]|+b[Z, Y];
2. Antissimetria: [X, Y] = —[Y, X]|;
3. Identidade de Jacobi: [ X, [Y, Z]|+ [Y, [Z, X]] + [Z, [X, Y]] =0.



10 Capitulo 1: Preliminares

Demonstragao. Vide [24], Proposition 5.3. ]
Como consequéncia da Proposicao 1.1.9 e invariancia de [, -], restrito a X*°(M), no
sentido que se X, Y € X*(M), entdo [X, Y] € X>(M), segue que (X>(M), +, |-, -])

é uma dlgebra de Lie. A proposicdo seguinte estabelece que o colchete de Lie [X, Y]
também pode ser interpretado como sendo a derivagao de Y ao longo das trajetorias de
X (a derivada de Lie Lx(Y) do campo Y, na dire¢ao do campo X).

Proposicao 1.1.10. Sejam X e Y campos vetoriais diferencidveis em uma variedade
diferencidvel M, p € M e X; o fluxos local de X em uma vizinhanca U de p. Entao

X, Y)ip) = lm [V ~ DXY](X(p))

t—0 ¢

Demonstracao. Vide [24], Proposition 5.4. O

Em coordenadas, o colchete de Lie pode ser calculado como mostra o seguinte

Lema 1.1.11. Seja M uma variedade dzferenczavel de classe C* e X, Y € X* (M) dados
0 0

em coordenadas por X = Zaz oz, eY = Zb s Neste caso, [ X, Y| tem a sequinte

representacao em coordenadas

i=1 Lj=1

Demonstragao. Vide |40, Lemma 4.13. O



Capitulo

Centralizadores

Neste Capitulo apresentaremos o conceito de centralizador de difeomorfismos e sua
relacdo com a conjectura de Smale sobre a trivialidade do centralizador. Versoes para
fluxos e campos vetoriais também serao apresentadas. Neste sentido, este Capitulo é
importante pelo seu seu cunho histérico, mas também apresentaremos nele um critério
que exibe condicoes suficientes para a trivialidade do centralizador de fluxos em variedades
compactas, o qual serd utilizado no desenvolvimento dos capitulos posteriores.

2.1 Centralizador de difeomorfismos

Uma abordagem algébrica

Definigao 2.1.1. Seja M uma variedade diferencidvel. Para todo r € {0, 1, 2,3, --- } U
{0}, Diff" (M), o conjunto dos difeomorfismos em M, é um grupo com a opera¢do
usual de composi¢ao de fungoes (por convengao, r =0 corresponde ao conjunto Hom(M)
dos homeomorfismos em M). Dado f € Diff"(M), para cada s € {0, 1,2, --- 1},
como em Algebra, define-se o centralizador Z*(f) como sendo o subconjunto de Diff*(M)
constituido pelos difeomorfismos em M que comutam com f:

Z5(f)={h € Diffs(M)| foh=hof ouhtofoh=f}.

Exemplo 2.1.2. Dois exemplos triviais de centralizadores que sequem imediatamente da
Definicao 2.1.1:

a) Sef=1I1d:M — M, entao Z"(Id) = Diff"(M);

b) Se M ¢ uma subvariedade diferencidvel mergulhada em R™ e simétrica com relagao
a origem de R", f = —Id: M — M e g € Z"(—1d), entao todo x € M satisfaz
g(—x) = —g(z), ou seja, g € Z"(—1d) é um difeomorfismo impar de classe C".
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Outros exemplos de centralizadores de certas classes de sistemas dinamicos, ou entao
propriedades acerca dos mesmos, aparecerao ao longo do texto.

Do ponto de vista algébrico, para cada f € Diff" (M), Z"(f) é subgrupo de Diff"(M).
De fato, (I) se g € Z"(f), entdo go f = foge f=gofog e glof=fog™ ou
seja, g1 € Z'(f), e (1) se g, h € Z(f), entao (goh) o f = go (ho f) = go(foh) =
(gof)oh=(fog)oh= fo(goh),do que se conclui que go h € Z"(f);

Ademais, é imediato da Defini¢ao 2.1.1 que para qualquer f € Diff" (M),

ZNf) 22 ()2 2f) > D Z(f),

podendo alguma destas inclusoes ser estrita.

Do ponto de vista topologico, se h € Z(f), entdo f = ho foh™'. Ou seja, h é uma
conjugacgao topologica do homeomorfismo f consigo mesmo. Além disto, indutivamente,
para todo n € Z tem-se f" oh = ho f", ou equivalentemente, f* = ho f"oh™ ', do que
se conclui que para qualquer f € Diff" (M), {f"; n € Z} & subgrupo (ciclico e) normal
de Z°(f) para cada s € {0, 1,2, --- , r}. Se Z°(f) se reduz a {f"},;, entdo diz-se que
Z5(f) é trivial.

Centralizadores desempenham um papel importante em diversos topicos de sistemas
dinamicos. Este é o caso quando consideramos o problema da classificacao de
difeomorfismos no circulo via conjugagoes diferenciaveis (Herman [30], Yoccoz [88]). Outro
item interessante é o estudo do mergulho de difeomorfismos f : M — M definidos em uma
variedade diferenciavel M como aplica¢ao tempo-1 de um fluxo continuo {¢;}cr também
definido em M, isto é, o1 = f; se este é o caso, cada ¢; comuta com f e portanto o
centralizador de f contém um subgrupo homeomorfo a R (ou S' = R/nZ se f é periodica,
isto é, raiz da identidade). Com isto, se o centralizador de f for discreto (em particular
centralizadores triviais o sdo), entdo f ndo é aplicagdo tempo-1 de um fluxo em M.

Observe que Z"(f) é um invariante da dindmica de f, no seguinte sentido: se um
difeomorfismo h : N — N de classe C" é conjugado com f : M — M por um difeomorfismo
¢ : M — N de classe C" (ou seja, h = po fo @ '), entdo os grupos Z"(f) e Z"(h) sdo
algebricamente isomorfos. De fato,

o Z'(f) — Z"(h)

g —  pogop

¢ um isomorfismo explicito entre os grupos Z"(f) e Z"(h).

e & ¢ homomorfismo:

Se g, h € Z°(f), entdo
®(goh) = po(goh)op™" = pogop 'opohop™ = (pogop " )o(pohop™') = ®(g)o®(h).

e ® ¢ injetivo: Se g1, g» € Z°(f) sdo tais que ®(g;) = ®(ga), isto é, pogiop ! =
D(g1) = (g2) = pogaop !, entdo g1 = go.

e & ¢ sobrejetivo:
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Se k € Z"(h), entdo p ok oy € Z"(f), pois

(¢ okop)of =g oko(pof) = oko(hop) =g o(koh)op =
o o(hok)ow=(p oh)okop=(fop)okop=fo(p okoy)

e além disso, P(p tokop)=po(p tokop)op =k,
Noutras palavras, o seguinte diagrama ¢ comutativo:

pogop™t € Z7(h)

N N
h f ! h
pogop™?
Em particular, se X = Y e f,h € Diff"(X) sdo C’-conjugados, entdo

seus centralizadores Z"(f) e Z"(h) sao dois subgrupos de Diff"(X) algebricamente
conjugados.

2.2 0O “Problema 12 de Smale”

Uma abordagem topolbgica

Para simplificacao de notacgoes, considere
T (M) =A{f € Diff (M); Z"(f) é trivial}.

A partir dos anos 60, S. Smale [78, 79|, fez questionamentos sobre a estrutura
topologica de T"(M). Também, inspirado na lista dos 23 problemas propostos por David
Hilbert no Congresso Internacional de matematica (Paris, 1900), Smale [80] apresentou a
lista “ Mathematical Problems for the Next Century”, constando de 18 problemas para o
século XXI, na qual ele propos o seguinte

Questao 1. [Smale’s Problem 12 [80], 2000] Pode um difeomorfismo de uma variedade
compacta M sobre ela mesma ser aprorimado na topologia C", por um difeomorfismo f que
comuta somente com seus iterados? T (M) é aberto e denso em Diff" (M), na topologia

cre
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2.2.1 O “Problema 12 de Smale” em Diff'(M)

A versdo C' do “Problema 12 de Smale” foi respondida afirmativamente. Nesta direcdo,
Palis[56] ja havia obtido que em variedades compactas M de classe C*, o subconjunto dos
elementos de Diff>(M) que sdo aplicacio tempo-1 de C'-fluxos é de primeira categoria
(reunido enumeravel de fechados de interior vazio). Posteriormente, Bonati-Crovisier-
Wilkinson[16] provaram o seguinte resultado que determina a veracidade desta Conjectura
de Smale na topologia C'. Mais especificamente,

[2009, Bonatti-Crovisier-Wilkinson, [16]]. Para qualquer variedade compacta e
conexa M, existe um residual de Diff'(M), que esta contido em 7 (M).

Também, com Vago [14], eles provaram que para qualquer variedade compacta M, com
dim(M) > 3, existe um aberto nao vazio A C Diff'(M) e um subconjunto denso D C A
tal que DN T (M) = @, estabelecendo assim uma descri¢do topolégica de T (M) ao
afirmarem que 7' (M) contém um Gy (residual) e também que isto é “6timo”, no sentido
que 7'(M) ndo contém subconjuntos abertos e densos em Diff'(M). Mas, ha outras
questdes em aberto relacionadas a 7*(M). Por exemplo,

Questao 2 (Bonatti-Crovisier-Wilkinson [16]). T*(M) é um boreliano?

Questao 3 (Bonatti-Crovisier-Wilkinson [16]). Qual ¢ o interior de T*(M)?

Nesta dire¢ao, Bakker e Fisher [9] questionam quais variedades M suportam um aberto
de Diff'(M) constituido apenas por difeomorfismos com centralizador trivial, tendo
obtido (Theorem 1.3) que para 2 < n < 4, T'(T") tem interior ndo vazio. Ademais,
neste artigo eles também expoem obstrucoes que fazem com que este Teorema nao seja
verdadeiro para Diff*(T") com n > 4. Para T* = S!, Bonatti-Crovisier-Vago-Wilkinson
[14] provam a existéncia de um subconjunto denso de Diff*(S") cujos elementos nio estdo

em TH(Sh).

2.2.2 O “Problema 12 de Smale” em Diff"(S'), r > 2

Ao contrario do caso do que foi apresentado na Subsecao 2.2.1, nao hé resultado geral
para o “Problema 12 de Smale” em Diff"(M), M variedade compacta e conexa e r > 2,
exceto para o caso unidimensional, isto ¢, M = S'. Nancy J. Kopell, Em sua tese de
doutorado [38, 39|, sob orientac¢do do proprio Smale, provou o seguinte

[1970, Kopell, [39] Theorem 3]. 7"(S'), 2 < r < oo, contém um subconjunto C'-
aberto e C"-denso de Diff"(S").

Os difeomorfismos Morse-Smale constituem um aberto e denso de Diff”(S') para
todo » > 1 (vide [58], p. 154). Com isto, existe um subconjunto aberto e denso
de difeomorfismos Morse-Smale cujos elementos tém centralizador trivial. Meirong [44]
mostrou que tais centralizadores sio subgrupos soliveis de Diff"(S'), 2 < r < co.
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Ademais, este teorema de Kopell ndo é valido em Diff*(S'). De fato, Bonatti-
Crovisier-Vago-Wilkinson [14] provaram a existéncia de um subconjunto denso D C
Diff'(S") tal que cada f € D comuta com o fluxo de um campo vetorial Morse-Smale
X € x°°(S"). Mais precisamente, f é um difeomorfismo Morse-Smale e f? é a aplicacio
tempo-1 do fluxo de X, onde ¢ = 2 se f inverte orientacao, e ¢ é o periodo das oérbitas
periodicas de f, caso contrario. Além disso, Z*(f) é isomorfo a R x Z,.

Conjugacao diferencidvel dos difeomorfismos do circulo

O invariante fundamental por conjugacoes topolégicas de um homeomorfismo do
circulo f é o namero de rotacao p(f) introduzido por Poincaré.

As rotagoes desempenham um papel central no estudo dos difeomorfismos do circulo.
Pelo Teorema de Poincaré-Denjoy, qualquer difeomorfismo do circulo f com numero
de rotacdo irracional # é semi-conjugado a rotacio Ry. Se f for de classe C?, ele é
topologicamente conjugado a Ry. Ademais, ha uma dicotomia notavel entre rotagoes
racionais e rotacoes irracionais em termo de seus centralizadores:

1. Rotacdes irracionais Ry em S comutam apenas com rotacoes em S, isto &, Z°(Ry) =
{R,: a €S}

2. Por outro lado, se Diff_’;(Sl) é o conjunto dos difeomorfismos do circulo de classe C"
(ue preservam orientagio e Ry é uma rotagao racional, entdo Z"(Ry) N Diff_’;(Sl) ~
Diff"(S") para todo r € N.

Seja F; C Diff"(S) o subconjunto fechado de difeomorfismos de classe C" cujo niimero
de rotacao é 6. Herman provou diversos resultados acerca de Fy, para 0 irracional: ele
é conexo e F,;, para s > r é denso em F, com respeito a topologia C". Dado qualquer
difeomorfismo f C Diff"(S'), seja O"(f) = {ho foh™': h € Diff"(S')} a C"-classe de
conjugacdo de f. Para qualquer f € Diff"(S"), p(f) = 0, vale a inclusdo O"(f) C Fj.
Herman também provou que, se f € Diff"(S') tem ntimero de rotacdo 6 irracional, a
classe O"(f) é C'-densa em F;. Por outro lado, se existirem 8 > 0 e v > 0 tais que 6
satisfaz a condicdo diofantina |§ — p/q| > ¢ >7? para todo racional p/q (com ¢ > 1),
entdo O%(f) = F;°. O conjunto dos § € R que verificam esta condi¢io tem medida de
Lebesgue total e contém todos os irracionais algébricos reais.

Herman [30] (p. 48) provou que f € Diff(S') com p(f) = Pe Q é tal que f9=1Id
q
se e somente se f é C'-conjugada a Rz. Com isto, para todo s € {0,1,2,---,r} o
q
centralizador Z° (f) é C"-conjugado a Z° (R») ~ Diff*(S").
q
Mais geralmente, o Teorema fundamental da conjungacao diferencidvel dos
difeomorfismos do circulo ([30], p. 127) estabelece que para 3 < r < w (ndo
necessariamente inteiro) e f € D"(SY) tal que p(f) = « satisfaz a condi¢do A de Herman,
entao para todo 8 > 0, f é C”’l’ﬁ—conjugada a R,. Ademais, se f é de classe C™ (resp.
C¥), entao f é C*™ (resp. C*¥)-conjugada a R,.
Yoccoz, em seu doutoramento [88] (orientado por M. Herman) estendeu os resultados
de Herman sobre a conjugacao diferenciavel dos difeomorfismos do circulo. Os resultados

obtidos por Yoccoz sao muito importantes e estavam entre as razoes pelas quais ele foi
premiado com uma medalha Fields em 1994. Neste sentido, poderiamos enunciar o
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Teorema 2.2.1 (Teorema de Herman-Yoccoz (Versao C*)). Se f € Diff>*(S") € tal que
p(f) € diofantino, entao f é C*-conjugado a R,y).

Como consequéncia do Teorema de Herman-Yoccoz, se f € Diff°°(S') tem nimero de
rotacao irracional 6 que verifica a propriedade diofantina, entao para todo r € N U {oo},
Z'(f) ~ Z"(Rp) = {Ro : @ €S'}.

Em [88] (Théoréme 3.1), Yoccoz prova a existéncia de um difeomorfismo f €
Diff°(S') com namero de rotagao irracional e tal que Z>(f) N Dz’fff_o(Sl) = {f":
n € Z}.

2.2.3 0O “Problema 12 de Smale” restrito a difeomorfismos
Axioma A

Existe na literatura alguns resultados sobre centralizadores, restrito a classes de
difeomorfismos especificas, que em geral satisfazem a algum tipo de hiperbolicidade,
como o sao os difeomorfismos Axioma A. Nesta classe de difeomorfismos, que tem seus
primoérdios com S. Smale nos anos 1960’s, o objeto de importancia primordial é o conjunto
nao-errante 2(f) associado a cada f € Diff"(M). Um difeomorfismo f é Axioma A se
Q(f) & hiperbolico e Per(f) = Q(f).

Difeomorfismos Morse-Smale

Uma sub-classe extrema dos difeomorfismos Axioma A compreende os difeormorfismos
Morse-Smale, para os quais o conjunto nao-errante ¢é constituido apenas por um
numero finito de pontos periodicos. Difeomorfismos Morse-Smale existem em qualquer
variedade diferencidvel compacta (Palis-Smale [54]). Em Diff"(S') o subconjunto dos
difeormorfismos Morse-smale constituem um aberto e denso e portanto genérico, mas
isso nao ocorre em variedades diferenciaveis M de dimensao superior a 1. Neste caso
os difeormorfismos Morse-smale ainda constituem um subconjunto aberto de Diff" (M),
porém nao denso (Palis [55]). Notagao:

MS"(M) = {difeomorfismos Morse-Smale f : M — M de classe C", 1 <r < oco}.

B. Anderson [3, 4], em seu doutorado, provou a existéncia de um subconjunto de
MS™(M) que é C*-aberto, C*°-denso e cujos elementos tém centralizador C°-discreto.
Posteriormente, Togawa [84| apresentou uma resposta afirmativa ao Problema 12 de Smale
restrito aos difeomorfismos morse-Smale ao provar que 7 (M) N MS* (M) & C'-genérico
em MS'(M).

Por outro lado, Bonati-Crovisier-Vago-Wilkinson [14] (Theorem 2, Theorem 3) provam
que em variedades diferenciaveis bidimensionais compactas e conexas M, é C'-localmente
denso o conjunto de difeomorfismos Morse-Smale em Diff*(M) que sdo aplicagio tempo-1
de um fluxo.

Difeomorfismos Anosov
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A outra sub-classe extremal dos difeomorfismos Axioma A consiste dos difeomorfismos
Anosov, para os quais o conjunto nao-errante é toda a variedade na qual o difeomorfismo
Anosov estd definido. Difeomorfismos Anosov so sao suportados por algumas variedades
diferenciaveis especiais, como os toros T", e toda a variedade ambiente é hiperboélica neste
caso. Durante algum tempo, acreditou-se que os toros T" eram as tnicas variedades que
suportavam difeomorfismos Anosov, mas Smale apresentou outros exemplos definidos em
grupos de Lie nao abelianos.

[1989, Palis e Yoccoz, [60]]. Existe um subconjunto aberto e denso (na topologia C*)
de C*-difeomorfismos Anosov f: T" — T", Z°°(f) é trivial.

[1998, Plykin, [63]]. Seja A : T" — T" um C'-difeomorfismo Anosov definido
por uma matriz unimodular, tendo um polinémio caracteristico irredutivel e espectro
SpeC(A) = {)‘1("4)7 T 7/\/<3(A)7 :ul(A)’ m(A)v T ,/LS(A), E(A)}, onde /\Z(A) e :uj(A) sao,
respectivamente, os aujtovalores reais e complexos de A. Neste caso, Z'(A) ¢ isomorfo a
Z'®G,onde 1 <1 <k+s—1eG é&um grupo abeliano finito.

[2005, Rocha, [73]]. Seja f : T? — T2 um difeomorfismo Anosov no toro bidimensional
tendo somente um ponto fixo. Neste caso, Z°(f) ¢ gerado por f e uma raiz quadrada da
identidade se f reverte orientacdo (ou por uma raiz quadrada de f e uma raiz quadrada
da identidade se f preserva orientagio).

Em [60], os autores deixam a seguinte

Questao 4 (Palis-Yoccoz, [60]). As técnicas utilizadas na obtengao do resultado
provado em [60] podem ser generalizadas para o caso de difeomorfismos Anosov em
infranilvariedades?

Difeomorfismos Axioma A, em geral

O Teorema da Estabilidade Estrutural, conjecturado por Palis e Smale e posteriormente
provado por Robbin [64], Robinson [68] e Mane [42], estabelece que um difeomorfismo f €
Diff"(M) é estruturalmente estével, isto é, existe uma vizinhanca aberta Vy C Diff"(M)
de f tal que qualquer difeomorfismo g € V; é conjugado a f se e somente se f é um
difeomorfismo Axioma A com condicao de transversalidade forte. Notacao:

A (M) ={f € Diff"(M); f é Axioma A com condigao de transversalidade forte}

Com isto, A, (M) constitui um subconjunto aberto de Diff"(M) mas o mesmo nao
¢ denso em Diff"(M). O conhecimento de uma propriedade genérica em Diff" (M)
que preserve num sentido razoavel a estrutura das oOrbitas dos difeomorfismos neste
subconjunto genérico, seria um preladio a aplicacdo em Diff" (M) da ideia utilizada na
demonstracao do Teorema de Kopell para Difeomorfismos no circulo. O préprio Smale
questionou se em variedades de dimensao superior a 1 é possivel obter uma tal propriedade.
Entretanto, aparentemente uma tal propriedade genérica ainda nao foi encontrada.

Entretanto ha alguns resultados acerca dos centralizadores de difeomorfismos Axioma
A. Em uma C*-variedade compacta e conexa M, Palis [57] provou que existe um
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subconjunto C*-aberto e denso (na topologia de Whitney) de A,.(M), cujos elementos
tém centralizador discreto. Posteriormente, Togawa [85]] obteve um subconjunto genérico
A (na topologia C') de C*-difeomorfismos Axioma A tal que Z'(f) é trivial para qualquer
difeomorfismo f € A.

Alguns resultados obtidos sobre centralizadores de difeomorfismos Axioma A sao
exclusivos para esta classe de difeomorfismo em variedades diferenciaveis bidimensionais.
Em uma C*-variedade bidimensional compacta e conexa M?, com a topologia C*, Palis-
Yoccoz [59] (Theorem 3 (a)) mostraram que Ao (M*)NT>°(M?) contém um aberto e denso
em Ao (M?); Rocha [70] (Theorem 2) provou que A, (M?) N T'(M?) contém um aberto
e denso em A, (M?) e Fisher [27] (Theorem 1.4) obteve que em A = {C"-difeormorfismos
Axioma A (r > 2) sem ciclos em M}, ANT"(M?) contém um aberto denso em A.

Em variedades com dimensao superior a 2, os resultados correspondentes aos citados
no paragrafo anterior apresentam hipdtese adicional do difeomorfismos conter um atrtor
ou repulsor periédico. Ainda no contexto de uma C*-variedade compacta e conexa
M com a topologia C*, Palis e Yoccoz [59] provaram que existe um aberto e denso
de C*-difeormorfismos f que sao Axioma A sem ciclos, com um atrator ou repulsor
periodico e com condi¢ao de transversalidade forte, para os quais Z°°(f) é trivial.
posteriormente, Fisher [27] (Theorem 1.2) generalizou este resultado de Palis e Yoccoz,
retirando a condi¢ao de transversalidade forte. Ele tambem provou [28] que se f é um
C"-difeomorfismo Axioma A nao Anosov (2 < r < co) com um atrator de codimensao 1,
entdo existe subconjunto aberto e denso de uma vizinhanca U de f em Dif" (M), cujos
elementos tém centralizador trivial.

Ademais, em geral, retirando-se ou a condicao de transversalidade forte, ou a condicao
de nao-ciclos, garante-se apenas a existéncia de um residual de difeomorfismos, em vez
de um subconjunto aberto e denso: Em uma C*-variedade compacta e conexa M com
dim(M) > 3, com a topologia C*, Palis e Yoccoz [59] (Theorem 3 (b)) mostraram que
existe um residual de C*°-difeormorfismos f que sao Axioma A com transversalidade forte,
para os quais Z°°(f) é trivial. Neste mesmo contexto, Fisher [27] (Theorem 1.3) mostrou
que existe um residual A no conjunto dos C*°-difeomorfismos Axioma A nao-Anosov e
sem ciclos, cujos elementos f € A sao tais que Z°°(f) é trivial.

2.2.4 O “Problema 12 de Smale” em outras classes de
difeomorfismos

Dentre as conclusoes importantes sobre o Problema 12 de Smale que foram obtidos para
certas classes particulares de difeomorfismos, podemos citar o resultado de Bonatti-
Crovisier-Vago-Wilkinson [15], no qual eles provam que em qualquer variedade M
compacta, conexa e tal que dim(M) > 2, se Diff;(M) denota o conjunto dos C'-
difeomorfismos conservativos de M com respeito a uma medida de volume u e Symp' (M)
denota o conjunto dos difeomorfismos simpléticos de M, entdao T'(M) N Diff,(M) é
residual em Diff, (M) e T'(M) N Symp' (M) & residual em Symp'(M).

Burslem [22]| provou que no conjunto dos C"-difeomorfismos parcialmente hiperbolicos
em uma variedade compacta, existe subconjunto C'-aberto e C'-denso A tal que se f €
A, entao Z"(f) é discreto. Ademais, sob algumas condigoes adicionais, ela prova (]22],
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Theorem 3.2) que existe um C*-residual local de difeomorfismos parcialmente hiperboélicos
cujos elementos tém centralizador trivial.

Burslem [23] também obteve resultados parciais acerca da trivialidade do centralizador
de C"-difeomorfismos em S* (r > 16) que preservam orientacdo e preservam area. Walters
[87](Theorem 2) verificou que homeomorfismos expansivos tém centralizador discreto.
Rocha [72] provou que o centralizador analitico da Familia de Hénon (em R?) f,(z, y) =
(p — x* — y, x) é trivial para p > —1. Rocha-Varandas mostraram que [74] mostraram
que genericamente, difeomorfismos de classe C" que exibem peca basica hiperbolica tém
centralizador trivial.

2.3 Centralizador de operadores lineares em dimensao
finita

Apesar de operadores lieares nao estarem definidos em variedades compactas, a
determinacao do centralizador dos mesmos é importante quando se quer obter conclusoes
acerca do Problema 12 de Smale via teoremas de linearizacao local. Neste sentido,
podemos citar os trabalhos de Palis-Yoccoz [59], Rocha [73] e Fisher [27]. Neste trabalho
n6s também utilizamos o Teorema de Kopell a seguir. Ademais, centralizadores de
operadores lineares também constitui um assunto interessante por si so.

2.3.1 Centralizador de contracoes lineares

E simples concluir que no caso unidimensional, qualquer g € Di ff1(R) que comuta com
f: R—=>R

r—Ax
fato, inicialmente observe que se g : R — R comuta com f, entdao g(0) = ¢g(f(0)) = f(g(0))
e como 0 € R & o unico ponto fixo de f, necessariamente, g(0) = 0. Ademais, se = # 0,

uma contragao linear , (0 < |A| < 1) é também uma aplicagio linear. De

’ . At ) — 0
0= 0= Jim P50 =G0

_ oy 9UT(@) —0
n—00 A\

e

- Jim 20

_ 9@

ot

do que conclui-se que g(z) = ax. Noutras palavras, se f : R — R é uma contracao linear,
entdo Z'(f) ¢ puramente linear. Ademais, a diferenciabilidade de g ¢ imprescindivel
para a conclusio de sua linearidade neste caso. De fato, g € C°(R) dado por g(z) =
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mzx, x>0 , . o
,m#nem-n>0,éum homomorfismo nao linear que comuta com f.

nr, r <0
A versao multidimensional para este resultado envolve condi¢oes de nao-ressonancia
entre os autovalores da contracao linear e foi determinada por Kopell [39]. Uma contragao
linear A : R® — R" com autovalores sao Ai,---, A, contados de acordo com suas

multiplicidades ¢ nao-ressonante se \; # H)\j ,

j=1

onde cada «a; € inteiro nao negativo

n

com E a; > 1. A condicao de nao-ressonancia é aberta e densa no espaco vetorial
i=1

topologico dos operadores lineares em R"™.

Teorema 2.3.1. [Kopell, [39]] Seja A : R" — R™ uma contragao linear, \i,--+, A\, 08
autovalores reais de A e N1, \eit1, * *  Aras, Aras 08 autovalores complexos de A (r +
25 = n), At = max{|\|} e A~ = min{|\|}, contados de acordo com suas respectivas

multiplicidades e seja m o menor inteiro positivo tal que (A\T)™ < \™. Se B € Z™(A),
entao B é um polinémio de grau menor do que m.

Ademais, se os autovalores de A sao nao-ressonantes, entao Z™(A) € puramente
linear, constituido por todos os operadores B € GL,(R) que sao diagonalizdveis numa
mesma base que diagonaliza A. Além disto, o grupo Z™(A) é algebricamente isomorfo a

R x (Zy)" x (Sh)*.

A hipotese de nao-ressonancia no Teorema 2.3.1 é a mesma que aparece nos resultados
de Sternberg ([81, 82, 83]) sobre linearizagao diferenciavel. Neste Tabalho obtivemos uma
versao deste Teorema de Kopell para fluxos (vide Lema 3.3.5).

Exemplo 2.3.2. Seja f : R? — R? 0 operador linear cuja representacdo matricial, com

respeito a base canodnica, € dada por [ 6\ )(\)2 ] Os difeomorfismos h : R*> — R? dados

por h(z,y) = (ax, by + c2?®), a,b,c € R, a # 0 e b # 0 comutam com f. Noutras
palavras, Z°(f) nao reduz-se a difeomorfismos lineares. isto mostra que a hipdtese de
nao-ressondncia no Teorema 2.3.1 € necessdria.

2.3.2 Centralizador analitico de selas lineares

Kopell [39] observou que se a origem 0 € R" for um ponto de sela para um difeomorfismo
linear f : R"™ — R", entdo Z°°(f) nunca é trivial, exibindo o seguinte exemplo:

Exemplo 2.3.3 (Kopell [39], Remark 12). Considere o operador linear f : R* — R* dado
por f(z,y) = (\z, oy), onde 0 < \ < 1 < 0. Eziste um tnicot € R tal que o = X" (ou
equivalentemente, N'o = 1).

Sejam hy e hy duas fungoes em R de classe C*°, tais que hi(0) = 0 = hy(0) e todas as
deriwadas n-éstmas de hy e hy anulam-se na origem.
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Assim, se a, b € R—{0}, para aplicagoes nao nulas hy, hy € C* adequadas, a aplica¢io
g : R* = R? dada por

9(z, y) = (xla + ha(z'y)], ylb + ha(a'y)]) = (az, by) + (x ha(z'y), y ha(2"y))

¢ um C*-difeomorfismo. Mais ainda, todo difeomorfismo que é desta forma comuta com
f. De fato,

9(f(z, y)) = g(\z, oy)
= (aAx, boy) + (Axhi((A\x)'(0y)), oy he(( M) (0y)))
= (aAx, boy) + (Axh ((No)(a'y)), oy ho((No)(z'y)))
= (aXz, boy) + Az hi(z'y), oy ha(z'y))
= (A z[a+ hi(z'y)], oy [b+ ho(2'y)])
= f(ala+ hi(z'y)], ylb+ ha(a'y)])
= f(9(x, y))

Com base nesta observacao de Kopell, neste Trabalho nés verificamos que, no entanto,
o centralizador analitico de uma sela linear, cujos autovalores satisfazem condicoes de
nao-ressonancia, ¢ puramente linear.

Lema 2.3.4. O centralizador analitico de uma sela linear nao ressonante € puramente
linear.

Demonstracao. Seja A : R™ — R"™ uma sela linear nao ressonante e f € Z¥(A), dado pelas
coordenadas f(z1, -+, x,) = (fi(z1, -+, xp), -+, fulx1,--+, x,)). Como os autovalores
de A sdo nado ressonantes, eles sdo distintos e com isto A é diagonalizavel (sobre C).
Assim, a menos de uma conjugagio (complexa) linear, podemos supor A(zy, -+, x,) =
(A x1, -+, Apxy,). Por outro lado, a comutatividade

(fl()\la’jl’ cee Anxn>; ;fn()\lxh cee /\nwn))
:f()\lxh D W $n)
= f(A(z1, -+, 2n))
= A(f(z1, -+, @)
= A(f1<x1u"' ) Tn)s fTL(xla )
= (A1 fil(wg, - xn)a s An fu(n, ) a0))

implica que f;(Ayzq1, -+, \pxn) = N fi(xy, .-+, x,) para todo 1 <7 <n. Seja

1 k! ok f; T
fibon e =3 | 2 aragaen a0 O
k=0

art-Fan=Fk n j=1
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a expansao de f; em série de Taylor. Pela unicidade da representagao dessa expansao, a

igualdade fi(A @1, - -, Apxn) = N filzr, -+, 2,) (1 <@ < n) implica, para cada indice
k € N, que
1 k! o f;
el ) s
k![ 2. al - ag) ax?l---axgn(o’  0) ,H( %) ]
O¢1+"'+an:k jil
1 k! o f; L
— \— Lo, 0) - |
Ll [ Z ayl -+ agl 0z - - Oxon (0 0) ny ]
ar+-+an=k =1

Em particular, para todo k > 2, esta igualdade implica que

0" fi - ot f; T.a
S I R— (A S VA S—) 0)- [Tz
oz - ~8x0‘" 0 H )" 895?1 : -~8x3n< 0 H% ’
Jj=1 j=1
o f; - o
ou 895?1...81;%”(07 T 0)' [)\1_]1:[1(>‘j$j) ]] =0.

n
Mas, a nao ressonancia dos autovalores garante que [/\1 — H()\j xj)o‘j] = (0 para todo

j=1
0" f;

ax?l e ax*%n

1 <i < neparatodo k> 2. Com isto, f deve ser linear. ]

k > 2. Com isto, necessariamente deve-se ter (0, ---,0) = 0 para todo

2.4 Centralizador de campos vetoriais e fluxos

Definigao 2.4.1 (Centralizador de um fluxo). Um fluzo ¢ : R x M — M de classe C"
em uma variedade M é comutativo com o fluxo de classe C" ) : R x M — M se para todo
t, s € R, g0y =509, Com isto, define-se o centralizador de ¢ como sendo

Z"(p) = {fluzos de classe C" ) : R X M — M : @, 0y = )5 0, para todo t, s € R},

Definigao 2.4.2 (Centralizador de um campo vetorial). Um campo vetorial X € X" (M)
¢ comutativo com um campo vetorial Y € X"(M) se [X, Y] for identicamente nulo.
Define-se o centralizador do campo X do sequinte modo:

Zr(X)={Y € X"(M) : [X, Y] = 0}.

A bilinearidade e continuidade do colchete de Lie, estabelecidas na Proposicao 1.1.9
e no Lema 1.1.8, implicam que Z"(X) é um subespago vetorial fechado de X € X" (M).
Além disto, os conceitos de comutatividade de fluxos e comutatividade de campos vetoriais
sao de fato duais, devido ao Teorema seguinte.
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Teorema 2.4.3. Em uma variedade M, dois campos vetoriais X, Y € X" (M), r > 1,
sao tais que [X, y] = 0 se e somente se seus fluros associados (Xi): e (Ys)s satisfazem
X; oY, =Y, 0 X, para quaisquer t, s € R.

Demonstracao. Vide Lee [40], Proposition 18.5. O

No exemplo a seguir, n6s determinamos o centralizador do campo contante. Estes
calculos serao utilizados na prova do Lema 2.4.10, mas também ¢é interessante por si so.

Exemplo 2.4.4. [Centralizador do fluzo tubular] Seja X € X"(R"™) o campo constante
que a cada x € R" associa o vetor X(z) = (1,0, ---,0) e seja Y € Z"(X) dado pelas
coordenadas Y (x) = (Yi(x), - -+, Yu(z)). Neste caso,

- -3 [ (o -5 o

i=1 Lj=1 J J v
9 0
_Z,Zlaxlf)xi

_ oY1 0Y; oY,

Noutras palavras, 8_1 = 0 para todo 1 < i < n e consequentemente, o campo Y nao
s
depende da coordenada x.

Para garantir a aplicabilidade do Exemplo 2.4.4, é necesséario verificar que o mesmo
preserva a estrutura local do centralizador de um campo vetorial no sentido que se M
¢ uma variedade diferencial de dimensao n, X € X"(M), r > 1, p € M é um ponto
regular de X, V,, é uma vizinhanca em M centrada em z, h : V, — h(V,) C R" é um
difeomorfismo e Y € Z"(X), entdo os campos induzidos (pushforwards) h.X e h.Y em
h(V,) C R" sao tais que [h,X, h,Y] = 0. De fato, mais preciso do que isto, temos o
seguinte
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Teorema 2.4.5. Sejam M e N variedades diferenciais de mesma dimensao e suponha
que exista um difeomorfismo h : M — N. Nestas condicoes, se X, Y € X" (M), entao
(X, Y] = [hX, h.Y].

Demonstracao. Vide Lee [40], Corollary 8.31. O

Também, no exemplo seguinte apresentamos algumas propriedades do centralizador
do centro linear em R2.

Exemplo 2.4.6. [Centralizador do centro linear em R?| Considere o centro linear
em R? dado por X(x,y) = (—y,x), ou o fluto associado (X);, dado por xz; =
cos(t) —sen(t)
( sen(t) cos(t) para todo t € R.
E ficil determinar os campos lineares em Z'(X), pois se um campo linear Z(x, y) =
(azx + by, cx + dy) comuta com X, entdo

0X4 07, 00X, 07, 0Xs 07, 0X5 07,
0= X Zl=\41——-Xi—+ 20— Xo—; Z1——-X Z. - X
X, 2] <lf)x 18x+28y oy 7l ox 18x+28y 20y)
=(~ 0+ +(-a+dy; (a—d)z+(b-cly),
ou seja, a = d e c = —b. Noutras palavras, o campo X comuta com os campos lineares

da forma Z(x,y) = (ax + by, —bx + ay) e reciprocamente, estes sao 0s Unicos campos
lineares em R? com esta caracteristica. Entretanto, o campo X também comuta com
campos ndo-lineares. Por exemplo, o campo Y em R, de classe C* e nao-linear, definido
por Y (z,y) = (y +2(l—2* —9?), —x+y(l —2° - y2)), é tal que [X, Y] = 0. De fato,
escrevendo [ X, Y(x, y) = (fi(z, v), fa(x, y)), temos

0X4 oY1 0X, oY1
— (&2 x, Ty T x,
filz, y) ( e 1y + Y oy 2 5y (x, y)
=ly+al—a2® =y 0+y-[1 =322 —y’] =[x +y(1 —2° = )] — - [1 - 22y
=y—32*y -yt —y+ 2ty +y’ -+ 2%
=0,
e do mesmo modo,

AN CRN) SR CR)
f2<x7 y)_ (Yi 8LE _Xl 837 +}/2 ay _X2 83/)(1" y)

=ly+a(l -2 =) - 1+y[-1—2ay| + [~o +y(1 —2° = y*)] - 0 — o[l — 2* — 3y7]
=y+ao—1°— a2y —y— 20y — 2+ 2 + 3uy?
=0.

Noutras palavras, [ X, Y] =0, neste caso.

Na verdade, como (X;); € um grupo a um parametro de rotagies em R*, se Y € Z"(X)
e (Yy)s € o fluzo associado a 'Y, entao Yi(X;) = Xy(Y;) para quaisquert, s € R, mostrando
que Y € um campo de classe C" com simetria radial (com relagao a origem), isto é, se
Oy (x) é uma drbita de Y, X;(Oy(x)) também o € para qualquer t real.
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Figura 2.1: retrato de fase do campo Y.

2.4.1 Trivialidade do centralizador de campos vetoriais e fluxos

Definicao 2.4.7. Sejam (M, d) um espago métrico compacto e conexo e ¢ : Rx M — M
um fluzo de classe C" definido em M. Neste trabalho, diremos que o centralizador Z"(p) €
quase-trivial se para todo ¢ € Z"(p) existir uma aplicacdo continua h : M — R invariante
ao longo das drbitas de p, isto €, h(z) = h(p(t, x)), e tal que Y(t, x) = p(h(x)-t, x) para
todo (t, z) € R x M.

Adicionalmente, se a aplicacao A for constante, diremos que Z"(p) € trivial.

OBS: Oka [52] usou o termo “instavel” ao referir-se a centralizadores quase-triviais,
enquanto que Maquera e Tahzibi [43] usaram a denominagao “trivial”, ao fazerem mengao
ao mesmo. Neste trabalho entretanto, optamos pelas terminologias quase-trivial e trivial
por analogia aos conceitos de centralizador discreto e centralizador trivial respectivamente,
para os difeomorfismos. Mais especificamente, dado um fluxo ¢ : R x M — M e uma
funcao continua h : M — R invariante por oOrbitas de ¢, entao o fluxo ¢ dado por
Y(t, z) = p(h(x) - t, ) comuta com ¢ e com isto, a Definicao 2.4.7 estabelece, num certo
sentido, conceitos de minimalidade para centralizadores de fluxos, andlogo as respectivas
definicoes para difeomorfismos.

Considerada a dualidade entre os conceitos de comutatividade de fluxos suaves e
de seus respectivos campos vetoriais dada pelo Teorema 2.4.3, um conceito analogo ao
estabelecido para fluxos na Definicao 2.4.7 pode ser definido para Campos vetoriais:

Defini¢ao 2.4.8. Sejam M wuma variedade diferencidvel e X € X"(M). Diremos que
Z"(X) € centralizador quase-trivial se para todo Y € Z"(X) ezistir h € C°(M, R) tal que
Y=h-XeX(h)=0.

Do mesmo modo, centralizadores quase-triviais de campos sao minimais.

Lema 2.4.9. Seja M uma variedade compacta. X € X"(M) tem centralizador quase-
trivial se e somente se seu fluro associado (X;); tem centralizador quase-trivial.
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Demonstragao. Inicialmente, a igualdade X (h) = 0 é equivalente a dizer que h é constante

ao longo das orbitas de (X;);. De fato, se x € M é um ponto regular do campo X, a

menos de considerar uma carta local, pelo Teorema do fluxo tubular 1.1.4, pode-se supor

que X é o campo constante dado por X(z) = (1, 0, ---, 0). Com isto, de acordo com o
h . . .

Teorema 2.4.5 e Exemplo 2.4.4, 0 = X (h) = Er é equivalente a dizer que h nao depende
x

1
da coordenada 1, o que por sua vez é equivalente a dizer que h é constante ao longo das

curvas (t, 0, -+, 0); que sdo as orbitas do fluxo (X;);.

O caso de uma singularidade que é acumulada por 6rbitas regulares decorre do caso
tratado no paragrafo anterior, por um argumento de continuidade.

No caso em que x( ¢ uma singularidade e existe uma vizinhanga V,, centrada em g
tal que Xy, ¢ o campo nulo, trivialmente, qualquer h € C(M, R) é tal que X (h) =0 em
Vi, € também é constante ao longo das érbitas contidas em V,,, pois elas resumem-se a
pontos singulares, neste caso.

Com isto, suponha que Z™'((X,);) é quase-trivial, isto é, para todo (Y,), €
Z'H(X,),) existe h € C°(M, R) constante ao longo das orbitas de (X;); e tal que
Yi(z) = X(h(x)t, x).

d d

Neste caso, Y (z) = ayt(ﬂf)t:o = aXh(@.t(x)t:o = h(z) X (z).

Reciprocamente, suponha que Z"(X) é quase-trivial, isto é, Para cada Y € Z"(X)
existe h € C°(M, R) tal que X(h) =0eY =h- X.
Neste caso, fixado xg € M arbitrariamente, Y;(zq) é a solugdo do Problema de Valor
Inicial § © = Y(@) =h{z)- X(@)
z(0) = xo
Problema, e neste caso pelo Teorema de existéncia e unicidade de Picard, Yi(zg) =
Xh(zo)t(®0). De fato, como X (h) = 0 ou equivalentemente, h é constante ao longo das

. d d d
orbitas de X, se u = h(zo) - ¢, @(Xh(xo)i(x[))) = h(xo)%Xu(ﬁo) = h(Xs<x0))%Xu(x0)

Entretanto, Xp(g).¢(70) também & solucdo deste

para todo s € R.

Mas quando o centralizador de um campo vetorial / fluxo é trivial? Neste sentido,
0 teorema seguinte que obtivemos apresenta condicoes suficientes para que um campo
vetorial de classe C", r > 1 em uma variedade riemanniana compacta tenha centralizador
trivial.

Teorema A. [Critério para a trivialidade do centralizador de campos vetoriais| Seja M
uma variedade diferencial compacta, r € N, X € X" (M) um campo vetorial e (X;); o
fluxo associado a X. Suponha que

1. (Xy)¢ € transitivo,
2. Per((X:):) € denso em M,

3. drbitas periddicas distintas de (X;); de mesmo periodo sao isoladas entre si (isto
ocorre em particular se orbitas distintas de (X;); tém periodos distintos).
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Nestas condicoes, Z*(X) ={Y € X{(M) : [X, Y] =0} € trivial, isto é, Z2'(X) = {c- X :
c € R}.

Demonstragio. Se X € X"(M) e Y € Z'(X), de acordo com o Teorema 2.4.3, seus
fluxos associados (X;); e (Y;)s sdo tais que X; oYy = Y; o X, para quaisquer ¢, s € R.
Equivalentemente, para cada s € R, Y_, 0 X; oY, = X, para todo t € R, mostrando que
o difeomorfismo Y; é uma conjugacao entre o fluxo (X;); consigo mesmo.

Com isto, cada difeomorfismo Y; transforma cada orbita periodica v, do fluxo (X;),
numa o6rbita periodica v, de (X;);, de mesmo periodo que 7. De fato, se (1) € o periodo
de v1 e p € 71, isto &, Xr(y,)(p) = p, segue que Y(p) = Yy (Xr(1,)(P)) = Xr(y1) (Ys(p)). por
outro lado, se v é uma orbita periddica de (X;);, as orbitas periodicas {Y;(7)}ser tém
todas o mesmo periodo e variam continuamente com s € R, visto que (Y;)s ¢ um fluxo
continuo. Mas, por hipotese, orbitas periddicas distintas de (X;); de mesmo periodo sao
isoladas entre si, de modo que, para qualquer s € R tem-se Y;(7) =~ e em 7 o campo Y
é, para cada ponto de v, colinear a X.

Por outro lado, as o6rbitas peridédicas de X sao densas em M, de modo que,
pontualmente em Per(X), o campo Y é colinear a X. Isto implicaré na existéncia de uma
aplicacdo continua h : M\ Sing(X) — R unicamente definida e tal que Y (z) = h(x)- X (x)
para todo = € M \ Sing(X). Mais precisamente, provaremos agora o seguinte resultado
auxiliar:

Lema 2.4.10. Seja X € X" (M) um campo vetorial tal que Per(X) = M e drbitas
periddicas distintas de (X;); de mesmo periodo sio isoladas entre si. Se' Y € Z'(X),
entdo eriste uma aplica¢ao h : M \ Sing(X) — R tal que Y(x) = h(x) - X () para todo
x e M\ Sing(X). Ademais, esta aplica¢io h satisfaz

(a) h € unicamente definida;
(b) h € constante ao longo das drbitas requlares de X ;

(c) h € continua.

Prova do Lema. Inicialmente, suponha por contradigao que exista zq € M \ Sing(X)
tal que os vetores X (o) e Y (o)} sao linearmente independentes e considere a aplicagao
, , : _ (Y(z), X(x)),
continua r : M \ Sing(X) — R dada por r(z) = Y (x) (X(2), X(@)). - X(z), onde
(-, ), denota a métrica riemanniana de M. Observe que r(zy) # 0 e por continuidade
existe uma vizinhanca V,, C M centrada em z, tal que r(z) # 0 para todo x € V,,. Mas
isto nao pode ocorrer, visto que r(x) = 0 para todo x € Per((X;):) e Per((X:):) é denso
em M. Logo, r é identicamente nula em M.

A conclusdo de (a) é imediata: se existirem hy, he : M \ Sing(X) — R tais que
hi(z) X(x) = Y(x) = ho(z) X (), entao (hy(z) — he(z)) X(x) = 0 e como X(x) é um
vetor nao nulo, segue que hy(x) = hyo(x) para todo z € M \ Sing(X).

Mostremos (b). Sejam p ponto regular de X e ¢ : V,, = ¢(V},) C R" um difeomorfismo
de classe C' dados pelo Teorema do fluxo tubular (Teorema 1.1.4). Xy, € C'-conjugado ao
campo constante X () = (1, 0, --- , 0) e neste caso, se Y € Z'(X) fixa as érbitas de X,
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isto é, Y(x) = (h(x), 0, ---,0), x = (x1, - -+, x,), entdo pela descrigao do centralizador
do campo constante (Exemplo 2.4.4), h nao depende da dire¢cao do campo X, logo é
constante ao longo das orbitas de X. Noutras palavras, h(z) = h(X;(z)) para todo
x € M\ Sing(X) e para todo t € R.

Figura 2.2: Ttem b).

A demonstragao de (c) é, num certo sentido, similar aos calculos que foram feitos
na demonstragdo do Lema 3.3.2. Inicialmente, pelo Lema 2.4.9, a igualdade Y (x) =
h(z) X (x) implica que (X;); e (Y;)s, os fluxos associados a X e Y respectivamente, sao
tais que Y;(x) = Xp(2)¢(z) para todo ¢t € R e para todo x € M \ Sing(X). Com isto, se
a reparametrizacao h nao fosse continua, existiria 09 > 0, (s, ) € R x (M \ Sing(X)) e
uma sequéncia (S,, rp)neny em R x (M \ Sing(X)) tal que (s,, ©,) — (s, ©) mas |h(zx,) -
sp — h(x) - s| > &y para todo n € N. Como z é ponto regular, existe ; > 0 tal que
Ad(Xn(zn)-sn (), Xn(@)s(x)) > 01 e por outro lado,

0 < d(Xh(x )-n (l‘) Xh(:r:)-s(x))
(Xh(l’n Sn ('r) Xh(x'rz)'SWL(In)) + d(X l’n) Sn (xn> Xh(w)s(x))

= d(Xn(wn)s0 (), Xn(@n)sa(@n)) + d(Ys, (20), Yi(2)).
Por continuidade, X(z) = lim X(z,). Assim, segue que existe lim |h(z,)| =
n—oo n—o0

lim ||V (z,)||/|X (z,)|| e disto conclui-se que a sequéncia (h(x,))nen € limitada. Com
n— o0

isto, a menos de considerar uma subsequéncia, suponha que h(z,) - s, — ty quando
n — oo. Assim, o lado direito da desiqualdade 61 < d(Xp(z,)-s, (%), Xn(on)sn(Tn)) +
d(Ys, (z,), Ys(x)) tende a 0 pela continuidade do fluxo de X e da aplicagao tempo-ty
Xt,, 0 que é contraditorio com a existéncia de d; > 0. Isto prova a continuidade de h e
consequentemente, o Lema 2.4.10 est& provado.

Finalmente, como o fluxo (Xj); é transitivo, existe o € M tal que {X;(xo) : t € R} =
M. Com isto, dado x € M, existe uma sequéncia (t,) em R tal que X;, (r9) — = quando
n — oo. Por outro lado, a continuidade de h : M \ Sing(X) — R e sua invariancia ao
longo das orbitas de (X;), implica que

h(z) = lim h(X;, (z9)) = lim h(xg) = h(xg).
n—oo n—oo
Noutras palavras, existe ¢ € R tal que h(x) = ¢ para todo M \ Sing(X) e por causa disto

ela pode ser estendida a uma aplicagao definida em M, de modo que Y (x) = ¢ X (z) para
todo x € M. Isto prova a trivialidade do centralizador. O
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O Teorema A, apesar de simples, por si s6 estabelece conexao entre a caoticidade
para campos vetoriais e a trivialidade do centralizador do mesmo. Por exemplo, campos
vetoriais conservativos em variedades riemannianas compactas genericamente satisfazem
as hipoteses do Teorema A e por isso utilizaremo-no na Secao 5.1 para provar que a
versao para campos vetoriais conservativos da Conjectura de Smale sobre a trivialidade
do centralizador é verdadeira. Vale citar o Trabalho de Bonatti-Crovisier-Wilkinson
[15], no qual os autores provam que C'-genericamente, difeomorfismos conservativos (e
simpléticos) em variedades compactas e conexas M tém centralizador trivial, sendo que
a técnica mais importante que foi empregada na deducao deste resultado é a propriedade
de distorcao ilimitada em Di f f;(M ) e boa parte do referido trabalho é destinada a provar
que a propriedade distorgao ilimitada ¢ genérica.

Similarmente, o Teorema A também serd aplicado para deducao que residualmente
campos hamiltonianos C*-genéricos em variedades simpléticas compactas tém
centralizador quase-trivial (Teorema G, p. 73).

2.4.2 Centralizadores de algumas classes de campos vetoriais e
fluxos

Ao contrario do caso de difeomorfismos, aparentemente nao ha uma literatura tao
vasta sobre centralizadores de campos vetoriais e fluxos. Abaixo, segue os resultados
sobre centralizadores de campos vetoriais (ou fluxos) encontrados, que como no caso de
difeomorfismos, majoritariamentte referem-se ao centralizador de fluxos com algum tipo
de hiperbolicidade:

[1973, Kato-Morimoto, [34] Theorem B|. Seja M uma variedade compacta de classe
C>. Um campo vetorial em X'(M) cujo fluxo associado é Anosov tem centralizador
quase-trivial.

Generalizando este resultado de Kato e Morimoto, Oka obteve o seguinte resultado:

[1976, Oka, [52] Theorem 1]|. Fluxos C-expansivos definidos em espagos métricos
compactos e conexos tém centralizador quase-trivial.

Sad, em seu doutoramento [75], obteve a seguinte versao para fluxos, do resultado de
Palis [57] para difeomorfismos Axioma A com transversalidade forte:

[1978, Sad, [76]]. Existe um subconjunto aberto e denso A de C*°-campos veroriais
Axioma A com transversalidade forte, tal que se X € A, entdo Z°°(X) é trivial.

Semelhante ao Teorema A, Jungreis e Hirsch [33] haviam provado que se (¢); ¢ um
fluxo Anosov definido em uma variedade fechada e f € Homeo(M) é um homeomorfismo
tal que f o ¢y = ¢, o f para todo t € R e além disso, f(y) = v para qualquer orbita
periodica vy de (¢;), entdo f = ¢, para algum t, € R. Neste sentido, temos a seguinte
versao para o resultado de Kato e Morimoto ([34], Theorem B) sobre a trivialidade do
centralizador de fluxos Anosov, citado anteriormente:
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Exemplo 2.4.11. O Critério para a trivialidade do centralizador de campos vetoriais
(Teorema A) implica que se uma variedade riemanniana compacta M que admite campos
vetoriais Anosov transitivos e se AN"(M) é o conjunto dos campos vetoriais Anosov
transitivos de classe C" em M, r > 1, e X € AN"(M), entdo Z'(X) ¢ trivial.

De fato, como X € AN (M) ¢é Anosov, as drbitas periddicas de X sdo densas em
Q(X) = M e a hiperbolicidade de X implica que drbitas de mesmo periodo sio isoladas
entre si. Com isto, o Teorema A se aplica, revelando que Z'(X) € trivial.



Capitulo

A conjectura de Smale para fluxos
Komuro-expansivos

O resultado principal deste Capitulo é o Teorema B que estabelece a existéncia de um
conjunto aberto de fluxos ¢ de classe C* com singularidades hiperboélicas nao-ressonantes
e que satisfazem a Komuro-expansividade quando restrito a um compacto ¢-invariante
A C M, cujos elementos tém centralizador quase-trivial. No Exemplo 3.4.1 verificamos
que este resultado que obtivemos contém o atrator de Lorenz cléssico como caso particular.
Além disto, este resultado principal também é compativel com outras defini¢oes de
expansividade apresentadas por Artigue (Exemplos 3.4.3 e 3.4.4).

3.1 Expansividade

Uma questao natural que surge é a de introduzir o conceito de expansividade para fluxos.
Nessa direcao, uma das primeiras tentativas que apareceram consta no trabalho de Norton
e OBrien [50], no qual os autores propoem que uma a¢ao 7 de um grupo topologico G em
um espago métrico (M, d) é expansiva se existir € > 0 tal que para quaisquer x, y € M
distintos existe g € G tal que d(7(g, x), 7(g, y)) > €. Entretanto esta defini¢do conduz
a conclusdes ndo muito empolgantes, visto que o autor prova ([50], Proposition 3.1) a
inexisténcia de fluxos expansivos, segundo esta definicao, em espagos métricos compactos
infinitos.

Na tentativa de deteminar definicoes de expansividade para fluxos mais “interessantes”
que a de OBrien, Bowen e Walters [20] introduziram a nocao que detalharemos na
Subseccgao 3.1.1 a seguir.

3.1.1 C-expansividade

Definicao 3.1.1 (C-expansividade, Bowen-Walters [20]). Seja (M, d) um espago métrico
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compacto, p : M x R — M um fluzo continuo e A C M wum compacto p-invariante. O
fluzo p € dito C-expansivo em A se para todo € > 0 dado existir § > 0 tal que se x, y € A
e d(pi(z), rw(y)) < d para todo t € R e para alguma funcao continua h : R — R com
h(0) = 0, entdo y = ¢, (z), onde |to| < . Em particular, y estd na drbita de x, relativo
ao fluzo .

Bowen e Walters mostraram (|20], Lemma 1) que se (¢;)icr ¢ um fluxo C-expansivo
definido em um espago métrico M, entdo as singularidades de (¢;);cr s@o pontos isolados
de M. Assim, fluxos C-expansivos definidos em variedades diferencidveis conexas nao
admitem singularidades. Paternain [62] mostrou que fluxos Bowen-expansivos nao
possuem pontos estaveis e se a variedade tem dimensao trés, entao o fluxo possui estrutura
de produto local. Por outro lado, He e Shan [31] provaram a inexisténcia de fluxos
expansivos em variedades compactas bidimensionais. Paternain [62] provou que se uma
variedade tridimensional compacta e conexa M suporta fluxos C-expansivos, entao o grupo
fundamental de M tem crescimento exponencial.

C-expansividade versus robustez

Em uma variedade diferenciavel fechada M de classe C* considere X € X'(M) um
campo vetorial sem singularidades, N' C T'M o subfibrado tal que a fibra N, em z € M é
o subespago vetorial de T, M constituido pelos vetores ortogonais a X (x), 7 : TM — N
a projecao ao longo de x € M que a cada vetor v € T, M associa a sua projecao ortogonal
em N, e seja F'(v) = m(D, X;(v)) onde (X;)er ¢ 0 fluxo linear de Poincaré associado a
X, 2e€MeveEN,.

Um campo X € X'(M) sem singularidades ¢ quase-Anosov se para v € N, e
sup || F(v)|| < oo, entdo v = 0.
teR

Um fluxo (X;); gerado por um campo vetorial X € X' (M) é Anosov se toda variedade
M & um conjunto hiperbélico para (X;);. Se um fluxo é Anosov, entéo ele é quase-anosov,
mas a reciproca nao vale. De fato, Robinson [67] apresentou um exemplo de um fluxo
quase-Anosov e que nao é Anosov, definido em uma determinada variedade compacta de
dimensao 11.

Um campo vetorial X € X'(M) definido em uma variedade compacta M de classe
C> ¢ dito robustamente C-expansivo se existir uma vizinhanca de X na topologia C*
formada apenas por campos C-expansivos. Moriyasu, Sakai e Sun [46] provaram a seguinte
caracterizacao de campos robustamente C-expansivos:

Teorema 3.1.2. (Moriyasu-Sakai-Sun [{6], Theorem A) Para X € X'(M) as sequintes
condicoes sao mutuamente equivalentes:

1. X € robustamente C-expansivo;
2. X € quase-Anosov;

3. X nao admite singularidades e satisfaz o Azioma A e a condicao de quase-
tranversalidade.
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Como corolario deste resultado, os autores provam que um fluxo é robustamente
Bowen-expansivo e possui propriedade de sombreamento se, e somente se, ele é
estruturalmente estavel, e portanto Anosov, isto é,

Teorema 3.1.3. (Moriyasu-Sakai-Sun [{6], Theorem B) Para X € X'(M) as sequintes
condicoes sao mutuamente equivalentes:

1. X ¢ robustamente C-expansivo e satisfaz a propriedade de sombreamento;

2. X € robustamente C-expansivo e estruturalmente estdvel;

3. X ¢é Anosov.

3.1.2 K-expansividade

Ao final da década de 70, Keynes e Sears [36], no contexto de acoes de grupos,
apresentaram defini¢oes de expansividade, a priori mais fracas do que C-expansividade.
Dentre elas, a seguinte

Definicao 3.1.4 (K-expansividade, Keynes-Sears [36]). Seja (X, d) um espago métrico
compacto, ¢ : X x R — X um fluro continuo e A C X um compacto p-invariante.
v é K-expansivo em A se para todo € > 0 dado, existir 6 > 0 tal que se x,y € A e
d(ei(x), e (y)) < 6 para todo t € R e para algum homeomorfismo crescente h : R — R
com h(0) = 0, entdo y = ¢y, (x), onde |ty| < €. Em particular, y estd na orbita de x,
relativo ao fluxo .

Entretanto, vale o

Teorema 3.1.5 (Araujo-Pacifico [5], Proposition 2.12). Em variedades diferencidveis,
C-expansividade é equivalente a K-expansividade.

3.1.3 Komuro-expansividade

O atrator de Lorenz nao ¢ C-expansivo pois apresenta uma singularidade que é acumulada
por orbitas regulares do atrator. Com isto uma pergunta natural que surge é determinar
uma definicao de expansividade que generalize a C-expansividade e que contenha o atrator
de Lorenz como caso particular. Neste sentido, Komuro [37] apresentou a seguinte

Definigao 3.1.6. [Expansividade, Komuro [37]] Seja (M, d) um espago métrico compacto,
v : M xR — R um fluro continuo e A C M um compacto p-invariante. p é expansivo em
A se para todo € > 0 dado, existir 6 > 0 tal que se x, y € A satisfazem d(¢(x), orw(y)) <
0 para todo t € R e para algum homeomorfismo crescente h : R — R, entdo existe ty tal
que Pr()(y) = @n(x), com n € [ty — €, to +€|. Em particular, y estd na drbita de ,
relativo ao fluxo .
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Campos que satisfazem a Komuro-expansividade podem admitir singularidades.
Entretanto, como ocorre no caso da C-expansividade, se um campo X ¢ Komuro-
expansivo, entdo Sing(X) é um conjunto discreto. De fato, se assim nao fosse, se o é uma
singularidade de X, tomando € > 0 arbitréario, 6 = € e h = Id, como na Definicao 3.1.6, se
o é uma singularidade de X tal que d(o, x9) < ¢, d(X(0), Xraw) (20)) = d(0, o) <6 =¢
para todo t € R, onde (X;); é o fluxo associado a X, pela Komuro-expansividade de X,
xo deve estar na orbita de o e portanto zy = o.

Do que se discutiu acima, C-expansividade < K-expansividade = Expansividade. Por
outro lado, sob certas hipoteses, vale a implicacao reciproca. Mais precisamente, temos o

Teorema 3.1.7 (Oka [53], Theorem A). Se (p1)ier € um fluzo sem singularidades em um
compacto p-invariante A, entao C-expansividade € equivalente a expansividade.

komuro-expansividade robusta

Um campo vetorial & C'-robustamente Komuro-expansivo se ele admite uma
vizinhanca V (na topologia C') constituida apenas por campos Komuro-expansivos. Seja
E(M) o conjunto de todos os campos vetoriais C'-robustamente Komuro-expansivos. Vale
o seguinte

Teorema 3.1.8 (Senos [77]|, Teorema A). Se X € E(M), entdo as singularidades de X,
caso existam, sao hiperbdlicas.

3.1.4 Outras nocoes de expansividade para fluxos

Artigue [8] apresentou as seguintes definigoes mais gerais de campos vetoriais expansivos:

Definigao 3.1.9. Um fluzo ¢ € cineméatico-expansivo se para todo € > 0 existe § > 0 tal
que se d(¢y(x), di(y)) < & para todo t € R, entao existe s € (—e, €) tal que y = ¢s(x).

Definicao 3.1.10. Um fluzo (¢;); € fortemente cineméatico-expansivo se qualquer
reparametrizacao temporal de ¢ € um fluxo cinemdtico-expansivo.

Um campo vetorial X & C'-robustamente cineméatico expansivo se existe uma C'-
vizinhanca V de X tal que todo campo vetorial em V é cinematico expansivo. Ademais,
vale o

Teorema 3.1.11 (Artigue [8], Theorem 7.5). Todo campo vetorial definido em uma a
variedade fechada que é C'-robustamente cinemdtico expansivo e sem singularidades é
K-expansivo.
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Resumidamente, as diferentes nogoes de expansividade para fluxos, apresentadas nesta
Seccao, relacionam-se segundo o seguinte diagrama:

| Expansividade

campos sem singularidades

—

C-expansividade -=)| K-expansividade

campos-Cl-robustos sem singularidades

—
—

|Expansividade cinética forte =>| Expansividade cinética

3.2 Resultados principais do capitulo 3

Dados um fluxo ¢ um fluxo expansivo de classe C" em uma variedade compacta e conexa
M e A C M um compacto g-invariante, considerada a restricao @5 do fluxo ¢ a A,
definimos

Z" () =i ¥ € Z'(p)}-

Z"(pja) € dito ser quase-trivial se para qualquer ¢ € Z"(p) existe uma aplicacao
continua A : A — R tal que A(x) = A(p(z)) para todo (t, z) € R x A) e ¢(t, x) =
@ a@n(z) para todo (¢, z) € R x A.

Teorema B. Seja ¢ um fluro expansivo de classe C™°, definido numa wvariedade
riemanniana compacta e conera M e seja A C M um compacto p-invariante tal que
p € Komuro-expansivo em A. Se todas as singularidades de ¢ em A sao hiperbolicas e
nao-ressonantes, entao Z°°(p) € quase-trivial.

Pela dualidade existente entre fluxos suaves que comutam e e comutatividade de seus
respectivos campos vetoriais associados, como estabelecida pelo Teorema 2.4.3, o Teorema
B implica no seguinte caso particular, reformulado em termos de campos vetoriais:

Teorema C. Se X € X*°(M) gera um fluzo expansivo em uma variedade riemanniana

M compacta e conexa cujas singularidades sao hiperbolicas e nao-ressonantes, entao para
qualquer Y € Z°(X) eziste h € C*°(M,R) tal que Y =h-X e X(h) = 0.

Via a decomposigao espectral nas (finitas pegas basicas do conjunto nao-errante, Sad
[76] (Theorem B) provou que existe um suconjunto aberto e denso A_ de campos vetoriais
em X°°(M) que satisfazem o Axioma A e a condi¢do de transversalidade forte, tal que
Z%(X) = {cX : ¢ € R} para todo campo X € A.. O seguinte pode ser entendido como
uma extenc¢ao de [76], onde a expansividade e nao-ressonincia (condi¢do aberta e densa)
substitui a uniformidade hiperbolica nas hipoteses do resultado de [76].
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Corolario 1. Seja ¢ um fluzo expansivo de classe C™, definido numa variedade compacta

e conexa, cujas smgularidades 01, , 0, Sa0 hiperbolicas e nao-ressonantes e além disso,
U =M (ou U Wu(o;) = M), entao Z%°((p4):) = {(¢et)e; ¢ € R}.
i=1 i=1

Demonstragao. Sejam ¢ € Z¥(p) e A : M — R tal que 9(t, ) = p(A(x)t, ), como
no Teorema B. Pelo lema 3.3.7, A ¢ constante em cada W#(0;), assim a imagem de A ¢é
constituida apenas por um numero finito de valores. Com isto, da conexidade de M e
continuidade de A conclui-se que A é constante. Consequentemente, 1;(x) = pq(x), para
algum c € R. O]

Naturalmente, o Corolario 1 admite a seguinte reformulagao em termos de campos
vetoriais:

Corolario 2. Seja X € X*°(M), M wvariedade compacta e conexa, um campo erpansivo
n

cujas singularidades sao hiperbdlicas e nao-ressonantes e além disso, U Ws(o;) =M (ou
i=1

O Wu(o;) = M), entao Z2°(X) = {cX; c € R}.

Os resultados prévios tém implicacio no estudo de centralizadores de R-acdes suaves
que admitem sub-a¢oes unidimensionais (fluxos) expansivas. Por exemplo, o seguinte é
uma, consequéncia do Teorema B:

Corolario 3. Seja M um espaco métrico compacto e ® : R x M — M uma ac¢io de
classe C'. Se existe v € R — {0} tal que o fluro (®;,)icr € evpansivo, entdo as orbilas
da ag¢ao coincidem com as orbitas de (Pyy)ier.

Mais ainda, se (Pyy)ier admite as singularidades oy,---, 0, e as mesmas sdo
n n

hiperbdlicas e nao-ressonantes, e além disso, UWS(Ui) = M (ou UW“(O‘Z') = M),
i=1 i=1
entao O € definida por um fluzo.

Demonstracio. Seja {v, ug, us, -, ug} uma base de R? contendo o vetor v como no

enunciado. Como o fluxo (®;,)cr € expansivo, pelo Teorema B, para cada 2 < i < d

existe uma funcao A; : X — R invariante pelas orbitas de (@tv)teR e tal que O, (t, ) =

O, (A;(z)t, x). Consequentemente, P(t;-v+ty-us+ -+t ug,x) = O, (t —|—A2( ) to+
-+ Ad($> : td, CL‘)

Em particular, se (@tv)teR admite singularidades hiperbdlicas e nao-ressonantes
o1, , 0, € além disso, UWS (0;) = M (ou UW“ 0;) = M), entao para cada 2 < i < d

existe ¢; € R tal que <I>(t1 vty U+ + td Ug, ) = Py(t1 +co-to+ -+ +cq - tg, x),
noutras palavras, ® é definida por um ﬂuxo. O
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3.3 Prova da trivialidade do centralizador de fluxos
expansivos

Nesta seccao provaremos o Teorema B, que ¢ um dos resultados principais deste trabalho.
Ele sera obtido como consequéncia dos resultados apresentados a seguir nesta seccao.
Inicialmente, no préximo Lema provaremos a existéncia de infimo positivo para os perfodos
das orbitas periddicas de pontos regulares de |5, caso elas existam.

Lema 3.3.1. Sejam ¢ um fluzo de classe C* definido em wma variedade compacta M e
A C M um subconjunto compacto e p-invariante tal que todas as singularidades de ¢ em
A sao hiperbolicas. Nestas condigoes, ou oz nao admite orbitas periddicas, ou

co(pa) = inf{T > 0; T € periodo de uma drbita periddica de @5} > 0.

Demonstragdo. Assuma que ¢, admita 6rbitas periddicas. Como as singularidades sao
hiperbolicas e A é compacto, elas ocorrem em um numero finito oy, - - -, 0,,. Para cada 1 <
t < n seja V; uma vizinhanca aberta de o; suficientemente pequena dada pelo Teorema de
Hartman-Grobman 1.1.6. Nenhuma tal V; que seja vizinhanca de pocos ou fontes contém
pontos periddicos de . Por outro lado, se uma o6rbita periédica intersecta uma vizinhanca
V; associada a uma singularidade de tipo sela, entao seu periodo é uniformemente limitado
por uma constante uniforme (que é inversamente proporcional ao maior autovalor entre
os subsepacos instaveis das selas hiperbolicas).

)
ﬁ

Figura 3.1: Existéncia de infimo positivo para as orbitas periodicas.

b

Resta provar que existe ¢ > 0 tal que todas as orbitas periodicas em S = AN

n
(M \ U%) tém periodo maior do que c¢. Para todo x € S seja d, > 0 e B, = Uf“’
i=0
a vizinhanga tubular associada a z (vide o Teorema do fluxo tubular 1.1.4). Como por
constru¢ao, S é um compacto sem singularidades e (B,), ¢ ¢ uma cobertura de S, ela
admite uma subcorbertura finita (ij)jzl. Consequentemente, toda orbita periodica tem

periodo major do que min {d,,}, o que termina a prova do Lema. ]
1<5<k
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3.3.1 Existéncia e unicidade de reparametrizacao local

No proximo Lema, provaremos a existéncia, unicidade e continuidade de reparametrizacao
local para um elemento no centralizador de um fluxo expansivo ¢|5. No caso que ¢4 nao
possui 6rbitas periodicas regulares, considere por simplicidade €o(¢pja) = +00.

Lema 3.3.2. Seja ¢ um fluzo de classe C' definido em wma variedade compacta M e
A C M um compacto p-invariante tal que oz € expansivo e todas as singularidades de ¢
em A sao hiperbdlicas. Se i € Z'(p), entdo para todo 0 < & < go(ipja)/3 ewiste > 0 e
wma dnica fungao z = [—p, p % (A\ Sing(pn)) — (=€, €) tal que (s, ) = p(z(s, ), x)
para todo (s, x) € [—p, p] x A. Ademais,

1. z é continua,
2. set, s, t+s€[—p, pl, entdo z(t + s, ) = z(t, x) + 2(s, Y(¢, x)).

Demonstragao. o), satisfaz as hipoteses do Lema 3.3.1, logo existe £9(pa) > 0. Dado 0 <
e < eo(pia)/3, sejad = d(e) > 0 dado pela expansividade de ¢|s (Definicao 3.1.6). Como A

é compacto e g-invariante, existe u > 0 tal que sup {d(Id, ¥5)} < J e consequentemente,
[s|<u

d(pi(x), pr(¥s(2))) = d(pe(vo(2)), @r(hs(2)))
= d(¥o(pu(@)), Ys(pi(@)))

<0

para todox € A, |s| < pet € R. Como g, é Komuro-expansivo, segue que (com h(t) =t
na Definicdo 3.1.6) existe tg € R e n € (—¢, ¢) tal que ¢y, (Vs(x)) = @1o1n(z) para algum
n € (—e, €). Consequentemente, ¢s(z) = ¢, () estd na orbita de x com respeito ao fluxo
p.

Figura 3.2: Comutatividade de ¢ com 1 e expansividade de ¢.

Isto define unicamente uma aplicacdo z : [—pu, p] x (A\ Sing(pn)) = (—¢, €) tal
que ¢(s, ) = ¢(z(s, ), z) para qualquer (s, z) € [—u, ] x (A\ Sing(ga)). De fato,
se z1, 22 ¢ [—p, ] x (A\ Sing(pn)) — (—¢, €) sdo tais que @(z1(s, ), x) = Y(s, z) =
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90<22(87 .13), l’)7 entao ¢(21<S7 I) - 22(57 SL’), I) = Z, com ‘21(87 .T) - Z2(57 I)’ < |Zl(57 I)| +
|29(s, z)| < 550(90\/\) e pela definicao de go(¢|a) segue que z(s, ) = 22(s, T).

Para provar 1., assuma por contradi¢do que z nao é continua. Com isto, existem
do > 0, (s, z) € [—p, p] x (A\ Sing(pa)) e uma sequéncia (s, Tn)pen em [—pu, p] x
(A\ Sing(ga)) tal que (s,, z,) = (s, ) mas |2(s,, z,) — 2(s, x)| > do para todo n € N.
Com isto, existe d; > 0 tal que d(¢(z(sn, xn), x), @(2(s, ), )) > §; e por outro lado,

51 S d(cp(z(sn, xn)? J]), @(Z(Sv I)7 I))
< d(o(2(sn; ), ), P(2(8n, Tn), Tn)) + d(P(2(8n, Tn), T0), P(2(s, T), 7))
= d(p(2(8n; Tn), ), ©(2(Sn, Tn)s Tn)) + AP (S0, Tn), V(s, T)).

Como (2(Sn, Tn))nen € limitada, a menos de considerar uma subsequéncia, suponha que
2(Sp, Tn) — to quando n — oco. Consequentemente, o lado direito da desiqualdade §; <
d(e(z(Sn, Tn), ), ©(2(Sn, Tn), Tn)) + d(Y(Sn, T,), P¥(s, x)) tende a 0 pela continuidade
do fluxo ¢ e da aplicagao tempo-ty ¢y, 0 que é contraditorio com a existéncia de 4, > 0.
Isto prova a continuidade descrita em 1.

Para provar 2., pela igualdade

o(z(t+s, z), ) =Yt +s, x)
= ¥(t, ¥(s, v))
= @(2(t, (s, ), ¥(s, x))
= @((t, ¥(s, 1)), ¢(z(s, 2), ))
= @(2(, ¥(s, 2)) + 2(s, ©), x)

e unicidade da reparametrizagao local, obtém-se p(z(t+s, x)—z(t, ¥(s, x)—z(s, z), z) =

z. Por outro lado, como |z(t+s, x)—=z(t, (s, x)—=z(s, z)| < |z(t+s, x)|+]|z(t, ¥(s, z)|+
£ 5 5

s, o) < 0] ) SN o) semme aue st + 5, ) = #(t, U, ) +

2(s, ). O

OBSERVACAO: na demonstracdo do Teorema B, a hipotese que o fluxo ¢ & Komuro-
expansivo é utilizada somente no Lema 3.3.2, em cuja demonstragao utilizou-se h(t) = t,
h como na Definicao de fluxos Komuro-expansivos 3.1.6, de modo que, o Teorema B
também ¢é valido para fluxos cinemaético-expansivos sem singularidades (vide o exemplo
3.4.3 para maiores detalhes).

3.3.2 Extensao continua para a reparametrizacao local

No Lema seguinte construiremos uma extensao continua a R x (A\ Sing(p |z)) para a
reparametrizacao descrita no Lema 3.3.2. Mais precisamente:

Proposicdo 3.3.3. Seja ¢ um fluzo de classe C* em M, A C M um compacto -
invariante e ¥ € um fluzo de classe C' tal que existe p > 0 e uma aplicacdo z :

(=, ] x (A\ Sing(epn)) — (=, ¢€) tal que (s, x) = ¢(z(s, z), x) para qualquer
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(s, 2) € [—p, p) X (A\ Sing(ppn)), onde 0 < & < go(ya)/3. Ewiste uma dnica fungio
continua p : R X (A\Sing(4,0|A)) — R, tal que ¥(s, x) = @(p(s, x), x) para qualquer
(s, z) € R x (A\ Sing(p)a))-

Demonstracao. Como consequéncia do Lema 3.3.2, a aplicacao z é continua e satisfaz
2(t+ s, x) = z(t, ) + z(s, Y(t, x)) para t, s, t + s € [—pu, p]. Com isto, para provar a
existéncia de uma tal p, tome inicialmente N € N tal que 27 < p. Com isto, considere
a fungdo continua 21 : [1/2V, 2/2%] x (A\ Sing(p)a)) — R dada por

2t 7)) = 2(t — 1/2N @) + 2(1/2N ¢t — 1/27, 2)).
Para qualquer x € A\ Sing(¢|), 21 assim definida satisfaz
21(1/2Y ) 2) = 2(1/2%, 2) (3.1)
para todo x € A\ Sing(ps). De fato,

21(1/2N) @) = 2(1/2N — 172N @) + 2(1/2N p(1/2Y — 1/2%, 2))
= 2(0, z) 4+ 2(1/2" (0, x))

(

(

=2(0+1/2Y, 2)
= 2(1/2", ).

Isto significa que as fungoes z e z; coincidem no ponto extremo do intervalo [0, 2N ].
Ademais, para todo (¢, z) € [1/2", 2/2"] x (A \ Sing(p)a)), a fungio z; é tal que

lb(ta I) = 90(21<t7 ZE), CL‘) (32)
Com efeito, visto que x é um ponto regular para o fluxo ¢, pelo Lema 3.3.2,
0=2(1/2Y =172, 9(t, x)) = 2(1/27,9(t = 1/2", ) + 2(=1/2", (¢, 2)),

e consequentemente,

2(=1/2%,9(t, @) = —2(1/2%, w(t — 1/2%, @) (3:3)
para todo (¢, z) € [1/2V, 2/2"] x (A\ Sing(p)a)). Por outro lado, usando (3.3),

p(—2(1/2% (= 1/2%, 2)), p(2(t, ©), x))

= o(—2(1/2%, 9t = 1/2%, 2)) + 21(t, x), )
= o(2(t = 1/2", x)), x)
Ot —1/2Y, x)
= (=1/2%, ¢(t, x))
o
P(—

2(=1/2%, ¥(t, 2)), W(t, @)
(1/2N7¢(t - 1/2N7 l’)), w(tv Q?)),
do que obtém-se ¥(t, x) = ¢(z1(t, x), ) para (t, z) € [1/2V, 2/2V] x (A\ Sing(pn)),

ou seja, ¢ ¢ dado por uma reparameterizacio local do fluxo ¢ em [1/2V, 2/2V] x
(A\ Sing(p)a))-
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Agora, indutivamente, para cada inteiro positivo k£ > 1, considere a funcao continua
k k+1 .
25 [2_N7 2—N} x (A\ Sing(pa)) — R dada por
k
an(t, ) = 2(t — k/2Y, 2) + > 2(1/2V, 9(t — /2N, 2)).
i=1
Para qualquer x € A\ Sing(¢a), 2z, satisfaz
z((k+1)/2Y, 2) = 1 (K + 1) /27, ). (3.4)

De fato,

B

ar((k+1)/2Y, 2) = 2(1/2, 2) + > 2(1/2, ¢((k+i— 1)/2", z))

= 2(1/2Y, 2) + ) 2(1/2",4(j/2", )

=1
iz 1/2%,4(j/2", ))
— zk+1((k5 +1)/2N, 2).
Como consequéncia disto,
2e(t, o) = 2z (t— 172N ) + 2(1/2Y, 9t — 172N, 2)). (3.5)

De fato,

) =50 )+ 3o (o1 7))

() -5 )+ Sl ) - 5 )

(et )
= 2o (t—1/2Y, 2) + 2(1/2N, ot — 1/27 ) ).

Para todo k € N, as identidades (3.5) e (3.3) implicam que

U(t, ) = o(z(t, ©), ). (3.6)
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Ja provamos isto quando k£ = 1 em (3.2). Por indugao, supondo que a afirmagao é
verdadeira para algum £ — 1 > 1, segue que

p(—2(1/2Y, 9 (t = 1/27, 1)), p(z(t, 2), 7))
= p(=2(1/2%, ¥t = 1/2%, 2)) + 2(t, x), )
= (21 (t — 172N, 2), )
=t —1/2", z)
=(=1/2", ¥(t, x))
(2(=1/2%, ¥(t, 2)), ¥(t, @)
(—2(1/2%, ot —1/2", 2)), ¥(t, x)).

Com isto, como ¢, é um difeomorfismo para todo s € R, da igualdade

p(=2(1/2%, ot —1/2%, 2)), de(@)) = p(=2(1/2%, Pt = 1/2", 2)), @(a(t, z), x)) segue

Yi(x) = p(zk(t, ), ). Claramente, argumentos completamente similares aos que foram

¥
¥

A\ Sing(ppn )4
R
/Zk—"
4 u
I i :Il HQ... k ]R
o | v oav awIEEL

Figura 3.3: Aplicacoes z.

apresentados acima podem ser utilizados para estender z(¢, x) para todo ¢ < 0. Para isso,
considere a funcdo continua z; : [—2/2", —1/2V] x (A \ Sing(¢ |»)) — R dada por

_ 1 1 1
zZ1(t, x) —z(t+ N >+z(—2—N,<p<t+ 5N ))

Calculos similares aos feitos com a funcao z; em 3.1 e 3.2 mostram que para qualquer
x € A\ Sing(ppn), a funcdo Z; (-, x) satisfaz

21(_1/2Na 1’) = Z(_1/2N7 ZE') € Sp(t7 l’) = Sa(zl(tv ZZ'), fL‘)
Também, para cada inteiro positivo k, considere z; : [—<k+1)/2N, —k:/QN] X
(A\ Sing(p |a)) — R dada por

Zk(t,x)—z<t—l—2N, >+Zz< N,¢<t+2;\,, ))

a qual satisfaz (¢, z) = ¢(Zk(t, 2), ) para todo t € [—(k+1)/2", —=k/2"] e z €
R x (A\ Sing(¢p)).
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Com isto, p: R x (A\ Sing(ga)) — R dada por

2(t, @), ifte[-1/2N, 1/2"]
p(t, x) =< z(t, x), ifte [k/2Y, (k+1)/2"] k€N
Ze(t, ), ifte |[—(k+1)/2", —k/2V]

é uma fungdo bem definida, continua e tal que (¢, ) = ¢(p(t, x), x) para todo (t, x) €
R x (A \ Sz’ng(w,\)). Isto conclui a prova da existéncia da reparametrizacao.

Resta provar a unicidade da reparametrizacao p ao longo dos pontos nao-singulares.
Para isto, suponha que existam p;, py : R X (A \ Smg(gpm)) — R, extensoes continuas de
z tais que p(pi(t, x), ©) = (¢, z) = p(pa(t, x), z) para todo (¢, z) € Rx (A\ Sing(pp))-
Fixe x € A\ Sing(pja) e considere a funcdo continua o, (t) = pi(t, ) — pa(t, ). Observe
que, pelo Lema 3.3.2, a,(0) D [~pu, u] (logo o, '(0) & niio vazio) e a;,'(0) é fechado por
continuidade de «,,.

Assuma por contradicio que a'(0) # R, entdo existe o = max{t > 0 : [0, ] C
a; ' (0)} > poumin{t <0:[t, 0] C a,'(0)} < —pu. Assuma que o primeiro caso valha (o
segundo é completamente analogo).

Pela continuidade das reparametrizagoes, pi(tg, ) = pa(to, ©). Ademais, se t €
[_M7 :u]’ entao Sp(pi(t + %o, ZE), :L‘) = %U(t + 1o, IE) = %U(t, ¢(to, l‘)) para (S {17 2}'

Pelo Lema 3.3.2, existe uma tnica funcdo z : [—p, p] x Rx (A\ Sing(pn)) — (—¢, €)
tal que (s, z) = p(z(s, =), z) para qualquer (s, z) € [—u, p] x R x (A\ Sing(pa)). Em
particular,

t,v(to, 2)), ¥(to, x))
t#ﬁ(th $))7 (p(p(to, .%’), l‘))
t ’(/} to, X

= ¢ (=(

= 90(2( ) ( )) +p(t0, 93), ‘T)v
o que contradiz a maximalidade de t,.  Consequentemente, a,'(0) = R e as
reparametrizacoes p; e po coincidem. Isto completa a prova da Proposicao 3.3.3. O

3.3.3 Invariancia da reparametrizacao ao longo de Orbitas
regulares

No Lema seguinte, provaremos que a reparametrizacao obtida na Proposicao 3.3.3 é
invariante ao longo de orbitas de pontos regulares.

Lema 3.3.4. Se p € a reparametriza¢io obtida na Proposi¢io 3.3.3, entio p(t, x) =
p(t, o(s, ) para todo t, s € R e x € A\ Sing(pa). Ademais, existe wma inica fungdao
continua A : A\ Sing(p)n) — R tal que p(t, x) = A(x)t para todo t € R e x € A\

Sing(@ja)-
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Demonstracao. Inicialmente, observe que como v comuta com ¢, fixado s € R, segue que

90(5 —I—p(t, (E), JZ) = PS5, (p(p(t, :L‘), ZL‘))

Portanto, para p suficientemente pequeno e t € [—pu, u| esta igualdade implica que
p(t, x) = p(t, o(s, x)) para qualquer (s, z) € R x (A '\ Sing(pa)). Por outro lado, pela
construcao e unicidade da funcdo p estabelecidas no Lema 3.3.3, segue que p(t, x) =
p(t, ¢(s, x)) para todo s € R para todos t, s € R e para todo z € A\ Sing(va). Ademais,
isto implica que

t+s, x)

t, ( z))

p(t, ¥(s, x)), ¥(s, x))

p(t, o(p(s, ), x)), ¢(p(s, x), 7))
p(t, p(p(s, ), z)) +p(s, x), )
p(t, x) +p(s, x), x)

o(p(t+s, 7)), 2) =

(t+
(

Il
‘G“G‘G‘G@@

(
(
(
(

para todo t € R e xz € A\ Sing(pa). A unicidade de p implica que p(t + s, ) =
p(t, ) + p(s, x) para todo t, s € R. Como p(-, z) é continua, entdo ela é linear. Assim,
existe uma aplicagao continua A : (A\ Sing(vp)) — R tal que p(t, x) = A(z) -t para todo
(t, x) € R x (A\ Sing(pys)). Isto encerra a prova do Lema. O

3.3.4 Extensao da reparametrizagao aos pontos singulares

Sob nossas suposicoes sobre as singularidades, provaremos que a reparametrizacao obtida
na Proposicao 3.3.3 estende-se continuamente aos pontos singulares. Isto completard a
prova do Teorema B. Para isto, inicialmente deduziremos a seguinte versao do Teorema
de Kopell (Teorema 2.3.1) para contragoes lineares. Para qualquer A € C seja Re(\) a
parte real de \.

Lema 3.3.5. Dada B € GL(n, R), suponha que 0 é uma singularidade nao-ressonante
de tipo poco para o fluro linear ¢ = (et'B)teR e que 0s autovalores de B sao distintos e

nao-ressonantes. Se Ay, -+, A\, $ao o0s autovalores de B e m é o menor inteiro positivo
tal que
m - (%1?;% Re()\;)) < lr<11]1£1n Re()\;), (3.7)

entdo Z™(p) consiste no conjunto de fluzos lineares (e%)ser, onde C € GL(n, R) ¢ tal

que B-C'=C-B.
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Demonstracio. Como 0 é um poco para B, entdao e® é uma contracio linear. Por outro

lado, se A\, - -, A\, sdo os autovalores de B, e, --- , e* sdo os autovalores de ¢ e além
n

disto, se nao existem relacoes da forma E n;- Re(\;) onde cada n; é inteiro ndo negativo e
i=1

n n n
Z n;-Re(A;) ) ) .
E n; > 2, entao também nao hé relagoes da forma ei= = H enifiel) — H ‘e)‘l
j i=1

uz

com E n; > 2, do que segue que e® & uma contracio linear nao-ressonante como no
i=1
Teorema de Kopell 2.3.1, o qual implica que Z™(e?) é constituido exclusivamente por

operadores lineares, onde m é o menor inteiro positivo tal que m - (max Re()\i)) =
1<i<n

1121?2};“6 "< 1r<r;1£1n{’e i)} = 1r<m£1 Re();). Com isto, qualquer elemento de Z™(yp) é

um fluxo ¢ = (¢s)ser tal que ¥5 € um operador linear para todo s € R. Ademais, ¢; = e
para todo s € R, onde

sC

1 2ﬂs(x) - X _ aws
Clz) = lim s - 0s |s:o(x)

para r € R".

De fato, seja T > 0 fixado. Como as aplicacbes t — [|e'%|sc € 5 — |[ths]|oe s80O
continuas, existe uma constante K > 0 (dependendo de T') tal que ||ty]]oo - [|€" |00 < K

—Id
para todo 0 <t, s <T. Dado € > 0, como liH[l]e—:O, seja 0 < § < T tal que
S— S
_ _hC
‘WTe <%paratod00§h§&

T
Agora, tome n € N tal que — < §. Pela desigualdade triangular, para qualquer ¢t € [0, T,
n

t
19t = €“)|oe = ||w .% — "o

k+1)LC
—k)-L 06 " —1/J(n k—l).loe( )a

[e.e]

o~

(k-&-l)%CH

= Z HW poetn =Yg oe

o0

t
< Z Y-yt [[t0e — €700 - 16" || oo
k=0

5 t
<Kn-— .1 ¢
SR T T F

Como ¢ > 0 foi escolhido arbitrariamente, a desigualdade acima prova que 1, = €' para
todo t € [0, T]. Por outro lado, a propriedade de grupo implica que v, = ¢! para todo
t € R. Finalmente, pelo resultado classico da teoria das equagoes diferenciais ordinarias
lineares, (¢'?), e (e*“), comutam se e somente se BC' = C'B. Isto completa a prova do
Lema.

O
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A conjugacao entre fluxo, restrito a uma vizinhaca de uma singularidade hiperbolica e a
parte linear desta singularidade, estabelecida pelo teorema de Hartman-Grobman 1.1.6, é
apenas topologica. Baseado em trabalhos de Poincaré e Siegel, Sternberg [81, 82] mostrou
que sob condicoes de nao-ressonancia nos autovalores da derivada do campo associado ao
referido fluxo, quando aplicada a singularidade, existe uma conjugacao diferenciavel, como
estabelecido pelo Teorema de Hartman-Grobman. Mais precisamente:

Proposicao 3.3.6 (Teorema de Sternberg). Seja o é uma singularidade hiperbdlica de
um campo vetorial X tal que o espectro spect(DX (0)) = {1, --+, Ay tde DX (o) satisfaz

1. Re(X\;) <0 para todo 1 <i<mn, e

n
2. nao existem relagoes da forma \; = E m; - \j, onde cada m; € um inteiro nao
j=1

n

negativo e E m; > 2 (neste caso a singularidade é dita nao-ressonante).
Jj=1

Nestas condicoes, existe uma vizinhanca V centrada na singularidade o e conjugacao

diferencidvel h entre Xy e DX (0)nv)-

Para uma descricdo mais detalhada sobre resultados de linearizagao diferenciavel de
campos vetoriais e difeomorfismos, em vizinhangas de singularidades, vide ElBialy |25, 26].

Lema 3.3.7. Seja o : R x A = A um fluxo Komuro-expansivo de classe C* definido em
uma variedade riemanniana compacta M. Suponha que as singularidades oy, - -+ , o of @

d
sao hiperbolicas. Sejam B; = Egp(t, oi)j=0 € 15, M = E; © Ej' a respectiva decomposicao

hiperbdlica, 1 < i < k. Se os autovalores de B; |g: sao distintos e nao-ressonantes para
todo 1 < i <k ex € {s,u}, entio a funcao continua A(-) dada pelo Lema 3.3.4 admite
uma extensao continua a A.

Demonstra¢ao. Como as singularidades de ¢ sao hiperbélicas, entao elas sao isoladas e,
Por esse motivo, é suficiente estender a fungao A(-) para cada singularidade isoladamente.

Subdividiremos a prova em dois casos, consoante a singularidade seja poco/fonte ou
sela.

Caso 1: o; € um poco ou fonte.

Assuma sem perda de generalidade que o; € um poco. De fato, no caso que o; é
uma fonte, a prova é completamente anéloga, apenas considerando o fluxo com o tempo
invertido (¢_;)ier. Como os autovalores da derivada em o;, do campo associado a ¢,
sdo ndo-ressonantes, pelo Teorema de linearizacdo de Sternberg (vide [81]), existe uma
vizinhanga W; de o; tal que o fluxo (¢;); € C*-linearizavel em W;: existe uma carta de
classe C* (; em um subconjunto aberto de R¥™ tal que n, := (o, 0(*, t € R,
define um fluxo linear em W;. Esta conjugacao (; induz, localmente, um isomorfismo
natural entre Z°°((¢;)ier) € Z2°((ns)ser) no sentido que (Vs)ser € Z°°((¢1)ier) se e
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somente se (h o, 0 h™')ser € Z°((n:)ier). Este fato sera utilizado para determinar o
centralziador de ¢ numa vizinhanca da singularidade o;. Por um lado, o Lemma 3.3.5
implica que Z°°((e*5")cr) ¢ constituido exclusivamente por fluxos lineares (e°¢),cg, onde
as aplicacoes lineares C' satisfazem B; - C' = C' - B;.

Por outro lado, pelos Lemas 3.3.2 e 3.3.4 e Proposicao 3.3.3, qualquer ¢ € Z*(p) é
reparametrizacdo de ¢, isto é, existe uma funcdo continua A : W; \ {0;} — R tal que
Vi(2) = @a()(x) para todo t € R. Por isto, via o isomorfismo natural discutido acima,
é preciso determinar quais fluxos lineares (esc)seR preservam as oOrbitas do fluxo linear
(e"P);er. Tais fluxos sao da forma (e°“)ser, com C' = ¢ B; para algum ¢ € R. De fato,

Y
A

Figura 3.4: Descricao pictoérica do Caso 1.

se para todo ¢ € R, C' # ¢ B;, entao deve existir x € R" tal que os vetores B;(x) e C(x)
sao linearmente independentes e, consequentemente, as 6rbitas de x com relagao aos dois
fluxos seriam transversais em x, mas isto é contraditério com o fato que (esca:)S@R é uma
reparametrizacio de (e'%ix)ycp.

Isto mostra, via a conjugacao dada pelo Teorema de linearizacao de Sternberg, que a
fungdo A(x) dada pelo Lema 3.3.4 é constante em W?(o;) \ {0;}, com isto ela admite uma
extensao continua a o;.

Caso 2: o, é uma sela.

Seja W; uma vizinhanca de o; dada pelo Teorema de Hartman-Grobman. Em Wj;, o
fluxo ¢ é topologicamente conjugado ao fluxo hiperbélico linear (etBi)teR, onde B; =

d
pr (t, 0;)|i—0. Escolhendo uma base adequada de RY, B; = diag{B;;, Ba,}, onde By, e

B;, Zl sao contracoes. Além disso, como os autovalores de B sao nao-ressonantes, reduzindo
W; se necessario, existem vizinhangas abertas S; C W; N W?*(o) de p em W?(o;) e U; C
W; N W* o) de p em W"(0;) tais que o fluxo ¢ restrito a vizinhanca aberta S; de p
em W¥(o;) (vizinhanca aberta U; de p em W"(o;)) é C*™-conjugado a contragio linear
(e'P11),cr (respectivamente, a expansdo linear (eP21),cg).

Via o Caso 1, a reparametrizacao A(z) dada pelo Lema 3.3.4 é constante ao longo de
ambas as variedades invariantes W?(o;) \ {0;} e W*(0;) \ {0;}. Assim, para concluir que
A(x) estende-se continuamente a o; é suficiente mostrar que, nas coordenadas dadas pela
linearizagao, existe ¢ € R tal que A(x) = ¢ é constante para todo = € [W?*(o;) UW"(0;)] \

{oi}.



48 Capitulo 3: A conjectura de Smale para fluxos Komuro-expansivos

Para isto, considere uma sec¢ao compacta ¥ transversal a W?*(o;), uma secgao
compacta cilindrica ¥ em torno de W?(o;) e transversal a W"(s;), um ponto = €
YN W¥o;) e uma sequéncia (z,) de pontos regulares em X \ (W?(o;) U W¥(0;)) tais
que x, — x quando n — oQ.

Figura 3.5: Descricao pictoérica do Caso 2.

Para todo n > 1 suficientemente grande existe uma sequéncia (¢,) em R tal que
O(A(xp)tn, T,) € ¥'. Pela compacidade de ¥, existe uma subsequéncia convergente
(0(A(n ) tnys Tny))k>1. Denotando por 2’ € W*(o;) o limite desta subsequéncia, a
continuidade de A em Rx (A \ Sing(¢)s)) e sua invariancia ao longo das 6rbitas (conforme
Proposigao 3.3.3 e Lema 3.3.4) implica que

A(x) = lim A(x,,)

k—00

k—o0

= A(lim @(A(xn, )tn,, Tn,))

k—o0

= A(xl)7

ou seja, a aplicacao A é constante em W*(o;) U W*(0;).

Por outro lado, se (Y )nen € uma sequéncia em A\ {o;} tal que y, \ 0; quando n — oo,
para todo n suficientemente grande existe ¢, € R tal que ¢(t,, x,) € X, e a menos
de considerar uma subsequéncia, pode-se supor que (¢(t,, T,))nen converge para algum
ponto em W?(o;) \ {0;}. Assim, existe TLILI& A(y,) e o valor é o mesmo para qualquer
sequéncia (Y, )nen que converge para a singularidade o;. Assim, a aplicagdo A pode ser
estendida continuamente e de modo tnico, como reparametrizacao definida em toda a
variedade M, tal que 9(x) = @a@)(r) para todo (t, ) € R x M, ¢ € Z2%(p). Isto
completa a prova do Lema. O]
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3.4 Exemplos

3.4.1 Lorenz geométrico

Exemplo 3.4.1. As equacées de Lorenz correspondem ao sistema de equagoes diferenciais
ordindrias polinomiais em R?

dx
— =a(y — )
&

dt
%:xy—bz

dt

com paraémetros a, b, r € R. Simula¢oes computacionais levaram Lorenz [41] a propor a
existéncia de um atrator estranho para os parametros a = 10, b = 8/3 e r = 28. Nao é
dificil verificar que as equagoes de Lorenz (3.8) admitem as trés singularidades

=—xz+rr—yY ; (3.8)

oo = (0, 0, 0)

oL = (\/b(r—l), \/b(r—l), r—1)e
o9 = (—/b(r—1), =\/b(r—1), r—1).

Figura 3.6: Atrator estranho de 3.8, obtido por simulacdes computacionais.

Para os pardmetros cldssicos propostos por Lorenz, cada uma das singularidades sao
hiperbolicas, e oo pertence ao “atrator cadlico” e € acumulada por orbitas de pontos
regulares. De fato, para todo (x,y,z) € R® a Jacobiana associada a (3.8) ¢ dada por

—a a 0
J(x,y,2)=|r—z -1 —x
Y xr —b

-

e cdlculos simples mostram que o polindmio caracteristico associado a o9 = (0, 0, 0) ¢é
Poo (1) = ( 4+ b)[(x +a)(x + 1) — ar] = (z 4+ 8/3)(2® + 112 — 270). Consequentemente, 0s

—11 — /1201 8 —11+ /1201
autovalores de oy sa0 ———— ~ —22,83; —3 ~ —2,67 e +

~ 11, K3.
2 )
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Por simetria das equagoes de Lorenz (3.8), os autovalores de o1 € o9 sao 0s mesmos. O

41 304
polinomio caracteristico da Jacobiana associada a oy (0u 03) € py, (7) = 23+ —2°+—x+

1440. Assim, a singularidade o tem um autovalor real A =~ —13,85 e dois autovalores
compleros conjugados z,z, onde z ~ 0,09 + 10, 19:.

Observe que as singularidades de (3.8) satisfazem as condigées de nao-ressondcia. De
fato, a singularidade oo € nao-ressonante pois seu subespaco instdvel é unidimensional
e o subespaco estdavel de oy € nao-ressonante pois um autovalor € racional e o outro €
wractonal. Finalmente, as singularidades o1 e 09 $G0 nao-ressonantes pois seus subspacos
estaveis sao unidimensionais e ao longo dos subespacos instdveis elas tém um par de
autovalores complexos conjugados.

A fim de descrever as caracteristicas dindmicas do “atrator cadtico” associado a (3.8),
modelos geométricos para o atrator de Lorenz foram introduzidos independentemente
por Afraimovich-Bykov-Shilnikov [2] e Guckenheimer-Williams [29].  Estes modelos
constituem uma familia parametrizada de campos vetoriais, cujos pardmetros
correspondem aos autovalores reais A\ < A < 0 < —XAy < A3 na singularidade
oo = (0,0,0). Eziste um subconjunto C*-aberto de campos vetoriais U C X°(R?) e um
elipsdide aberto V.C R? contendo a origem e tal que todo X € U apresenta um atrator
de Lorenz geométrico Ax = ﬂ X(V), que € um atrator parcialmente hiperbolico e cujas

t>0
restrigoes do fluxo ao atrator é Komuro-expansivo (vide [5] para definicoes precisas e
demonstracoes). Tucker [86] provou a existéncia de um atrator estranho para as equagoes
introduzidas por Lorenz e a equivaléncia do mesmo com 0s modelos geométricos.

Figura 3.7: Modelo geométrico do atrator de Lorenz.

Tal construcao pode ser realizada em um dominio aberto de uma variedade compacta M
e se este € o caso, dizemos que X € X' (M) tem um atrator de Lorenz geométrico. Como
a condi¢cao de nao-ressondncia para o singularidade og € satisfeita para os pardmetros
originais propostos por Lorenz e é uma condicio C'-aberta e C™®-densa no espaco de
campos vetoriais em U, o sequinte € uma consequéncia imediata do Teorema B e do fato
que atratores de Lorenz geométricos sao classes homoclinicas (vide [5], Proposition 3.17),
e portanto possuem uma orbita transitiva:
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Corolario 3.4.2. Seja U C X*°(M) um aberto de campos vetoriais tal que todo X € U
tem um atrator de Lorenz geométrico Ax. Entdo existe um subconjunto C*-aberto e C°°-
densoU' C U tal que, todo campo vetorial X € U' admite um atrator de Lorenz geométrico
Ax cujo centralizador em sua base de atracao topoldgica € trivial.

3.4.2 Centralizador de fluxos cinematico-expansivos

Observe que o argumento usado no exemplo prévio estende-se a uma classe mais geral de
fluxos tridimensionais.

Exemplo 3.4.3. (Fluzo cinemdtico-expansivo com centralizador quase-trivial)

Considere S' = R/Z e o fluro o em T? obtido como suspensio da aplicagio identidade
em S' por uma funcdo positiva e suave r : S' — (0,4+00) sem qualquer “plateau”
(intervalo restrito ao qual Dr ¢ identicamente nula). O fluxo ¢ € cinemdtico-expansivo
(vide Definicao 3.1.9), mas nao fortemente-cinemdtico-expansivo. A prova do Lema 3.3.2
também se aplica para fluros cinemdtico-expansivos (Def. 3.1.9), o que garante que
qualquer elemento ¢ € Z'(p) € localmente uma reparametrizacio de p. Ademais, como
© nao possui singularidades, os argumentos da Proposicao 3.3.3 e Lema 3.3.4 implicam
que ¢ € uma reparametrizacdo linear de ¢. Noutras palavras, Z'(p) é quase-trivial.

Como consequéncia do Teorema de Borsuk-Ulam, para a aplicagao r do Exemplo 3.4.3
existe 7g € S* tal que Dr(zy) = 0 e com isto, r pode ser C'-aproximada por uma aplica¢io
com plateau centrado em zy. Consequentemente, o fluxo ¢ do Exemplo 3.4.3 pode ser
C'-aproximado por um fluxo que néo é cineméatico-expansivo.

No Exemplo 3.4.4 a seguir, descreveremos o centralizador do fluxo fortemente-
cineméatico-expansivo apresentado por Artigue ([8], Example 2.8).

Exemplo 3.4.4. (Centralizador de um fluzo fortemente-cinemdtico-expansivo no toro ']Tz)

Considere um fluzo irracional no toro bidimensional T*> = R?/Z? associado ao campo
vetorial X e uma fungdo suave e nio-negativa f : T> — [0, 00) com um tinico zero isolado
em um ponto p € T2 O fluzo ¢ gerado pelo campo vetorial f X € fortemente-cinemdtico-
expansivo (vide [8], Example 2.8).

\\\\\\

Figura 3.8: retrato de fase do fluxo apresentado no Exemplo 3.4.4.
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Como este fluro admite uma singularidade nao-hiperbolica, Entdao o Teorema A nao
se aplica neste caso. De fato, nao ¢é dificil verificar que ¢ nao é Komuro-expansivo.
Entretanto, Z'(p) € trivial.

De fato, se o ¢ a tnica singularidade de ¢ e ¢ € Z'(p), entdo (o) = o para
todo s € R. Noutras palavras, o € uma singularidade de 1p. Ademais, o (p-invariante)
conjunto estdvel B*(o) := {y € T? : d(¢:(y), o) = 0 quando t — +o0} ¢ invariante por
. Além disto, B°(0) \ {o} é uma orbita de v, relativa a qualquer um de seus elementos.
Como mencionado no exemplo prévio, os argumentos usados para deduzir a existéncia
e unicidade de uma funcdo continua e p-invariante A : T*\ {o} — R tal que 1, (x) =
@iy (x) para todo T*\ {c} et € R. Ademais, como B*(c) é denso em T? e a fung¢io A
é constante ao longo das orbitas de p, ela precisa ser constante em T? \ {c}. Com isto,
A claramente estende-se a uma funcdo constante em T?, o que prova que eziste ¢ € R tal
que (1) = pu(x) para todo x € T et € R. Noutras palavras, Z*(p) € trivial.



Capitulo

O centralizador de Rd—ac;()es expansivas

Neste Capitulo 4, como resultado principal, provamos que acoes de R? localmente livres,
expansivas e de classe C' tém centralizador quase-trivial (Teorema D, p. 54), sendo que,
a definicdo de expansividade para acoes de R? (Definigao 4.1.1) aqui utilizada ¢ similar a
Bowen-expansividade para fluxos. Neste sentido, no Teorema E (p. 55) verificamos que
uma Z%acdo ¢ expansiva se e somente se a a sua suspensio ¢ uma R%acio expansiva.
Como aplicacao do Teorema D, verificamos que R%acdes Anosov tém centralizador quase-
trivial, generalizando para R? o resultado de Kato e Morimoto |34] para fluxos Anosov.

4.1 Resultados principais

Boyle e Lind [21] definiram o conceito de expansividade para uma acio ¢ : Z% x M — M.
Como ocorre no caso d = 1, ¢ ¢é dita expansiva se existe 6 > 0 tal que para quaisquer x, y €
M distintos, entdo existe N € Z% tal que d(¢(N, ), (N, y)) > §. Aparentemente, ha
também consenso quanto a esta definicao. Por outro lado, nao encontramos na literatura
o conceito de R-acoes expansivas. Com isto, motivados principalmente pelo que foi
tratado na Subsecao 3.1.1, propomos a seguinte definicao de expansividade para acoes
que essencialmente é a versao d-dimensional para o conceito de fluxo Bowen-expansivo.

Definicdo 4.1.1. Seja M um espaco métrico compacto e & : RY x M — M uma acdo
continua. ® € dita expansiva se para qualquer ¢ > 0, existir 6 > 0 tal que se x, y € M
satisfazem d(®(x), Prwy(y)) < 6 para todo v € R? e para alguma aplica¢io continua
h:R? = R? tal que h(0) = 0, entdo y = ®,,(x) para algum ||vo|| < €. Em particular, y
pertence a orbita of x relativo a P.

Como ocorre no caso de fluxos, singularidades de acdes de R? expansivas sao isoladas
em M. Com isto, tais acoes em variedades conexas nao admitem singularidades.

Seja M uma variedade riemanniana compacta. Uma R%acdo ® : R x M — M é
localmente livre se todas as 6rbitas de ® sao subvariedades de M com dimensao igual a d.



54 Capitulo 4: O centralizador de R%acoes expansivas

O espaco de R%acdes localmente livres constitui um subconjunto aberto no conjunto
das R%acdes. De fato, se {ey, ..., eq} denota uma base de R?, & : RY x M — M ¢é uma
R%-acio suave, e e, = (Pye; )ter denota o fluxo canonico gerado pela direcao e;

©Ye; 0 RX M — M
(t,x) = D(te;, x),

entao nao é dificil checar que ® é localmente livre se e somente se 0s campos vetoriais

d
Xe, () = — @, (t, x) |t=0 sdo linearmente independentes em todos os pontos de M, o que
claramente é uma condicao aberta.

Observe que um fluxo ¢é localmente livre se e somente se ele nao possui singularidades.
Em particular, nem toda variedade admite R%-ac6es localmente livres (por exemplo, todo
C'-fluxo em S? admite singularidades, pelo Teorema de Poincaré-Bendixson). Por outro
lado, as tnicas variedades que suportam R%-acdes localmente livres sdo os toros T", n > d
(vide [7], p. 274, Lemma 2).

Definicdo 4.1.2. Dada uma acio ® : R* x M — M em uma variedade M, um ponto
x € M ¢ periodico relativo a agio ® se existir v € R\ {0} tal que ®(v, ) = = e neste
caso, v € um periodo para o ponto periodico x.

Neste capitulo apresentaremos a prova da seguinte versao para acoes expansivas
(conforme Defini¢ao 4.1.1) do Teorema B:

Teorema D. Seja M wma variedade riemanniana compacta e ® : R x M — M uma
acio de classe C'. Se ® ¢ expansiva e localmente livre, entio Z*(®) ¢ quase-trivial, isto ¢,
existe uma aplicacdo de classe C* A : M — Mgyq(R) satisfazendo A(x) = A(®(v, 1)) para
todo v € R? e tal que V(v, v) = ®(A(z)v, x) para todo (v, x) € R x M. Adicionalmente,
se existir v € M tal que {®(v, z) : v € R} = M, entido Z*(®) € trivial.

Uma interpretacdo geométrica para a reparametrizagdo A(-) obtida acima sera
apresentada no Lema 4.3.6.

Dentre as consequéncias do Teorema D, analogo ao Corolario 3, estao a seguinte
caracterizacdo das sub-acOes expansivas de acoes de R%:

Corolario 4. Seja M um espaco métrico compacto e ® : RYx M — M wma acdo de classe
C', gerada por d campos vetoriais Xy, ---, Xq € X'(M). Se k destes vetores (k < d),
X, -+, X, geram uma sub-agao D :R* x M — M que é expansiva e localmente livre,
entdo as orbitas da acdo ® coincidem com as drbitas da sub-acdo .

Demonstracio. Para cada 1 <i < d, a acdo U : R¥ x M — M gerada pelos campos Y] =
=Y, 1=0eY, =X, estdem 21(5). Por outro lado, o Teorema D implica que existe
uma aplicacdo de classe C* A : M — M (R) satisfazendo A(z) = A(®,(x)) para todo
v € R* e tal que ¥,(z) = ®(A(z)v, z) para todo (v, 2) € R* x M. Consequentemente,
o campo Y; pode ser expresso como combinagao linear de X, , ---, X; e com isto, as
orbitas de ® sao k-dimensionais. O
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Também, como consequéncia do Teorema D, obtivemos o seguinte

Corolario 5. Seja M uma variedade riemanniana compacta e seja ® : R* x M — M
uma acao Anosov localmente livre. Entao ® tem centralizador quase-trivial.

A descricdo do centralizador de R%acoes expansivas nao-localmente livres apresenta
dificuldades similares a dos fluxos que possuem singularidades além de orbitas regulares.
A estratégia utilizada no caso de fluxos com singularidades talvez possa ser aplicada, no
caso de que o conjunto de orbitas singulares (isto é, de dimensao menor do que d) tem
interior vazio em M. Mais geralmente, nao ¢ dificil ver que elementos do centralizador de
uma R%-acio preservam orbitas de mesma dimensio, mas nao é claro se estes sao dados
por reparametrizacoes da agao original.

Bowen e Walters [20] (Theorem 6) provaram que o fluxo de suspensao de um
homeomorfismo ¢ C-expansivo se e somente se, o referido homeomorfismo for expansivo.
No Teorema E a seguir, provamos uma generalizacio deste resultado para as R%acdes que
satisfazem a Definicao 4.1.1 de expansividade para R%-acoes que introduzimos. Num certo
sentido, este resultado ¢ um exibidor de exemplos para esta classe de acoes e por causa
disto, o provaremos considerando apenas a suspensao pela aplicagdo R : M — (0, oo)d
constante igual a (1,, 1, -+ 1).

Teorema E. Seja M uma variedade riemanniana compacta e 1: M — (0, 00)? constante
igual a 1. Uma Z-acio continua ¢ : 7% x M — M tal que p((o1, ---, 04), - ) € um
homeomorfismo lipschitziano cujo inverso também € lipschitziano para todo (o1, -+ , 04) €
{0, 1}d7 ¢ expansiva se e somente se sua suspensio ® : R x M; — M, € expansiva.

A prova do Teorema E serd feita na Secao 4.2. Antes, introduziremos a seguinte
terminologia:

Seja {eq, --- , e} a base canonica de RY. Dada uma Z%acdo ¢ : Z* x M — M
(d > 2), se fi(x) = p(e;,x), entdo o((ny, -+, ng), x) = f™ o--- o f"(x) para todo
(n1, -+, ng) € Z* e para todo . € M.

Dada uma fungdo R : M — (0, 00)?, R = (Ry, ---, Ry), considere Mr = (M x

R%)/ ~g, onde ~p é a relacdo de equivaléncia definida por
(I7a17 tty Qi—1, Rl(x)7 Qjt1, * 0y ad) ~R (fi(x)aafb oy G-, 07 Ait1, 0y ad)

para todo z € M, 0 < a; < R;(z).
Com isto, a suspensdo de ¢ é a R%-acao ® : R? x Mz — Mp definida por

Q((t17 Tty td)? ('Ta ai, *--, Cld)) == q)(tlel + - +td€d, (x7 ay, «* -, a‘d))
= (I)(tlela (I)(t2€27 U (D(tdedv (‘Ta ai, =+, ad))))
n—1
onde @(te'h (l’, at, =+, Cld)) = (fzn(l‘)y Qg, - aai—hai+t_ZRi<fij(x))vai+l Cld) en € Z
j=0
n—1

é unicamente determinada por Z Ri(fl(z)) <a;+t< Z R;(f!(x)), para todo = € M,
=0 =0
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1<i<de0<a; <Rizx). Deste modo, qualquer Z%-acdo em uma variedade compacta
d-dimensional M determina uma R%acdo ® na variedade compacta n + d-dimensional
Mg, a qual é metrizavel. Descreveremos uma métrica d que é compativel com a topologia
natural de Mg e é a andloga a métrica que foi introduzida por Bowen-Walters |20] para
fluxos de suspensao.

Para os propositos do Teorema E é suficiente considerar a funcao R constante igual a
1 e o espago correspondente M7. Seja p a métrica de M.

Dado M x {(t;, -+, t.)} C My e o = (o1, -+, 54) € {0, 1}, considere a distancia
“horizontal” p, e M x {(t1, --- , t,)} definida por
ph((xv tla Ty t?“)v (?J> tlv Ty t?“))
d
-y {H [az--ti+<1—ai>-<1—ti>}}-p( oo f7(), 700 f(y)
oefo, 134 Li=1
Definida deste modo, pp((z1, t1, ---, t,), (22, t1, --+, t,)) consiste da combinagao
convexa das distancias entre as imagens dos pontos x e y e seus iterados pelas aplicacoes da
forma f{'o---of7? (o1, .-+, 04) € {0, 1}, no “topo” da suspensdo. Dados quaisquer dois

M x {(ty, -, t,)}

Figura 4.1: Métrica d.

pontos (z, t1, -+, t.), (y, s1, ---, ) € My, considere o espaco de todas as sequéncias
finitas (admissiveis) wy; = (xy, ty, -+, &) -+, wy = (T, 51, -+, S) tais que 1 = z,
rn, =y e, para cada 1 <17 < n — 1, exatamente uma das seguintes ocorre:

1. wi, wis1 € M x {(t, -+, t,)} para algum (ti, ---, t.) € [0, 1)% neste caso seja
d (Wi, wit1) = pu(wi, Wit1);
2. w;, wiy1 estao na mesma Orbita, relativo a agao P, e neste caso d (Wi, Wit1) =
min{|[v[[ : ©y(w;) = wit1}.
Finalmente, considere a métrica d em M;, dada por

n—1

d((l’, t17 ) tr)a (ya S1y t 0, Sr)) = infzdl(wia wi+1)>

i=1
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onde o infimo ¢ tomado sobre o espago de todas as sequéncias admissiveis entre
(x, ty, -+, t.) e (y, s1, -+, ).

4.2 Prova da expansividade da suspensiao de Z%acoes
expansivas

Apresentaremos a seguir, a prova do Teorema E (p. 55).

Demonstra¢ao. Suponha que a agdo (P,),cre € expansiva (conforme Defini¢io 4.1.1).
1
Dado 0 < ¢ < 3 seja 6 > 0 tal que se x, y € M satisfaz d(®,(z), Prw)(y)) <  para

todo v € R? com respeito a uma fungio continua h : R? — R? tal que h(0) = 0, entfo
y = &, (v) para algum ||ve|| < . Afirmamos que a Z%acio ¢ é expansiva. Para ver
isto, assuma que 1, ro € M sd0 tais que p(P(n,, - n)(T1)s Py, - ny)(T2)) < para todo

(ni, ---, ng) € Z% Se [t] denota a parte inteira de t e {t} = ¢t — [t] denota a parte
fracionéria de t para todo t € R, observe que
d<q)(t1,~~-,td)($17 07 Tty 0)7 q)(t1,~--,td)(x27 07 T, O))
= d(®n), ) (s A}y -5 {ta})s (. - pa) (22, {01}, -+, {ta}))
S ph(@([tl],“-,[td})('xla {tl}a Tty {td})a

(I)([tﬂw",[td])<x27 {t1}7 R {td}))
= (i oo fld (@), {ti}, -, {ta}),
(i oo fi (@), {1}, -+, {ta}))

= > (Hai-{ti}ﬂl—ai)‘(l—{ti}>>

oef0, 134 \i=1
T oo [T ), [T oo T (ay))
d
< > (Hal--{ti}+(1—ai)-(1—{ti})) 5=0
sef0, 134 \i=1
para todo (ti,...,t5) € R% A expansividade de ® garante que (x3, 0, ---,0) =
®,, (21, 0, -, 0) para algum vy € R? tal que |jvg|| < & < 1/2. Isto implica que z; = x5 e

consequentemente a acio ¢ : Z% x M — M é expansiva.

Reciprocamente, suponha que ¢ é expansiva. Como por hipotese, cada f;' o--- o
7o) =¢((o1, ---, 04), - ) ¢ um homeomorfismo lipschitziano cujo inverso também é
lipschitziano, é possivel obter C' > 1 tal que

1

C p(r1, x2) < p(fi* 0w+ o fii (@), fit oo fii(w2)) < C - p(w1, 2)

para todo {0, 1}%. Por outro lado, considerando

plan m2) = min {p(f7* oo ffi(m), "o o f7i(m),
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’

’ . ,

observe que p (x1, x2) > 0 para quaisquer xq, o, p (1, z2) = 0 se e 80 se x; = g,
/ / . . . . / .

p (z1, x3) = p (zg, ¥1) para quaisquer zi, zo e além disto, pela maneira como p foi

definido, vale a estimativa ol p(x1, o) < p/(azl, x9) < C - p(x1, To) para quaisquer

. N . /
X1, T9, 0 que estabelece equivaléncia entre p e p .

Seja ¢ > 0 a respectiva constante de expansividade de ¢ com respeito a p/. Dado e > 0,
1
tome 0 < § < min{e, 7 C}. Suponha que d(®y(x1, t1, -+, ta), Prw)(z2, 51, -+, 8q)) <9

para todo v € R? e para alguma aplicacdo continua h : R? — R? tal que h(0) = 0.
Assuma sem perda de generalidade que y; = (x1,1/2, -+, 1/2) e yo = (22, S1, -+, Sa),
Y1, y2 € M x [0, 1]% (Se y; ndo é da forma (21,1/2, ---, 1/2), entdo tome ||w|| < 1/2 tal
que $(y1) = (21,1/2, -+, 1/2) e considere os pontos @, (1) e Ppw)(y2)). Observe que

Pl(ﬁla r2) < d(yr, y2) = d(Po(y1), Proy(y2)) < < 1/4.

Agora, suponha que d(®,(y1), Prw)(y2)) < 6 < 1/4 para todo v € R?. Em particular,

tomando v = ¢, (1 < i < d), segue que g (7 (1), F(22)) < APy (11): Priue () <
d < 1/4 para todo n € Z. Procedendo recursivamente, obtem-se que

p((fi" oo fiN) (@), (f{* o0 f14)(x2))
< APy, e, n0)(T1)s Phing, e ng)([T2)) <0

para todo (nq, --- , ng) € Z%. Finalmente, pela expansividade de ¢, segue que 2, = o,
implicando em y, = ®,(y;) para algum v € R? tal que |jv|| < § < e. O

4.3 Prova da trivialidade do centralizador de acoes
expansivas

Nesta Secao provaremos o Teorema D. Com isto, caracterizaremos o espaco de R-acoes
T de classe C' que comutam com uma R%acio expansiva ® de classe C'. Nosso proposito
é provar que a acao ¥ é uma reparametrizacao de ®, isto é, existe uma aplicacao A :
M — Mgyq(R) de classe C* satisfazendo A(x) = A(®,(z)) para todo v € R? e tal que
U, (z) = ®(A(z)v, z) para todo (v, r) € R x M (conforme Lema 4.3.6 a seguir). Como a
estratégia da prova é similar a do Teorema B, esbocaremos os detalhes com destaque para
as principais diferencas. O ponto de partida é a seguinte forma canonica para campos
vetoriais que comutam, similar ao Teorema da vizinhanca tubular 1.1.4.

Lema 4.3.1 (Lee [40], Theorem 18.6). Seja M uma n-variedade suave e seja ® uma R?-
acdo de classe C* em M com d < n. Assuma que ® é gerada por campos vetoriais suaves
Xy, -+, Xg que comutam e sao linearmente independentes em algum subconjunto aberto
W C M. Para cada p € W existe uma vizinhanc¢a aberta de p, um difeomorfismo h :
U — h(U) C R" com fungoes coordenadas h(q) = (s1(q), -+, $n(q)) s@o as coordenadas
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0
locais em U, h(p) = 0 e tal que X; = h*_la— para i = 1,---,d. Se S C U € uma
s

subvariedade mergulhada de codimensao d ep € um ponto de S tal que T,,S € complementar
a span(X1(p), -+, Xa(p)), entao as coordenadas podem ser escolhidas tal que S é definida
por s; =--- =845 =0.

Como consequéncia do Lema 4.3.1, provaremos no Lema 4.3.2 a seguir, a existéncia
de infimo positivo para os periodos de pontos periodicos (conforme Defini¢ao 4.1.2).

Lema 4.3.2. Se ® : R x M — M ¢ uma R%-acdo expansiva e localmente livre de classe
C', entdo

go(®) = inf{||v|| > 0: v € periodo de uma orbita periddica de } > 0.

Como a prova do Lema 4.3.2 ¢ completamente similar a do Lema 3.3.1, via o uso do
Lema 4.3.1, ela sera omitida.

Observe que se uma R%-acdo nao ¢ localmente livre, entdo £o(®) é igual a zero.

Lema 4.3.3. Se ® : R x M — M ¢ uma agdo expansiva de classe C' ¢ ¥ € Z1(®),
entdo para todo 0 < ¢ < go(®P)/3 existe p > 0 e uma unica aplicagdo z : B, (0) x M —
B.(0) C R? tal que W (x) = ®(2(s, x), x) para todo (s, x) € B,(0) x M. Ademais,

(I) z é uma aplica¢ao continua,

(II) Sew, u, u+v € B,(0), entdo z(u+v, z) = z(u, z) + z(v, V(u, )).

Demonstragao. Seja £o(®) > 0 como no Lema 4.3.2, considere 0 < & < £9(P)/3 e seja
d > 0 correspondente, dado pela expansividade de ® (conforme Defini¢ao 4.1.1). Pela
compacidade de M existe p > 0 tal que se 0 < & < g¢/3, entao

sup {d(Id, ¥,)} <é.

[lul| <p

Se |lull < p, entdo d(P,(x), D,(Vyu(z))) = d(Vo(Py(x)), Vou(Py(z))) < § para todo
(v, ) € R* x M. Como ® é uma agdo expansiva e d(®,(z), ®pw)(V,(7))) < § para
todo v € R? (com h = Id), existe vy € R? tal que ®,,(V, (7)) = ®,,.,(7) para algum
n € B.(0). Isto implica que V¥, (z) = ®,(x) para algum vetor n satisfazendo ||| < . Em
particular, ¥, (z) pertence a orbita de x relativo a R-acao ®.

Isto define uma aplicacdo z : B, (0) x M — B.(0) tal que ¥(u, x) = ®(2(u, x), x) para

qualquer (u, ) € B,(0) x M. Para provar a unicidade, observe que se 2y, 2o : B,(0) x
M — B.(0) sao tais que ®(z1(u, x), x) = V(u, ) = ®(29(u, ), ), entdo P(2;(u, ) —
2o(u, x), x) = z, onde ||z1(u, ) — zo(u, )| < ||21(u, z)|| + || 22(u, z)|| < 2&0(P)/3. Como
nao existem pontos periodicos de periodo menor do que €o(¥), a unicidade de z segue. A
prova da continuidade de z, bem como a prova do item (II) sdo completamente analogas
as respectivas que foram apresentadas no Lema 3.3.2, e por isto serao omitida. O
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Observe que como na demonstragao do Lema 4.3.3 utiliza-se h = Id, o mesmo também
é verdadeiro se a acao ® fosse cinemético-expansiva. Consequentemente, como ocorre com
o Teorema B, o Teorema D também é valido para acoes de R? em variedades compactas
que sao cinematico-expansivas.

A seguir, construiremos uma extensao para R? x M para a reparametrizacio continua
descrita no Lema 4.3.3. Mais precisamente, temos o seguinte

Lema 4.3.4. Se ® : R x M — M ¢é uma acio continua e ¥ : RY x M — M é uma

agdo continua tal que para pp > 0 fizado existe uma aplicag¢io z : B,(0) x M — B.(0) tal
que ¥(v, z) = ®(2(v, z), ) para qualquer (v, z) € B,(0) x M, onde 0 < & < g¢(P)/3,
entao existe uma unica aplicacao continua p : R? x M — R? que € extensao de z e tal

que U(s, 2) = ®(p(s, ), ) para todo (s, z) € RY x M.

Demonstracao. A estratégia da prova deste Lema é similar a da Proposicao 3.3.3. Para
estender a reparametrizacio local dada no Lemma 4.3.3 para uma aplicacio p : RYx M —
R? tal que W(s, z) = ®(p(s, x), x) para todo (s, r) € RY x M.

A novidade aqui é que, devido a dimensao superior a 1 de R", h& varias maneiras
de estender o dominio da reparametrizacao para R". A extensdo aqui feita é radial
considerando-se os vetores em RY como multiplos dos vetores na esfera unitaria S%1.

Para isto, seja x> 0 dado pelo Lema 4.3.3, N € N tal que 27 < p e fixe v € S,
k k+1
Para cada k € N seja Dy, = {z cR?¢: o < |lz]| < L}, contendo os vetores da forma

N
w=t-vecRparate[k/2N, (k+1)/2"].
Agora, considere as funcoes z, : Dy, x M — R dadas por

t—k & 1 t—i
zk(t-v,x):z(Q—N-v,a:)+Zz<2—N-v,\If<2—N-v,x)), (4.1)

i=1

para todo k£ € N. Pelo Lema 4.3.3 e pela definicao de z;, segue que 2, é continua e satisfaz

1 1
2, <I€2LN -, a:) = Zk11 (k;]:[ -, a:) e  U(tv, z) = D(z(tv, x), x) (4.2)

para todo x € M, k€ Net € [k/2", (k+1)/2"].
Isto permite definir a aplicacdo continua p : R x M — R? dada por

(t-v, z) = Z(t-v, x), iftel0,1/2V],0e st
PO at v o), ifte [k/2Y, (k+1)/2Y] , ves®™ keN -

A continuidade de p segue da relacio (4.2) e Lema 4.3.3. Ademais, como v € S*! pode
ser escolhido arbitrariamente, os Lemas 4.3.3 e 4.3.4 implicam que p satisfaz ¥(t-v, z) =
d(p(t-v, x), z) para todo x € M, t € R, v € S*.

Para provar a unicidade da reparametrizagao p, assuma que existem reparametrizagoes
continuas py, ps : R*x M — R? que estendem z e sio tais que ®(p;(u, ), x) = ¥(u, ) =
®(py(u, ), ) para qualquer (u, ) € R? x M. Fixado x € M, seja a,(u) = pi(u, x) —
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pa(u, z). Observe que o, '(0) D B,(0) e, consequentemente, o, '(0) # (. Ademais, como
a, é continua, a;,*(0) é um subconjunto fechado de R?.

Afirmacio: a;'(0) = R% Se a,'(0) # RY existiria um vector unitario v € S*! e
to = sup{t > 0 : t-v € a,;*(0)} < co. Como a,'(0) & um subconjunto fechado,
entdo to - v € o, '(0). Pela discussdo anterior, considerando = = ¥(p(to - v, z), x) (=
U(po(to-v, x), x)), segue que «,s é identicamente nula em B, (0). a, é identicamente nula
em {t-v:tel0,ty+ ul}, o que contradiz a maximalidade de ty. Isto prova a afirmacdo
e a unicidade da reparametrizacao. O]

Lema 4.3.5. Se p é a reparametrizacao dada pelo lema 4.3.4, entao p € invariante ao
longo das drbitas de @, isto é, p(v, x) = p(v, ®(u, x)) para todo u, v € R? e x € M.

Demonstragao. Seguindo os argumentos do Lema 3.3.4, é possivel provar que ®(p(v +
u, ), v) = ®(p(v, x) + p(u, x), x) para todo u, v € R* e 2 € M. A unicidade de p
implica que

p(v+u, z) = p(v, ) + p(u, z) para todo u, v €RY ez € M (4.3)

Por (4.3) e continuidade de p, segue que existe uma aplica¢do continua M > x — A(x) €
My(R) tal que p(v,z) = A(z) - v para todo x € M e v € R?. Com isto, o teorema D esta
provado. O

No restante desta Secao provaremos uma caracterizacdo geométrica da
reparametrizagao linear obtida no Teorema D.

Lema 4.3.6. Seja ® : R x M — M uma acio de classe C* expansiva e localmente livre e
seja W € ZY(®) tal que V(v, ) = ®(A(z)v, =) para todo v € R e x € M. Considerando
dd(te;, - AV (te;, - .
dafte, ) li—o and Y;(+) = % li=o para todo 1 <1 < d,
para cada x € M a aplicagdo linear A(z) € dada pela matriz de representagao dos vetores
(Yi(x))1<i<a em termos da base (X;(x))1<i<a-

0s campos vetoriais X;(+) =

Demonstracao. A homogeneidade assegura que os campos vetoriais X, ---, Xy sao
linearmente independentes. Fixado z € M, por uma mudanca de coordenadas, assuma
sem perda de generadidade que ® é localmente uma R%acao em um subconjunto aberto
de R" (n = dimM) e que X;(z) = ¢; para todo 1 < i < d(< n). Ademais, o Lema
4.3.1 garante a existéncia de uma vizinhanca aberta V, C M de z, e uma mudanca de
coordenadas h : V, — h(V,) C R" tal que X; = h,'e; para todo 1 < i < d. Também
denotando por ® a agao induzida em h,(V'), segue que

d
O(v,2) = z—i—Zvi-Xi
i=1

para todo z = h(x) € R? e todo (v;)1<i<q tal que ®(v, 2) estd em h(V}). Reduzindo V, se
necessério, seja 0 > 0 tal que h(V,) = (—6,0)%
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O primeiro passo na prova do Teorema D implica que as 6rbitas da acao ¢ sao fixadas
por qualquer elemento ¥ € Z'(®). Ademais, como ® restrita a cada uma de suas 6rbitas
é gerada por d campos vetoriais constantes X;(z) = ¢; (1 < i < d), ® age (localmente)
em cada uma de suas 6rbitas como um grupo de translacoes em RY. Além disso, nas
coordenadas linearizadas, a orbita (local) de z € h(V,) é F(z) = {w € (=d,d)" : w =
z+ tei para algum 1 < ¢ < d et € R}. Com isto, para qualquer vetor de translagao
g € F(z) ~ R? suficientemente pequeno dado, existe um vetor u = u, tal que ®(uy, 2) =
z+ g. Consequentemente, para todo z € (—d,d)", ¥|p(.) comuta com todas as tranlacoes
locais em F(z).

Nestas coordenadas linearizadas a acdo ¥ € Z'(®) também age por um grupo
de translagbes ao longo da orbita F(z). Como F(z) ~ (—d,d)" C R", isto é uma
consequéncia imediata da seguinte

Afirmacdo: Se uma aplicacdo f : RY — R? de classe C' comuta com todas as translacoes
em R?, entdo f é também uma translacio em R?.

Prova da afirmagao: Escrevendo f em termos de suas fungoes coordenadas

f(xla Loy -, flfd) = (fl('rlv Loy -, 'Id)7 ) fd(xlv Lo, -y l’d))
para (zq, T, -+, Tq) € R?, como f comuta com todas as translacoes da forma x + A €5,
para x = (21, Ty, -+, 24), A € Re {er, --- , e} denotando a base canoénica de R?, entdo

f(x+ Xej) = f(z) + Ae;. Analizando cada coordenada separadamente, isto significa que

filx+Xej) = fi(x) + X d;j, onde 6;; é o delta de Kroneker dado por §;; = { é’ 22 z ;i )
Com isto,

8:1:]- (x) )\1{)1’(1) A (SU
Consequentemente, fi(z) = x; + r; para 1, = f;(0) € R. Isto garante que
flzy, xoy -+, xq) = (21, o, -+, xq)+ (r1, 79, - -+, Tq) é uma translagao, o que completa

a prova da afirmacao.

Agora, podemos concluir a prova do Lema. A afirmagdo prévia implica que V(u, y)
é uma translagao para todo (u, y) € U. Em particular, se {uy, -+, uq} € uma base de
R? os fluxos (Wi, )ter s80 fluxos de translagoes. Ademais, pela propriedade de grupo de
(Wi, )ter, existe um vetor w; tal que Wy, (x) = z 4+t w; e consequentemnete os d campos
vetoriais Y7, Ys, - -+, Y; que definem W sdo constantes. Assim, em U é possivel escrever

Yi=anXi +anXo+ - +anXy
Yo = a1p X1 + anXe + - + agpXy

Yi = a14X1 + agqXo + - -+ + agaXq

11 Q12 - Qid
. Q21 Qg2 -+ Q24 d d . . ~ s
Seja A = . . . . Sev = ZTin‘ € R” escrito como combinacao linear
: : ) : o
Qd1  Qd2 -+ Qdd
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dos vetores (Y;)1<i<q4, €ntao

para todo z € U, provando que A(z) = Dh(z)™'-A-Dh(z), onde A é a matriz de mudanca
de coordenadas que determina a agao W como reparametrizacao da acao ®. Isto termina
a prova do Lema 4.3.6. O

4.4 Trivialidade do centralizador de acoes Anosov

Nesta Secao provaremos o Corolario 5. Seja M uma variedade riemanniana compacta e
seja @ : R x M — M uma Acido Anosov. Como extensdo de [34], provaremos que Z*(®)
¢ quase-trivial. Para isto, introduziremos a seguir alguma terminologia.

Seja G um grupo de Lie conexo. Uma acao ® : G x M — M ¢é Anosov ela for
localmente livre e além disto, existir ¢ € G tal que f = ®, é normalmente hiperbolico
com respeito a folheacao de M por Orbitas de @, isto é,

TM = E* & TF & E°,
com Df(E")=FE", D(F)=F, Df(E") = E" e para cada x € M,

IDf™ (@) gl DS ()7, 7] o=
m(Df* (@), 7)’ m(Df"(fE)|E;;)} <

max {107 @)l 10570 s
onde m(-) é a co-norma do operador.

Uma plaquacao de F resulta de uma escolha de um nimero finito de caixas de

1 1
folheacoes locais ¢ : D? x D™ Cc R™ — M tal que ¢ <§Dd X éDmd> cobre M.

para cada y € v, (Dd X {y}) é dito ser uma placa de P.

Uma J-pseudo orbita de um difeomorfismo f é uma sequéncia bi-infinita de pontos
(Tn)nez tal que d(f(xy), Tp41) < 0 para todo n € Z. Uma d-pseudo oOrbita (z,) é
compativel com a plaquagao P se f(x,) e x,.1 sempre pertencem a uma mesma placa de

P.
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Uma folheacao f-invariante é expansiva por placas se existir uma plaquacao P de F
e um ¢ > 0 tal que qualquer duas d-pseudo-orbitas (x,,) e (y,) de f, com respeito a P e
mutuamente §-sombreadas, isto é, d(z,, y,) < d para todo n € Z, necessariamente z,, e
Yn pertencem as mesmas placas de P para todo n € Z.

Uma questao fundamental que surge é saber quando um difeomorfismo normalmente
hiperbdlico é expansivo por placas. Neste sentido h& uma resposta afirmativa a esta
questdo para o caso C' (vide [32], Theorem 7.2, p. 119). Como consequéncia deste fato,
temos o seguinte

Lema 4.4.1. Toda R%-acio Anosov ® em uma uma variedade riemanniana compacta M
€ cinemdtica-expansiva.

Demonstracao. Provavelmente, este seja um fato conhecido, mas nao o encontramos na
Literatura. Seja J a folheacdo em M pelas Orbitas de ®. Nestas condigoes, existe
v € R? tal que o difeomorfismo ®, é um elemento Anosov, e portanto normalmente
hiperboélico. Seja 0 > 0 dado pela plaque-expansividade de (®,,F). Dado £ > 0, seja

= min{e, §} > 0 e suponha que x, y € M satisfazem d(®,(z),P,(y)) < J para todo
u € RY. Em particular, as érbitas de z e y pelo difeomorfismo ®,, diferem por no méaximo
0, ja que d(Ppny(2), Pry(y)) < 0 < 6 para todo n € Z). Ademais, a plaque-expansividade
implica que y € F(x). Isto prova que y estd na oOrbita de x por ® e que d(z,y) < e.
Consequentemente, existe um vetor w € R? tal que ||w|| < ¢ e y = ®,(x), e portanto a
acdo @ : RY x M — M é cinematico-expansiva. [

Finalmente, via 0 mesmo argumento utilizado na prova do Teorema D, o fato que
uma R%acdo Anosov ® em uma uma variedade riemanniana compacta M é cinematica-
expansiva implica que Z'(®) é quase-trivial.



Capitulo

A conjectura de Smale para fluxos
C'conservativos e C>-hamiltonianos

Neste capitulo, M denotara uma variedade riemanniana compacta e conexa com meétrica
(-, ), O estudo deste capitulo da tese versa sobre o centralizador de fluxos associados a
campos de vetores C'-genéricos em dois contextos importantes: o dos fluxos conservativos
e o dos fluxos Hamiltonianos.

5.1 Trivialidade do centralizador de campos
conservativos C!-genéricos

Seja M uma variedade riemanniana de dimensao n com uma forma de volume w e seja
p a medida de Lebesgue associada a w. Um campo vetorial X : M — TM (ou o fluxo
. . . —~ 0X .
associado) é conservativo se o laplaciano V - X = Z . 0 ou equivalentemente, se a
i=1 '
medida p ¢ invariante para o fluxo associado (X;);. Denotaremos por X (M) o conjunto
dos campos vetoriais de classe C" em M e que sao conservativos com respeito a uma

medida de volume pu.

Para cada X € X],(M), define-se o centralizador (conservativo) de X como sendo

ZI(X) = {Y € XI(M) : [X, Y] =0} = Z"(X) N X],(M).

Exemplo 5.1.1. Considere o centro linear em R? dado por X (x, y) = (—y, ), ou o fluzo

associado (Xy)s, dado por xy = ( cos(t) —sen(t)

sen(t) cos(t) ) para todo t € R, como no Fxemplo
2./.6.

d(— 0
( y) + or = 0 e neste caso, se

ox dy
Y € Z;(X), 0s fluxos associados satisfazem X, oY, = Y, 0 X, para todo t, s € R e com

Este campo X € conservativo, visto que V - X =
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isto, toda rotagdo por algum X, de qualquer érbita Oy (x, y) de um ponto (z, y) € R? com
respeito a 'Y € também uma orbita de Y .

Supondo por absurdo que eziste (g, yo) € R? tal que X (z0, o) € Y (20, yo) ndo sio
colineares, trocando Y por —Y se mecessdrio, Yi(zo, o) € {(z,y) € R* : 2* +¢* <
x2 4+ 92} para todo t > 0 pois se Yi(wo, yo) intesectasse o circulo {(z, y) € R* : 2* +y* =
xg + yg} para algum t > 0 em um ponto (x1, y1), necessariamente o faria numa dire¢io
distinta de Y (x1, y1). Com isto, o Teorema de Poincaré-Bendizson (vide [58]) é aplicdvel,
revelando que o conjunto w-limite de Oy (xo, yo) ou € um ponto singular, ou € uma drbita
periodica ou € um conjunto constituido por singularidades e drbitas regulares que tendem
a singularidades quando t — F00.

Se wy (zo, Yyo) € uma singularidade (Z, y), pela comutatividade de X eY, cada ponto
de Ox(Z, §) ¢ uma singularidade de Y e qualquer ponto na regigo compacta limitada
por Ox((zo, ¥0)) € Ox (&, §) converge para algum ponto da orbita circular Ox((xq, yo)) e
portanto o campo Y nao € conservativo. Logo este caso nao pode ocorrer.

Se wy (zo, Yo) € uma drbita periddica, entdao ela também deve ser uma drbita periddica
de X, pois do contrdrio, pela comutatividade de X Y, Xy(wy (zo, %)) = wy (X¢(xo, y0)),
de modo que, parat # 0 suficientemente pequeno, wy (o, Yo) € X¢(wy (To, Yo)) seriam duas
orbitas periodicas distintas de'Y e que se intersectariam. Por outro lado, a comutatividade
de X eY também implica que para qualquer ponto (xy) na regido compacta limitada pelos
circulos {(z,y) € R? : 2* +y* = 25 + yo} e wy (20, W0), wy(z, y) = wy (70, Yo), 0 que
contraria a hipotese que X € conservativo e portanto este caso nao pode ocorrer.

Se wy (xg, yo) € um conjunto constituido por singularidades e drbitas requlares que
tendem as singularidades quando t — 400, andlogo ao caso anterior, a comutatividade
de X eY implica que para t # 0 suficientemente pequeno, drbitas requlares distintas de
wy (o, yo) e Xi(wy (xo, yo)) se intersectariam, o que € absurdo. Logo este caso nao pode
ocorrer.

Noutras palavras, qualquer Y € Z;(X) € pontualmente colinear a X e portanto existe

h h
h:R? — R tal que Y(z) = h(x) - X(x) para todo v € R* e X (h) = —yg— + xg— = 0.
T Y

Neste trabalho, dentre as aplicacoes do Teorema A, segue a trivialidade de Zi(X) para
campos conservativos C'-genéricos X definidos em variedades riemannianas compactas.
Mais precisamente,

Teorema F. Seja M uma variedade riemanniana compacta. Eziste um residual R C
%i(M) tal que se X € R, entdo Zi(X) é trivial.

Demonstragao. Bessa [10] provou que existe um residual Ry C S{}L(M) tal que se X € Ry,

existe um ponto p € Crit(X) cuja classe homoclinica associada é densa em M. Mais

ainda, neste mesmo artigo ele também provou ([10], Lemma 2.2) que existe um residual

R C %}L(M) tal que se X € Ry, para quaisquer p, ¢ € Per(X) em orbitas periodicas
m(x

distintas de X, Q € R\ Q, onde 7(x) e m(y) denotam os periodos de z e de y,

m(y)

respectivamente.
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Com isto, seja R = Ry N Ry, residual em X, (M). O Teorema de Birkhoff-Smale
estabelece que qualquer classe homoclinica nao-vazia admite uma érbita densa (na verdade
ela é topologicamente transitiva) e contém um subconjunto denso de o6rbitas periodicas
hiperbolicas. Para uma demonstracao da densidade das érbitas periddicas hiperbdlicas e
transitividade topologica da classe homoclinica, vide [61] ou [69] (p. 260, Theorem 4.5),
e [5] (Lemma 2.18), respectivamente.

Assim sendo, todo X € R satisfaz as hipoteses do Teorema A e com isto o Teorema
F esta provado. O

OBS: Na verdade, o mesmo raciocinio utilizado na prova do Teorema F mostra que para
qualquer campo X no residual R como descrito na referida prova, o centralizador Z'(X) =
ZY(X)={c- X :ceR}.

I

5.2 Trivialidade do centralizador de hamiltonianos C?-
genéricos

Esta Secdo é dedicada a prova do Teorema G (p. 73) sobre centralizadores de campos
hamiltonianos, como descritos na Subsecao 5.2.1.

Considerando a Proposicao 5.2.3, Proposicao 5.2.4 e o Teorema de Noether
5.2.10, neste trabalho o centralizador de campos hamiltonianos serd determinado como
apresentado na Definicao 5.2.11.

5.2.1 Uma introdugao ao formalismo hamiltoniano

Hamiltonianos em R*"

Uma estrutura simplética em R* & uma forma bilinear antissimétrica nao degenerada
n
w(u, v) = g w;j u; vj. Isto significa que w é tal que
i=1
1. antissimetria] : Para todo v, w € R¥, w(v, w) = —w(w, v),

2. nio-degenerada: Para todo v € R¥, se w(v, w) = 0 para todo w € R*, entdao v = 0.

Fixada uma base {ej, -+, e,} de R¥ a forma simplética fica unicamente determinada
por uma matriz J = (w;;), onde w;; = w(e;, e;). Esta matriz é antissimétrica e ndo
degenerada, o que implica que k, a dimensao do espaco vetorial simplético (Rk , w) é par,
pois det(J) = det(J') = det(—J) = (—1)*det(J), do que segue que det(Q) # 0 se e

somente se k = 2n é par, neste caso.

No espaco euclidiano simplético (R*", w) existe uma base {e1, -+, en, f1, -=* » fal
. . . . . 1d
denominada canonica ou simplética, relativo a qual J = [ —(_)Td 0 }, onde Id = Id, é
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a matriz identidade de R". Noutras palavras, isto significa que w(e;, €;) = 0 = w(fi, f;)
e w(e;, fj) = 0;; para todo 1 <4, j < n. Um hamiltoniano em R?" ¢ um sistema de 2n
equacoes diferenciais ordinarias da forma

0 Id

ou abreviadamente, 2 = J-VH(z), onde J = [ —Id 0

de R™.

} , Id = Id, é amatriz identidade

Hamiltonianos em variedades simpléticas

Seja M uma variedade e w uma 2-forma em M. O par (M, w) ¢é uma variedade
simplética se a forma w satisfaz

1. dw =0,

2. Para cada p € M, (T,M, w,) ¢ um espaco vetorial simplético. Em particular,
variedades simpléticas tém dimensao par.

Definicao 5.2.1. Seja (M, w) uma variedade simplética e H € C*(M, R). O 4inico campo
vetorial Xy € X' (M) tal que

w(Xy(x), v) = DH(z) v

para todo x € M e para todo v € T, M denomina-se campo hamiltoniano associado a H.

5.2.2 Colchete de Poisson

Algumas propriedades importantes dos sistemas hamiltonianos podem ser formuladas em
termos do colchete de Poisson, que apresentaremos a seguir.

Definigao 5.2.2. Dadas F, G € C"(M, R), define-se o Colchete de Poisson como sendo
a aplicagio {-,-} : C"(M,R) x C"(M,R) — C" (M, R) que a cada par de funcdes
F, G € C"(M, R) associa a funcdo {F, G} € C"'(M,R) dada por qualquer uma das
sequintes expressoes equivalentes:

{F, G} = w(XF, Xg) = dF(X¢) = Xa(F),

onde Xq(F) consiste na avaliagao de F pelo campo Xq, conforme Subsecgao 1.1.2 (para
mais detalhes sobre estas equivaléncias, vide Lee [40]).



Secao 5.2: Trivialidade do centralizador de hamiltonianos C?-genéricos 69

Em particular, {F, G} = 0 se e somente se F' é constante ao longo de (X%);, o fluxo
hamiltoniano associado a G, isto ¢, F' ¢ uma integral primeira para (X5); e vice-versa.

Proposicao 5.2.3. Para quaisquer F, G, H € C"(M, R) e c € R, vale as sequintes

1. Bilinearidade: {F +c¢-G, H} = {F, H} + c¢- {G, H} e andlogo com a outra
coordenada,

2. Antissimetria: {F, G} = —{G, F},

3. Regra de Leibniz: d(FG)(Xy) ={FG, H} = F{G, H}+G{F, H} = FdG(Xpy)+
GdF(Xg),

4. Identidade de Jacobi: {F, {G, H}} +{G, {H, F}} +{H, {F, G}} =0,
5. X¢p oy = —[Xrp, Xal.
Demonstragao. Vide [40], Proposition 18.25. O

De todos os espacos C"(M, R), r € NU {00}, C*(M, R) ¢ o tunico no qual {-, -}
define uma operagdo, no sentido que se F,G € C*(M, R), entao {F, G} € C*(M, R).
Com isto, a Proposicdo 5.2.3 estabelece que a aplicagao ¢ : (C*(M, R), +, {,}) —
(X>°(M), +, [, ]) que a cada H € C*(M, R) associa o campo ¢Y(H) = Xy € X*(M) é
um homomorfismo e consequentemente, I'm(v¢) = {campos hamiltonianos em X*°(M)}
constituem uma sub-algebra de Lie de X*°(M) que ¢ topologicamente fechada.

Também, [Xr, Xg] = 0 se e somente se {F, G} = ¢ constante. O caso particular em
que ¢ = 0 é especial como estabelecido na Proposicao 5.2.4 a seguir. Juntamente com o
Teorema de Noether 5.2.10, estes dois conceitos formam as principais motivacoes para a
introducao do Centralizador de campos Hamiltonianos (Defini¢ao 5.2.11).

Proposicao 5.2.4. Sejam F, G, H € C"(M, R) entao

1. F € uma integral primeira de 2 = J - VH(z) se e somente se {F, H} = 0;

2. H € uma integral primeira de 2 = J - VH(z);

3. Se F' e G sao integrais primeiras de 2 = J - VH(z), entao {F, G} também o é.
Demonstrac¢ao. Vide [45] (Theorem 2, p. 5). O

Teorema 5.2.5. [Darbouz| Para qualquer ponto de uma variedade simplética M existe
uma vizinhanga aberta com coordenadas locais (p1, -+, P, Q1, 5 Qn), Telalivo as quais

a estrutura simplética w de M assume a forma w = Z dp; N\ dg;. Equivalentemente, isto

i=1
pode ser reescrito em termos do colchete de Poisson como

{pi7pj}:()f {Qia qj}:O7 {pu Qj}:(sijf 1 Slngn
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Demonstragao. Vide [40] ou [35], Theorem 5.5.9. O

Moralmente, o Teorema de Darboux estabelece que, localmente, hamiltonianos
definidos em variedades simpléticas comportam-se como hamiltonianos em R?".

Proposicao 5.2.6. Em coordenadas candnicas, estabelecidas pelo Teorema de Darbout,
o colchete de Poisson € dado por

" 9f O of 0
{fgp=3 L0 0] %
=1

Ox; Oy; a Ay ox;

Demonstrag¢ao. Vide |35], Proposition 5.5.15. O

Exemplo 5.2.7. Considere em R* 0s campos hamiltonianos X (z, y) = (1, 0) e Y (z, y) =
(0, 1). Mais precisamente, X = Xy e Y = Xg, onde H, K : R® — R sdo dadas

por H(z,y) = = e K(x,y) = y. Observe que Xy e Xk também induzem campos
RQ
hamiltonianos no toro T? = 72 via @ projecao natural.

Neste caso,

a j—
al’z‘ N

2 [ 2
0X; aY;
[Xr, Xr] = <Y-—1—X»—Z>
Hy 4K ZZ T ox; 70,

=1 Lj=1

visto que todas as derivadas que aparecem na formula do Colchete de Lie sao nulas neste
caso. Fntretanto,

(H K}="""" - """ =1.1-0-0=1#0.

(Xe)t (Ys)s

Figura 5.1: Campos do Exemplo 5.2.7.

Observe que estes campos X e Y induzem campos hamiltonianos em T? = —, cujo

colchete de Lie € nulo, mas cujo colchete de Poisson € nao nulo.
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5.2.3 O Teorema de Noether

Do ponto de vista fisico, é relevante o estudo das simetrias da dinAmica determinada por
um hamiltoniano, como veremos a seguir.

Definigao 5.2.8. Se (M, w, H) é um sistema hamiltoniano, qualquer K € C"(M, R) que
é constante em cada curva integral de Xy é dita ser uma quantidade conservada (integral
primeira) do sistema.

Definicao 5.2.9. Um campo vetorial suave Y em M € dito ser uma simetria infinitesimal
de (M, w, H) se w e H sao invariantes por (Y;);, o fluzo de'Y, isto é, H(Y;(x)) = H(z)
(ouY(H)=0) e Y w=w para quaisquert € R e x € M.

Pela Proposicao 5.2.4, K é uma quantidade conservada do sistem hamiltoniano
(M, w, H) se e somente se {K, H} = 0.

Uma versao do seguinte resultado foi provada inicialmente por Emmy Noether. O
mesmo teve grande influéncia tanto em fisca quanto em matemaética por estabelecer
correspondéncia um-a-um entre quantidades conservadas (modulo constantes) e simetrias
infinitesimais.

Teorema 5.2.10. [Noether| Seja (M, w, H) um sistema hamiltoniano. Se K € qualquer
quantidade conservada de Xy entao o campo hamiltoniano assoctado a K € uma simetria
infinitesimal de (M, w, H). Reciprocamente, se o grupo de cohomologia de De Rham
H}n(M) € trivial (isto significa que toda I1-forma fechada em M é também exzata), entdo
toda simetria infinitesimal de (M, w, H) € o campo hamiltoniano de uma quantidade
conservada, que € unica a menos da adi¢cdo por uma funcdo que € constante em cada
componente conexa de M.

Demonstragao. Vide [40], Theorem 18.27, ou |35], Proposition 5.5.16. O

Informalmente, para sistemas hamiltonianos fisicos H, o Teorema de Noether diz que
“para cada simetria infinitesimal de H, corresponde uma lei de conservacao fisica de H”.

Para qualquer sistema hamiltoniano (M, w, H), H, a hamiltoniana H é uma
quantidade conservada do sistema pois é constante em cada curva integral do campo
hamiltoniano X associado a ela. Neste caso, a simetria infinitesimal associada a H é o
campo X, cujo fluxo corresponde a simetrias pelo tempo (variavel ¢) de (M, w, H). Do
ponto de vista fisico esta simetria trivial corresponde a conservacao da energia mecanica.

Além desta, para os hamiltonianos oriundos de sistemas fisicos, classicamente, sao
importantes a simetria por rotagoes que corresponde a conservagao do momento angular;
e a simetria por translagio espacial (na variavel x) que corresponde a conservagido do
momento linear.
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5.2.4 Centralizador de hamiltonianos

Dado um campo Hamiltoniano Xy, o Teorema de Noether 5.2.10 e a Proposicao 5.2.4
motivam a consideracao das simetrias de Xy definidas como segue:

Definicao 5.2.11. Seja M uma variedade simplética riemanniana compacta. Para cada
campo vetorial hamiltoniano Xy € X"(M), define-se o centralizador (hamiltoniano) de
Xy como sendo

2(Xu) = { Xk € XL(M) : {K, H} =0},

Comecemos com um exemplo que ilustra a teoria.

Exemplo 5.2.12. Considere o centro linear em R* dado por X(x,y) = (~y, x), ou
cos(t) —sen(t)
sen(t)  cos(t)
discutido nos FExemplos 2.4.6 e 5.1.1. O argumento utilizado no Exemplo 5.1.1 permite
concluir a quase-trivialidade de Z,(X). Entretanto, este fato também pode seer obtido via
o argumento a Sequir:

O campo X = Xy € hamiltoniano com hamiltoniano H = /22 + 2. Se Y € Z}(X),
eriste K € C*(M, R) tal que Y = X e neste caso,

o fluro associado (Xy);, dado por z, = ) para todo t € R, como

0={H, K}
_ OH 0K 0H 0K

VR4 0y /a2ty O
_; (z, y); 8_K _8_K
_\/m ;y7 ay’ ax

0K 0K

do que se conlcui que os vetores (z,y) e (— ——) sa0 ortogonais.  Mmas,

oy’ Ox

0K 0K

(a—, _3_> também é ortogonal a VK, e por causa disto, os vetores (x, y) e VK (x, y)
Yy x

devem ser colineares. Como o wvetor gradiente avaliado em qualquer ponto € sempre

ortogonal ao conjunto de nivel que contém tal ponto, seque que as curvas de nivel de

K sao circulos centrados na origem, como também sao as curvas de nivel de H.

Com isto, {Xp(x), Xg(x)} € linearmente dependente para todo x € R* e do que foi
discutido mo Lema 2.4.10, seque que existe h : R — R constante ao longo das drbitas de
Xy e tal que Xg(x) = h(z) - Xg(x) para todo x € R% Observe que isso nio ocorre no
Ezxemplo 2.4.6.

Lema 5.2.13. [Centralizadores de fluzos hamiltonianos em baiza dimensao] Para todo
campo hamiltoniano Xy de classe C', definido numa wvariedade simplética (M, w),
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compacta e conexa de dimensdo 2, Z-(Xy) € quase-trivial, isto €, para qualquer Xy €
Z(Xy) existe uma aplicagcdo continua h : M — R que naturalmente depende de K, que
satisfaz Xy (h) =0 e Xk(x) = h(x) - Xg(z) para todo x € M.

Demonstracao. Este lema segue do item 1. da Proposicao 5.2.4, visto que se Xx €
ZN(Xpy), entdao {H, K} = 0 e com isto, K é uma integral primeira (de classe C?)
para o hamiltoniano Xpy. Por outro lado, como dim(M) = 2, H e K precisam ter
os mesmos conjuntos de nivel neste caso, e por isto existe uma aplicacao h : M — R
(dependendo de K), tal que Xg(z) = h(z) - Xy(z) para todo x € M, inclusive para
as singularidades, pois se 0 € Sing(Xy) e A € spect(c), entdo —\, X\, =\ € spect(o)
(vide [45], Proposition 3.3.1), segue que em dimensao 2, ou spect(c) = {A, —A} com
A € R (sela), ou spect(c) = {\-4, =X -i} com A € R (centro), portanto sao isoladas e
consequentemente, sio singularidades isoladas de qualquer campo em Z}(Xpy).
Argumentos similares aos que foram utilizados na demonstracao do Lema 2.4.10
aplicam-se neste caso, revelando a unicidade de h, sua continuidade e invaridncia ao
longo de orbitas de Xp. ]

Mais geralmente, em variedades riemannianas compactas e simpléticas de dimensao
superior a 2 vale a seguinte versao do lema 5.2.13:

Teorema G. Seja M wvariedade riemanniana compacta e simplética de dimensao par
d > 4. Erziste um conjunto residual R C C*(M,R) e, para cada H € R existe um conjunto
residual Ry C R tal que a propriedade sequinte vale: se e € Ry, entao o centralizador do
fluzo Hamiltoniano (X&), € trivial em cada componente conera Ey. C H '(e). Noutras
palavras, Z:(Xy) € quase-trivial.

5.2.5 Prova da trivialidade do centralizador de Hamiltonianos C*-
genéricos

A prova do Teorema G que apresentaremos a seguir é, num certo sentido, similar a prova
do Teorema F.

Demonstragio. Seja KS € C*(M,R), M variedade de dimensdo maior do que 2, o C-
residual de hamiltonianos que satisfazem a condicao de of Kupka-Smale, apresentado
em [65] (Theorem 1), isto &, para todo H € KS todas as orbitas fechadas de Xy ou
sao hiperbolicas, ou sao elipticas. Pelo Teorema do ponto fixo de Birkhoff (vide [48],
Proposition 3.1, Corollary 3.2 e §6), as érbitas hiperbolicas em M sdo densas.

Robinson [65] (Theorem 5) apresenta a versao para campos hamiltonianos do General
Density Theorem que afirma a existéncia de um residual P C C*(M, R) e residual ' C R
tal quese H € P, e € F e H '(e) # @, entdo o campo hamiltoniano associado Xy é tal
que Crit(Xp g-1()) = Q (XH‘H71(8)>7 o conjunto dos pontos nao-errantes de X g-1(c).

Em [13], os autores provam a existéncia de um residual R € C*(M,R) tal que para
qualquer H € R existe um residual, (resp. subcontjunto de medida de Lebesgue total) E
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de niveis de energia regulares em H(M) C R tal que para cada e € F a restri¢ao do fluxo
(¢, a cada componente conexa &y, do nivel H™*(e) é transitiva.

Em S NP N'R, a densidade das érbitas periddicas hiperbolicas e o fato que as
que tiverem o mesmo periodo necessariamente sao isoladas entre si, garante, como no
critério para a trivialidade do centralizador, que para cada Xx € Z!(Xy) existe uma
aplicacdo continua h : M \ Sing(Xy) — R tal que Xg(z) = h(x) - Xy(x) para todo
x € M\ Sing(Xpg) e invariante ao longo das orbitas regulares de Xy.

Agora, considerando a restricio do fluxo ('), a uma componente conexa transitiva
En. do nivel H '(e), a transitividade garante que h é constante nos pontos regulares
En . e portanto pode seer continuamente estendida as singularidades de g, caso existam.
Por outro lado, pela continuidade de h e o fato que o conjunto dos niveis de energia
cujas componentes conexas sao transitivas é residual, segue que h é constante em cada
componente &g, de H “!(e). Noutras palavras, o centralizador do fluxo hamiltoniano
(X)), restrito a cada componente conexa £y . de H '(e), H € KSNP NR, é trivial.

]

OBS: Na verdade, o mesmo raciocinio utilizado na prova do Teorema G mostra que
para qualquer campo X no residual R como descrito na referida prova, o centralizador
ZHXy) = 2L (Xn).



Capitulo

Perspectivas futuras

Neste Capitulo seré apresentado algumas questoes relacionadas ao conteudo deste trabalho
e que poderao ser, futuramente, desenvolvidas sob a forma de pesquisa.

6.1 A conjectura de Smale para outras classes de fluxos

O problema de Smale, assunto desta Tese, questiona se a maioria dos sistemas dinamicos
tém centralizador trivial. A determinacao do centralizador ou a verificagdo da conjectura
de Smale para o centralizador pode, a priori, ser feita em qualquer classe de sistemas
dinamicos, sejam eles difeomorfismos, fluxos ou acoes de grupos em geral, que apresentem
propriedades que possibilitem tal verificacao. Algumas questoes naturais que surgem apos
os trabalhos desenvolvidos nesta tese saoas seguintes:

1. Genericamente, fluxos de classe C' em variedades compactas tém centralizador
trivial?

2. Genericamente, fluxos parcialmente hiperbolicos de classe C" em variedades
compactas tém centralizador quase-trivial?

3. Genericamente, fluxos de Reeb tém centralizador quase-trivial?

4. Existe aberto e denso de difeomorfismos em Diff" (M), onde r > 2 e M é uma
variedade bidimensional compacta, cujos elementos tém centralizador trivial?

Esperamos que as respostas as questoes anteriores sejam afirmativas. Em particular,
uma resposta afirmativa a questaovelmente 1 provavelmente possa ser obtida pelo método
de distorgao ilimitada de Bonatti-Crovisier-Wilkinson [16], para lidar com o conjunto
errante.
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6.2 Acoes expansivas

Também, considerado o contetido desenvolvido no Capitulo 4 sobre acoes expansivas, no
qual mostramos a quase-trivialidade do centralizador de acoes expansivas segundo Bowen
que sdo localmente livres e também que, como no caso unidimensional, uma acio de Z¢
irredutivel definida numa variedade compacta é expansiva se e somente se a sua suspensao
é uma acao de R? Bowen-expansiva, algumas questoes sobre as nocoes expansividade para
acoes sao naturais. Por exemplo,

1. Considerado o resultado de Paternain [62] sobre o crescimento exponencial do grupo
fundamental de uma variedade tridimensional compacta e conexa que suporta fluxos
C-expansivos, Sera que se uma variedade d + 2-dimensional M que é compacta
e conexa e que suporta uma acao de R? Bowen-expansiva (ndo necessariamente
localmente livre), conforme definigdo 4.1.1, entdo o grupo fundamental (M) tem
crescimento exponencial?

2. Considerado que para fluxos definidos em variedades diferenciaveis, as nocoes de
C-expansividade e K-expansividade sao equivalentes ([5], Proposition 2.12), sera
que para acoes de R? em variedades compactas, as nocoes de C-expansividade e
K-expansividade para acoes de R? localmente livres também coincidem?

Ademais, em termos do centralizador, é também natural questionar se o Teorema D e
seu Corolario 5 continuam validos noutros contextos. De referir,

1. E possivel estabelecer uma versdo do Teorema D para acdes expansivas de R? em
variedades compactas tridimensionais que nao sejam localmente livres?

2. O Coroléario 5 generaliza-se para agoes Anosov de grupos de Lie em variedades
compactas?
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