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Resumo

O conteúdo desta Tese está relacionado a versão da conjectura de Smale sobre a
trivialidade do centralizador para certas classes de �uxos e ações de Rn. A conjectura
de Smale estabelece que a maioria dos sistemas dinâmicos tem centralizador trivial,
signi�cando que toda a dinâmica que comuta com a original é um reescalonamento
temporal da mesma. Neste trabalho, mostramos a trivialidade do centralizador para as
seguintes classes de sistemas dinâmicos: (i) conjunto aberto de campos de classe C∞ com
singularidades hiperbólicas não-ressonantes e que satisfazem a Komuro-expansividade,
os quais contém o atrator de Lorenz clássico como caso particular; (ii) conjunto Baire
residual de campos conservativos de classe C1; (iii) conjunto Baire residual de campos
hamiltonianos de classe C1. Além disso, provamos que o conjunto das ações de Rd

localmente livres, expansivas e de classe C1 têm centralizador quase-trivial. Em particular,
obtivemos os seguintes: (i) Rd-ações Anosov transitivas em variedades compactas têm
centralizador quase-trivial; (ii) caracterização de sub-ações expansivas de ações de Rd.

Palavras-chave: Centralizadores de Sistemas Dinâmicos, Fluxos Expansivos,
Sistemas Conservativos, Hamiltonianos, Problema 12 de Smale.





Abstract

The content of this thesis is related to the version of the Smale conjecture about the
centralizer triviality For certain classes of �ows and Rd-actions. The Smale conjecture
states that most of the dynamic systems have a trivial centralizer, meaning that all the
dynamics that commute with the original is a temporal rescaling of the same. In this work,
we show the triviality of the centralizer for the following classes of dynamic systems: (i)
open set of C∞ vector �elds with non-resonant hyperbolic singularities satisfying Komuro-
expansivity, which contains the classic Lorenz attractor as Particular case; (ii) residual
Baire set of C1-conservative vector �elds; (iii) residual Baire set of C1-Hamiltonian vector
�elds. In addition, we prove that the set of locally free, expansive C1 Rn-actions have
a quasi-trivial centralizer. In particular, we obtained the following: (i) transitive Rd-
Anosov actions in compact manifolds have quasi-trivial centralizer; (ii) characterization
of expansive sub-actions of Rd-actions.

Keywords: Centralizers of Dynamical Systems, Expansive Flows, Conservative
Systems, Hamiltonians, Smale's 12th Problem.
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Capı́tulo 0
Introdução

Dada uma variedade M , para cada f ∈ Diff r(M), o centralizador de f é Zr(f) = {g ∈
Diff r(M) : f ◦ g = g ◦ f}. Do ponto de vista da Álgebra, Zr(f) consiste do subgrupo
de difeomor�smos em Diff r(M) que comutam com f e, do ponto de vista topológico, se
h ∈ Zr(f), então h◦f◦h−1 = f , ou seja, h é uma Cr-conjugação do difeomor�smo f consigo
mesmo. Mais ainda, Zr(f) pode ser pensado como sendo o mapeamento das simetrias de
f do ponto de vista dinâmico. Naturalmente, Zr(f) contém todas as potências inteiras,
por composição, de f . Quando ocorrer a igualdade Zr(f) = {fn}n∈Z, Zr(f) é denominado
trivial.

Na década de sessenta, S. Smale [78] questionou se, em qualquer variedade compacta
e conexa M , o conjunto T r(M) = {f ∈ Diff r(M) : Zr(f) é trivial} é genérico em
Diff r(M). Também, inspirado na lista dos 23 problemas propostos por D. Hilbert,
em 1900, Smale [80] apresentou a lista �Mathematical Problems for the Next Century�,
constando de 18 problemas para o século XXI, na qual o Problema 12 consiste nesta
pergunta sobre a trivialidade do centralizador. Provavelmente, uma das principais
relevâncias do �Problema 12 de Smale� seja o estudo do mergulho de difeomor�smos
f : M →M de�nidos em uma variedade diferenciável M como aplicação tempo-1 de um
�uxo contínuo {ϕt}t∈R, também de�nido em M , isto é, ϕ1 = f . Se este é o caso, cada
ϕt comuta com f e portanto o centralizador de f contém um subgrupo isomorfo a R ou
S1 = R/nZ se f é periódica. Com isto, se o centralizador de f for discreto (em particular
centralizadores triviais o são), f não é aplicação tempo-1 de um �uxo em M . Entretanto,
centralizadores também foram utilizados no problema da classi�cação de difeomor�smos
do círculo via conjugações diferenciáveis, estudado por Herman [30] e posteriormente,
continuado por Yoccoz [88].

Neste sentido, um dos aspectos do Capítulo 2 desta tese é seu cunho histórico, no
qual �zemos uma exposição de resultados relacionado a Conjectura de Smale, descrita
nos parágrafos anteriores, obtidos Até o presente (Seção 2.2.1). De referir, com o trabalho
de Bonatti-Crovisier-Wilkinson [16], foi veri�cada a veracidade da conjectura de Smale
para o caso r = 1. O caso r ≥ 2 continua em aberto, exceto para o caso em que M é uma
variedade compacta e conexa unidimensional (e portanto difeomorfa ao círculo), para o
qual Kopell [39] provou a existência de um conjunto aberto e denso de difeomor�smos em
Diff r(S1) cujos elementos têm centralizador trivial. Em variedades de dimensão superior
a 1, com respeito a conjectura de Smale, há resultados a�rmativos, porém restritos a
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2 CAPÍTULO 0. INTRODUÇÃO

certas classes particulares de difeomor�smos, de referir, Bonatti-Crovisier-Vago-Wilkinson
[15] para difeomor�smos conservativos e simpléticos; Burslem [22] para difeomor�smos
parcialmente hiperbólicos; Anderson [4] e Togawa [84] para difeomor�smos Morse-Smale;
Palis-Yoccoz [60] para difeomor�smos Anosov em toros; Togawa [85], Palis-Yoccoz [59],
Fisher [27, 28], Rocha [70, 71] para difeomor�smos Axioma A.

Na Seção 2.4 apresentamos a versão da Conjectura de Smale para campos vetoriais e
�uxos. Dado um �uxo (ϕt)t de classe Cr, se de�nirmos o centralizador de (ϕt)t como sendo
Zr((ϕt)t) = { �uxos (ψs)s de classe Cr em M : ϕt ◦ψs = ψs ◦ϕt para quaisquer t, s ∈ R}.
Como para qualquer h : M → R é uma aplicação contínua e invariante ao longo das
órbitas de (ϕt)t (isto é, h(ϕt(x)) = h(x) para todo (t, x) ∈ R×M) o �uxo (ψt)t de�nido
por ψt(x) = ϕh(x)·t(x) para todo (t, x) ∈ R×M está em Zr((ϕt)t), então uma versão da
conjectura de Smale pode ser estabelecida para �uxos, conjecturando que, tipicamente,
o centralizador de um �uxo (ϕt)t é constituído apenas por �uxos (ψs)s tais que ψt(x) =
ϕh(x)·t(x) para todo (t, x) ∈ R×M para alguma aplicação h : M → R contínua e invariante
ao longo das órbitas de (ϕt)t. Neste trabalho, denominamos Zr((ϕt)t) como sendo quase-
trivial quando qualquer um de seus elementos for desta forma para alguma aplicação
h : M → R contínua e invariante ao longo das órbitas de (ϕt)t. Se por ventura, Zr((ϕt)t)
for quase-trivial e para qualquer um de seus elementos dado por ψt(x) = ϕh(x)·t(x), a
aplicação h for constante, Zr((ϕt)t) denomina-se trivial.

Um interessante resultado de Geometria diz que dois campos vetoriais suaves X e Y
em uma variedade M são tais que o colchete de Lie [X, Y ] é o campo nulo se e somente
se os �uxos associados (Xt)t e (Ys)s veri�cam Xt ◦ Ys = Ys ◦Xt para quaisquer t, s ∈ R.
A partir disso, dado X ∈ Xr(M), de�ne-se Zr(X) = {Y ∈ Xr(M) : [X, Y ] = 0}.
Reparafraseando, se X, Y ∈ Xr(M), Y ∈ Zr(X) se e somente se (Ys)s ∈ Zr+1((Xt)t).
Equivalentemente, em termos do campo vetorial, Zr(X) é quase-trivial se para qualquer
Y ∈ Zr(X) existir uma aplicação h : M → R tal que Y (x) = h(x) · X(x) para todo
x ∈M e X(h) = 0, considerando X como operador diferencial. Esta de�nição é conforme,
visto que X(h) = 0 se e somente se h é constante ao longo das órbitas do campo X e
Y (x) = h(x) ·X(x) se e somente se os �uxos associados satisfazem Yt(x) = Xh(x)·t(x) para
todo (t, x) ∈ R×M .

Mas, se o centralizador de um �uxo ϕ de classe Cr, r ≥ 1, é quase-trivial, sob que
condições ele é na verdade trivial? Neste sentido, a Subseção 2.4.1 do Capítulo 1 contém
conceitos e resultados necessários para o desenvolvimento dos capítulos posteriores,
incluindo o Teorema A (p. 26) que exibe condições su�cientes para a trivialidade do
centralizador de um campo vetorial. Mais precisamente, se I) ϕ é transitivo, II) Per(ϕ)
é denso em M e, III) órbitas periódicas distintas de mesmo período são isoladas entre
si, então Z1(ϕ) é trivial. Como consequência imediata deste Critério para a trivialidade
do centralizador de campos vetoriais, similar ao resultado de Kato e Morimoto [34] e o
resultado de Jungreis e Hirsch [33] para �uxos Anosov, veri�camos que campos vetoriais
Anosov transitivos têm centralizador trivial e além disso, também como aplicação deste
critério, nós obtivemos, no Capítulo 5, um residual de campos vetoriais conservativos, na
topologia C1, cujos elementos têm centralizador trivial.

Ao contrário do que ocorre com difeomor�smos, aparentemente não há uma literatura
tão vasta sobre centralizadores de campos vetoriais e �uxos. Neste sentido, Kato-
Morimoto [34] provaram que �uxos Anosov de classe C1 em variedades compactas têm



3

centralizador quase-trivial. Oka [52] provou que �uxos expansivos de�nidos em espaços
métricos compactos e conexos têm centralizador quase-trivial. Sad [76] provou que existe
um subconjunto aberto e densoA de C∞-campos veroriais Axioma A com transversalidade
forte, tal que se X ∈ A, então Z∞(X) é trivial. Uma das características inéditas
deste trabalho, quando comparado aos predecessores, citados neste parágrafo, é o fato de
obtermos trivialidade do centralizador para classes de �uxos que admitem singularidades.

No Capítulo 3, nós provamos o Teorema B (p. 35) que estabelece a existência de um
conjunto aberto de �uxos ϕ de classe C∞ com singularidades hiperbólicas não-ressonantes
e que satisfazem a Komuro-expansividade quando restrito a um compacto ϕ-invariante
Λ ⊂ M , cujos elementos têm centralizador quase-trivial. Para tanto, �xado ψ ∈ Z∞(ϕ),
pela continuidade e expansividade de ϕ, no Lema 3.3.2 obtivemos µ > 0 uniforme e uma
aplicação z : [−µ, µ]× Λ \ Sing(ϕ|Λ)→ R tal que ϕz(t, x)(x) = ψ(t, x) para todo (t, x) ∈
[−µ, µ]×Λ \Sing(ϕ|Λ). Por outro lado, a hipótese de hiperbolicidade das singularidades
foi importante para garantir a existência de ín�mo positivo para os períodos das órbitas
periódicas do �uxo Komuro-expansivo (Lema 3.3.1) e como consequência disto, obtivemos
a unicidade de z e que a mesma satisfaz uma propriedade de cociclo, possibilitando sua
extensão e de modo único a uma aplicação p : R×Λ \Sing(ϕ|Λ)→ R tal que ϕz(t, x)(x) =
ψ(t, x) para todo (t, x) ∈ R×Λ\Sing(ϕ|Λ), como estabelecido no Lema 3.3.3. Finalmente,
a invariância de p ao longo de órbitas regulares, como estabelecido no Lema 3.3.4, junto
a hiperbolicidade e não ressonância das singularidades, garante a existência de extensão
contínua da reparametrização p, obtida na Proposição 3.3.3, as singularidades de ϕ|Λ,
sendo que para isto, nós provamos uma versão para �uxos lineares (Lema 3.3.5) de um
teorema de Kopell sobre centralizadores de contrações lineares. Adicionalmente, se o �uxo
Komuro-expansivo for tal que a reunião das variedades estáveis de suas singularidades
for densa, ou ele for transitivo, então seu centralizador é trivial (Corolário 1, p. 36).
Veri�camos que este Resultado obtido contém o atrator de Lorenz clássico como caso
particular (Exemplo 3.4.1). Além disto, Artigue [8] apresentou de�nições mais gerais de
campos vetoriais expansivos. Neste sentido, veri�camos que as técnicas da demonstração
do Teorema B também se aplicam a classe de �uxos cinemático-expansivos introduzida
por Artigue (Exemplo 3.4.3). Artigue introduziu também o conceito de �uxo fortemente
cinemático-expansivo e apresentou um exemplo concreto para esta de�nição, constando
de um �uxo no toro bidimensional T2 com uma única singularidade não-hiperbólica, mas
apesar disto, veri�camos que este �uxo fortemente cinemático-expansivo tem centralizador
trivial (Exemplo 3.4.4).

No Capítulo 4, nós propomos uma de�nição de expansividade para ações de Rd

(De�nição 4.1.1), similar a correspondente unidimensional para �uxos. Inspirados num
resultado de Bowen e Walters [20], no Teorema E (p. 55) veri�camos que uma Zd-ação
é expansiva se e somente se a a sua suspensão é uma Rd-ação expansiva. Este resultado
permite a construção de importantes classes de ações de Rd expansivas. Sequencialmente,
provamos que ações de Rd localmente livres, expansivas e de classe C1 têm centralizador
quase-trivial (Teorema D, p. 54). A demonstração deste resultado para ações do espaço
euclidiano Rd, d ≥ 2, de dimensão mais alta permitiu entender melhor certas simetrias da
reparametrização associada a quase-trivialidade do centralizador de uma ação expansiva.
Por exemplo, no Lema 4.3.6, provamos que, localmente, esta reparametrização é, a menos
de uma carta, uma mudança de coordenadas linear. Como aplicação do Teorema D,
veri�camos que um resultado similar é válido para ações cinemático-expansivas localmente



4 CAPÍTULO 0. INTRODUÇÃO

livres. Neste contexto, no Corolário 5 (p. 55), veri�camos que Rd-ações Anosov são
cinemático-expansivas e com isto, elas têm centralizador quase-trivial, generalizando para
Rd o resultado de Kato e Morimoto [34] para �uxos Anosov.

O Capítulo 5 é baseado em [19]. Na Seção 5.1 introduzimos uma de�nição de
centralizador para campos vetoriais conservativos e, no Teorema F (p. 66), via o citado
Critério para a trivialidade do centralizador de campos vetoriais, provamos a existência
de um residual de campos vetoriais conservativos, na topologia C1, cujos elementos têm
centralizador trivial. Posteriormente, motivados pelo Teorema de Noether, dentre outros,
introduzimos uma de�nição para o centralizador de campos vetoriais hamiltonianos
(De�nição 5.2.11). Com uma versão de um resultado de Bessa-Ferreira-Rocha-Varandas
[13], apresentada no Teorema ?? (p. ??), e o supracitado Critério para a trivialidade
do centralizador de campos vetoriais, provamos (Teorema G) a existência de um residual
R ⊂ C2(M, R) e um residual E ⊂ R tal que se e ∈ E e h ∈ R, então o centralizador do
�uxo hamiltoniano (X t

H)t, restrito a cada componente conexa de H−1(e), é trivial.



Capı́tulo 1
Preliminares

1.1 Campos vetoriais e �uxos

De�nição 1.1.1. Seja M uma variedade diferenciável. Um campo vetorial contínuo em
M é uma aplicação contínua X : M → TM tal que X(p) ∈ Tp(M). O campo X é
diferenciável se a aplicação X : M → TM for diferenciável.

Se X é um campo vetorial contínuo de�nido em uma variedade diferenciável M , uma
curva integral de X é uma curva diferenciável γ : J → M (J intervalo de R) com a
propriedade que para cada t ∈ J o vetor velocidade γ

′
(t) é igual a X(γ(t)) ∈ Tγ(t)(M).

Como uma variedade diferenciável M é localmente difeomorfa a Rdim(M), os teoremas
de existência e de unicidade de soluções de equações diferenciais (em Rn) estendem-se
naturalmente para variedades diferenciáveis. Também, pelo Teorema do escapamento
([40], Lemma 17.10), se o o domínio maximal de uma curva integral γ em uma variedade
diferenciável M não é todo o R, então a imagem de γ em M não está contida em
nenhum compacto de M . Como consequência, em variedades compactas sem bordo,
curvas integrais maximais estão de�nidas para todo t ∈ R.

De�nição 1.1.2. Dada uma variedade diferenciável compacta M , um �uxo de classe Cr
em M , r ≥ 0, é um homomor�smo de grupos

ϕ : (R, +) → (Diff r(M), ◦)

t → ϕ(t) = ϕt : M → M
x → ϕt(x)

,

isto é,

1. ϕt+s(x) = ϕt ◦ ϕs(x) = ϕt(ϕs(x)), e

2. ϕ0(x) = Id(x) = x
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para todo (t, x) ∈ R×M e além disto, a aplicação F : R×M → M dada por F (t, x) =
ϕt(x) é de classe Cr.

A De�nição 1.1.1 e a De�nição 1.1.2 são duais no sentido que a todo campo vetorial
X de classe C1 (ou pelo menos lipschitziano), de�nido em uma variedade compacta M

está associado um �uxo (ϕt)t∈R tal que
d

dt
ϕt(x)|t=t0 = X(ϕt0(x)) para todo (t, x) ∈

R ×M . Reciprocamente, a todo �uxo (ϕt)t∈R de classe C1 de�nido em uma variedade

M está associado a um campo vetorial de�nido em M dado por X(x) =
dϕt
dt |t=0

(x).

Neste trabalho usaremos, de modo indistinto, as notações ϕt(x) = ϕ(t, x) para denotar a
aplicação tempo-t de um �uxo (ϕt)t.

Seja M uma variedade diferenciável e X ∈ Xr(M), r ≥ 1 e (Xt)t o �uxo associado a
X. Dado qualquer p ∈ M , a órbita de p relativo ao �uxo (Xt)t (ou ao campo associado
X) é O(p) = {Xt(p) ∈ M : t ∈ R}. O ponto p é regular se X(p) 6= 0, do contrário,
ele denomina-se singular. Denota-se por Sing(X) o conjunto dos pontos singulares de
X. p é dito periódico se inf{t > 0 : Xt(p) = p} > 0. O conjunto dos pontos periódicos
de X é indicado por Per(X). Um resultado clássico da Teoria Qualitativa das Equações
Diferenciais Ordinárias diz que qualquer ponto p ∈M ou é um ponto singular de X, ou é
um ponto periódico de X, ou a aplicação f : R→ O(p) dada por f(t) = Xt(p) é injetiva.
Também usaremos a notação Crit(X) = Per(X)∪Sing(X) para denotar o conjunto dos
pontos críticos de X.

A De�nição seguinte consiste na relação de equivalência usual no caso de campos
vetoriais e seus �uxos associados.

De�nição 1.1.3. Sejam X, Y ∈ Xr(M), ϕ e ψ os �uxos associados a X e Y ,
respectivamente. Se existirem h ∈ Homeo(M) e, para cada x ∈M uma aplicação contínua
e estritamente crescente τx : R→ R tais que h(ϕ(t, x)) = ψ(τx(t), h(x)), então os campos
X e Y denominam-se topologicamente equivalentes em p e q respectivamente. Se h é um
difeomor�smo de classe Cr, então X e Y são ditos Cr-equivalentes.

Adicionalmente, se , respectivamente, e h(ϕ(t, x)) = ψ(t, h(x)) para todo (t, x) ∈
R × M (neste caso particular, τx = IdR para todo x ∈ M), então os campos X e Y
denominam-se topologicamente conjugados. Se h é um difeomor�smo de classe Cr, então
X e Y são ditos Cr-conjugados.

O teorema do �uxo tubular, que apresentaremos a seguir fornece uma descrição do
comportamento local de campos vetoriais, numa vizinhança de um ponto regular do
campo.

Proposição 1.1.4. [Teorema do �uxo tubular] Sejam M uma variedade de dimensão n,
p um ponto regular de um campo X ∈ Xr(M) e Σ uma seção transversal a X centrada em
p. Existe uma vizinhança Vp ⊂M centrada em p e um difeomor�smo h : V → (−ε, ε)×B
de classe Cr, onde B é uma bola aberta em Rn−1 centrada na origem tal que h(Σ ∩ Vp) =
{0} ×B e h é uma Cr-conjugação entre X|Vp e o campo constante Y : (−ε, ε)×B → Rn

dado por Y (x) = (1, 0, · · · , 0) ∈ Rn.
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Demonstração. Vide [58], Cap. 2, Theorem 1.1.

Há também a versão longa do Teorema do �uxo tubular 1.1.4, desde que consideremos
arcos de órbitas não fechados. Mais precisamente,

Proposição 1.1.5 (Teorema do �uxo tubular longo). Sejam M uma variedade de
dimensão n, X ∈ Xr(M) e γ ⊂ M um arco de trajetória de X compacto e não fechado.
Existe uma vizinhança tubular V contendo γ tal que X|V é conjugado ao campo constante
Y (x) = (1, 0, · · · , 0) ∈ Rn.

Demonstração. Vide [58], Cap. 3, Proposition 1.1.

O Teorema do �uxo tubular estabelece que o comportamento local de campos
vetoriais em vizinhanças de pontos regulares é relativamente simples, visto que seu �uxo
associado é conjugado a um �uxo de translações. Neste sentido, é plausível deduzir que
comportamentos mais complexos de campos vetoriais sejam gerados por singularidades e
órbitas periódicas e pelo comportamento global de órbitas regulares.

1.1.1 Hiperbolicidade e variedades invariantes

Seja (Xt)t o �uxo gerado por um campo X ∈ X1(M). Um conjunto invariante Γ ⊂ M
para um �uxo (Xt)t é hiperbólico se

a) Para cada p ∈ Γ, o espaço tangente TpM se expressa como soma direta

TpM = Es
p ⊕ Eu

p ⊕ span(X(p))

para todo t ∈ R os �brados são DXt-invariantes, isto é, para todo p ∈ Γ e t ∈ R,

1. DXt(p) · Es
p = Es

Xt(p),

2. DXt(p) · Eu
p = Eu

Xt(p), e

3. DXt(p) ·X(p) = X(Xt(p));

b) Existem constantes µ > 0 e C ≥ 1 tal que para todo t ≥ 0 e p ∈ Γ

1. ‖DXt(p) v
s‖ ≤ C e−µt‖vs‖ para vs ∈ Es

p, e

2. ‖DX−t(p) vu‖ ≤ C e−µt‖vu‖ para vu ∈ Eu
p .

A descrição do comportamento de um campo vetorial numa vizinhança centrada numa
singularidade do campo é mais complexa. No caso de uma singularidade hiperbólica, há
a seguinte

Proposição 1.1.6. [Teorema de Hartman-Grobman] Seja X : V → Rn um campo vetorial
de classe Cr tal que 0 é uma singularidade hiperbólica de X. Se L = DX(0), então X é
topologicamente conjugado a L numa vizinhança de 0.
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Demonstração. Vide [58], Theorem 4.10, Chapter 2.

Se p ∈ Sing(X) é singularidade, a variedade estável global de p é o conjunto

W s(p) = {x ∈M : lim
t→∞

Xt(x) = p}.

Do mesmo modo, a variedade instável global de p é

W u(p) = {x ∈M : lim
t→−∞

Xt(x) = p}.

Se p ∈ Per(X) e O = O(p) é a órbita correspondente de p, relativa ao �uxo associado
ao campo X, então as variedades estável e instável de O são respectivamente

W s(O) = {x ∈M : ω(x) = O} e W u(O) = {x ∈M : α(x) = O},

onde α(x) e ω(x) são os conjuntos α-limite e ω-limite do ponto x, dados por

α(x) =
⋂

s∈(−∞, 0]

⋃
t∈(−∞, s]

Xt(x) e ω(x) =
⋂

s∈[0,∞)

⋃
t∈[s,∞)

Xt(x),

os quais são invariantes pelo �uxo (Xt)t.
As variedades estável e instável de um ponto p ∈ Per(X) são de�nidas de modo

análogo ao caso das respectivas para elementos de Sing(X). Também, são comuns as
nomenclaturas

W s(O(p)) = W cs(p) :=
⋃
t∈R

W s(X t(p))

para a variedade centro-estável de p e

W u(O(p)) = W cu(p) :=
⋃
t∈R

W u(X t(p))

para a variedade centro-instável de p.
Como a conjugação estabelecida no teorema de Hartman-Grobman é apenas

topológica, a partir do mesmo é possível concluir que a variedade estável de uma
singularidade hiperbólica é uma variedade topológica imersa em M . A diferenciabilidade
da mesma é estabelecida pelo teorema da variedade estável, que apresentaremos a seguir.

Teorema 1.1.7 (Teorema da variedade estável para �uxos). Suponha que p ∈ Crit(X) é
hiperbólico. A variedade estável de p é uma subvariedade C1-imersa de M .

No caso em que p ∈ Per(X), W s
ε (O(p)), a variedade estável local da órbita de p

é uma subvariedade mergulhada em M e pode ser representada como um grá�co sobre
Es
O(p)(ε) = ∪{(q, y) : q ∈ O(p), y ∈ Es

q(ε)}, onde Es
q(ε) é um disco em Es

q , centrado na
origem e com raio ε, para algum ε > 0 su�cientemente pequeno.

Demonstração. Vide [69], 5.10.3, p. 199.
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1.1.2 Campos vetoriais como operadores diferenciais e o colchete

de Lie

Seja M uma variedade diferenciável de classe Cr, r ≥ 2, X ∈ Xr−1(M) e f ∈ Cr(M,R).
Considerando uma carta h : U ⊂ M → Rn de classe Cr, X induz o campo h∗X

em h(U) ⊂ Rn dado por h∗X = Dhh−1(x) · X(h−1(x)). Assim, a menos da identi�cação
X ≈ h∗X, tem-se

X(p) =
n∑
i=1

ai(p)
∂

∂xi
,

onde cada ai : U → R é uma função em U e
{

∂

∂x1

, · · · , ∂

∂xn

}
é a base canônica associada

a TxM . X é diferenciável se e somente se as funções ai são diferenciáveis para alguma (e
portanto para qualquer uma) reparametrização de classe Cr. Com isto, um campo vetorial
X ∈ Xr(M) sobre uma variedade M também pode ser considerado como um operador
diferencial atuando em Cr(M), de�nido por

(Xf)(p) =
n∑
i=1

ai(p)
∂f

∂xi
(p),

sendo que, esta de�nição independe da reparametrização utilizada.
Esta interpretação de campos vetoriais como operadores diferenciáveis permite o

cálculo de iterados no seguinte sentido: se M é uma variedade diferenciável de classe
Cr, X, Y ∈ Xr−1(M) e f ∈ Cr(M, R), em geral as aplicações X(Y f) e Y (Xf) não advêm
de campos vetoriais, pois o cômputo das mesmas envolve derivadas de ordem superior a
1. Entretanto, vale o seguinte

Lema 1.1.8. Seja M uma variedade diferenciável de classe Cr e X, Y ∈ Xr−1(M). Existe
um único campo vetorial diferenciável Z em M de classe Cr−2 tal que Zf = (XY −Y X)f
para toda aplicação diferenciável f : M →M de classe Cr.

Demonstração. Vide [24], Lemma 5.2.

Consoante com o determinado pelo Lema 1.1.8, de�ne-se o colchete de Lie [X, Y ] de
dois campos vetoriais diferenciáveis em M como sendo o operador diferencial

[X, Y ](f) = (XY − Y X)f.

Proposição 1.1.9. O colchete de Lie de�nido pelo Lema 1.1.8 satisfaz as seguintes
propriedades para quaisquer X, Y, Z ∈ X2(M) e a, b ∈ R:

1. Bilinearidade: [aX+bY, Z] = a[X, Z]+b[Y, Z] e [Z, aX+bY ] = a[Z, X]+b[Z, Y ];

2. Antissimetria: [X, Y ] = −[Y, X];

3. Identidade de Jacobi: [X, [Y, Z]] + [Y, [Z, X]] + [Z, [X, Y ]] = 0.
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Demonstração. Vide [24], Proposition 5.3.

Como consequência da Proposição 1.1.9 e invariância de [ · , · ], restrito a X∞(M), no
sentido que se X, Y ∈ X∞(M), então [X, Y ] ∈ X∞(M), segue que (X∞(M), +, [ · , · ])
é uma álgebra de Lie. A proposição seguinte estabelece que o colchete de Lie [X, Y ]
também pode ser interpretado como sendo a derivação de Y ao longo das trajetórias de
X (a derivada de Lie LX(Y ) do campo Y , na direção do campo X).

Proposição 1.1.10. Sejam X e Y campos vetoriais diferenciáveis em uma variedade
diferenciável M , p ∈M e Xt o �uxos local de X em uma vizinhança U de p. Então

[X, Y ](p) = lim
t→0

1

t
[Y −DXtY ](Xt(p)).

Demonstração. Vide [24], Proposition 5.4.

Em coordenadas, o colchete de Lie pode ser calculado como mostra o seguinte

Lema 1.1.11. Seja M uma variedade diferenciável de classe Ck e X, Y ∈ Xk−1(M) dados

em coordenadas por X =
n∑
i=1

ai
∂

∂xi
e Y =

n∑
i=1

bi
∂

∂xi
. Neste caso, [X, Y ] tem a seguinte

representação em coordenadas:

[X, Y ] =
n∑
i=1

[
n∑
j=1

(
bj
∂ai
∂xj
− aj

∂bi
∂xj

)]
∂

∂xi
.

Demonstração. Vide [40], Lemma 4.13.



Capı́tulo 2
Centralizadores

Neste Capítulo apresentaremos o conceito de centralizador de difeomor�smos e sua
relação com a conjectura de Smale sobre a trivialidade do centralizador. Versões para
�uxos e campos vetoriais também serão apresentadas. Neste sentido, este Capítulo é
importante pelo seu seu cunho histórico, mas também apresentaremos nele um critério
que exibe condições su�cientes para a trivialidade do centralizador de �uxos em variedades
compactas, o qual será utilizado no desenvolvimento dos capítulos posteriores.

2.1 Centralizador de difeomor�smos

Uma abordagem algébrica

De�nição 2.1.1. Seja M uma variedade diferenciável. Para todo r ∈ {0, 1, 2, 3, · · · } ∪
{∞}, Diff r(M), o conjunto dos difeomor�smos em M , é um grupo com a operação
usual de composição de funções (por convenção, r = 0 corresponde ao conjunto Hom(M)
dos homeomor�smos em M). Dado f ∈ Diff r(M), para cada s ∈ {0, 1, 2, · · · , r},
como em Álgebra, de�ne-se o centralizador Zs(f) como sendo o subconjunto de Diff s(M)
constituído pelos difeomor�smos em M que comutam com f :

Zs(f) = {h ∈ Diff s(M) | f ◦ h = h ◦ f ou h−1 ◦ f ◦ h = f}.

Exemplo 2.1.2. Dois exemplos triviais de centralizadores que seguem imediatamente da
De�nição 2.1.1:

a) Se f = Id : M →M , então Zr(Id) = Diff r(M);

b) Se M é uma subvariedade diferenciável mergulhada em Rn e simétrica com relação
a origem de Rn, f = −Id : M → M e g ∈ Zr(−Id), então todo x ∈ M satisfaz
g(−x) = −g(x), ou seja, g ∈ Zr(−Id) é um difeomor�smo impar de classe Cr.
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Outros exemplos de centralizadores de certas classes de sistemas dinâmicos, ou então
propriedades acerca dos mesmos, aparecerão ao longo do texto.

Do ponto de vista algébrico, para cada f ∈ Diff r(M), Zr(f) é subgrupo deDiff r(M).
De fato, (I) se g ∈ Zr(f), então g ◦ f = f ◦ g ⇔ f = g ◦ f ◦ g−1 ⇔ g−1 ◦ f = f ◦ g−1, ou
seja, g−1 ∈ Zr(f), e (II) se g, h ∈ Zr(f), então (g ◦ h) ◦ f = g ◦ (h ◦ f) = g ◦ (f ◦ h) =
(g ◦ f) ◦ h = (f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h), do que se conclui que g ◦ h ∈ Zr(f);

Ademais, é imediato da De�nição 2.1.1 que para qualquer f ∈ Diff r(M),

Z0(f) ⊃ Z1(f) ⊃ Z2(f) ⊃ · · · ⊃ Zr(f),

podendo alguma destas inclusões ser estrita.
Do ponto de vista topológico, se h ∈ Z(f), então f = h ◦ f ◦ h−1. Ou seja, h é uma

conjugação topológica do homeomor�smo f consigo mesmo. Além disto, indutivamente,
para todo n ∈ Z tem-se fn ◦ h = h ◦ fn, ou equivalentemente, fn = h ◦ fn ◦ h−1, do que
se conclui que para qualquer f ∈ Diff r(M), {fn; n ∈ Z} é subgrupo (cíclico e) normal
de Zs(f) para cada s ∈ {0, 1, 2, · · · , r}. Se Zs(f) se reduz a {fn}n∈Z, então diz-se que
Zs(f) é trivial.

Centralizadores desempenham um papel importante em diversos tópicos de sistemas
dinâmicos. Este é o caso quando consideramos o problema da classi�cação de
difeomor�smos no círculo via conjugações diferenciáveis (Herman [30], Yoccoz [88]). Outro
ítem interessante é o estudo do mergulho de difeomor�smos f : M →M de�nidos em uma
variedade diferenciável M como aplicação tempo-1 de um �uxo contínuo {ϕt}t∈R também
de�nido em M , isto é, ϕ1 = f ; se este é o caso, cada ϕt comuta com f e portanto o
centralizador de f contém um subgrupo homeomorfo a R (ou S1 = R/nZ se f é periódica,
isto é, raiz da identidade). Com isto, se o centralizador de f for discreto (em particular
centralizadores triviais o são), então f não é aplicação tempo-1 de um �uxo em M .

Observe que Zr(f) é um invariante da dinâmica de f , no seguinte sentido: se um
difeomor�smo h : N → N de classe Cr é conjugado com f : M →M por um difeomor�smo
ϕ : M → N de classe Cr (ou seja, h = ϕ ◦ f ◦ ϕ−1), então os grupos Zr(f) e Zr(h) são
algebricamente isomorfos. De fato,

Φ : Zr(f) → Zr(h)

g → ϕ ◦ g ◦ ϕ−1

é um isomor�smo explícito entre os grupos Zr(f) e Zr(h).

• Φ é homomor�smo:

Se g, h ∈ Z0(f), então

Φ(g◦h) = ϕ◦(g◦h)◦ϕ−1 = ϕ◦g◦ϕ−1◦ϕ◦h◦ϕ−1 = (ϕ◦g◦ϕ−1)◦(ϕ◦h◦ϕ−1) = Φ(g)◦Φ(h).

• Φ é injetivo: Se g1, g2 ∈ Z0(f) são tais que Φ(g1) = Φ(g2), isto é, ϕ ◦ g1 ◦ ϕ−1 =
Φ(g1) = Φ(g2) = ϕ ◦ g2 ◦ ϕ−1, então g1 = g2.

• Φ é sobrejetivo:
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Se k ∈ Zr(h), então ϕ−1 ◦ k ◦ ϕ ∈ Zr(f), pois

(ϕ−1 ◦ k ◦ ϕ) ◦ f = ϕ−1 ◦ k ◦ (ϕ ◦ f) = ϕ−1 ◦ k ◦ (h ◦ ϕ) = ϕ−1 ◦ (k ◦ h) ◦ ϕ =
ϕ−1 ◦ (h ◦ k) ◦ ϕ = (ϕ−1 ◦ h) ◦ k ◦ ϕ = (f ◦ ϕ−1) ◦ k ◦ ϕ = f ◦ (ϕ−1 ◦ k ◦ ϕ)

e além disso, Φ(ϕ−1 ◦ k ◦ ϕ) = ϕ ◦ (ϕ−1 ◦ k ◦ ϕ) ◦ ϕ−1 = k.

Noutras palavras, o seguinte diagrama é comutativo:

N
ϕ−1

//

h

��

ϕ◦g◦ϕ−1 ∈Zr(h)

&&
M

g //

f

��

M
ϕ //

f

��

N

h

��
N

ϕ−1
//

ϕ◦g◦ϕ−1

88M
g ∈Zr(f)

//M ϕ
// N

Em particular, se X = Y e f, h ∈ Diff r(X) são Cr-conjugados, então
seus centralizadores Zr(f) e Zr(h) são dois subgrupos de Diff r(X) algebricamente
conjugados.

2.2 O �Problema 12 de Smale�

Uma abordagem topológica

Para simpli�cação de notações, considere

T r(M) = {f ∈ Diff r(M); Zr(f) é trivial}.

A partir dos anos 60, S. Smale [78, 79], fez questionamentos sobre a estrutura
topológica de T r(M). Também, inspirado na lista dos 23 problemas propostos por David
Hilbert no Congresso Internacional de matemática (Paris, 1900), Smale [80] apresentou a
lista �Mathematical Problems for the Next Century�, constando de 18 problemas para o
século XXI, na qual ele propõs o seguinte

Questão 1. [Smale's Problem 12 [80], 2000] Pode um difeomor�smo de uma variedade
compactaM sobre ela mesma ser aproximado na topologia Cr, por um difeomor�smo f que
comuta somente com seus iterados? T r(M) é aberto e denso em Diff r(M), na topologia
Cr?
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2.2.1 O �Problema 12 de Smale� em Diff 1(M)

A versão C1 do �Problema 12 de Smale� foi respondida a�rmativamente. Nesta direção,
Palis[56] já havia obtido que em variedades compactasM de classe C∞, o subconjunto dos
elementos de Diff∞(M) que são aplicação tempo-1 de C0-�uxos é de primeira categoria
(reunião enumerável de fechados de interior vazio). Posteriormente, Bonati-Crovisier-
Wilkinson[16] provaram o seguinte resultado que determina a veracidade desta Conjectura
de Smale na topologia C1. Mais especi�camente,

[2009, Bonatti-Crovisier-Wilkinson, [16]]. Para qualquer variedade compacta e
conexa M , existe um residual de Diff 1(M), que está contido em T 1(M).

Também, com Vago [14], eles provaram que para qualquer variedade compactaM , com
dim(M) ≥ 3, existe um aberto não vazio A ⊂ Diff 1(M) e um subconjunto denso D ⊂ A
tal que D ∩ T 1(M) = ∅, estabelecendo assim uma descrição topológica de T 1(M) ao
a�rmarem que T 1(M) contém um Gδ (residual) e também que isto é �ótimo�, no sentido
que T 1(M) não contém subconjuntos abertos e densos em Diff 1(M). Mas, há outras
questões em aberto relacionadas a T 1(M). Por exemplo,

Questão 2 (Bonatti-Crovisier-Wilkinson [16]). T 1(M) é um boreliano?

Questão 3 (Bonatti-Crovisier-Wilkinson [16]). Qual é o interior de T 1(M)?

Nesta direção, Bakker e Fisher [9] questionam quais variedadesM suportam um aberto
de Diff 1(M) constituído apenas por difeomor�smos com centralizador trivial, tendo
obtido (Theorem 1.3) que para 2 ≤ n ≤ 4, T 1(Tn) tem interior não vazio. Ademais,
neste artigo eles também expõem obstruções que fazem com que este Teorema não seja
verdadeiro para Diff 1(Tn) com n > 4. Para T1 = S1, Bonatti-Crovisier-Vago-Wilkinson
[14] provam a existência de um subconjunto denso de Diff 1(S1) cujos elementos não estão
em T 1(S1).

2.2.2 O �Problema 12 de Smale� em Diff r(S1), r ≥ 2

Ao contrário do caso do que foi apresentado na Subseção 2.2.1, não há resultado geral
para o �Problema 12 de Smale� em Diff r(M), M variedade compacta e conexa e r ≥ 2,
exceto para o caso unidimensional, isto é, M = S1. Nancy J. Kopell, Em sua tese de
doutorado [38, 39], sob orientação do próprio Smale, provou o seguinte

[1970, Kopell, [39] Theorem 3]. T r(S1), 2 ≤ r ≤ ∞, contém um subconjunto C1-
aberto e Cr-denso de Diff r(S1).

Os difeomor�smos Morse-Smale constituem um aberto e denso de Diff r(S1) para
todo r ≥ 1 (vide [58], p. 154). Com isto, existe um subconjunto aberto e denso
de difeomor�smos Morse-Smale cujos elementos têm centralizador trivial. Meirong [44]
mostrou que tais centralizadores são subgrupos solúveis de Diff r(S1), 2 ≤ r ≤ ∞.
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Ademais, este teorema de Kopell não é válido em Diff 1(S1). De fato, Bonatti-
Crovisier-Vago-Wilkinson [14] provaram a existência de um subconjunto denso D ⊂
Diff 1(S1) tal que cada f ∈ D comuta com o �uxo de um campo vetorial Morse-Smale
X ∈ X∞(S1). Mais precisamente, f é um difeomor�smo Morse-Smale e f q é a aplicação
tempo-1 do �uxo de X, onde q = 2 se f inverte orientação, e q é o período das órbitas
periódicas de f , caso contrário. Além disso, Z1(f) é isomorfo a R× Zq.

Conjugação diferenciável dos difeomor�smos do círculo

O invariante fundamental por conjugações topológicas de um homeomor�smo do
círculo f é o número de rotação ρ(f) introduzido por Poincaré.

As rotações desempenham um papel central no estudo dos difeomor�smos do círculo.
Pelo Teorema de Poincaré-Denjoy, qualquer difeomor�smo do círculo f com número
de rotação irracional θ é semi-conjugado a rotação Rθ. Se f for de classe C2, ele é
topologicamente conjugado a Rθ. Ademais, há uma dicotomia notável entre rotações
racionais e rotações irracionais em termo de seus centralizadores:

1. Rotações irracionaisRθ em S1 comutam apenas com rotações em S1, isto é, Z0(Rθ) =
{Rα : α ∈ S1}.

2. Por outro lado, se Diff r+(S1) é o conjunto dos difeomor�smos do círculo de classe Cr
que preservam orientação e Rθ é uma rotação racional, então Zr(Rθ)∩Diff r+(S1) '
Diff r+(S1) para todo r ∈ N.

Seja F r
θ ⊂ Diff r(S1) o subconjunto fechado de difeomor�smos de classe Cr cujo número

de rotação é θ. Herman provou diversos resultados acerca de F r
θ , para θ irracional: ele

é conexo e F s
θ , para s > r é denso em F r

θ com respeito a topologia Cr. Dado qualquer
difeomor�smo f ⊂ Diff r(S1), seja Or(f) = {h ◦ f ◦ h−1 : h ∈ Diff r(S1)} a Cr-classe de
conjugação de f . Para qualquer f ∈ Diff r(S1), ρ(f) = θ, vale a inclusão Or(f) ⊂ F r

θ .
Herman também provou que, se f ∈ Diff r(S1) tem número de rotação θ irracional, a
classe Or(f) é C1-densa em F r

θ . Por outro lado, se existirem β ≥ 0 e γ > 0 tais que θ
satisfaz a condição diofantina |θ − p/q| ≥ γ q−2−β para todo racional p/q (com q ≥ 1),
então O∞(f) = F∞θ . O conjunto dos θ ∈ R que veri�cam esta condição tem medida de
Lebesgue total e contém todos os irracionais algébricos reais.

Herman [30] (p. 48) provou que f ∈ Diff r+(S1) com ρ(f) =
p

q
∈ Q é tal que f q = Id

se e somente se f é Cr-conjugada a R p
q
. Com isto, para todo s ∈ {0, 1, 2, · · · , r} o

centralizador Zs+(f) é Cr-conjugado a Zs+(R p
q
) ' Diff s+(S1).

Mais geralmente, o Teorema fundamental da conjungação diferenciável dos
difeomor�smos do círculo ([30], p. 127) estabelece que para 3 ≤ r ≤ ω (não
necessariamente inteiro) e f ∈ Dr(S1) tal que ρ(f) = α satisfaz a condição A de Herman,
então para todo β > 0, f é Cr−1−β-conjugada a Rα. Ademais, se f é de classe C∞ (resp.
Cω), então f é C∞ (resp. Cω)-conjugada a Rα.

Yoccoz, em seu doutoramento [88] (orientado por M. Herman) estendeu os resultados
de Herman sobre a conjugação diferenciável dos difeomor�smos do círculo. Os resultados
obtidos por Yoccoz são muito importantes e estavam entre as razões pelas quais ele foi
premiado com uma medalha Fields em 1994. Neste sentido, poderíamos enunciar o
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Teorema 2.2.1 (Teorema de Herman-Yoccoz (Versão C∞)). Se f ∈ Diff∞+ (S1) é tal que
ρ(f) é diofantino, então f é C∞-conjugado a Rρ(f).

Como consequência do Teorema de Herman-Yoccoz, se f ∈ Diff∞(S1) tem número de
rotação irracional θ que veri�ca a propriedade diofantina, então para todo r ∈ N ∪ {∞},
Zr(f) ' Zr(Rθ) = {Rα : α ∈ S1}.

Em [88] (Théorème 3.1), Yoccoz prova a existência de um difeomor�smo f ∈
Diff∞+ (S1) com número de rotação irracional e tal que Z∞(f) ∩ Diff∞+ (S1) = {fn :
n ∈ Z}.

2.2.3 O �Problema 12 de Smale� restrito a difeomor�smos

Axioma A

Existe na literatura alguns resultados sobre centralizadores, restrito a classes de
difeomor�smos especí�cas, que em geral satisfazem a algum tipo de hiperbolicidade,
como o são os difeomor�smos Axioma A. Nesta classe de difeomor�smos, que tem seus
primórdios com S. Smale nos anos 1960's, o objeto de importância primordial é o conjunto
não-errante Ω(f) associado a cada f ∈ Diff r(M). Um difeomor�smo f é Axioma A se
Ω(f) é hiperbólico e Per(f) = Ω(f).

Difeomor�smos Morse-Smale

Uma sub-classe extrema dos difeomor�smos Axioma A compreende os difeormor�smos
Morse-Smale, para os quais o conjunto não-errante é constituído apenas por um
número �nito de pontos periódicos. Difeomor�smos Morse-Smale existem em qualquer
variedade diferenciável compacta (Palis-Smale [54]). Em Diff r(S1) o subconjunto dos
difeormor�smos Morse-smale constituem um aberto e denso e portanto genérico, mas
isso não ocorre em variedades diferenciáveis M de dimensão superior a 1. Neste caso
os difeormor�smos Morse-smale ainda constituem um subconjunto aberto de Diff r(M),
porém não denso (Palis [55]). Notação:

MSr(M) = {difeomor�smos Morse-Smale f : M →M de classe Cr, 1 ≤ r ≤ ∞}.

B. Anderson [3, 4], em seu doutorado, provou a existência de um subconjunto de
MS∞(M) que é C3-aberto, C∞-denso e cujos elementos têm centralizador C0-discreto.
Posteriormente, Togawa [84] apresentou uma resposta a�rmativa ao Problema 12 de Smale
restrito aos difeomor�smos morse-Smale ao provar que T 1(M) ∩MS1(M) é C1-genérico
em MS1(M).

Por outro lado, Bonati-Crovisier-Vago-Wilkinson [14] (Theorem 2, Theorem 3) provam
que em variedades diferenciáveis bidimensionais compactas e conexas M , é C1-localmente
denso o conjunto de difeomor�smos Morse-Smale emDiff 1(M) que são aplicação tempo-1
de um �uxo.

Difeomor�smos Anosov
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A outra sub-classe extremal dos difeomor�smos Axioma A consiste dos difeomor�smos
Anosov, para os quais o conjunto não-errante é toda a variedade na qual o difeomor�smo
Anosov está de�nido. Difeomor�smos Anosov só são suportados por algumas variedades
diferenciáveis especiais, como os toros Tn, e toda a variedade ambiente é hiperbólica neste
caso. Durante algum tempo, acreditou-se que os toros Tn eram as únicas variedades que
suportavam difeomor�smos Anosov, mas Smale apresentou outros exemplos de�nidos em
grupos de Lie não abelianos.

[1989, Palis e Yoccoz, [60]]. Existe um subconjunto aberto e denso (na topologia C∞)
de C∞-difeomor�smos Anosov f : Tn → Tn, Z∞(f) é trivial.

[1998, Plykin, [63]]. Seja A : Tn → Tn um C1-difeomor�smo Anosov de�nido
por uma matriz unimodular, tendo um polinômio característico irredutível e espectro
spec(A) = {λ1(A), · · · , λk(A), µ1(A), µ1(A), · · · , µs(A), µs(A)}, onde λi(A) e µj(A) são,
respectivamente, os aujtovalores reais e complexos de A. Neste caso, Z1(A) é isomorfo a
Zl ⊕G, onde 1 ≤ l ≤ k + s− 1 e G é um grupo abeliano �nito.

[2005, Rocha, [73]]. Seja f : T2 → T2 um difeomor�smo Anosov no toro bidimensional
tendo somente um ponto �xo. Neste caso, Z0(f) é gerado por f e uma raiz quadrada da
identidade se f reverte orientação (ou por uma raiz quadrada de f e uma raiz quadrada
da identidade se f preserva orientação).

Em [60], os autores deixam a seguinte

Questão 4 (Palis-Yoccoz, [60]). As técnicas utilizadas na obtenção do resultado
provado em [60] podem ser generalizadas para o caso de difeomor�smos Anosov em
infranilvariedades?

Difeomor�smos Axioma A, em geral

O Teorema da Estabilidade Estrutural, conjecturado por Palis e Smale e posteriormente
provado por Robbin [64], Robinson [68] e Mañe [42], estabelece que um difeomor�smo f ∈
Diff r(M) é estruturalmente estável, isto é, existe uma vizinhança aberta Vf ⊂ Diff r(M)
de f tal que qualquer difeomor�smo g ∈ Vf é conjugado a f se e somente se f é um
difeomor�smo Axioma A com condição de transversalidade forte. Notação:

Ar(M) = {f ∈ Diff r(M); f é Axioma A com condição de transversalidade forte}

Com isto, Ar(M) constitui um subconjunto aberto de Diff r(M) mas o mesmo não
é denso em Diff r(M). O conhecimento de uma propriedade genérica em Diff r(M)
que preserve num sentido razoável a estrutura das órbitas dos difeomor�smos neste
subconjunto genérico, seria um prelúdio a aplicação em Diff r(M) da ideia utilizada na
demonstração do Teorema de Kopell para Difeomor�smos no círculo. O próprio Smale
questionou se em variedades de dimensão superior a 1 é possível obter uma tal propriedade.
Entretanto, aparentemente uma tal propriedade genérica ainda não foi encontrada.

Entretanto há alguns resultados acerca dos centralizadores de difeomor�smos Axioma
A. Em uma C∞-variedade compacta e conexa M , Palis [57] provou que existe um
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subconjunto C∞-aberto e denso (na topologia de Whitney) de Ar(M), cujos elementos
têm centralizador discreto. Posteriormente, Togawa [85]] obteve um subconjunto genérico
A (na topologia C1) de C1-difeomor�smos Axioma A tal que Z1(f) é trivial para qualquer
difeomor�smo f ∈ A.

Alguns resultados obtidos sobre centralizadores de difeomor�smos Axioma A são
exclusivos para esta classe de difeomor�smo em variedades diferenciáveis bidimensionais.
Em uma C∞-variedade bidimensional compacta e conexa M2, com a topologia C∞, Palis-
Yoccoz [59] (Theorem 3 (a)) mostraram queA∞(M2)∩T ∞(M2) contém um aberto e denso
em A∞(M2); Rocha [70] (Theorem 2) provou que A∞(M2) ∩ T 1(M2) contém um aberto
e denso em A∞(M2) e Fisher [27] (Theorem 1.4) obteve que em A = {Cr-difeormor�smos
Axioma A (r ≥ 2) sem cíclos em M}, A ∩ T r(M2) contém um aberto denso em A.

Em variedades com dimensão superior a 2, os resultados correspondentes aos citados
no parágrafo anterior apresentam hipótese adicional do difeomor�smos conter um atrtor
ou repulsor periódico. Ainda no contexto de uma C∞-variedade compacta e conexa
M com a topologia C∞, Palis e Yoccoz [59] provaram que existe um aberto e denso
de C∞-difeormor�smos f que são Axioma A sem ciclos, com um atrator ou repulsor
periódico e com condição de transversalidade forte, para os quais Z∞(f) é trivial.
posteriormente, Fisher [27] (Theorem 1.2) generalizou este resultado de Palis e Yoccoz,
retirando a condição de transversalidade forte. Ele tambem provou [28] que se f é um
Cr-difeomor�smo Axioma A não Anosov (2 ≤ r ≤ ∞) com um atrator de codimensão 1,
então existe subconjunto aberto e denso de uma vizinhança U de f em Dif r(M), cujos
elementos têm centralizador trivial.

Ademais, em geral, retirando-se ou a condição de transversalidade forte, ou a condição
de não-ciclos, garante-se apenas a existência de um residual de difeomor�smos, em vez
de um subconjunto aberto e denso: Em uma C∞-variedade compacta e conexa M com
dim(M) ≥ 3, com a topologia C∞, Palis e Yoccoz [59] (Theorem 3 (b)) mostraram que
existe um residual de C∞-difeormor�smos f que são Axioma A com transversalidade forte,
para os quais Z∞(f) é trivial. Neste mesmo contexto, Fisher [27] (Theorem 1.3) mostrou
que existe um residual A no conjunto dos C∞-difeomor�smos Axioma A não-Anosov e
sem ciclos, cujos elementos f ∈ A são tais que Z∞(f) é trivial.

2.2.4 O �Problema 12 de Smale� em outras classes de

difeomor�smos

Dentre as conclusões importantes sobre o Problema 12 de Smale que foram obtidos para
certas classes particulares de difeomor�smos, podemos citar o resultado de Bonatti-
Crovisier-Vago-Wilkinson [15], no qual eles provam que em qualquer variedade M
compacta, conexa e tal que dim(M) ≥ 2, se Diff 1

µ(M) denota o conjunto dos C1-
difeomor�smos conservativos deM com respeito a uma medida de volume µ e Symp1(M)
denota o conjunto dos difeomor�smos simpléticos de M , então T 1(M) ∩ Diff 1

µ(M) é
residual em Diff 1

µ(M) e T 1(M) ∩ Symp1(M) é residual em Symp1(M).
Burslem [22] provou que no conjunto dos Cr-difeomor�smos parcialmente hiperbólicos

em uma variedade compacta, existe subconjunto C1-aberto e C1-denso A tal que se f ∈
A, então Zr(f) é discreto. Ademais, sob algumas condições adicionais, ela prova ([22],
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Theorem 3.2) que existe um C∞-residual local de difeomor�smos parcialmente hiperbólicos
cujos elementos têm centralizador trivial.

Burslem [23] também obteve resultados parciais acerca da trivialidade do centralizador
de Cr-difeomor�smos em S2 (r ≥ 16) que preservam orientação e preservam área. Walters
[87](Theorem 2) veri�cou que homeomor�smos expansivos têm centralizador discreto.
Rocha [72] provou que o centralizador analítico da Família de Hénon (em R2) fρ(x, y) =
(ρ − x2 − y, x) é trivial para ρ > −1. Rocha-Varandas mostraram que [74] mostraram
que genericamente, difeomor�smos de classe Cr que exibem peça básica hiperbolica têm
centralizador trivial.

2.3 Centralizador de operadores lineares em dimensão

�nita

Apesar de operadores lieares não estarem de�nidos em variedades compactas, a
determinação do centralizador dos mesmos é importante quando se quer obter conclusões
acerca do Problema 12 de Smale via teoremas de linearização local. Neste sentido,
podemos citar os trabalhos de Palis-Yoccoz [59], Rocha [73] e Fisher [27]. Neste trabalho
nós também utilizamos o Teorema de Kopell a seguir. Ademais, centralizadores de
operadores lineares também constitui um assunto interessante por si só.

2.3.1 Centralizador de contrações lineares

É simples concluir que no caso unidimensional, qualquer g ∈ Diff 1(R) que comuta com

uma contração linear
f : R→ R

x→ λx
, (0 < |λ| < 1) é também uma aplicação linear. De

fato, inicialmente observe que se g : R→ R comuta com f , então g(0) = g(f(0)) = f(g(0))
e como 0 ∈ R é o único ponto �xo de f , necessariamente, g(0) = 0. Ademais, se x 6= 0,

a = g
′
(0) = lim

n→∞

g(λn x)− g(0)

λn x− 0

= lim
n→∞

g(fn(x))− 0

λn x

= lim
n→∞

fn(g(x))

λn x

= lim
n→∞

λn(g(x))

λn x

=
g(x)

x
,

do que conclui-se que g(x) = ax. Noutras palavras, se f : R→ R é uma contração linear,
então Z1(f) é puramente linear. Ademais, a diferenciabilidade de g é imprescindível
para a conclusão de sua linearidade neste caso. De fato, g ∈ C0(R) dado por g(x) =
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{
mx, x ≥ 0
nx, x ≤ 0

, m 6= n e m · n > 0, é um homomor�smo não linear que comuta com f .

A versão multidimensional para este resultado envolve condições de não-ressonância
entre os autovalores da contração linear e foi determinada por Kopell [39]. Uma contração
linear A : Rn → Rn com autovalores são λ1, · · · , λn contados de acordo com suas

multiplicidades é não-ressonante se λi 6=
n∏
j=1

λ
αj

j , onde cada αj é inteiro não negativo

com
n∑
j=1

αj > 1. A condição de não-ressonância é aberta e densa no espaço vetorial

topológico dos operadores lineares em Rn.

Teorema 2.3.1. [Kopell, [39]] Seja A : Rn → Rn uma contração linear, λ1, · · · , λr os
autovalores reais de A e λr+1, λr+1, · · · , λr+s, λr+s os autovalores complexos de A (r +
2s = n), λ+ = max{|λi|} e λ− = min{|λi|}, contados de acordo com suas respectivas
multiplicidades e seja m o menor inteiro positivo tal que (λ+)m < λ−. Se B ∈ Zm(A),
então B é um polinômio de grau menor do que m.

Ademais, se os autovalores de A são não-ressonantes, então Zm(A) é puramente
linear, constituído por todos os operadores B ∈ GLn(R) que são diagonalizáveis numa
mesma base que diagonaliza A. Além disto, o grupo Zm(A) é algebricamente isomorfo a
Rr+s × (Z2)r × (S1)s.

A hipótese de não-ressonância no Teorema 2.3.1 é a mesma que aparece nos resultados
de Sternberg ([81, 82, 83]) sobre linearização diferenciável. Neste Tabalho obtivemos uma
versão deste Teorema de Kopell para �uxos (vide Lema 3.3.5).

Exemplo 2.3.2. Seja f : R2 → R2 o operador linear cuja representação matricial, com

respeito a base canônica, é dada por

[
λ 0
0 λ2

]
. Os difeomor�smos h : R2 → R2 dados

por h(x, y) = (ax, by + cx2), a, b, c ∈ R, a 6= 0 e b 6= 0 comutam com f . Noutras
palavras, Z∞(f) não reduz-se a difeomor�smos lineares. isto mostra que a hipótese de
não-ressonância no Teorema 2.3.1 é necessária.

2.3.2 Centralizador analítico de selas lineares

Kopell [39] observou que se a origem 0 ∈ Rn for um ponto de sela para um difeomor�smo
linear f : Rn → Rn, então Z∞(f) nunca é trivial, exibindo o seguinte exemplo:

Exemplo 2.3.3 (Kopell [39], Remark 12). Considere o operador linear f : R2 → R2 dado
por f(x, y) = (λx, σy), onde 0 < λ < 1 < σ. Existe um único t ∈ R tal que σ = λ−t (ou
equivalentemente, λtσ = 1).

Sejam h1 e h2 duas funções em R de classe C∞, tais que h1(0) = 0 = h2(0) e todas as
derivadas n-ésimas de h1 e h2 anulam-se na origem.
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Assim, se a, b ∈ R−{0}, para aplicações não nulas h1, h2 ∈ C∞ adequadas, a aplicação
g : R2 → R2 dada por

g(x, y) = (x[a+ h1(xty)], y[b+ h2(xty)]) = (ax, by) + (xh1(xty), y h2(xty))

é um C∞-difeomor�smo. Mais ainda, todo difeomor�smo que é desta forma comuta com
f . De fato,

g(f(x, y)) = g(λx, σ y)

= (a λ x, b σ y) + (λxh1((λx)t(σy)), σ y h2((λx)t(σy)))

= (a λ x, b σ y) + (λxh1((λtσ)(xty)), σ y h2((λtσ)(xty)))

= (a λ x, b σ y) + (λxh1(xty), σ y h2(xty))

= (λx[a+ h1(xty)], σ y [b+ h2(xty)])

= f(x[a+ h1(xty)], y[b+ h2(xty)])

= f(g(x, y))

Com base nesta observação de Kopell, neste Trabalho nós veri�camos que, no entanto,
o centralizador analítico de uma sela linear, cujos autovalores satisfazem condições de
não-ressonância, é puramente linear.

Lema 2.3.4. O centralizador analítico de uma sela linear não ressonante é puramente
linear.

Demonstração. Seja A : Rn → Rn uma sela linear não ressonante e f ∈ Zω(A), dado pelas
coordenadas f(x1, · · · , xn) = (f1(x1, · · · , xn), · · · , fn(x1, · · · , xn)). Como os autovalores
de A são não ressonantes, eles são distintos e com isto A é diagonalizável (sobre C).
Assim, a menos de uma conjugação (complexa) linear, podemos supor A(x1, · · · , xn) =
(λ1 x1, · · · , λn xn). Por outro lado, a comutatividade

(f1(λ1 x1, · · · , λn xn), · · · , fn(λ1 x1, · · · , λn xn))

= f(λ1 x1, · · · , λn xn)

= f(A(x1, · · · , xn))

= A(f(x1, · · · , xn))

= A(f1(x1, · · · , xn), · · · , fn(x1, · · · , xn))

= (λ1 f1(x1, · · · , xn), · · · , λn fn(x1, · · · , xn))

implica que fi(λ1 x1, · · · , λn xn) = λi fi(x1, · · · , xn) para todo 1 ≤ i ≤ n. Seja

fi(x1, · · · , xn) =
∞∑
k=0

1

k!

[ ∑
α1+···+αn=k

k!

α1! · · · αk!
∂kfi

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n

(0, · · · , 0) ·
n∏
j=1

x
αj

j

]



22 Capítulo 2: Centralizadores

a expansão de fi em série de Taylor. Pela unicidade da representação dessa expansão, a
igualdade fi(λ1 x1, · · · , λn xn) = λi fi(x1, · · · , xn) (1 ≤ i ≤ n) implica, para cada índice
k ∈ N, que

1

k!

[ ∑
α1+···+αn=k

k!

α1! · · · αk!
· ∂kfi
∂xα1

1 · · · ∂xαn
n

(0, · · · , 0) ·
n∏
j=1

(λj xj)
αj

]

= λi
1

k!

[ ∑
α1+···+αn=k

k!

α1! · · · αk!
∂kfi

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n

(0, · · · , 0) ·
n∏
j=1

x
αj

j

]
.

Em particular, para todo k ≥ 2, esta igualdade implica que

∂kfi
∂xα1

1 · · · ∂xαn
n

(0, · · · , 0) ·
n∏
j=1

(λj xj)
αj = λi

∂kfi
∂xα1

1 · · · ∂xαn
n

(0, · · · , 0) ·
n∏
j=1

x
αj

j ,

ou
∂kfi

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n

(0, · · · , 0) ·

[
λ1 −

n∏
j=1

(λj xj)
αj

]
= 0.

Mas, a não ressonância dos autovalores garante que

[
λ1 −

n∏
j=1

(λj xj)
αj

]
6= 0 para todo

k ≥ 2. Com isto, necessariamente deve-se ter
∂kfi

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n

(0, · · · , 0) = 0 para todo

1 ≤ i ≤ n e para todo k ≥ 2. Com isto, f deve ser linear.

2.4 Centralizador de campos vetoriais e �uxos

De�nição 2.4.1 (Centralizador de um �uxo). Um �uxo ϕ : R ×M → M de classe Cr
em uma variedade M é comutativo com o �uxo de classe Cr ψ : R×M →M se para todo
t, s ∈ R, ϕt ◦ ψs = ψs ◦ ϕt. Com isto, de�ne-se o centralizador de ϕ como sendo

Zr(ϕ) = {�uxos de classe Cr ψ : R×M →M : ϕt ◦ ψs = ψs ◦ ϕt para todo t, s ∈ R}.

De�nição 2.4.2 (Centralizador de um campo vetorial). Um campo vetorial X ∈ Xr(M)
é comutativo com um campo vetorial Y ∈ Xr(M) se [X, Y ] for identicamente nulo.
De�ne-se o centralizador do campo X do seguinte modo:

Zr(X) = {Y ∈ Xr(M) : [X, Y ] = 0}.

A bilinearidade e continuidade do colchete de Lie, estabelecidas na Proposição 1.1.9
e no Lema 1.1.8, implicam que Zr(X) é um subespaço vetorial fechado de X ∈ Xr(M).
Além disto, os conceitos de comutatividade de �uxos e comutatividade de campos vetoriais
são de fato duais, devido ao Teorema seguinte.
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Teorema 2.4.3. Em uma variedade M , dois campos vetoriais X, Y ∈ Xr(M), r ≥ 1,
são tais que [X, y] = 0 se e somente se seus �uxos associados (Xt)t e (Ys)s satisfazem
Xt ◦ Ys = Ys ◦Xt para quaisquer t, s ∈ R.

Demonstração. Vide Lee [40], Proposition 18.5.

No exemplo a seguir, nós determinamos o centralizador do campo contante. Estes
cálculos serão utilizados na prova do Lema 2.4.10, mas também é interessante por si só.

Exemplo 2.4.4. [Centralizador do �uxo tubular] Seja X ∈ Xr(Rn) o campo constante
que a cada x ∈ Rn associa o vetor X(x) = (1, 0, · · · , 0) e seja Y ∈ Zr(X) dado pelas
coordenadas Y (x) = (Y1(x), · · · , Yn(x)). Neste caso,

0 = [Y, X] =
n∑
i=1

[
n∑
j=1

(
Xj

∂Yi
∂xj
− Yj

∂Xi

∂xj

)]
∂

∂xi

=
n∑
i=1

∂Yi
∂x1

∂

∂xi

=

(
∂Y1

∂x1

,
∂Y2

∂x1

, · · · , ∂Yn
∂x1

)
.

Noutras palavras,
∂Yi
∂x1

= 0 para todo 1 ≤ i ≤ n e consequentemente, o campo Y não

depende da coordenada x1.

Para garantir a aplicabilidade do Exemplo 2.4.4, é necessário veri�car que o mesmo
preserva a estrutura local do centralizador de um campo vetorial no sentido que se M
é uma variedade diferencial de dimensão n, X ∈ Xr(M), r ≥ 1, p ∈ M é um ponto
regular de X, Vx é uma vizinhança em M centrada em x, h : Vx → h(Vx) ⊂ Rn é um
difeomor�smo e Y ∈ Zr(X), então os campos induzidos (pushforwards) h∗X e h∗Y em
h(Vx) ⊂ Rn são tais que [h∗X, h∗Y ] = 0. De fato, mais preciso do que isto, temos o
seguinte
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Teorema 2.4.5. Sejam M e N variedades diferenciais de mesma dimensão e suponha
que exista um difeomor�smo h : M → N . Nestas condições, se X, Y ∈ Xr(M), então
[X, Y ] = [h∗X, h∗Y ].

Demonstração. Vide Lee [40], Corollary 8.31.

Também, no exemplo seguinte apresentamos algumas propriedades do centralizador
do centro linear em R2.

Exemplo 2.4.6. [Centralizador do centro linear em R2] Considere o centro linear
em R2 dado por X(x, y) = (−y, x), ou o �uxo associado (Xt)t, dado por xt =(

cos(t) −sen(t)
sen(t) cos(t)

)
para todo t ∈ R.

É fácil determinar os campos lineares em Z1(X), pois se um campo linear Z(x, y) =
(ax+ by, cx+ dy) comuta com X, então

0 = [X, Z] =

(
Z1
∂X1

∂x
−X1

∂Z1

∂x
+ Z2

∂X1

∂y
−X2

∂Z1

∂y
; Z1

∂X2

∂x
−X1

∂Z2

∂x
+ Z2

∂X2

∂y
−X2

∂Z2

∂y

)
=
(
− (b+ c)x+ (−a+ d)y; (a− d)x+ (b− c)y

)
,

ou seja, a = d e c = −b. Noutras palavras, o campo X comuta com os campos lineares
da forma Z(x, y) = (ax + by, −bx + ay) e reciprocamente, estes são os únicos campos
lineares em R2 com esta característica. Entretanto, o campo X também comuta com
campos não-lineares. Por exemplo, o campo Y em R2, de classe C∞ e não-linear, de�nido
por Y (x, y) =

(
y + x(1− x2 − y2), −x+ y(1− x2 − y2)

)
, é tal que [X, Y ] = 0. De fato,

escrevendo [X, Y ](x, y) = (f1(x, y), f2(x, y)), temos

f1(x, y) =

(
Y1
∂X1

∂x
−X1

∂Y1

∂x
+ Y2

∂X1

∂y
−X2

∂Y1

∂y

)
(x, y)

= [y + x(1− x2 − y2)] · 0 + y · [1− 3x2 − y2]− [−x+ y(1− x2 − y2)]− x · [1− 2xy]

= y − 3x2y − y3 + x− y + x2y + y3 − x+ 2x2y

= 0,

e do mesmo modo,

f2(x, y) =

(
Y1
∂X2

∂x
−X1

∂Y2

∂x
+ Y2

∂X2

∂y
−X2

∂Y2

∂y

)
(x, y)

= [y + x(1− x2 − y2)] · 1 + y[−1− 2xy] + [−x+ y(1− x2 − y2)] · 0− x[1− x2 − 3y2]

= y + x− x3 − xy2 − y − 2xy2 − x+ x3 + 3xy2

= 0.

Noutras palavras, [X, Y ] = 0, neste caso.

Na verdade, como (Xt)t é um grupo a um parâmetro de rotações em R2, se Y ∈ Zr(X)
e (Ys)s é o �uxo associado a Y , então Ys(Xt) = Xt(Ys) para quaisquer t, s ∈ R, mostrando
que Y é um campo de classe Cr com simetria radial (com relação a origem), isto é, se
OY (x) é uma órbita de Y , Xt(OY (x)) também o é para qualquer t real.
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Figura 2.1: retrato de fase do campo Y .

2.4.1 Trivialidade do centralizador de campos vetoriais e �uxos

De�nição 2.4.7. Sejam (M, d) um espaço métrico compacto e conexo e ϕ : R×M →M
um �uxo de classe Cr de�nido em M . Neste trabalho, diremos que o centralizador Zr(ϕ) é
quase-trivial se para todo ψ ∈ Zr(ϕ) existir uma aplicação contínua h : M → R invariante
ao longo das órbitas de ϕ, isto é, h(x) = h(ϕ(t, x)), e tal que ψ(t, x) = ϕ(h(x) · t, x) para
todo (t, x) ∈ R×M .

Adicionalmente, se a aplicação A for constante, diremos que Zr(ϕ) é trivial.

OBS: Oka [52] usou o termo �instável� ao referir-se a centralizadores quase-triviais,
enquanto que Maquera e Tahzibi [43] usaram a denominação �trivial�, ao fazerem menção
ao mesmo. Neste trabalho entretanto, optamos pelas terminologias quase-trivial e trivial
por analogia aos conceitos de centralizador discreto e centralizador trivial respectivamente,
para os difeomor�smos. Mais especi�camente, dado um �uxo ϕ : R ×M → M e uma
função contínua h : M → R invariante por órbitas de ϕ, então o �uxo ψ dado por
ψ(t, x) = ϕ(h(x) · t, x) comuta com ϕ e com isto, a De�nição 2.4.7 estabelece, num certo
sentido, conceitos de minimalidade para centralizadores de �uxos, análogo as respectivas
de�nições para difeomor�smos.

Considerada a dualidade entre os conceitos de comutatividade de �uxos suaves e
de seus respectivos campos vetoriais dada pelo Teorema 2.4.3, um conceito análogo ao
estabelecido para �uxos na De�nição 2.4.7 pode ser de�nido para Campos vetoriais:

De�nição 2.4.8. Sejam M uma variedade diferenciável e X ∈ Xr(M). Diremos que
Zr(X) é centralizador quase-trivial se para todo Y ∈ Zr(X) existir h ∈ C0(M, R) tal que
Y = h ·X e X(h) = 0.

Do mesmo modo, centralizadores quase-triviais de campos são minimais.

Lema 2.4.9. Seja M uma variedade compacta. X ∈ Xr(M) tem centralizador quase-
trivial se e somente se seu �uxo associado (Xt)t tem centralizador quase-trivial.
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Demonstração. Inicialmente, a igualdadeX(h) = 0 é equivalente a dizer que h é constante
ao longo das órbitas de (Xt)t. De fato, se x ∈ M é um ponto regular do campo X, a
menos de considerar uma carta local, pelo Teorema do �uxo tubular 1.1.4, pode-se supor
que X é o campo constante dado por X(x) = (1, 0, · · · , 0). Com isto, de acordo com o

Teorema 2.4.5 e Exemplo 2.4.4, 0 = X(h) =
∂h

∂x1

é equivalente a dizer que h não depende

da coordenada x1, o que por sua vez é equivalente a dizer que h é constante ao longo das
curvas (t, 0, · · · , 0)t que são as órbitas do �uxo (Xt)t.

O caso de uma singularidade que é acumulada por órbitas regulares decorre do caso
tratado no parágrafo anterior, por um argumento de continuidade.

No caso em que x0 é uma singularidade e existe uma vizinhança Vx0 centrada em x0

tal que XVx0
é o campo nulo, trivialmente, qualquer h ∈ C(M, R) é tal que X(h) = 0 em

Vx0 e também é constante ao longo das órbitas contidas em Vx0 , pois elas resumem-se a
pontos singulares, neste caso.

Com isto, suponha que Zr+1((Xt)t) é quase-trivial, isto é, para todo (Ys)s ∈
Zr+1((Xt)t) existe h ∈ C0(M, R) constante ao longo das órbitas de (Xt)t e tal que
Yt(x) = X(h(x)t, x).

Neste caso, Y (x) =
d

dt
Yt(x)t=0 =

d

dt
Xh(x)·t(x)t=0 = h(x)X(x).

Reciprocamente, suponha que Zr(X) é quase-trivial, isto é, Para cada Y ∈ Zr(X)
existe h ∈ C0(M, R) tal que X(h) = 0 e Y = h ·X.

Neste caso, �xado x0 ∈ M arbitrariamente, Yt(x0) é a solução do Problema de Valor

Inicial
{
x
′
= Y (x) = h(x) ·X(x)

x(0) = x0
. Entretanto, Xh(x0)·t(x0) também é solução deste

Problema, e neste caso pelo Teorema de existência e unicidade de Picard, Yt(x0) =
Xh(x0)·t(x0). De fato, como X(h) = 0 ou equivalentemente, h é constante ao longo das

órbitas de X, se u = h(x0) · t, d

du
(Xh(x0)·t(x0)) = h(x0)

d

du
Xu(x0) = h(Xs(x0))

d

du
Xu(x0)

para todo s ∈ R.

Mas quando o centralizador de um campo vetorial / �uxo é trivial? Neste sentido,
o teorema seguinte que obtivemos apresenta condições su�cientes para que um campo
vetorial de classe Cr, r ≥ 1 em uma variedade riemanniana compacta tenha centralizador
trivial.

Teorema A. [Critério para a trivialidade do centralizador de campos vetoriais] Seja M
uma variedade diferencial compacta, r ∈ N, X ∈ Xr(M) um campo vetorial e (Xt)t o
�uxo associado a X. Suponha que

1. (Xt)t é transitivo,

2. Per((Xt)t) é denso em M ,

3. órbitas periódicas distintas de (Xt)t de mesmo período são isoladas entre si (isto
ocorre em particular se órbitas distintas de (Xt)t têm períodos distintos).
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Nestas condições, Z1(X) = {Y ∈ X1(M) : [X, Y ] = 0} é trivial, isto é, Z1(X) = {c ·X :
c ∈ R}.

Demonstração. Se X ∈ Xr(M) e Y ∈ Z1(X), de acordo com o Teorema 2.4.3, seus
�uxos associados (Xt)t e (Ys)s são tais que Xt ◦ Ys = Ys ◦ Xt para quaisquer t, s ∈ R.
Equivalentemente, para cada s ∈ R, Y−s ◦Xt ◦ Ys = Xt para todo t ∈ R, mostrando que
o difeomor�smo Ys é uma conjugação entre o �uxo (Xt)t consigo mesmo.

Com isto, cada difeomor�smo Ys transforma cada órbita periódica γ1 do �uxo (Xt)t
numa órbita periódica γ2 de (Xt)t, de mesmo período que γ1. De fato, se π(γ1) é o período
de γ1 e p ∈ γ1, isto é, Xπ(γ1)(p) = p, segue que Ys(p) = Ys(Xπ(γ1)(p)) = Xπ(γ1)(Ys(p)). por
outro lado, se γ é uma órbita periódica de (Xt)t, as órbitas periódicas {Ys(γ)}s∈R têm
todas o mesmo período e variam continuamente com s ∈ R , visto que (Ys)s é um �uxo
contínuo. Mas, por hipótese, órbitas periódicas distintas de (Xt)t de mesmo período são
isoladas entre si, de modo que, para qualquer s ∈ R tem-se Ys(γ) = γ e em γ o campo Y
é, para cada ponto de γ, colinear a X.

Por outro lado, as órbitas periódicas de X são densas em M , de modo que,
pontualmente em Per(X), o campo Y é colinear a X. Isto implicará na existência de uma
aplicação contínua h : M \Sing(X)→ R unicamente de�nida e tal que Y (x) = h(x)·X(x)
para todo x ∈ M \ Sing(X). Mais precisamente, provaremos agora o seguinte resultado
auxiliar:

Lema 2.4.10. Seja X ∈ Xr(M) um campo vetorial tal que Per(X) = M e órbitas
periódicas distintas de (Xt)t de mesmo período são isoladas entre si. Se Y ∈ Z1(X),
então existe uma aplicação h : M \ Sing(X) → R tal que Y (x) = h(x) ·X(x) para todo
x ∈M \ Sing(X). Ademais, esta aplicação h satisfaz

(a) h é unicamente de�nida;

(b) h é constante ao longo das órbitas regulares de X;

(c) h é contínua.

Prova do Lema. Inicialmente, suponha por contradição que exista x0 ∈ M \ Sing(X)
tal que os vetores X(x0) e Y (x0)} são linearmente independentes e considere a aplicação

contínua r : M \ Sing(X) → R dada por r(x) = Y (x) − 〈Y (x), X(x)〉x
〈X(x), X(x)〉x

· X(x), onde

〈 · , · 〉x denota a métrica riemanniana de M . Observe que r(x0) 6= 0 e por continuidade
existe uma vizinhança Vx0 ⊂M centrada em x0 tal que r(x) 6= 0 para todo x ∈ Vx0 . Mas
isto não pode ocorrer, visto que r(x) = 0 para todo x ∈ Per((Xt)t) e Per((Xt)t) é denso
em M . Logo, r é identicamente nula em M .

A conclusão de (a) é imediata: se existirem h1, h2 : M \ Sing(X) → R tais que
h1(x)X(x) = Y (x) = h2(x)X(x), então (h1(x) − h2(x))X(x) = 0 e como X(x) é um
vetor não nulo, segue que h1(x) = h2(x) para todo x ∈M \ Sing(X).

Mostremos (b). Sejam p ponto regular de X e ϕ : Vp → ϕ(Vp) ⊂ Rn um difeomor�smo
de classe C1 dados pelo Teorema do �uxo tubular (Teorema 1.1.4). X|Vp é C1-conjugado ao
campo constante X(x) = (1, 0, · · · , 0) e neste caso, se Y ∈ Z1(X) �xa as órbitas de X,
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isto é, Y (x) = (h(x), 0, · · · , 0), x = (x1, · · · , xn), então pela descrição do centralizador
do campo constante (Exemplo 2.4.4), h não depende da direção do campo X, logo é
constante ao longo das órbitas de X. Noutras palavras, h(x) = h(Xt(x)) para todo
x ∈M \ Sing(X) e para todo t ∈ R.

Figura 2.2: Item b).

A demonstração de (c) é, num certo sentido, similar aos cálculos que foram feitos
na demonstração do Lema 3.3.2. Inicialmente, pelo Lema 2.4.9, a igualdade Y (x) =
h(x)X(x) implica que (Xt)t e (Ys)s, os �uxos associados a X e Y respectivamente, são
tais que Yt(x) = Xh(x)·t(x) para todo t ∈ R e para todo x ∈ M \ Sing(X). Com isto, se
a reparametrização h não fosse contínua, existiria δ0 > 0, (s, x) ∈ R × (M \ Sing(X)) e
uma sequência (sn, xn)n∈N em R× (M \ Sing(X)) tal que (sn, xn)→ (s, x) mas |h(xn) ·
sn − h(x) · s| ≥ δ0 para todo n ∈ N. Como x é ponto regular, existe δ1 > 0 tal que
d(Xh(xn)·sn(x), Xh(x)·s(x)) ≥ δ1 e por outro lado,

δ1 ≤ d(Xh(xn)·sn(x), Xh(x)·s(x))

≤ d(Xh(xn)·sn(x), Xh(xn)·sn(xn)) + d(Xh(xn)·sn(xn), Xh(x)·s(x))

= d(Xh(xn)·sn(x), Xh(xn)·sn(xn)) + d(Ysn(xn), Ys(x)).

Por continuidade, X(x) = lim
n→∞

X(xn). Assim, segue que existe lim
n→∞

|h(xn)| =

lim
n→∞

‖Y (xn)‖/‖X(xn)‖ e disto conclui-se que a sequência (h(xn))n∈N é limitada. Com

isto, a menos de considerar uma subsequência, suponha que h(xn) · sn → t0 quando
n → ∞. Assim, o lado direito da desiqualdade δ1 ≤ d(Xh(xn)·sn(x), Xh(xn)·sn(xn)) +
d(Ysn(xn), Ys(x)) tende a 0 pela continuidade do �uxo de X e da aplicação tempo-t0
Xt0 , o que é contraditório com a existência de δ1 > 0. Isto prova a continuidade de h e
consequentemente, o Lema 2.4.10 está provado.

Finalmente, como o �uxo (Xt)t é transitivo, existe x0 ∈M tal que {Xt(x0) : t ∈ R} =
M . Com isto, dado x ∈M , existe uma sequência (tn) em R tal que Xtn(x0)→ x quando
n → ∞. Por outro lado, a continuidade de h : M \ Sing(X) → R e sua invariância ao
longo das órbitas de (Xt)t implica que

h(x) = lim
n→∞

h(Xtn(x0)) = lim
n→∞

h(x0) = h(x0).

Noutras palavras, existe c ∈ R tal que h(x) = c para todo M \Sing(X) e por causa disto
ela pode ser estendida a uma aplicação de�nida em M , de modo que Y (x) = cX(x) para
todo x ∈M . Isto prova a trivialidade do centralizador.
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O Teorema A, apesar de simples, por si só estabelece conexão entre a caoticidade
para campos vetoriais e a trivialidade do centralizador do mesmo. Por exemplo, campos
vetoriais conservativos em variedades riemannianas compactas genericamente satisfazem
as hipóteses do Teorema A e por isso utilizaremo-no na Seção 5.1 para provar que a
versão para campos vetoriais conservativos da Conjectura de Smale sobre a trivialidade
do centralizador é verdadeira. Vale citar o Trabalho de Bonatti-Crovisier-Wilkinson
[15], no qual os autores provam que C1-genericamente, difeomor�smos conservativos (e
simpléticos) em variedades compactas e conexas M têm centralizador trivial, sendo que
a técnica mais importante que foi empregada na dedução deste resultado é a propriedade
de distorção ilimitada em Diff 1

µ(M) e boa parte do referido trabalho é destinada a provar
que a propriedade distorção ilimitada é genérica.

Similarmente, o Teorema A também será aplicado para dedução que residualmente
campos hamiltonianos C∞-genéricos em variedades simpléticas compactas têm
centralizador quase-trivial (Teorema G, p. 73).

2.4.2 Centralizadores de algumas classes de campos vetoriais e

�uxos

Ao contrário do caso de difeomor�smos, aparentemente não há uma literatura tão
vasta sobre centralizadores de campos vetoriais e �uxos. Abaixo, segue os resultados
sobre centralizadores de campos vetoriais (ou �uxos) encontrados, que como no caso de
difeomor�smos, majoritariamentte referem-se ao centralizador de �uxos com algum tipo
de hiperbolicidade:

[1973, Kato-Morimoto, [34] Theorem B]. Seja M uma variedade compacta de classe
C∞. Um campo vetorial em X1(M) cujo �uxo associado é Anosov tem centralizador
quase-trivial.

Generalizando este resultado de Kato e Morimoto, Oka obteve o seguinte resultado:

[1976, Oka, [52] Theorem 1]. Fluxos C-expansivos de�nidos em espaços métricos
compactos e conexos têm centralizador quase-trivial.

Sad, em seu doutoramento [75], obteve a seguinte versão para �uxos, do resultado de
Palis [57] para difeomor�smos Axioma A com transversalidade forte:

[1978, Sad, [76]]. Existe um subconjunto aberto e denso A de C∞-campos veroriais
Axioma A com transversalidade forte, tal que se X ∈ A, então Z∞(X) é trivial.

Semelhante ao Teorema A, Jungreis e Hirsch [33] haviam provado que se (φt)t é um
�uxo Anosov de�nido em uma variedade fechada e f ∈ Homeo(M) é um homeomor�smo
tal que f ◦ φt = φt ◦ f para todo t ∈ R e além disso, f(γ) = γ para qualquer órbita
periódica γ de (φt)t, então f = φt0 para algum t0 ∈ R. Neste sentido, temos a seguinte
versão para o resultado de Kato e Morimoto ([34], Theorem B) sobre a trivialidade do
centralizador de �uxos Anosov, citado anteriormente:
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Exemplo 2.4.11. O Critério para a trivialidade do centralizador de campos vetoriais
(Teorema A) implica que se uma variedade riemanniana compacta M que admite campos
vetoriais Anosov transitivos e se AN r(M) é o conjunto dos campos vetoriais Anosov
transitivos de classe Cr em M , r ≥ 1, e X ∈ AN r(M), então Z1(X) é trivial.

De fato, como X ∈ AN r(M) é Anosov, as órbitas periódicas de X são densas em
Ω(X) = M e a hiperbolicidade de X implica que órbitas de mesmo período são isoladas
entre si. Com isto, o Teorema A se aplica, revelando que Z1(X) é trivial.



Capı́tulo 3
A conjectura de Smale para �uxos
Komuro-expansivos

O resultado principal deste Capítulo é o Teorema B que estabelece a existência de um
conjunto aberto de �uxos ϕ de classe C∞ com singularidades hiperbólicas não-ressonantes
e que satisfazem a Komuro-expansividade quando restrito a um compacto ϕ-invariante
Λ ⊂ M , cujos elementos têm centralizador quase-trivial. No Exemplo 3.4.1 veri�camos
que este resultado que obtivemos contém o atrator de Lorenz clássico como caso particular.
Além disto, este resultado principal também é compatível com outras de�nições de
expansividade apresentadas por Artigue (Exemplos 3.4.3 e 3.4.4).

3.1 Expansividade

Uma questão natural que surge é a de introduzir o conceito de expansividade para �uxos.
Nessa direção, uma das primeiras tentativas que apareceram consta no trabalho de Norton
e OBrien [50], no qual os autores propoem que uma ação π de um grupo topológico G em
um espaço métrico (M, d) é expansiva se existir ε > 0 tal que para quaisquer x, y ∈ M
distintos existe g ∈ G tal que d(π(g, x), π(g, y)) > ε. Entretanto esta de�nição conduz
a conclusões não muito empolgantes, visto que o autor prova ([50], Proposition 3.1) a
inexistência de �uxos expansivos, segundo esta de�nição, em espaços métricos compactos
in�nitos.

Na tentativa de deteminar de�nições de expansividade para �uxos mais �interessantes�
que a de OBrien, Bowen e Walters [20] introduziram a noção que detalharemos na
Subsecção 3.1.1 a seguir.

3.1.1 C-expansividade

De�nição 3.1.1 (C-expansividade, Bowen-Walters [20]). Seja (M, d) um espaço métrico
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compacto, ϕ : M × R → M um �uxo contínuo e Λ ⊆ M um compacto ϕ-invariante. O
�uxo ϕ é dito C-expansivo em Λ se para todo ε > 0 dado existir δ > 0 tal que se x, y ∈ Λ
e d(ϕt(x), ϕh(t)(y)) < δ para todo t ∈ R e para alguma função contínua h : R → R com
h(0) = 0, então y = ϕt0(x), onde |t0| < ε. Em particular, y está na órbita de x, relativo
ao �uxo ϕ.

Bowen e Walters mostraram ([20], Lemma 1) que se (ϕt)t∈R é um �uxo C-expansivo
de�nido em um espaço métrico M , então as singularidades de (φt)t∈R são pontos isolados
de M . Assim, �uxos C-expansivos de�nidos em variedades diferenciáveis conexas não
admitem singularidades. Paternain [62] mostrou que �uxos Bowen-expansivos não
possuem pontos estáveis e se a variedade tem dimensão três, então o �uxo possui estrutura
de produto local. Por outro lado, He e Shan [31] provaram a inexistência de �uxos
expansivos em variedades compactas bidimensionais. Paternain [62] provou que se uma
variedade tridimensional compacta e conexaM suporta �uxos C-expansivos, então o grupo
fundamental de M tem crescimento exponencial.

C-expansividade versus robustez

Em uma variedade diferenciável fechada M de classe C∞ considere X ∈ X1(M) um
campo vetorial sem singularidades, N ⊂ TM o sub�brado tal que a �bra Nx em x ∈M é
o subespaço vetorial de TxM constituído pelos vetores ortogonais a X(x), π : TM → N
a projeção ao longo de x ∈M que a cada vetor v ∈ TxM associa a sua projeção ortogonal
em Nx, e seja F t

x(v) = π(DxXt(v)) onde (Xt)t∈R é o �uxo linear de Poincaré associado a
X, x ∈M e v ∈ Nx.

Um campo X ∈ X1(M) sem singularidades é quase-Anosov se para v ∈ Nx e
sup
t∈R
||F t

x(v)|| <∞, então v = 0.

Um �uxo (Xt)t gerado por um campo vetorial X ∈ X1(M) é Anosov se toda variedade
M é um conjunto hiperbólico para (Xt)t. Se um �uxo é Anosov, então ele é quase-anosov,
mas a recíproca não vale. De fato, Robinson [67] apresentou um exemplo de um �uxo
quase-Anosov e que não é Anosov, de�nido em uma determinada variedade compacta de
dimensão 11.

Um campo vetorial X ∈ X1(M) de�nido em uma variedade compacta M de classe
C∞ é dito robustamente C-expansivo se existir uma vizinhança de X na topologia C1

formada apenas por campos C-expansivos. Moriyasu, Sakai e Sun [46] provaram a seguinte
caracterização de campos robustamente C-expansivos:

Teorema 3.1.2. (Moriyasu-Sakai-Sun [46], Theorem A) Para X ∈ X1(M) as seguintes
condições são mutuamente equivalentes:

1. X é robustamente C-expansivo;

2. X é quase-Anosov;

3. X não admite singularidades e satisfaz o Axioma A e a condição de quase-
tranversalidade.
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Como corolário deste resultado, os autores provam que um �uxo é robustamente
Bowen-expansivo e possui propriedade de sombreamento se, e somente se, ele é
estruturalmente estável, e portanto Anosov, isto é,

Teorema 3.1.3. (Moriyasu-Sakai-Sun [46], Theorem B) Para X ∈ X1(M) as seguintes
condições são mutuamente equivalentes:

1. X é robustamente C-expansivo e satisfaz a propriedade de sombreamento;

2. X é robustamente C-expansivo e estruturalmente estável;

3. X é Anosov.

3.1.2 K-expansividade

Ao �nal da década de 70, Keynes e Sears [36], no contexto de ações de grupos,
apresentaram de�nições de expansividade, a priori mais fracas do que C-expansividade.
Dentre elas, a seguinte

De�nição 3.1.4 (K-expansividade, Keynes-Sears [36]). Seja (X, d) um espaço métrico
compacto, ϕ : X × R → X um �uxo contínuo e Λ ⊆ X um compacto ϕ-invariante.
ϕ é K-expansivo em Λ se para todo ε > 0 dado, existir δ > 0 tal que se x, y ∈ Λ e
d(ϕt(x), ϕh(t)(y)) < δ para todo t ∈ R e para algum homeomor�smo crescente h : R→ R
com h(0) = 0, então y = ϕt0(x), onde |t0| < ε. Em particular, y está na órbita de x,
relativo ao �uxo ϕ.

Entretanto, vale o

Teorema 3.1.5 (Araújo-Pací�co [5], Proposition 2.12). Em variedades diferenciáveis,
C-expansividade é equivalente a K-expansividade.

3.1.3 Komuro-expansividade

O atrator de Lorenz não é C-expansivo pois apresenta uma singularidade que é acumulada
por órbitas regulares do atrator. Com isto uma pergunta natural que surge é determinar
uma de�nição de expansividade que generalize a C-expansividade e que contenha o atrator
de Lorenz como caso particular. Neste sentido, Komuro [37] apresentou a seguinte

De�nição 3.1.6. [Expansividade, Komuro [37]] Seja (M, d) um espaço métrico compacto,
ϕ : M×R→ R um �uxo contínuo e Λ ⊆M um compacto ϕ-invariante. ϕ é expansivo em
Λ se para todo ε > 0 dado, existir δ > 0 tal que se x, y ∈ Λ satisfazem d(ϕt(x), ϕh(t)(y)) <
δ para todo t ∈ R e para algum homeomor�smo crescente h : R → R� então existe t0 tal
que ϕh(t0)(y) = ϕη(x), com η ∈ [t0 − ε, t0 + ε]. Em particular, y está na órbita de x,
relativo ao �uxo ϕ.
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Campos que satisfazem a Komuro-expansividade podem admitir singularidades.
Entretanto, como ocorre no caso da C-expansividade, se um campo X é Komuro-
expansivo, então Sing(X) é um conjunto discreto. De fato, se assim não fosse, se σ é uma
singularidade de X, tomando ε > 0 arbitrário, δ = ε e h = Id, como na De�nição 3.1.6, se
x0 é uma singularidade de X tal que d(σ, x0) < ε, d(Xt(σ), XId(t)(x0)) = d(σ, x0) < δ = ε
para todo t ∈ R, onde (Xt)t é o �uxo associado a X, pela Komuro-expansividade de X,
x0 deve estar na órbita de σ e portanto x0 = σ.

Do que se discutiu acima, C-expansividade⇔ K-expansividade⇒ Expansividade. Por
outro lado, sob certas hipóteses, vale a implicação recíproca. Mais precisamente, temos o

Teorema 3.1.7 (Oka [53], Theorem A). Se (ϕt)t∈R é um �uxo sem singularidades em um
compacto ϕ-invariante Λ, então C-expansividade é equivalente a expansividade.

komuro-expansividade robusta

Um campo vetorial é C1-robustamente Komuro-expansivo se ele admite uma
vizinhança V (na topologia C1) constituída apenas por campos Komuro-expansivos. Seja
E(M) o conjunto de todos os campos vetoriais C1-robustamente Komuro-expansivos. Vale
o seguinte

Teorema 3.1.8 (Senos [77], Teorema A). Se X ∈ E(M), então as singularidades de X,
caso existam, são hiperbólicas.

3.1.4 Outras noções de expansividade para �uxos

Artigue [8] apresentou as seguintes de�nições mais gerais de campos vetoriais expansivos:

De�nição 3.1.9. Um �uxo φ é cinemático-expansivo se para todo ε > 0 existe δ > 0 tal
que se d(φt(x), φt(y)) < δ para todo t ∈ R, então existe s ∈ (−ε, ε) tal que y = φs(x).

De�nição 3.1.10. Um �uxo (φt)t é fortemente cinemático-expansivo se qualquer
reparametrização temporal de φ é um �uxo cinemático-expansivo.

Um campo vetorial X é C1-robustamente cinemático expansivo se existe uma C1-
vizinhança V de X tal que todo campo vetorial em V é cinemático expansivo. Ademais,
vale o

Teorema 3.1.11 (Artigue [8], Theorem 7.5). Todo campo vetorial de�nido em uma a
variedade fechada que é C1-robustamente cinemático expansivo e sem singularidades é
K-expansivo.
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Resumidamente, as diferentes noções de expansividade para �uxos, apresentadas nesta
Secção, relacionam-se segundo o seguinte diagrama:

Expansividade
campos sem singularidades

ss
C-expansividade ks +3 K-expansividade

KS

��
Expansividade cinética forte +3 Expansividade cinética

campos C1-robustos sem singularidades
kk

3.2 Resultados principais do capítulo 3

Dados um �uxo ϕ um �uxo expansivo de classe Cr em uma variedade compacta e conexa
M e Λ ⊂ M um compacto ϕ-invariante, considerada a restrição ϕ|Λ do �uxo ϕ a Λ,
de�nimos

Zr(ϕ|Λ) = {ψ|Λ : ψ ∈ Zr(ϕ)}.

Zr(ϕ|Λ) é dito ser quase-trivial se para qualquer ψ ∈ Zr(ϕ) existe uma aplicação
contínua A : Λ → R tal que A(x) = A(ϕt(x)) para todo (t, x) ∈ R × Λ) e ψ(t, x) =
ϕA(x)t(x) para todo (t, x) ∈ R× Λ.

Teorema B. Seja ϕ um �uxo expansivo de classe C∞, de�nido numa variedade
riemanniana compacta e conexa M e seja Λ ⊂ M um compacto ϕ-invariante tal que
ϕ é Komuro-expansivo em Λ. Se todas as singularidades de ϕ em Λ são hiperbólicas e
não-ressonantes, então Z∞(ϕ|Λ) é quase-trivial.

Pela dualidade existente entre �uxos suaves que comutam e e comutatividade de seus
respectivos campos vetoriais associados, como estabelecida pelo Teorema 2.4.3, o Teorema
B implica no seguinte caso particular, reformulado em termos de campos vetoriais:

Teorema C. Se X ∈ X∞(M) gera um �uxo expansivo em uma variedade riemanniana
M compacta e conexa cujas singularidades são hiperbólicas e não-ressonantes, então para
qualquer Y ∈ Z∞(X) existe h ∈ C∞(M,R) tal que Y = h ·X e X(h) = 0.

Via a decomposição espectral nas (�nitas peças básicas do conjunto não-errante, Sad
[76] (Theorem B) provou que existe um suconjunto aberto e denso A

′

τ de campos vetoriais
em X∞(M) que satisfazem o Axioma A e a condição de transversalidade forte, tal que
Z∞(X) = {cX : c ∈ R} para todo campo X ∈ A′τ . O seguinte pode ser entendido como
uma extenção de [76], onde a expansividade e não-ressonância (condição aberta e densa)
substitui a uniformidade hiperbólica nas hipóteses do resultado de [76].
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Corolário 1. Seja ϕ um �uxo expansivo de classe C∞, de�nido numa variedade compacta
e conexa, cujas singularidades σ1, · · · , σn são hiperbólicas e não-ressonantes e além disso,
n⋃
i=1

W s(σi) = M (ou
n⋃
i=1

W u(σi) = M), então Z∞((ϕt)t) = {(ϕct)t; c ∈ R}.

Demonstração. Sejam ψ ∈ Z∞(ϕ) e A : M → R tal que ψ(t, x) = ϕ(A(x)t, x), como
no Teorema B. Pelo lema 3.3.7, A é constante em cada W s(σi), assim a imagem de A é
constituída apenas por um número �nito de valores. Com isto, da conexidade de M e
continuidade de A conclui-se que A é constante. Consequentemente, ψt(x) = ϕct(x), para
algum c ∈ R.

Naturalmente, o Corolário 1 admite a seguinte reformulação em termos de campos
vetoriais:

Corolário 2. Seja X ∈ X∞(M), M variedade compacta e conexa, um campo expansivo

cujas singularidades são hiperbólicas e não-ressonantes e além disso,
n⋃
i=1

W s(σi) = M (ou

n⋃
i=1

W u(σi) = M), então Z∞(X) = {cX; c ∈ R}.

Os resultados prévios têm implicação no estudo de centralizadores de Rd-ações suaves
que admitem sub-ações unidimensionais (�uxos) expansivas. Por exemplo, o seguinte é
uma consequência do Teorema B:

Corolário 3. Seja M um espaço métrico compacto e Φ : Rd ×M → M uma ação de
classe C1. Se existe v ∈ Rd − {0} tal que o �uxo (Φt v)t∈R é expansivo, então as órbitas
da ação coincidem com as órbitas de (Φt v)t∈R.

Mais ainda, se (Φt v)t∈R admite as singularidades σ1, · · · , σn e as mesmas são

hiperbólicas e não-ressonantes, e além disso,
n⋃
i=1

W s(σi) = M (ou
n⋃
i=1

W u(σi) = M),

então Φ é de�nida por um �uxo.

Demonstração. Seja {v, u2, u3, · · · , ud} uma base de Rd contendo o vetor v como no
enunciado. Como o �uxo (Φt v)t∈R é expansivo, pelo Teorema B, para cada 2 ≤ i ≤ d
existe uma função Ai : X → R invariante pelas órbitas de (Φt v)t∈R e tal que Φui(t, x) =
Φv(Ai(x)t, x). Consequentemente, Φ(t1 · v+ t2 · u2 + · · ·+ td · ud, x) = Φv(t1 +A2(x) · t2 +
· · ·+ Ad(x) · td, x).

Em particular, se (Φt v)t∈R admite singularidades hiperbólicas e não-ressonantes

σ1, · · · , σn e além disso,
n⋃
i=1

W s(σi) = M (ou
n⋃
i=1

W u(σi) = M), então para cada 2 ≤ i ≤ d

existe ci ∈ R tal que Φ(t1 · v + t2 · u2 + · · ·+ td · ud, x) = Φv(t1 + c2 · t2 + · · ·+ cd · td, x),
noutras palavras, Φ é de�nida por um �uxo.
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3.3 Prova da trivialidade do centralizador de �uxos

expansivos

Nesta secção provaremos o Teorema B, que é um dos resultados principais deste trabalho.
Ele será obtido como consequência dos resultados apresentados a seguir nesta secção.
Inicialmente, no próximo Lema provaremos a existência de ín�mo positivo para os períodos
das órbitas periódicas de pontos regulares de ϕ|Λ, caso elas existam.

Lema 3.3.1. Sejam ϕ um �uxo de classe C1 de�nido em uma variedade compacta M e
Λ ⊂M um subconjunto compacto e ϕ-invariante tal que todas as singularidades de ϕ em
Λ são hiperbólicas. Nestas condições, ou ϕ|Λ não admite órbitas periódicas, ou

ε0(ϕ|Λ) = inf{T > 0; T é período de uma órbita periódica de ϕ|Λ} > 0.

Demonstração. Assuma que ϕ|Λ admita órbitas periódicas. Como as singularidades são
hiperbólicas e Λ é compacto, elas ocorrem em um número �nito σ1, · · · , σn. Para cada 1 ≤
i ≤ n seja Vi uma vizinhança aberta de σi su�cientemente pequena dada pelo Teorema de
Hartman-Grobman 1.1.6. Nenhuma tal Vi que seja vizinhança de poços ou fontes contém
pontos periódicos de ϕ. Por outro lado, se uma órbita periódica intersecta uma vizinhança
Vi associada a uma singularidade de tipo sela, então seu período é uniformemente limitado
por uma constante uniforme (que é inversamente proporcional ao maior autovalor entre
os subsepaços instáveis das selas hiperbólicas).

Figura 3.1: Existência de ín�mo positivo para as órbitas periódicas.

Resta provar que existe c > 0 tal que todas as órbitas periódicas em S = Λ ∩(
M \

n⋃
i=0

Vi

)
têm período maior do que c. Para todo x ∈ S seja δx > 0 e Bx = U δx

x

a vizinhança tubular associada a x (vide o Teorema do �uxo tubular 1.1.4). Como por
construção, S é um compacto sem singularidades e (Bx)x∈S é uma cobertura de S, ela

admite uma subcorbertura �nita
(
Bxj

)k
j=1

. Consequentemente, toda órbita periódica tem
período maior do que min

1≤j≤k
{δxj}, o que termina a prova do Lema.
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3.3.1 Existência e unicidade de reparametrização local

No próximo Lema, provaremos a existência, unicidade e continuidade de reparametrização
local para um elemento no centralizador de um �uxo expansivo ϕ|Λ. No caso que ϕ|Λ não
possui órbitas periódicas regulares, considere por simplicidade ε0(ϕ|Λ) = +∞.

Lema 3.3.2. Seja ϕ um �uxo de classe C1 de�nido em uma variedade compacta M e
Λ ⊂M um compacto ϕ-invariante tal que ϕ|Λ é expansivo e todas as singularidades de ϕ
em Λ são hiperbólicas. Se ψ ∈ Z1(ϕ), então para todo 0 < ε < ε0(ϕ|Λ)/3 existe µ > 0 e
uma única função z : [−µ, µ]×

(
Λ \ Sing(ϕ|Λ)

)
→ (−ε, ε) tal que ψ(s, x) = ϕ(z(s, x), x)

para todo (s, x) ∈ [−µ, µ]× Λ. Ademais,

1. z é contínua,

2. se t, s, t+ s ∈ [−µ, µ], então z(t+ s, x) = z(t, x) + z(s, ψ(t, x)).

Demonstração. ϕ|Λ satisfaz as hipóteses do Lema 3.3.1, logo existe ε0(ϕ|Λ) > 0. Dado 0 <
ε < ε0(ϕ|Λ)/3, seja δ = δ(ε) > 0 dado pela expansividade de ϕ|Λ (De�nição 3.1.6). Como Λ
é compacto e ϕ-invariante, existe µ > 0 tal que sup

|s|≤µ
{d(Id, ψs)} < δ e consequentemente,

d(ϕt(x), ϕt(ψs(x))) = d(ϕt(ψ0(x)), ϕt(ψs(x)))

= d(ψ0(ϕt(x)), ψs(ϕt(x)))

< δ

para todo x ∈ Λ, |s| < µ e t ∈ R. Como ϕ|Λ é Komuro-expansivo, segue que (com h(t) = t
na De�nição 3.1.6) existe t0 ∈ R e η ∈ (−ε, ε) tal que ϕt0(ψs(x)) = ϕt0+η(x) para algum
η ∈ (−ε, ε). Consequentemente, ψs(x) = ϕη(x) está na órbita de x com respeito ao �uxo
ϕ.

Figura 3.2: Comutatividade de ϕ com ψ e expansividade de ϕ.

Isto de�ne unicamente uma aplicação z : [−µ, µ] ×
(
Λ \ Sing(ϕ|Λ)

)
→ (−ε, ε) tal

que ψ(s, x) = ϕ(z(s, x), x) para qualquer (s, x) ∈ [−µ, µ] ×
(
Λ \ Sing(ϕ|Λ)

)
. De fato,

se z1, z2 : [−µ, µ] ×
(
Λ \ Sing(ϕ|Λ)

)
→ (−ε, ε) são tais que ϕ(z1(s, x), x) = ψ(s, x) =
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ϕ(z2(s, x), x), então ϕ(z1(s, x)− z2(s, x), x) = x, com |z1(s, x)− z2(s, x)| ≤ |z1(s, x)|+
|z2(s, x)| < 2

3
ε0(ϕ|Λ) e pela de�nição de ε0(ϕ|Λ) segue que z1(s, x) = z2(s, x).

Para provar 1., assuma por contradição que z não é contínua. Com isto, existem
δ0 > 0, (s, x) ∈ [−µ, µ] ×

(
Λ \ Sing(ϕ|Λ)

)
e uma sequência (sn, xn)n∈N em [−µ, µ] ×(

Λ \ Sing(ϕ|Λ)
)
tal que (sn, xn)→ (s, x) mas |z(sn, xn)− z(s, x)| ≥ δ0 para todo n ∈ N.

Com isto, existe δ1 > 0 tal que d(ϕ(z(sn, xn), x), ϕ(z(s, x), x)) ≥ δ1 e por outro lado,

δ1 ≤ d(ϕ(z(sn, xn), x), ϕ(z(s, x), x))

≤ d(ϕ(z(sn, xn), x), ϕ(z(sn, xn), xn)) + d(ϕ(z(sn, xn), xn), ϕ(z(s, x), x))

= d(ϕ(z(sn, xn), x), ϕ(z(sn, xn), xn)) + d(ψ(sn, xn), ψ(s, x)).

Como (z(sn, xn))n∈N é limitada, a menos de considerar uma subsequência, suponha que
z(sn, xn) → t0 quando n → ∞. Consequentemente, o lado direito da desiqualdade δ1 ≤
d(ϕ(z(sn, xn), x), ϕ(z(sn, xn), xn)) + d(ψ(sn, xn), ψ(s, x)) tende a 0 pela continuidade
do �uxo ϕ e da aplicação tempo-t0 ϕt0 , o que é contraditório com a existência de δ1 > 0.
Isto prova a continuidade descrita em 1.

Para provar 2., pela igualdade

ϕ(z(t+ s, x), x) = ψ(t+ s, x)

= ψ(t, ψ(s, x))

= ϕ(z(t, ψ(s, x)), ψ(s, x))

= ϕ(z(t, ψ(s, x)), ϕ(z(s, x), x))

= ϕ(z(t, ψ(s, x)) + z(s, x), x)

e unicidade da reparametrização local, obtém-se ϕ(z(t+s, x)−z(t, ψ(s, x)−z(s, x), x) =
x. Por outro lado, como |z(t+s, x)−z(t, ψ(s, x)−z(s, x)| ≤ |z(t+s, x)|+|z(t, ψ(s, x)|+

|z(s, x)| <
ε0(ϕ|Λ)

3
+
ε0(ϕ|Λ)

3
+
ε0(ϕ|Λ)

3
= ε0(ϕ|Λ), segue que z(t+ s, x) = z(t, ψ(s, x)) +

z(s, x).

OBSERVAÇÃO: na demonstração do Teorema B, a hipótese que o �uxo ϕ é Komuro-
expansivo é utilizada somente no Lema 3.3.2, em cuja demonstração utilizou-se h(t) = t,
h como na De�nição de �uxos Komuro-expansivos 3.1.6, de modo que, o Teorema B
também é válido para �uxos cinemático-expansivos sem singularidades (vide o exemplo
3.4.3 para maiores detalhes).

3.3.2 Extensão contínua para a reparametrização local

No Lema seguinte construiremos uma extensão contínua a R × (Λ \ Sing(ϕ |Λ)) para a
reparametrização descrita no Lema 3.3.2. Mais precisamente:

Proposição 3.3.3. Seja ϕ um �uxo de classe C1 em M , Λ ⊂ M um compacto ϕ-
invariante e ψ é um �uxo de classe C1 tal que existe µ > 0 e uma aplicação z :
[−µ, µ] ×

(
Λ \ Sing(ϕ|Λ)

)
→ (−ε, ε) tal que ψ(s, x) = ϕ(z(s, x), x) para qualquer
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(s, x) ∈ [−µ, µ] ×
(
Λ \ Sing(ϕ|Λ)

)
, onde 0 < ε < ε0(ϕ|Λ)/3. Existe uma única função

contínua p : R ×
(
Λ \ Sing(ϕ|Λ)

)
→ R, tal que ψ(s, x) = ϕ(p(s, x), x) para qualquer

(s, x) ∈ R×
(
Λ \ Sing(ϕ|Λ)

)
.

Demonstração. Como consequência do Lema 3.3.2, a aplicação z é contínua e satisfaz
z(t + s, x) = z(t, x) + z(s, ψ(t, x)) para t, s, t + s ∈ [−µ, µ]. Com isto, para provar a
existência de uma tal p, tome inicialmente N ∈ N tal que 2−N < µ. Com isto, considere
a função contínua z1 : [1/2N , 2/2N ]×

(
Λ \ Sing(ϕ|Λ)

)
→ R dada por

z1(t, x) = z(t− 1/2N , x) + z(1/2N , ψ(t− 1/2N , x)).

Para qualquer x ∈ Λ \ Sing(ϕ|Λ), z1 assim de�nida satisfaz

z1(1/2N , x) = z(1/2N , x) (3.1)

para todo x ∈ Λ \ Sing(ϕ|Λ). De fato,

z1(1/2N , x) = z(1/2N − 1/2N , x) + z(1/2N , ψ(1/2N − 1/2N , x))

= z(0, x) + z(1/2N , ψ(0, x))

= z(0 + 1/2N , x)

= z(1/2N , x).

Isto signi�ca que as funções z e z1 coincidem no ponto extremo do intervalo [0, 2−N ].
Ademais, para todo (t, x) ∈ [1/2N , 2/2N ]× (Λ \ Sing(ϕ|Λ)), a função z1 é tal que

ψ(t, x) = ϕ(z1(t, x), x). (3.2)

Com efeito, visto que x é um ponto regular para o �uxo ϕ, pelo Lema 3.3.2,

0 = z(1/2N − 1/2N , ψ(t, x)) = z(1/2N , ψ(t− 1/2N , x)) + z(−1/2N , ψ(t, x)),

e consequentemente,

z(−1/2N , ψ(t, x)) = −z(1/2N , ψ(t− 1/2N , x)) (3.3)

para todo (t, x) ∈ [1/2N , 2/2N ]×
(
Λ \ Sing(ϕ|Λ)

)
. Por outro lado, usando (3.3),

ϕ(−z(1/2N , ψ(t− 1/2N , x)), ϕ(z1(t, x), x))

= ϕ(−z(1/2N , ψ(t− 1/2N , x)) + z1(t, x), x)

= ϕ(z(t− 1/2N , x)), x)

= ψ(t− 1/2N , x)

= ψ(−1/2N , ψ(t, x))

= ϕ(z(−1/2N , ψ(t, x)), ψ(t, x))

= ϕ(−z(1/2N , ψ(t− 1/2N , x)), ψ(t, x)),

do que obtém-se ψ(t, x) = ϕ(z1(t, x), x) para (t, x) ∈ [1/2N , 2/2N ] ×
(
Λ \ Sing(ϕ|Λ)

)
,

ou seja, ψ é dado por uma reparameterização local do �uxo ϕ em [1/2N , 2/2N ] ×(
Λ \ Sing(ϕ|Λ)

)
.
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Agora, indutivamente, para cada inteiro positivo k ≥ 1, considere a função contínua

zk :

[
k

2N
,
k + 1

2N

]
×
(
Λ \ Sing(ϕ|Λ)

)
→ R dada por

zk(t, x) = z(t− k/2N , x) +
k∑
i=1

z(1/2N , ψ(t− i/2N , x)).

Para qualquer x ∈ Λ \ Sing(ϕ|Λ), zk satisfaz

zk((k + 1)/2N , x) = zk+1((k + 1)/2N , x). (3.4)

De fato,

zk((k + 1)/2N , x) = z(1/2N , x) +
k∑
i=1

z(1/2N , ψ((k + i− 1)/2N , x))

= z(1/2N , x) +
k∑
j=1

z(1/2N , ψ(j/2N , x))

=
k∑
j=0

z(1/2N , ψ(j/2N , x))

= zk+1((k + 1)/2N , x).

Como consequência disto,

zk(t, x) = zk−1(t− 1/2N , x) + z(1/2N , ψ(t− 1/2N , x)). (3.5)

De fato,

zk(t, x) = z
(
t− k

2N
, x
)

+
k∑
i=1

z
( 1

2N
, ψ
(
t− i

2N
, x
))

= z
((
t− 1

2N

)
− k − 1

2N
, x
)

+
k∑
i=1

z
( 1

2N
, ψ
((
t− 1

2N

)
− i− 1

2N
, x
))

=

[
z
((
t− 1

2N

)
− k − 1

2N
, x
)

+
k−1∑
i=1

z
( 1

2N
, ψ
((
t− 1

2N

)
− i− 1

2N
, x
))]

+ z
( 1

2N
, ψ
(
t− 1

2N
, x
))

= zk−1(t− 1/2N , x) + z(1/2N , ψ(t− 1/2N , x)).

Para todo k ∈ N, as identidades (3.5) e (3.3) implicam que

ψ(t, x) = ϕ(zk(t, x), x). (3.6)
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Já provamos isto quando k = 1 em (3.2). Por indução, supondo que a a�rmação é
verdadeira para algum k − 1 ≥ 1, segue que

ϕ(−z(1/2N , ψ(t− 1/2N , x)), ϕ(zk(t, x), x))

= ϕ(−z(1/2N , ψ(t− 1/2N , x)) + zk(t, x), x)

= ϕ(zk−1(t− 1/2N , x), x)

= ψ(t− 1/2N , x)

= ψ(−1/2N , ψ(t, x))

= ϕ(z(−1/2N , ψ(t, x)), ψ(t, x))

= ϕ(−z(1/2N , ψ(t− 1/2N , x)), ψ(t, x)).

Com isto, como ϕs é um difeomor�smo para todo s ∈ R, da igualdade
ϕ(−z(1/2N , ψ(t− 1/2N , x)), ψt(x)) = ϕ(−z(1/2N , ψ(t− 1/2N , x)), ϕ(zk(t, x), x)) segue
ψt(x) = ϕ(zk(t, x), x). Claramente, argumentos completamente similares aos que foram

Figura 3.3: Aplicações zk.

apresentados acima podem ser utilizados para estender z(t, x) para todo t < 0. Para isso,
considere a função contínua z1 : [−2/2N , −1/2N ]× (Λ \ Sing(ϕ |Λ))→ R dada por

z1(t, x) = z
(
t+

1

2N
, x
)

+ z
(
− 1

2N
, ϕ
(
t+

1

2N
, x
))
.

Cálculos similares aos feitos com a função z1 em 3.1 e 3.2 mostram que para qualquer
x ∈ Λ \ Sing(ϕ|Λ), a função z1(·, x) satisfaz

z1(−1/2N , x) = z(−1/2N , x) e ϕ(t, x) = ϕ(z1(t, x), x).

Também, para cada inteiro positivo k, considere zk :
[
−(k + 1)/2N , −k/2N

]
×

(Λ \ Sing(ϕ |Λ))→ R dada por

zk(t, x) = z
(
t+

k

2N
, x
)

+
k∑
i=1

z
(
− 1

2N
, ϕ
(
t+

i

2N
, x
))
,

a qual satisfaz ψ(t, x) = ϕ(zk(t, x), x) para todo t ∈
[
−(k + 1)/2N , −k/2N

]
e x ∈

R×
(
Λ \ Sing(ϕ|Λ)

)
.
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Com isto, p : R×
(
Λ \ Sing(ϕ|Λ)

)
→ R dada por

p(t, x) =


z(t, x), if t ∈ [−1/2N , 1/2N ]
zk(t, x), if t ∈

[
k/2N , (k + 1)/2N

]
zk(t, x), if t ∈

[
−(k + 1)/2N , −k/2N

] , k ∈ N

é uma função bem de�nida, contínua e tal que ψ(t, x) = ϕ(p(t, x), x) para todo (t, x) ∈
R×

(
Λ \ Sing(ϕ|Λ)

)
. Isto conclui a prova da existência da reparametrização.

Resta provar a unicidade da reparametrização p ao longo dos pontos não-singulares.
Para isto, suponha que existam p1, p2 : R×

(
Λ \ Sing(ϕ|Λ)

)
→ R, extensões contínuas de

z tais que ϕ(p1(t, x), x) = ψ(t, x) = ϕ(p2(t, x), x) para todo (t, x) ∈ R×
(
Λ \ Sing(ϕ|Λ)

)
.

Fixe x ∈ Λ \ Sing(ϕ|Λ) e considere a função contínua αx(t) = p1(t, x)− p2(t, x). Observe
que, pelo Lema 3.3.2, α−1

x (0) ⊃ [−µ, µ] (logo α−1
x (0) é não vazio) e α−1

x (0) é fechado por
continuidade de αx.

Assuma por contradição que α−1
x (0) 6= R, então existe t0 = max{t > 0 : [0, t] ⊂

α−1
x (0)} ≥ µ ou min{t < 0 : [t, 0] ⊂ α−1

x (0)} ≤ −µ. Assuma que o primeiro caso valha (o
segundo é completamente análogo).

Pela continuidade das reparametrizações, p1(t0, x) = p2(t0, x). Ademais, se t ∈
[−µ, µ], então ϕ(pi(t+ t0, x), x) = ψ(t+ t0, x) = ψ(t, ψ(t0, x)) para i ∈ {1, 2}.

Pelo Lema 3.3.2, existe uma única função z : [−µ, µ]×R×
(
Λ \ Sing(ϕ|Λ)

)
→ (−ε, ε)

tal que ϕ(s, x) = ϕ(z(s, x), x) para qualquer (s, x) ∈ [−µ, µ]×R×
(
Λ \ Sing(ϕ|Λ)

)
. Em

particular,

ψ(t, ψ(t0, x)) = ϕ(z(t, ψ(t0, x)), ψ(t0, x))

= ϕ(z(t, ψ(t0, x)), ϕ(p(t0, x), x))

= ϕ(z(t, ψ(t0, x)) + p(t0, x), x),

o que contradiz a maximalidade de t0. Consequentemente, α−1
x (0) = R e as

reparametrizações p1 e p2 coincidem. Isto completa a prova da Proposição 3.3.3.

3.3.3 Invariância da reparametrização ao longo de órbitas

regulares

No Lema seguinte, provaremos que a reparametrização obtida na Proposição 3.3.3 é
invariante ao longo de órbitas de pontos regulares.

Lema 3.3.4. Se p é a reparametrização obtida na Proposição 3.3.3, então p(t, x) =
p(t, ϕ(s, x)) para todo t, s ∈ R e x ∈ Λ \ Sing(ϕ|Λ). Ademais, existe uma única função
contínua A : Λ \ Sing(ϕ|Λ) → R tal que p(t, x) = A(x)t para todo t ∈ R e x ∈ Λ \
Sing(ϕ|Λ).
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Demonstração. Inicialmente, observe que como ψ comuta com ϕ, �xado s ∈ R, segue que

ϕ(s+ p(t, x), x) = ϕ(s, ϕ(p(t, x), x))

= ϕ(s, ψ(t, x))

= ψ(t, ϕ(s, x))

= ϕ(p(t, ϕ(s, x)), ϕ(s, x))

= ϕ(p(t, ϕ(s, x)) + s, x).

Portanto, para µ su�cientemente pequeno e t ∈ [−µ, µ] esta igualdade implica que
p(t, x) = p(t, ϕ(s, x)) para qualquer (s, x) ∈ R × (Λ \ Sing(ϕΛ)). Por outro lado, pela
construção e unicidade da função p estabelecidas no Lema 3.3.3, segue que p(t, x) =
p(t, ϕ(s, x)) para todo s ∈ R para todos t, s ∈ R e para todo x ∈ Λ\Sing(ϕΛ). Ademais,
isto implica que

ϕ(p(t+ s, x), x) = ψ(t+ s, x)

= ψ(t, ψ(s, x))

= ϕ(p(t, ψ(s, x)), ψ(s, x))

= ϕ(p(t, ϕ(p(s, x), x)), ϕ(p(s, x), x))

= ϕ(p(t, ϕ(p(s, x), x)) + p(s, x), x)

= ϕ(p(t, x) + p(s, x), x)

para todo t ∈ R e x ∈ Λ \ Sing(ϕΛ). A unicidade de p implica que p(t + s, x) =
p(t, x) + p(s, x) para todo t, s ∈ R. Como p(·, x) é contínua, então ela é linear. Assim,
existe uma aplicação contínua A : (Λ\Sing(ϕΛ))→ R tal que p(t, x) = A(x) · t para todo
(t, x) ∈ R× (Λ \ Sing(ϕΛ)). Isto encerra a prova do Lema.

3.3.4 Extensão da reparametrização aos pontos singulares

Sob nossas suposições sobre as singularidades, provaremos que a reparametrização obtida
na Proposição 3.3.3 estende-se continuamente aos pontos singulares. Isto completará a
prova do Teorema B. Para isto, inicialmente deduziremos a seguinte versão do Teorema
de Kopell (Teorema 2.3.1) para contrações lineares. Para qualquer λ ∈ C seja Re(λ) a
parte real de λ.

Lema 3.3.5. Dada B ∈ GL(n, R), suponha que 0 é uma singularidade não-ressonante
de tipo poço para o �uxo linear ϕ = (et·B)t∈R e que os autovalores de B são distintos e
não-ressonantes. Se λ1, · · · , λn são os autovalores de B e m é o menor inteiro positivo
tal que

m ·
(

max
1≤i≤n

Re(λi)
)
< min

1≤j≤n
Re(λj), (3.7)

então Zm(ϕ) consiste no conjunto de �uxos lineares (es·C)s∈R, onde C ∈ GL(n, R) é tal
que B · C = C ·B.
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Demonstração. Como 0 é um poço para B, então eB é uma contração linear. Por outro
lado, se λ1, · · · , λn são os autovalores de B, eλ1 , · · · , eλn são os autovalores de eB e além

disto, se não existem relações da forma
n∑
i=1

ni ·Re(λi) onde cada ni é inteiro não negativo e

n∑
i=1

ni ≥ 2, então também não há relações da forma e

n∑
i=1

ni·Re(λi)
=

n∏
i=1

eni·Re(λi) =
n∏
i=1

∣∣eλi∣∣ni

com
n∑
i=1

ni ≥ 2, do que segue que eB é uma contração linear não-ressonante como no

Teorema de Kopell 2.3.1, o qual implica que Zm(eB) é constituído exclusivamente por
operadores lineares, onde m é o menor inteiro positivo tal que m ·

(
max
1≤i≤n

Re(λi)
)

=

max
1≤i≤n

{
∣∣eλi∣∣m} < min

1≤j≤n
{
∣∣eλj ∣∣} = min

1≤j≤n
Re(λj). Com isto, qualquer elemento de Zm(ϕ) é

um �uxo ψ = (ψs)s∈R tal que ψs é um operador linear para todo s ∈ R. Ademais, ψs = esC

para todo s ∈ R, onde

C(x) := lim
s→0

ψs(x)− x
s

=
∂ψs
∂s |s=0

(x)

para x ∈ Rn.
De fato, seja T > 0 �xado. Como as aplicações t → ||etC ||∞ e s → ||ψs||∞ são

contínuas, existe uma constante K > 0 (dependendo de T ) tal que ||ψs||∞ · ||etC ||∞ ≤ K

para todo 0 ≤ t, s ≤ T . Dado ε > 0, como lim
s→0

esC − Id
s

= C, seja 0 < δ ≤ T tal que∥∥∥∥ψh − ehCh

∥∥∥∥
∞
<

ε

K T
para todo 0 ≤ h ≤ δ.

Agora, tome n ∈ N tal que
T

n
< δ. Pela desigualdade triangular, para qualquer t ∈ [0, T ],

||ψt − etC ||∞ = ||ψn· t
n
− en

t
n
C ||∞

=

∥∥∥∥∥
n−1∑
k=0

ψ(n−k)· t
n
◦ ek

t
n
C − ψ(n−k−1)· 1

n
◦ e(k+1) t

n
C

∥∥∥∥∥
∞

≤
n−1∑
k=0

∥∥∥ψ(n−k)· t
n
◦ ek

t
n
C − ψ(n−k−1)· t

n
◦ e(k+1) t

n
C
∥∥∥
∞

≤
n−1∑
k=0

||ψ(n−k−1)· t
n
||∞ · ||ψ t

n
− e

t
n
C ||∞ · ||ek

t
n
C ||∞

≤ Kn · ε

K T
· t
n
< ε.

Como ε > 0 foi escolhido arbitrariamente, a desigualdade acima prova que ψt = etC para
todo t ∈ [0, T ]. Por outro lado, a propriedade de grupo implica que ψt = etC para todo
t ∈ R. Finalmente, pelo resultado clássico da teoria das equações diferenciais ordinárias
lineares, (etB)t e (esC)s comutam se e somente se BC = CB. Isto completa a prova do
Lema.
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A conjugação entre �uxo, restrito a uma vizinhaça de uma singularidade hiperbólica e a
parte linear desta singularidade, estabelecida pelo teorema de Hartman-Grobman 1.1.6, é
apenas topológica. Baseado em trabalhos de Poincaré e Siegel, Sternberg [81, 82] mostrou
que sob condições de não-ressonância nos autovalores da derivada do campo associado ao
referido �uxo, quando aplicada a singularidade, existe uma conjugação diferenciável, como
estabelecido pelo Teorema de Hartman-Grobman. Mais precisamente:

Proposição 3.3.6 (Teorema de Sternberg). Seja σ é uma singularidade hiperbólica de
um campo vetorial X tal que o espectro spect(DX(σ)) = {λ1, · · · , λn}de DX(σ) satisfaz

1. Re(λi) < 0 para todo 1 ≤ i ≤ n, e

2. não existem relações da forma λi =
n∑
j=1

mj · λj, onde cada mj é um inteiro não

negativo e
n∑
j=1

mj ≥ 2 (neste caso a singularidade é dita não-ressonante).

Nestas condições, existe uma vizinhança V centrada na singularidade σ e conjugação
diferenciável h entre X|V e DX(σ)|h(V ).

Para uma descrição mais detalhada sobre resultados de linearização diferenciável de
campos vetoriais e difeomor�smos, em vizinhanças de singularidades, vide ElBialy [25, 26].

Lema 3.3.7. Seja ϕ : R× Λ→ Λ um �uxo Komuro-expansivo de classe C∞ de�nido em
uma variedade riemanniana compacta M . Suponha que as singularidades σ1, · · · , σk of ϕ
são hiperbólicas. Sejam Bi =

d

dt
ϕ(t, σi)|t=0 e TσiM = Es

i ⊕Eu
i a respectiva decomposição

hiperbólica, 1 ≤ i ≤ k. Se os autovalores de Bi |E∗i são distintos e não-ressonantes para
todo 1 ≤ i ≤ k e ∗ ∈ {s, u}, então a função contínua A(·) dada pelo Lema 3.3.4 admite
uma extensão contínua a Λ.

Demonstração. Como as singularidades de ϕ são hiperbólicas, então elas são isoladas e,
Por esse motivo, é su�ciente estender a função A(·) para cada singularidade isoladamente.

Subdividiremos a prova em dois casos, consoante a singularidade seja poço/fonte ou
sela.

Caso 1 : σi é um poço ou fonte.

Assuma sem perda de generalidade que σi é um poço. De fato, no caso que σi é
uma fonte, a prova é completamente análoga, apenas considerando o �uxo com o tempo
invertido (ϕ−t)t∈R. Como os autovalores da derivada em σi, do campo associado a ϕ,
são não-ressonantes, pelo Teorema de linearização de Sternberg (vide [81]), existe uma
vizinhança Wi de σi tal que o �uxo (ϕt)t é C∞-linearizável em Wi: existe uma carta de
classe C∞ ζi em um subconjunto aberto de RdimM tal que ηt := ζi ◦ ϕt ◦ ζ−1

i , t ∈ R,
de�ne um �uxo linear em Wi. Esta conjugação ζi induz, localmente, um isomor�smo
natural entre Z∞((ϕt)t∈R) e Z∞((ηs)s∈R) no sentido que (ψs)s∈R ∈ Z∞((ϕt)t∈R) se e
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somente se (h ◦ ψs ◦ h−1)s∈R ∈ Z∞((ηt)t∈R). Este fato será utilizado para determinar o
centralziador de ϕ numa vizinhança da singularidade σi. Por um lado, o Lemma 3.3.5
implica que Z∞((esBi)s∈R) é constituído exclusivamente por �uxos lineares (esC)s∈R, onde
as aplicações lineares C satisfazem Bi · C = C ·Bi.

Por outro lado, pelos Lemas 3.3.2 e 3.3.4 e Proposição 3.3.3, qualquer ψ ∈ Z∞(ϕ) é
reparametrização de ϕ, isto é, existe uma função contínua A : Wi \ {σi} → R tal que
ψt(x) = ϕA(x)·t(x) para todo t ∈ R. Por isto, via o isomor�smo natural discutido acima,
é preciso determinar quais �uxos lineares (esC)s∈R preservam as órbitas do �uxo linear
(etBi)t∈R. Tais �uxos são da forma (esC)s∈R, com C = cBi para algum c ∈ R. De fato,

Figura 3.4: Descrição pictórica do Caso 1.

se para todo c ∈ R, C 6= cBi, então deve existir x ∈ Rn tal que os vetores Bi(x) e C(x)
são linearmente independentes e, consequentemente, as órbitas de x com relação aos dois
�uxos seriam transversais em x, mas isto é contraditório com o fato que (esCx)s∈R é uma
reparametrização de (etBix)t∈R.

Isto mostra, via a conjugação dada pelo Teorema de linearização de Sternberg, que a
função A(x) dada pelo Lema 3.3.4 é constante em W s(σi)\{σi}, com isto ela admite uma
extensão contínua a σi.

Caso 2: σi é uma sela.

Seja Wi uma vizinhança de σi dada pelo Teorema de Hartman-Grobman. Em Wi, o
�uxo ϕ é topologicamente conjugado ao �uxo hiperbólico linear (etBi)t∈R, onde Bi =
d

dt
ϕ(t, σi)|t=0. Escolhendo uma base adequada de Rd, Bi = diag{B1,i, B2,i}, onde B1,i e

B−1
2,i são contrações. Além disso, como os autovalores de B são não-ressonantes, reduzindo

Wi se necessário, existem vizinhanças abertas Si ⊂ Wi ∩W s(σ) de p em W s(σi) e Ui ⊂
Wi ∩ W u(σ) de p em W u(σi) tais que o �uxo ϕ restrito a vizinhança aberta Si de p
em W s(σi) (vizinhança aberta Ui de p em W u(σi)) é C∞-conjugado a contração linear
(etB1,i)t∈R (respectivamente, a expansão linear (etB2,i)t∈R).

Via o Caso 1, a reparametrização A(x) dada pelo Lema 3.3.4 é constante ao longo de
ambas as variedades invariantes W s(σi) \ {σi} e W u(σi) \ {σi}. Assim, para concluir que
A(x) estende-se continuamente a σi é su�ciente mostrar que, nas coordenadas dadas pela
linearização, existe c ∈ R tal que A(x) = c é constante para todo x ∈ [W s(σi)∪W u(σi)] \
{σi}.
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Para isto, considere uma secção compacta Σ transversal a W s(σi), uma secção
compacta cilíndrica Σ

′
em torno de W s

ε (σi) e transversal a W u(σi), um ponto x ∈
Σ ∩ W s(σi) e uma sequência (xn) de pontos regulares em Σ \ (W s(σi) ∪ W u(σi)) tais
que xn → x quando n→∞.

Figura 3.5: Descrição pictórica do Caso 2.

Para todo n ≥ 1 su�cientemente grande existe uma sequência (tn) em R tal que
ϕ(A(xn)tn, xn) ∈ Σ

′
. Pela compacidade de Σ

′
, existe uma subsequência convergente

(ϕ(A(xnk
)tnk

, xnk
))k≥1. Denotando por x′ ∈ W u(σi) o limite desta subsequência, a

continuidade de A em R×
(
Λ \ Sing(ϕ|Λ)

)
e sua invariância ao longo das órbitas (conforme

Proposição 3.3.3 e Lema 3.3.4) implica que

A(x) = lim
k→∞

A(xnk
)

= lim
k→∞

A(ϕ(A(xnk
)tnk

, xnk
)

= A( lim
k→∞

ϕ(A(xnk
)tnk

, xnk
))

= A(x
′
),

ou seja, a aplicação A é constante em W s(σi) ∪W u(σi).
Por outro lado, se (yn)n∈N é uma sequência em Λ\{σi} tal que yn \σi quando n→∞,

para todo n su�cientemente grande existe tn ∈ R tal que ϕ(tn, xn) ∈ Σ, e a menos
de considerar uma subsequência, pode-se supor que (ϕ(tn, xn))n∈N converge para algum
ponto em W s(σi) \ {σi}. Assim, existe lim

n→∞
A(yn) e o valor é o mesmo para qualquer

sequência (yn)n∈N que converge para a singularidade σi. Assim, a aplicação A pode ser
estendida continuamente e de modo único, como reparametrização de�nida em toda a
variedade M , tal que ψt(x) = ϕA(x)t(x) para todo (t, x) ∈ R × M , ψ ∈ Z∞(ϕ). Isto
completa a prova do Lema.
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3.4 Exemplos

3.4.1 Lorenz geométrico

Exemplo 3.4.1. As equações de Lorenz correspondem ao sistema de equações diferenciais
ordinárias polinomiais em R3 

dx

dt
= a(y − x)

dy

dt
= −xz + rx− y

dz

dt
= xy − bz

, (3.8)

com parâmetros a, b, r ∈ R. Simulações computacionais levaram Lorenz [41] a propor a
existência de um atrator estranho para os parâmetros a = 10, b = 8/3 e r = 28. Não é
difícil veri�car que as equações de Lorenz (3.8) admitem as três singularidades

σ0 = (0, 0, 0)

σ1 = (
√
b(r − 1),

√
b(r − 1), r − 1) e

σ2 = (−
√
b(r − 1), −

√
b(r − 1), r − 1).

Figura 3.6: Atrator estranho de 3.8, obtido por simulações computacionais.

Para os parâmetros clássicos propostos por Lorenz, cada uma das singularidades são
hiperbólicas, e σ0 pertence ao �atrator caótico� e é acumulada por órbitas de pontos
regulares. De fato, para todo (x, y, z) ∈ R3 a Jacobiana associada a (3.8) é dada por

J(x, y, z) =

 −a a 0
r − z −1 −x
y x −b


e cálculos simples mostram que o polinômio característico associado a σ0 = (0, 0, 0) é
pσ0(x) = (x+ b)[(x+ a)(x+ 1)− ar] = (x+ 8/3)(x2 + 11x− 270). Consequentemente, os

autovalores de σ0 são
−11−

√
1201

2
≈ −22, 83; −8

3
≈ −2, 67 e

−11 +
√

1201

2
≈ 11, 83.
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Por simetria das equações de Lorenz (3.8), os autovalores de σ1 e σ2 são os mesmos. O

polinômio característico da Jacobiana associada a σ1 (ou σ2) é pσ1(x) = x3+
41

3
x2+

304

3
x+

1440. Assim, a singularidade σ1 tem um autovalor real λ ≈ −13, 85 e dois autovalores
complexos conjugados z, z̄, onde z ≈ 0, 09 + 10, 19i.

Observe que as singularidades de (3.8) satisfazem as condições de não-ressonâcia. De
fato, a singularidade σ0 é não-ressonante pois seu subespaço instável é unidimensional
e o subespaço estável de σ0 é não-ressonante pois um autovalor é racional e o outro é
irracional. Finalmente, as singularidades σ1 e σ2 são não-ressonantes pois seus subspaços
estáveis são unidimensionais e ao longo dos subespaços instáveis elas têm um par de
autovalores complexos conjugados.

A �m de descrever as características dinâmicas do �atrator caótico� associado a (3.8),
modelos geométricos para o atrator de Lorenz foram introduzidos independentemente
por Afraimovich-Bykov-Shilnikov [2] e Guckenheimer-Williams [29]. Estes modelos
constituem uma família parametrizada de campos vetoriais, cujos parâmetros
correspondem aos autovalores reais λ1 < λ2 < 0 < −λ2 < λ3 na singularidade
σ0 = (0, 0, 0). Existe um subconjunto C1-aberto de campos vetoriais U ⊂ X∞(R3) e um
elipsóide aberto V ⊂ R3 contendo a origem e tal que todo X ∈ U apresenta um atrator
de Lorenz geométrico ΛX =

⋂
t≥0

Xt(V ), que é um atrator parcialmente hiperbólico e cujas

restrições do �uxo ao atrator é Komuro-expansivo (vide [5] para de�nições precisas e
demonstrações). Tucker [86] provou a existência de um atrator estranho para as equações
introduzidas por Lorenz e a equivalência do mesmo com os modelos geométricos.

Figura 3.7: Modelo geométrico do atrator de Lorenz.

Tal construção pode ser realizada em um domínio aberto de uma variedade compactaM
e se este é o caso, dizemos que X ∈ X1(M) tem um atrator de Lorenz geométrico. Como
a condição de não-ressonância para a singularidade σ0 é satisfeita para os parâmetros
originais propostos por Lorenz e é uma condição C1-aberta e C∞-densa no espaço de
campos vetoriais em U , o seguinte é uma consequência imediata do Teorema B e do fato
que atratores de Lorenz geométricos são classes homoclínicas (vide [5], Proposition 3.17),
e portanto possuem uma órbita transitiva:
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Corolário 3.4.2. Seja U ⊂ X∞(M) um aberto de campos vetoriais tal que todo X ∈ U
tem um atrator de Lorenz geométrico ΛX . Então existe um subconjunto C1-aberto e C∞-
denso U ′ ⊂ U tal que, todo campo vetorial X ∈ U ′ admite um atrator de Lorenz geométrico
ΛX cujo centralizador em sua base de atração topológica é trivial.

3.4.2 Centralizador de �uxos cinemático-expansivos

Observe que o argumento usado no exemplo prévio estende-se a uma classe mais geral de
�uxos tridimensionais.

Exemplo 3.4.3. (Fluxo cinemático-expansivo com centralizador quase-trivial)

Considere S1 = R/Z e o �uxo ϕ em T2 obtido como suspensão da aplicação identidade
em S1 por uma função positiva e suave r : S1 → (0,+∞) sem qualquer �plateau�
(intervalo restrito ao qual Dr é identicamente nula). O �uxo ϕ é cinemático-expansivo
(vide De�nição 3.1.9), mas não fortemente-cinemático-expansivo. A prova do Lema 3.3.2
também se aplica para �uxos cinemático-expansivos (Def. 3.1.9), o que garante que
qualquer elemento ψ ∈ Z1(ϕ) é localmente uma reparametrização de ϕ. Ademais, como
ϕ não possui singularidades, os argumentos da Proposição 3.3.3 e Lema 3.3.4 implicam
que ψ é uma reparametrização linear de ϕ. Noutras palavras, Z1(ϕ) é quase-trivial.

Como consequência do Teorema de Borsuk-Ulam, para a aplicação r do Exemplo 3.4.3
existe x0 ∈ S1 tal que Dr(x0) = 0 e com isto, r pode ser C1-aproximada por uma aplicação
com plateau centrado em x0. Consequentemente, o �uxo ϕ do Exemplo 3.4.3 pode ser
C1-aproximado por um �uxo que não é cinemático-expansivo.

No Exemplo 3.4.4 a seguir, descreveremos o centralizador do �uxo fortemente-
cinemático-expansivo apresentado por Artigue ([8], Example 2.8).

Exemplo 3.4.4. (Centralizador de um �uxo fortemente-cinemático-expansivo no toro T2)

Considere um �uxo irracional no toro bidimensional T2 = R2/Z2 associado ao campo
vetorial X e uma função suave e não-negativa f : T2 → [0, ∞) com um único zero isolado
em um ponto p ∈ T2. O �uxo ϕ gerado pelo campo vetorial f X é fortemente-cinemático-
expansivo (vide [8], Example 2.8).

Figura 3.8: retrato de fase do �uxo apresentado no Exemplo 3.4.4.
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Como este �uxo admite uma singularidade não-hiperbólica, Então o Teorema A não
se aplica neste caso. De fato, não é difícil veri�car que ϕ não é Komuro-expansivo.
Entretanto, Z1(ϕ) é trivial.

De fato, se σ é a única singularidade de ϕ e ψ ∈ Z1(ϕ), então ψs(σ) = σ para
todo s ∈ R. Noutras palavras, σ é uma singularidade de ψ. Ademais, o (ϕ-invariante)
conjunto estável Bs(σ) := {y ∈ T2 : d(ϕt(y), σ) → 0 quando t → +∞} é invariante por
ψ. Além disto, Bs(σ) \ {σ} é uma órbita de ϕ, relativa a qualquer um de seus elementos.
Como mencionado no exemplo prévio, os argumentos usados para deduzir a existência
e unicidade de uma função contínua e ϕ-invariante A : T2 \ {σ} → R tal que ψt(x) =
ϕA(x)t(x) para todo T2 \ {σ} e t ∈ R. Ademais, como Bs(σ) é denso em T2 e a função A
é constante ao longo das órbitas de ϕ, ela precisa ser constante em T2 \ {σ}. Com isto,
A claramente estende-se a uma função constante em T2, o que prova que existe c ∈ R tal
que ψt(x) = ϕct(x) para todo x ∈ T2 e t ∈ R. Noutras palavras, Z1(ϕ) é trivial.



Capı́tulo 4
O centralizador de Rd-ações expansivas

Neste Capítulo 4, como resultado principal, provamos que ações de Rd localmente livres,
expansivas e de classe C1 têm centralizador quase-trivial (Teorema D, p. 54), sendo que,
a de�nição de expansividade para ações de Rd (De�nição 4.1.1) aqui utilizada é similar a
Bowen-expansividade para �uxos. Neste sentido, no Teorema E (p. 55) veri�camos que
uma Zd-ação é expansiva se e somente se a a sua suspensão é uma Rd-ação expansiva.
Como aplicação do Teorema D, veri�camos que Rd-ações Anosov têm centralizador quase-
trivial, generalizando para Rd o resultado de Kato e Morimoto [34] para �uxos Anosov.

4.1 Resultados principais

Boyle e Lind [21] de�niram o conceito de expansividade para uma ação ϕ : Zd×M →M .
Como ocorre no caso d = 1, ϕ é dita expansiva se existe δ > 0 tal que para quaisquer x, y ∈
M distintos, então existe N ∈ Zd tal que d(ϕ(N, x), ϕ(N, y)) > δ. Aparentemente, há
também consenso quanto a esta de�nição. Por outro lado, não encontramos na literatura
o conceito de Rd-ações expansivas. Com isto, motivados principalmente pelo que foi
tratado na Subseção 3.1.1, propomos a seguinte de�nição de expansividade para ações
que essencialmente é a versão d-dimensional para o conceito de �uxo Bowen-expansivo.

De�nição 4.1.1. Seja M um espaço métrico compacto e Φ : Rd ×M → M uma ação
contínua. Φ é dita expansiva se para qualquer ε > 0, existir δ > 0 tal que se x, y ∈ M
satisfazem d(Φv(x),Φh(v)(y)) < δ para todo v ∈ Rd e para alguma aplicação contínua
h : Rd → Rd tal que h(0) = 0, então y = Φv0(x) para algum ||v0|| < ε. Em particular, y
pertence a órbita of x relativo a Φ.

Como ocorre no caso de �uxos, singularidades de ações de Rd expansivas são isoladas
em M . Com isto, tais ações em variedades conexas não admitem singularidades.

Seja M uma variedade riemanniana compacta. Uma Rd-ação Φ : Rd ×M → M é
localmente livre se todas as órbitas de Φ são subvariedades de M com dimensão igual a d.
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O espaço de Rd-ações localmente livres constitui um subconjunto aberto no conjunto
das Rd-ações. De fato, se {e1, . . . , ed} denota uma base de Rd, Φ : Rd ×M → M é uma
Rd-ação suave, e ϕei := (Φtei)t∈R denota o �uxo canônico gerado pela direção ei

ϕei : R×M → M
(t, x) 7→ Φ(tei, x),

então não é difícil checar que Φ é localmente livre se e somente se os campos vetoriais

Xei(x) =
d

dt
ϕei(t, x) |t=0 são linearmente independentes em todos os pontos de M , o que

claramente é uma condição aberta.
Observe que um �uxo é localmente livre se e somente se ele não possui singularidades.

Em particular, nem toda variedade admite Rd-ações localmente livres (por exemplo, todo
C1-�uxo em S2 admite singularidades, pelo Teorema de Poincaré-Bendixson). Por outro
lado, as únicas variedades que suportam Rd-ações localmente livres são os toros Tn, n ≥ d
(vide [7], p. 274, Lemma 2).

De�nição 4.1.2. Dada uma ação Φ : Rd ×M → M em uma variedade M , um ponto
x ∈ M é periódico relativo a ação Φ se existir v ∈ Rd \ {0} tal que Φ(v, x) = x e neste
caso, v é um período para o ponto periódico x.

Neste capítulo apresentaremos a prova da seguinte versão para ações expansivas
(conforme De�nição 4.1.1) do Teorema B:

Teorema D. Seja M uma variedade riemanniana compacta e Φ : Rd ×M → M uma
ação de classe C1. Se Φ é expansiva e localmente livre, então Z1(Φ) é quase-trivial, isto é,
existe uma aplicação de classe C1 A : M →Md×d(R) satisfazendo A(x) = A(Φ(v, x)) para
todo v ∈ Rd e tal que Ψ(v, x) = Φ(A(x)v, x) para todo (v, x) ∈ Rd×M . Adicionalmente,
se existir x ∈M tal que {Φ(v, x) : v ∈ Rd} = M , então Z1(Φ) é trivial.

Uma interpretação geométrica para a reparametrização A(·) obtida acima será
apresentada no Lema 4.3.6.

Dentre as consequências do Teorema D, análogo ao Corolário 3, estão a seguinte
caracterização das sub-ações expansivas de ações de Rd:

Corolário 4. SejaM um espaço métrico compacto e Φ : Rd×M →M uma ação de classe
C1, gerada por d campos vetoriais X1, · · · , Xd ∈ X1(M). Se k destes vetores (k < d),
Xi1 , · · · , Xik geram uma sub-ação Φ : Rk ×M → M que é expansiva e localmente livre,
então as órbitas da ação Φ coincidem com as órbitas da sub-ação Φ.

Demonstração. Para cada 1 ≤ i ≤ d, a ação Ψ : Rk ×M →M gerada pelos campos Y1 =
· · · = Yk−1 = 0 e Yk = Xi está em Z1(Φ). Por outro lado, o Teorema D implica que existe
uma aplicação de classe C1 A : M →Mk×k(R) satisfazendo A(x) = A(Φv(x)) para todo
v ∈ Rk e tal que Ψv(x) = Φ(A(x)v, x) para todo (v, x) ∈ Rk ×M . Consequentemente,
o campo Yi pode ser expresso como combinação linear de Xi1 , · · · , Xik e com isto, as
órbitas de Φ são k-dimensionais.
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Também, como consequência do Teorema D, obtivemos o seguinte

Corolário 5. Seja M uma variedade riemanniana compacta e seja Φ : Rd ×M → M
uma ação Anosov localmente livre. Então Φ tem centralizador quase-trivial.

A descrição do centralizador de Rd-ações expansivas não-localmente livres apresenta
di�culdades similares a dos �uxos que possuem singularidades além de órbitas regulares.
A estratégia utilizada no caso de �uxos com singularidades talvez possa ser aplicada, no
caso de que o conjunto de órbitas singulares (isto é, de dimensão menor do que d) tem
interior vazio em M . Mais geralmente, não é difícil ver que elementos do centralizador de
uma Rd-ação preservam órbitas de mesma dimensão, mas não é claro se estes são dados
por reparametrizações da ação original.

Bowen e Walters [20] (Theorem 6) provaram que o �uxo de suspensão de um
homeomor�smo é C-expansivo se e somente se, o referido homeomor�smo for expansivo.
No Teorema E a seguir, provamos uma generalização deste resultado para as Rd-ações que
satisfazem a De�nição 4.1.1 de expansividade para Rd-ações que introduzimos. Num certo
sentido, este resultado é um exibidor de exemplos para esta classe de ações e por causa
disto, o provaremos considerando apenas a suspensão pela aplicação R : M → (0, ∞)d

constante igual a (1, , 1, · · · , 1).

Teorema E. Seja M uma variedade riemanniana compacta e 1 : M → (0, ∞)d constante
igual a 1. Uma Zd-ação contínua ϕ : Zd ×M → M tal que ϕ((σ1, · · · , σd), · ) é um
homeomor�smo lipschitziano cujo inverso também é lipschitziano para todo (σ1, · · · , σd) ∈
{0, 1}d, é expansiva se e somente se sua suspensão Φ : Rd ×M1 →M1 é expansiva.

A prova do Teorema E será feita na Seção 4.2. Antes, introduziremos a seguinte
terminologia:

Seja {e1, · · · , ed} a base canônica de Rd. Dada uma Zd-ação ϕ : Zd × M → M
(d ≥ 2), se fi(x) = ϕ(ei, x), então ϕ((n1, · · · , nd), x) = fn1 ◦ · · · ◦ fnd(x) para todo
(n1, · · · , nd) ∈ Zd e para todo x ∈M .

Dada uma função R : M → (0, ∞)d, R = (R1, · · · , Rd), considere MR = (M ×
Rd)/ ∼R, onde ∼R é a relação de equivalência de�nida por

(x, a1, · · · , ai−1, Ri(x), ai+1, · · · , ad) ∼R (fi(x), a1, · · · , ai−1, 0, ai+1, · · · , ad)

para todo x ∈M , 0 ≤ aj ≤ Rj(x).
Com isto, a suspensão de ϕ é a Rd-ação Φ : Rd ×MR →MR de�nida por

Φ((t1, · · · , td), (x, a1, · · · , ad)) = Φ(t1e1 + · · ·+ tded, (x, a1, · · · , ad))
= Φ(t1e1, Φ(t2e2, · · ·Φ(tded, (x, a1, · · · , ad))))

onde Φ(tei, (x, a1, · · · , ad)) = (fni (x), a1, · · · , ai−1, ai+t−
n−1∑
j=0

Ri(f
j
i (x)), ai+1 ad) e n ∈ Z

é unicamente determinada por
n−1∑
j=0

Ri(f
j
i (x)) ≤ ai + t <

n∑
j=0

Ri(f
j
i (x)), para todo x ∈M ,
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1 ≤ i ≤ d e 0 ≤ ai ≤ Ri(x). Deste modo, qualquer Zd-ação em uma variedade compacta
d-dimensional M determina uma Rd-ação Φ na variedade compacta n + d-dimensional
MR, a qual é metrizável. Descreveremos uma métrica d que é compatível com a topologia
natural de MR e é a análoga a métrica que foi introduzida por Bowen-Walters [20] para
�uxos de suspensão.

Para os propósitos do Teorema E é su�ciente considerar a função R constante igual a
1 e o espaço correspondente M1. Seja ρ a métrica de M .

Dado M × {(t1, · · · , tr)} ⊂ M1 e σ = (σ1, · · · , σd) ∈ {0, 1}d, considere a distância
�horizontal� ρh e M × {(t1, · · · , tr)} de�nida por

ρh((x, t1, · · · , tr), (y, t1, · · · , tr))

=
∑

σ∈{0, 1}d

{
d∏
i=1

[
σi · ti + (1− σi) · (1− ti)

]}
· ρ(fσ11 ◦ · · · ◦ f

σd
d (x), fσ11 ◦ · · · ◦ f

σd
d (y)).

De�nida deste modo, ρh((x1, t1, · · · , tr), (x2, t1, · · · , tr)) consiste da combinação
convexa das distâncias entre as imagens dos pontos x e y e seus iterados pelas aplicações da
forma fσ11 ◦· · ·◦f

σd
d , (σ1, · · · , σd) ∈ {0, 1}d, no �topo� da suspensão. Dados quaisquer dois

Figura 4.1: Métrica d.

pontos (x, t1, · · · , tr), (y, s1, · · · , sr) ∈ M1, considere o espaço de todas as sequências
�nitas (admissíveis) ω1 = (x1, t1, · · · , tr) · · · , ωn = (xn, s1, · · · , sr) tais que x1 = x,
xn = y e, para cada 1 ≤ i ≤ n− 1, exatamente uma das seguintes ocorre:

1. ωi, ωi+1 ∈ M × {(t1, · · · , tr)} para algum (t1, · · · , tr) ∈ [0, 1)d, neste caso seja
d
′
(ωi, ωi+1) = ρh(ωi, ωi+1);

2. ωi, ωi+1 estão na mesma órbita, relativo a ação Φ, e neste caso d
′
(ωi, ωi+1) =

min{||v|| : Φv(ωi) = ωi+1}.

Finalmente, considere a métrica d em M1, dada por

d((x, t1, · · · , tr), (y, s1, · · · , sr)) = inf
n−1∑
i=1

d
′
(ωi, ωi+1),
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onde o ín�mo é tomado sobre o espaço de todas as sequências admissíveis entre
(x, t1, · · · , tr) e (y, s1, · · · , sr).

4.2 Prova da expansividade da suspensão de Zd-ações
expansivas

Apresentaremos a seguir, a prova do Teorema E (p. 55).

Demonstração. Suponha que a ação (Φv)v∈Rd é expansiva (conforme De�nição 4.1.1).

Dado 0 < ε <
1

2
seja δ > 0 tal que se x, y ∈ M satisfaz d(Φv(x), Φh(v)(y)) < δ para

todo v ∈ Rd com respeito a uma função contínua h : Rd → Rd tal que h(0) = 0, então
y = Φv0(x) para algum ‖v0‖ < ε. A�rmamos que a Zd-ação ϕ é expansiva. Para ver
isto, assuma que x1, x2 ∈ M são tais que ρ(ϕ(n1, ··· , nd)(x1), ϕ(n1, ··· , nd)(x2)) < δ para todo
(n1, · · · , nd) ∈ Zd. Se [t] denota a parte inteira de t e {t} = t − [t] denota a parte
fracionária de t para todo t ∈ R, observe que

d(Φ(t1, ··· , td)(x1, 0, · · · , 0), Φ(t1, ··· , td)(x2, 0, · · · , 0))

= d(Φ([t1], ··· , [td])(x1, {t1}, · · · , {td}), Φ([t1], ··· , [td])(x2, {t1}, · · · , {td}))
≤ ρh(Φ([t1], ··· , [td])(x1, {t1}, · · · , {td}),

Φ([t1], ··· , [td])(x2, {t1}, · · · , {td}))
= ρh((f

[t1]
1 ◦ · · · ◦ f [td]

d (x1), {t1}, · · · , {td}),
(f

[t1]
1 ◦ · · · ◦ f [td]

d (x2), {t1}, · · · , {td}))

=
∑

σ∈{0, 1}d

(
d∏
i=1

σi · {ti}+ (1− σi) · (1− {ti})

)
· ρ(f

[t1]+σ1
1 ◦ · · · ◦ f [td]+σd

d (x1), f
[t1]+σ1
1 ◦ · · · ◦ f [td]+σd

d (x2))

<
∑

σ∈{0, 1}d

(
d∏
i=1

σi · {ti}+ (1− σi) · (1− {ti})

)
· δ = δ

para todo (t1, . . . , td) ∈ Rd. A expansividade de Φ garante que (x2, 0, · · · , 0) =
Φv0(x1, 0, · · · , 0) para algum v0 ∈ Rd tal que ‖v0‖ < ε < 1/2. Isto implica que x1 = x2 e
consequentemente a ação ϕ : Zd ×M →M é expansiva.

Reciprocamente, suponha que ϕ é expansiva. Como por hipótese, cada fσ11 ◦ · · · ◦
fσdd ( ◦ ) = ϕ((σ1, · · · , σd), · ) é um homeomor�smo lipschitziano cujo inverso também é
lipschitziano, é possível obter C > 1 tal que

1

C
· ρ(x1, x2) ≤ ρ(fσ11 ◦ · · · ◦ f

σd
d (x1), fσ11 ◦ · · · ◦ f

σd
d (x2)) ≤ C · ρ(x1, x2)

para todo {0, 1}d. Por outro lado, considerando

ρ
′
(x1, x2) = min

σ∈{0, 1}d
{ρ(fσ11 ◦ · · · ◦ f

σd
d (x1), fσ11 ◦ · · · ◦ f

σd
d (x2))},
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observe que ρ
′
(x1, x2) ≥ 0 para quaisquer x1, x2, ρ

′
(x1, x2) = 0 se e só se x1 = x2,

ρ
′
(x1, x2) = ρ

′
(x2, x1) para quaisquer x1, x2 e além disto, pela maneira como ρ

′
foi

de�nido, vale a estimativa
1

C
· ρ(x1, x2) ≤ ρ

′
(x1, x2) ≤ C · ρ(x1, x2) para quaisquer

x1, x2, o que estabelece equivalência entre ρ e ρ
′
.

Seja ζ > 0 a respectiva constante de expansividade de ϕ com respeito a ρ
′
. Dado ε > 0,

tome 0 < δ < min{ε, 1

4
, ζ}. Suponha que d(Φv(x1, t1, · · · , td), Φh(v)(x2, s1, · · · , sd)) < δ

para todo v ∈ Rd e para alguma aplicação contínua h : Rd → Rd tal que h(0) = 0.
Assuma sem perda de generalidade que y1 = (x1, 1/2, · · · , 1/2) e y2 = (x2, s1, · · · , sd),
y1, y2 ∈ M × [0, 1]d (Se y1 não é da forma (x1, 1/2, · · · , 1/2), então tome ‖w‖ ≤ 1/2 tal
que Φw(y1) = (x1, 1/2, · · · , 1/2) e considere os pontos Φw(y1) e Φh(w)(y2)). Observe que

ρ
′
(x1, x2) ≤ d(y1, y2) = d(Φ0(y1), Φh(0)(y2)) < δ < 1/4.

Agora, suponha que d(Φv(y1), Φh(v)(y2)) < δ < 1/4 para todo v ∈ Rd. Em particular,
tomando v = ei (1 ≤ i ≤ d), segue que ρ

′
(fni (x1), fni (x2)) ≤ d(Φn·ei(y1), Φh(n·ei)(y2)) <

δ < 1/4 para todo n ∈ Z. Procedendo recursivamente, obtem-se que

ρ
′
((fn1

1 ◦ · · · ◦ f
nd
d )(x1), (fn1

1 ◦ · · · ◦ f
nd
d )(x2))

≤ d(Φ(n1, ··· , nd)(y1), Φh(n1, ··· , nd)(y2)) < δ

para todo (n1, · · · , nd) ∈ Zd. Finalmente, pela expansividade de ϕ, segue que x1 = x2,
implicando em y2 = Φv(y1) para algum v ∈ Rd tal que ‖v‖ < δ < ε.

4.3 Prova da trivialidade do centralizador de ações

expansivas

Nesta Seção provaremos o Teorema D. Com isto, caracterizaremos o espaço de Rd-ações
Ψ de classe C1 que comutam com uma Rd-ação expansiva Φ de classe C1. Nosso propósito
é provar que a ação Ψ é uma reparametrização de Φ, isto é, existe uma aplicação A :
M → Md×d(R) de classe C1 satisfazendo A(x) = A(Φv(x)) para todo v ∈ Rd e tal que
Ψv(x) = Φ(A(x)v, x) para todo (v, x) ∈ Rd×M (conforme Lema 4.3.6 a seguir). Como a
estratégia da prova é similar a do Teorema B, esboçaremos os detalhes com destaque para
as principais diferenças. O ponto de partida é a seguinte forma canônica para campos
vetoriais que comutam, similar ao Teorema da vizinhança tubular 1.1.4.

Lema 4.3.1 (Lee [40], Theorem 18.6). Seja M uma n-variedade suave e seja Φ uma Rd-
ação de classe C1 em M com d < n. Assuma que Φ é gerada por campos vetoriais suaves
X1, · · · , Xd que comutam e são linearmente independentes em algum subconjunto aberto
W ⊆ M . Para cada p ∈ W existe uma vizinhança aberta de p, um difeomor�smo h :
U → h(U) ⊂ Rn com funções coordenadas h(q) = (s1(q), · · · , sn(q)) são as coordenadas
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locais em U , h(p) = 0 e tal que Xi = h−1
∗

∂

∂si
para i = 1, · · · , d. Se S ⊆ U é uma

subvariedade mergulhada de codimensão d e p é um ponto de S tal que TpS é complementar
a span(X1(p), · · · , Xd(p)), então as coordenadas podem ser escolhidas tal que S é de�nida
por s1 = · · · = sd = 0.

Como consequência do Lema 4.3.1, provaremos no Lema 4.3.2 a seguir, a existência
de infímo positivo para os períodos de pontos periódicos (conforme De�nição 4.1.2).

Lema 4.3.2. Se Φ : Rd ×M →M é uma Rd-ação expansiva e localmente livre de classe
C1, então

ε0(Φ) = inf{‖v‖ > 0 : v é período de uma órbita periódica de Φ} > 0.

Como a prova do Lema 4.3.2 é completamente similar a do Lema 3.3.1, via o uso do
Lema 4.3.1, ela será omitida.

Observe que se uma Rd-ação não é localmente livre, então ε0(Φ) é igual a zero.

Lema 4.3.3. Se Φ : Rd ×M → M é uma ação expansiva de classe C1 e Ψ ∈ Z1(Φ),
então para todo 0 < ε < ε0(Φ)/3 existe µ > 0 e uma única aplicação z : Bµ(0) ×M →
Bε(0) ⊂ Rd tal que Ψs(x) = Φ(z(s, x), x) para todo (s, x) ∈ Bµ(0)×M . Ademais,

(I) z é uma aplicação contínua,

(II) Se v, u, u+ v ∈ Bµ(0), então z(u+ v, x) = z(u, x) + z(v, Ψ(u, x)).

Demonstração. Seja ε0(Φ) > 0 como no Lema 4.3.2, considere 0 < ε < ε0(Φ)/3 e seja
δ > 0 correspondente, dado pela expansividade de Φ (conforme De�nição 4.1.1). Pela
compacidade de M existe µ > 0 tal que se 0 < ε < ε0/3, então

sup
‖u‖≤µ

{d(Id, Ψu)} < δ.

Se ‖u‖ ≤ µ, então d(Φv(x), Φv(Ψu(x))) = d(Ψ0(Φv(x)), Ψu(Φv(x))) < δ para todo
(v, x) ∈ Rd × M . Como Φ é uma ação expansiva e d(Φv(x), Φh(v)(Ψu(x))) < δ para
todo v ∈ Rd (com h = Id), existe v0 ∈ Rd tal que Φv0(Ψu(x)) = Φv0+η(x) para algum
η ∈ Bε(0). Isto implica que Ψu(x) = Φη(x) para algum vetor η satisfazendo ‖η‖ < ε. Em
particular, Ψu(x) pertence a órbita de x relativo a Rd-ação Φ.

Isto de�ne uma aplicação z : Bµ(0)×M → Bε(0) tal que Ψ(u, x) = Φ(z(u, x), x) para
qualquer (u, x) ∈ Bµ(0) ×M . Para provar a unicidade, observe que se z1, z2 : Bµ(0) ×
M → Bε(0) são tais que Φ(z1(u, x), x) = Ψ(u, x) = Φ(z2(u, x), x), então Φ(z1(u, x) −
z2(u, x), x) = x, onde ‖z1(u, x)− z2(u, x)‖ ≤ ‖z1(u, x)‖+ ‖z2(u, x)‖ < 2 ε0(Φ)/3. Como
não existem pontos periódicos de período menor do que ε0(Ψ), a unicidade de z segue. A
prova da continuidade de z, bem como a prova do ítem (II) são completamente análogas
as respectivas que foram apresentadas no Lema 3.3.2, e por isto serão omitida.
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Observe que como na demonstração do Lema 4.3.3 utiliza-se h = Id, o mesmo também
é verdadeiro se a ação Φ fosse cinemático-expansiva. Consequentemente, como ocorre com
o Teorema B, o Teorema D também é válido para ações de Rd em variedades compactas
que são cinemático-expansivas.

A seguir, construiremos uma extensão para Rd×M para a reparametrização contínua
descrita no Lema 4.3.3. Mais precisamente, temos o seguinte

Lema 4.3.4. Se Φ : Rd ×M → M é uma ação contínua e Ψ : Rd ×M → M é uma
ação contínua tal que para µ > 0 �xado existe uma aplicação z : Bµ(0)×M → Bε(0) tal
que Ψ(v, x) = Φ(z(v, x), x) para qualquer (v, x) ∈ Bµ(0) ×M , onde 0 < ε < ε0(Φ)/3,
então existe uma única aplicação contínua p : Rd ×M → Rd que é extensão de z e tal
que Ψ(s, x) = Φ(p(s, x), x) para todo (s, x) ∈ Rd ×M .

Demonstração. A estratégia da prova deste Lema é similar a da Proposição 3.3.3. Para
estender a reparametrização local dada no Lemma 4.3.3 para uma aplicação p : Rd×M →
Rd tal que Ψ(s, x) = Φ(p(s, x), x) para todo (s, x) ∈ Rd ×M .

A novidade aqui é que, devido a dimensão superior a 1 de Rn, há várias maneiras
de estender o domínio da reparametrização para Rn. A extensão aqui feita é radial
considerando-se os vetores em Rd como múltiplos dos vetores na esfera unitária Sd−1.

Para isto, seja µ > 0 dado pelo Lema 4.3.3, N ∈ N tal que 2−N < µ e �xe v ∈ Sd−1.

Para cada k ∈ N seja Dk =

{
z ∈ Rd :

k

2N
≤ ‖z‖ ≤ k + 1

2N

}
, contendo os vetores da forma

u = t · v ∈ Rd para t ∈ [k/2N , (k + 1)/2N ].
Agora, considere as funções zk : Dk ×M → Rd dadas por

zk(t · v, x) = z

(
t− k
2N
· v, x

)
+

k∑
i=1

z

(
1

2N
· v,Ψ

(
t− i
2N
· v, x

))
, (4.1)

para todo k ∈ N. Pelo Lema 4.3.3 e pela de�nição de zk, segue que zk é contínua e satisfaz

zk

(
k + 1

2N
· v, x

)
= zk+1

(
k + 1

2N
· v, x

)
e Ψ(tv, x) = Φ(zk(tv, x), x) (4.2)

para todo x ∈M , k ∈ N e t ∈ [k/2N , (k + 1)/2N ].
Isto permite de�nir a aplicação contínua p : Rd ×M → Rd dada por

p(t · v, x) =

{
z(t · v, x), if t ∈ [0, 1/2N ], v ∈ Sd−1

zk(t · v, x), if t ∈
[
k/2N , (k + 1)/2N

]
, v ∈ Sd−1, k ∈ N .

A continuidade de p segue da relação (4.2) e Lema 4.3.3. Ademais, como v ∈ Sd−1 pode
ser escolhido arbitrariamente, os Lemas 4.3.3 e 4.3.4 implicam que p satisfaz Ψ(t · v, x) =
Φ(p(t · v, x), x) para todo x ∈M , t ∈ R, v ∈ Sd−1.

Para provar a unicidade da reparametrização p, assuma que existem reparametrizações
contínuas p1, p2 : Rd×M → Rd que estendem z e são tais que Φ(p1(u, x), x) = Ψ(u, x) =
Φ(p2(u, x), x) para qualquer (u, x) ∈ Rd ×M . Fixado x ∈ M , seja αx(u) = p1(u, x) −
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p2(u, x). Observe que α−1
x (0) ⊃ Bµ(0) e, consequentemente, α−1

x (0) 6= ∅. Ademais, como
αx é contínua, α−1

x (0) é um subconjunto fechado de Rd.
A�rmação: α−1

x (0) = Rd. Se α−1
x (0) 6= Rd, existiria um vector unitário v ∈ Sd−1 e

t0 = sup{t > 0 : t · v ∈ α−1
x (0)} < ∞. Como α−1

x (0) é um subconjunto fechado,
então t0 · v ∈ α−1

x (0). Pela discussão anterior, considerando x
′

= Ψ(p1(t0 · v, x), x) (=
Ψ(p2(t0 ·v, x), x)), segue que αx′ é identicamente nula em Bµ(0). αx é identicamente nula
em {t · v : t ∈ [0, t0 + µ]}, o que contradiz a maximalidade de t0. Isto prova a a�rmação
e a unicidade da reparametrização.

Lema 4.3.5. Se p é a reparametrização dada pelo lema 4.3.4, então p é invariante ao
longo das órbitas de Φ, isto é, p(v, x) = p(v, Φ(u, x)) para todo u, v ∈ Rd e x ∈M .

Demonstração. Seguindo os argumentos do Lema 3.3.4, é possível provar que Φ(p(v +
u, x), x) = Φ(p(v, x) + p(u, x), x) para todo u, v ∈ Rd e x ∈ M . A unicidade de p
implica que

p(v + u, x) = p(v, x) + p(u, x) para todo u, v ∈ Rd e x ∈M (4.3)

Por (4.3) e continuidade de p, segue que existe uma aplicação contínua M 3 x 7→ A(x) ∈
Md(R) tal que p(v, x) = A(x) · v para todo x ∈M e v ∈ Rd. Com isto, o teorema D está
provado.

No restante desta Seção provaremos uma caracterização geométrica da
reparametrização linear obtida no Teorema D.

Lema 4.3.6. Seja Φ : Rd×M →M uma ação de classe C1 expansiva e localmente livre e
seja Ψ ∈ Z1(Φ) tal que Ψ(v, x) = Φ(A(x)v, x) para todo v ∈ Rd e x ∈M . Considerando

os campos vetoriais Xi(·) =
dΦ(tei, ·)

dt
|t=0 and Yi(·) =

dΨ(tei, ·)
dt

|t=0 para todo 1 ≤ i ≤ d,

para cada x ∈M a aplicação linear A(x) é dada pela matriz de representação dos vetores
(Yi(x))1≤i≤d em termos da base (Xi(x))1≤i≤d.

Demonstração. A homogeneidade assegura que os campos vetoriais X1, · · · , Xd são
linearmente independentes. Fixado x ∈ M , por uma mudança de coordenadas, assuma
sem perda de generadidade que Φ é localmente uma Rd-ação em um subconjunto aberto
de Rn (n = dimM) e que Xi(z) = ei para todo 1 ≤ i ≤ d (< n). Ademais, o Lema
4.3.1 garante a existência de uma vizinhança aberta Vx ⊂ M de x, e uma mudança de
coordenadas h : Vx → h(Vx) ⊂ Rn tal que Xi = h−1

∗ ei para todo 1 ≤ i ≤ d. Também
denotando por Φ a ação induzida em hx(V ), segue que

Φ(v, z) = z +
d∑
i=1

vi ·Xi

para todo z = h(x) ∈ Rd e todo (vi)1≤i≤d tal que Φ(v, z) está em h(Vx). Reduzindo Vx se
necessário, seja δ > 0 tal que h(Vx) = (−δ, δ)d.
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O primeiro passo na prova do Teorema D implica que as órbitas da ação Φ são �xadas
por qualquer elemento Ψ ∈ Z1(Φ). Ademais, como Φ restrita a cada uma de suas órbitas
é gerada por d campos vetoriais constantes Xi(z) = ei (1 ≤ i ≤ d), Φ age (localmente)
em cada uma de suas órbitas como um grupo de translações em Rd. Além disso, nas
coordenadas linearizadas, a órbita (local) de z ∈ h(Vx) é F(z) = {w ∈ (−d, d)n : w =
z + t ei para algum 1 ≤ i ≤ d e t ∈ R}. Com isto, para qualquer vetor de translação
g ∈ F(z) ' Rd su�cientemente pequeno dado, existe um vetor u = ug tal que Φ(ug, z) =
z+ g. Consequentemente, para todo z ∈ (−d, d)n, Ψ|F (z) comuta com todas as tranlações
locais em F(z).

Nestas coordenadas linearizadas a ação Ψ ∈ Z1(Φ) também age por um grupo
de translações ao longo da órbita F(z). Como F(z) ' (−d, d)n ⊂ Rn, isto é uma
consequência imediata da seguinte

A�rmação: Se uma aplicação f : Rd → Rd de classe C1 comuta com todas as translações
em Rd, então f é também uma translação em Rd.

Prova da a�rmação: Escrevendo f em termos de suas funções coordenadas

f(x1, x2, · · · , xd) = (f1(x1, x2, · · · , xd), · · · , fd(x1, x2, · · · , xd))

para (x1, x2, · · · , xd) ∈ Rd, como f comuta com todas as translações da forma x + λ ej,
para x = (x1, x2, · · · , xd), λ ∈ R e {e1, · · · , ed} denotando a base canônica de Rd, então
f(x+ λ ej) = f(x) + λ ej. Analizando cada coordenada separadamente, isto signi�ca que

fi(x+ λ ej) = fi(x) + λ δij, onde δij é o delta de Kroneker dado por δij =

{
1, se i = j
0, se i 6= j

.

Com isto,
∂fi
∂xj

(x) = lim
λ→0

fi(x+ λ ej)− fi(x)

λ
= δij.

Consequentemente, fi(x) = xi + ri para ri = fi(0) ∈ R. Isto garante que
f(x1, x2, · · · , xd) = (x1, x2, · · · , xd) + (r1, r2, · · · , rd) é uma translação, o que completa
a prova da a�rmação.

Agora, podemos concluir a prova do Lema. A a�rmação prévia implica que Ψ(u, y)
é uma translação para todo (u, y) ∈ U . Em particular, se {u1, · · · , ud} é uma base de
Rd, os �uxos (Ψt·ui)t∈R são �uxos de translações. Ademais, pela propriedade de grupo de
(Ψt·ui)t∈R, existe um vetor wi tal que Ψt·ui(x) = x+ t wi e consequentemnete os d campos
vetoriais Y1, Y2, · · · , Yd que de�nem Ψ são constantes. Assim, em U é possível escrever

Y1 = a11X1 + a21X2 + · · ·+ ad1Xd

Y2 = a12X1 + a22X2 + · · ·+ ad2Xd
...

Yd = a1dX1 + a2dX2 + · · ·+ addXd

.

Seja A =


a11 a12 · · · a1d

a21 a22 · · · a2d
...

...
. . .

...
ad1 ad2 · · · add

. Se v =
d∑
i=1

riYi ∈ Rd escrito como combinação linear
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dos vetores (Yi)1≤i≤d, então

Ψ(v, z) = z +
d∑
j=1

rjYj

= z +
d∑
j=1

rj

[ d∑
i=1

aijXi

]
= z +

d∑
i=1

[ d∑
j=1

rj aij

]
·Xi

= z + Av

= Φ(Av, z)

para todo z ∈ U , provando que A(x) = Dh(x)−1 ·A·Dh(x), onde A é a matriz de mudança
de coordenadas que determina a ação Ψ como reparametrização da ação Φ. Isto termina
a prova do Lema 4.3.6.

4.4 Trivialidade do centralizador de ações Anosov

Nesta Seção provaremos o Corolário 5. Seja M uma variedade riemanniana compacta e
seja Φ : Rd×M →M uma Ação Anosov. Como extensão de [34], provaremos que Z1(Φ)
é quase-trivial. Para isto, introduziremos a seguir alguma terminologia.

Seja G um grupo de Lie conexo. Uma ação Φ : G × M → M é Anosov ela for
localmente livre e além disto, existir g ∈ G tal que f = Φg é normalmente hiperbólico
com respeito a folheação de M por órbitas de Φ, isto é,

TM = Eu ⊕ TF ⊕ Es,

com Df(Eu) = Eu, D(F) = F , Df(Eu) = Eu e para cada x ∈M ,

max

{
||Dfn(x)|Es

x
||, ||Df−n(x)|Eu

x
||,
||Dfn(x)|Es

x
||

m(Dfn(x)|TxF )
,
||Dfn(x)|TxF ||
m(Dfn(x)|Eu

x
)

}
< Ce−λn,

onde m( · ) é a co-norma do operador.

Uma plaquação de F resulta de uma escolha de um número �nito de caixas de

folheações locais ϕ : Dd × Dm−d ⊂ Rm → M tal que ϕ
(

1

2
Dd × 1

2
Dm−d

)
cobre M .

para cada y ∈ v, ϕ
(
Dd × {y}

)
é dito ser uma placa de P .

Uma δ-pseudo órbita de um difeomor�smo f é uma sequência bi-in�nita de pontos
(xn)n∈Z tal que d(f(xn), xn+1) < δ para todo n ∈ Z. Uma δ-pseudo órbita (xn) é
compatível com a plaquação P se f(xn) e xn+1 sempre pertencem a uma mesma placa de
P .
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Uma folheação f -invariante é expansiva por placas se existir uma plaquação P de F
e um δ > 0 tal que qualquer duas δ-pseudo-órbitas (xn) e (yn) de f , com respeito a P e
mutuamente δ-sombreadas, isto é, d(xn, yn) < δ para todo n ∈ Z, necessariamente xn e
yn pertencem as mesmas placas de P para todo n ∈ Z.

Uma questão fundamental que surge é saber quando um difeomor�smo normalmente
hiperbólico é expansivo por placas. Neste sentido há uma resposta a�rmativa a esta
questão para o caso C1 (vide [32], Theorem 7.2, p. 119). Como consequência deste fato,
temos o seguinte

Lema 4.4.1. Toda Rd-ação Anosov Φ em uma uma variedade riemanniana compacta M
é cinemática-expansiva.

Demonstração. Provavelmente, este seja um fato conhecido, mas não o encontramos na
Literatura. Seja F a folheação em M pelas órbitas de Φ. Nestas condições, existe
v ∈ Rd tal que o difeomor�smo Φv é um elemento Anosov, e portanto normalmente
hiperbólico. Seja δ > 0 dado pela plaque-expansividade de (Φv,F). Dado ε > 0, seja
δ = min{ε, δ} > 0 e suponha que x, y ∈ M satisfazem d(Φu(x),Φu(y)) < δ para todo
u ∈ Rd. Em particular, as órbitas de x e y pelo difeomor�smo Φv diferem por no máximo
δ, já que d(Φnv(x),Φnv(y)) < δ ≤ δ para todo n ∈ Z). Ademais, a plaque-expansividade
implica que y ∈ F(x). Isto prova que y está na órbita de x por Φ e que d(x, y) < ε.
Consequentemente, existe um vetor w ∈ Rd tal que ||w|| < ε e y = Φw(x), e portanto a
ação Φ : Rd ×M →M é cinemático-expansiva.

Finalmente, via o mesmo argumento utilizado na prova do Teorema D, o fato que
uma Rd-ação Anosov Φ em uma uma variedade riemanniana compacta M é cinemática-
expansiva implica que Z1(Φ) é quase-trivial.



Capı́tulo 5
A conjectura de Smale para �uxos
C1-conservativos e C2-hamiltonianos

Neste capítulo, M denotará uma variedade riemanniana compacta e conexa com métrica
〈 · , · 〉x. O estudo deste capítulo da tese versa sobre o centralizador de �uxos associados a
campos de vetores C1-genéricos em dois contextos importantes: o dos �uxos conservativos
e o dos �uxos Hamiltonianos.

5.1 Trivialidade do centralizador de campos

conservativos C1-genéricos

Seja M uma variedade riemanniana de dimensão n com uma forma de volume ω e seja
µ a medida de Lebesgue associada a ω. Um campo vetorial X : M → TM (ou o �uxo

associado) é conservativo se o laplaciano ∇ ·X =
n∑
i=1

∂X

∂xi
= 0 ou equivalentemente, se a

medida µ é invariante para o �uxo associado (Xt)t. Denotaremos por Xr
µ(M) o conjunto

dos campos vetoriais de classe Cr em M e que são conservativos com respeito a uma
medida de volume µ.

Para cada X ∈ Xr
µ(M), de�ne-se o centralizador (conservativo) de X como sendo

Zrµ(X) = {Y ∈ Xr
µ(M) : [X, Y ] = 0} = Zr(X) ∩ Xr

µ(M).

Exemplo 5.1.1. Considere o centro linear em R2 dado por X(x, y) = (−y, x), ou o �uxo

associado (Xt)t, dado por xt =

(
cos(t) −sen(t)
sen(t) cos(t)

)
para todo t ∈ R, como no Exemplo

2.4.6.

Este campo X é conservativo, visto que ∇ · X =
∂(−y)

∂x
+
∂x

∂y
= 0 e neste caso, se

Y ∈ Z1
µ(X), os �uxos associados satisfazem Xt ◦ Ys = Ys ◦ Xt para todo t, s ∈ R e com
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isto, toda rotação por algum Xt de qualquer órbita OY (x, y) de um ponto (x, y) ∈ R2 com
respeito a Y é também uma órbita de Y .

Supondo por absurdo que existe (x0, y0) ∈ R2 tal que X(x0, y0) e Y (x0, y0) não são
colineares, trocando Y por −Y se necessário, Yt(x0, y0) ∈ {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 <
x2

0 + y2
0} para todo t > 0 pois se Yt(x0, y0) intesectasse o círculo {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 =

x2
0 + y2

0} para algum t > 0 em um ponto (x1, y1), necessariamente o faria numa direção
distinta de Y (x1, y1). Com isto, o Teorema de Poincaré-Bendixson (vide [58]) é aplicável,
revelando que o conjunto ω-limite de OY (x0, y0) ou é um ponto singular, ou é uma órbita
periódica ou é um conjunto constituído por singularidades e órbitas regulares que tendem
a singularidades quando t→ ±∞.

Se ωY (x0, y0) é uma singularidade (x̃, ỹ), pela comutatividade de X e Y , cada ponto
de OX(x̃, ỹ) é uma singularidade de Y e qualquer ponto na região compacta limitada
por OX((x0, y0)) e OX(x̃, ỹ) converge para algum ponto da órbita circular OX((x0, y0)) e
portanto o campo Y não é conservativo. Logo este caso não pode ocorrer.

Se ωY (x0, y0) é uma órbita periódica, então ela também deve ser uma órbita periódica
de X, pois do contrário, pela comutatividade de X e Y , Xt(ωY (x0, y0)) = ωY (Xt(x0, y0)),
de modo que, para t 6= 0 su�cientemente pequeno, ωY (x0, y0) e Xt(ωY (x0, y0)) seriam duas
órbitas periódicas distintas de Y e que se intersectariam. Por outro lado, a comutatividade
de X e Y também implica que para qualquer ponto (x y) na região compacta limitada pelos
círculos {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = x2

0 + y2
0} e ωY (x0, y0), ωY (x, y) = ωY (x0, y0), o que

contraria a hipótese que X é conservativo e portanto este caso não pode ocorrer.

Se ωY (x0, y0) é um conjunto constituído por singularidades e órbitas regulares que
tendem as singularidades quando t → ±∞, análogo ao caso anterior, a comutatividade
de X e Y implica que para t 6= 0 su�cientemente pequeno, órbitas regulares distintas de
ωY (x0, y0) e Xt(ωY (x0, y0)) se intersectariam, o que é absurdo. Logo este caso não pode
ocorrer.

Noutras palavras, qualquer Y ∈ Z1
µ(X) é pontualmente colinear a X e portanto existe

h : R2 → R tal que Y (x) = h(x) ·X(x) para todo x ∈ R2 e X(h) = −y∂h
∂x

+ x
∂h

∂y
= 0.

Neste trabalho, dentre as aplicações do Teorema A, segue a trivialidade de Z1
µ(X) para

campos conservativos C1-genéricos X de�nidos em variedades riemannianas compactas.
Mais precisamente,

Teorema F. Seja M uma variedade riemanniana compacta. Existe um residual R ⊂
X1
µ(M) tal que se X ∈ R, então Z1

µ(X) é trivial.

Demonstração. Bessa [10] provou que existe um residual R1 ⊂ X1
µ(M) tal que se X ∈ R1,

existe um ponto p ∈ Crit(X) cuja classe homoclínica associada é densa em M . Mais
ainda, neste mesmo artigo ele também provou ([10], Lemma 2.2) que existe um residual
R2 ⊂ X1

µ(M) tal que se X ∈ R2, para quaisquer p, q ∈ Per(X) em órbitas periódicas

distintas de X,
π(x)

π(y)
∈ R \ Q, onde π(x) e π(y) denotam os períodos de x e de y,

respectivamente.
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Com isto, seja R = R1 ∩ R2, residual em X1
µ(M). O Teorema de Birkho�-Smale

estabelece que qualquer classe homoclinica não-vazia admite uma órbita densa (na verdade
ela é topologicamente transitiva) e contém um subconjunto denso de órbitas periodicas
hiperbólicas. Para uma demonstração da densidade das órbitas periódicas hiperbólicas e
transitividade topológica da classe homoclínica, vide [61] ou [69] (p. 260, Theorem 4.5),
e [5] (Lemma 2.18), respectivamente.

Assim sendo, todo X ∈ R satisfaz as hipóteses do Teorema A e com isto o Teorema
F está provado.

OBS: Na verdade, o mesmo raciocínio utilizado na prova do Teorema F mostra que para
qualquer campoX no residualR como descrito na referida prova, o centralizador Z1(X) =
Z1
µ(X) = {c ·X : c ∈ R}.

5.2 Trivialidade do centralizador de hamiltonianos C2-

genéricos

Esta Seção é dedicada a prova do Teorema G (p. 73) sobre centralizadores de campos
hamiltonianos, como descritos na Subseção 5.2.1.

Considerando a Proposição 5.2.3, Proposição 5.2.4 e o Teorema de Noether
5.2.10, neste trabalho o centralizador de campos hamiltonianos será determinado como
apresentado na De�nição 5.2.11.

5.2.1 Uma introdução ao formalismo hamiltoniano

Hamiltonianos em R2n

Uma estrutura simplética em Rk é uma forma bilinear antissimétrica não degenerada

ω(u, v) =
n∑
i=1

ωij ui vj. Isto signi�ca que ω é tal que

1. antissimetria] : Para todo v, w ∈ Rk, ω(v, w) = −ω(w, v),

2. não-degenerada: Para todo v ∈ Rk, se ω(v, w) = 0 para todo w ∈ Rk, então v = 0.

Fixada uma base {e1, · · · , ek} de Rk, a forma simplética �ca unicamente determinada
por uma matriz J = (ωij), onde ωij = ω(ei, ej). Esta matriz é antissimétrica e não
degenerada, o que implica que k, a dimensão do espaço vetorial simplético (Rk, ω) é par,
pois det(J) = det(JT ) = det(−J) = (−1)kdet(J), do que segue que det(Ω) 6= 0 se e
somente se k = 2n é par, neste caso.

No espaço euclidiano simplético (R2n, ω) existe uma base {e1, · · · , en, f1, · · · , fn},

denominada canônica ou simplética, relativo a qual J =

[
0 Id
−Id 0

]
, onde Id = Idn é
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a matriz identidade de Rn. Noutras palavras, isto signi�ca que ω(ei, ej) = 0 = ω(fi, fj)
e ω(ei, fj) = δij para todo 1 ≤ i, j ≤ n. Um hamiltoniano em R2n é um sistema de 2n
equações diferenciais ordinárias da forma

ṗi = −∂H
∂qi

(p, q)

q̇i =
∂H

∂pi
(p, q)

, 1 ≤ i ≤ n,

ou abreviadamente, ż = J ·∇H(z), onde J =

[
0 Id
−Id 0

]
, Id = Idn é a matriz identidade

de Rn.

Hamiltonianos em variedades simpléticas

Seja M uma variedade e ω uma 2-forma em M . O par (M, ω) é uma variedade
simplética se a forma ω satisfaz

1. dω = 0,

2. Para cada p ∈ M , (TpM, ωp) é um espaço vetorial simplético. Em particular,
variedades simpléticas têm dimensão par.

De�nição 5.2.1. Seja (M, ω) uma variedade simplética e H ∈ C2(M, R). O único campo
vetorial XH ∈ X1(M) tal que

ω(XH(x), v) = DH(x) · v

para todo x ∈M e para todo v ∈ TxM denomina-se campo hamiltoniano associado a H.

5.2.2 Colchete de Poisson

Algumas propriedades importantes dos sistemas hamiltonianos podem ser formuladas em
termos do colchete de Poisson, que apresentaremos a seguir.

De�nição 5.2.2. Dadas F, G ∈ Cr(M, R), de�ne-se o Colchete de Poisson como sendo
a aplicação { · , · } : Cr(M, R) × Cr(M, R) → Cr−1(M, R) que a cada par de funções
F, G ∈ Cr(M, R) associa a função {F, G} ∈ Cr−1(M, R) dada por qualquer uma das
seguintes expressões equivalentes:

{F, G} = ω(XF , XG) = dF (XG) = XG(F ),

onde XG(F ) consiste na avaliação de F pelo campo XG, conforme Subsecção 1.1.2 (para
mais detalhes sobre estas equivalências, vide Lee [40]).
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Em particular, {F, G} = 0 se e somente se F é constante ao longo de (X t
G)t, o �uxo

hamiltoniano associado a G, isto é, F é uma integral primeira para (X t
G)t e vice-versa.

Proposição 5.2.3. Para quaisquer F, G, H ∈ Cr(M, R) e c ∈ R, vale as seguintes

1. Bilinearidade: {F + c · G, H} = {F, H} + c · {G, H} e análogo com a outra
coordenada,

2. Antissimetria: {F, G} = −{G, F},

3. Regra de Leibniz: d(FG)(XH) = {F G, H} = F {G, H}+G {F, H} = F dG(XH)+
GdF (XH),

4. Identidade de Jacobi: {F, {G, H}}+ {G, {H, F}}+ {H, {F, G}} = 0,

5. X{F,G} = −[XF , XG].

Demonstração. Vide [40], Proposition 18.25.

De todos os espaços Cr(M, R), r ∈ N ∪ {∞}, C∞(M, R) é o único no qual { · , · }
de�ne uma operação, no sentido que se F,G ∈ C∞(M, R), então {F, G} ∈ C∞(M, R).
Com isto, a Proposição 5.2.3 estabelece que a aplicação ψ : (C∞(M, R), +, { , }) →
(X∞(M), +, [ , ]) que a cada H ∈ C∞(M, R) associa o campo ψ(H) = XH ∈ X∞(M) é
um homomor�smo e consequentemente, Im(ψ) = {campos hamiltonianos em X∞(M)}
constituem uma sub-álgebra de Lie de X∞(M) que é topologicamente fechada.

Também, [XF , XG] = 0 se e somente se {F, G} = c constante. O caso particular em
que c = 0 é especial como estabelecido na Proposição 5.2.4 a seguir. Juntamente com o
Teorema de Noether 5.2.10, estes dois conceitos formam as principais motivações para a
introdução do Centralizador de campos Hamiltonianos (De�nição 5.2.11).

Proposição 5.2.4. Sejam F, G, H ∈ Cr(M, R) então

1. F é uma integral primeira de ż = J · ∇H(z) se e somente se {F, H} = 0;

2. H é uma integral primeira de ż = J · ∇H(z);

3. Se F e G são integrais primeiras de ż = J · ∇H(z), então {F, G} também o é.

Demonstração. Vide [45] (Theorem 2, p. 5).

Teorema 5.2.5. [Darboux] Para qualquer ponto de uma variedade simplética M existe
uma vizinhança aberta com coordenadas locais (p1, · · · , pn, q1, · · · , qn), relativo as quais

a estrutura simplética ω de M assume a forma ω =
n∑
i=1

dpi ∧ dqi. Equivalentemente, isto

pode ser reescrito em termos do colchete de Poisson como

{pi, pj} = 0, {qi, qj} = 0, {pi, qj} = δij, 1 ≤ i, j ≤ n.
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Demonstração. Vide [40] ou [35], Theorem 5.5.9.

Moralmente, o Teorema de Darboux estabelece que, localmente, hamiltonianos
de�nidos em variedades simpléticas comportam-se como hamiltonianos em R2n.

Proposição 5.2.6. Em coordenadas canônicas, estabelecidas pelo Teorema de Darboux,
o colchete de Poisson é dado por

{f, g} =
n∑
i=1

∂f

∂xi

∂g

∂yi
− ∂f

∂yi

∂g

∂xi
.

Demonstração. Vide [35], Proposition 5.5.15.

Exemplo 5.2.7. Considere em R2 os campos hamiltonianos X(x, y) = (1, 0) e Y (x, y) =
(0, 1). Mais precisamente, X = XH e Y = XK, onde H, K : R2 → R são dadas
por H(x, y) = x e K(x, y) = y. Observe que XH e XK também induzem campos

hamiltonianos no toro T2 =
R2

Z2
via a projeção natural.

Neste caso,

[XH , XK ] =
2∑
i=1

[
2∑
j=1

(
Yj
∂Xi

∂xj
−Xj

∂Yi
∂xj

)]
∂

∂xi
= 0

visto que todas as derivadas que aparecem na fórmula do Colchete de Lie são nulas neste
caso. Entretanto,

{H, K} =
∂H

∂x

∂K

∂y
− ∂H

∂y

∂K

∂x
= 1 · 1− 0 · 0 = 1 6= 0.

Figura 5.1: Campos do Exemplo 5.2.7.

Observe que estes campos X e Y induzem campos hamiltonianos em T2 =
R2

Z2
, cujo

colchete de Lie é nulo, mas cujo colchete de Poisson é não nulo.
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5.2.3 O Teorema de Noether

Do ponto de vista físico, é relevante o estudo das simetrias da dinâmica determinada por
um hamiltoniano, como veremos a seguir.

De�nição 5.2.8. Se (M, ω, H) é um sistema hamiltoniano, qualquer K ∈ Cr(M, R) que
é constante em cada curva integral de XH é dita ser uma quantidade conservada (integral
primeira) do sistema.

De�nição 5.2.9. Um campo vetorial suave Y em M é dito ser uma simetria in�nitesimal
de (M, ω, H) se ω e H são invariantes por (Yt)t, o �uxo de Y , isto é, H(Yt(x)) = H(x)
(ou Y (H) = 0) e Y ∗t ω = ω para quaisquer t ∈ R e x ∈M .

Pela Proposição 5.2.4, K é uma quantidade conservada do sistem hamiltoniano
(M, ω, H) se e somente se {K, H} = 0.

Uma versão do seguinte resultado foi provada inicialmente por Emmy Noether. O
mesmo teve grande in�uência tanto em físca quanto em matemática por estabelecer
correspondência um-a-um entre quantidades conservadas (módulo constantes) e simetrias
in�nitesimais.

Teorema 5.2.10. [Noether] Seja (M, ω, H) um sistema hamiltoniano. Se K é qualquer
quantidade conservada de XH então o campo hamiltoniano associado a K é uma simetria
in�nitesimal de (M, ω, H). Reciprocamente, se o grupo de cohomologia de De Rham
H1
dR(M) é trivial (isto signi�ca que toda 1-forma fechada em M é também exata), então

toda simetria in�nitesimal de (M, ω, H) é o campo hamiltoniano de uma quantidade
conservada, que é única a menos da adição por uma função que é constante em cada
componente conexa de M .

Demonstração. Vide [40], Theorem 18.27, ou [35], Proposition 5.5.16.

Informalmente, para sistemas hamiltonianos físicos H, o Teorema de Noether diz que

�para cada simetria in�nitesimal de H, corresponde uma lei de conservação física de H�.

Para qualquer sistema hamiltoniano (M, ω, H), H, a hamiltoniana H é uma
quantidade conservada do sistema pois é constante em cada curva integral do campo
hamiltoniano XH associado a ela. Neste caso, a simetria in�nitesimal associada a H é o
campo XH , cujo �uxo corresponde a simetrias pelo tempo (variável t) de (M, ω, H). Do
ponto de vista físico esta simetria trivial corresponde a conservação da energia mecânica.

Além desta, para os hamiltonianos oriundos de sistemas físicos, classicamente, são
importantes a simetria por rotações que corresponde a conservação do momento angular;
e a simetria por translação espacial (na variável x) que corresponde a conservação do
momento linear.
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5.2.4 Centralizador de hamiltonianos

Dado um campo Hamiltoniano XH , o Teorema de Noether 5.2.10 e a Proposição 5.2.4
motivam a consideração das simetrias de XH de�nidas como segue:

De�nição 5.2.11. Seja M uma variedade simplética riemanniana compacta. Para cada
campo vetorial hamiltoniano XH ∈ Xr(M), de�ne-se o centralizador (hamiltoniano) de
XH como sendo

Zrω(XH) = {XK ∈ Xr
ω(M) : {K, H} = 0}.

Comecemos com um exemplo que ilustra a teoria.

Exemplo 5.2.12. Considere o centro linear em R2 dado por X(x, y) = (−y, x), ou

o �uxo associado (Xt)t, dado por xt =

(
cos(t) −sen(t)
sen(t) cos(t)

)
para todo t ∈ R, como

discutido nos Exemplos 2.4.6 e 5.1.1. O argumento utilizado no Exemplo 5.1.1 permite
concluir a quase-trivialidade de Zω(X). Entretanto, este fato também pode seer obtido via
o argumento a seguir:

O campo X = XH é hamiltoniano com hamiltoniano H =
√
x2 + y2. Se Y ∈ Z1

ω(X),
existe K ∈ C2(M, R) tal que Y = XK e neste caso,

0 = {H, K}

=
∂H

∂x

∂K

∂y
− ∂H

∂y

∂K

∂x

=
x√

x2 + y2

∂K

∂y
− y√

x2 + y2

∂K

∂x

=
1√

x2 + y2

〈
(x, y);

(
∂K

∂y
, −∂K

∂x

)〉

do que se conlcui que os vetores (x, y) e

(
∂K

∂y
, −∂K

∂x

)
são ortogonais. mas,(

∂K

∂y
, −∂K

∂x

)
também é ortogonal a ∇K, e por causa disto, os vetores (x, y) e ∇K(x, y)

devem ser colineares. Como o vetor gradiente avaliado em qualquer ponto é sempre
ortogonal ao conjunto de nível que contém tal ponto, segue que as curvas de nível de
K são círculos centrados na origem, como também são as curvas de nível de H.

Com isto, {XH(x), XK(x)} é linearmente dependente para todo x ∈ R2 e do que foi
discutido mo Lema 2.4.10, segue que existe h : R2 → R constante ao longo das órbitas de
XH e tal que XK(x) = h(x) · XH(x) para todo x ∈ R2. Observe que isso não ocorre no
Exemplo 2.4.6.

Lema 5.2.13. [Centralizadores de �uxos hamiltonianos em baixa dimensão] Para todo
campo hamiltoniano XH de classe C1, de�nido numa variedade simplética (M, ω),
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compacta e conexa de dimensão 2, Z1
ω(XH) é quase-trivial, isto é, para qualquer XK ∈

Z1
ω(XH) existe uma aplicação contínua h : M → R que naturalmente depende de K, que

satisfaz XH(h) = 0 e XK(x) = h(x) ·XH(x) para todo x ∈M.

Demonstração. Este lema segue do ítem 1. da Proposição 5.2.4, visto que se XK ∈
Z1
ω(XH), então {H, K} = 0 e com isto, K é uma integral primeira (de classe C2)

para o hamiltoniano XH . Por outro lado, como dim(M) = 2, H e K precisam ter
os mesmos conjuntos de nível neste caso, e por isto existe uma aplicação h : M → R
(dependendo de K), tal que XK(x) = h(x) · XH(x) para todo x ∈ M , inclusive para
as singularidades, pois se σ ∈ Sing(XH) e λ ∈ spect(σ), então −λ, λ, −λ ∈ spect(σ)
(vide [45], Proposition 3.3.1), segue que em dimensão 2, ou spect(σ) = {λ, −λ} com
λ ∈ R (sela), ou spect(σ) = {λ · i, −λ · i} com λ ∈ R (centro), portanto são isoladas e
consequentemente, são singularidades isoladas de qualquer campo em Z1

ω(XH).
Argumentos similares aos que foram utilizados na demonstração do Lema 2.4.10

aplicam-se neste caso, revelando a unicidade de h, sua continuidade e invariância ao
longo de órbitas de XH .

Mais geralmente, em variedades riemannianas compactas e simpléticas de dimensão
superior a 2 vale a seguinte versão do lema 5.2.13:

Teorema G. Seja M variedade riemanniana compacta e simplética de dimensão par
d ≥ 4. Existe um conjunto residual R ⊂ C2(M,R) e, para cada H ∈ R existe um conjunto
residual RH ⊂ R tal que a propriedade seguinte vale: se e ∈ RH , então o centralizador do
�uxo Hamiltoniano (X t

H)t é trivial em cada componente conexa EH,e ⊂ H−1(e). Noutras
palavras, Z1

ω(XH) é quase-trivial.

5.2.5 Prova da trivialidade do centralizador de Hamiltonianos C2-

genéricos

A prova do Teorema G que apresentaremos a seguir é, num certo sentido, similar a prova
do Teorema F.

Demonstração. Seja KS ⊂ C2(M,R), M variedade de dimensão maior do que 2, o C2-
residual de hamiltonianos que satisfazem a condição de of Kupka-Smale, apresentado
em [65] (Theorem 1), isto é, para todo H ∈ KS todas as órbitas fechadas de XH ou
são hiperbólicas, ou são elípticas. Pelo Teorema do ponto �xo de Birkho� (vide [48],
Proposition 3.1, Corollary 3.2 e �6), as órbitas hiperbólicas em M são densas.

Robinson [65] (Theorem 5) apresenta a versão para campos hamiltonianos do General
Density Theorem que a�rma a existência de um residual P ⊂ C2(M, R) e residual F ⊂ R
tal que se H ∈ P , e ∈ F e H−1(e) 6= ∅, então o campo hamiltoniano associado XH é tal
que Crit(XH |H−1(e)) = Ω

(
XH |H−1(e)

)
, o conjunto dos pontos não-errantes de XH |H−1(e).

Em [13], os autores provam a existência de um residual R ⊂ C2(M,R) tal que para
qualquer H ∈ R existe um residual, (resp. subcontjunto de medida de Lebesgue total) E
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de níveis de energia regulares em H(M) ⊂ R tal que para cada e ∈ E a restrição do �uxo
(ϕHt )t a cada componente conexa EH,e do nível H−1(e) é transitiva.

Em KS ∩ P ∩ R, a densidade das órbitas periódicas hiperbolicas e o fato que as
que tiverem o mesmo período necessariamente são isoladas entre si, garante, como no
critério para a trivialidade do centralizador, que para cada XK ∈ Z1

ω(XH) existe uma
aplicação contínua h : M \ Sing(XH) → R tal que XK(x) = h(x) · XH(x) para todo
x ∈M \ Sing(XH) e invariante ao longo das órbitas regulares de XH .

Agora, considerando a restrição do �uxo (ϕHt )t a uma componente conexa transitiva
EH,e do nível H−1(e), a transitividade garante que h é constante nos pontos regulares
EH,e e portanto pode seer continuamente estendida as singularidades de H,e, caso existam.
Por outro lado, pela continuidade de h e o fato que o conjunto dos níveis de energia
cujas componentes conexas são transitivas é residual, segue que h é constante em cada
componente EH,e de H−1(e). Noutras palavras, o centralizador do �uxo hamiltoniano
(X t

H)t restrito a cada componente conexa EH, e de H−1(e), H ∈ KS ∩ P ∩R, é trivial.

OBS: Na verdade, o mesmo raciocínio utilizado na prova do Teorema G mostra que
para qualquer campo X no residual R como descrito na referida prova, o centralizador
Z1(XH) = Z1

ω(XH).



Capı́tulo 6
Perspectivas futuras

Neste Capítulo será apresentado algumas questões relacionadas ao conteudo deste trabalho
e que poderão ser, futuramente, desenvolvidas sob a forma de pesquisa.

6.1 A conjectura de Smale para outras classes de �uxos

O problema de Smale, assunto desta Tese, questiona se a maioria dos sistemas dinâmicos
têm centralizador trivial. A determinação do centralizador ou a veri�cação da conjectura
de Smale para o centralizador pode, a priori, ser feita em qualquer classe de sistemas
dinâmicos, sejam eles difeomor�smos, �uxos ou ações de grupos em geral, que apresentem
propriedades que possibilitem tal veri�cação. Algumas questões naturais que surgem após
os trabalhos desenvolvidos nesta tese sãoas seguintes:

1. Genericamente, �uxos de classe C1 em variedades compactas têm centralizador
trivial?

2. Genericamente, �uxos parcialmente hiperbólicos de classe Cr em variedades
compactas têm centralizador quase-trivial?

3. Genericamente, �uxos de Reeb têm centralizador quase-trivial?

4. Existe aberto e denso de difeomor�smos em Diff r(M), onde r ≥ 2 e M é uma
variedade bidimensional compacta, cujos elementos têm centralizador trivial?

Esperamos que as respostas as questões anteriores sejam a�rmativas. Em particular,
uma resposta a�rmativa a questãovelmente 1 provavelmente possa ser obtida pelo método
de distorção ilimitada de Bonatti-Crovisier-Wilkinson [16], para lidar com o conjunto
errante.
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6.2 Ações expansivas

Também, considerado o conteúdo desenvolvido no Capítulo 4 sobre ações expansivas, no
qual mostramos a quase-trivialidade do centralizador de ações expansivas segundo Bowen
que são localmente livres e também que, como no caso unidimensional, uma ação de Zd
irredutível de�nida numa variedade compacta é expansiva se e somente se a sua suspensão
é uma ação de Rd Bowen-expansiva, algumas questões sobre as noções expansividade para
ações são naturais. Por exemplo,

1. Considerado o resultado de Paternain [62] sobre o crescimento exponencial do grupo
fundamental de uma variedade tridimensional compacta e conexa que suporta �uxos
C-expansivos, Será que se uma variedade d + 2-dimensional M que é compacta
e conexa e que suporta uma ação de Rd Bowen-expansiva (não necessariamente
localmente livre), conforme de�nição 4.1.1, então o grupo fundamental π(M) tem
crescimento exponencial?

2. Considerado que para �uxos de�nidos em variedades diferenciáveis, as noções de
C-expansividade e K-expansividade são equivalentes ([5], Proposition 2.12), será
que para ações de Rd em variedades compactas, as noções de C-expansividade e
K-expansividade para ações de Rd localmente livres também coincidem?

Ademais, em termos do centralizador, é também natural questionar se o Teorema D e
seu Corolário 5 continuam válidos noutros contextos. De referir,

1. É possível estabelecer uma versão do Teorema D para ações expansivas de R2 em
variedades compactas tridimensionais que não sejam localmente livres?

2. O Corolário 5 generaliza-se para ações Anosov de grupos de Lie em variedades
compactas?
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