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Sumidouros Hiperbólicos Singulares
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Matemática.

Orientador: . Prof. Dr. Vitor Domingos Mar-

tins de Araújo
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Resumo

Neste trabalho obtemos uma cota superior para a taxa exponencial de grandes

desvios para observáveis cont́ınuos em semifluxos de suspensão sobre uma base unidi-

mensional não-uniformemente expansora com singularidades não-flat ou descontinuidades,

onde a função teto que define a suspensão se comporta como o logaritmo da distância

para o conjunto singular/descont́ınuo da aplicação base. Para obtermos tal cota, mos-

tramos que a transformação da base apresenta recorrência exponencialmente lenta para

o conjunto descont́ınuo. Os resultados são aplicados, em particular, para semifluxos que

modelam sumidouros hiperbólicos singulares em variedades tridimensionais não necessa-

riamente transitivos. Como corolários obtemos taxas de escape de subconjuntos destes

sumidouros sem medida total e resultado de existência de medida f́ısica para classes de

transformações do intervalo expansoras por pedaços com singularidades.

Palavras chaves: Sumidouro, atrator, conjunto hiuperbólico-singular, grandes desvios,

aproximação exponencialmente lenta, transformações expansoras por pedaços com singu-

laridades.



Abstract

We obtain a exponential large deviation upper bound for continuous observables

on suspension semiflows over a non-uniformly expanding base transformation with non-

flat singularities or criticalities, where the roof function defining the suspension behaves

like the logarithm of the distance to the singular/discontinuous set of the base map.

To obtain this upper bound, we show that the base transformation exhibits exponential

slow recurrence to the singular set. The results are applicable in particular to semiflows

modeling singular-hyperbolic attracting sets of three-dimensional flows. As corollary of

the methods we obtain result on the existence of physical measure for classes of piecewise

expanding maps of the interval with singularities. We are also able to obtain exponentially

fast escape rates from subsets without full measure.

Keywords: Attracting set, attractor, singular-hyperbolic set, large deviations, exponen-

tially slow approximation, piecewise expanding transformation with singularities.
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2.4.1 Número finito de faixas no domı́nio da aplicação global de Poincaré 40
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das singularidades 43

3.1 Propriedades da aplicação unidimensional f . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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4.1 Cota superior para grandes desvios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
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Introdução

Um dos conceitos mais importantes em Sistemas Dinâmicos é a noção de medida

f́ısica (SRB) para um fluxo ou transformação. Diz-se que uma medida de probabilidade

invariante µ para um fluxo X t em uma variedade compacta é f́ısica se o conjunto de pontos

z tais que, para toda função cont́ınua ψ

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

ψ(Xs(z))ds =

∫
ψdµ,

tem medida de Lebesgue positiva no espaço ambiente. Equivalentemente, definimos bacia

de uma probabilidade invariante µ como sendo o subconjunto de pontos z ∈ M tais que

lim
n→∞

1

t

∫ t

0

δ(Xj(z)) = µ na topologia fraca* e uma medida f́ısica é aquela cuja bacia tem

volume positivo.

Dos primeiros trabalhos sobre existência de medidas f́ısicas destacamos os traba-

lhos de Sinai, Ruelle e Bowen, em [29, 30, 47, 48, 53], nos quais é provada a existência

dessas medidas para difeomorfismos e fluxos uniformemente hiperbólicos. Mais recente-

mente, Alves, Bonatti e Viana, em [5], mostraram existência para difeomorfismos par-

cialmente hiperbólicos e aplicações não-uniformemente expansoras. E, mais próximo do

nosso contexto, destacamos o trabalho de Araújo, Paćıfico, Pujals e Viana ([15]) que

prova a existência para atratores hiperbólicos singulares em dimensão três. Tais medi-

das para aplicações e fluxos não uniformemente hiperbólicos foram obtidas recentemente

[44, 32, 25, 26, 8, 5].

Mostrado que estas medidas existem, é natural considerar a taxa de convergência

das médias temporais para a média espacial. Essa taxa pode ser medida pelo volume do

subconjunto de pontos cujas médias temporais estão afastadas da média espacial por uma

quantidade fixada, até certo tempo de evolução. Precisamente, se fixarmos ε > 0, uma

margem de erro, e considerarmos o conjunto

BT =

{
x :

∣∣∣∣ 1

T

∫ T

0

ψ(Xs(x))ds−
∫
ψdµ

∣∣∣∣ > ε

}
,

procuramos condições sob as quais a sua medida de Lebesgue decai exponencialmente

rápido, isto é, se existem constantes C, ξ > 0 tais que

1
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Leb(BT ) ≤ Ce−ξT , para todo T > 0.

Esta taxa está relacionada com o formalismo termodinâmico, primeirodesenvol-

vido para difeomorfismos uniformemente hiperbólicos por Bowen, Ruelle e Sinai (veja

por exemplo [29, 30, 49, 50, 33, 28, 44], entre outros). Estes autores estudaram siste-

maticamente a construção e propriedades de medidas f́ısicas para difeomorfismos e fluxos

hiperbólicos. As propriedades estat́ısticas de medidas f́ısicas são um objeto de intenso

estudo, veja por exemplo [30, 40, 54, 55, 27, 3, 4, 7, 35, 18, 12]. A principal ideia por

trás destes esforços é que a famı́lia {ψ ◦X t}t>0, assintoticamente, comporta-se em muitos

aspectos como uma variável aleatória i.i.d..

0.1 Resultados Principais

O estudo dos fluxos de suspensão é motivado pela modelagem de um fluxo que

admite uma seção-transversal global. Tal fluxo é equivalente a um semifluxo de suspensão

sobre a aplicação de retorno de Poincaré para a seção transversal com função teto dada

pela função tempo de retorno para os pontos da seção. Isto é uma das principais ferra-

mentas técnicas na teoria ergódica de fluxos Axiomas A (ou uniformemente hiperbólicos)

desenvolvidas por Bowen e Ruelle [30], permitindo passar deste tipo de fluxo para um

fluxo de suspensão sobre um shift com número finito de śımbolos e função teto limitada.

Então, as propriedades da transformação base são usados para deduzir muitos resultados

para o fluxo de suspensão, que são então passados para o fluxo original.

Em [13], Araújo obteve uma cota superior de grandes desvios exponencial para

observáveis cont́ınuos em semifluxos de suspensão sobre uma transfrmação base não uni-

formemente expansora com singularidades não-flat ou criticalidades, onde a função teto

que define a suspensão comporta-se como a distância logaritmica para o conjunto sin-

gular/cŕıtico da transformação base. Estendemos aqui este resultado de grandes desvios

para a medida de volume obtido para atratores geométricos de Lorenz, provando o mesmo

para sumidouros hiperbólicos-singulares em variedades tridimensionais sem assumir tran-

sitividade. Isto nos obrigou a, primeiro, generalizar a construção de uma aplicação global

de Poincaré obtida em [15] via seções adaptadas do fluxo, constrúıdas agora sem assumir

transitividade; segundo, a lidar com a posśıvel existência de diversas medidas f́ısicas, em

número finito, cujas combinações lineares convexas formam o conjunto denotado por E
de todos os estados de equiĺıbrio destes conjuntos em relação ao potencial dado pelo loga-

ritmo do jacobiano centro-instável do fluxo, e que exigiram uma modificação simples da

redução do conjunto de desvios do fluxo para uma transformação unidimensional.

Finalmente, e tecnicamente mais delicado, generalizamos a prova, dada em [13]
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para uma transformação expansora por pedaços do intervalo com descontinuidades singu-

lares, da recorrência exponencialmente lenta para transformações expansoras por pedaços

com singularidades e descontinuidades. Provamos assim o seguinte resultado:

Teorema A. Seja X t um fluxo em uma variedade tridimensional exibindo um sumidouro

hiperbólico singular com região armadilha U . Denote por Leb a restrição normalizada

da medida de Lebesgue em U e assuma que o sumidouro tem volume zero e todas as

singularidades são do tipo Lorenz. Seja ψ : U → R uma função cont́ınua e limitada,

então para qualquer ε > 0

lim sup
T→∞

1

T
logLeb

{
z ∈ U : inf

µ∈E

∣∣∣∣ 1

T

∫ T

0

ψ(X t(z))dt− µ(ψ)

∣∣∣∣ > ε

}
< 0.

Este resultado nos permite obter informações sobre a taxa de escape de um com-

pacto em U . Precisamente, fixe K ⊂ U um subconjunto compacto. Dado ε > 0 pode-

mos encontrar um conjunto aberto W ⊃ K contido em U e uma função bossa cont́ınua

ϕ : U → R tal que Leb(W\K) < ε com 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ|K ≡ 1 e ϕ|M\W ≡ 0. Então, obtemos

para T > 0

{
z ∈ K : X t(z) ∈ K, 0 < t < T

}
⊂
{
z ∈ U :

1

T

∫ T

0

ϕ(X t(z))dt ≥ 1

}
,

e deduzimos o seguinte, usando o Teorema A:

Corolário B. No mesmo contexto do Teorema A. Seja K um subconjunto compacto de

M tal que infµ∈E µ(K) < 1. Então,

lim sup
T→∞

1

T
logLeb

({
z ∈ K : X t(z) ∈ K, 0 < t < T

})
< 0.

Para provar o Teorema A usamos a propriedade de aproximação exponencial-

mente lenta às singularidades de uma transformação unidimensional, obtida por quoci-

ente sobre folheação uniformemente contrativa da dinâmica de uma certa transformação

de retorno Poincaré a uma famı́lia finita de seções adaptadas.

0.2 Recorrência exponencialmente lenta ao conjunto

de descontinuidades/ singularidades

Nos Caṕıtulos 2 e 3 veremos que para um conjunto aberto e denso de campos

de vetores X de classe C2 tendo um sumidouro hiperbólico singular Λ em uma variedade

tridimensional, existe uma famı́lia finita Ξ de secções transversais e uma aplicação global

de Poincaré R : Ξ0 −→ Ξ, R(x) = Xτ(x)(x), para alguma τ : Ξ → R+ funão tempo
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de retorno e Ξ0 = Ξ\Γ, em que Γ é uma famı́lia finita de arcos suaves. Ademais, esco-

lhendo coordenadas adequadas em Ξ a aplicação R pode ser escrita como F : Q̃ −→ Q,

F (x, y) = (f(x), g(x, y)) e a função f : I\D → I, onde I = [0, 1] e D ⊂ I é um con-

junto finito de pontos, é monótona, C1+α em pedaços com n + 1 ramos definidos nas

componentes conexas de I\D e tem um conjunto finito de medidas invariantes absolu-

tamente cont́ınuas (a.c.i.m.), µif . Mostraremos que a aplicação f satisfaz a condição de

aproximação exponencialmente lenta ao conjunto de descontinuidades e singularidades.

Denotamos ∆δ(x) = | log distδ(x,S)| a distância logaŕıtmica δ- truncada de x ∈
M à S, isto é, ∆δ(x) é não negativa e cont́ınua longe de S, identicamente nula 2δ-longe

de S, e igual a − log dist(x,S) quando dist(x,S) ≤ δ e toma valores entre 0 e − log δ para

x tal que que dist(x,S) < 2δ.

De fato, mostramos esta propriedade para transformações expansoras possivel-

mente com infinitos ramos, como segue:

Teorema C. Seja f : I\D → I uma função unidimensional monótona, C1+α em pedaços

com ramos monótonos definidos nas componentes conexas de I\D tal que inf |f ′| > 1

onde está definida. Além disso, assuma que o conjunto D seja enumerável e que se divida

em dois subconjuntos S e D \ S, em que S 6= ∅ é o conjunto finito das singularidades

satisfazendo:

1. para todo b ∈ D existem os limites laterais f(b±) = limt→b± f(t);

(a) existe L ∈ Z tal que para todo b ∈ D\S existe T (b±) ≤ L tal que fT (b±)(b±) ∈ S;

(b) para todo b ∈ S existe 0 < α = α(b) < 1 e, existe e é finito e não nulo algum

(ou ambos) dos limites laterais limt→b± |t− b|1−αf ′(t).

Tal função tem recorrência exponencialmente lenta ao conjunto das descontinuidades/singularidades

D, ou seja, para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que

lim sup
n→∞

1

n
log Leb

{
x ∈ I :

1

n

n−1∑
j=0

∆δ(f
j(x)) > ε

}
< 0.

Neste resultado, assumimos que cada ponto de descontinuidade com derivada

finita seja enviado para outro ponto de descontinuidade com derivada infinita; que cada

ponto de descontinuidade seja não degenerado; e que o número de pontos com derivada

infinita seja finito.

Exemplos de aplicação são os sumidouros hiperbólicos-singulares: eles induzem

uma transformação unidimensional com estas propriedades, que de fato tem um número

finito de ramos.
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Por resultados bem conhecidos sobre transformações não uniformemente expanso-

ras (veja por exemplo a Seção 4 do Capitulo 1) o Teorema C garante também a existência

de número finito de medidas invariantes ergódicas e absolutamente cont́ınuas para trans-

formações na classe dada no Teorema C. Mais precisamente,

Corolário 0.2.1. Seja f nas condições do Teorema C. Existe uma quantidade finita de

medidas invariantes ergódicas absolutamente cont́ınuas com respeito a Lebesgue.

Este resultado generaliza resultados bem conhecidos de existência de probabili-

dade invariante absolutamente cont́ınua para transformação expansoras por pedaços do

intervalo de classe C1+α, possibilitando uma infinidade de ramos e fornecendo também in-

formação estat́ıstica sobre a recorrência de quase todas as órbitas aos bordos dos dominios

de monotonia da transformação. Em particular, segue da aproximação exponencialmente

lenta, que a cauda da função primeiro tempo hiperbólico desta classe de transformações

é exponencial, o que nos fornece outras propriedades estat́ısticas muito fortes para as

probabilidades invariantes absolutamente cont́ınuas destas transformações; veja [7], [45] e

[6].

0.3 Sobre a prova dos resultados

A prova destes resultados exigiu a generalização da construção de seções adapta-

das obtidas pela primeira vez em [15] para o caso de um atrator hiperbólico-singular (um

sumidouro hiperbólico-singular transitivo) e a dedução de certas propriedades topológicas

das variedades estáveis das singularidades destes sumidouros.

Em [15] a construção de seções adaptadas, necessárias para a redução da dinâmica

do fluxo a uma aplicação global de Poincaré, foi feita assumindo existência de órbita densa

no sumidouro. Generalizamos esta construção para sumidouros hiperbólicos singulares

assumindo que o volume destes é zero, garantindo em particular que eles não têm pontos

interiores. Esta suposição de volume zero é natural visto que se sabe (pelo trabalho

de [2]) que um sumidouro hiperbólico singular transitivo próprio de um campo C2 tem

necessariamente volume zero.

Em [13] a aproximação exponencialmente lenta foi obtida para uma transformação

do intervalo com número finito de ramos todos singulares, com derivada crescendo como

o logaritmo da distância aos bordos dos intervalos de monotonia, segundo o modelo da

transformação de Lorenz. No nosso contexto, para reduzirmos a dinâmica a transformação

do intervalo, precisamos admitir ramos singulares mas também ramos com derivada finita

e limitada. Isto cria problemas de controle de distorção em órbitas que passam muito

perto do bordo destes intervalos de monotonia.
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Ademais, em [13] a expansão proporcional a uma potência da distância ao bordo

resolvia o problema via um argumento de refinamento dinâmico de partições. Agora mos-

tramos que os sumidouros considerados admitem familia de seções adaptadas com bordos

contidos em variedades estáveis das singularidades do sumidouro, que induz transformação

do intervalo cujos bordos dos intervalos de monotonia são ou singulares, ou enviados em

pontos singulares em número finito de iterações da transformação. Isto é suficiente para

que o método de prova da aproximação exponencialmente lenta de [13] possa ser estendido

para a nossa dinâmica.

Além disto, temos que lidar com o fato de que nosso sumidouro pode ter várias

medidas f́ısicas, em vez de uma única medida f́ısica, como em [13] e [15]. Mostramos

que tal como peças básicas no contexto uniformemente hiperbólico, toda medida f́ısica

é SRB e é um estado de equiĺıbrio com respeito ao jacobiano centro-instavel, e que esta

famı́lia vem de medidas invariantes ergódicas absolutamente cont́ınuas da transformação

do intervalo induzida. Usaremos este conjunto E de estados de equiĺıbrio para exprimir o

que queremos dizer com grandes desvios no enunciado do Teorema A (veja seção 4.1).

0.4 Organização do texto

No Caṕıtulo 1, apresentamos definições preliminares e alguns resultados gerais so-

bre hiperbolicidade e hiperbolicidade singular, destacando a prova da equivalência entre

medidas SRB e estados de eqúılibrio no contexto hiperbólico singular sem transitividade.

No Caṕıtulo 2, descrevemos a construção da transformação de retorno de Poincaré que

vamos usar para reduzir a dinâmica deste sumidouros para uma transformação unidi-

mensional. No Caṕıtulo 3, estudamos mais profundamente certas propriedades desta

aplicação unidimensional. Mais precisamente, mostramos aqui que para um conjunto

aberto e denso de campos de vetores X de classe C2 tendo um sumidouro hiperbólico

singular Λ em uma variedade tridimensional, existe uma famı́lia finita Ξ de secções trans-

versais e uma aplicação global de Poincaré R : Ξ0 −→ Ξ, R(x) = Xτ(x)(x) tal que esco-

lhendo coordenadas adequadas em Ξ a aplicação R pode ser escrita como F : Q̃ −→ Q,

F (x, y) = (f(x), g(x, y)) e a função f : I\D → I é monótona, C1+α em pedaços com n+ 1

ramos definidos nas componentes conexas de I\D e tem um conjunto finito de medidas

invariantes absolutamente cont́ınuas (a.c.i.m.), µif . Veremos que a aplicação f , satis-

faz a condição de aproximação exponencialmente lenta ao conjunto de descontinuidades

e singularidades. No Capitulo 4, mostramos como reduzir o enunciado do resultado de

grandes desvios do Teorema A para um resultado de grandes desvios para a aplicação uni-

dimensional induzida. No Caṕıtulo 5, provamos a aproximação exponencialmente lenta

às descontinuidades/singularidades desta aplicação unidimensional, completando a prova
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dos Teoremas A e B.

Terminamos com algumas perspectivas de desenvolvimento futuro no Caṕıtulo 6.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Ao longo da tese iremos considerar M uma variedade Riemanniana compacta sem

bordo, conexa e de dimensão três. Fixamos em M uma distância d induzida pela métrica

riemanniana.

Na primeira seção deste caṕıtulo estabeleceremos notações e definições prelimi-

nares para fluxos, e na segunda seção estabeleceremos as principais ferramentas utilizadas

ao longo deste trabalho.

1.1 Definições Gerais

1.1.1 Equações diferenciais ordinárias

Denotaremos por X1(M) o conjunto dos campos vetoriais de classe C1 em M

munido da topologia C1. Lembramos que um campo vetorial é uma aplicação de classe

C1, X : M → TM , onde TM é o fibrado tangente associado à variedade M . Para cada

X ∈ X1(M) denotaremos por X t o fluxo induzido por X, que definiremos da seguinte

forma.

Um fluxo de classe C1 é uma famı́lia (X t)t∈R de difeomorfismos de classe C1

satisfazendo as seguintes propriedades:

1. X0 = Id : M →M é a aplicação identidade em M ;

2. X t+s = X t ◦Xs para quaisquer t, s ∈ R.

Dado um campo vetorial de classe C1, X, existe único fluxo associado ao campo X que

satisfaz
d

dt
X t(q)|t=t0 = X(X t0(q)) para quaisquer q ∈M e t0 ∈ R.

Se o bordo de M é vazio, como M é compacta, todo campo vetorial de classe

C1, X, é limitado, e portanto, o fluxo X t esta definido em toda reta real. Note que,
8
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reciprocamente, um fluxo X t determina unicamente um campo vetorial X cujo fluxo

associado é precisamente X t.

Dado X ∈ X1(M), uma singularidade de X ou um ponto fixo para o fluxo X t é

um ponto p ∈ M tal que X t(p) = p para todo t ∈ R. Nesse caso temos X(p) = 0. Ao

longo desta tese denotaremos por S(X) o conjunto de todas as singularidades do campo

X. Todo ponto p ∈M\S(X) é chamado ponto regular para X.

Diremos que um fluxo é não-singular se ele não admite pontos fixos. Analoga-

mente, diremos que um campo vetorial é não-singular se ele não admite singularidades.

Dado p ∈ M , a órbita de p através de X é o conjunto O(p) = OX(p) = {X t(p) :

t ∈ R}. Sendo assim, σ é uma singularidade se, e somente se, OX(σ) = {σ}. Uma órbita

periódica de X é uma órbita OX(p) tal que XT (p)=p para algum T > 0 e X t(p) 6= p

para todo t ∈ (0, T ). Nesse caso, chamamos T o peŕıodo de p ou da órbita de p. Uma

órbita é compacta se, e somente se, ela é uma singularidade ou uma órbita periódica.

Denotaremos por Per(X) o conjuntos das órbitas periódicas de X.

Um elemento cŕıtico de um campo X é um ponto p ∈M que é uma singularidade

ou pertence a uma órbita periódica. Definimos o conjunto Crit(X) = S(X)
⋃
Per(X)

pelo conjunto dos elementos cŕıticos de X. Por uma órbita fechada nós queremos dizer

uma órbita que é uma singularidade ou uma órbita periódica.

Dizemos que um ponto p ∈ M é não errante se para toda vizinhança U de p

e todo T > 0 existe t > T tal que X t(U)
⋂
U 6= ∅. O conjunto não-errante Ω(X) é o

conjunto de todos os pontos não errantes de X.

Se p ∈ M , definimos o conjunto ω-limite do ponto p, ωX(p), pelo conjunto dos

pontos de acumulação do seguinte conjunto: {X t(p) : t ≥ 0}. Analogamente, definimos

o α-limite do ponto p por αX(p) = ω−X(p), onde −X é o campo inverso de X. Segue

que o α-limite e o ω-limite de qualquer ponto da variedade M estão contidos no conjunto

não-errante.

Um subconjunto Λ de M é dito invariante por X se X t(Λ) = Λ, para todo t ∈ R.

Um subconjunto invariante Λ é dito transitivo se existe p ∈ Λ tal que ωX(p) = Λ, e ele é

dito isolado se,

Λ =
⋂
t∈R

X t(U),

para alguma vizinhança aberta U de Λ. Tal vizinhança é chamada um bloco isolador.

Se U pode ser escolhido tal que X t(U) ⊂ U , para todo t > 0, dizemos que Λ

é um conjunto sumidouro ou simplesmente um sumidouro. Um atrator é um conjunto

sumidouro transitivo, e um repulsor é um atrator para −X.

Fixado um campo vetorial X ∈ X1(X) e t ∈ R, denotaremos por DX t a derivada

do difeomorfismo X t : M →M em relação a variedade M e escrevemos DX t(p) : TpM →
TXt(p)M a derivada de X t aplicada no ponto p ∈ M . Da mesma forma denotaremos por
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DX a derivada do campo vetorial X : M → TM com respeito a variedade M e escrevemos

DX(p) ou DpX : TpM → TpM para denotar a derivada aplicada no ponto p ∈M .

1.1.2 Hiperbolicidade

Denotamos por m(L) = inf ||v||=1 L(v) a conorma do operador linear L.

Definição 1.1.1. Um conjunto compacto e X t- invariante Λ é hiperbólico se existe uma

decomposição cont́ınua e invariante do fibrado tangente TΛM = Es
Λ⊕EX

Λ ⊕Eu
Λ e existem

contantes λ,K > 0 tais que

• Es
Λ é (λ,K)- contrator, isto é

||DX t(x)|Esx|| ≤ K−1e−λt, para todo x ∈ Λ, e para todo t ≥ 0;

• Eu
Λ é (λ,K)- expansor, isto é

m(DX t(x)|Eux ) ≥ Keλt, para todo x ∈ Λ, e para todo t ≥ 0;

• EX
x é o subespaço em TxM gerado por X(x) para todo x ∈ Λ.

Se a variedade inteira M é um conjunto hiperbólico para o campo vetorial M , dizemos

que o campo X e o fluxo gerado por ele é Anosov.

Assim, definimos que um ponto cŕıtico de X é hiperbólico se sua órbita é um con-

junto hiperbólico para X, e denotaremos por Perh(X) o conjunto dos pontos periódicos

hiperbólicos para X. Um conjunto hiperbólico Λ para X é chamado básico se ele é tran-

sitivo e isolado. Seja Λ um conjunto hiperbólico básico. Então existe uma vizinhança

U ⊂ M de Λ e uma vizinhança de classe C1, U de X tal que se Y ∈ U , então Y admite

um conjunto hiperbólico ΛY em U chamado a continuação de Λ. Nesse caso a dimensão

dos subfibrados E∗ΛY é igual a dimensão de E∗Λ, para ∗ = s, u.

Pela Teoria de Variedades Invariantes, se Λ ⊂ M é um conjunto hiperbólico,

então para todo p ∈ Λ, os conjuntos

W ss
X (p) = {q ∈M : d(X t(p), X t(q))→ 0, quando t→∞}

W uu
X (p) = {q ∈M : d(X t(p), X t(q))→ 0, quando t→ −∞}

são variedades tangentes a Es
Λ e Eu

Λ, respectivamente.

Sendo O = OX(p) a órbita de p, então

W s
X(O) =

⋃
t∈R

W ss
X (X t(p)) e W u

X(O) =
⋃
t∈R

W uu
X (X t(p))
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são variedades tangentes a Es
Λ⊕EX

Λ e EX
Λ ⊕Eu

Λ, respectivamente. Definimos, desta forma,

as variedades estável e instável forte e estável e instável de um ponto p ∈ Λ por W ss
X (p),

e W s
X(OX(p)), respectivamente.

Ainda para p periódico e hiperbólico, se ε > 0 a variedade estável forte local de p

é definida por

W ss
ε (p) = W ss

ε,X(p) = {y ∈M ; d(X t(y), X t(p)) < ε, se t ≥ 0}.

Pelo Teorema da Variedade Estável existe ε = ε(p) > 0 tal que

W ss
X (p) =

⋃
t≤0

X t(W ss
ε (X−t(p)).

Analogamente, se σ é uma singularidade hiperbólica para X, a variedade estável forte

local de σ é definida por

W ss
ε (σ) = {y ∈M ; d(X t(y), σ) < ε se t ≥ 0}.

Novamente, pelo Teorema da Variedade Estável, existe ε = ε(σ) > 0 tal que

W ss
X (σ) =

⋃
t≤0

X t(W ss
ε (σ)).

Analogamente, definimos variedades instavél forte, instável e instável local.

Seja p ∈ M um ponto cŕıtico hiperbólico para X. A dimensão da variedade

estável W s(O(p)) é chamado ı́ndice de O(p), e denotaremos por index(O(p)).

Seja σ uma órbita hiperbólica cŕıtica (singularidade ou órbita periódica) de um

campo vetorial X ∈ X1(M). Pelo anterior, existe uma vizinhança U ⊂ M de σ e uma

vizinhança C1, U , de X tal que se Y ∈ U , então Y admite uma órbita cŕıtica hiperbólica

σY em U e index(σY ) = index(σ). Tal σY é chamada de continuação de σ.

Um poço de X é um atrator trivial para X, ou seja, ele é uma órbita de X. Uma

fonte de X é um atrator trivial para −X.

1.2 Hiperbolicidade Singular

Seja Λ um conjunto compacto invariante de X ∈ Xr(M), c > 0 e λ > 0. Dizemos

que Λ tem uma (c, λ)-decomposição dominada se o fibrado tangente sobre Λ pode ser

escrito como uma soma DX t-invariante e cont́ınua de sub-fibrados

TΛM = E1 ⊕ E2,

tal que para cada t > 0 e cada x ∈ Λ, temos∥∥DX t|E1
x

∥∥ .∥∥∥DX−t|E2
Xt(x)

∥∥∥ < ce−λt.
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Dizemos que Λ é parcialmente hiperbólico se tem uma (c, λ)-decomposição do-

minada tal que o sub-fibrado E1 é uniformemente contrativo, isto é, para algum c > 0 e

todo t > 0 e cada x ∈ Λ temos ∥∥DX t|E1
x

∥∥ ≤ ce−λt.

Proposição 1.2.1 ([36]). Existe uma métrica Riemanniana adaptada ‖ . ‖0 equivalente

a original e λ ∈ (0, 1) tal que∥∥DX t|E1
x

∥∥
0
.
∥∥∥DX−t|E2

Xt(x)

∥∥∥
0
< e−λt

e ∥∥DX t|E1
x

∥∥
0
≤ e−λt,

para todo t ≥ 0 e todo x ∈ Λ.

Durante todo o texto a métrica Riemanniana é uma métrica adaptada e o subfi-

brado E1 é unidimensional.

Para x ∈ Λ e t ∈ R seja J2
t (x) o valor absoluto do determinante da aplicação

linear DX t|E2
x

: E2
x → E2

Xt(x). Dizemos que o subfibrado E2
Λ é volume expansor se existem

K > 0 e θ > 0 tais que

J2
t (x) ≥ Keθt,

para todo x ∈ Λ, t ≥ 0.

Esta condição é mais fraca do que a expansão uniforme ao longo da direção

central. O atrator geométrico de Lorenz tem direção central volume expansora que não é

uniformemente expansora.

Outra propriedade importante é que a condição de dominação junto com a con-

tração uniforme, implica que a direção do fluxo está contida no fibrado central Ecu.

Especificamente,

Lema 1.2.2 ([17, Lema 3.2]). Seja Λ um compacto invariante para um fluxo X t de um

campo X de classe C1 em M .

1. Dada uma decomposição cont́ınua TΛM = E ⊕ F tal que E é uniformemente con-

tráıdo, então X(x) ∈ Fx, para todo x ∈ Λ.

2. Assumindo que Λ é não-trivial e tem decomposição cont́ınua e dominada TΛM =

E ⊕ F tal que X(x) ∈ Fx para todo x ∈ Λ, então E é uniformemente contráıdo.
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1.2.1 Sumidouros hiperbólicos-singulares

Dizemos que uma singularidade σ de um campo X tridimensional é tipo-Lorenz

se os autovalores λi, i = 1, 2, 3 de DX(σ) são reais e satisfazem

λ2 < λ3 < 0 < −λ3 < λ1.

Seja Λ um conjunto compacto invariante de X ∈ Xr(M). Dizemos que Λ é um

sumidouro hiperbólico-singular para X se é parcialmente hiperbólico com direção

central volume expansora e todas as singularidades em Λ são do tipo-Lorenz. É claro que

um sumidouro hiperbólico singular tem um número finito de singularidades, pois estas

são hiperbólicas, portanto isoladas contidas em um conjunto compacto.

Consideraremos a classe dos sumidouros hiperbólicos singulares que contém os

sumidouros parcialmente hiperbólicos Λ de um campo X de classe C2, com um número

finito de singularidades acumuladas por órbitas regulares de X em Λ, e admitindo uma

decomposição cont́ınua e DX t-invariante do fibrado tangente sobre Λ,

TΛ = Es
Λ ⊕ Ecu

Λ .

O subfibrado Es
Λ unidimensional é uniformemente contráıdo por DX t, e Ecu

Λ tem

fibras bidimensionais cuja área é uniformemente expandida por DX t. Como mostrado

em [43] esta classe é uma extensão dos atratores uniformemente hiperbólicos. Em parti-

cular, fluxos Anosov em variedades tridimensionais pertencem a esta classe. Além disso,

os atratores hiperbólicos singularess contém cada conjunto C1 robustamente transitivo

isolado para fluxos em variedades compactas tridimensionais.

O exemplo motivador da teoria de hiperbolicidade singular foi o atrator de Lorenz

e o correspondente atrator geométrico de Lorenz; veja [16]

Exemplos de sumidouros não-transitivos podem ser obtidos modificando a cons-

trução do atrator geométrico de Lorenz, primeiro introduzindo novas singularidades tipo-

Lorenz, como na figura, obtendo ainda um atrator; e depois colocando uma cópia invertida

do atrator geométrico de Lorenz, como na figura, obtendo agora um sumidouro que não

admite órbita densa.

Para outros exemplos de sumidouros hiperbólicos singulares, incluindo construções

com qualquer número finito de singularidades e singularidades que não são do tipo-Lorenz;

veja [20, 42, 21]. Os atratores hiperbólicos singulares próprios apenas admitem singula-

ridades tipo Lorenz, como provado em [16], mas esta propriedade pode não valer em

sumidouros hiperbólicos singulares, como mostram os exemplos nos artigos citados no pa-

ragrafo anterior. Consideramos no que segue apenas sumidouros hiperbolicos singulares

com singularidades de tipo Lorenz.



14

Figura 1.2.1:

1.3 Algumas propriedades dos conjuntos hiperbólicos

singulares

Nesta seção apresentaremos algumas propriedades já conhecidas sobre os conjun-

tos hiperbólicos singulares bem como novas propriedades que serão fundamentais para a

prova do teorema principal.

Proposição 1.3.1. [16] Seja Λ um conjunto hiperbólico singular de X ∈ X1(M). Então,

qualquer subconjunto compacto invariante Γ ⊂ Λ sem singularidades é uniformemente

hiperbólico.

É claro que um atrator hiperbólico singular tem um número finito de singularida-

des, pois estas são hiperbólicas, portanto isoladas contidas em um conjunto compacto. O

lema a seguir é uma generalização do Lema 6.3 de Araújo e Paćıfico [16], página 164, mas

o enunciado seguinte não tem condições extras em sigma; veja também [Thm A, Sing-hyp

systems, MPP, PAMS].
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Figura 1.2.2:

Lema 1.3.2. Seja Λ um conjunto compacto, não-vazio, invariante, isolado para um fluxo

tri-dimensional X t associado a um campo vetorial X ∈ X1(M). Assuma que Λ é parcial-

mente hiperbólico com direção central volume-expansor. Então,

1. se σ é uma singularidade do tipo-Lorenz para X então W ss
X (σ) ∩ Λ = {σ};

2. se σ é uma singularidade do tipo-Lorenz para −X então W uu
X (σ) ∩ Λ = {σ}.

Demonstração. Seja σ uma singularidade em Λ de tipo-Lorenz paraX e seja x ∈ (W ss(σ) ∩ Λ) \{σ}
e seja X t = X t(x) com TXtM = Es(X t) ⊕ Ec(X t). Por continuidade da decomposição

segue que

Es(X t)→t→∞ Ess(σ),

e pelo Lema 1.2.2, X(X t) ∈ Ec(X t). Mas como X t ∈ W ss(σ)\{σ}, temos X(X t) ∈
TXtW ss(σ). No entanto,

TXtW ss(σ)→t→∞ Ess(σ),

portanto o ângulo entre Es(X t) e Ec(X t) vai a zero quando t → ∞, contrariando a

continuidade de Es
Λ ⊕ Ec

Λ = TΛM , com σ ∈ Λ.
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Assim, W ss(σ) ∩ Λ = {σ} em toda singularidade do tipo-Lorenz num conjunto

hiperbólico-singular.

Teorema 1.3.3. [16] Todas as singularidades num atrator hiperbólico singular são do

tipo Lorenz.

Dizemos que um subconjunto compacto invariante H de um fluxo é uma classe

homocĺınica se H é o fecho do conjuntos de pontos de intersecção transversal entre as

variedades estável e instavél da órbita de um ponto peŕıodico hiperbólico, isto é, existe p

tal que

H = W s(O(p)) t W u(O(p)).

Teorema 1.3.4. [16, Cap 6, Sec 2] Todo atrator hiperbólico singular é uma classe ho-

mocĺınica e contém um subconjunto denso de órbitas periódicas.

Os mais significativos exemplos de atratores singulares hiperbólicos são os atrato-

res de Lorenz e o atrator geométrico de Lorenz. O próximo resultado coleciona uma série

de resultados que permitem estudar propriedades desta famı́lia de atratores, reduzindo

sua dinâmica à de transformações de Poincaré entre secções transversais ao fluxo numa

vizinhança do atrator.

Em [15] a construção de um mapa global de Poincaré para qualquer atrator

hiperbólico singular é feita com base na existência de seções transversais adaptadas e

holonomias estáveis C1-Hölder nestas seções. Com os resultados que apresentaremos nas

próximas seções esta construção pode ser realizada para qualquer conjunto sumidouro

hiperbólico singular com volume zero. Esta construção foi resumida em [14, Teorema 5]

como segue, com adaptações para nosso contexto um pouco mais geral: itens (1-5) podem

ser encontrados em [15] mas item (6), que é crucial para o trabalho, vai ser obtido nas

próxima seções.

Teorema 1.3.5. [14, Teorema 5, Seção 4, p 1021] Para um subconjunto aberto e denso

de campos de vetores X de classe C2 com sumidouro hiperbólico singular Λ com volume

zero em uma variedade tri-dimensional, existe α > 0 e uma famı́lia finita Ξ de secções

transversais adaptadas e uma aplicação global (n-ésimo retorno) de Poincaré R : Ξ0 −→
Ξ, R(x) = Xτ(x)(x) tal que

1. o domı́nio Ξ0 = Ξ\Γ, em que Γ é uma famı́lia finita de arcos suaves, e τ : Ξ0 →
[τ0,+∞] é uma função suave afastada de zero pela constante τ0 > 0.

2. Podemos escolher coordenadas em Ξ nas quais a aplicação R pode ser escrita como

F : Q̃ −→ Q, F (x, y) = (f(x), g(x, y)), onde Q = I× I, I = [0, 1] e Q̃ = Q\Γ0 com

Γ0 = D × I e D = {b1, . . . , bn} ⊂ I um conjunto finito de pontos.
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3. A função f : I\D → I é monótona, C1+α em pedaços com n + 1 ramos definidos

nas componentes conexas de I\D e tem um conjunto finito de medidas invariantes

absolutamente cont́ınuas (a.c.i.m.), µif . Além disso, inf |f ′| > 2 onde está definida.

4. A aplicação g : Q̃ → I preserva e contrai uniformemente a folheação vertical F =

{{x} × I}x∈I de Q: existe 0 < λ < 1 tal que dist(g(x, y1), g(x, y2)) ≤ λ|y1 − y2| para

todos y1, y2 ∈ I

5. A aplicação F admite uma famı́lia finita de medidas f́ısicas µiF que são induzidas

por µif de uma forma padrão. O tempo de Poincaré τ é integrável com respeito a

cada µiF e com respeito à medida de Lebesgue bidimensional em Q.

6. O conjunto D se divide em dois subconjuntos S e D\S, em que S 6= ∅ é o conjunto

das singularidades satisfazendo:

(a) para todo b ∈ D existem os limites laterais f(b±) = limt→b± f(t);

(b) para todo b ∈ D \ S existe T (b±) ∈ N tal que fT (b±)(b±) ∈ S;

(c) para todo b ∈ S existe 0 < α = α(b) < 1 e, existe e é finito e não nulo algum

(ou ambos) dos limites laterais limt→b± |t− b|1−αDf(t).

O fluxo X t em U é semiconjugado a um fluxo de suspensão com função teto τ e

dinâmica da base F . Isto é, seja φt : Mτ −→ Mτ o fluxo de suspensão com função teto

τ : M\D → R sobre a base F , onde

Mτ = {(x, s) ∈M × [0,+∞) : 0 ≤ s ≤ τ(x)}.

Para cada (x, s) ∈Mτ e t > 0 existe um número n(x, s, t) ≥ 1, que consideramos o número

de voltas que o ponto dá sobre o conjunto Mτ , tal que Snτ(x) ≤ s+ t ≤ Sn+1τ(x), então

definimos φt(x, s) = (F n(x), s+ t− Snτ(x)).

A aplicação Φ : Mτ −→ U dada por Φ(x, s) = Xs(x) é um difeomorfismo local

e semiconjugação entre os fluxos, com número finito e limitado de pré imagens. Não

temos como garantir injetividade pela forma como definimos a função tempo de retorno

de Poincaré: de x a Xτ(x)(x) a trajetória pode cruzar várias seções de Ξ, mas apenas um

número finito e limitado delas.

Vamos assim analisar o conjunto de grandes desvios sobre o sumidouro estu-

dando o conjunto de grandes desvios nesta suspensão, sem qualquer perda na medida

de Lebesgue. Isto será feito no caṕıtulo 4 depois de obtermos diversas propriedades da

transformação F.
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1.4 Transformações não uniformemente expansoras

A aplicação unidimensional f faz parte de uma classe de transformações com

propriedades muito úteis que enunciamos aqui.

Denote por || || a norma Riemanniana de uma variedade compacta sem bordo

M , por dist a distância induzida e por Leb a forma de volume correspondente, a qual

chamamos medida de Lebesgue ou volume. Assumimos que Leb é normalizada, ou seja,

Leb(M) = 1.

Seja f : M\S →M um difeomorfismo local de classe C1+α, onde S é um conjunto

singular não-flat com volume zero. A definição de não-flat usada aqui é uma noção esten-

dida para dimensão qualquer do mesmo em dimensão um, e significa que f se comporta

como uma potência da distância ao conjunto singular. Mas precisamente, existem B > 1,

0 < β < 1 tais que, para todo x, y ∈ M\S com dist(x, y) < dist(x,S)
2

e v ∈ TxM\{0} vale

o seguinte,

1.
1

B
dist(x,S)β ≤ ||Df(x)v||

||v|| ≤ 1

B
dist(x,S)−β;

2.
∣∣log ||Df(x)−1|| − log ||Df(y)−1||

∣∣ ≤ B
dist(x, y)

dist(x,S)β
;

3.
∣∣log | detDf(x)−1| − log | detDf(y)−1|

∣∣ ≤ B
dist(x, y)

dist(x,S)β
.

Além disso, assumimos uma condição extra relacionada a geometria de S. A medida de

vizinhanças de S é comparável a uma potência da distância a S, ou seja, existe Ck, k > 0

tal que para todo ρ > 0 pequeno vale que

Leb{x ∈M : dist(x,S) < ρ} ≤ Ckρ
k. (1.4.1)

Dizemos que f é não-uniformemente expansora se existe c > 0 tal que

lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

log ||Df(f i(x))−1|| ≤ −c

para Lebesgue quase todo ponto x ∈M .

Seja ∆δ(x) = | log distδ(x,S)| a distância logaŕıtmica δ- truncada de x ∈M à S,

isto é, ∆δ(x) é não negativa e cont́ınua longe de S, identicamente nula 2δ-longe de S, e

igual a − log dist(x,S) quando dist(x,S) ≤ δ e toma valores entre 0 e − log δ para x tal

que que dist(x,S) < 2δ.

Dizemos que f tem recorrência exponencialmente lenta ao conjunto singular S
se para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que

lim sup
n→∞

1

n
logLeb

{
x ∈M :

1

n
Sn∆δ(x) > ε

}
< 0. (1.4.2)
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A condição acima implica que
Sn∆δ(x)

n
converge, em medida, para zero. Ou seja, para

cada ε > 0 existe δ > 0 tal que

lim sup
n→∞

1

n
Sn∆δ(x) ≤ ε, (1.4.3)

para Lebesgue quase todo ponto x ∈ M . Dizemos que f satisfazendo (1.4.3) tem re-

corrência lenta ao conjunto singular S.

Apresentaremos um resultado de existência de medidas absolutamente cont́ınuas.

Veremos que tais medidas são de fato estados de equiĺıbrio para o potencial log |detDf |,
isto é, hµ(f) =

∫
log |detDf | dµ.

Teorema 1.4.1 ([5]). Seja f : M →M um difeomorfismo local de classe C1+α, α ∈ (0, 1),

exceto em um conjunto singular S. Suponha que f é não-uniformemente expansora com

recorrência lenta à S. Então, existe um número finito de medidas de probabilidade f -

invariantes, ergódicas, absolutamente cont́ınuas µ1, ..., µk cujas bacias cobrem a variedade

Lebesgue quase todo ponto, ou seja, B(µ1) ∪ ... ∪B(µk) = M , Leb- mod 0. Além disso, o

suporte de cada medida contém um disco aberto em M .

Leis de grandes desvios são usualmente relacionados a Teoria da Entropia Métrica

e estados de equiĺıbrio. Denotamos por Mf o conjunto das probabilidades invariantes por

f . Seja J = |detDf |, dizemos que µ ∈ Mf é um estado de equiĺıbrio com respeito ao

potencial log J se hµ(f) =
∫

log Jdµ, isto é, se µ satisfaz a Fórmula da Entropia. Denote

por E o subconjunto de Mf formado por todos os estados de equiĺıbrio de f .

Para o que segue precisaremos da definição de tempos hiperbólicos que nos per-

mite trabalhar com comportamento uniforme extráıdo da hipótese de expansão não-

uniforme. Fixe b > 0 constante tal que b < min{1/2, 1/(2β)}.

Definição 1.4.2. Dado σ < 1 e δ > 0, dizemos n é um (σ, δ)- tempo hiperbólico para

um ponto x ∈M\D se para todo 1 ≤ k ≤ n

n−1∏
j=n−k

∥∥Df(f j(x))−1
∥∥ ≤ σk e distδ(f

n−k(x),D) ≥ σbk.

Esta definição nos garante uma série de propriedades.

Lema 1.4.3. Dado σ < 1 e δ > 0, existe δ1 > 0 tal que se n é um (σ, δ) - tempo hiperbólico

para um ponto x ∈M\D, então existe uma vizinhança Vx de x tal que

1. fn envia Vx difeomorficamente na bola de raio δ1 em torno de fn(x);

2. para cada 1 ≤ k < n e y, z ∈ Vx,

dist(fn−k(y), fn−k(z)) ≤ σk/2dist(fn(y), fn(z)).
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Corolário 1.4.4. Existe constante C > 0 tal que para cada x ∈ M\D, para todo (σ, δ)-

tempo hiperbólico npara x, e cada y, z ∈ Vx

1

C
≤ |detDfn(y)|
|detDfn(z)| ≤ C.

Lema 1.4.5. Existem θ > 0 e δ > 0, dependendo apenas de σ e de f , tal que dado

qualquer ponto x e qualquer N ≥ 1 suficientemente grande existem tempos hiperbólicos

1 ≤ n1 < · · · < nl ≤ N para x, l ≥ θN .

Usaremos tais propriedades para provar o seguinte.

Proposição 1.4.6. Toda medida f́ısica de f pertence a E.

Demonstração. Para ver isto primeiro temos que verificar que a função ∆δ é µ- integrável.

De fato, como f tem recorrência lenta ao conjunto singular S, podemos aplicar o rećıproco

do Teorema de Birkhoff que nos garante a integrabilidade de funções não negativas tais

que o limite das médias de Birkhoff existe. A partir disso e das condições não degeneradas

em Svamos mostrar que log |detDf | é µ- integrável.

Temos por hipótese sobre S que ‖Df(x)v‖
‖v‖ ≤ Cd(x,S)−β para todo v ∈ TxM , para

algum β ∈ (0, 1). Dáı, log ‖Df(x)‖ ≤ logC − β log d(x,S). Por definição, temos que

|detDf(x)| = vol(Df(x)e1, ..., Df(x)em)

vol(e1, ..., em)
≤ ‖Df(x)e1‖ ... ‖Df(x)em‖ ,

se considerarmos {e1, ..., em} uma base ortonormal de TxM . Então, log |detDf(x)| ≤
m logC −mβ log d(x,S) e dáı,∫

log |detDf(x)| dµ ≤ m logC +mβ

∫
− log d(x,S)dµ

≤ m logC +mβ

∫
∆δ(x)dµ.

Como já vimos que ∆δ(x) é integrável conclúımos que log |detDf | também o é.

Agora, podemos aplicar o Teorema de Birkhoff para o log |detDf | e a desigual-

dade de Ruelle para obter hµ(f) ≤
∫

log |detDf | dµ.

Para terminar, precisamos obter a desigualdade contrária. Pelo Teorema de

Shannon-Mcmilan-Breiman se a entropia é finita e µ é ergódica podemos usar uma partição

geradora, isto é, hµ(f) = hµ(f,P).

hµ(f,P) = lim sup
n→∞

− 1

n
log µ(Pn(x)),

para µ- quase todo ponto x. No nosso contexto, para µ- quase todo ponto x ∈ M

existem infinitos tempos hiperbólicos com frequência positiva. Podemos olhar apenas



21

para a sequência de (nk) de tempos hiperbólicos,

hµ(f) = lim sup
n→∞

− 1

n
log

(
µ(Pnk(x))

Leb(Pnk(x))
Leb(Pnk(x))

)
= lim sup

n→∞
− 1

n
log

µ(Pnk(x))

Leb(Pnk(x))
+ lim sup

n→∞
− 1

n
logLeb(Pnk(x))

≥ lim inf
n→∞

− 1

n
logLeb(Pnk(x)).

Pelo Teorema de Radon-Nikodym o quociente
µ(Pnk (x))

Leb(Pnk (x))
é igual a 1

Leb(Pnk (x))

∫
Pnk (x)

dµ
dLeb

dµ

e pelo Teorema de Derivação de Lebesgue o limite é exatamente a derivada de radon-

Nikodym dµ
dLeb

que é não nula µ quase todo x ∈M .

Nos tempos hiperbólicos vale distorção limitada e a usamos para comparar o

volume de Pn(x) com o volume de P(fn(x)) pois fn(Pn(x)) ⊂ P(fn(x)). Como as-

sumimos que P é uma partição finita e que Leb(P(z)) > α0 > 0 para µquase todo

ponto z, usando novamente o Teorema de Birkhoff temos que para µ−q.t.p. x hµ(f) ≥∫
log |detDf(x)| dµ. Isto mostra que µ é estado de equiĺıbrio e termina a prova da pro-

posição.

1.5 Equivalência entre medidas SRB e estados de

equiĺıbrio

Aqui vamos mostrar que em qualquer sumidouro hiperbólico singular para um

fluxo suave (pelo menos de classe C2) vale uma propriedade similar ao que Bowen provou

para atratores hiperbólicos Axioma A, em [29, 30].

Teorema 1.5.1. Seja Λ um sumidouro singular hiperbólico, com volume zero, para um

campo vetorial X de classe C1. Seja µ uma medida de probabilidade X-invariante supor-

tada em Λ. Então as seguintes afirmativas são equivalentes:

1. hµ(X1) =
∫

log |detDX1|Ec | dµ > 0;

2. µ é uma medida SRB;

3. µ é uma medida f́ısica.

Antes de demonstrar o teorema acima vamos relembrar um resultado obtido em

[15] e também em [51] . A partir do Teorema 1.3.5 podemos seguir [15, Seções 6-8] para

obter:

Teorema 1.5.2. Seja Λ um sumidouro singular hiperbólico, com volume zero, para um

campo vetorial de classe C1, com região armadilha U . Então, existem um número finito
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de medida ergódicas SRB/f́ısicas µ1, ..., µk suportadas em Λ tais que a união das suas

bacias ergódicas cobrem U Lebesgue quase todo lugar, isto é, Leb
(
U\
(⋃k

i=1B(µi)
))

= 0.

Além disso, cada µi é um estado de equiĺıbrio para o log do jacobiano central com entropia

positiva, ou seja,

hµi(X1) =

∫
log |detDX1|Ec | dµi > 0.

Prova do Teorema 1.5.1: Seja µ uma probabilidade X-invariante suportada em

Λ. Vamos começar mostrando que (3) =⇒ (1).

Note que se a bacia B(µ) de µ tem medida de Lebesgue positiva então por in-

variância B(µ)∩U deve ter medida de Lebesgue positiva. Dáı, obtemos uma decomposição

Leb-mod 0 de B(µ)∩U = U ∩
(⋃k

i=1 B(µ) ∩B(µi)
)

. Pela definição de medida f́ısica isto

significa que para cada observável cont́ınuo ϕ : U → R tem-se

∫
ϕdµ =

1

Leb(U)

∫
U

∫
ϕd

(
lim

n→+∞
1

n

n−1∑
j=0

δXj
1(x)

)
dLeb(x)

=
k∑
i=1

Leb(B(µ) ∩B(µi) ∩ U)

Leb(U)

∫
ϕdµi,

onde o limite é tomado na topologia fraca* das medidas de probabilidade da variedade.

Portanto, temos que µ =
∑k

i=1
Leb(B(µ)∩B(µi)∩U)

Leb(U)
µi . Ou seja, µ é uma combinação linear

convexa das medidas ergódicas SRB/f́ısicas dadas pelo Teorema 1.5.2 com coeficientes

αi = Leb(B(µ)∩B(µi)∩U)
Leb(U)

. Dáı conclúımos que µ é um estado de equiĺıbrio pois

hµ(X1) =
k∑
i=1

αihµi(X1) =
k∑
i=1

αi

∫
log |detDX1|Ec | dµi =

∫
log |detDX1|Ec | dµ > 0.

Isto completa a prova que (3)⇒ (1).

Agora provaremos que (1)⇒ (2)⇒ (3). A hipótese (1) implica, pelo trabalho de

Ledrapier, que µ é uma medida SRB, isto é, µ tem desintegração absolutamente cont́ınua

ao longo das variedades instáveis W u(x) para µ-quase todo ponto x ∈ Λ. Pela invariância

das variedades instáveis e suavidade do fluxo, vemos que µ tem desintegração absoluta-

mente cont́ınua ao longo das variedades centro-instáveis W cu(x) para µ- quase todo ponto

x, onde W cu(x) =
⋃
t∈RX

tW u(x) . Isto mostra que (1)⇒ (2).

Seja Λ1 um subconjunto de Λ com µ- medida total, onde µ tem tem desinte-

gração absolutamente cont́ınua ao longo das variedades centro-instáveis. Como Λ é um

sumidouro, então Λ contém todas variedades instáveis e então todas as variedades centro-

instáveis W cu(x), para x ∈ Λ1. Lembre que W cu(x) é tangente a Ec(x) em x ∈ Λ1. Além

disso, como Λ tem uma decomposição parcialmente hiperbólica, cada ponto y ∈ Λ admite

uma variedade estável W s(y) que é tangente ao Es(y) em y. Assim, W s(y) é transversal

a W cu(x) para todo y ∈ W cu(x) e x ∈ Λ1.
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Ademais, as médias temporais de z ∈ W s(y) e y são a mesma para todo observável

cont́ınuo. O mesmo vale para y ∈ Ax e x, onde Ax é algum subconjunto de W cu(x) com

área positiva (pela desintegração absolutamente cont́ınua) para x ∈ Λ1. Portanto o

subconjunto B = {W s(y) : y ∈ Ax, x ∈ Λ1} está contido na bacia ergódica de µ.

Pela suavidade do fluxo é bem sabido que a folheação forte-estável {W s(x)}x∈Λ

é uma folheação absolutamente cont́ınua de U , ou seja, em particular, o conjunto B tem

medida de Lebesgue positiva . Portanto, Leb(B(µ)) ≥ Leb(B) > 0, logo µ é f́ısica. Isto

mostra que (2)⇒ (3) e termina a prova.



Caṕıtulo 2

Aplicação Global de Primeiro

Retorno de Poincaré

Vamos agora começar a apresentação da construção da aplicação global de pri-

meiro retorno de Poincaré para sumidouros hiperbólicos singulares com volume zero, for-

necendo uma prova do Teorema 1.3.5.

2.1 Folheações estáveis

Durante todo o texto vamos assumir que Λ é um sumidouro singular hiperbólico

para um campo de vetores X ∈ Xr(M), r ≥ 1, com decomposição invariante TΛM =

Es ⊕ Ecu com dimensão de Ecu igual a 2. Seja Ẽs ⊕ Ẽcu uma extensão cont́ınua desta

decomposição para uma vizinhança U de Λ. Convenientemente tomamos U invariante

para o futuro e tal que
⋂
t≥0

X t(U) = Λ, além disso Ẽs pode ser escolhida DX t-invariante.

Em geral, a extensão Ẽcu da direção centro-instável não pode ser assumida invariante.

No entanto, podemos sempre considerar um campo de cones em torno de U

Ccu
a (x) = {v = vs + vcu : vs ∈ Ẽs

x e vcu ∈ Ẽcu com ||vs|| ≤ a.||vcu||}

que é invariante para o futuro para algum a > 0, que é, existe um T > 0 dependendo

apenas de a, tal que

DX t(Ccu
a (x)) ⊂ Ccu

a (X t(x)),

para todo t ≥ T . Além disso, podemos tomar a > 0 arbitrariamente pequeno, reduzindo

U se necessário. Por simplicidade de notação, no que segue, escreveremos Es e Ecu no

lugar de Ẽs e Ẽcu.

Seja Dk o disco unitário k-dimensional e seja Embr(Dk,M) o conjunto dos mer-

gulhos Cr, φ : Dk →M , dotado com a distância Cr.

24
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Teorema 2.1.1. [11] Existe uma vizinhança positivamente invariante U de Λ e uma

constante 0 < ν < 1 tal que

1. Para todo x ∈ U , existe W s
x ∈ Embr(D1,M) com x ∈ W s

x tal que

• TxW
s
x = Es

x;

• X t(W s
x) ⊂ W s

Xtx, ∀t ≥ 0;

• d(X t(x), X t(y)) ≤ νtd(x, y), ∀y ∈ W s
x , ∀t ≥ 0.

2. existe uma aplicação cont́ınua γ : U → Emb0(D1,M) tal que γ(x)(0) = x e

γ(x)(D1) = W s
x ;

3. o conjunto {W s
x : x ∈ U} define uma folheação topológica de U .

O teorema acima nos garante a existência de uma folheação topológica estável

numa vizinhança de Λ. Além disso, [11] prova um resultado sobre a regularidade desta

folheação sob uma condição bunching apropriada. As referências padrões são [38] e [52].

Condição q-bunching significa que existe t > 0 tal que∥∥DX t|Es
x

∥∥ . ‖DX−t|Ecu
Xtx‖ .

∥∥DX t|Ecu
x

∥∥q < 1 para todo x ∈ Λ.

Teorema 2.1.2. [11] Seja q ∈ [0, [r]]. Se a condição q-bunching vale para algum t > 0,

então o fibrado Es é Cq sobre U . Isto é, a aplicação x 7−→ Es
x é de classe Cq em

uma vizinhança U1 ⊂ U de Λ para G1 (a Grassimaniana de todos os subespaços uni-

dimensionais em TU1M).

Observação 2.1.3. (a) Segue da dominação que a condição q-bunching vale para q = 0.

Pela suavidade do fluxo e a compacidade de Λ, uma condição q-bunching vale para algum

q > 0. Portanto, o fibrado estável Es é pelo menos Hölder sobre U1.

(b) Quando q ≥ 1 no teorema anterior, segue pelo Teorema de Frobenius que a

famı́lia de variedades estáveis F s = {W s
x}x∈U já obtidas formam uma Cq folheação de

U1, no sentido que a as cartas coordenadas são Cq. Além disso, a aplicação holonomia ao

longo das folhas estáveis são Cq suaves.

Para detalhes sobre as provas, veja [11] e [10].

2.2 Seções Transversais e Aplicação de Poincaré

Aqui mostraremos que holonomias ao longo de folhas contrativas em seções trans-

versais de sumidouros parcialmente hiperbólicos de um fluxo suave são sempre C1+, sem-

pre no caso onde q-bunching vale para q ∈ (0, 1). Feito isso, consideraremos a composição
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de um mapa de Poincaré entre seções transversais com uma holonomia, para localmente

obter uma aplicação unidimensional C1+. Finalmente, globalizaremos a construção em

uma vizinhança de um sumidouro singular hiperbólico, escolhendo seções transversais

adaptadas , e representando a dinâmica no sumidouro por um mapa unidimensional ex-

pansor por partes com número finito de ramos e singularidades tipo-Lorenz.

Seja Σ uma seção transversal ao fluxo, que é definida como um disco C2 compacto

mergulhado transversalmente ao campo X em cada ponto x ∈ Σ. Assumimos que as seções

transversais estão contidas em uma vizinhança aberta de Λ onde uma folheação contrativa

F ss está definida.

Observação 2.2.1. Dada uma seção transversal Σ podemos supor, sem perda de gene-

ralidade, que é a imagem do quadrado I × I por um difeomorfismo ` de classe C1+α ,

para algum 0 < α < 1, que envia linhas verticais em folhas de F sΣ. Denote por int(Σ) a

imagem de (0, 1) × (0, 1) por `. Também assumimos que cada seção Σ está contida em

U , então cada x ∈ Σ é tal que ω(x) ⊂ Λ. A partir de agora vamos assumir que as seções

transversais são deste tipo.

2.2.1 Suavidade de holonomias em seções transversais

Seja Σ ⊂ U uma seção transversal para o fluxo, isto é, um disco mergulhado

compacto C2 em cada ponto x ∈ Σ. Considere τ0 = inf {|t| : X t(x) ∈ Σ, t 6= 0} que é

estritamente positivo pela compacidade de Σ.

Para x ∈ Σ definimos W s
x(Σ) a componente conexa de Σ∩

(⋃
|t|≤τ0/2X

t(W s
x)
)

que

contém x. Como o fluxo (X t)t∈R é C2, W s
x(Σ) é uma curva mergulhada C2 de codimensão

um para cada x ∈ Σ. Estas folhas formam uma folheação F sΣ de codimensão um de Σ.

Neste contexto, as holonomias entre pares de curvas transversais a F sΣ ao longo das linhas

de F sΣ podem ser vistas como mapas entre intervalos da reta tendo um jacobiano Hölder

com respeito à medida de Lebesgue. Portanto estas holonomias são mapas C1+α, para

algum 0 < α < 1 que depende apenas de X. Neste caso, as folhas W s(x,Σ), para x ∈ Σ

definem uma folheação F sΣ de Σ cuja suavidade transversal é C1-Hölder.

Consideremos um par de curvas suaves γ0, γ1 contidas em Σ dadas por γi :

[0, 1] −→ Σ, i = 0, 1 cujo espaço tangente está sempre contido num cone centro-instável:

γ′i(t) ∈ Ccuγi(t)(a), para todo t ∈ [0, 1], i = 0, 1

para algum a > 0 pequeno. Chamamos as γ′is de cu- curvas. Ainda assumimos que

γi([0, 1]) t W s
x(Σ) = γi([0, 1]) ∩W s

x(Σ) é um único ponto para todo x ∈ Σ, i = 0, 1. Por-

tanto, existe um mapa h : γ0 → γ1 que associa cada γ0(t0) ao único ponto de intersecção

de W s
γ0(t0)(Σ) com γ1; isto é a holonomia de F sΣ de γ0 para γ1.
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Figura 2.2.1: A seção transversal Σ para o fluxo junto com as curvas γi e superf́ıcies γεi ,

i = 0, 1, a holonomia H restrita a γ0 e a holonomia h depois composta com a projeção π1.

Lema 2.2.2. A holonomia h é diferenciável e sua derivada é Hölder.

Este resultado foi crucialmente usado em [16] para atratores hiperbólicos singu-

lares (para campo de vetores tridimensionais). Para provar o lema precisamos considerar

as holonomias da folheação estável F s do fluxo.

Fixando 0 < ε < τ0, consideremos as superf́ıcies γεi =
⋃
t∈[−ε,ε] X

t(γi), i = 0, 1

que são pelo menos C2 já que tanto γi quanto X t pertencem a esta mesma classe de

diferenciabilidade. Estas são transversais a folheação estável F s do fluxo, por construção.

Podemos definir a holonomia H : γε0 → γε1 que a cada z ∈ γε0 associa a única intersecção

de W s
z com γε1; veja figura 2.2.1

Demonstração. Escrevemos h como composição de h̃ : γ0 → ξ1 ⊂ γε1 e πi : γεi → γi,

i = 0, 1 que é a projeção natural ao longo do fluxo. Temos então que h = π1 ◦ h̃, onde

π1(z) = γ1(s)⇐⇒ ∃|t| < ε : X t(γ1(s)) = z,

para algum s ∈ [0, 1]; veja figura 2.2.1. Então podemos escrever a imagem ξ1 = h̃(γ0)

como o gráfico de γε1 sobre γ1:

ξ1 =
{
Xξ(γ1(s))(γ1(s)) : s ∈ [0, 1]

}
para uma função ξ : γ1 → R.

Relembremos que h̃ é dada pela restrição H|γ0. A Hölder continuidade da holo-

nomia H ao longo de laminações forte-estável ou forte-instável é uma consequência geral

da dinâmica parcialmente hiperbólica C1+α para qualquer α > 0; veja [13]. Portanto,

ξ : γ1 → R é Hölder cont́ınua.

Além disso, neste contexto, estas holonomias são também absolutamente cont́ınuas

com respeito a medida suave mi em γεi , i = 0, 1 induzida do volume Riemanniano em M ;
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veja [11,12]. Isto é sabido pois Anosov estudou fluxos hiperbólicos de classe C2 em varie-

dades com curvatura seccional negativa, e significa que H∗(m0)� m1.

isto também significa que H admite um Jacobiano, que é, existe JH : γε0 →
[0,+∞) tal que m1(H(A)) =

∫
A
JHdm0 para todos subconjunto de Borel A de γε0. Em

adição, como consequência da suavidade e hiperbolicidade parcial, este Jacobiano é uma

aplicação Hölder cont́ınua.

Denotemos por λi a medida induzida em γi pela medida de volume mi em γεi ,

i = 0, 1.

Tudo isto junto significa que h : γ0 → γ1 é absolutamente cont́ınua no sentido

que h∗(λ0)� λ1 e seu Jacobiano é também Hölder, que implica que a derivada de Radon-

Nikodym d(h∗λ0)
dλ1

pode ser vista como λ1- quase todo ponto igual a h′, e então h se torna

de classe C1-Hölder.

De fato, dado qualquer intervalo aberto (a, b) ⊂ [0, 1] definimos λi(γi(a, b)) =

mi(π
−1
i γi(a, b)), i = 0, 1 e então

λ1(h(a, b)) = λ1(π1h̃(γ0(a, b))) = λ1(π1H(π−1
0 γ0(a, b)))

= m1(H(π−1
0 γ0(a, b)))

=

∫
π−1
0 γ0(a,b)

JHdm0 =

∫
γ0(a,b)

JHd((π0)∗m0)

=

∫
γ0(a,b)

JHdλ0

veja que o Jacobiano de h pode ser visto como uma restrição de JH para γ0. Finalmente,

mapas absolutamente cont́ınuos como h são diferenciáveis λ0-quase todo ponto e, além

disso, são primitivas da derivada. Então temos

λ1(h(γ0(a, b))) =

∫
γ0(a,b)

|h′|dλ0

para todo 0 ≤ a < b ≤ 1.Como também sabemos que |h′ ◦ γ0| = JH ◦γ0, λ0- q.t.p. e JH é

Hölder cont́ınua, então podemos estender h′ para uma função Hölder cont́ınua [0, 1]→ R
que é a derivada de h. Isto conclui a prova.

2.2.2 Aplicações de Poincaré

Para o que segue assumiremos que Λ é um sumidouro hiperbólico singular. Dadas

duas seções transversais Σ, Σ̃ para o fluxo, vamos assumir que existe x ∈ int(Σ) e τ > 0

tais que Xτ (x) ∈ int(Σ̃). A suavidade do fluxo implica que existe uma vizinhança Ux de

x em Σ e uma aplicação de Poincaré unicamente definida

R : Ux ⊂ Σ→ Σ̃, R(x) = Xr(x)(x)



29

para uma função tempo de retorno de Poincaré adequada r : Ux → R+ com r(x) = τ ,

de tal forma que R|Ux se torne um difeomorfismo para uma vizinhança VR(x) = R(Ux) de

R(x) em Σ̃ e tão suave quanto o campo de vetores. [10, Proposição 1.2, pp 94].

Note que, em geral, r não precisa corresponder ao primeiro tempo que órbitas de

Ux ⊂ Σ encontram Σ̃, nem está definido em todo Σ.

Assumimos que Σ, Σ̃ estão dotados com cu-curvas γ0, γ̃0 que intersectam cada

seção e também Ux e VR(x), respectivamente. Na notação introduzida acima, a função

tempo de retorno r : Σ → (0,+∞) pertence a mesma classe de diferenciabilidade do

fluxo, pois as seções transversais Σ, Σ̃ são discos C2, mergulhados em M .

2.2.3 Quocientando localmente sobre a folheação estável

Denote por p : Ux → γ0, p′ : Vf(x) → γ̃0 as projeções ao longo da folheação estável

F sΣ e F s
Σ̃

em cada vizinhança. A vizinhança aberta Ux onde f está definida é projetada

sobre V = p(Ux) que é uma vizinhança aberta de p(x) em γ0. Como folhas estáveis são

invariantes pelo fluxo, podemos definir uma aplicação de V para γ0

y ∈ V 7−→ f(y) = p′
(
f
(
p−1(y) ∩ Ux

))
. (2.2.1)

De acordo com o Lema 2.2.2 esta aplicação é uma composição de um mapa C1+α com a

aplicação de Poincaré, e assim f é uma aplicação C1+α, para alguma constante 0 < α < 1.

2.2.4 Hiperbolicidade do mapa de Poincaré

Assuma que

• R está definida em todos os pontos de Σ (removendo de Σ os pontos onde R não

está definida, se necessário), e que

• R envia folhas de F sΣ no interior de folhas de F s
Σ̃

.

Então, tomando cu-curvas γ0, γ̃0 intersectando Σ, Σ̃, respectivamente, o procedimento

anterior define uma aplicação quociente f : γ0 → γ̃0 que é de classe C1+α.

Para mostrar que f envia folhas de F sΣ no interior de folhas na imagem, precisamos

usar a hiperbolicidade parcial do mapa de retorno de Poincaré entre seções transversais

adaptadas em U .

A decomposição Es ⊕ Ecu sobre U induz uma decomposição cont́ınua Es(Σ) ⊕
Ecu(Σ) do fibrado tangente TΣ (e analogamente para Σ̃), definida por

Es
y(Σ) = Ecs

y ∩ TyΣ e Ecu
y (Σ) = Ecu

y ∩ TyΣ, y ∈ Σ (2.2.2)
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onde Ecs
y = Es

y⊕EG
y e EG

y é a direção do fluxo em y. A DX t- invariância da decomposição

Es⊕Ecu em Λ e a invariância de Es em U significa que DR.Es
x(Σ) = Es

R(x)(Σ) para todo

x ∈ Σ e DR.Ecu
x (Σ) = Ecu

R(x)(Σ) para todo x ∈ Λ ∩ Σ.

O próximo resultado estabelece que, se TΛM = Es
Λ ⊕ Ec

Λ é uma decomposição

hiperbólica singular e o temo de Poincaré r(x) é suficientemente grande, então 2.2.2 define

uma decomposição hiperbólica para a transformação R nas seções transversais.

Proposição 2.2.3 ([16, Proposição 6.15, p 172]). Seja R : Σ −→ Σ̃ o mapa de Poincaré

com tempo de Poincaré r(·) e assuma que Ecu
Λ é seccionalmente expandido. Para cada

0 < λ < 1 dado, existe T1 = T1(Σ, Σ̃, λ) > 0 tal que se inf r > T1, então

‖ DR|Es
x(Σ) ‖< λ e ‖ DR|Ecu

x (Σ) ‖> 1/λ para todo x ∈ Σ.

Dado Σ, ρ > 0 e x ∈ Σ, definimos Cux(ρ) = Ccux (ρ) ∩ TxM .

Corolário 2.2.4 ([16, Corolário 6.17, p 173]). Para R : Σ −→ Σ̃ como na Proposição

anterior, com inf r > T1, e qualquer x ∈ Σ, existe ρ > 0 tal que

DR(x).Cux(ρ) ⊂ CuR(x)(ρ/2) e ‖DR(x).(v)‖ ≥ λ−1

2
· ‖v‖ para todo v ∈ Cu

r (ρ).

A prova da proposição e seu corolário são baseadas na observação que, para

ρ > 0 pequeno, v ∈ Cux(ρ) podemos escrever como vs + vu, vs ∈ Ecs
x , que é contráıdo a

uma taxa λ, e vu ∈ Ecu
x (Σ), que sai de TxΣ para TR(x)Σ é expandido de uma taxa λ−1.

Esta expansão é uma consequência da expansão de área ao longo do plano gerado por

{X(x).vu} junto com a invariância da direção do fluxo sobre a aplicação tangente para

o fluxo. Portanto, para ρ pequeno, a componente centro-instável domina a componente

estável e o comprimento do vetor é acrescido de uma taxa próxima a λ−1.

Desta forma, podemos sempre alcançar uma expansão arbitrariamente grande ao

longo das direções do cone instável em qualquer par de seções transversais, sempre que

tomarmos λsuficientemente próximo de zero e, consequentemente, um tempo limite T1

suficientemente grande.

Observação 2.2.5. Dada uma seção transversal Σ podemos supor, sem perda de gene-

ralidade, que é a imagem do quadrado I × I por um difeomorfismo h de classe C1+α ,

para algum 0 < α < 1, que envia linhas verticais em folhas de F sΣ. Denote por int(Σ) a

imagem de (0, 1) × (0, 1) por h. Também assumimos que cada seção Σ está contida em

U , então cada x ∈ Σ é tal que ω(x) ⊂ Λ. A partir de agora vamos assumir que as seções

transversais são deste tipo.

2.2.5 Seções transversais adaptadas

A próxima etapa é encontrar variedades estáveis para a transformação de Poincaré

R. Os naturais candidatos são as interseções W s(x,Σ) = W s(x)∩Σ. Por construção estas
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folhas são contráıdas pela ação do fluxo e portanto contráıdas por R. Além disso, como já

dito antes, estas interseções definem uma folheação estável C1+α F sΣ de σ com holonomia

C1-Hölder. Para alcançar nosso objetivo é importante que esta folheação seja invariante:

R(W s(x,Σ)) ⊂ W s(R(x),Σ′) para todo x ∈ Λ ∩ Σ(Σ′). (2.2.3)

Para obter este tipo de propriedade restringimos nossa classes de seções transver-

sais tais que o bordo centro instável é disjunto de Λ. Lembre que estamos considerando

seções Σ que são difeomorfas ao quadrado I× I, com linhas verticais {η}× I enviadas em

conjuntos estáveis W s(y,Σ). O bordo estável ∂sΣ é a imagem de {0, 1}×I. O bordo centro

instável ou cu-bordo ∂cuΣ é a imagem de I× {0, 1}. A seção transversal é δ-adaptada se

d(Λ ∩ Σ, ∂cuΣ) > δ,

onde d é a distância intŕınseca em Σ. Relembre que escolhemos a seção tal que os cu-

bordos são formados por cu-curvas.

s −  boundary

cu − boundary

−neighbhd. of the cu−boundaryδ

Λ does not intersect a

Σ

δ

δ
stable leaves

Figura 2.2.2: Seção adaptada para Λ

Chamamos faixa vertical de Σ a imagem h(J × I) para qualquer subintervalo

compacto J , onde h : I2 −→ Σ é o sistema de coordenadas em Σ como na Observação

(2.2.1). Note que cada faixa vertical é uma seção δ-adaptada.

Proposição 2.2.6. [16, Lema 6.22, pp 177]Seja Λ um subconjunto compacto invariante

para um campo de vetores tridimensional G, que é sumidouro seccional hiperbólico com

volume zero, e seja x ∈ Λ um ponto regular. Então, existe δ > 0 tal que podemos encontrar

uma seção transversal δ- adaptada Σ contendo x em seu interior.

O próximo lema diz que se as seções transversais são adaptadas, e o tempo de

Poincaré é grande o suficiente, então temos a propriedade (2.2.3).

Lema 2.2.7. [16, Lema 6.23, pag 178] Dado δ > 0 e Σ, Σ′ seções δ-adaptadas, existe

T2 = T2(Σ,Σ′) > T1 > 0, onde T1 é como na Proposição 2.2.3, tal que se R : Σ(Σ′) −→ Σ′

é a transformação de Poincaré com tempo de Poincaré inf r > T2, então
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1. R(W s(x,Σ)) ⊂ W s(R(x),Σ′) para cada x ∈ Σ(Σ′), e

2. d(R(y), R(z)) ≤ 1
2
d(y, z) para todo y, z ∈ W s(x,Σ) e x ∈ Σ(Σ′).

O lema acima,que é consequência direta das propriedades obtidas na Proposição

(2.2.3) usadas em seções adaptadas, nos dá condições suficientes para termos hiperbolici-

dade parcial da aplicação de Poincaré. De fato, se t > T2 > T1, então as folhas estáveis

são enviadas estritamente dentro das folhas estáveis e uniformemente contráıdas pela taxa

de 1/2; e os cones instáveis em seções transversais são preservados.

2.2.6 Seção δ-adaptada numa vizinhança de todo ponto regular

A prova da Proposição 2.2.6 será baseada nos argumentos usados em [16, Seção

6.1.3, pp 175-178] visto que as hipóteses em Λ no enunciado do lema são mais fracas do

que é considerado usualmente na literatura.

O próximo resultado é uma consequência topológica do Lema 1.3.2 e é crucial no

que segue. Este é o único resultado que usa a hipótese de que o sumidouro tem volume

zero. O mesmo resultado foi obtido em [15] assumindo, além da hiperbolicidade singular,

também transitividade.

Lema 2.2.8. Cada ponto regular x em um conjunto compacto invariante Λ, no contexto

da Proposição 2.2.6, satisfaz x ∈ W ss(x)\Λ.

Usamos o seguinte lema da dinâmica hiperbólica.

Lema 2.2.9 ([16, Lema 6.20]). Seja X ∈ X1(M) e Λ um subconjunto compacto invariante

parcialmente hiperbólico contendo um disco forte-estável γ, com γ uma vizinhança de

algum ponto de W ss(x)∩Λ com a topologia relativa de W ss(x), para algum x ∈ Λ. Então,

αX(γ) = {α(z) : z ∈ γ} contém todos os discos estáveis através de seus pontos.

A seguir damos a prova do Lema 2.2.8.

Demonstração. A prova é feita por contradição. Suponha que existe x ∈ Λ tal que x está

no interior de W ss(x) ∩ Λ. Pelo Lema 2.2.9 o conjunto α(x) contém todas as variedades

estáveis através de seus pontos.

Segue que α(x) não contém nenhuma singularidade: de fato, pelo Lema 1.3.2

sabemos que a variedade forte-estável de cada singularidade intersecta Λ apenas na sin-

gularidade.

Portanto, segue da Proposição 1.3.1 que o conjunto invariante α(x) ⊂ Λ é hi-

perbólico. Segue das observações anteriores que o conjunto

H =
⋃
{W ss(y) : y ∈ α(x) ∩ Λ}
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está contido em Λ. Pelo mesmo argumento de antes, este conjunto contém as variedades

forte-estáveis de todos os seus pontos. Portanto pela Proposição 1.3.1, H não contém

nenhuma singularidade, isto é, H é uniformemente hiperbólico.

Afirmamos que W u(H), o fecho da união das variedades instáveis do pontos de

H, é um conjunto aberto (claramente é um conjunto fechado). Primeiro mostraremos que

W u(H) é aberto. Note que H contém toda a variedade estável W s(z) de cada z ∈ H:

isto porque H é invariante e contém a variedade forte-estável de z. Note que a união

das variedades forte-instáveis dos pontos de W s(z) contém uma vizinhança de z. Isto

prova que W u(H) é uma vizinhança de H. Assim, a órbita passada de qualquer ponto

em W u(H) deve entrar no interior de W u(H). Uma vez que o interior é um conjunto

invariante segue que W u(H) é aberto.

Agora observe que, como W u(H) é aberto e invariante, a variedade forte-estável

de qualquer z ∈ W u(H) está contido em W u(H), que está contido em Λ pois assumimos

que Λ é sumidouro. Portanto, tomando limites vemos que W ss(ω) ⊂ W u(H), para todo

ω ∈ W u(H). Isto implica que W u(H) não contém singularidades e é hiperbólico. Final-

mente, as variedades instáveis dos pontos em W u(H) estão bem definidas pela hiperbo-

licidade e estão em W u(H), apenas tomando limites dos pontos em W u(H) . Portanto,

W u(H) contém suas variedades estáveis e instáveis, e então um conjunto aberto em Λ.

Isto mostra que Λ tem interior não vazio, contradizendo a hipótese que Λ tem

volume zero.

Corolário 2.2.10. Para qualquer x ∈ Λ existe pontos x+ /∈ Λe x− /∈ Λ em distintas

componentes conexas de W ss(x)\{x}.

Agora podemos provar a Proposição 2.2.6. Fixe ε > 0 como no Teorema da

variedade estável. Qualquer seção transversal Σ0 em x suficientemente pequena com

respeito a ε > 0 é folheada pelas intersecções W s
ε (x)∩Σ0. Pelo Corolário 2.2.10, podemos

encontrar pontos x+ /∈ Λ e x− /∈ Λ em cada uma das componentes conexas de W s
ε (x)∩Σ0.

Como Λ é fechado, existem vizinhanças V ± de x± disjuntas de Λ . Seja γ ⊂ Σ0 alguma

curva pequena passando por x transversal a W s
ε (x)∩Σ0. Então, podemos encontrar uma

famı́lia cont́ınua de segmentos dentro de W s
ε (y) ∩ Σ0, para cada y ∈ γ com pontos finais

em V ±. A união Σ destes segmentos é uma seção transversal δ- adaptada, para algum

δ > 0. Veja figura 2.2.6.
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Figura 2.2.3: A construção de uma seção δ-adaptada para um x ∈ Λ regular.

Isto conclui a prova da Proposição 2.2.6

2.2.7 Suavidade e expansão do quociente da aplicação de Poin-

caré sobre as folhas estáveis

Agora podemos voltar para o mapa quociente sobre as folhas estáveis que agora

estão bem definidas em V = Σ e concluir que este é uma aplicação C1+α e também que,

para qualquer σ > 1, definimos λ = σ−1 na Proposição 2.2.3 e deduzir que∣∣Df ∣∣ = |D (p′ ◦R ◦ γ0)| ≥ sin∠
(
F s

Σ̃
(R ◦ γ0), γ̃0

)
. ‖DR ◦ γ0.(γ̃0)‖ > σ

sempre que tomarmos os limites temporais T1, T2 grandes o suficiente, pois os ângulos

entre as cu- curvas γ0, γ̃0 e a folheação estável nas seções são afastados de zero.

2.3 Aplicação de Poincaré perto das singularidades

Aqui construiremos a aplicação de Poincaré do fluxo próximo as singularidades.

Relembre que, como as singularidades σ são do tipo Lorenz, a variedade instável W u(σ) é

unidimensional, e existe uma variedade forte estável W ss(σ) contida na variedade estável

bidimensional W s(σ). Pelos resultados de linearização obtidos por Hartman na ausência

de ressonâncias, órbitas do fluxo em uma vizinhança pequena Uσ de uma dada singulari-

dade σ são soluções do seguinte sistema linear, módulo uma escolha suave de coordenadas:

(ẋ, ẏ, ż) = (λ1x, λ2y, λ3z) logo X t(x0, y0, z0) = (x0e
λ1t, y0e

λ2t, z0e
λ3t), (2.3.1)

com λ2 < λ3 < 0 < −λ3 < λ1.

Vamos usar o seguinte resultado de linearização.
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Teorema 2.3.1. Dado n ∈ Z+ existe inteiro N = N(n) ≥ 2 tal que: se Γ é uma matriz

real não singular d× d com autovalores γ1, · · · , γd satisfazendo

d∑
i=1

miγi 6= γk para todo k = 1, · · · , d e 2 ≤
d∑
j=1

mj ≤ N (2.3.2)

e se ξ̇ = Γξ + Ξ(ξ), ζ̇ = Γζ, onde ξ, ζ ∈ Rd e Ξ é de classe CN para ||ξ|| pequeno com

Ξ(0) = 0, ∂ξΞ(0) = 0; então existe um difeomorfismo Cn R de uma vizinhança de ξ = 0

para uma vizinhança de ζ = 0 tal que RξtR
−1 = ζt para todo t ∈ R e condições iniciais

para os quais o fluxo ζt e ξt estão definido nas correspondentes vizinhanças da origem.

Demonstração. Veja [37], Teorema 12.1, p. 257.

Lembre que, em geral, singularidades hiperbólicas são apenas linearizadas por

homeomorfismos no máximo Hölder de acordo com o Teorema de Hartman-Grobman.

Pelo Teorema 2.3.1, é suficiente escolhermos os autovalores (λ1, λ2, λ3) ∈ R3 de

σ satisfazendo um conjunto finito de relações de não-ressonância (2.3.2) para um certo

N = N(2) e para cada singularidade σk em Λ. Para esta condição, defina um conjunto

aberto e denso em R3 e então toda perturbação pequena Y do campo X vai ter uma

singularidade cujos autovalores (λ1(Y ), λ2(Y ), λ3(Y )) estão ainda na região de linearização

C2.

Note que em (2.3.1) x corresponde a direção forte estável em σ, y a direção

expansora e z a direção estável fraca. Então, para algum δ > 0 podemos escolher seções

transversais contidas em Uσ

• Σ0,±
σ em pontos y± em diferentes componentes de W u

loc(σ)\{σ};

• Σi,±
σ em pontos x± em diferentes componentes de W s

loc(σ)\W ss
loc(σ),

e a aplicação de primeiro retorno de Poincaré R± : Σi,±
σ \`± −→ Σ0,−

σ ∪ Σ0,+
σ , onde `± =∑i,±

σ ∩W s
loc(σ), satisfazendo

1. cada órbita no sumidouro que intersecta uma vizinhança pequena da singularidade

σ intersecta alguma das seções Σi,±
σ ;

2. R± envia cada componente conexa de Σi,±
σ \`± difeomorficamente em uma diferente

seção Σ0,±
σ , preservando as correspondentes folheações estáveis.

Aqui escrevemos W ∗
loc(σ), ∗ = s, ss, u para as variedades locais estável, forte estável e

instável da singularidade tipo sela hiperbólica σ, e estas variedades estendem-se para as

seções Σi,±, e Σ0,±.

Note que em cada caixa de fluxo próximo a singularidade existem quatro seções:

duas de sáıda Σi,±
σ e duas de chegada Σ0,±

σ .
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Usando as coordenadas C2 linearizadas na caixa de fluxo próximo a singularidade,

com os apropriados reescalonamentos, podemos assumir sem perda de generalidade que

para um δ > 0 pequeno, Σi,± = {(x1, x2,±1) : |x1| ≤ δ, |x2| ≤ δ} e Σ0,± = {(±1, x2, x3) :

|x2| ≤ δ, |x3| ≤ δ}.
Então, a partir de (2.3.1) podemos determinar a expressão da transformação de

Poincaré entre as seções de sáıda e chegada:

Σi,± ∩ {x1 > 0} → Σ0,±, (x1, x2, x3) 7→ (1, x2 · x−λ2/λ11 , x
−λ3/λ1
1 ) (2.3.3)

Os outros casos são similares.

Isto mostra que a aplicação obtida a partir da identificação dos pontos com a

mesma coordenada x2, ou seja, pontos na mesma folha estável, é simplesmente x 7→
f(x) = xα em que α = −λ3/λ1 ∈ (0, 1). Analogamente, as coordenadas transversais as

folhas estáveis transformam de acordo com o mapa g(x, y) = yxβ em que β = −λ2/λ1 > 0.

Observação 2.3.2. ∂xg(x, y) = βyxβ−1 é limitada se, e somente se, β ≥ 1 ou equivalente-

mente −λ2 > λ1.

Nestas coordenadas é fácil ver que para pontos z = (x1, x2,±1) ∈ Σi,± o tempo

τ± tal que o fluxo começa em z e toca em uma das Σ0,± depende apenas de x1 e é dado

por

τ±1(x1) = − log |x1|
λ1

e consequentemente

∫ δ

−δ
|τ±(x1)|dx1 <∞. (2.3.4)

Isto mostra, em particular, que o tempo de retorno em uma seção de sáıda próximo a

uma singularidade é constante nas folhas estáveis.

2.4 Transformação Global de Poincaré

Agora mostramos a construção da aplicação global de Poincaré para o fluxo em

uma vizinhança do sumidouro singular hiperbólico Λ. .

Observe que pela Proposição 2.2.6 podemos encontrar uma seção δ-adaptada em

cada ponto não singular x ∈ Λ. Sabemos também que perto de cada singularidade σk de

Λ existe uma caixa de fluxo Uσk contendo σk em seu interior. Seja S(Λ) o conjunto das

singularidade em Λ.

Passo 1: Escolha uma caixa de fluxo Uσ com as seguintes condições extras:

1. para qualquer par de distintos σ1, σ2 ∈ S(Λ) a caixa de fluxo

Σ∗,±σ (T ) := {Xs(x) : x ∈ int(Σ∗,±σ ), |s| < T1}, σ = σ1, σ2, ∗ = i, 0

são disjuntas dois a dois, e
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2. o menor tempo necessário para a órbita positiva de um ponto em Σi,± inter-

sectar Σ0,± é maior que T1.

Note que como podemos tomar Σ∗,±σ arbitrariamente próximo de σ, estas condições

podem sempre ser obtidas. Denote por Θ a famı́lia de todas as seções transversais

perto das singularidades de Λ.

Passo 2: Considere o conjunto aberto VS = ∪σ∈S(Λ) ∪∗=i,0 Σ∗,±σ (T1) e o subconjunto

compacto Λ1 := Λ\VS de Λ. Sabemos que qualquer x ∈ Λ1 é um ponto regular.

Portanto temos seções δ-adaptadas Σx para todo x ∈ Λ1. Considere a ε0- caixa de

fluxo

Σx(ε0) := {Xs(x) : x ∈ int(Σx), |s| < ε0}

para um ε0 fixo pequeno e ε0 < T1. Note que x ∈ Λ1 significa que Σx(ε0) não contém

singularidades e , de fato, não intersecta qualquer uma das seções fixadas no Passo

1.

A coleção C := {Σx(ε0) : x ∈ Λ1} é uma cobertura aberta de Λ1. Fixamos a

subcobertura finita C0 = {Σx1(ε0), . . . ,Σxk(ε0)} no que segue e consideramos a cor-

respondente famı́lia finita de seções transversais Ξ0 = {Σx1 , . . . ,Σxk}.

Passo 3: Agora ajustamos a construção de forma que a o tempo de primeiro retorno de

Poincaré entre elementos de Ξ0 seja maior que alguma constante positiva uniforme.

Dadas Σ,Σ′ ∈ Ξ0, se int(Σ) ∩ int(Σ′) 6= 0, então podemos supor sem perda de

generalidade que a interseção é transversal. Por outro lado, se h : I2 → Σ é o

sistema de coordenadas de Σ visto na Observação 2.2.1, podemos encontrar um

mergulho C1+α ĥ : I2 →M suficientemente próximo de h tal que Σ̂ := ĥ(I2) é uma

seção δ-adaptada e existe φ : I2 → (−ε0, ε0) tal que ĥ(s, t) = Xφ(s,t)(h(s, t)) e ambos

os pares int(Σ̂), int(Σ′) e ∂Σ̂, ∂Σ′ são transversais. Em particular, ∂Σ̂ e ∂Σ′ devem

ser disjuntos, pois o espaço ambiente é tridimensional.

Segue que podemos assumir que a interseção Σ∩Σ′ é formada por um número finito

de curvas suaves fechadas. Considere a sub faixa de Σ dada por

Σ0 := ∪{W s(y,Σ) : y ∈ Σ ∩ Σ′}

e também a sub faixa de Σ′ dada por

Σ1 := ∪{W s(z,Σ′) : z ∈ Σ ∩ Σ′}.

Com respeito a definição de W s(z,Σ),W s(z,Σ′) existem φz : W s(z,Σ) → (−ε0, ε0)

e φ̂z : W s(z,Σ′)→ (−ε0, ε0) tais que para cada z ∈ Σ ∩ Σ′

W ss
0 (z) := {Xφ(x)(x) : x ∈ W s(z,Σ)} ∪ {Xφ̂(y)(y) : y ∈ W s(z,Σ′)} ⊂ W ss

ε (z)
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e φ(z) = 0 = φ̂(z). Pelo Teorema 2.1.1, as variedades estáveis na vizinhança U de

Λ variam C2- suavemente no pontos da base, então o conjunto

Σ2 := {W ss
0 (z) : z ∈ Σ ∩ Σ′}

é uma seção δ- adaptada cuja caixa de fluxo, no tempo 2ε0, cobre a ε0- caixa de

fluxo de Σ0 e Σ1.

Substitúımos Σ e Σ′ pelas seguintes faixas: o fecho das componentes conexas de

Σ\Σ0; junto com o fecho das componentes conexas de Σ′\Σ1; e o fecho de Σ2. O

número de tais componentes é finito e, além disso, suas caixas de fluxo, no tempo

2ε0, cobrem pelo menos a mesma porção de Λ como as caixas de fluxo de Σ e Σ′.

Esta construção nos garante que, para quaisquer Σ, Σ̂ em Ξ0, seus interiores não se inter-

sectam e o menor tempo de primeiro retorno de Poincaré entre estas seções é estritamente

positivo. Redefinimos C0 = {Σ(2ε0) : Σ ∈ Ξ0}.
Definimos Ξ := Ξ0 ∪ Θ a famı́lia de todas as seções transversais escolhidas nas

etapas acima.

Observação 2.4.1. Note que:

1. garantimos que cada um dos conjuntos abertos Σ(2ε0), Σ ∈ Ξ e Uσ, σ ∈ S(Λ) está

contido em U , vizinhança de Λ onde a extensão da folheação forte estável está

definida;

2. dada Σ ∈ Ξ e x ∈ int(Σ), o tempo de primeiro retorno de Poincaré para a órbita

positiva de x alcançar alguma seção em Ξ é estritamente positivo, como o número

de seções é finito e cada uma delas é compacta existe ε1 > 0 tal que inf{t > 0 :

X t(x) ∈ Ξ} ≥ ε1;

3. como Λ é um atrator, o conjunto ω(z) de qualquer z ∈ ∪Σ∈CΣ(ε0) ∪ ∪σ∈S(Λ)Uσ está

contido em Λ. Seja z um ponto regular. Com exceção das variedades locais de σ

em Uσ, um ponto y ∈ ω(z) tem órbita regular que intersecta alguma seção em Ξ em

algum tempo futuro. Portanto, a órbita de z, que acumula em ω(z), deve intersectar

alguma seção de Ξ.

Definição 2.4.2. [Aplicação global de primeiro retorno de Poincaré] Seja z um

ponto no interior de uma seção transversal em Ξ. A aplicação de primeiro retorno de

Poincaré é dada por

R0(z) := Xτ0(z)(z) (2.4.1)

e dizemos que

τ0(z) := inf{t > 0 : X t(z) ∈ Ξ} (2.4.2)
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é o tempo de Poincaré de z. Se o ponto z nunca retorna para alguma das seções, então o

mapa R0 não está definido em z.

Esta construção nos garante que R0 é injetiva, uma vez que é o mapa de primeiro

retorno entre seções transversais ao fluxo.

Ainda não podemos assegurar que o tempo de Poincaré é suficientemente grande

para ter hiperbolicidade da transformação de retorno. Observemos primeiro que pelo

Lema 2.2.6 podemos tomar uma seção transversal δ- adaptada em cada ponto não singular

x ∈ Λ. Sabemos também que próximo de cada singularidade σk existe uma caixa de fluxo

Uσk .

Usando a construção da vizinhança tubular próximo a qualquer seção δ-adaptada

Σ, linearizamos o fluxo em um conjunto aberto UΣ = X(−ε,ε)(int(Σ)) para ε > 0 pequeno,

contendo o interior da seção. Isto nos fornece uma cobertura aberta do compacto Λ por

caixas de fluxo próximo as singularidades e vizinhanças tubulares em torno de pontos

regulares.

Seja {UΣi , Uσk : i = 1, . . . , l e k = 1, . . . , s} uma cobertura finita de Λ, onde s ≥ 1

é o número de singularidades em Λ, e seja T3 > 0 um limite superior para o tempo que

qualquer ponto z ∈ UΣi leva para sair da vizinhança tubular sob o fluxo, para qualquer

i = 1, . . . , l. Assumimos, sem perda de generalidade, que T2 > T3.

Para definir a aplicação de Poincaré R para qualquer ponto z em uma das seções

em

Ξ = {Σj,Σ
i,±
σk
,Σ0,±

σk
: j = 1, . . . , l; k = 1, . . . , s},

consideramos ẑ = XT2(z) e esperamos o próximo tempo τ0(XT2(z)) que a órbita de ẑ toca

novamente uma das seções. Então, definimos

R(z) = XT2+τ0(XT2 (z))(z),

e dizemos que τ(z) = T2 + τ0(XT2(z)) é o tempo de Poincaré de z. Se o ponto z nunca

retorna para umas as seções transversais, então o mapa R não está definido em z. Além

disso, pelo Lema 2.2.7, se R está definida em x ∈ Σ para alguma Σ ∈ Ξ, então R está

definida em cada ponto de W s(x,Σ). Portanto, o domı́nio de R|Σ é formado por faixas

de Σ. A suavidade de (x, t) 7−→ X t(x) significa que as faixas

Σ(Σ′) = {x ∈ Σ : R(x) ∈ Σ′}

em interior não-vazio em Σ, para quaisquer Σ,Σ′ ∈ Ξ. Numa seção de chegada perto

de uma singularidade σk, pode existir um bordo da faixa correspondendo a linha l±k de

pontos que caem na variedade estável de σk.

Observação 2.4.3. Pelo item (3) da Observação 2.4.1, a famı́lia de todas Σ(Σ′) para Σ′ ∈ Ξ

cobre Σ exceto nos ponto em que R não está definida.
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2.4.1 Número finito de faixas no domı́nio da aplicação global de

Poincaré

O próximo resultado diz que, fixando uma seção transversal Σ ∈ Ξ, os pontos

onde R não está definida estão contido em um número finito de folhas estáveis. Assim,

a famı́lia de todas as posśıveis faixas cobrem Σ exceto por um número finito de folhas

estáveis W s(xi,Σ), i = 1, . . . ,m = m(Σ). Ou seja, o número de faixas em cada seção é

finito.

Pelo Teorema do Fluxo Tubular e a suavidade do fluxo temos que R é suave em

todos os pontos x ∈ Σ tais que R(x) ∈ int(Ξ), onde int(Σ) é a união dos interiores de

cada seção em Ξ. Denote ∂sΞ a união de todas as folhas que formam o bordo estável de

cada seção em Ξ.

Lema 2.4.4 ([16]). O conjunto das descontinuidades de R em Ξ\∂sΞ está contido no

conjunto dos pontos x ∈ Ξ\∂sΞ tal que:

1. Ou R(x) está definida e pertence a ∂sΞ;

2. ou existe algum 0 < t < T2 tal que X t(x) ∈ W s
ε (σ) ∩ Σj para alguma singularidade

σ em Λ e Σj ∈ Ξ.

Além disso, este conjunto está contido em um número finito de folhas estáveis da seção

Σ ∈ Ξ.

A prova deste lema depende do fato de que o tempo de Poincaré é finito para

pontos onde R(x) está definida, então os outros pontos devem estar no atrator mas nunca

intersectam outra seção em Ξ, então devem convergir para uma singularidade de X em

Λ, ou vão cair no bordo estável de alguma seção de Ξ.

Seja Γ o conjunto finito das folhas estáveis de Ξ vindas do Lema (2.4.4) unido

com ∂sΞ. Então o complementar Ξ\Γ é formado por finitas faixas abertas Σ ∈ Ξ, onde

R é de classe C2. Cada uma dessas faixas é então uma componente dos conjuntos Σ(Σ′)

para Σ,Σ′ ∈ Ξ, onde R é um difeomorfismo C2.

2.4.2 Integrabilidade do tempo de retorno global de Poincaré τ

Agora vamos obter uma propriedade fundamental para a construção de medidas

f́ısicas para atratores hiperbólicos singulares.

Lema 2.4.5. O tempo global de Poincaré τ é integrável com respeito a medida de Lebesgue

em Ξ, induzida pela forma de volume em M .
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Demonstração. Seja z ∈ Ξ, o ponto ẑ = XT2(z) ou está numa caixa de fluxo Uσk de uma

singularidade σk, ou não. No primeiro caso, o tempo que ẑ leva para alcançar uma seção

de sáıda Σ0,±
σk

é limitado pela função tempo de sáıda τ±σk da correspondente caixa de fluxo,

que é integrável. No segundo caso, ẑ leva um tempo de no máximo 2T3 para alcançar

outra seção, pela definição de T3. Assim, o tempo de Poincaré em Ξ é limitado por T2 +T3

mais uma soma de finitas funções integráveis , uma para cada caixa de fluxo perto de uma

singularidade, por finitude do número de singularidades, do número de seções em Ξ e do

número de faixas em cada seção. Assim, o tempo de Poincaré de R em Ξ é Lebesgue

integrável.

Observação 2.4.6. Como as folhas estáveis nas seções transversais fixadas são uniforme-

mente contráıdas pelo fluxo, existe uma constante c dependente apenas do campo, do

diâmetro e posições das seções, tal que |τ(x) − τ(x′)| < c para todos os pares x, x′ na

mesma folha estável das seções da famı́lia Ξ. Ou seja, o tempo de retorno de Poincaré é

quase constante sobre as folhas estáveis de Ξ.

2.5 Aplicação bidimensional F

A partir de agora Ξ é a coleção de todas as faixas Σ(Σ′) onde a aplicação de

Poincaré é suave. Vamos denotar as faixas por Σ. Escolhemos uma cu-curva C2 γΣ

transversal a F sΣ em cada Σ ∈ Ξ. Então, a projeção pΣ ao longo das folhas de F sΣ em

γΣ é um mapa C1+α, pois as folhas estáveis W s(x,Σ) são definidas através dos pontos de

Σ ∈ Ξ e as holonomias dependem C1+α suavemente no ponto da base.

Dado um conjunto A, defina

I =
⋃

Σ,Σ′∈Ξ

Σ(Σ′) ∩ γΣ e S =
⋃

Σ,Σ′∈Ξ

Σ(Σ′).

Como o número de faixas é finito, pelas propriedades de Σ(Σ′) obtidas anteriormente, o

conjunto I é C2- difeomorfo ao intervalo I = [0, 1] menos o conjunto com finitos pontos

C = {c1, · · · , cn}, e pΣ|p−1
Σ torna-se uma submersão C1. O conjunto S é C1+α-difeomorfo

ao retângulo fechado não degenerado Q ⊂ R2, Q = [0, 1] × [0, 1] menos o conjunto finito

formado por linhas verticais C × I. Denote por H o C1+α- difeomorfismo H : S → Q que

envia folhas estáveis em linhas verticais e considere a composição

F = H ◦R ◦H−1 : Q −→ Q.

De acordo com a Proposição 2.2.3, Corolário 2.2.4 e Lema 2.2.7, a aplicação de

Poincaré R : Ξ\Γ→ Ξ leva folhas estáveis de F sΣ em folhas estáveis da mesma folheação,

é C1 por partes e hiperbólica. Além disso, pelo Corolário 2.2.4, uma cu- curva γ ⊂ Σ é

levada por R em uma cu- curva R(γ) na imagem da seção.
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Podemos definir cones instáveis em Q usando a suavidade de H:

Cu
ρ(H(x)) := DH(x).Cu

ρ .

Isto significa, em particular, que cu- curvas são enviadas por F em cu- curvas. Portanto,

o mapa F = H ◦R ◦H−1 pode ser escrito como

F (x, y) = (f(x), g(x, y)),

onde

f : I\D → I, (I\D) 3 z 7→ H((pΣ′(R(W s(H−1(z),Σ) ∩ Σ(Σ′)))).

Por construção temos que valem as seguintes propriedades:

• f : I\D → I não está definida em D = {b1, · · · , bn} e é C1 em I\D = ∪0≤j≤nIj. Os

pontos b1, · · · , bn correspondem ou a projeção de uma linha ` = Σi ∩W s
ε (σ), ou a

projeção do bordo de uma faixa Σ ∈ Ξ.

• g : Q −→ I não está definida nas linhas verticais `bi = {bi} × I em Q, que corres-

pondem a p−1
Σ (bi) e g é C1 restrita a Q\(∪0≤i≤n`bi).

Finalmente, colocando b0 = 0 e bn = 1, a restrição de F a cada faixa Σj = (bi, bi+1) ×
[0, 1] ⊂ Q, 0 ≤ j ≤ n− 1 é dada por

FΣj(x, y) = (fΣj(x), gΣj(x, y)).

Notemos que o Lema (2.2.7)(b) junto com o fato de que H é um difeomorfismo C1+α

implica que

Lema 2.5.1. A aplicação F : Q −→ Q preserva a folheação vertical F s de Q, e F |γ é λ-

Lipschitz com λ < 1 em cada folha γ ∈ F s.

Observação 2.5.2. Tomando a seção Σ suficientemente pequena podemos garantir que o

cone instável tem variação muito pequena ao longo da faixa. Então todas as curvas que

estão a uma distância constante de γΣ também são cu- curvas. Como F sΣ é enviada em

linhas verticais em Q através de H, isto nos dá que todas as linhas horizontais em Q

que não intersectam as linhas verticais `ci são cu- curvas, pois estas linhas horizontais

correspondem, por H, a curvas que estão essencialmente a uma distância constante de γΣ

ao longo das folhas estáveis.



Caṕıtulo 3

Aplicação unidimensional induzida e

densidade das variedades estáveis

das singularidades

Apresentamos agora prova do item 6 do Teorema 1.3.5 baseada no estudo de

propriedades topológicas e ergódicas da transformação quociente unidimensional.

3.1 Propriedades da aplicação unidimensional f

É sabido que como o fluxo (X t)t∈R é C2, os conjuntos W s(x,Σ), x ∈ Σ, definem

uma folheação C0, F sΣ, de cada seção transversal Σ ∈ Ξ, cuja holonomia é absolutamente

cont́ınua e com jacobiano Hölder com respeito à medida de Lebesgue, logo esta holonomia

é C1- Hölder.

Estas propriedades junto com a expansão fornecida pelo Corolário 2.2.4 implicam

(veja a prova em [16], seção 7.3.2 pag 222.).

Lema 3.1.1. A aplicação unidimensional f é expansora, isto é, |f ′| ≥ κ, para algum

k > 1. Além disso, é de classe C1+α por pedaços tal que 1/|Df | é α- Hölder, para algum

0 < α < 1, restrita a cada Ij.

A expansão uniforme é consequência da existência de uma cota uniforme para os

ângulos entre F sΣ e as curvas γΣ, uma vez que fixamos o conjunto Ξ das seções transversais,

e obtemos uma taxa de expansão arbitrariamente grande ao longo dos cones instáveis se

T1 > 0 é suficientemente grande. Podemos portanto assumir, sem perda de generalidade,

que κ > 2 no enunciado do Lema 3.1.1 e assim faremos no restante deste trabalho. Como

consequência disto é posśıvel deduzir mais propriedades da aplicação unidimensional.

43
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3.1.1 Propriedades topológicas da dinâmica de f

O seguinte lema garante a existência de uma classe especial de órbitas periódicas

para f .

Lema 3.1.2 ([16], Lema 6.30). Seja f :
⋃
j Ij → I uma aplicação de classe C1, expansora

por partes com finitos ramos I1, ..., Il tal que cada Ij é um intervalo aberto não-vazio.

Suponha que |Df |Ii | ≥ κ > 2 e I\(⋃j Ij) é finito.

Então, para cada δ > 0 pequeno existe n = n(δ) tal que, para cada intervalo

aberto não-vazio J ⊂ ⋃j Ij com |J | ≥ δ, podemos encontrar 0 ≤ k ≤ n, um subintervalo

Ĵ de J e 1 ≤ j ≤ l satisfazendo fk|Ĵ : Ĵ → Ij é um difeomorfismo.

Ademais, f tem número finito de órbitas periódicas O(p1), ...,O(pk) contidas em⋃
j Ij, e cada intervalo aberto não vazio J admite um subintervalo aberto Ĵ , um ponto

periódico pj e um iterado n tal que fn|Ĵ é um difeomorfismo em uma vinhança de pj.

Observação 3.1.3. Para a aplicação bidimensional F o lema acima mostra que existem um

número finito de órbitas periódicas O(P1), . . . ,O(Pk) para F tal que π(O(Pi)) = O(pi),

i = 1, ..., k, onde π : Q → I é a projeção na primeira coordenada. Além disso, a união

das variedades estáveis dessas órbitas periódicas é densa em Q.

De fato, π−1O(pi) é uma coleção finita de folhas verticais de Q, compactas e

invariantes para o futuro. Cada folha é contráıda por F ri , onde ri ∈ Z+ é o menor

peŕıodo de pi. Portanto existe um ponto fixo para F ri em cada folha de π−1O(pi) e juntos

eles formam uma órbita periódica para F , O(Pi) tal que πO(Pi) = O(pi), e π−1O(pi) se

torna uma variedade estável local da órbita periódica O(Pi), para cada i = 1, ..., k.

Além disso, para cada intervalo não-vazio J consideramos a faixa J × I em Q e a

subfaixa Ĵ×I dentro de J×I, onde Ĵ é dado pelo Lema 3.1.2, que também nos dá n ∈ Z+

tal que fn : Ĵ → V (pi) é um difeomorfismo de Ĵ para a vizinhança V (pi) de pi. Então,

F n(J×I) intersecta V (pi)×I e então F n(Ĵ×I)∩π−1pi 6= ∅, que é, W s(Pi)∩F n(Ĵ×I) 6= ∅.
Pela invariância da variedade estável, conclúımos que J × I ⊃ Ĵ × I contém um ponto na

variedade estável de Pi.

Observação 3.1.4. Isto também implica que as variedades estáveis das órbitas periódicas

Pi obtidas acima são densas em uma vizinhança U de Λ.

De fato, podemos escrever o fluxo X t em uma vizinhança de Λ como um fluxo

de suspensão sobre F ; veja [15]. Então a órbita de cada Pi é periódica e hiperbólica, e

W s
G(Pi) é a suspensão de W s

F (Pi). Portanto, a densidade de ∪iW s
F (Pi) em Q implica a

densidade de ∪iW s
X(Pi) em uma vizinhança U de Λ.

Denotamos por C(Ξ) a famı́lia de componentes conexas maximais das sub-faixas

{Σ(Σ′) : Σ′ ∈ Ξ}, para qualquer dada Σ ∈ Ξ, onde R é suave.
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Definição 3.1.5. Dadas duas faixas S1 = J1× I ⊂ Σ1 e S2 = J2× I ⊂ Σ2, para quaisquer

Σ1,Σ2 ∈ Ξ, onde J1 e J2 são subintervalos compactos de I. Dizemos que Rk(S1) intersecta

S2 para algum k ≥ 1, se existe uma sub-faixa S = J × I de S1 tal que

pΣ2(R
k(S)) ⊇ pΣ2(S2) e Rk(S) é difeomorfica a S.

Dadas duas faixas S1, S2 escrevemos S1

k

→ S2 se Rk(S1) intersecta S2.

Lema 3.1.6. Se existe um intervalo J ⊂ I e um inteiro n tal que fn|J é um difeomorfismo

entre J e sua imagem fn(J), então a faixa S = J × I intersecta a faixa Ŝ = fn(J)× I.

Demonstração. Como f ◦ p = p ◦ R temos que fn(p(S)) = p(Rn(S)) = fn(J), e assim

Rn(S) projeta em p(Ŝ). Portanto S
n→ Ŝ.

Como consequência dos resultados acima, obtemos

Proposição 3.1.7. Existem pontos periódicos p1, . . . , pk do campo X em Ξ tais que pΞ(pi)

está contido em ∪jIj e, para cada faixa S contida em C(Σ) existe subfaixa Ŝ de S e

k ∈ N tais que Rk : Ŝ → Rk(Ŝ) é um difeomorfismo e Rk(Ŝ) contém algum dos pontos

pi, i ∈ {1, . . . , k} no seu interior.

Observação 3.1.8. As órbitas periódicas óbtidas na proposição acima serão designadas por

“órbitas peródicas destacadas” no que segue.

3.1.2 Propriedades ergódicas de f

A aplicação f é expansora por partes com derivada Hölder, isto é suficiente para

que possamos usar resultados fortes da dinâmica unidimensional.

É bem sabido que aplicações f de classe C1, expansora por partes, no intervalo I

tal que 1/ |Df | tem variação limitada tem um número finito de medidas de probabilidade

invariantes absolutamente cont́ınuas cujas bacias cobrem Lebesgue quase todos os pontos

de I.

Usando uma extensão da noção de variação limitada foi mostrado em [9] que

os resultados de existência e finitude de medidas invariantes absolutamente cont́ınuas

ergódicas e invariantes podem ser estendidos para aplicações expansoras por partes de

classe C1 tais que g = 1/ |f ′| é α- Hölder para algum α ∈ (0, 1). Estas funções são de

variação limitada universalmente, isto é,

sup
a=a0<a1<···<an=b

(
n∑
j=1

|g(ai)− g(ai−1)|1/α
)α

<∞,
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onde o supremo é tomado sobre todas partições finitas do intervalo I = [a, b]. Além disso,

a partir de [39] as densidades ϕ das medidas de probabilidade invariantes absolutamente

cont́ınuas para f satisfazem o seguinte: existem constantes A,C > 0 tais que∫
osc(ϕ, ε, x)dx ≤ C.εα para todo 0 < ε ≤ A,

onde osc(ϕ, ε, x) = ess supy,z∈B(x,ε) |ϕ(y)− ϕ(z)| e o supremo essencial é tomado com

respeito a medida de Lebesgue. A partir dáı podemos encontrar uma sequência εn → 0

tal que osc(ϕ, ε, ·) −→
n→∞

0 (com respeito a medida de Lebesgue). Isso implica que o suporte

de supp(ϕ) contém intervalos abertos não vazios.

De fato, dado δ > 0 pequeno seja ρ > 0 pequeno e n grande tal queW = {ϕ > ρ} e

V = {osc(ϕ, εn, ·) > ρ/2} satisfazem λ(I\W ) < δ. Então, λ(W ∩I\V ) > 1−2δ > 0 . Seja

x um ponto densidade de Lebesgue de W∩I\V . Então existe um subconjunto com medida

de Lebesgue positiva de B(x, εn) onde ϕ > ρ. Pela definição de osc(ϕ, εn, x) temos que

ϕ(y) > ρ/2 > 0 para Lebesgue quase todo ponto y ∈ B(x, εn), e assim B(x, εn) ⊂ supp(ϕ).

Ademais, segue de [9] que existe um número finito de medidas de probabili-

dade ergódicas, invariantes, e absolutamente cont́ınuas ν1, ..., νl de f e toda probabilidade

invariante absolutamente cont́ınua ν se decompõe em uma combinação linear convexa

ν =
∑l

i=1 aiνi. Considerando qualquer subintervalo J ⊂ I e a medida de Lebesgue nor-

malizada λJ = (λ|J)/λ(J) em J , cada ponto de acumulação fraca* de n−1
∑n−1

j=0 f
j
∗ (λJ)

é uma probabilidade invariante absolutamente cont́ınua ν para f (pois a função indica-

dor de J tem variação limitada generalizada). Portanto as bacias de ν1, ..., νl cobrem I

Lebesgue módulo zero: λ(I\(B(ν1) ∪ ... ∪B(νl)) = 0.

Note que a partir de [9] também sabemos que a densidade ϕ de qualquer medida

de probabilidade f - invariante absolutamente cont́ınua é limitada por cima.

3.1.3 Medidas absolutamente cont́ınuas e órbitas periódicas des-

tacadas

Agora enunciamos algumas propriedades topológicas e ergódicas que tanto quanto

sabemos são obtidas aqui pela primeira vez.

Lema 3.1.9. Para cada órbita periódica destacada O(pi) de f existe alguma medida νi

de probabilidade f - invariante ergódica e absolutamente cont́ınua tal que pi ∈ supp(νi), e

vice versa.

Demonstração. Defina E = {1 ≤ i ≤ k : ∃1 ≤ j ≤ l tal que O(pi) ∈ suppνi}. Note que

como int(supp)ν1 é não vazio, então para um intervalo J ⊂ int(suppν1) podemos, pela

Proposição 2.1, encontrar outro intervalo Ĵ ⊂ J e n > 1 tais que fn|Ĵ : Ĵ → V (pi) é um
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difeomorfismo para uma vizinhança V (pi) de pi, para algum 1 ≤ i ≤ k. A invariância de

suppνi mostra que pi ∈ int(suppν1) e E 6= ∅.
Seja B = {1, ..., k}\E. Agora vamos mostrar que B = ∅. Escrevemos i −→ j se

a pré órbita de O(pj) acumula O(pi).

Afirmamos que se i −→ j e j ∈ E, então i ∈ E. Portanto, órbitas em B

não podem intersectar órbitas em E. Pois a união das pré órbitas de órbitas periódicas

distintas de f são densas em I, então B pode apenas ser acumulado por pré órbitas de

elementos de B. Assim, a união W das pré órbitas de elementos de B é f - invariante e

densa em uma vizinhança das órbitas dos elementos de B. Portanto, W é um compacto

f - invariante com interior não vazio de I e então W contém o suporte de alguma νj.

Consequentemente a pré órbita de algum elemento de B intersecta int(suppν1) e então

B ∩ E 6= ∅. Esta contradição prova que B dever vazio a menos da prova da afirmação.

Existe xn −→
n→∞

pi tal que xn ∈ ∪m≥0f
−m(pj) e então podemos encontrar Vn

vizinhança de xn e mn > 1 tal que fmn|Vn : Vn → V (pi) é um difeomorfismo em uma

vizinhança V (pj) de pj. Mas V (pj) ∩ suppνh 6= ∅ para algum 1 ≤ h ≤ l e então, por

invariância do suppνh, existem pontos de suppνh em Vn, para todo n ≥ 1. Isto mostra

que pi é um limite pontual de suppνh, e então i ∈ E . Isto prova a afirmação e termina a

prova do lema

3.2 Densidade de variedades estáveis de singularida-

des

Aqui provaremos algumas consequências para o sumidouro Λ a partir das propri-

edades da aplicação unidimensional.

Teorema 3.2.1. A união das variedades estáveis das singularidades de um conjunto

sumidouro hiperbólico singular com volume zero é densa na bacia de atração topológica,

que é

U ⊂
⋃

σ∈Λ∩S(X)

W s(σ).

Uma importante implicação é a possibilidade de escolhermos seções transversais

adaptadas com uma especial caracteŕıstica que vai ser crucial para a prova do Teorema

C.

Corolário 3.2.2. Cada ponto regular de um conjunto sumidouro hiperbólico singular com

volume zero admite seção transversal δ-adaptada cujo bordo estável é formado por varie-

dades estáveis de singularidades do conjunto, para cada δ > 0 suficientemente pequeno.
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3.2.1 Prova do item 6 do Teorema 1.3.5

Como consequência do Corolário 3.2.2, a aplicação unidimensional f satisfaz o

item (6) do Teorema 1.3.5.

De fato, pontos na variedade estável de uma singularidade σ ∈ Λ são enviados,

pelo fluxo em tempo finito, para a variedade estável local da singularidade em uma seção

transversal próxima a singularidade. Para a aplicação unidimensional o comportamento

correspondente é precisamente dado pelo item (6b) do Teorema 1.3.5.

O item (6b) é uma consequência da definição de aplicações de retorno em seções

transversais, enquanto o item (6c) é uma consequência do comportamento local do fluxo

próximo a uma singularidade tipo-Lorenz; veja [15, Seção 2.4].

3.2.2 Intersecções transversais entre variedades instáveis de órbitas

periódicas e variedades estáveis de singularidades

Para provar o Teorema 3.2.1 note que o fluxo de X na variedade com bordo

U é um fluxo Anosov-seccional, pois Λ é um subconjunto maximal invariante na região

armadilha U . Vamos usar isto para deduzir o seguinte.

Teorema 3.2.3. Seja µ uma medida de probabilidade invariante hiperbólica suportada

em um sumidouro hiperbólico singular conexo Λ com volume zero. Assuma que µé um

estado u-Gibbs, isto é, para µ-quase todo x a variedade instável W u
X está bem definida e

Lebesgue quase todo ponto y ∈ W u
x é µ-genérico: 1

T

∫ T
0
δXs(y)ds

w∗−→
T→∞

µ.

Então existe σ ∈ Λ ∩ S(X) tal que W u(p) t W s(σ) 6= ∅ para cada p ∈ suppµ.

Podemos agora provar o Teorema 3.2.1: Este teorema é um corolário do Teorema 3.2.3

pois, pela observação 3.1.4, as variedades estáveis das órbitas periódicas distintas são

densas em uma vizinhança U de Λ. A interseção transversal dada pelo Teorema 3.2.3

significa que cada uma destas variedades estáveis é acumulada pela variedade estável de

alguma singularidade; aqui usamos o λ- Lema. Dáı segue o resultado 3.2.1.

A seguir apresentaremos alguns resultados para a prova do Teorema 3.2.3.

Lema 3.2.4. No contexto do enunciado do Teorema 3.2.3, fixe p0 ∈ Per(X) ∩ supp(µ) e

seja J = [a, b] um arco em uma componente conexa de W uu
X (p0)\ {p0} com a 6= b. Então,

H = ∪t∈RX t(J) contém alguma singularidade de Λ.

Demonstração. Segundo a teoria não uniformemente hiperbólica (Teoria de Pesin) sabe-

mos que o suporte de uma medida de probabilidade ergódica hiperbólica não atômica µ

está contida na classe homocĺınica de uma órbita periódica O(p); por exemplo veja [8] ou

[6 ].
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Portanto, para µ-quase todo ponto x temos que W u
x ⊂ suppµ (pois µ é uma

medida Gibbs) e W u
x t W s(O(p)) 6= ∅. Assim, pelo λ- lema (veja [10]) temos que

W u(p) ⊂ W u(x) ⊂ suppµ.

Como cada ponto periódico p0 ∈ suppµ está homoclinicamente relacionado a p,

então também temos W uu(p0) ⊂ W u(p0) ⊂ suppµ.

Note que H ⊂ W u
0 (p0) ⊂ suppµ e H é um conjunto compacto por construção,

onde W u
0 (p0) é a componente conexa de W u(p0)\O(p) contendo J . Ademais, H é conexo,

pois H é també o fecho da órbita do conjunto conexo J sob o fluxo cont́ınuo.

SeH não tem singularidades, entãoH é um conjunto compacto conexo hiperbólico

e então contém as variedades forte-estáveis de quaisquer de seus pontos, pois cada ponto

em H é acumulado por iterados futuros do arco J . isto significa que H é um sumidouro

e então H = Λ por conexidade, e portanto H contém todas as singularidades de Λ. Esta

contradição nos diz que H deve conter alguma singularidade.

Fixe p0 e σ ∈ S(X)∩H como no enunciado do Lema 3.2.4. Devemos mostrar que

W u(p0) ∩ S(X) 6= ∅. Além disso, o fluxo de X é interiormente transversal ao bordo da

variedade U e tem Λ como seu subconjunto invariante maximal, que é hiperbólico singular.

Portanto X em U é um fluxo Anosov-seccional e estamos no contexto do próximo resultado

devido a Batista e Morales [22].

Teorema 3.2.5. [22] Se O é uma órbita periódica de um fluxo Anosov-seccional em uma

variedade compacta satisfazendo W u(p0) ∩ S(X) 6= ∅, então existe σ ∈ S(X) tal que

W u(O) ∩W s(σ) 6= ∅.

Agora tomemos O = O(p0) e como X é um fluxo Anosov-seccional na região

armadilha de Λ, aplicamos o Teorema 3.2.5 para obter a existência de σ ∈ S(X) tal

que W u(O) ∩W s(σ) 6= ∅. Pela definição de hiperbolicidade singular, isto significa que

W u(p0) ∩W s(σ) 6= ∅.
Isto é suficiente para concluir a prova do Teorema 3.2.3. De fato, como todas

as órbitas periódicas em supp(µ) estão homoclinicamente relacionados, é suficiente obter

W u(p0) ∩W s(σ) 6= ∅ para um ponto periódico destacado p0 ∈ supp(µ).



Caṕıtulo 4

Grandes desvios para sumidouros

hiperbólicos singulares

Um dos conceitos mais importantes em Sistemas Dinâmicos é a noção de medida

f́ısica (SRB) para um fluxo ou transformação. Diz-se que uma medida de probabilidade

invariante µ para um fluxo X t em uma variedade compacta é f́ısica se o conjunto de pontos

z tais que, para toda função cont́ınua ψ

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

ψ(Xs(z))ds =

∫
ψdµ,

tem medida de Lebesgue positiva no espaço ambiente. Equivalentemente, definimos bacia

de uma probabilidade invariante µ como sendo o subconjunto de pontos x ∈ M tais que

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

δfj(x) = µ na topologia fraca* e uma medida f́ısica é aquela cuja bacia tem

volume positivo.

Mostrado que estas medidas existem, é natural considerar a taxa de convergência

das médias temporais para a média espacial. Essa taxa é medida pelo volume do sub-

conjunto de pontos cujas médias temporais estão afastadas da média espacial por uma

quantidade fixada, até certo tempo de evolução. Precisamente, se fixarmos ε > 0 uma

margem de erro, e considerarmos o conjunto

BT =

{
x :

∣∣∣∣ 1

T

∫ T

0

ψ(Xs(x))ds−
∫
ψdµ

∣∣∣∣ > ε

}
,

procuramos condições sob as quais a sua medida de Lebesgue decai exponencialmente

rápido, isto é, se existem constantes C, ξ > 0 tais que

Leb(BT ) ≤ Ce−ξt, para todo t > 0.

50
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4.1 Cota superior para grandes desvios

Vamos agora começar a construir a prova do seguinte resultado, que é o Teorema

A enunciado na Introdução.

Teorema 4.1.1. Seja X t um fluxo C2 em uma variedade tridimensional exibindo um

sumidouro hiperbólico singular com região armadilha U . Denote por Leb a restrição nor-

malizada da medida de Lebesgue em U e assuma que o sumidouro te volume zero. Seja

ψ : U → R uma função cont́ınua e limitada, então para qualquer ε > 0

lim sup
T→∞

1

T
logLeb

{
z ∈ U : inf

µ∈E

∣∣∣∣ 1

T

∫ T

0

ψ(X t(z))dt− µ(ψ)

∣∣∣∣ > ε

}
< 0.

Começamos por mostrar que, graças à folheação uniformemente contrativa que

cobre o sumidouro, o conjunto de pontos que sofrem grandes desvios está contido num

conjunto de grandes desvios para a aplicação induzida F nas seções adaptadas.

4.1.1 Redução à dinâmica nas seções adaptadas e ao quociente

sobre folhas estáveis

Para o fluxo de suspensão φt : Ξτ → Ξτ com altura τ e dinâmica da base F e

para ψ : Ξτ → R cont́ınua temos, para T > 0 e z = (x, s) com x ∈ Ξ e 0 < s < τ(x) <∞∫ T

0

ψ(φt(z))dt =

∫ τ(x)

s

ψ(φt(x, 0))dt+
n−1∑
j=1

∫ τ(F j(x))

0

ψ(φt(F j(x), 0))dt

+

∫ T+s−Snτ(x)

0

ψ(φt(F n(x), 0))dt

Definindo ϕ(x) =
∫ τ(x)

0
ψ(φt(x, 0))dt temos que

1

T

∫ T

0

ψ(φt(z))dt =
1

T

n−1∑
j=0

∫ τ(F j(x))

0

ψ(φt(F (x), 0))dt− 1

T

∫ s

0

ψ(φt(x, 0))dt

+
1

T

∫ T+s−Snτ(x)

0

ψ(φt(F n(x), 0))dt.

Podemos majorar

I = I(x, s, T ) = − 1

T

∫ s

0

ψ(φt(x, 0))dt+
1

T

∫ T+s−Snτ(x)

0

ψ(φt(F n(x), 0))dt,

pelo seguinte

I ≤
(

2
s

T
+
SFn+1τ(x)− SFn τ(x)

T

)
.||ψ‖,

onde ||ψ|| = sup |ψ|. Dado ω > 0 para 0 ≤ s < τ(x) e n = n(x, s, T ) o conjunto{
(x, s) ∈ Ξτ : inf

µ∈E

∣∣∣∣ 1

T
SFn ϕ(x) + I − µ(ϕ)

µ(r)

∣∣∣∣ > ω

}
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está contido na união dos conjuntos{
(x, s) ∈ Ξτ : inf

µ∈E

∣∣∣∣ 1

T
SFn ϕ(x)− µ(ϕ)

µ(r)

∣∣∣∣ > ω

2

}⋃{
(x, s) ∈ Ξτ : I >

ω

2

}
. (4.1.1)

Note que se ψ ≡ 0 então consideraremos o subconjunto do lado esquerdo de (4.1.1) no

que segue. Vamos estimar a λ-medida de cada subconjunto acima assumindo que ψ não é

identicamente nula. Mostraremos que estes conjuntos podem ser inclúıdos em conjuntos

definidos para a dinâmica de F .

Primeiro note que pela observação 2.4.6 temos

I ≤ 1

T
(2s+ τ(F nx)) ‖ψ‖ ≤ 1

T
(2s+ τ(fn(p(x)))) ‖ψ‖+

c

T
‖ψ‖ ,

onde p : Ξ→ I é a projeção ao longo das folhas estáveis FΞ, mostrando que I é dominado

por uma expressão que depende realmente apenas de f .

Para o outro conjunto, note que{
(x, s) ∈ Ξτ : inf

µ∈E

∣∣∣∣ 1

T
SFn ϕ(x)− µ(ϕ)

µ(r)

∣∣∣∣ > ω

2

}
. (4.1.2)

está contido em{
(x, s) ∈ Ξτ : inf

µ∈E

∣∣∣∣nT
(
SFn ϕ

n
− µ(ϕ)

)∣∣∣∣ > ω

4

}⋃{
(x, s) ∈ Ξτ : inf

µ∈E

∣∣∣∣nT − 1

µ(r)

∣∣∣∣ > ω

4 |µ(ϕ)|

}
.

(4.1.3)

pois para toda µ ∈ E∣∣∣∣ 1

T
SFn ϕ−

µ(ϕ)

µ(r)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣nT SFn ϕn − n

T
µ(ϕ)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣nT µ(ϕ)− µ(ϕ)

µ(r)

∣∣∣∣
≤ n

T

∣∣∣∣SFn ϕn − µ(ϕ)

∣∣∣∣+ µ(ϕ)

∣∣∣∣nT − 1

µ(r)

∣∣∣∣ ,
onde n = n(x, s, T ) satisfaz

Sfnτ(p(x))

n
− c ≤ SFn τ(x)

n
≤ T + s

n
<
SFn+1τ(x)

n
≤ Sfn+1τ(p(x))

n
+
n+ 1

n
c.

Portanto, cotas envolvendo n
T

podem podem ser substitúıdas por outras envolvendo Sfnτ(p(x))
n

e assim reduzimos estas estimativas à dinâmica de f , com exceção das cotas que envolvem
SFn ϕ
n

.

4.1.2 Redução à dinâmica unidimensional

Agora mostramos que podemos reduzir a propriedade de grandes desvios da

dinâmica da aplicação F, sobre um observável induzido pelo observável original, para

uma propriedade semelhante da dinâmica da aplicação unidimensional quociente.

Dizemos que a função ϕ : M\S → R tem crescimento logaŕıtmico próximo a S se

existe K = K(ϕ) > 0 tal que |ϕ|χB(S,δ) ≤ K∆δ, para todo δ > 0 suficientemente pequeno.
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Proposição 4.1.2. Seja ε > 0 e ψ : U → R uma função cont́ınua e limitada em uma

vizinhança U do Λ. Defina ϕ : Ξ0 → R dada por ϕ(x, y, z) =
∫ τ(x,y,z)

0
ψ(X t(x, y, z))dt,

onde τ(x, y, z) é o tempo de retorno do ponto (x, y, z) ∈ Ξ0.

Seja µ medida tal que µ(|ϕ|) <∞. Então, existem inteiros N > 1, δ > 0 pequeno,

γ > 0 constante dependendo apenas de ψ e do fluxo, e uma função cont́ınua l : I\D → R
com crescimento logaŕıtmico próximo ao conjunto D, tais que, para todo n > N{

|
∣∣1SFn ϕ− µ(ϕ)

∣∣ > 3ε
}
⊂ p−1

({
1

n
Sfn∆δ >

ε

γ

}⋃{∣∣∣∣ 1nSfnl − µ(ϕ)

∣∣∣∣ > ε

})
,

onde p : Ξ0 → I é a projeção canônica que leva um ponto y na folha estável correspondente

x no quociente I.

Demonstração. De acordo com a construção do fluxo hiperbólico singular, existem C > 0

e 0 < λ < 1 tais que dados dois pontos na mesma seção e na mesma folha estável y1 e y2

temos

d(Rk(x, y1, z), R
k(x, y2, z)) ≤ Cλk, para todo 1 ≤ k ≤ n, (4.1.4)

onde n ≥ 1 é o primeiro tempo em que a órbita dos pontos intersectam a linha singular,

que corresponde a intersecção da folha estável local de alguma singularidade do campo

com uma seção transversal de entrada perto dessa singularidade. Os tempos de interseção

dependem apenas da órbita de x pela aplicação f e correspondem aos tempos n tais que

fn(x) ∈ D. Como D é finito, X0 =
⋃
n≥0

f−n(D) é enumerável. Assim, o conjunto de pontos

em Σ ∈ Ξ que representam linhas {x} × I × {z}, com x ∈ X0 e z ∈ I fixo, tem medida

de Lebesgue nula em Σ. Portanto, para um conjunto de medida de Lebesgue total em Ξ

vale (4.1.4) para todo k ≥ 1.

Além disso, como y1 e y2 pertencem a mesma variedade estável, então para todo

t > 0 temos que

dist(X t(y1), X t(y2)) ≤ κ|y1 − y2|, (4.1.5)

para uma constante κ > 0 dependendo apenas dos ângulos entre a superf́ıcie Σ e a folha

estável do fluxo através dos pontos de Ξ. Note que ϕ é cont́ınua em Ξ0 e

|ϕ(y)| ≤ τ(y). sup |ψ| ≤ C0. sup |ψ|.

Temos que a constante C0 > 0 satisfaz C0 ≤ K.∆δ(x), para algum δ > 0 suficientemente

pequeno e K = K(τ) > 0. Esta última desigualdade vem do fato de que próximo às sin-

gularidades a função τ cresce como logaritmo da distância e é limitada no complementar.

É claro que para y, w em Σ na mesma folha estável em alguma seção Σ de Ξ, e

n > 1, existe ponto x em I correspondente a essa folha tal que∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
j=0

(
ϕ(F j(y))− ϕ(F j(w))

)∣∣∣∣∣ ≤ 1

n

n−1∑
j=0

ϕ̄j(x)
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onde ϕj(x) = supy,w∈W s(x,Σ) |ϕ(F j(y)) − ϕ(F j(w))|. Seja ε > 0, existe δ > 0 pequeno e

η > 0 tal que −Kκη log δ > ε/3 e κη ≤ sup |ψ|. Seja ξ > 0 satisfazendo

dist(y, y′) < ξ =⇒ |ψ(y)− ψ(y′)| < η. (4.1.6)

Então por (4.1.4) podemos encontrar um j0 = j0(η) ≥ 1 tal que |F j(y) − F j(w)| ≤ ξ
κ

para j > j0 e quaisquer y, w na mesma linha vertical. Assim, obtemos a partir de (4.1.5)

e (4.1.6) e as escolhas de ε, δ e η

ϕj(x) ≤ K∆δ(xj). sup
0<t<K∆δ(xj)

|ψ(X t(F j(y)))− ψ(X t(F j(w)))|

≤ K∆δ(xj)κη + ε/2. (4.1.7)

Tome uma função cont́ınua l : I\D → R tal que para algum 0 < a < ε/3

1. min
y∈W s(x,Σ)

ϕ(F j0(y))− a ≤ l(x) ≤ a+ max
y∈W s(x,Σ)

ϕ(F j0(y));

2. µ(l ◦ P) = µ(ϕ).

Note que ϕ é µ-integrável. Observe também que l tem crescimento logaŕıtmico próximo

ao conjunto de singularidades. Para obter tal função l, desintegre µ ao longo da partição

mensurável de cada Σ dada pelas linhas verticais e defina l0(x) =
∫
ϕdµx. Então aproxime

l0 por uma função cont́ınua l1 tal que
∫
|l0 − l1| ◦ Pdµ < ε/3. Agora para algum −ε/3 <

a < ε/3 a função l = l1 + a satisfaz as condições 1 e 2 acima para todas as seções em Ξ.

Agora para n > 0 usando (4.1.7), f ◦ P = P ◦ F e somando sobre órbitas de F k

e fk

|SFn (l ◦ P)− SFn ϕ|(y) ≤ |l ◦ P − ϕ|(y) + |SFn−1(l ◦ P − ϕ)|(y)

≤ 2 sup |ψ|K∆δ(x) + a+

n−1∑
j=1

(Kκη∆δ(f
j(x)) + a+ ε/3)

≤ 2 sup |ψ|K(log δ−1 + ∆δ(x)) +
2nε

3
+Kκη.Sn−1∆δ(f(x))

≤ 2 sup |ψ|K log δ−1 +
2nε

3
+K(κη + 2 sup |ψ|).Sn∆δ(x).

Observe que{∣∣∣∣ 1nSFn ϕ− µ(ϕ)

∣∣∣∣ > 3ε

}
⊂
{∣∣∣∣ 1n(SFn (l ◦ P)− SFn ϕ)

∣∣∣∣ > 2ε

}
∪
{

1

n
|SFn (l ◦ P)−−µ(ϕ)| > ε

}
.

(4.1.8)

Definindo γ1 = 2 sup |ψ|K log δ−1 e γ2 = K(κη+2 sup |ψ|) obtemos para n suficientemente

grande
1

n

(
SFn (l ◦ P)− SFn ϕ

)
≤ 2ε

3
+
γ1

n
· Sfn∆δ ◦ P ≤ ε+

γ2

n
· Sfn∆δ ◦ P ,
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onde γ2 ≤ 3C0 sup |ψ|, pela escolha de η. Logo,{∣∣∣∣ 1n (SFn (l ◦ P)− SFn ϕ
)∣∣∣∣ > 2ε

}
⊆ P−1

{
1

n
Sfn∆δ >

ε

3C0 sup |ψ|

}
,

e isto juntamente com (4.1.8) completa a prova da Proposição.

4.2 Grandes desvios para observáveis com cota lo-

gaŕıtmica perto do conjunto descont́ınuo/singular

Recordamos que uma função ϕ : M\S → R tem cota logaŕıtmica próximo a S se

existe K = K(ϕ) > 0 tal que |ϕ|χB(S,δ) ≤ K∆δ, para todo δ > 0 suficientemente pequeno.

Também dizemos que f é uma transformação regular se para E ⊂M tal que Leb(E) = 0,

então Leb(f−1(E)) = 0, ou seja f∗µ� µ.

Teorema 4.2.1 ([12]). Seja f : M →M um difeomorfismo local, regular, de classe C1+α

em M\S onde S é um conjunto singular não-flat e α ∈ (0, 1). Suponha que f é uma

transformação não-uniformemente expansora com recorrência exponencialmente lenta ao

conjunto singular S e seja ϕ : M\S → R uma função cont́ınua que tem cota logaŕıtmica

próximo a S. Além disso, assuma que existem no máximo um número finito de estados de

equiĺıbrio µ1, ..., µk com respeito a log J , que são absolutamente cont́ınuos. Então, dado

ω > 0

lim sup
n→∞

1

n
logLeb

{
x ∈M : inf

µ∈E

∣∣∣∣ 1nSnϕ(x)− µ(ϕ)

∣∣∣∣ ≥ ω

}
< 0,

onde E é a famı́lia de todos os estados de equiĺıbrio com respeito a log J .

Demonstração. Defina

ϕk = ξk ◦ ϕ, onde ξk =


k se x ≥ k

x se |x| < k

−k se x ≤ −k

, k ≥ 1.

Então, ϕk : M → R é cont́ınua para todo k ≥ 1, ϕk(x) −→k→∞ ϕ(x) para todo x ∈M\S
e |ϕ− ϕk| ≤ |ϕ|χ{|ϕ|>k}. Além disso, claramente temos para todo n, k ≥ 1

Snϕk − Sn |ϕ− ϕk| ≤ Snϕ = Snϕk + Sn(ϕ− ϕk) ≤ Snϕk + Sn |ϕ− ϕk| . (4.2.1)

Observe que, como ϕ tem crescimento logaŕıtmico próximo à S, para quaisquer c, ε0 > 0

dados, podemos escolher ε1, δ1 > 0 tais que a condição de recorrência exponencialmente

lenta é verdade e K.ε1 ≤ ε0. Então, escolhemos k ≥ 1 grande suficiente para {|ϕ| > k} ⊆
B(S, δ1). Da relação 4.2.1 obtemos a seguinte inclusão{

1

n
Snϕ > c

}
⊆
{

1

n
Snϕk > c− ε0

}
∪
{

1

n
Sn∆δ1 ≥ ε1

}
, (4.2.2)
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usando a hipótese que ϕcresce como logaritmo da distância perto de S e as escolhas de

ε1, δ1. Analogamente obtemos uma inclusão oposta{
1

n
Snϕ < c

}
⊆
{

1

n
Snϕk < c+ ε0

}
∪
{

1

n
Sn∆δ1 ≥ ε1

}
; (4.2.3)

veja [13, Seção 4, pp 352] para detalhes sobre como obter estas inclusões.

A partir de (4.2.2) e (4.2.3) vemos que para obter o limite para grandes desvios no

enunciado do Teorema 4.2.1 é suficiente obter um limite de grandes desvios para a função

cont́ınua ϕk com respeito a mesma transformação f e ter recorrência exponencialmente

lenta para o conjunto singular S.

Para obter cota para grandes desvios, usamos o resultado seguinte já provado

para observáveis continuos sobre transformações não uniformemente expansoras no nosso

contexto em [12].

Teorema 4.2.2. Seja f : M → M um difeomorfismo local fora de um conjunto singular

não-flat S, que é não-uniformemente expansor e tem recorrência lenta para S. Então,

para ω0 > 0 e uma função cont́ınua ϕ0 : M → R existem ε, δ > 0 arbitrariamente próximos

a zero tais que, escrevendo

An =

{
x ∈M :

1

n
Sn∆δ(x) ≤ ε

}
e Bn =

{
x ∈M : inf

µ∈E

∣∣∣∣ 1nSnϕ0(x)− µ(ϕ0)

∣∣∣∣ > ω0

}
obtemos lim supn→+∞

1
n

logLeb(An ∩Bn) < 0.

Relembre que E = {ν ∈Mf : hν(f) = ν(log J)} é o conjunto de todos os estados

de equiĺıbrio de f com respeito ao potencial log J . Note que E é um subconjunto compacto

não-vazio convexo do conjunto de probabilidades invariantes, na topologia fraca*.

Recorrência exponencialmente lenta nos garante que lim supn→∞
1
n
Leb(M\An) <

0. Sob essa hipótese o teorema acima significa que para (ε, δ) próximos a (0, 0) temos que

lim supn→∞
1
n

logLeb(Bn) < 0, pois Leb(Bn) ≤ Leb(An ∩Bn) + Leb(M\An).

Então, escolhemos ω, ε > 0 pequenos, k ≥ 1 como antes, ϕ0 = ϕk e ω0 = ω + ε0.

Portanto {µ(ϕk) : µ ∈ E} é um intervalo compacto da reta. Em (4.2.2) definimos c =

infµ∈E µ(ϕ0)− ω e em (4.2.3) definimos c = supµ∈E µ(ϕ0) + ω. Então, temos a inclusão{
inf
µ∈E

{∣∣∣∣ 1nSnϕ− µ(ϕ)

∣∣∣∣} > ω

}
⊂ Bn ∪

{
1

n
Sn∆δ1 ≥ ε1

}
. (4.2.4)

Pelo Teorema 4.2.2 podemos encontrar ε, δ > 0 suficientemente pequenos tais que a re-

corrência exponencialmente lenta vale também para o par (ε, δ) e portanto

lim sup
n→∞

1

n
logLeb

{
inf
µ∈E

{∣∣∣∣ 1nSnϕ0 − µ(ϕ0)

∣∣∣∣} > ω0

}
< 0. (4.2.5)

Finalmente as escolhas de ε1,δ1 unida à condição de recorrência exponencialmente lenta

para S significa que a medida de Lebesgue do subconjunto do lado direito em (4.2.4) é
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também exponencialmente pequeno quando n → +∞. Isto, junto com (4.2.5) conclui a

prova do Teorema 4.2.1.

4.2.1 Semifluxos com altura com cota logaŕıtmica nas singula-

ridades e aproximação exponencialmente lenta.

Seja φt : Mr → Mr um semifluxo com função teto r : M\S → R sobre a base f ,

onde

Mr = {(x, s) ∈M × [0,+∞) : 0 ≤ s ≤ r(x)}.

Para cada (x, s) ∈Mr e t > 0 existe um número n(x, s, t) ≥ 1, que consideramos o número

de voltas que o ponto dá sobre o conjunto Mr, tal que Sfnr(x) ≤ s+ t ≤ Sfn+1r(x), então

definimos X t(x, s) = (fn(x), s+ t− Snr(x)).

Denotemos por ν = µ× Leb1 a extensão X t - invariante de µ para Mr e por λ a

extensão de Leb para Mr, isto é, λ = Leb× Leb1, onde Leb1 é a medida de Lebesgue em

R. Para qualquer subconjunto A ⊂Mr

ν(A) =
1

µ(r)

∫
dµ(x)

∫ r(x)

0

χA(x, s)ds

λ(A) =
1

Leb(r)

∫
dLeb(x)

∫ r(x)

0

χA(x, s)ds.

O próximo resultado será uma das nossas principais ferramentas neste caṕıtulo e

com ele vamos provar o resultado final deste trabalho.

Teorema 4.2.3 ([13]). Seja X t um semifluxo de suspensão sobre uma transformação não

uniformemente expansora f : M\S →M que tem recorrência exponencialmente lenta ao

conjunto singular S e a função teto r : M\S → R tem crescimento logaŕıtmico próximo

a S. Seja E o conjunto formado por todos os estados de equiĺıbrio com respeito a log J , e

seja ψ : Mr → R uma função cont́ınua. Então, dado ε > 0

lim sup
T→∞

1

T
log λ

{
z ∈Mr : inf

µ∈E

∣∣∣∣ 1

T

∫ T

0

ψ(X t(z))dt− µ(ψ)

∣∣∣∣ > ε

}
< 0.

Com a relação entre o fluxo original numa vizinhança do sumidouro e o fluxo

suspensão sobre F, e esta redução ao semifluxo de suspensão sobre dinâmica unidimen-

sional, completamos a prova do Teorema (4.1.1), ou seja, do Teorema A, assumindo a

propriedade de aproximação exponencialmente lenta ao conjunto das singularidades /des-

continuidades, que será o objeto do capitulo 5.
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4.2.2 Redução para a dinâmica da base.

Grandes desvios para um semifluxo pode ser provado a partir da dinâmica da base,

isto é, reduzimos o conjunto desvio do fluxo para um conjunto desvio que só depende da

dinâmica da base.

Seja ψ : Mr → R uma função cont́ınua e limitada. Para T > 0 e z = (x, s) com

x ∈M e 0 ≤ s ≤ r(x) <∞ podemos escrever∫ T

0

ψ(X t(z))dt =

∫ r(x)

s

ψ(X t(x, 0))dt+
n−1∑
j=1

∫ r(fj(x))

0

ψ(X t(f j(x), 0))dt

+

∫ T+s−Snr(x)

0

ψ(X t(fn(x), 0))dt

onde n = n(x, s, T ) ∈ N é o número de voltas tal que Snr(x) ≤ s+ T < Sn+1r(x).

Definindo ϕ(x) =
∫ r(x)

0
ψ(X t(x, 0))dt temos que

1

T

∫ T

0

ψ(X t(z))dt =
1

T

n−1∑
j=0

∫ r(fj(x))

0

ψ(X t(f j(x), 0))dt− 1

T

∫ s

0

ψ(X t(x, 0))dt

+
1

T

∫ T+s−Snr(x)

0

ψ(X t(fn(x), 0))dt.

Podemos majorar I = I(x, s, T ) = − 1
T

∫ s
0
ψ(X t(x, 0))dt+ 1

T

∫ T+s−Snr(x)

0
ψ(X t(fn(x), 0))dt,

pelo seguinte

I ≤
(

2
s

T
+
Sn+1(x)− Snr(x)

T

)
.||ψ‖,

onde ||ψ|| = sup |ψ|. Dado ω > 0 para 0 ≤ s < r(x) e n = n(x, s, T ) o conjunto{
(x, s) ∈Mr : inf

µ∈E

∣∣∣∣ 1

T
Snϕ(x) + I − µ(ϕ)

µ(r)

∣∣∣∣ > ω

}
está contido na união dos conjuntos{

(x, s) ∈Mr : inf
µ∈E

∣∣∣∣ 1

T
Snϕ(x)− µ(ϕ)

µ(r)

∣∣∣∣ > ω

2

}⋃{
(x, s) ∈Mr : I >

ω

2

}
. (4.2.6)

Note que se ψ ≡ 0 então consideraremos o subconjunto do lado esquerdo de (4.2.6) no

que segue. Vamos estimar a λ-medida de cada subconjunto acima assumindo que ψ não

é identicamente nula.
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4.2.3 A função teto como observável sobre a dinâmica da base.

Tome N ≥ 1 suficientemente grande tal que N ||ψ|| > 2 e note que para quaisquer

T, ω > 0,

λ
{
I >

ω

2

}
=

∫
dLeb

∫ r(x)

0

ds(χ(ω/2,+∞) ◦ I)(x, s, T )

≤ Leb

{
r >

ωT

2N ||ψ||

}
+ Leb

{
r(x) ≤ ωT

2N ||ψ|| e Sir(x) ≤ T < Si+1r(x), i∈ N
}

≤ Leb

{
r >

ωT

2N ||ψ||

}
+

ωT

2N ||ψ||

[T/r0]+1∑
i=0

Leb

{ |Si+1r − Sir|
T

>
N ||ψ|| − 2

2N ||ψ|| ω
}
.

(4.2.7)

Note que, como r é limitado por baixo, r ≥ r0 > 0, temos que T ≥ r0n, o que nos dá um

limite superior,
[
T
r0

]
+ 1, para o posśıvel número de voltas que aparecem na soma acima.

Em (4.2.7) também usa-se as seguintes relações

2s

T
<

2r

T
≤ 2

T
.

ωT

2N ||ψ|| =
ω

N ||ψ|| e
ω

2
− ω

N ||ψ|| =
N ||ψ|| − 2

2N ||ψ|| .ω.

Por um lado, como r cresce como logaritmo da distância a S, temos que a primeira

parcela do lado esquerdo da soma (4.2.7) é limitada por

Leb

{
x ∈M : dist(x,S) ≤ exp

(
−C. ωT

N ||ψ||

)}
,

onde C > 0 é uma constante dependente de r. Segue da hipótese (1.4.1) que

Leb

{
x ∈M : dist(x,S) ≤ exp

(
−C. ωT

N ||ψ||

)}
≤ e−CκωT/N ||ψ||.

Por outro lado, como T ≥ Sir(x) ≥ r0i obtemos o seguinte limite superior para a parcela

do lado direito da soma (4.2.7), para cada i = 0, ..., [T/ro] + 1

Leb

{ |Si+1r − Sir|
i

>

(
N ||ψ|| − 2

2N ||ψ|| .r0

)
ω

}
≤

(
seja r

′

0 =
N ||ψ|| − 2

2N ||ψ|| r0

)
≤ Leb

{
inf
µ∈E

∣∣∣∣1i Sir − µ(r)

∣∣∣∣ > ωr
′
0

2

}
+ Leb

{
inf
µ∈E

∣∣∣∣1i Si+1r − µ(r)

∣∣∣∣ > ωr
′
0

2

}
≤ 2C0e

−βi

com C0, β > 0 constantes. A desigualdade acima segue do Teorema 4.2.1 que nos garante

um limite de grandes desvios para o observável r com respeito ao ı́nfimo das medidas

f́ısicas de f . Portanto, podemos estimar a soma (4.2.7) por

ωT

2N ||ψ|| .2C0

[T/r0]+1∑
i=0

e−βi ≤ CωT

2N ||ψ||e
−βT/r0

para uma constante C > 0 dependente de f, r, ω e ψ.

Assim, obtemos

lim sup
T→∞

1

T
log λ

{
I >

ω

2

}
< 0, (4.2.8)

sempre que tomarmos ω > 0 suficientemente pequeno.
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4.2.4 Usando ϕ como observável sobre a dinâmica da base.

Agora vamos dar um limite superior (estimar) para a medida de Lebesgue do

conjunto {
(x, s) ∈Mr : inf

µ∈E

∣∣∣∣ 1

T
Snϕ(x)− µ(ϕ)

µ(r)

∣∣∣∣ > ω

2

}
. (4.2.9)

Para toda µ ∈ E e Leb quase todos os pontos x ∈M e todo 0 ≤ s < r(x)

Snr(x)

n
≤ T + s

n
≤ Sn+1r(x)

n
. (4.2.10)

Também temos que para toda µ ∈ E∣∣∣∣ 1

T
Snϕ−

µ(ϕ)

µ(r)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣nT Snϕn − n

T
µ(ϕ)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣nT µ(ϕ)− µ(ϕ)

µ(r)

∣∣∣∣
≤ n

T

∣∣∣∣Snϕn − µ(ϕ)

∣∣∣∣+ µ(ϕ)

∣∣∣∣nT − 1

µ(r)

∣∣∣∣ .
Portanto, o conjunto

{
(x, s) ∈Mr : infµ∈E

∣∣∣ 1
T
Snϕ(x)− µ(ϕ)

µ(r)

∣∣∣ > ω
2

}
está contido na seguinte

união,{
(x, s) ∈Mr : inf

µ∈E

∣∣∣∣nT
(
Snϕ

n
− µ(ϕ)

)∣∣∣∣ > ω

4

}⋃{
(x, s) ∈Mr : inf

µ∈E

∣∣∣∣nT − 1

µ(r)

∣∣∣∣ > ω

4 |µ(ϕ)|

}
.

(4.2.11)

Note que a λ- medida do conjunto
{

(x, s) ∈Mr : infµ∈E

∣∣∣ nT − 1
µ(r)

∣∣∣ > ω
4|µ(ϕ)|

}
é

limitada por cima por

λ

{
(x, s) ∈Mr : inf

µ∈E

∣∣∣∣nT − 1

µ(r)

∣∣∣∣ > ω

4 |µ(ϕ)| e r(x) ≤ T

}
+ λ {(x, s) ∈Mr : r(x) > T} .

(4.2.12)

Veremos adiante que essa quebra será útil para reduzir a medida λ em Mr para a medida

de Leb em M , e assim aplicar um resultado de grandes desvios para o observável r.

Para ω > 0 suficientemente pequeno, T e n suficientemente grandes, temos que

λ

{
(x, s) ∈Mr : inf

µ∈E

∣∣∣∣nT − 1

µ(r)

∣∣∣∣ > ω

4|µ(ϕ)| e r ≤ T

}
≤ T

[T/r0]+1∑
i=0

∑
j=0,1

Leb

{
x ∈M : inf

µ∈E

∣∣∣∣ i

Si+jr
− 1

µ(r)

∣∣∣∣ > ω

|µ(ϕ)|

}
.

(4.2.13)

Seja (x, s) ∈ Mr. Para T > 0 suficientemente grande temos que quando o fluxo

age sobre esse ponto até tempo T ele dá n “voltas” e este número de voltas já vimos

que é limitado por [T/r0] + 1. Suponha, por exemplo, que n(x, s, T ) = 2. Sabemos que
2

S3r
≤ 2

T
≤ 2

S2r
, logo

(x, s) ∈
{

(x, s) ∈Mr : inf
µ∈E

∣∣∣∣ 2

S3r
− 1

µ(r)

∣∣∣∣ > ω

|µ(ϕ)|

}⋃{
(x, s) ∈Mr : inf

µ∈E

∣∣∣∣ 2

S2r
− 1

µ(r)

∣∣∣∣ > ω

|µ(ϕ)|

}
.
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Fazendo o mesmo para todas as possibilidades de voltas, obtemos a cota (4.2.13).

Usando o resultado de grandes desvios limitado, Teorema 4.2.1, para o observável

r temos que existem constantes C0, β > 0 tais que

Leb

{
x ∈M : inf

µ∈E

∣∣∣∣ i

Si+jr
− 1

µ(r)

∣∣∣∣ > ω

4 |µ(ϕ)|

}
≤ C0e

−βi, para j = 0, 1,

e então para alguma constante C1 > 0 dependendo apenas de f, r e ω temos

T

[T/r0]+1∑
i=0

∑
j=0,1

Leb

{
x ∈M : inf

µ∈E

∣∣∣∣ i

Si+jr
− 1

µ(r)

∣∣∣∣ > ω

|µ(ϕ)|

}
≤ C1Te

−βT/r0 .

A integral
∫
{r>T} rdLeb é limitada usando a condição (1.4.1) da seguinte forma:

para T > 0 suficientemente grande tal que i > [T ] implica (i + 1)ec0i < 1, onde c0 =

−κ log ρ/2K > 0. Dáı,∫
{r>T}

rdLeb ≤
∑
i≥[T ]

∫ i+1

i

rdLeb ≤
∑
i≥[T ]

(i+ 1)Leb{r > i}

≤ Ck
∑
i≥[T ]

(i+ 1)e−2c0i ≤ Ck
∑
i≥[T ]

e−coi ≤ C2e
−c0T ,

(4.2.14)

para uma constante positiva C2 > 0 dependendo apenas de f .

Para terminar temos que analisar o subconjunto do lado esquerdo de (4.2.11).

Para algum ω̂ > 0, o conjunto{
(x, s) ∈Mr : inf

µ∈E

∣∣∣∣nT
(
Snϕ

n
− µ(ϕ)

)∣∣∣∣ > ω

4

}
está contido na seguinte união{

(x, s) ∈Mr : inf
µ∈E

∣∣∣∣Tn − µ(r)

∣∣∣∣ > ω̂

}⋃{
(x, s) ∈Mr : inf

µ∈E

∣∣∣∣Snϕn − µ(ϕ)

∣∣∣∣ > ω

4

(
ω̂ + inf

µ∈E
µ(r)

)}
,

(4.2.15)

pois
∣∣T
n
− µ(r)

∣∣ > ω̂ implica que n
T
> 1

ω̂+µ(r)
.

Novamente para ω > 0 a λ-medida do subconjunto do lado esquerdo de (4.2.15),

seguindo os mesmos argumentos acima, é exponencialmente pequeno em T . Para estimar

a λ-medida do lado direito de (4.2.15) usamos grandes desvios limitados para o observável

ϕ com respeito a f , já que ϕtem crescimento logaŕıtmico próximo ao conjunto singular.

De fato, |ϕ(x)| ≤
∫ r(x)

0
|ψ(x, s)| dt ≤ r(x). ‖ψ‖ para x ∈M\S pois ψ é limitada. Podemos

estimar a λ- medida do subconjunto do lado direito em (4.2.15) como em (4.2.13) e

(4.2.14), obtendo constantes C3,γ > 0 dependendo de f, r e ω tais que

λ

{
(x, s) ∈Mr : inf

µ∈E

∣∣∣∣Snϕn − µ(ϕ)

∣∣∣∣ > µ(r).
ω

4

(
2− ω̂

2

)}
≤ C3Te

−γn.

A partir disso conclúımos

lim sup
T→∞

1

T
log λ

{
(x, s) ∈Mr : inf

µ∈E

∣∣∣∣ 1

T
Snϕ−

µ(ϕ)

µ(r)

∣∣∣∣ > ω

2

}
< 0. (4.2.16)

Juntando (4.2.8) e (4.2.16), fica provado o Teorema 4.2.3.



Caṕıtulo 5

Recorrência Exponencialmente Lenta

Neste caṕıtulo vamos provar o principal resultado técnico deste trabalho, o Te-

orema C: a aproximação exponencialmente lenta às singularidades/descontinuidades de

uma transformação expansora por pedaços unidimensional, admitindo conjunto enumerável

de ramos não singulares mas número finito de singularidades, e tal que as imagens laterais

dos pontos de descontinuidade não singulares são enviadas em alguma singularidade num

número finito uniforme de iterados.

Como explicado na introdução, este resultado garante, em particular, a existência

de número finito de densidades invariantes para a dinâmica cuja bacia ergódica cobre quase

todo ponto do intervalo, com respeito à medida de Lebesgue.

5.1 Condições gerais e enunciado do resultado

Por construção temos que |f ′| cresce como a inversa de alguma potência da

distância ao conjunto das singularidades, isto é, existem B > 0 e 0 < β < 1 tais que

|f ′(x)| ≥ B−1d(x,D)−β, (5.1.1)

para todo x ∈M\D.

Lembre que f tem recorrência exponencialmente lenta ao conjunto das des-

continuidades D, se para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que

lim sup
n→∞

1

n
log Leb

{
x ∈ I :

1

n

n−1∑
j=0

∆δ(f
j(x)) > ε

}
< 0, (5.1.2)

onde ∆δ(x) = | log distδ(x,D)| é a distância logaŕıtmica δ- truncada de x ∈ M à D, isto

é, ∆δ(x) é não negativa e cont́ınua longe de D, identicamente nula 2δ-longe de D, e igual

a − log dist(x,D) quando dist(x,D) ≤ δ e toma valores entre 0 e − log δ para x tal que

que dist(x,D) < 2δ.

62
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Teorema 5.1.1. Seja f : I\D → I uma função unidimensional monótona, C1+α em

pedaços com n + 1 ramos definidos nas componentes conexas de I\D admitindo um

conjunto finito de medidas invariantes absolutamente cont́ınuas (a.c.i.m.) µif , e que

inf |f ′| > 2 onde está definida. Além disso, assuma que o conjunto D seja enumerável

e que se divida em dois subconjuntos S e D \ S, em que S 6= ∅ é o conjunto finito das

singularidades satisfazendo:

1. para todo b ∈ D existem os limites laterais f(b±) = limt→b± f(t);

2. existe L ∈ Z tal que para todo b ∈ D \ S existe T (b±) ≤ L tal que fT (b±)(b±) ∈ S;

3. para todo b ∈ S existe 0 < α = α(b) < 1 e, existe e é finito e não nulo algum (ou

ambos) dos limites laterais limt→b± |t− b|1−αDf(t).

Então f tem recorrência exponencialmente lenta ao conjunto das descontinuidades D.

A prova demanda técnicas de refinamento de partições primeiramente desenvol-

vidas nos trabalhos de Benedicks e Carleson ([23], [24]) e será baseada principalmente na

prova de Araújo [13], que mostrou recorrência exponencialmente lenta da transformação

base do semifluxo de suspensão obtido através da redução do fluxo do atrator geométrico

de Lorenz.

As técnicas apresentadas aqui também foram utilizadas por Freitas em [34] para

provar que a famı́lia quadrática fa = a − x2 com a ∈ [a0, 2] no subconjunto com medida

de Lebesgue positiva constrúıdo por Benedicks e Carleson ([23],[24]), onde a0 ≈ 2 tem

aproximação exponencialmente lenta para a singularidade.

5.2 Partição inicial e refinamento

Aqui vamos construir uma partição cujos elementos tenham comprimento expo-

nencialmente pequeno com respeito a distância ao conjunto D. Assumimos que D = {bn}n
é uma sequência estritamente monótona (em ordem anti-horária se M = S1). Denotamos

cn = bn+bn+1

2
os pontos médios para todos os ı́ndices n. A partir dáı vamos definir a

partição P0, Lebesgue módulo 0, de M como segue.

1ª Parte. bn ∈ S. Consideremos p ≥ ρ0 > 1, com ρ0 > 0 suficientemente grande.

Particionamos (bn, cn) em subintervalos

M(2n, p) = (bn + d2ne
−p, bn + d2ne

−(p−1)),

onde d2n = cn − bn. O ı́ndice 2n indica que particionamos o intervalo que está à direita

de bn.
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S ∋ bn bn+1cn

M(2n, p)

bn + d2ne
−p

bn + d2ne
−p+1

d2n

Figura 5.2.1: Átomo da partição P0 próximo a uma singularidade.

Analogamente particionamos (cn−1, bn) em subintervalos

M(2n− 1, p) = (bn + d2n−1e
−(p−1), bn + d2ne

−p),

para todo p ≥ ρ0 > 1 e d2n−1 = bn − cn−1.

2ª Parte. bn ∈ D\S. O Teorema 1.3.5 item (6-b) garante que existe T (b
±
n ) ∈ N tal

que fT (b+n )(b+
n ) = b±k , com bk ∈ S. Denotaremos por T o menor inteiro positivo tal que

fT (b±n ) ∈ S. Seja dn ∈ (bn, cn) de tal forma que a imagem de (bn, dn) por fTn esteja contida

ou em (bk,ck) ou em (ck−1, bk).

Para cada p ≥ ρ0 > 1, tome M(k, p) contido em (bk, ck) ou em (ck−1, bk) tal que

f−Tn(M(k, p))∩ (bn, dn) seja um subintervalo de (bn, dn) que iremos denotar por ˜M(n,p).

Estes elementos pertencem a partição de (bn, cn).

S ∋ bk ckfTn(dn)M(2k, p)

dnD\S ∋ bn cn
M̃(2n, p)

fTn

Figura 5.2.2: Átomo da partição P0 próximo a uma descontinuidade.

Completamos a partição de (bn, cn) com o intervalo

M̃(2n, 0) = (bn, cn)\(bn, dn).

Fazemos a mesma construção para o intervalo (cn−1, bn).

3ª Parte. Para concluir a definição da partição inicial considere ρ0 ∈ N tal que e−
βρ0
2 < 1

e
(

1 + 2
ρ0

) (
1 + ρ0

2

) 2
ρ0 < eβ, onde β ∈ (0, 1) já foi definido em (5.1.1). Então, defina P0
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como a coleção de todos os intervalos M(k, p), M̃(n, p) para todo n, k ∈ N e todo p ≥ ρ0

unido às componentes conexas de

M\
[

(
⋃

k,p≥ρ0
M(k, p) ∪ {bk}) ∪ (

⋃
n,p≥ρ0

M̃(n, p) ∪ {bn})
]
.

Isto conclui a construção da partição P0.

b1 b2 b3 b4 b5 b6

c1 c2 c3 c4 c5

Figura 5.2.3: Partição inicial P0.

Para cada elemento η ∈ P0 denote por η+ o intervalo obtido pela união de η com

seus dois intervalos vizinhos em P0. Por definição temos a seguinte relação para todo k e

todo p ≥ ρ0

Leb(M(k, p)+) ≤ 9Leb(M(k, p)) = 9dke
−p(e− 1),

se M(k, p) é um elemento da partição P0 próximo a alguma singularidade, ou

Leb(M̃(n, p)+) ≤ 9Leb(M̃(k, p) ≤ 9 sup |(f−Tn)′|M(k,p)∩(dn,bn)|leb(M(k, p)) ≤ 9d̃ne
−p(e−1),

onde d̃n = sup |(f−Tn)′|M(k,p)∩(dn,bn)|dn, M̃(n, p) é um elemento da partição P0 próximo

perto de alguma descontinuidade e M(k, p) está perto de alguma singularidade.

Observação 5.2.1. Assumimos que T (b) é uniformemente limitado e por isso podemos

escolher ρ suficientemente grande tal que os iterados intermédiários entre b e fT (b)(b) não

visitam os intervalos da partição P0.

5.2.1 Refinando a Partição

A partição P0 é dinamicamente refinada de forma que quaisquer x, y pertencentes

ao mesmo átomo do n-ésimo refinamento Pn pertencem ao mesmo elemento de P0 durante

os primeiros n iterados, isto é, P0(f i(x)) = P0(f i(y)) para i = 0, ..., n − 1. Além disso,

fn|ω é um difeomorfismo para cada intervalos ω ∈ Pn.

O refinamento é definido indutivamente. Assuma que Pn já esteja definida e

para cada ω ∈ Pn existem conjuntos Rn(ω) e Dn(ω). Para ω ∈ P0, colocamos R0(ω) =

D0(ω) = ∅.

Vamos construir Pn+1. Seja ω ∈ Pn e analisemos fn+1(ω) :

Primeiro caso fn+1(ω) intersecta três ou menos elementos de P0. Neste caso definimos

ω ∈ Pn+1, Rn+1(ω) = Rn(ω) e Dn+1(ω) = Dn(ω).
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Note que, da forma que a partição P0 foi definida, fn+1(ω) está longe de qualquer

singularidade.

Segundo caso Não acontece o primeiro. Então consideraremos os subconjuntos η′ =

(fn+1|ω)
−1

(η), para todos os η ∈ P0 que intersectam fn+1(ω).

A famı́lia {η′} obtida acima é uma partição de ω. Note também que fn+1(η′) ou é

igual a algum η ∈ P0 ou está estritamente contido em algum η ∈ P0.

Quando fn+1(η′) ( η redefinimos a partição juntando os intervalos extremos de {η′}
com seu intervalos vizinhos tal que a nova partição {ξ} de ω satisfaça: para cada ξ

existe M(k, p) ∈ P0 tal que M(k, p) ⊆ fn+1(ξ) ⊆M(k, p)+.

Colocamos então cada ξ ∈ Pn+1, Rn+1(ξ) = Rn(ξ) ∪ {n + 1} e Dn+1(ξ) = Dn(ξ) ∪
{(k, p)} e dizemos que n+1 é o tempo de decomposição e que (k, p) é a profundidade

da decomposição.

ω ∈ Pn

fn+1(ω)

P0

Figura 5.2.4: Refinamento do átomo ω ∈ Pn.

Isto completa a construção de Pn+1 a partir de Pn, para todo n ≥ 0.

5.2.2 Distorção Limitada

Seja ω ∈ Pn para algum n ≥ 1 e sejam x, y ∈ ω. Lembre que, pela construção de

Pn o mapa f i|ω é um difeomorfismo para todo i = 1, ..., n, além disso f expande distâncias

com uma taxa mı́nima de σ e f ′ é α-Holder. Então existem constantes C,D > 0 tais que
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log

∣∣∣∣(fn)′(x)

(fn)′(y)

∣∣∣∣ =
n−1∑
j=0

log
| f ′(f j(x)) |
| f ′(f j(y)) |

≤
n−1∑
j=0

∣∣log |f ′(f j(x))| − log |f ′(f j(y))|
∣∣

≤
n−1∑
j=0

|f ′(f j(x))− f ′(f j(y))|
max{|f ′(f j(x))|, |f ′(f j(y))|}

≤
n−1∑
j=0

C|f j(x)− f j(y)|α
max{|f ′(f j(x))|, |f ′(f j(y))|}

≤ C

σ

n−1∑
j=0

(σi−n)α|fn(x)− fn(y)|α

≤ C

σ

n−1∑
j=0

σ−iαdiam(P0)

α

≤ D.

5.3 Medida dos átomos de Pn
Vamos mostrar que podemos estimar a medida de cada elemento de Pn usando

as informações contidas em Rn e Dn.

Dado n ≥ 1 e ω ∈ Pn temos:

• uma sequência de tempos Rn(ω) = {r1 < ... < rs} com r1 ≥ 1 e rs ≤ n.

• uma sequência de intervalos ω0 ) ω1 ) ... ) ωs = ω com suas correspondentes

profundidades Dn(ω) = {(k1, p1), ..., (ks, ps)}, onde ω0 ∈ P0 e

ωi ∈ Pri ∩ ... ∩ Pri+1−1

tal que M(ki, pi) ⊆ f ri(ωi−1) ⊆M(ki, pi)
+, para todo i = 0, 1, ..., s com r0 = 0.

Observação 5.3.1. Nos casos em que f ri(ωi) está próximo de uma descontinuidade, temos

que M(ki, pi) vem, via pré-imagem, da partição exponencial perto de uma vizinhança

unilateral de alguma singularidade.

Os tempos r′is são os iterados onde as imagens do elemento anterior da partição foi

quebrado em iterados menores, isto é, a imagem de ωi−1 por f ri intersecta nais de três

elementos de P0 e é particionado de acordo com a construção feito no segundo caso da

Seção 5.2.1.
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Usando a distorção limitada obtida na seção 5.2.2 e o Teorema de Mudança de

Variáveis, obtemos a seguinte estimativa:

Leb(ω)

Leb(ω0)
=

Leb(ωs)

Leb(ωs−1)
...
Leb(ω1)

Leb(ω0)
≤

s∏
i=1

D2 Leb(f ri(ωi))

Leb(f ri(ωi−1))
. (5.3.1)

De fato,

Leb(f riωi) =

∫
ωi

|(f ri)′(x)|dx

≥ D−1|(f ri)′(y)|Leb(ωi),

para algum y ∈ ωi. Por outro lado,

Leb(f riωi−1) =

∫
ωi−1

|(f ri)′(x)|dx

≤ D|(f ri)′(y)|Leb(ωi−1).

Observe que ωi ⊂ ωi−1. Portanto podemos tomar o mesmo y ∈ ωi−1 nas duas desigualda-

des.

Finalmente

Leb(ωi)

Leb(ωi−1)
≤ D|(f ri)′(y)|
Leb(f ri(ωi−1))

DLeb(f ri(ωi))

|(f ri)′(y)| = D2 Leb(f ri(ωi))

Leb(f ri(ωi−1))
,

e repetindo o mesmo argumento para i = 1, ..., s obtemos 5.3.1.

Agora nosso objetivo é limitar a expressão (5.3.1) obtendo assim uma estimativa

para a medida de ω. Consideraremos três casos separadamente, por clareza:

1º. Ambos os retornos estão perto de alguma singularidade: Neste caso repetimos

o argumento apresentado em Araújo ([13]).

Sabemos por construção que f riωi não foi quebrado, então f riωi ⊂ M(ki, pi)
+ e

portanto Leb(f riωi) ≤ Leb(M(ki, pi)
+). Por outro lado, tem-se que

Leb(f riωi−1) = Leb(f ri−ri−1(f ri−1ωi−1))

= |(f ri−ri−1)′(ξ)|Leb(f ri−1ωi−1), com ξ ∈ f ri−1ωi−1

=

ri−ri−1−1∏
j=0

|f ′(f j(ξ))| Leb(f ri−1ωi−1)

≥ |f ′(ξ)|Leb(f ri−1ωi−1), com

ri−ri−1−1∏
j=0

|f ′(f j(ξ))| > 1

≥ B−1d(ξ,D)−βLeb(M(ki−1, pi−1)).

Na última desigualdade usamos a hipótese 5.1.1 e o fato de que f ri−1(ωi−1) não

quebra e portanto contém M(ki−1, pi−1).
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2º. Se f ri(ωi) retorna próximo a alguma descontinuidade e f ri−1(ωi−1) cai próximo

de alguma singularidade: Seja bi a descontinuidade próxima de f ri(ωi). Sabe-

mos que existe Ti = T (bi) > 0 tal que fTi(bi) = b±j , onde bj é alguma singularidade

de f . Além disso, sabemos que no tempo ri não houve a quebra de ωi, ou seja,

f ri(ωi) ⊂ M̃(ki, pi)
+. Portanto,

Leb(f ri(ωi)) ≤ Leb(M̃(ki, pi)
+) ≤ κ−TiLeb(M(ki, pi)

+) < Leb(M(ki, pi)
+)

Para estimar a medida de f ri(ωi−1) repetimos o argumento do caso anterior e obte-

mos

Leb(f ri(ωi−1)) ≥ B−1d(ξ,D)−βLeb(M(ki−1, pi−1)).

3º. Se f ri(ωi) está perto de alguma singularidade e f ri−1(ωi−1) próximo de al-

guma descontinuidade: Já sabemos que f ri(ωi) ⊂M(ki, pi)
+, logo Leb(f ri(ωi)) ≤

Leb(M(ki, pi)
+). Queremos também estimar a medida de f ri(ωi−1). Como f ri−1(ωi−1)

cai próximo de alguma descontinuidade, a qual denotamos bi−1, é claro que

Leb(f ri(ωi−1)) = Leb(f ri−ri−1−Ti−1(fTi−1+ri−1(ωi−1)),

onde Ti−1 < ri−ri−1, pois Ti é o primeiro iterado que cai perto de uma singularidade

e, pela escolha de ρ na observação 5.2.1, não há visitas perto do conjunto D antes

de Ti. Portanto,

Leb(f ri(ωi−1)) = |(f ri−ri−1−Ti−1)′(y)|Leb(fTi−1+ri−1(ωi−1))

≥ |f ′(y)|
ri−ri−1−(Ti−1+1)∏

j=1

|f ′(f j(y))| Leb(M(ki−1, pi−1))

≥ B−1d(y,D)−βLeb(M(ki−1, pi−1)),

com y ∈ fTi−1+ri−1(ωi−1) ⊂M(k̃i−1, p̃i−1)+ e

ri−ri−1−(Ti−1+1)∏
j=1

|f ′(f j(y))| ≥ 1

Agora estamos em condições de estimar o produto (5.3.1). Assumindo que pode ocorrer

um dos três tipos de retorno para cada i = 1, .., s temos,

Leb(ω)

Leb(ω0)
≤

s∏
i=1

D2 Leb(f ri(ωi))

Leb(f ri(ωi−1))
≤

s∏
i=1

D2 Leb(M(ki, pi)
+)

B−1d(ξ,D)−βLeb(M(ki−1, pi−1))

A construção da partição nos dá um limite inferior para à distância de qualquer ponto ao

conjunto D,

d(ξ,D) ≥ min{d(Pn(ξ),D)} ≥ min{d(M(k, p)+,D)} = dke
−p,
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se Pn(ξ) está próximo de alguma singularidade. Caso contrário,

d(ξ,D) ≥ min{d(Pn(ξ),D)} ≥ min{d(M̃(k, p)+,D)} = d̃ke
−p,

com d̃k = κ−Tkdk.

Dáı segue que

Leb(ω)

Leb(ω0)
≤

s∏
i=1

D2 Leb(f ri(ωi))

Leb(f ri(ωi−1))
≤

s∏
i=1

D2 Leb(M(ki, pi)
+)

B−1eβpi−1d−βki−1
(e− 1)−βLeb(M(ki−1, pi−1))

.

Isto é,

Leb(ω) ≤ (D2B(e− 1)β)s
s−1∏
i=0

e−βpidβki

[
Leb(M(k0, p0))

s∏
i=1

Leb(M(ki, pi)
+)

Leb(M(ki−1, pi−1))

]

≤ (9D2B(e− 1)β)sLeb(M(ks, ps))
s−1∏
i=0

e−βpidβki

= (9D2B(e− 1)β)s.dks .e
−ps(e− 1)

s−1∏
i=0

e−βpidβki

≤ (9D2B(e− 1)β+1)s
s∏
i=0

e−βpidβki

= (9D2B(e− 1)β+1)s
s∏
i=0

e−β
pi
2 dβkie

−β pi
2

≤ (9D2B(e− 1)β+1.e−β
ρ0
2 )s

s∏
i=0

e−β
pi
2 dβki (5.3.2)

≤
s∏
i=0

e−β
pi
2 dβki = exp(−β

s∑
i=0

(
pi
2

+ qi)), (5.3.3)

Da linha (5.3.2) para a linha (5.3.3) usamos que (9DB(e− 1)β+1.e−β
ρ0
2 )s < 1, ou

seja, estamos assumindo que

log((9D2B(e− 1)β+1)

ρ0

≤ β

2
.

Além disso, qi = [− log dki ] para simplificar a notação.

As estimativas que obtivemos acima nos dizem que a medida de cada átomo de

Pn depende apenas do tempo de quebra e da profundidade da tal quebra. Além disso,

notemos que se Rn(ω) = ∅ então não existe quebra, mas existe expansão uniforme com

controle de distorção. Dáı, temos que:

Leb(fn(ω)) =

∫
ω

|(fn)′|dLeb ≥ D2σnLeb(ω),

ou seja, Leb(ω) ≤ D−2σ−n. Em todos os casos apresentados a medida de ω decai expo-

nencialmente.
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5.4 Média do logaritmo da distância à D.

Usamos novamente as propriedades do refinamento de Pn para estimar log dist(f j(x),D)

via Rn(ω) para ω 3 x e j ≤ n.

Sejam n ≥ 1, ω ∈ Pn e os intervalos ω0 ! ω1 ! . . . ! ωs = ω como na seção

anterior. Dados r, r′ ∈ Rn(ω) consecutivos sabemos que, para iterados i entre r e r′, existe

η ∈ P0 tal que f i(ωr) ⊂ η+.

A partir das propriedades de f e da partição Pn deduzimos que

1. se i ∈ {1, · · · , r′ − r − 1} é tal que f r+i−1(ωr) está próximo de alguma singularidade,

então
Leb(f r+i(ωr)) ≥ |f ′(λ)|.Leb(f r+i−1(ωr)), λ ∈ f r+i−1(ωr)

≥ B−1d(λ,D)−βLeb(f r+i−1(ωr))

≥ B−β(dkr+i−1
e−pr+i−1)−βLeb(f r+i−1(ωr))

=
(
B
e−1

)−β
((e− 1)dkr+i−1

e−pr+i−1)−βLeb(f r+i−1(ωr))

≥
(
e−1
B

)β
[Leb(f r+i−1(ωr))]

1−β.

Por outro lado em r+i ainda não houve quebra de ωr, então f r+i(ωr) ⊂M(kr+i, pr+i)
+.

Logo

dkr+ie
−pr+i ≥ (9(e− 1))−1Leb(f r+i(ωr)),

ou seja, d(f r+i(ωr),D) ≥ (9(e− 1))−1Leb(f r+i(ωr)).

2. se j ∈ {1, · · · , r′ − r − 1} é tal que f r+j−1(ωr) está perto de alguma descontinuidade.

Leb(f r+j(ωr)) ≥ |f ′(λ)|.Leb(f r+j−1(ωr)), λ ∈ f r+j−1(ωr)

≥ B−1d(λ,D)−βLeb(f r+j−1(ωr))

≥ B−β(d̃kr+j−1
e−pr+j−1)−βLeb(f r+j−1(ωr))

=
(
B
e−1

)−β
((e− 1)d̃kr+j−1

e−pr+j−1)−βLeb(f r+j−1(ωr))

≥
(
e−1
B

)β
[Leb(f r+j−1(ωr))]

1−β.

Também temos que

d̃kr+je
−pr+j ≥ (9(e− 1))−1Leb(f r+j(ωr)),

ou seja, d(f r+j(ωr),D) ≥ (9(e− 1))−1Leb(f r+j(ωr)).
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Agora é fácil ver que

− logLeb(f r+i+1(ωr)) ≤ −(1− β) logLeb(f r+i(ωr)) + β log
B

e− 1

= − logLeb(f r+i(ωr))

(
(1− β)− β logB/e− 1

logLeb(f r+i(ωr))

)
= −γ logLeb(f r+i(ωr))

com γ =
(

(1− β)− β logB/e−1
logLeb(fr+i(ωr))

)
∈ (0, 1) para B suficientemente grande.

Assim obtemos

−
r′−r−1∑
i=1

log d(f r+i(ωr),D) ≤ −
r′−r−1∑
i=1

(logLeb(f r+i(ωr))− log(9(e− 1)))

≤ −const logLeb(f r(ωr)) + (r′ − r) log(9(e− 1))

≤ −const logLeb(f r(ωr)).

Na última linha usamos expansão uniforme e a definição de r e r′:

κr
′−rLeb(f r(ωr)) ≤ 1⇒ r′ − r ≤ − log(Leb(f r(ωr)))

log κ
.

Como r < r′ são elementos arbitrários de Rn(ω) mostramos que

s−1∑
j=0

− log d(f j(x),D) ≤ −c
∑

(k,p)∈Ds(ω)

log(dke
−p), (5.4.1)

para todo x ∈ ω, onde s < n é o último tempo de quebra antes de n.

Se m > n é o primeiro inteiro tal que ω /∈ Pn, mas pertence a partição Pl, para

n < l < m, ou seja, m é o primeiro tempo maior que n em que há quebra de ω. Então,

podemos escrever ω = ∪ω′∈Pmω′ ∩ ω. Repetindo o argumento para x ∈ ω′ ∩ ω, para cada

ω′ ∈ Pm, obtemos uma relação tipo (5.4.1) substituindo Ds(ω) por Dn(ω):

n−1∑
j=0

− log d(f j(x),D) ≤ −c
∑

(k,p)∈Dn(ω)

log(dke
−p). (5.4.2)

Defina para um conjunto co-enumerável de x ∈ I a função

Ln(x) =
∑

(k,p)∈Dn(Pn(x))

− log(dke
−p). (5.4.3)

Defina também a soma truncada: para todo δ > 0 e para o mesmo conjunto co-enumerável

de pontos x ∈ I
Lδn(x) =

∑
(k,p)∈Dn(Pn(x))

dke
−p<δ

− log(dke
−p). (5.4.4)
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Pelos argumentos anteriores obtemos

n−1∑
j=0

− log dδ(f
j(x),D) ≤ Lδn(x). (5.4.5)

Defina os números tn(x) := ]Rn(Pn(x)) o número de quebras até o n-ésimo iterado

e un(x) := ]{(k, p) ∈ Rn(Pn(x)) : dke
−p < δ} número de quebras profundas.

Dado x ∈ I e n ≥ 1, sejam 0 = ro < r1 < . . . < rt com t = tn(x) os tempos

de quebra ao longo da órbita de x até tempo n. Seja 0 ≤ s1 ≤ . . . ≤ su os ı́ndices das

correspondentes profundidades, onde u = un(x). Cada quantidade acima é constante nos

elementos de Pn.

Defina,

Au,t(k1,p1),··· ,(ku,pu)(n) := {x ∈ I : tn(x) = t, un(x) = u e (ksi , psi) = (ki, pi), i = 1, ..., u},

o conjunto de pontos que em n iterados tem t tempos de quebra e dentre estes u quebras

profundas, com profundidades especificas (k1, p1), · · · , (ku, pu).

Lema 5.4.1. Leb(Au,t(k1,p1),...,(ku,pu)(n)) ≤
(
t

u

)
exp

(
−β

u∑
i=1

(ηi + pi)

)
, onde ηi = [− log dki ].

Demonstração. Usando a estimativa (5.3.3) obtemos a seguinte limitação para a medida

de Lebesgue de Au,t(k1,p1),...,(ku,pu)(n)

(
t

u

)
exp

(
−β

u∑
i=1

(ηi + pi)

)
. exp

−β ∑
(kj ,pj) t.q. dkj e

−pj≥δ
j=1,...,t−u

(νj + pj)

 .

O coeficiente binomial leva em conta todas as posśıveis ordenações de u profundi-

dades entre t tempos de quebra. O último fator exponencial é uma cota para contribuição

de todas as posśıveis t − u vezes de quebra não profunda, com νj = [− log dkj ]. Como

p ≥ ρ0 e νj ≥ 0 conclúımos que o último fator exponencial é menor que 1 e prova-se o

enunciado.

Lema 5.4.2. Para qualquer z > β temos que
∫
ezL

δ
n(x)dx ≤ eθ(δ)n onde θ(δ) é tal que

θ(δ)→ 0 quando δ → 0.

Demonstração. Por definição,∫
ezL

δ
n(x)dx =

∑
ω∈Pn

ezL
δ
n(ω)Leb(ω) ≤

∑
ωo∈P0

DσnLeb(ω0)≤1

Leb(ω0)+

+
∑

0<u≤t<n

∑
(ki,pi)
i=1,...,u

ezL
δ
n(ω)Leb(Au,t(k1,p1),...,(ku,pu)(n)),



74

onde estamos considerando todas posśıveis combinações de profundidades de quebra e de

quebras profundas entre todos os tempos de quebra, para todos os elementos de Pn na

segunda soma. Podemos estimar a primeira soma como segue

∑
ω0

Dσn|ω|≤1

Leb(ω0) =
∑

Dσn|ω0|≤1

dkσ
n/2<1

Leb(ω0) +
∑

Dσn|ω0|≤1

dkσ
n/2≥1

Leb(ω0)

≤
∑

p>log(D(e−1)σn/2

e−p ≤ e−cn.

Como D é finito não acontece dkσn/2 < 1 para n grande. Então limitamos o segundo termo

da soma principal. Considerando o Lema (5.4.1) e sabendo que

Lδn(ω) =
∑

(k,p)∈Dn(ω)
dke
−p<δ

− log(dke
−p),

obtemos a seguinte cota para a segunda soma∑
0<u≤t<n

∑
(ki,pi)
i=1,...,u

ezL
δ
n(ω)Leb(Au,t(k1,p1),...,(ku,pu)(n))

≤
∑

0<u≤t<n

∑
(ki,pi)
i=1,...,u

exp(z
∑

dke−p<δ

− log(dke
−p)) ·

(
t

u

)
exp(−β

u∑
i=1

(qi + ρi))

≤
∑

0<u≤t<n

∑
(ki,pi)
i=1,...,u

(
t

u

)
exp(−(z + β)

u∑
i=1

(qi + ρi))

≤
∑

0<u≤t<n

∑
h>u`(δ)

(
t

u

)
uL(h, u)e−(β+z)h,

onde h =
∑

i(qi + ρi), `(δ) é um inteiro tal que cada par (k, p) satisfazendo dke
−p < δ

também satisfaz k + p > `(δ), e

L(h, u) = ]{((qi, ρi))i=1,...,u ∈ N2u
0 :

u∑
i=1

(qi + ρi) = h com ρi ≥ ρo}.

Além disso, o número u limita a quantidade de distintos dki com o mesmo valor

qi ao longo de n iterados da órbita dos pontos. Observe que

L(h, u) ≤ ]{(hi)i ∈ N2u
0 :

2u∑
i=0

hi = h} =

(
h+ 2u− 1

2u− 1

)
.

Aplicando a Fórmula de Stirling ficamos com

L(h, u) ≤
(
e1/h

(
1 +

2u− 1

h

)(
1 +

h

2u− 1

) 2u−1
h

)h

≤ eβh ≤ ezh,
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onde 0 < c < 1 é uma constante independente das outras variáveis, e usamos que h ≥ uρ0,

a definição de ρ0 e por último que z > β.

Juntando todas as cotas obtidas temos que∑
0<u≤t<n

∑
h>u`(δ)

(
t

u

)
uL(h, u)e−(β+z)h ≤

∑
0<u≤t<n

∑
h>u`(δ)

(
t

u

)
ue−βh

≤
n∑
u=0

n

(
n− 1

u

)
ue−βu`(δ)/2.

e−βu`(δ)/2

1− e−β

≤
n∑
u=0

(
n

u

)
c
(e−β`(δ)/2)u

1− e−β

≤
(

1 +
c

1− e−β e
−β`(δ)/2

)n
,

onde c > 0 é uma constante que limita {ue−β`(δ)/2}u≥0 e não depende de `(δ).

Finalmente, como `(δ) cresce sem limite quando δ → 0, o enunciado do lema

segue apenas aumentando o valor de c e levar em conta a primeira estimativa.

5.5 Medida dos pontos com recorrência ruim

Neste momento estamos com todas as ferramentas para deduzir que f satisfaz

a propriedade de recorrência exponencialmente lenta ao conjunto singular D. Iremos

usar a desigualdade de Tchebishev da seguinte forma: dados ε, δ > 0 sabemos que existe

constante C > 0 tal que{
x ∈M : − 1

n

n−1∑
j=0

log distδ(f
j(x),D) ≥ ε

}
⊂
{
x ∈M :

1

n
Lδn(x) ≥ ε

C

}
=
{
x ∈M : ezL

δ
n(x) ≥ enε/C

}
portanto,

Leb

{
x ∈M : − 1

n

n−1∑
j=0

log distδ(f
j(x),D) ≥ ε

}
≤ e−nε/C

∫
ezL

δ
n(x)dLeb = e−n(ε/C−θ(δ))

que pode ser tomado exponencialmente pequeno, escolhendo δ > 0 suficientemente pe-

queno tal que ε/C > θ(δ). Isto conclui a prova do Teorema 5.1.1.



Caṕıtulo 6

Perspectivas futuras

Indicamos aqui alguns posśıveis desenvolvimentos futuros dentro da linha dos

resultados deste trabalho.

6.1 Extensão para classe de sumidouros singulares

em dimensão mais alta

Metzger e Morales [41] introduziram o conceito mais geral de hiperbolicidade

singular (que são modelos definidos em variedades tridimensionais) chamado de hiperbo-

licidade seccional que inclui sistemas definidos em variedades de dimensão finita arbitrária.

Precisamente, dizemos que um conjunto compacto Λ invariante por um fluxo gerado por

um campo vetorial X ∈ X1(M) em uma variedade compacta M de dimensão finita é sec-

cional expansor se o fibrado tangente sobre Λ admite uma decomposição TΛM = Es⊕Ec,

DX t-invariante e dominada tal que existem C, λ > 0 satisfazendo para cada x ∈ Λ e t > 0

que:

• Es é uniformemente contráıdo, isto é, ‖DX t|Es‖ ≤ Ce−λt e;

• Ec é seccionalmente expandido, ou seja, para cada subespaço bidimensional Fx

contido em Ec
x temos que |det(DX t|Fx)| ≥ Ceλt.

Então é natural a seguinte pergunta,

Questão. Valem os grandes desvios para sumidouros hiperbólicos-secionais?

Sobre a equivalência entre estado de equiĺıbrio para log |detDX1|, estado de cu-

Gibbs e medida f́ısica num sumidouro hiperbólico secional, a única coisa que falta para

reargumentar como na seção 1.5 para o caso de um sumidouro hiperbólico-secional é saber

que sempre temos número finito de medidas f́ısicas/SRB também neste contexto. Sabendo

isso, a equivalência deve seguir pelo mesmo argumento.
76



77

6.2 Sumidouros para campos com menos regulari-

dade

Reduzindo a diferenciabilidade, parece natural levantar

Questão. Se o sumidouro hiperbólico singular for de um campo de classe apenas C1 numa

variedade tridimensional, que podemos dizer sobre os grandes desvios para a medida de

Lebesgue?

Observamos que, apesar de a nossa prova da cota superior de grandes desvios usar

medidas f́ısicas do sumidouro, o enunciado de grandes desvios não precisa de nenhuma

medida invariante.

6.3 Extensão do resultado unidimensional

Como exemplo de transformação nas condições do Teorema C com infinitos ramos,

tome uma transformação de Lorenz topologicamente exata no intervalo [f(0+), f(0−)]

estritamente contido em I = [−1/2, 1/2] e completamos seu gráfico como função de I em

I com pedaços afins entre pontos com ordenada igual a algum ponto da pré-órbita da única

singularidade na origem. Podemos proceder de maneira que a inclinação destes ramos afins

seja superior a 2 e os respectivos domı́nios de monotonia/continuidade Ij, j ∈ Z formem

uma cobertura enumerável de I, com a exceção de um conjunto enumerável de pontos

(os bordos destes intervalos). Assumimos também que os extremos a, b dos intervalos de

ambos os lados da singularidade na origem são também pré-imagens da singularidade.

a b +1/2−1/2 0

Figura 6.3.1:

Verifica-se facilmente que a singularidade e as descontinuidades nos bordos dos
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intervalos de monotonia são não degeneradas; veja Seção 4 do Caṕıtulo 1 para a definição

de conjunto singular/cŕıtico não degenerado e também subseção 7.3.11.1 de [16].

De fato, a singularidade na origem é uma singularidade de tipo Lorenz, cujo

caráter não degenerado é bem conhecido: na seção 3 do Caṕıtulo 2 se mostrou que |Df |Ij |
no caso singular tem a forma xβ para algum β ∈ (0, 1); nos demais casos |Df |Ij | é

limitada superiormente e inferiormente afastada de zero, ou mais restritivamente, no caso

afim Df |Ij é uma constante.

Por construção, os pontos de descontinuidade são enviados na singularidade em

número finito de iterados. Temos assim satisfeitas as hipóteses do Teorema C. Porém,

temos apenas uma singularidade.

Questão. Podemos obter aproximação exponencialmente lenta com uma infinidade de

singularidades?

Considerando os sumidouros hiperbólicos-seccionais em dimensão arbitrária, seria

interessante também responder a seguinte pergunta,

Questão. Podemos obter aproximação exponencialmente lenta a um conjunto singular ou

descont́ınuo ou cŕıtico para transformações não uniformemente expansoras em variedares

de dimensão mais alta?

Faz parte desta questão encontrar condições suficientes gerais para definir classes

amplas de transformações não uniformemente expansoras multidimensionais em que se

possa provar aproximação exponencialmente lenta ao conjunto não regular.
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[15] Araújo, V. ; Paćıfico, M. ; Pujals, E. ; Viana, M. : Singular-hyperbolic

attractors are chaotic. In: Transactions of the American Mathematical Society 361

(2009), Nr. 5, S. 2431–2485
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Instituto de Matemática / Colegiado da Pós-Graduação em Matemática
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