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dúıche na Universidade do Porto. Ao professor José Alves da Universidade do Porto pelos
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tos compartilhados durante a minha formação. Aos funcionários do Departamento de
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Resumo

Neste trabalho constrúımos medidas SRB (Sinai-Ruelle-Bowen) para difeomor-

fismos locais parcialmente hiperbólicos. A hiperbolicidade parcial será caracterizada pela

existência de um campo de cones positivamente invariante satisfazendo uma condição de

expansão não uniforme num conjunto de medida de Lebesgue positiva. Mostramos ainda

que existem no máximo um número finito de medidas SRB e que, caso o difeomorfismo

local seja transitivo, existe uma única medida SRB. Provamos a estabilidade estat́ıstica

destas medidas, assumindo que vale a expansão não uniforme no campo de cones robusta-

mente e com constantes uniformes. Finalmente, apresentamos exemplos de perturbações

de endomorfismos de Anosov em que podemos aplicar nossos resultados.

Palavras chaves: SRB; endomorfismos; expansão não uniforme; estabilidade; derivados

de Anosov.



Abstract

In this work we construct SRB (Sinai-Ruelle-Bowen) measures for partially hy-

perbolic local diffeomorphisms admitting a positively invariant cone field which is non

uniformly expanding in a set with positive Lebesgue measure. We show that there exists

at most a finitely number of SRB measures and if the local diffeomorphism is transi-

tive then there is a unique SRB measure. We also prove the statistical stability of these

measures under the assumption of the robustly non uniform expansion along a cone field

with uniform constants. Finally, we present robust classes of perturbation of Anosov

endomorphisms which satisfy our hypotheses.

Keywords: SRB; endomorphisms; non uniform expansion; stability; derived from Anosov.
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2.4 Campos de cones e tempos cone-hiperbólicos . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3 Prova do Teorema A: Existência e unicidade de medidas SRB 26

3.1 Geometria de discos tangentes ao campo de cones Ca . . . . . . . . . . . . 28

3.1.1 Estrutura expansora do disco . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.2 Construção de medidas invariantes e hiperbólicas em Λ . . . . . . . . . . . 42

3.3 Levantamento de medidas hiperbólicas para a extensão natural . . . . . . . 47

3.4 Propriedade SRB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Medidas SRB e o formalismo termodinâmico

Um dos objetivos da pesquisa em sistemas dinâmicos é o estudo de propriedades

estat́ısticas de um dado sistema do ponto de vista de uma medida invariante. Contudo, o

conjunto de medidas invariantes para determinadas dinâmicas pode ser grande ou conter

medidas que não fornecem informação suficiente para descrever o que acontece com a

maioria dos pontos do sistema. Por exemplo, para uma medida de Dirac em um ponto

fixo p obtemos apenas informações acerca deste ponto fixo. Assim, é natural darmos

destaque para algumas medidas que descrevem de maneira satisfatória o comportamento

estat́ıstico das órbitas de um sistema.

Nesta busca em exibir medidas que descrevam o comportamento estat́ıstico da

órbitas de um dado sistema dinâmico, Sinai, Ruelle e Bowen ([Sin72, Rue76, Rue78,

Bow75]) constrúıram, para difeomorfismos uniformemente hiperbólicos (difeomorfismos de

Anosov e difeomorfismos Axioma A), medidas que possuem desintegração absolutamente

cont́ınua com respeito a Lebesgue ao longo de variedades instáveis. Além disto, estas

medidas são f́ısicas (ou seja, as suas bacias tem medida positiva com respeito a medida de

volume na variedade) e ainda são estados de equiĺıbrio Gibbs para o potencial Φu (x) =

log
∣∣detDf (x) |Eux

∣∣. Tais medidas são hoje denominadas medidas de Sinai-Ruelle-Bowen

ou simplesmente medidas SRB.

O ponto principal para a construção destas medidas, em [Sin72, Rue76, Rue78,

Bow75], foi a existência de partições de Markov e consequentemente a semiconjugação

com um subshift do tipo finito.

Outros sistemas invert́ıveis, com formas mais fracas de hiperbolicidade, também

admitem a existência de medidas SRB. Por exemplo em [Car93] temos a existência de

medidas SRB para difeomorfismos derivados de Anosov em dimensão n ≥ 2 e em [BY93]

temos um conjunto de parâmetros ∆ ⊂ R2, com Leb (∆) > 0, para a famı́lia de Hénon,
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tal que para todo (a, b) ∈ ∆, fa,b admite uma única medida SRB. Em [BV00] foi provada

a existência de medidas SRB para difeomorfismos parcialmente hiperbólicos com uma

direção contratora não uniforme e em [ABV00] foi demonstrada a existência de medidas

SRB para difeomorfismos parcialmente hiperbólicos com direção expansora não uniforme.

O caso em que a direção central tem comportamento neutro foi abordado por Tsujii

em [Tsu05]. Em [ADLP15], temos a existência de medidas SRB para difeomorfismos

parcialmente hiperbólicos admitindo uma direção central fracamente não uniformemente

expansora. Mais recentemente, [CDP16] temos a existência de medidas SRB para difeo-

morfismos que satisfazem uma condição de hiperbolicidade efetiva, traduzida em termos

de campos de cones. Neste contexto estão inseridas aplicação que podem não admitir

partições de Markov ou decomposições dominadas.

A existência de medidas SRB com respeito à aplicações não invert́ıveis na presença

de expansão não uniforme foi demonstrada em [ABV00] como caso particular do contexto

parcialmente hiperbólico considerado neste artigo; em [Tsu00, Tsu01] para aplicações

lineares e real-anaĺıtica por partes; em[Pin06] para aplicações fracamente não uniforme-

mente expansoras; em [OV08] para aplicações não uniformemente expansoras que ad-

mitem partições de Markov; em [VV10] para aplicações não uniformemente expansoras

em espaços métricos e que não admitem necessariamente uma partição de Markov.

Algumas dificuldades surgem quando tratamos de sistemas hiperbólicos não in-

vert́ıveis e não expansores em geral. Podemos citar a não existência de partições de

Markov como no caso invert́ıvel hiperbólico ou contração dos ramos inversos como no

caso não invert́ıvel não uniformemente expansor. Um outro obstáculo para o estudo de

sistemas não invert́ıveis é o fato de que as variedades instáveis neste contexto dependem

das pré-órbitas do sistema o que torna a estrutura geométrica da famı́lia de variedades

instáveis mais complicada em razão do grande número de interseções. Veja por exemplo

[Zhu98, QXZ09].

Em [QZ95] foi provada a existência de uma medida invariante satisfazendo a

fórmula de Pesin para atratores Axioma A de endomorfismos. Tal medida foi obtida como

estado de equiĺıbrio para o determinante do Jacobiano na direção instável. A definição

de medida SRB para endomorfismos como uma medida que tem desintegração absolu-

tamente cont́ınua com respeito a Lebesgue em variedades instáveis foi introduzida em

[QZ02]. Neste artigo foi provado uma extensão de [LY85, Teorema A] para o contexto

não invert́ıvel. Eles provaram que se f é um endomorfismo de classe C2 e µ é uma medida

tal que log |detDf (·)| ∈ L1 (µ) então µ é uma medida SRB se, e somente se µ satisfaz

a fórmula da entropia de Pesin. Consequentemente a medida exibida em [QZ95] é uma

medida SRB.

Nosso trabalho tem o intuito de contribuir para o estudo do formalismo ter-
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modinâmico para aplicações não uniformemente hiperbólicas não invert́ıveis, especifica-

mente no que diz respeito à existência de medidas SRB. Consideraremos f : M → M

um difeomorfismo local de classe C1+α definido numa variedade compacta e conexa M ,

satisfazendo uma condição de expansão não uniforme ao longo de um campo de cones in-

variantes, complementar a uma direção estável uniformemente contratora e Df -invariante.

Neste contexto, demonstramos a existência de um número finito de medidas SRB.

O resultado que demonstramos é uma extensão do [ABV00, Teorema A]. Aqui

adaptamos a noção de expansão não uniforme ao longo de uma direção centro instável para

expansão não uniforme ao longo de um campo de cones. O principal motivo para consid-

erar a hiperbolicidade usando campo de cones neste contexto é devido à posśıvel existência

de infinitas direções instáveis invariantes associadas a um mesmo ponto [Prz76, MT14].

Devido a isto, considerar hiperbolicidade de endomorfismos usando decomposições invari-

antes é muito restritivo. No entanto, a existência de tempos cone-hiperbólicos, reminis-

cente das ideias de hiperbolicidade não uniforme para difeomorfismos, garante que discos

tangentes ao campo de cones exibem expansão ao longo de certos iterados e, consequente-

mente, bom controle do push-forward da medida de Lebesgue neste disco.

Medidas SRB para endomorfismos parcialmente hiperbólicos em superf́ıcies foram

estudadas em [Tsu05], ou seja, endomorfismos que admitem uma decomposição TS =

Ec ⊕ Eu, não necessariamente invariante, onde Eu é uniformemente expansor e domina

a direção Ec. Tsujii provou que endomorfismos Cr-genéricos (r ≥ 19) admitem medidas

SRB. A ideia central neste artigo é que para uma dada constante χ > 0 existem finitas

medidas f́ısicas com expoentes de Lyapunov de valor absoluto maior do que χ. Se X

é o complementar da união das bacias destas medidas e Leb (X) > 0 então pontos de

acumulação da sequência dada por

1

n

n−1∑
j=0

f j∗νγ

para todo n ∈ N, onde γ é um disco instável contido em X, são medidas absolutamente

cont́ınuas com respeito a Lebesgue em variedades instáveis.

Argumentos semelhantes serão aplicados em nosso contexto. Como não assum-

imos a existência de direções uniformemente expansoras, a prinćıpio, não temos a ex-

istência de variedades instáveis. Partimos então de um disco D tangente ao campo de

cones e tomamos como candidatas a medidas SRB, componentes ergódicas de pontos de

acumulação da sequência dada por

µn :=
1

n

n−1∑
j=0

f j∗LebD (1.1.1)
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para todo n ∈ N. Note que, como f é uma aplicação não necessariamente invert́ıvel, o

iterado f j (D) não é necessariamente uma variedade. Ainda assim, extráımos para cada

j ∈ N uma famı́lia finita Dj de subdiscos de D dois a dois disjuntos. Para cada Dj ∈ Dj
temos que f j |Dj é injetiva, portanto f j (Dj) é um disco e usaremos a propriedade de

existência de tempos cone-hiperbólicos para garantir a expansão destes discos em tempo

j. Consideraremos, então a sequência de medidas dada por

νn :=
1

n

n−1∑
j=0

f j∗
(
Leb |Dj

)
(1.1.2)

para todo n ∈ N. Veremos que se ν é um ponto de acumulação, então o suporte de ν

é coberto por discos instáveis que dependem de pré-órbitas. O mesmo fenômeno obser-

vado em [Tsu05] no caso bidimensional, em que dado um disco instável γ, as interseções

de f j (γ) com uma pequena vizinhança V crescem exponencialmente rápido conforme j

cresce, será visto para esse contexto para os iterados f j (Dj) com j ∈ N. Isto dificulta

a verificação da propriedade de continuidade absoluta ao longo dos discos instáveis, uma

vez que temos possivelmente auto-interseções, não conseguimos construir uma partição

em que possamos desintegrar a medida ν. Para contornarmos esta dificuldade, faremos

uso da extensão natural, que é o espaço das pré-órbitas do difeomorfismo local. Intuitiva-

mente, este espaço permite que vejamos cada conjunto A ⊂M , suficientemente pequeno,

acoplado a uma das suas pré-órbitas. Por exemplo no caso das variedades instáveis asso-

ciadas a pré-órbitas distintas de um mesmo ponto x ∈ M , apesar delas terem interseção

pelo menos em x, temos que, na extensão natural, identificamos estas variedades a dois

conjuntos distintos.

Cada elemento da extensão natural é representado como uma sequência (x−n)n∈N,

em que x−n ∈ M , para todo n ∈ N e f (x−n) = x−n+1 para todo n ≥ 1. Denotaremos

este espaço por M f . A dinâmica f é semiconjugada a um homeomorfismo f̂ na extensão

natural pela projeção π : M f →M , na primeira coordenada. Isto nos permite estabelecer

uma bijeção entre o espaço de medidas f̂ -invariantes e o espaço de medidas f -invariantes

([QXZ09]).

Replicaremos a construção das medidas na variedade na extensão natural, definindo

levantamentos das medidas νn na extensão natural, ou seja, medidas ν̂n tais que π∗ν̂n = νn.

Esses levantamentos, uma vez que νn não é necessariamente invariante, não estão unica-

mente definidos. Construiremos tais medidas usando a estrutura de produto da extensão

natural provada em [AH94]. Usaremos então as ν̂ ′ns para verificarmos a propriedade

de continuidade absoluta desintegrando (localmente) um ponto de acumulação ν̂ desta

sequência em uma partição que consiste das representações de discos instáveis na ex-

tensão natural.
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Também no contexto não invert́ıvel e não necessariamente expansor temos em

[UW04] uma caracterização de medidas SRB para endomorfismos em termos de carac-

teŕısticas dimensionais da variedade estável num atrator Axioma A e em [MT16] uma cota

superior para o número de medidas SRB em função das classes homocĺınicas do sistema.

Nos indagamos ainda acerca da estabilidade estat́ıstica das medidas obtidas em

nosso trabalho. Precisamente, assumindo que valem as hipóteses de expansão não uni-

forme robustamente ao longo de cones e com constantes uniformes num conjunto aberto

de endomorfismos, podemos investigar se, para uma sequência (fn)n∈N que converge a f

nesta vizinhança, a sequência de medidas (µn)n∈N em que µn é uma medida SRB para fn

para cada n converge a uma medida µ que é SRB para f . Respostas afirmativas a esta

questão no caso invert́ıvel e caso não invert́ıvel uniformemente expansor podem ser vistas

por exemplo em [Vás07, DL08, ACF10b, ACF10a, VV10, CV13].

Inspirados por [Vás07] provamos que temos também estabilidade estat́ıstica em

nosso contexto. O primeiro passo aqui é vermos que qualquer medida SRB pode ser obtida

como acumulação de sequências de medidas como na equação (1.1.1) acima, com cotas

uniformes nas densidades. Então provamos que as estruturas geométricas associadas a

esta construção passam por limite, ou seja, que o limite das estruturas associadas a µn

são as mesmas estruturas que definem µ.

Outros avanços tem sido feitos no estudo do formalismo termodinâmico para

aplicações não invert́ıveis. Por exemplo, em [Mih10a, Mih10b, Mih12b] temos um es-

tudo acerca da existência de medidas SRB inversas e suas propriedades no contexto

hiperbólico. Uma medida SRB inversa é um estado de equiĺıbrio para o potencial Φs (x) :=

log
∣∣detDf (x) |Esx

∣∣. Analogamente a uma medida SRB usual, uma medida SRB inversa

fornece informações estat́ısticas sobre a distribuição das pré-imagens de um endomorfismo.

Em [Mih12a] temos que, no contexto hiperbólico, estados de equiĺıbrio com respeito a po-

tenciais Hölder cont́ınuos existem e podem ser aproximados por medidas suportadas ao

longo de pré-órbitas do sistema. Em [MU14] temos um estudo da taxa de crescimento

das pré-imagens de um endomorfismo hiperbólico, obtendo uma expressão para a pressão

topológica em termos desta taxa.

Nossos resultados se aplicam à adaptações da classe exemplos exibidos em [Car93,

ABV00] para o contexto não invert́ıvel. Partimos de um endomorfismo Anosov, por

exemplo um endomorfismo linear no toro T3 induzido por uma matriz A ∈ GL3 (Z)

([Prz76]), e, via isotopia, perturbamos localmente de modo a enfraquecer a direção instável

do endomorfismo, por exemplo, via um bifurcação pitchfork ou bifurcação de Hopf, para

obtermos um endomorfismo que satisfaz as nossas hipóteses.

Mais ainda, no caso em que o fibrado Es é trivial , recuperamos as classes de

dinâmicas não uniformemente expansoras consideradas em [ABV00].



6

1.2 Resultados principais

Ante a discussão realizada na seção anterior, descreveremos aqui o contexto e os

resultados principais demonstrados neste trabalho.

Seja M uma variedade Riemanniana compacta e conexa d-dimensional. Dado

um conjunto A ⊂ M , denotamos por Ā o seu fecho. Dados espaços vetoriais normados

E e F e uma transformação linear T : E → F , se C ⊂ E é um subconjunto fechado

consideraremos a norma de T |C como

‖T |C‖ = sup
v∈C\{0}

‖T · v‖
‖v‖ .

No que segue, descreveremos o contexto de endomorfismos não singulares que

estudaremos neste trabalho. Suponhamos f : M → M um difeomorfismo local de classe

C1+α, com α > 0. Seja Λ ⊂ M um subconjunto compacto e positivamente f -invariante.

Suponha U ⊃ Λ um conjunto aberto tal que Λ =
⋂
n≥0 f

n
(
U
)
. Assumamos que existam

uma decomposição cont́ınua do fibrado tangente TUM = Es ⊕ F (não necessariamente

invariante) e uma constante 0 < λ < 1 satisfazendo:

(H1) Df (x) · Es
x = Es

f(x) para todo x ∈ U ;

(H2) ‖Dfn|Es‖ ≤ λn para todo n ∈ N;

(H3) Existe c > 0 , existe um campo de cones, U 3 x 7→ Ca (x), de amplitude a > 0

centrado em F , satisfazendo Df (x) · Ca (x) ⊆ Ca (f (x)) para todo x ∈ Λ e existe

um conjunto H ⊂ U com Leb (H) > 0 tal que:

lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

log ‖
(
Df(f j(x))|−1

Ca(fj(x))

)
‖ ≤ −2c < 0 (1.2.1)

para todo x ∈ H;

(H4) ‖Df (x) · v‖ ·
∥∥Df (x)−1 · w

∥∥ ≤ λ · ‖v‖ · ‖w‖ para todo v ∈ Es
x e todo w ∈ Df (x) ·

Ca (x) e para todo x ∈ U .

Dado um difeomorfismo local nas condições acima, diremos que Es é um fibrado uniforme-

mente contrator e que Ca é um campo de cones com expansão não uniforme. Denotaremos

ainda d = dim (M), ds := dim (Es) e du := dim (F ). Não é dif́ıcil verificar que a existência

do subfibrado Es é equivalente à existência de um campo de cones estável.

Observe que a condição (H3) implica a existência de um disco D ⊂ U tangente

ao campo de cones tal que LebD (H) > 0. Esta condição é suficiente para demonstrar a
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existência de uma medida SRB neste contexto. Podeŕıamos então substituir a hipótese

(H3) pela hipótese

(H3’) Existe c > 0 e existe um campo de cones, U 3 x 7→ Ca (x), de amplitude a > 0

centrado em F , satisfazendo Df (x) · Ca (x) ⊆ Ca (f (x)) e existe um disco D ⊂ U

tangente ao campo de cones Ca e um conjunto H ⊂ D com LebD (H) > 0 temos:

lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

log ‖
(
Df(f j(x))|−1

Ca(fj(x))

)
‖ ≤ −2c < 0

para todo x ∈ H.

Assumiremos a hipótese (H3), pois esta hipótese nos permitirá garantir a finitude de me-

didas SRB associadas ao conjunto H, no sentido que temos um número finito de medidas

SRB cujas bacias cobrem o conjunto H a menos de um conjunto de medida de Lebesgue

nula.

Observação 1.2.1. Assumimos, por simplicidade, a decomposição na vizinhança U de Λ.

Note que, supondo TΛM = Es ⊕ F , podemos estender esta decomposição a U , TUM =

Ẽs ⊕ F̃ . Além disto, assumindo U suficientemente pequeno, vale (H2) e (H4) para uma

constante λ1 < λ.

Nossos resultados principais são os seguintes:

Teorema A. Seja f : M → M um difeomorfismo local de classe C1+α (α > 0) em uma

variedade Riemanniana compacta e conexa M . Suponhamos Λ ⊂M um atrator para f e

que exista uma decomposição cont́ınua do fibrado tangente TΛM = Es ⊕ F , em que Es é

um fibrado uniformemente contrator e F admite um campo de cones com expansão não

uniforme, i.e., valem as propriedades (H1), (H2), (H3) e (H4). Então existe no máximo

uma quantidade finita de probabilidades invariantes e ergódicas com a propriedade SRB

cujas bacias cobrem H (Leb mod 0). Consequentemente, se H = U (Leb mod 0)

então existem um número finito de medidas SRB para f em U . Finalmente, se f é uma

aplicação transitiva então existe uma única medida SRB para f .

Provamos ainda a estabilidade dessas propriedades assumindo que valem as hi-

póteses (H1), (H2), (H3) e (H4) robustamente numa vizinhança de f . Assumamos então

que exista um vizinhança aberta V ⊂ Endr (M), onde Endr (M) denota o conjunto de

difeomorfismos locais de classe Cr em M , e um campo de cones U 3 x → C (x) de

dimensão 0 < du ≤ dim (M) definido num aberto U ⊂ M satisfazendo que g
(
U
)
⊂ U .

Ademais, suponha que existem constantes λ ∈ (0, 1), α > 0 e c > 0 tais que cada g ∈ V
satisfaz:
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(R1) g admite um subespaço uniformemente λ-contrator e Dg-invariante Es
x (g) para cada

x ∈ Λg, ou seja, ‖Dg|Es‖ ≤ λ e Dg ·Es = Es. Além disso � (Es, v) > α , para todo

v ∈ C.

(R2) o campo de cones C é positivamente Dg-invariante e para Leb quase todo ponto

x ∈ U temos que

lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

log ‖
(
Dg
(
gj (x)

)
|C(gj(x))

)−1 ‖ ≤ −c < 0.

(R3) para todo v ∈ Es
x e w ∈ Dg (x) · C (x)

‖Dg (x) · v‖‖Dg (x)−1 · w‖ ≤ λ.

Neste caso diremos que V é um aberto de difeomorfismos locais parcialmente hiperbólicos

de classe Cr com constantes uniformes.

Teorema B. Seja r > 1. Assumamos que exista um aberto V ⊂ Endr (M) de difeomor-

fismos locais parcialmente hiperbólicos de classe Cr com constantes uniformes, ou seja,

cada g ∈ V satisfaz (R1), (R2) e (R3). Seja (gn)n∈N uma sequência em V convergente

para g ∈ V e suponha que µn é medida SRB ergódica para gn, para todo n ∈ N. Então

todo ponto de acumulação µ de (µn)n∈N é uma combinação convexa das medidas SRB para

g. Em particular, se cada g ∈ V admite somente uma medida SRB, µg, então a aplicação

U → M (M)

g 7→ µg

é cont́ınua na topologia fraca *.

Neste caso, caso exista tal aberto V ⊂ Endr (M) de endomorfismos parcialmente

hiperbólicos de classe Cr com constantes uniformes, cada g ∈ V é dita estatisticamente

estável.

Observação 1.2.2. Estamos assumindo que existe uma decomposição não necessariamente

invariante. Isto porque, em geral, a decomposição TM = Es ⊕ F não pode ser tomada

Df -invariante. Mesmo no caso hiperbólico, [MT14] mostraram que ou F é Df -invariante

ou existem infinitas direções instáveis para todo x em um conjunto residual R ⊂M .



9

Considere f um endomorfismo Axioma A em M . Isto é, o conjunto não errante

Ω (f) := {x ∈M : para toda vizinhança U de x existe n ∈ N tal que fn (U) ∩ U 6= ∅}

é um conjunto hiperbólico e o conjunto dos pontos periódicos Per (f) satisfaz que, o seu
fecho, Per (f), é igual a Ω (f).

Como veremos adiante na Subseção 1.3.1, a hiperbolicidade do compacto Ω (f)
equivale a existência de um subfibrado Es de TΩ(f)M satisfazendo, para constantes C > 0
e 0 < λ < 1:

Df (x) · Es
x = Es

f(x) e ‖Dfn (x) · v‖ ≤ C · λn ‖v‖
para todo v ∈ Es

x, x ∈ Ω (f) e n ∈ N; e a existência de um campo de cones Ω (f) 3 x 7→
Cu (x) satisfazendo para uma constante σ > 1

Df (x) · Cu (x) ⊂ Cu (f (x)) e ‖Df (x) · v‖ ≥ σ ‖v‖

para todo v ∈ Cu (x) e x ∈ Ω (f). Ora, então

lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

log ‖
(
Df

(
f j (x)

)
|Cu(fj(x))

)−1 ‖ ≤ − log σ < 0,

para todo x ∈ Ω (f).

Temos que o conjunto dos endomorfismos Axioma A é aberto, veja por exemplo

[Prz76, Teorema 1.16]. Em particular, por continuidade, existe um aberto U ⊂ Endr (M)

de endomorfismos Axioma A de classe Cr, r > 1, que satisfaz as hipóteses (R1), (R2) e

(R3). Ou seja, U é um aberto de endomorfismos não singulares parcialmente (uniforme-

mente) hiperbólicos. Logo temos como consequência imediata do Teorema B a estabilidade

estat́ıstica para endomorfismos Axioma A, como segue:

Corolário C. Seja f : M → M um endomorfismo Axioma A numa variedade compacta

e conexa M . Então f é estatisticamente estável.

1.3 Estrutura da tese

1.3.1 O conceito de hiperbolicidade uniforme

Suponhamos f : M → M um difeomorfismo C1 numa variedade riemanniana

compacta M . Um conjunto compacto Λ f -invariante é dito hiperbólico se existe uma

decomposição cont́ınua e Df -invariante TΛM = Es ⊕Eu e constantes C > 0 e 0 < λ < 1

tais que:

1. ‖Dfn |Es ‖ ≤ Cλn para todo n ∈ N;

2. ‖Df−n |Eu ‖ ≤ Cλn para todo n ∈ N.
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Alternativamente, podemos definir a hiperbolicidade do compacto Λ através da existência

de campos de cones Λ 3 x → Cs (x) e Λ 3 x 7→ Cu (x) (com dimensão constante)

satisfazendo:

1. Df−1 (x) · Cs (f (x)) ( Cs (x) e Df (x) · Cu (x) ( Cu (f (x));

2. existe σ > 1 tal que ‖Df−1 (x) ·v‖ ≥ σ‖v‖ para todo v ∈ Cs (f (x)) e ‖Df (x) ·w‖ ≥
σ‖w‖ para todo w ∈ Cu (x).

A partir do campo de cones podemos recuperar as direções invariantes pondo:

• Es
x =

⋂
n∈NDf

−n (x) · Cs (fn (x));

• Eu
x =

⋂
n∈NDf

n (f−n (x)) · Cu (f−n (x)).

Podemos citar [Maz08] e [New04] para mais detalhes sobre a relação entre o conceito de

campos de cones e hiperbolicidade. Nestes artigos caracterizam-se também a noção de

decomposição dominada via campo de cones.

Se f é um endomorfismo não necessariamente invert́ıvel, não podemos aplicar

diretamente a definição de hiperbolicidade no caso invert́ıvel. Isto porque, ao definirmos

o subfibrado instável não teŕıamos bem definida uma inversa para f , sob a qual veŕıamos

contração deste subfibrado.

Assumamos então que f é um endomorfismo não singular, (i.e. um difeomorfismo

local). Então para cada x ∈ M existe uma vizinhança Vx de x tal que f admite uma

inversa local f−1 : Vx → Wx. Usando a regra da cadeia temos que para todo x ∈ M

existe a inversa derivada de f no ponto x, Df (x)−1. Vamos adaptar então a noção de

hiperbolicidade via campo de cones para o contexto não invert́ıvel.

Considere Λ 3 x 7→ Cs (x) e Λ 3 x 7→ Cu (x) campos de cones com dimensão

constante satisfazendo:

1. Df (x)−1 · Cs (f (x)) ( Cs (x) e Df (x) · Cu (x) ( Cu (f (x)) para todo x ∈ Λ;

2. existe σ > 1 tal que ‖Df (x)−1 ·v‖ ≥ σ‖v‖ para todo v ∈ Cs (f (x)) e ‖Df (x) ·w‖ ≥
σ‖w‖ para todo w ∈ Cu (x).

Definindo

Es
x :=

⋂
n∈N

Dfn (x)−1 · Cs (fn (x)) (1.3.1)

é fácil ver que x 7→ Es
x define um subfibrado Df -invariante, Df (x) · Es

x = Es
f(x) e uni-

formemente contrator. A direção instável também pode ser obtida via campo de cones,

contudo, a construção irá depender da pré-órbita de cada ponto. Dado x ∈ Λ considere
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(x−n)n∈N uma sequência em Λ tal que f (x−n) = x−n+1 para todo n ≥ 1 e x0 = x. Ob-

serve que a sequência (x−n)n∈N, assim definida, representa uma única pré-órbita de x.

Definamos

Eu
(x−n)n∈N

:=
⋂
n∈N

Dfn (x−n) · Cu (x−n) . (1.3.2)

É fácil ver que Eu
(x−n)n∈N

define um fibrado que é contrator para o passado ao longo da

pré-órbita de x dada por (x−n)n∈N e é Df -invariante, no sentido que Df (x) ·Eu
(x−n)n∈N

=

Eu
(y−n)n∈N

, onde (y−n)n∈N é a sequência em Λ dada por y0 = f (x) e y−n = x−n+1 para todo

n ≥ 1.

Encontramos assim decomposições do plano tangente a x em M , TxM := Es
x ⊕

Eu
(x−n)n∈N

para cada pré-órbita de x, aqui representada por uma sequência (x−n)n∈N. Esta

noção de hiperbolicidade para endomorfismos foi introduzida em [Prz76], onde foi definida

a hiperbolicidade a partir de decomposições em direções uniformemente contratoras e

uniformemente expansoras dependentes das trajetórias de cada ponto pelo endomorfismo.

Existem casos de endomorfismos em que a direção instável independe das tra-

jetórias, ou seja, a interseção dada por (1.3.2) independe da pré-órbita escolhida do ponto

x. Por exemplo, os endomorfismos lineares de Anosov no toro satisfazem essa propriedade.

Ainda assim, [Prz76] mostra que é posśıvel encontrar um endomorfismo Anosov suficien-

temente próximo de um endomorfismo linear de Anosov, tal que em cada ponto existem

infinitas direções instáveis, cada uma delas associada a uma pré-órbita de um ponto.

Também, [MT14] mostram que para um endomorfismo Anosov temos que ou existe uma

única direção instável ou, existem infinitas direções instáveis e esta última ocorre generi-

camente.

Para formalizarmos este conceito de hiperbolicidade para endomorfismo usamos

a noção de extensão natural, que não é nada mais que o espaço das sequências que

representam pré-órbitas do endomorfismo f . É posśıvel induzirmos um levantamento de

f neste espaço que vem a ser um homeomorfismo. Contudo, ao fazermos este processo,

perdemos em geral a estrutura de variedade do espaço.

Então, considerar a hiperbolicidade de um endomorfismo a partir de direções

invariantes parece não ser razoável.

1.3.2 Hiperbolicidade não-uniforme e medidas SRB

Assim, adaptamos a noção de hiperbolicidade parcial contida em [ABV00], con-

siderando campos de cones invariantes no lugar de direções invariantes. Por simplicidade,

consideramos uma direção uniformemente estável e Df -invariante e um campo de cones

complementar com uma condição de expansão não uniforme. Esta condição implicará na

existência do que chamaremos de tempos cone-hiperbólicos, que, em linhas gerais, garante
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que dado discos tangentes ao campo de cones e de diâmetro suficientemente pequeno tem

a propriedade de expansão em determinada sequência de iterados da f .

O método que utilizaremos para encontrarmos a medida SRB é inspirado nos

argumentos do [ABV00]. Consideraremos um disco tangente ao campo de cones Ca da

hipótese (H3), ou seja, TxD ⊂ Ca (x) para todo x ∈ D e a dimensão de D é igual a

dim (F ). Definiremos medidas

µn =
1

n

n−1∑
j=0

f j∗LebD

para cada n ∈ N, onde LebD é a medida de Lebesgue normalizada em D. A medida can-

didata a SRB será alguma componente ergódica de um ponto de acumulação da sequência

(µn)n∈N.

Observe que diferente do caso invert́ıvel, o suporte de cada medida f j∗LebD para

j ∈ N, pode não ser um disco, pois, se f é não invert́ıvel, f j (D) pode ter auto-interseções e

portanto não ter estrutura de variedade. Iremos então escolher, por um processo cuidadoso

de seleção, para cada j ∈ N, uma famı́lia Dj de subdiscos de D com a propriedade de

expansão em tempo j. O tamanho destes subdiscos deverá se suficientemente pequeno,

de modo que f j restrito a cada subdisco Dj ∈ Dj seja um difeomorfismo para podermos

comparar a medida f j∗LebDj com Lebfj(Dj).

Restringiremos a sequência µn às famı́lias de discos expansores em tempo j, Dj .

Ou seja, consideraremos

νn =
1

n

n−1∑
j=0

f j∗LebDj (1.3.3)

para todo n ∈ N, em que LebDj =
∑

Dj∈Dj LebDj . Note que νn é uma medida tal que

νn (M) ≤ µn (M) = 1. Logo, a sequência (νn)n∈N admite subsequência convergente. Se

ν é um ponto de acumulação de (νn)n podemos escrever µ = ν + η onde µ é um ponto

de acumulação de (µn)n. Mostraremos que o suporte de ν está contido numa união de

discos instáveis, possivelmente dependentes das pré-órbitas. Como era de se esperar, tais

discos instáveis não são necessariamente disjuntos. Então para podermos identificar a

continuidade absoluta da medida temos que tentar eliminar posśıveis interseções para

desintegrarmos a medida e analisarmos cada elemento da desintegração. Para isso, us-

aremos a noção de extensão natural que nos permitirá ver cada disco instável, ao menos

localmente, como subconjuntos disjuntos.

A extensão natural é o espaço das pré-órbitas de f . O representamos como o

espaço das sequências (x−n)n∈N ∈ MN que satisfazem f (x−n) = x−n+1 para todo n ≥ 1.

Denotamos este conjunto por M f . Se M é uma variedade compacta então M f é um
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espaço métrico compacto. Podemos definir em M f a aplicação f̂ : M f →M f dada por

f̂ (. . . , x−n, . . . , x−1, x0) = (. . . , x−n, . . . , x−1, x0, f (x0)) .

f̂ é um homeomorfismo e é semi-conjugado a f pela projeção na primeira coordenada

π : M f → M . Esta projeção π induz uma aplicação no espaço de medidas que a cada

medida µ̂ em M f associa a medida µ = π∗µ̂ dada pelo push-forward de µ̂ por π. Quando

nos restringimos ao espaço de medidas f̂ -invariantes temos uma bijeção sobre o espaço de

medidas f -invariantes ([QXZ09]) .

Reproduziremos a sequência dada por (1.3.3) em M f , ou seja, consideraremos

uma sequência de medidas (ν̂n)n∈N emM f tal que π∗ν̂n = νn para todo n ∈ N. Gostaŕıamos

de dizer que ν̂n é também uma média de Cesáro dos iterados de Lebesgue em M f . Con-

tudo, observe que, como M f não tem necessariamente uma estrutura de variedade, não

temos bem definida uma medida de volume em M f que se relacione com a medida de

Lebesgue em M . Também, como a medida de Lebesgue não é necessariamente invariante,

não temos bem definido um levantamento da medida de Lebesgue para M f . Sendo assim,

construiremos o levantamento da medida de Lebesgue em pequenos discos usando a es-

trutura de produto da extensão natural demonstrada em [AH94]. Em linhas gerais, temos

que se V é um aberto suficientemente pequeno em M então π−1 (V ) é homeomorfo ao

produto de V por um conjunto de Cantor Γ. Então para cada disco Dj podemos definir

um levantamento da medida de Lebesgue à extensão natural como uma medida produto

entre Lebesgue no disco e uma probabilidade P no conjunto de Cantor Γ. As ν̂n serão

definidas como médias de Cesáro dos iterados deste levantamento por f̂ .

Como consequência desta construção obteremos que um ponto de acumulação

ν̂ de (ν̂n)n é uma medida tal que ν := π∗ν̂ é um ponto de acumulação de (νn)n. Mais

ainda, o suporte de ν̂ está contido numa união de conjuntos
{

∆̂λ

}
λ∈I

, em que para cada

λ, π |∆̂λ
está em bijeção com um disco instável ∆ que está contido na cobertura do

suporte de ν. A vantagem é que, ao menos localmente, a famı́lia
{

∆̂λ

}
λ∈I

tem elementos

dois a dois disjuntos e podemos desintegrar a medida ν̂ nestes elementos. Verificaremos a

continuidade absoluta projetando por π∗ os elementos da desintegração e comparando com

a medida de Lebesgue. Note que ν é uma medida que não é necessariamente invariante.

Como µ = ν+η, temos que os discos instáveis que cobrem o suporte de ν também

são relevantes para a medida µ. Usaremos então um argumento tipo Hopf, para, a partir

da medida ν, exibir componentes ergódicas da medida µ que são medidas SRB para f .

Este é, em linhas gerais, o conteúdo do caṕıtulo 3.

Neste ponto, demonstramos a existência de um número finito de medidas SRB

para f neste contexto.



14

No caṕıtulo 2 apresentamos os conceitos básicos utilizados em nossos argumentos,

como o conceito de extensão natural e suas propriedades, o conceito de medida SRB e o

conceito de tempos cone-hiperbólicos.

Em [Vás07] foi demonstrado a estabilidade estat́ıstica das medidas SRB encon-

tradas no contexto parcialmente hiperbólico e de decomposição dominada por [ABV00].

Nos questionamos então se a estabilidade também é válida no âmbito de aplicações não

invert́ıveis e verificamos que qualquer medida SRB pode ser obtida pela construção ante-

rior. Não obstante, a maior parte da construção fazer uso da extensão natural, o fato que,

simultaneamente, a construção também está atrelada a geometria da variedade, nos per-

mite mostrar que a construção é, em certo sentido, estável, assumindo que a propriedade

de expansão não uniforme no campo de cones valha robustamente. A descrição deste

argumentos está no Caṕıtulo 4.

Finalmente exibiremos alguns exemplos nos quais podemos aplicar os nossos re-

sultados a partir de perturbações de endomorfismos Anosov no caṕıtulo 5.



Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1 Extensão natural

Seja (M,d) um espaço métrico compacto e f : M →M uma aplicação cont́ınua.

Definimos a extensão natural de M por f como o conjunto:

M f :=
{
x̂ = (x−j)j∈N : x−j ∈M e f (x−j) = x−j+1 para todo j ∈ N

}
.

A distância d em M induz uma distância d̂ em M f dada por

d̂ (x̂, ŷ) :=
∑
j∈N

2−jd (x−j, y−j) .

É fácil ver que, com esta métrica, M f é um espaço compacto se M é compacto. Consid-

eraremos ainda a projeção natural na primeira coordenada, π : M f →M , π (x̂) = x0, que

é uma aplicação cont́ınua com as métricas acima.

Definimos o levantamento de f por π como sendo a aplicação f̂ : M f →M f dada

por f̂ (x̂) = (· · · , x−n, ..., x−1, x0, f (x0)). Temos que

f ◦ π = π ◦ f̂ .

Em geral, a extensão natural de M por um endomorfismo f não tem estrutura

de variedade diferenciável. Contudo podemos induzir em M f uma estrutura fibrada,

semelhante a um fibrado tangente, tomando o pull back do fibrado tangente de M , TM ,

pela projeção π. Em outras palavras, para cada x̂ ∈M f , consideramos

Tx̂ := Tπ(x̂)M.

Ao conjunto dos pares (x̂, v) com x̂ ∈ M f e v ∈ Tx̂ denotaremos por FM f . Se f é

15
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um endomorfismo de classe C1, temos que a derivada de f induz uma aplicação em

FM f . Definimos Df̂ : FM f → FM f por Df̂ (x̂, v) =
(
f̂ (x̂) , Df (π (x̂)) · v

)
, para todo

(x, v) ∈ FM f . Observe que Df̂ · Tx̂ ⊆ Tf̂(x̂), para todo x̂ ∈ M f . Escreveremos Df̂ (x̂)

para indicar a restrição de Df̂ ao espaço tangente Tx̂, ou seja, Df̂ (x̂) : Tx̂ → Tf̂(x̂).

Observação 2.1.1. Se temos que Λ ⊂M é um conjunto compacto e positivamente invari-

ante, consideraremos

Λf :=
{
ŷ ∈M f : y−n ∈ Λ para todo n ∈ N

}
a extensão natural de Λ. Note que Λf ⊂ M f . Como assumimos apenas que f (Λ) ⊂ Λ,

pode existir x ∈ Λ cuja alguma sua pré-imagem não pertence a Λ. A extensão natural de

Λ desconsiderará as pré-órbitas com tais pré-imagens.

Temos o Teorema de Oseledec para endomorfismos, enunciado a seguir como em

[Wal00, Teorema 10.4]:

Teorema 2.1.2. Seja f : M → M um endomorfismo de classe C1 em M , variedade

Riemanniana compacta. Então existe um conjunto Borel mensurável Γ ⊂M com f (Γ) ⊂
Γ e µ (Γ) = 1 para qualquer medida f -invariante µ tal que valem as seguintes propriedades:

1. existe uma função mensurável r : Γ→ {1, 2, . . . , dim (M)} com r ◦ f = r;

2. para todo x ∈ Γ, existem números reais

+∞ > λ1 (x) > λ2 (x) > · · · > λr(x) (x) ≥ −∞;

3. se x ∈ Γ então existe uma filtração por subespaços lineares

TxM = V0 (x) ⊃ V1 (x) ⊃ · · · ⊃ Vr(x) (x) = {0}

de TxM ;

4. se x ∈ Γ e 1 ≤ i ≤ r (x) então

lim
n→+∞

1

n
log ‖Dfn (x) · v‖ = λi (x) ,

para todo v ∈ Vi−1 (x) \Vi (x). Além disto,

lim
n→+∞

1

n
log | det (Dfn (x)) | =

r(x)∑
i=1

λi (x)mi (x) ,

em que mi (x) = dim (Vi−1 (x))− dim (Vi (x)) para todo 1 ≤ i ≤ r (x).
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5. x 7→ λi (x) é uma aplicação mensurável definida em {x ∈ Γ : r (x) ≥ i} e, além

disto, λi (f (x)) = λi (x) para todo x ∈ Γ;

6. Df (x) · Vi (x) ⊂ Vi (f (x)) se i ≥ 0 e x ∈ Γ.

Os números {λi (x)}r(x)
i=1 dados pelo Teorema anterior são chamados de expoentes

de Lyapunov de f em x e mi (x) é chamada a multiplicidade de λi (x).

A projeção π : M f → M induz uma aplicação π∗ : Mf̂

(
M f
)
→Mf (M), onde

Mf̂

(
M f
)

denota o conjunto das medidas de probabilidade borelianas, f̂ -invariantes em

M f e Mf (M) denota o conjunto das medidas de probabilidade f -invariantes em M . π∗

é a aplicação que a cada medida µ̂ ∈Mf̂

(
M f
)

associa a medida π∗µ̂ definida por∫
φd (π∗µ̂) =

∫
(φ ◦ π) dµ̂,

para todo φ ∈ C (M). Conforme [QXZ09, Proposição I.3.1], temos que para cada µ ∈
Mf (M) existe uma única medida µ̂ ∈ Mf̂

(
M f
)

tal que π∗µ̂ = µ. Chamaremos tal

única medida de levantamento da medida µ. É fácil ver que, µ ∈ Mf (M) é ergódica se

e somente se seu levantamento também é uma medida ergódica.

Temos ainda a versão adaptada a extensão natural do Teorema de Oseledec,

conforme [QXZ09, Proposição I.3.5]:

Proposição 2.1.3. Seja f : M → M um endomorfismo de classe C1 em M , variedade

Riemanniana compacta. Existe um conjunto boreliano ∆̂ ⊂M fcom f̂(∆̂) = ∆̂ e µ̂(∆̂) = 1

tal que todo x̂ ∈ ∆̂ existe uma decomposição do espaço tangente em x̂

Tx̂ = Tx0M = E1 (x̂)⊕ E2 (x̂)⊕ · · · ⊕ Er(x̂) (x̂)

e números

+∞ > λ1 (x̂) > λ2 (x̂) > · · · > λr(x̂) (x̂) > −∞

e mi (x̂) com 1 ≤ i ≤ r (x̂), satisfazendo para todo x̂ ∈ ∆̂:

1. Df̂
(
f̂n (x̂)

)
: Tf̂n(x̂) → Tf̂n+1(x̂) é um isomorfismo para todo n ∈ Z;

2. as funções r : ∆̂ → N e λi : ∆̂ → R e mi : ∆̂ → N são f̂ -invariantes para cada

1 ≤ i ≤ r (x̂);

3. dim (Ei (x̂)) = mi (x̂) para todo 1 ≤ i ≤ r (x̂);

4. a decomposição é Df̂ -invariante, isto é, Df̂ (x̂) · Ei (x̂) = Ei

(
f̂ (x̂)

)
;

5. limn→±∞
1
n

log
∣∣∣Df̂n (x̂) · u

∣∣∣ = λi (x̂) para todo u ∈ Ei (x̂) \ {0}, 1 ≤ i ≤ r (x̂);
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6. se escrevermos

ρ1 (x̂) ≥ ρ2 (x̂) ≥ · · · ≥ ρd (x̂)

denotando os números λi (x̂) repetidos mi (x̂) vezes para cada 1 ≤ i ≤ r (x̂) e

{u1, u2, ..., ud} é uma base de Tx̂ que satisfaz

lim
n→±∞

1

n
log
∣∣∣Df̂n (x̂) · ui

∣∣∣ = ρi (x̂)

para todo 1 ≤ i ≤ d, então para quaisquer subconjuntos P,Q ⊂ {1, 2, ..., d} com

P ∩Q = ∅ temos que

lim
n→∞

1

n
log^

(
Df̂n (x̂) · EP , Df̂n (x̂) · EQ

)
= 0,

onde EP e EQ denotam os subespaços de Tx̂ gerados pelos vetores {ui}i∈P e {uj}j∈Q,

respectivamente.

7. π (x̂) = x0 ∈ Γ′ e r (x̂) = r (x0), λi (x̂) = λi (x0) e mi (x̂) = mi (x0) para todo

1 ≤ i ≤ r (x̂), onde r (x0), λi (x0) e mi (x0) são dados pelo Teorema 2.1.2.

Note que os expoentes de Lyapunov de um endomorfismo f e de seu levantamento

f̂ são iguais. Contudo enquanto na versão do Teorema Multiplicativo Ergódico para

endomorfismos temos tão somente uma filtração, na versão enunciada a partir da extensão

natural definimos uma decomposição associada a cada pré-órbita de um ponto regular.

Dentro de cada Vi−1 (x0) \Vi (x0), encontramos um subespaço invariante Ei (x̂) associado

ao expoente de Lyapunov λi (x̂) = λi (x0) para cada x̂ ∈ π−1 (x0).

Temos ainda a existência de variedades instáveis locais associadas a pré-órbitas

de pontos regulares, conforme teorema que enunciamos a seguir e cuja demonstração pode

ser encontrada em [QXZ09, Caṕıtulo 5] ou [Zhu98, Teorema 1].

Proposição 2.1.4. (Variedade instável local para endomorfismos)Suponhamos f : M →
M um endomorfismo de classe C2 e µ uma medida de probabilidade f -invariante que

tem pelo menos um expoente de Lyapunov positivo em quase todo o ponto. Existe uma

quantidade enumerável de conjuntos compactos
{

∆̂i

}
i∈N

de M f com µ̂
(
∪i∈N∆̂i

)
= 1 tal

que:

1. se denotamos Eu
x̂ :=

⊕
λj(x̂)>0Ej (x̂) e Ecs

x̂ :=
⊕

λj(x̂)≤0Ej (x̂) então dim (Eu
x̂) e

dim (Ecs
x̂ ) são constantes em ∆̂i, digamos dim (Eu

x̂) = ki para todo x̂ ∈ ∆̂i. Além

disto, Eu
x̂ e Ecs

x̂ dependem continuamente em x̂ ∈ ∆̂i, para cada i ∈ N.

2. para cada ∆̂i existe uma famı́lia de discos C1 mergulhados, ki-dimensionais

{W u
loc (x̂)}x̂∈∆̂i
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em M e números positivos λi, εi < λi/200, ri < 1, γi , αi e βi tais que valem as

seguintes propriedades:

(a) existe uma aplicação C1 hx̂ : Ox̂ → Ecs
x̂ , em que Ox̂ é um subconjunto aberto

de Eu
x̂ que contém {v ∈ Eu

x̂ : ‖v‖ < αi}

i. hx̂ (0) = 0 e Dhx̂ (0) = 0;

ii. Lip (hx̂) ≤ βi e Lip (Dhx̂) ≤ βi;

iii. W u
loc (x̂) = expx0

(Graf (hx̂)) ⊂ B
(
x0, κ̂ (x̂)−1).

(b) dado qualquer y0 ∈ W u
loc (x̂) existe um único ŷ ∈M f tal que π (ŷ) = y0,

d (y−n, x−n) ≤ rie
−εin, para todo n ∈ N

e

d (y−n, x−n) ≤ γie
−λind (y0, x0) , para todo n ∈ N.

(c) definindo

Ŵ u
loc (x̂) :=

{
ŷ ∈M f : y−n ∈ W u

loc

(
f̂−n (x̂)

)
, para todo n ∈ N

}
,

então π : Ŵ u
loc (x̂)→ W u

loc (x̂) é bijetiva.

(d) dados quaisquer ŷ, ẑ ∈ Ŵ u
loc (x̂) temos que

du
f̂−n(x̂)

(y−n, z−n) ≤ γie
−λindux̂ (y0, z0)

para todo n ∈ N, onde du
f̂−n(x̂)

(·, ·) denota a distância ao longo da variedade

instável associada a f̂−n (x̂), para n ∈ N.

Temos as seguintes propriedades adicionais das variedades instáveis locais:

Proposição 2.1.5. Sejam
(

∆̂i

)
i∈N

, {W u
loc (x̂)}x̂∈∆̂i

e
{
Ŵ u
loc (x̂)

}
x̂∈∆̂i

dados pela Proposição

2.1.4. Então existe ρ > 0 tal que para todo ∆̂i existem números ri ∈
(
0, ρ

4

)
e εi ∈ (0, 1) e

Ri > 0 satisfazendo:

1. Dados quaisquer r ∈
[
ri
2
, ri
]

e x̂ ∈ ∆̂i, se ŷ ∈ B∆̂i
(x̂, εir) := ∆̂i ∩ B (x̂, εir) então

W u
loc (ŷ) ∩B (x0, r) é conexo e a aplicação

B∆̂i
(x̂, εir) 3 ŷ 7→ W u

loc (ŷ) ∩B (x0, r)

é cont́ınua com a topologia de Hausdorff nos subconjuntos compactos de B (x0, r).
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2. Dados quaisquer r ∈
[
ri
2
, ri
]

e x̂ ∈ ∆̂i, se ŷ e ẑ pertencem a B∆̂i
(x̂, εir) então, ou

W u
loc (ŷ) ∩B (x0, r) = W u

loc (ẑ) ∩B (x0, r)

ou

(W u
loc (ŷ) ∩B (x0, r))

⋂
(W u

loc (ẑ) ∩B (x0, r)) = ∅.

3. Para cada x̂ ∈ ∆i se ŷ ∈ B∆̂i
(x̂, εir) e z0 ∈ W u

loc (ŷ)∩B (x0, r) então W u
loc (ŷ) contém

a bola fechada de centro em y0e raio Ri em W u (ŷ), com a distância duŷ .

Para uma prova nos referimos ao leitor para [QXZ09, Proposição VII.2.1].

2.2 Teorema da desintegração de Rokhlin

Se (X,A, µ) é um espaço de probabilidade e P é uma partição mensurável de X

podemos induzir uma estrutura mensurável no espaço quociente X/P que nos permitirá

escrever a medida de probabilidade µ em termos de medidas suportadas nos átomos de

P , como descreveremos a seguir.

A mensurabilidade da partição significa que podemos gerar a partição a partir

de uma sequência de partições enumeráveis. Lembremos que dadas duas partições Q, P
definimos a partição Q∨P por

Q
∨
P := {Q ∩ P : Q ∈ Q e P ∈ P} .

Analogamente, se (Qj)j∈N é uma famı́lia de partições definimos

∞∨
j=0

Qj :=

{
∞⋂
j=0

Qj : Qj ∈ Qj, j ∈ N

}
.

Dizemos ainda que uma partição P é mais fina do que uma dada partição Q se, para todo

P ∈ P existe Q ∈ Q tal que P ⊆ Q. Neste caso, denotamos Q ≺ P .

Definição 2.2.1. Uma partição P de um espaço de medida (X,A, µ) é dita ser mensurável

(com respeito a µ) se, restrita a um subconjunto com µ-medida total, X0, temos que existe

uma sequência crescente P1 ≺ P2 ≺ · · · ≺ Pn ≺ · · · de partições enumeráveis tal que

P =
∞∨
j=1

Pj.

Consideremos a projeção p : X → P que a cada elemento x ∈ X associa o átomo

de P que contém x, que denotaremos por P (x). Diremos que um subconjunto Q ⊂ P
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é mensurável se, e somente se, p−1 (Q) é um subconjunto mensurável de X. Temos

então que a famı́lia de todos os subconjunto mensuráveis de P , neste sentido, forma uma

σ-álgebra em P , que denotaremos por Ã. Definimos então a medida quociente µ̃ por

µ̃ (Q) = µ (p−1 (Q)). Com essa estrutura de espaço de probabilidade em X/P , temos a

noção de sistema condicional de medidas que nos permite enxergar a medida µ em termos

de medidas nos átomos da partição P , conforme definição abaixo.

Definição 2.2.2. Sejam (X,A, µ) um espaço de probabilidade e P uma partição de X.

Um sistema condicional de medidas de µ com respeito a P é uma famı́lia {µP : P ∈ P}
de probabilidades em X tal que, para todo subconjunto mensurável E ⊂ X:

1. µP (P ) = 1 para µ̃-quase todo P ∈ P ;

2. a aplicação P 7→ µP (E) é mensurável;

3. µ (E) =
∫
µP (E) dµ̃ (P ).

Rokhlin em [Rok49] demonstrou que se P é uma partição mensurável então existe

um sistema condicional de medidas com respeito a tal partição, conforme enunciado a

seguir.

Teorema 2.2.3 (Desintegração de Rokhlin). Seja (X,A, µ) um espaço de probabilidade

em que X é um espaço métrico completo e separável. Se P é uma partição mensurável

de X então µ admite algum sistema condicional de medidas com respeito a P.

Observação 2.2.4. É importante observar que se {µP : P ∈ P} e {µ′P : P ∈ P} são sis-

temas condicionais de medidas de µ com respeito a P então µP = µ′P para µ̃-quase todo

P ∈ P .

Lema 2.2.5. Seja (X,A, µ) um espaço de probabilidade em que X é um espaço métrico

compacto e seja P uma partição mensurável de X. Suponha f : X → X um homeo-

morfismo e considere a partição Q := f−1 (P). Então se {µP : P ∈ P} e {µQ : Q ∈ Q}
são sistemas condicionais de medidas de µ com respeito a P e Q, respectivamente, então,

denotando para P ∈ P , Q (P ) := f−1 (P ), temos que µP = f∗µQ(P ) para µ̃ quase todo

P ∈ P.

Demonstração. Como vimos anteriormente, basta provarmos que
{
f∗µQ(P ) : P ∈ P

}
é

uma desintegração de µ com respeito a P . Consideremos p : X → P e q : X → Q as

projeções associadas às partições P e Q respectivamente. Definamos f̃ : P → Q dada

por f̃ (P ) := f−1 (P ). Temos que, como f é um homeomorfismo, f̃ é uma aplicação

mensurável. Temos a seguinte relação

f̃ ◦ p (x) = q ◦ f−1 (x) ,
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para todo x ∈ X. Denotemos µ̃P e µ̃Q as medidas quociente com respeito a P e Q
respectivamente. Então

f̃∗µ̃P = f̃∗ (p∗µ) = q∗ (f∗µ) = q∗µ = µ̃Q,

isto porque µ é uma medida f -invariante. A propriedade acima implica que, como

µQ (Q) = 1 para µ̃Q quase todo Q ∈ Q, f∗µQ(P ) (P ) = 1 para µ̃P quase todo P ∈ P .

Fixemos E ⊂ M um subconjunto mensurável. Então a aplicação P 3 P 7→
f∗µQ(P ) (E) é mensurável pois pode ser vista como a composição da aplicação f̃ com a

aplicação mensurável Q 3 Q 7→ µQ (f−1 (E)).

Por fim, note que∫
P
f∗µQ(P ) (E) dµ̃P (P ) =

∫
P
µf̃(P )

(
f−1E

)
dµ̃P (P )

=

∫
Q
µQ
(
f−1E

)
df̃∗µ̃P (Q)

=

∫
Q
µQ
(
f−1E

)
dµ̃Q (Q)

= µ
(
f−1E

)
= µ (E)

para todo subconjunto E ⊂ M mensurável. Portanto
{
f∗µQ(P ) : P ∈ P

}
é uma desinte-

gração de µ com respeito a P e coincide com {µP : P ∈ P} com exceção de um conjunto

de medida µ̃P nula.

2.3 Propriedade SRB para endomorfismos

Recordemos que dado uma aplicação cont́ınua f : M → M definimos M f como

o espaço das pré-órbitas de M por f, que representamos por sequências x̂ = (x−n)n∈N

satisfazendo f (x−n) = x−n+1 para todo n ≥ 1. Consideramos ainda π : M f → M a

projeção natural dada por π (x̂) = x0. Dada uma medida de probabilidade µ em M ,

f -invariante, temos que π induz uma única medida de probabilidade µ̂ em M f , que é

f̂ -invariante. Chamamos esta medida de levantamento da µ.

Quando f é um endomorfismo de classe C1, a Proposição 2.1.4 nos dá a existência

de variedades instáveis associadas às pré-órbitas de um subconjunto de medida µ-total. A

seguinte definição diz respeito a partições do espaço M f , adaptadas às variedades instáveis

de (f, µ).

Definição 2.3.1. Seja µ uma medida f -invariante com pelo menos um expoente de Lya-

punov positivo em quase todo ponto. Uma partição mensurável P de M f é dita ser

subordinada a variedades instáveis se para µ̂ q.t.p. x̂ ∈M f , P (x̂) satisfaz:
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1. π|P(x̂) : P (x̂)→ π (P (x̂)) é bijetiva;

2. Existe uma subvariedade Wx̂ de dimensão k (x̂) em M tal que Wx̂ ⊂ W u (x̂) e

π (P (x̂)) ⊂ Wx̂ e π (P (x̂)) contém uma vizinhança aberta de x0 em Wx̂.

Definimos então a propriedade SRB para medidas invariantes de um endomor-

fismo:

Definição 2.3.2. Dizemos que uma medida f -invariante µ , com ao menos um expoente

de Lyapunov positivo em quase todo ponto, tem a propriedade SRB se para toda partição

mensurável de M fsubordinada a variedades instáveis e para µ̂ q.t.p. x̂ ∈ M f temos que

π∗µ̂x̂ � LebWx̂
, onde {µ̂x̂}x̂∈Mf é um sistema de medidas condicionais para µ̂ e π∗µ̂x̂ é a

projeção de µ̂x̂ por π|P(x̂).

2.4 Campos de cones e tempos cone-hiperbólicos

Em [New04], Newhouse caracteriza hiperbolicidade e existência de decomposição

dominada em termos de campos de cones. Inspirado nisso, consideraremos a nossa

hipótese de expansão não uniforme usando campos de cones. Apresentaremos as definições

necessárias e introduziremos o conceito de tempo cone-hiperbólico, que é uma general-

ização do conceito de tempo hiperbólico em [Alv00, ABV00].

Observe que o espaço das aplicações lineares de V em W restritas a um subcon-

junto fechado E ⊂ V , que denotaremos por LE (V,W ) formam um subespaço vetorial de

L (V,W ). De fato, dados λ ∈ R e S, T ∈ L (V,W ), temos que S|E+λ·T |E = (S + λ · T ) |E.

Logo, S|E + λ · T |E ∈ LE (V,W ) e LE (V,W ) é um subespaço vetorial de L (V,W ). Por-

tanto, faz sentido o conceito de norma para elementos deste espaço.

Definição 2.4.1. Sejam V,W espaços vetoriais normados e T : V → W uma aplicação

linear. Suponha E ⊂ V um subconjunto fechado, então definimos ‖T |E‖ por:

‖T |E‖ = sup
0 6=v∈E

‖T · v‖
‖v‖ . (2.4.1)

Não é dif́ıcil ver que ‖T |E‖ é uma norma em LE (V,W ). De fato, a aplicação

‖‖ : LE (V,W )→ [0,∞) satisfaz:

1. ‖T |E‖ ≥ 0 para todo T |E ∈ LE (V,W ) e ‖T |E‖=0 se, e somente se T |E = 0;

2. ‖λ · T |E‖ = |λ| · ‖T |E‖ para todo λ ∈ R e T |E ∈ LE (V,W ), por definição;

3. ‖S|E + T |E‖ ≤ ‖S|E‖+ ‖T |E‖, para todo S|E, T |E ∈ LE (V,W ).
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A desigualdade triangular segue imediatamente da desigualdade triangular da norma em

V .

Definição 2.4.2. Seja V um espaço vetorial normado. Suponhamos que V = E ⊕ F .

Dado a > 0, definimos o cone de amplitude a > 0 centrado em E como o conjunto:

Ca := {v ∈ V : v = v1 ⊕ v2 onde v1 ∈ E e v2 ∈ F com ‖v2‖ ≤ a‖v1‖} .

Definição 2.4.3. Dada M uma variedade Riemanniana compacta e uma decomposição

TM = E⊕F do fibrado tangente, definimos o campo de cones de amplitude a > 0 centrado

em E como a aplicação x 7→ Ca (x) que a cada x ∈ M associa um cone de amplitude

a > 0 em TxM , centrado em Ex.

Observação 2.4.4. Iremos chamar a dimensão do campo de cones Ca, que denotaremos

por dim (Ca), à dimensão do subespaço gerador E.

Definição 2.4.5. Seja N ⊂ M , uma subvariedade. Dizemos que N é uma subvariedade

tangente a um campo de cones x 7→ C (x), se dim (N) = dim (C) e TxN ⊂ C (x), para

todo x ∈ N .

Iremos estender a definição de tempos hiperbólicos, usualmente considerada em

direções invariantes(ver [ABV00, Definição 2.6]), para campos de cones. Adiantamos

desde já que a não existência de uma direção Df -invariante é uma das principais dificul-

dades na construção das medidas SRB (veja Seção 3.2).

Seja Λ ⊂ M um subconjunto compacto e f -invariante e um campo de cones

Λ 3 x 7→ C (x) .

Definição 2.4.6. Suponhamos M uma variedade Riemanniana compacta. Sejam f :

M → M um difeomorfismo local e c > 0. Dizemos que n ∈ N é um c-tempo cone-

hiperbólico para x ∈M (com respeito ao campo de cones C) se Df (f j (x)) ·C (f j (x)) ⊂
C (f j+1 (x)) para todo 0 ≤ j ≤ n− 1 e

n−1∏
j=n−k

∥∥∥(Df(f j(x))|C(fj(x))

)−1
∥∥∥ ≤ e−ck (2.4.2)

para todo 1 ≤ k ≤ n− 1.

Lema 2.4.7. Sejam M uma variedade Riemanniana compacta e c > 0. Sejam x ∈M e n

um c-tempo cone-hiperbólico para x, com respeito a um difeomorfismo local f : M → M .

Então para cada j ∈ {0, 1, ..., n− 1} e cada v ∈ C (f j (x)) vale ‖Dfn−j (f j (x)) · v‖ ≥
ec(n−j)‖v‖.
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Demonstração. Fixemos j ∈ {0, 1, ..., n− 1} e v ∈ C (f j (x)). Denotemos

w = Dfn−j
(
f j (x)

)
· v.

Então,

v = Df
(
f j (x)

)−1 ◦Df
(
f j+1 (x)

)−1 ◦ · · · ◦Df
(
fn−1 (x)

)−1 · w.

Observe que para cada j + 1 ≤ k ≤ n− 1 temos que

Df
(
fk (x)

)−1 ◦Df
(
fk+1 (x)

)−1 ◦ · · · ◦Df
(
fn−1 (x)

)−1 · w = Dfk−j
(
f j (x)

)
· v.

Como Df (f j (x)) ·C (f j (x)) ⊂ C (f j+1 (x)) para todo 0 ≤ j ≤ n−1, por definição, temos

que Dfk−j (f j (x)) · v ∈ Df
(
fk−1 (x)

)
·C
(
fk−1 (x)

)
⊂ C

(
fk (x)

)
, para todo j + 1 ≤ k ≤

n− 1. Segue portanto que:

‖v‖ = ‖Df
(
f j (x)

)−1 ◦Df
(
f j+1 (x)

)−1 ◦ · · · ◦Df
(
fn−1 (x)

)−1 · w‖
≤ ‖

(
Df

(
f j (x)

)
|C(fj(x))

)−1 ‖ · ‖Df
(
f j+1 (x)

)−1 ◦ · · · ◦Df
(
fn−1 (x)

)−1 · w‖

≤
n−1∏
k=j

‖
(
Df

(
fk (x)

)
|C(fk(x))

)−1

‖ · ‖w‖.

Como n é um c-tempo cone-hiperbólico para x temos que

n−1∏
k=j

‖
(
Df

(
fk (x)

)
|C(fk(x))

)−1

‖ ≤ e−c(n−j),

logo, ‖v‖ ≤ e−c(n−k)‖w‖, ou seja, ‖Dfn−j (f j (x)) · v‖ ≥ ec(n−j)‖v‖. Como j foi tomado

qualquer entre 0 e n− 1 e o v também foi escolhido arbitrariamente, conclúımos a prova

do Lema.

Observação 2.4.8. Lembremos que a aplicação que leva uma transformação linear em

sua inversa é uma aplicação cont́ınua. A norma do operador também é uma aplicação

cont́ınua. Assim, se o campo de cones Λ 3 x → C (x) é cont́ınuo, temos que Λ 3
x → Df (x) |C(x) é cont́ınua, considerando a norma da Definição 2.4.1. Logo Λ 3 x →(
Df (x) |C(x)

)−1
é cont́ınua e consequentemente Λ 3 x → ‖

(
Df (x) |C(x)

)−1 ‖ também é

cont́ınua. Esta propriedade nos permitirá futuramente a espalhar a propriedade de tempos

hiperbólicos a vizinhanças de pontos que satisfaçam tal propriedade.



Caṕıtulo 3

Prova do Teorema A: Existência e

unicidade de medidas SRB

Queremos provar a existência de medidas com propriedade SRB para um difeo-

morfismo local f de classe C1+α, com α > 0, admitindo um fibrado estável Es e um campo

de cones não uniformemente expansor numa direção complementar. Queremos verificar

então que existe uma medida de probabilidade f -invariante µ com pelo menos um ex-

poente de Lyapunov positivo em quase todo o ponto e que o levantamento µ̂ de µ, admite

desintegração absolutamente cont́ınua com respeito a Lebesgue em toda a partição sub-

ordinada a variedades instáveis. Aqui a continuidade absoluta com respeito a variedades

instáveis significa que, para toda partição de M f subordinada a variedades instáveis, se

π∗µ̂P̂ é a projeção da medida condicional de µ̂ em P̂ então π∗µ̂P̂ é absolutamente cont́ınua

com respeito a Lebπ(P̂) . Por definição π(P̂ ) está contido em alguma (única) variedade

instável local.

Começamos por dar uma descrição da estratégia usada para provar o Teorema

A. A ideia da prova da existência da medida SRB neste contexto, parte da hipótese

da existência de um conjunto H ⊂ U com expansão não-uniforme ao longo de cones

invariantes (conforme equação (1.2.1)). Como Leb (H) > 0, existe um disco D ⊂ U

tangente ao campo de cones não uniformemente expansor com LebD (H) > 0. Como

consequência do Lema de Pliss ([ABV00, Lema 2.10],[Mañ87, Lema 11.8]) teremos que

se x ∈ H então existe uma sequência (nk (x))k∈N tendendo a infinito tal que para cada k

temos que Dfnk expande os elementos do cone em x. Isto nos permite, para cada m ∈ N,

encontrar uma famı́lia Dm de subdiscos em D que expandem por fm, escolhendo em H,

aqueles elementos x que satisfazem m ∈ {nk (x)}. Tomamos como candidata a medida

SRB para f a medida ν obtida como ponto de acumulação da sequência de medidas

dadas pelas médias dos iterados da medida de Lebesgue nos subdiscos em Dk, ou seja,

νn = 1
n

∑n−1
m=0 f

m
∗ LebDm .

26
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O suporte de um ponto de acumulação desta sequência está contido numa união

de discos acumulados por iterados por fm de subdiscos Dm ∈ Dm, com m → ∞. Como

os discos em Dm são expandidos por fm temos que seus iterados são contráıdos pelo ramo

inverso f−m : fm (Dm) → Dm. Assim, se ∆ é limite de fm (Dm), é posśıvel provar uma

escolha apropriada de ramos inversos tal que ∆ é contráıdo por f−j, para todo j ∈ N. Este

fato, juntamente com a continuidade da derivada de f garante a existência de expoentes

de Lyapunov positivos para ν.

Iremos ver que como D é tangente ao campo de cones não uniformemente expan-

sor então o seu fibrado tangente varia Hölder continuamente. O mesmo vale para fm (D′)

para D′ ⊂ D, tal que fm|D′ é injetiva. Com isto e a expansão em Dm por fm vamos

provar a distorção limitada em fm : Dm → fm (Dm), para todo m. Então fm∗ LebDm é

absolutamente cont́ınua com respeito a LebfmDm . Mostraremos então que se ν̂ é um lev-

antamento de ν então ν̂ está contido em uma união de subconjuntos ∆̂, tal que π : ∆̂→ ∆

é bijetiva e ∆ é um dos elementos da cobertura do suporte de ν por discos acumulados

por (fm (Dm))m∈N. De fato teremos que ∆ está contida em uma variedade instável e

construiremos em uma vizinhança de ∆ uma famı́lia disjunta de discos instáveis locais,

K, em que verificamos a propriedade π∗ν̂γ̂ � Lebγ, para todo γ ∈ K, onde π : γ̂ → γ é

bijetiva.

Poderemos repetir este argumento para todo disco ∆ tal que consigamos uma

vizinhança e uma famı́lia de discos instáveis locais com medida ν-positiva. Isto mostrará

que o levantamento de ν à extensão natural desintegra-se de forma absolutamente cont́ınua

com respeito a Lebesgue nos levantamentos γ̂ dos discos instáveis γ . Observe que ainda

não podemos dizer que ν é uma medida SRB pois ν é uma medida que não é sequer

invariante. Consideraremos então

µn =
1

n

n−1∑
j=0

f j∗LebD

para cada n ∈ N. Temos que µn = νn + ηn, onde ηn = µn − νn. Seja µ um ponto de

acumulação de (µn)n∈N, temos que µ = ν + η, com η um ponto de acumulação de (ηn)n∈N

e µ é uma medida invariante. Usando a propriedade de continuidade absoluta mostrada

para ν, extrairemos, via um argumento semelhante ao de Hopf, uma componente ergódica

de µ que também satisfaz a propriedade de continuidade absoluta em variedades instáveis

e portanto é uma medida SRB.

Por fim veremos que a bacia de uma medida SRB contém um aberto em M o

que, por compacidade, implica na finitude das medidas ergódicas SRB para f , pois bacias

de medidas ergódicas diferentes são disjuntas. Finalmente provaremos a unicidade da

medida SRB quando f é transitiva.
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Os resultados aqui provados estendem [ABV00] e valem se f é um difeomorfismo

ou um difeomorfismo local com Es trivial.

Dividimos então a prova nas seguintes seções:

• Seção 3.1: descrevemos um pouco da geometria de subvariedades, N , tangentes ao

campo de cones não uniformemente expansor, verificando a regularidade da variação

do fibrado tangente. Como f é um difeomorfismo local, temos que a imagem por

fk de uma tal subvariedade não é necessariamente uma subvariedade, contudo lo-

calmente temos que fk (N) é uma subvariedade. Verificamos também o que ocorre

com estas subvariedades contidas em fk (N);

• Seção 3.1.1: nesta seção descrevemos a construção das famı́lias de discos expansores

Dk;

• Seção 3.2: nesta seção consideramos uma medida µ que é um ponto de acumulação,

na topologia fraca *, da sequência de medidas dadas pelas médias de Cèsaro dos it-

erados de Lebesgue. Construiremos uma medida ν, não necessariamente invariante,

a partir da estrutura expansora em D obtida na seção anterior;

• Seção3.3: estudamos o levantamento ν̂ da medida ν e verificamos a existência de

expoentes de Lyapunov positivos para estas medidas;

• Seção 3.4: constrúımos a famı́lia de discos instáveis locais K e mostramos que ν

tem desintegração absolutamente cont́ınua ao longo de discos instáveis, olhando

para os respectivos levantamentos dos discos instáveis, que são conjuntos localmente

disjuntos na extensão natural;

• Seção 3.5: mostramos a ergodicidade e finitude de medidas SRB para f e deduzimos

a unicidade no caso em que f é transitiva.

3.1 Geometria de discos tangentes ao campo de cones

Ca

Consideremos N uma subvariedade de M tangente ao campo de cones Ca dada

pelas hipóteses (H1), (H2) e (H3). Para ε > 0 e x ∈M denotemos por

TxM (ε) := {v ∈ TxM : ‖v‖ ≤ ε}

a bola de raio ε > 0 em TxM centrada na origem 0 ∈ TxM . Fixemos δ0 > 0 tal que a

aplicação exponencial, expx : TxM (δ0) → M é um difeomorfismo na sua imagem para
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todo x ∈ M . Tal δ0 > 0 existe e independe de x por compacidade de M . Consideremos

B (x, ε) := expx (TxM (ε)), para todo 0 < ε ≤ δ0.

Existe 0 < δ ≤ δ0 tal que se y ∈ B (x, δ) ∩ N existe uma única aplicação linear

Ax (y) : TxN → Es
x, tal que o transporte paralelo de y a x, Py 7→x, do plano tangente

a N em y, coincide com o gráfico desta aplicação. Em outras palavras, Py 7→x (TyN) =

graf (Ax (y)). Assim, a menos de considerarmos δ0 menor, o espaço tangente a N em

todo em y ∈ B (x, δ0) ∩ N pode ser visto como o gráfico de uma aplicação Ax (y) do

espaço tangente TxN para o espaço Es
x. Observe que, novamente pela compacidade de

M , podemos tomar δ > 0 independente de x. Além disto, δ > 0 depende apenas do

campo de cones, ou seja, para qualquer subvariedade tangente a Ca, vale esta mesma

propriedade para este δ > 0 fixado. Expressamos então a noção de variação Hölder do

fibrado tangente de N em função destas coordenadas locais:

Definição 3.1.1. Dados C > 0 e 0 < α < 1. Diremos que o fibrado tangente TN de N

é (C, α)-Hölder se

‖Ax (y) ‖ ≤ C · distN (x, y)α ,

para todo y ∈ B (x, δ0) ∩N e x ∈ N .

Definição 3.1.2. Dado 0 < α < 1 definimos a constante α-Hölder do fibrado TN como

sendo:

κ (TN, α) := inf {C > 0 : TN é (C, α) -Hölder} .

Proposição 3.1.3. Existem α ∈ (0, 1), β ∈ (0, 1) e C0 > 0 tal que se N é uma subvar-

iedade de M tangente a Ca e f (N) também é subvariedade de M então

κ (Tf (N) , α) ≤ β · κ (TN, α) + C0.

Demonstração. A prova segue os mesmos argumentos de [ABV00, Proposição 2.2].

Corolário 3.1.4. Existe L1 > 0 tal que se N é uma subvariedade de M tangente ao

campo de cones Ca e k ∈ N é tal que fk (N) é uma subvariedade de Mentão a função

Jk : fk(N) → R
x 7→ log

∣∣det
(
Df(x)|Txfk(N)

)∣∣ ,
é (L1, α)-Hölder cont́ınua, em que L1 > 0 depende apenas em f .

A prova segue [ABV00, Corolário 2.4].
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3.1.1 Estrutura expansora do disco

A hipótese (H3) nos dá um disco D ⊂ Λ tangente a Ca e um subconjunto H ⊂ U

com LebD (H) > 0, tal que para todo x ∈ H temos que:

lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

log ‖
(
Df(f j(x))|Ca(fj(x))

)−1 ‖ ≤ −2c < 0. (3.1.1)

Com o Lema de Pliss, enunciado a seguir, obteremos a existência de infinitos

tempos hiperbólicos com densidade positiva a partir da condição acima.

Lema 3.1.5. [Lema de Pliss] Dados A ≥ c2 > c1 > 0, consideremos

θ = (c2 − c1) / (A− c1) .

Então, dados números reais a0, ..., aN−1 satisfazendo

1.
∑N−1

j=0 aj ≥ c2N e

2. aj ≤ A para todo 0 ≤ j ≤ N − 1,

existem l ≥ θN e 0 < n1 < n2 < · · · < nl ≤ N − 1 tais que

ni∑
j=n

aj ≥ c1 (ni − n) , para todo 0 ≤ n < ni e 1 ≤ i ≤ l.

Demonstração. Ver por exemplo[Mañ87, Lema IV.11.8].

O seguinte lema é uma aplicação do Lema de Pliss e é uma adaptação do Corolário

3.2 de [ABV00] para a frequência de tempos hiperbólicos.

Lema 3.1.6. Para todo x ∈ H e n suficientemente grande existe θ > 0 (que depende

apenas em f e c) e uma sequência 1 ≤ n1(x) < · · · < nl(x) ≤ n de c-tempos cone-

hiperbólicos para x com l ≥ θn.

Demonstração. Usando a continuidade da função x 7→ ‖
(
Df (x) |Ca(x)

)−1 ‖ (conforme

Observação 2.4.8) e a compacidade de Λ, existe uma constante D > 0, tal que

‖
(
Df (x) |Ca(x)

)−1 ‖ ≥ D,

para todo x ∈ U . Em outras palavras, − log ‖
(
Df (f j (x)) |Ca(fj(x))

)−1 ‖ ≤ − logD, para

todo j ∈ N e todo x ∈ U .
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A equação 3.1.1 implica que para n suficientemente grande e x ∈ H

n−1∑
j=0

− log ‖
(
Df

(
f j (x)

)
|Ca(fj(x))

)−1 ‖ ≥ 2cn.

Definamos A := max {− logD, 2c} e tomemos

• aj = − log ‖
(
Df (f j (x)) |Ca(fj(x))

)−1 ‖;

• c2 = 2c;

• c1 = c e

• θ = (c2 − c1) / (A− c1) .

Então, dado x ∈ H, pelo Lema de Pliss segue que existe l ≥ θn e uma sequência 1 ≤
n1(x) < · · · < nl(x) ≤ n tais que

ni(x)−1∑
j=n

− log ‖
(
Df

(
f j (x)

)
|Ca(fj(x))

)−1 ‖ ≥ c1 (ni (x)− n) ,

para todo 0 ≤ n < ni e 1 ≤ i ≤ l.

Em outras palavras,

ni(x)−1∏
j=ni(x)−k

∥∥∥(Df(f j(x))|C(fj(x))

)−1
∥∥∥ ≤ e−ck, para todo 1 ≤ k ≤ ni (x)− 1 e 1 ≤ i ≤ l.

Portanto, 1 ≤ n1(x) < · · · < nl(x) ≤ n é uma sequência de tempos hiperbólicos para x.

Note que θ depende apenas em f e c por definição, o que conclui o lema.

Como M é compacta e f é um difeomorfismo local, existe δ1 > 0, tal que os ramos

inversos estão bem definidos na bola de raio δ1 centrada em x para todo x ∈ M . Mais

precisamente, dados x ∈ M e y ∈ f−1 ({x}), podemos definir um difeomorfismo f−1
y :

B (x, δ1)→ Vy em que Vy é uma vizinhança aberta de y, satisfazendo f ◦ f−1
y = idB(x,δ1).

Além disto, reduzindo δ1 > 0 se necessário, podemos obter que Vz ∩ Vy = ∅ para todo

y, z ∈ f−1 ({x}) com y 6= z. O seguinte resultado mostra uma continuidade uniforme dos

ramos inversos.

Lema 3.1.7. Seja c > 0 dado por 3.1.1. Dado ε > 0 existe δ = δ (ε) > 0 tal que para

todo x ∈M , f−1
y (B (x, δ)) ⊂ B (y, ε), para todo y ∈ f−1 ({x}).

Demonstração. Fixe x ∈ M e ε > 0. Para todo y ∈ f−1 ({x}), existe 0 < δy < δ1

tal que distM (z, x) < δy implica distM
(
f−1
y (z) , y

)
< ε/2. Definamos então δ′ (x) :=
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min {δy : y ∈ f−1 ({x})}. Como M é uma variedade compacta, temos que #f−1 ({x}) <
∞ e δ′ (x) > 0 para todo x ∈M .

Note que, se distM (z, x) < δ′ (x) então para todo y ∈ f−1 ({x}) temos que

distM
(
f−1
y (z) , y

)
< ε/2. Tomemos a cobertura de M pelas bolas abertas

{B (x, δ′ (x) /8)}x∈M .

Pela compacidade de M , podemos extrair uma subcobertura finita, digamos

{B (xj, δ
′ (xj) /8) : 1 ≤ j ≤ m} .

Definamos δ = min {δ′ (xj) : 1 ≤ j ≤ m} /2.
Fixemos x ∈ M e y ∈ f−1 ({x}). Vejamos que f−1

y (B (x, δ)) ⊂ B (y, ε). Seja

z ∈ B (x, δ). Temos que existe 1 ≤ j ≤ m tal que z ∈ B (xj, δ
′ (xj) /8). Então, por

definição de δ′ (xj), distM (f−1
u (z) , u) < ε/2 para todo u ∈ f−1 ({xj}) . Observe que,

distM (x, xj) ≤ distM (x, u) + distM (u, xj) ≤ δ0 + δ2 (xj) /8

< δ2 (xj) /2 + δ2 (xj) /8 < δ′ (xj) .

Portanto, distM (f−1
u (x) , u) < ε/2, para cada u ∈ f−1 ({xj}). Assim,

distM
(
f−1
u (z) , f−1

u (x)
)
< ε,

para cada u ∈ f−1 ({xj}).
Observe que xj ∈ B (x, δ′ (xj)) ⊂ B (x, δ1) implica que se u0 = f−1

y (xj) então

f−1
y coincide com f−1

u0
em B (x, δ1) ∩ B (xj, δ1). Como, z e x pertencem a esta interseção

temos que:

distM
(
f−1
y (z) , y

)
= distM

(
f−1
y (z) , f−1

y (x)
)

= distM
(
f−1
u0

(z) , f−1
u0

(x)
)
< ε,

o que conclui a prova pois x, y e z foram escolhidos arbitrariamente.

Lema 3.1.8. Existe uma constante δ2 > 0 tal que , dado x ∈ Λ, para todo y ∈ B (x, δ2)∩Λ

e todo z ∈ f−1 ({x}) vale que:

‖Df(f−1
z (y))−1v‖ ≤ e

c
2‖Df(f−1

z (x))−1|Ca(f(x))‖‖v‖ (3.1.2)

para todo v ∈ Ca(f (y)).

Demonstração. Temos que a função Λ 3 x 7→ ‖
(
Df (x) |Ca(x)

)−1 ‖ é uniformemente
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cont́ınua. Logo, dado η > 0 existe ξ > 0 tal que distM (x, y) < ξ implica que

|‖
(
Df (x) |Ca(x)

)−1 ‖ − ‖
(
Df (y) |Ca(y)

)−1 ‖| < η.

Como f é um difeomorfismo local em Λ, que é compacto, temos que

D := inf
x∈Λ
‖
(
Df (x) |Ca(x)

)−1 ‖ > 0.

Fixemos x ∈M , y ∈ B (x, δ)∩Λ e z ∈ f−1 (x). Fixe η =
(
e
c
2 − 1

)
D e ξ > 0 dado

pela continuidade uniforme acima. Seja δ2 = δ (ξ) > 0 dado pelo Lema 3.1.7. Então se

x, y ∈ Λ são tais que distM (x, y) < δ2 temos que distM (x1, y1) < ξ, em que x1 := f−1
z (x)

e y1 := f−1
z (y). Mas então:

∣∣∣‖ (Df (x1) |Ca(x1)

)−1 ‖ − ‖
(
Df (y1) |Ca(y1)

)−1 ‖
∣∣∣

<
(
e
c
2 − 1

)
D <

(
e
c
2 − 1

)
‖
(
Df (x1) |Ca(x1)

)−1 ‖.

Como

‖
(
Df (y1) |Ca(y1)

)−1 ‖ − ‖
(
Df (x1) |Ca(x1)

)−1 ‖

≤
∣∣∣‖ (Df (x1) |Ca(x1)

)−1 ‖ − ‖
(
Df (y1) |Ca(y1)

)−1 ‖
∣∣∣

segue que:

‖
(
Df (y1) |Ca(y1)

)−1 ‖ < ‖
(
Df (x1) |Ca(x1)

)−1 ‖+
(
e
c
2 − 1

)
‖
(
Df (x1) |Ca(x1)

)−1 ‖
= e

c
2‖
(
Df (x1) |Ca(x1)

)−1 ‖.

Assim dado v ∈ Ca (f (y1)) = Ca (y) temos que

‖Df (y1)−1 · v‖ ≤ ‖
(
Df (y1) |Ca(y1)

)−1 ‖ · ‖v‖
< e

c
2‖
(
Df (x1) |Ca(x1)

)−1 ‖ · ‖v‖

Portanto, ‖Df(f−1
z (y))−1v‖ ≤ e

c
2‖Df(f−1

z (x))−1|Ca(f(x))‖‖v‖.

Dada D ⊂ M uma subvariedade de M , denotaremos por BD (·, ε) a bola de raio

ε > 0 em D com a distância induzida pela métrica Riemanniana em D, distD (·, ·). Das

propriedades da aplicação exponencial e continuidade do transporte paralelo (ver por

exemplo [BG05, Caṕıtulo 4]) e do controle da variação do fibrado tangente de discos
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tangentes ao campo de cones (3.1.3) deduzimos o seguinte:

Lema 3.1.9. Seja D um disco C1 mergulhado em U tangente ao campo de cones Ca.

Então existe ξ > 0 tal que para todo x ∈ D, BD (x, ξ) = expx (graf (ψx)) onde ψx é

uma aplicação de B (0, ξ) ⊂ TxD em Es
x. Além disto, ψx é Lipschitz e existe ε0 > 0

(dependendo de a > 0) tal que Lip (ψx) ≤ ε0.

Observação 3.1.10. O Lema 3.1.9 nos diz que dado um disco D tangente ao campo de

cones Ca localmente podemos ver esse disco como o gráfico de uma aplicação Lipschitz

de TxD em Es
x, com constante que depende apenas da abertura do campo de cones.

Diremos que ∆ (q, δ) ⊂ D é um disco de raio δ tangente ao campo de cones, se ∆ (q, δ) =

expq (graf (ψ)) em que ψ é uma aplicação definida de B (0, δ) ⊂ TqD em Es
x e graf (ψ)

está contido em Ca (q). Observe que a menos de uma constante R > 0, que depende

apenas do campo de cones, ∆ (q, δ) contém BD (q, Rδ) e está contido em BD (q, 2Rδ).

Lema 3.1.11. Seja D um disco C1 mergulhado em Λ tangente ao campo de cones Ca.

Existe δ > 0 tal que dado x ∈ D e n um c-tempo cone-hiperbólico para x, existe uma

vizinhança D(x, n, 8δ) de x em D que é difeomorfa por fn a ∆ (fn (x) , 8δ), ou seja, a um

disco de raio 8δ tangente ao campo de cones Ca.

Demonstração. Como vimos anteriormente, existem δ0, δ1 > 0 tal que para todo y ∈
M , expy : B (0, δ0) ⊂ TyM → expy (B (0, δ0)) e f |B(y,δ1) : B (y, δ1) → f (B (y, δ1)) são

difeomorfismos. Da continuidade uniforme de f , existe δ3 > 0 tal que distM (y, z) < δ3

implica que distM (f (y) , f (z)) < δ1. Fixemos também ξ > 0 dado pelo Lema 3.1.9.

Consideremos então 8δ = 1
2

min {ξ, δ0, δ1, δ3} e definamos:

Fx := exp−1
f(x) ◦f ◦ expx : B (0, 8δ) ⊂ TxM → Tf(x)M.

Afirmamos que Fx é uma aplicação bem definida e Fx : B (0, 8δ)→ Fx (B (0, 8δ))

é um difeomorfismo. De fato, como 8δ < δ0 temos que expx |B(0,8δ) é um difeomorfismo

com sua imagem, a bola de raio δ > 0 e centro em x em M . Como δ < δ1 segue que f

é difeomorfismo quando restrita a B (x, δ) e como δ < δ3, f (B (x, 8δ)) ⊂ B (f (x) , δ1) e

portanto exp−1
f(x) é difeomorfismo sobre a imagem bem definido em f (B (x, 8δ)) .

Sejam D ⊂M um disco C1 mergulhado tangente a Ca, BD (x, 8δ) bola de raio 8δ

e centro em x em D. Como assumimos 8δ < ξ, consideremos ψx : TxD (8δ) ⊂ TxD → Es
x

dada pelo Lema 3.1.9, ou seja, tal que expx (graf (ψx)) = BD (x, 8δ). Vamos mostrar

agora que a imagem Fx (graf (ψx)) é o gráfico de uma aplicação de Tf(x)f (D) em Es
f(x).

Observe que, como f é apenas um difeomorfismo local, f (D) pode não ser uma subvar-

iedade. Contudo, para uma pequena vizinhança Vx de x em D temos que f (Vx) é uma

subvariedade contida em f (D) contendo f (x). Denotamos então Tf(x)f (D) como sendo

Tf(x)f (Vx).
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Afirmação 3.1.12. Existe η > 0 tal que Fx (graf (ψx)) = graf
(
ψf(x)

)
para alguma função

Lipschitz ψf(x) : Tf(x)f (D) (η) ⊂ Tf(x)f (D)→ Es
f(x).

Prova da afirmação. Note que podemos escrever

Fx (u+ v) = Df (x) (u+ v) + rx (u+ v) + tx (u+ v)

em que rx : TxD (8δ) × Es
x (8δ) → Tf(x)f (D) e tx : TxD (8δ) × Es

x (8δ) → Es
f(x) são

aplicações com Lip (rx) , Lip (tx) < ζ, com ζ dependendo apenas em δ. Mais do que isto,

rx, tx são aplicações C1+α, já que f é de classe C1+α (ver [BP07, Seção 7.1]). Seja p1 a

projeção de Tf(x)M em Tf(x)f (D). Temos que

Lip (p1 ◦ Fx ◦ (id, ψx)− p1 ◦Df (x) ◦ (id, ψx)) ≤ Lip (r1) .

Isto segue imediatamente do fato que p1 ◦Fx ◦(id, ψx)−p1 ◦Df (x)◦(id, ψx) = r1 ◦(id, ψx)

pela invariância do fibrado Es e do fato que Df (x) · TxD = Tf(x)f (D). Então tomando

δ suficientemente pequeno tal que Lip (rx) ≤ Lip
[
(p1 ◦Df (x) ◦ (id, ψx))

−1]−1
segue pelo

Teorema I.2 em [Shu87] que p1 ◦ Fx ◦ (id, ψx) é um homeomorfismo com sua imagem.

Isto garante que a imagem de graf (ψx) por Fx é um gráfico de uma aplicação ψf(x) de

Tf(x)f (D) em Es
f(x).

Observe que se dom
(
ψf(x)

)
⊂ Bf(D) (0, 8δ) então podemos repetir o argumento

acima e encontrar ψf2(x) tal que graf
(
ψf2(x)

)
= Ff(x)

(
graf

(
ψf(x)

))
. Suponhamos que

possamos definir ψfj(x) uma aplicação definida em dom
(
ψfj(x)

)
( Bfj(D) (0, 8δ) para

todo 0 ≤ j ≤ n tal que expfj(x)

(
graf

(
ψfj(x)

))
= f j (D (x, n, 8δ)). Vamos mostrar

que isto contradiz a hipótese de n ser um c-tempo cone-hiperbólico para x. De fato,

temos que graf
(
ψfn(x)

)
= F n

x (graf (ψx)), onde F n
x = Ffn−1(x) ◦ ... ◦ Ff(x) ◦ Fx. Então

F n
x = exp−1

fn(x) ◦ fn ◦ expx. Então podemos escrever

F n
x (u+ v) = Dfn (x) (u+ v) + r

(n)
1 (u+ v) + r

(n)
2 (u+ v) .

Então dado u ∈ TxD (8δ) temos que

‖p1 ◦ F n
x ◦ (id+ ψx) (u) ‖ = ‖Dfn (x)u+ r

(n)
1 (u+ ψx (u)) ‖

≥ ‖Dfn (x)u‖ − ‖r(n)
1 (u+ ψx (u)) ‖

≥ ecn‖u‖ − Lip
(
r

(n)
1

)
‖u‖

=
(
ecn − Lip

(
r

(n)
1

))
‖u‖.

Note que, a menos de reduzirmos δ > 0, podemos assumir que Lip
(
r

(n)
1

)
é uniformemente
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limitado ([BP07]). Em outras palavras, F n
x expande ao longo do espaço TxD. Dáı,

dom
(
ψfn(x)

)
⊃ Tfn(x)f

n (D) (8δ), contrariando a hipótese. Logo deve existir algum 1 ≤
j ≤ n, tal que dom

(
ψfj(x)

)
⊃ Tfj(x)f

j (D) (8δ). Seja j0 o menor tal que isto ocorre.

Se j0 = n, conclúımos o lema. Caso contrário, restringimos ψfj0 (x) a Tfj0 (x)f
j0 (D) (8δ),

e repetimos o processo, usando que ‖Dfn−j0 (f j0 (x)) · u‖ ≥ ec(n−j0)‖u‖ para todo u ∈
Tfj0 (x)f

j0 (D). Ao fim de uma quantidade finita de passos vemos que dom
(
ψfn(x)

)
⊇

Tfn(x)f
n (D) (8δ) e conclúımos a prova do Lema.

Dada D uma subvariedade de M , denotaremos por distD a distância Riemanniana

em D. Observe que, como

distM (x, y) := inf {` (γ) : γ : I →M, curva regular com γ (a) = x e γ (b) = y} ,

então distM ≤ distD. De fato, a distância em D é dada pelo ı́nfimo do comprimento das

curvas regulares em D que conectam x e y, e o conjunto destas curvas está contido no

conjunto de curvas regulares em M que conectam x e y.

A seguinte proposição nos diz que se n é um c-tempo cone-hiperbólico para x

então a distância em ∆ (fn (x) , 8δ) é contráıda pelos ramos inversos f−k
fn−k(x)

, para todo

1 ≤ k ≤ n

Proposição 3.1.13. Seja D um disco C1 mergulhado em Λ tal que D é tangente ao

campo de cones Ca. Sejam x ∈ D e n ≥ 1 um c-tempo cone-hiperbólico para x. Seja δ > 0

e seja D(x, n, 8δ) a vizinhança de x em D dados pelo lema anterior. Se y ∈ D(x, n, 8δ)

então

distfn−k(D(x,n,8δ))(f
n−k(x), fn−k(y)) ≤ e−

c
2
kdist∆(fn(x),8δ)(f

n(x), fn(y)) (3.1.3)

para todo 1 ≤ k ≤ n.

Demonstração. Seja D um disco C1 mergulhado em M tal que D é tangente ao campo

de cones Ca. Fixemos x ∈ D e n um c-tempo cone-hiperbólico para x e consideremos

y ∈ D(x, n, 8δ). Seja γn : [a, b] → ∆ (fn (x) , 8δ) uma curva suave satisfazendo γn (a) =

fn (x), γn (b) = fn (y) e ` (γn) = distfn(D(x,n,δ))(f
n(x), fn(y)). Note que tal curva existe

pois ∆ (fn (x) , δ) é uma subvariedade fechada de M . Definamos γn−1 := f−1
fn−1(x) (γn) ⊂

fn−1 (D) uma vez que f−1
fn−1(x) está bem definido em γn (pois fn|D(x,n,8δ) : D(x, n, 8δ) →

∆ (fn (x) , 8δ) é um difeomorfismo). Por construção, se u é um vetor tangente a γn−1 em

um ponto z ∈ γn−1 então podemos escrever u = Df (z)−1 · w com w vetor tangente a γn

em f (z), pois γn−1 ⊂ fn−1 (D).

Sem perda de generalidade, podemos assumir que ∆ (fn (x) , 8δ) é de fato uma

bola de raio 8δ contida em fn (D). Assim, para qualquer t ∈ [a, b], distM (fn (x) , γ (t)) ≤
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fn(x)

f(z)
γn

⊂ fn(D)

δ

fn−1(x)

zγn−1

δ

f−1

fn−1(x)

u

w = Df(z) · u

Ca(f(z))Ca(z)

Es
z Es

f(z)

Tzf
n−1(D) Tf(z)f

n(D)

Df(z−1)
−1

Figura 3.1.1: Contração de curvas pelo ramo inverso f−1
fn−1(x).

8δ. De fato, γn|[a,t] é uma curva regular em ∆ (fn (x) , 8δ) que conecta fn (x) a γn (t) e

tem comprimento menor ou igual a 8δ. Logo,

distM (fn (x) , γn (t)) ≤ dist∆(fn(x),8δ) (fn (x) , γn (t)) ≤ 8δ.

Então

distM (f (z) , fn (x)) ≤ 8δ

e pelo Lema 3.1.8 temos que

‖Df(z)−1w‖ ≤ e
c
2‖
(
Df

(
fn−1 (x)

)
|Ca(fn−1(x))

)−1 ‖‖w‖,

pois w ∈ Df (z) · Ca (f (z)). Ora, mas como n é um c-tempo cone-hiperbólico para x,

temos que

‖
(
Df(fn−1 (x))|−1

Ca(fn−1(x))

)
‖ ≤ e−c.

Segue portanto que ‖u‖ ≤ e−
c
2‖w‖. Como u é tangente a γn−1 é arbitrário e γn−1 :=

f−1
fn−1(x) (γn), segue que:

‖dγn−1

dt
(s) ‖ ≤ e−

c
2‖dγn

dt
(s) ‖,

para todo a ≤ s ≤ b. Logo ` (γn−1) ≤ e−
c
2 ` (γn) ≤ e−

c
2 8δ < 8δ.

Novamente temos que f−1
fn−2(x)é bem definido em γn−1, pois γn−1 está contida em

fn−1 (D(x, n, 8δ)) e fn restrito a D(x, n, 8δ) é um difeomorfismo sobre a imagem. Assim
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podemos considerar γn−2 := f−1
fn−2(x) (γn−1) = f−1

fn−2(x) ◦ f−1
fn−1(x) (γn). Tomando u um

vetor tangente a γn−2 em z ∈ γn−2 temos que u = Df (z)−1 ◦Df (f (z))−1 · w, com w ∈
Df (f (z))·Ca (f (z)) e Df (f (z))−1·w ∈ Df (z)·Ca (z). Ora, como dist (f (z) , fn−1 (x)) <

8δ e dist (f 2 (z) , fn (x)) < 8δ temos que

‖Df(z)−1v0‖ ≤ e
c
2‖
(
Df(fn−2 (x))|Ca(fn−2(x))

)−1 ‖‖v0‖,

para todo v0 ∈ Df (z) · Ca (z), e

‖Df(f(z))−1w0‖ ≤ e
c
2‖
(
Df(fn−1 (x))|Ca(fn−1(x))

)−1 ‖‖w0‖,

para todo w0 ∈ Df (f (z)) · Ca (f (z)). Segue então que, tomando v0 = Df (f (z))−1 · w e

w0 = w nas desigualdades acima:

‖u‖ = ‖Df (z)−1 ◦Df (f (z))−1 · w‖
≤ e

c
2‖
(
Df(fn−2 (x))|Ca(fn−2(x))

)−1 ‖‖Df (f (z))−1 · w‖
≤ e

c
2 e

c
2‖
(
Df(fn−2 (x))|Ca(fn−2(x))

)−1 ‖‖
(
Df(fn−1 (x))|Ca(fn−1(x))

)−1 ‖‖w‖
≤ e

c
2
·2e−2c‖w‖ = e−

c
2
·2‖w‖.

Portanto, como os vetores tangentes a γn−2 são arbitrários, por integração, con-

clúımos que ` (γn−2) ≤ e−
c
2
·2` (γn) < 8δ. Prosseguindo o racioćınio, recursivamente,

temos que ` (γn−k) ≤ e−
c
2
·k` (γn), para todo 1 ≤ k ≤ n, onde γn−k denota a curva

f−1
fn−k(x)

◦ f−1
fn−k+1(x)

◦ · · · ◦ f−1
fn−1(x) (γn). Em outras palavras, toda curva de comprimento

menor que 8δ em fn (D) é contráıda pelos ramos inversos f−1
fn−k(x)

◦f−1
fn−k+1(x)

◦· · ·◦f−1
fn−1(x),

com 1 ≤ k ≤ n, isto é,

`
(
f−k
fn−k(x)

◦ γn
)
≤ e−

c
2
k` (γn) . (3.1.4)

Mas então

distfn−k(D(x,n,8δ))(f
n−k(x), fn−k(y)) ≤ `

(
f−k
fn−k(x)

◦ γn
)
≤ e−

c
2
k` (γn)

= e−
c
2
kdist∆(fn(x),8δ)(f

n(x), fn(y)),

como queŕıamos mostrar.

Observe que δ > 0 utilizado na Proposição anterior é dado pelo Lema 3.1.11 e

portanto independe de x ∈M . Dado D um disco C1, tangente ao campo de cones Ca, para

simplificarmos a notação, chamaremos os discos D(x, n, 8δ) ⊂ D, obtidos na Proposição

3.1.13, de pré-discos hiperbólicos. As suas imagens ∆ (fn (x) , 8δ), chamaremos de discos
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n-hiperbólicos.

A próxima proposição irá garantir a distorção limitada do jacobiano do difeomor-

fismo local f , em pré-discos hiperbólicos.

Proposição 3.1.14. Suponhamos D um disco C1 mergulhado em Λ, x ∈ D e n um

c-tempo cone-hiperbólico para x. Existe C1 > 0 tal que

C−1
1 ≤

|det Dfn(y)|TyD(x,n,8δ)|
|det Dfn(z)|TzD(x,n,8δ)|

≤ C1

para todo y, z ∈ D(x, n, 8δ), onde D(x, n, 8δ) é o pré-disco hiperbólico associado a x.

Demonstração. Pelo Corolário 3.1.4, temos que

f j (D(x, n, 8δ)) 3 y 7→ log | det
(
Df (y) |Tyfj(D(x,n,8δ))

)
|

é (L1, α)-Hölder cont́ınua para todo j ∈ N, i.e:∣∣∣∣∣log
| det

(
Df (y) |Tyfj(D(x,n,8δ))

)
|

| det
(
Df (z) |Tzfj(D(x,n,8δ))

)
|

∣∣∣∣∣ ≤ L1distfj(D(x,n,8δ)) (y, z)α ,

para todo j ∈ N e todos y, z ∈ f j (D(x, n, 8δ)).

Logo, usando a regularidade Hölder,

log | det
(
Dfn (y) |TyD(x,n,8δ)

)
| − log | det

(
Dfn (z) |TzD(x,n,8δ)

)
|

≤
n−1∑
j=0

log
∣∣∣det

(
Df

(
f j (y)

)
|T
fj(y)

fj(D(x,n,8δ))

)∣∣∣− log
∣∣∣det

(
Df

(
f j (z)

)
|T
fj(z)

fj(D(x,n,8δ))

)∣∣∣
≤

n−1∑
j=0

L1distfj(D(x,n,8δ))

(
f j (y) , f j (z)

)α
≤

n−1∑
j=0

L1

(
e
c
2

(j−n)
(
dist∆(fn(x),8δ) (fn (y) , fn (z))

))α
≤ L1 (16δ)α

n−1∑
j=0

e−
c
2
jα ≤ L1 (16δ)α

1

1− e− cα2 .

Tomando C1 = e

(
L1(16δ)α 1

1−e−
cα
2

)
obtemos:

|det Dfn(y)|TyD(x,n,8δ)|
|det Dfn(z)|TzD(x,n,8δ)|

≤ C1.
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Invertendo os papéis de y e z obtemos a desigualdade:

C−1
1 ≤

|det Dfn(y)|TyD(x,n,8δ)|
|det Dfn(z)|TzD(x,n,8δ)|

,

o que completa a prova da proposição.

Seja δ > 0 dado pela Proposição 3.1.13 e H = H (c) dado pela hipótese (H3) é

um conjunto de pontos em U vizinhança de Λ com infinitos c-tempos cone-hiperbólicos tal

que LebD (H) > 0. Reduzindo δ > 0, se necessário, podemos assumir que o subconjunto

B := B (D, c, 8δ) := {x ∈ D ∩H : distD (x, ∂D) ≥ 8δ}

é tal que LebD (B) > 0. Para cada n ∈ N, definamos:

Hn := {x ∈ B : n é um c-tempo hiperbólico para x} .

Observação 3.1.15. É fácil ver que se n em são c-tempos cone-hiperbólicos para x ∈ Λ, dig-

amos n < m, então m−n é um c-tempo cone-hiperbólico para fn (x). Como consequência

temos que se x possui infinitos c-tempos cone-hiperbólicos então fn (x) também possui

infinitos c-tempos cone-hiperbólicos, para todo n ∈ N. Então, sem perda de generalidade,

podemos assumir que f (H) ⊂ H. Em particular, como Hk ⊂ H, fn (Hk) ⊂ H, para todo

n∈ N, para todo k ∈ N.

A seguinte proposição segue as ideias apresentadas em [ABV00, Proposição 3.3].

Proposição 3.1.16. Existe uma constante τ > 0 e, para cada n ∈ N, existe um subcon-

junto finito H∗n de Hn tal que os pré-discos hiperbólicos D (x, n, δ) com x ∈ H∗n são dois

a dois disjuntos e sua união

Dn :=
⋃
x∈H∗n

D (x, n, δ)

satisfaz:

LebD (Dn ∩Hn) ≥ τLebD (Hn) .

Demonstração. Fixemos n ∈ N. Pelo Lema 3.1.9 para todo x ∈ Hn, ∆ (fn (x) , 8δ) é um

disco C1 mergulhado e tangente ao campo de cones Ca. Além disso, como 8δ < ξ temos que

se ∆ (fn (x) , 8δ) contém a bola B∆(fn(x),8δ) (y, s), para algum y ∈ ∆ (fn (x) , 8δ) e s > 0,

então existe uma transformação Lipschitz ψy : TyD(s) → Es
y tal que B∆(fn(x),8δ) (y, s) =

expy (graf (ψy)). Em outras palavras, a bola de raio s e centro em y em ∆ (fn (x) , 8δ) é
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a imagem pela exponencial em y do gráfico de uma aplicação ψy : B (0, s) ⊂ TyD → Es
y.

Além disto, Lip (ψy) < ε0, com ε0 > 0 dependendo de a. Isto implica que, neste caso,

existe uma constante uniforme R > 0 tal que para todo o < r < s a bola B∆(fn(x),8δ) (y, s)

pode ser coberta por (s/r)du R bolas de raio r, onde du = dim (Ca).

Fixe n ∈ N. Para cada z ∈ Hn, pela Proposição 3.1.13, existe um discoD (z, n, 8δ)

contido em D e difeomorfo por fn a um disco de raio 8δ centrado em fn (z) e tan-

gente ao campo de cones Ca, que denotamos por ∆ (fn (z) , 8δ). Dados y ∈ D (z, n, 8δ)

e ε > 0 tais que B∆(fn(z),8δ) (y, ε) ⊂ ∆(fn(z), 8δ), considere o conjunto D∗(y, n, ε) :=

f−nz
(
B∆(fn(z),8δ) (y, ε)

)
, onde f−nz denota o ramo inverso de fn com f−nz (fn (z)) = z.

Suponhamos que LebD (Hn) > 0, caso contrário nada temos a mostrar. Escolha z1 ∈ Hn

tal que LebD (D∗ (z1, n, 4δ) ∩Hn) ≥ 1
2
LebD (D∗ (z, n, 4δ) ∩Hn), para todo z ∈ Hn. Se não

existisse tal z1 então dado w ∈ Hn existiria w1 ∈ Hn tal que

LebD (D∗ (w, n, 4δ) ∩Hn) ≤ 1

2
LebD (D∗ (w1, n, 4δ) ∩Hn) .

Também existiria w2 ∈ Hn tal que

LebD (D∗ (w1, n, 4δ) ∩Hn) ≤ 1

2
LebD (D∗ (w2, n, 4δ) ∩Hn) .

Em particular

LebD (D∗ (w, n, 4δ) ∩Hn) ≤ 1

22
LebD (D∗ (w2, n, 4δ) ∩Hn) .

Prosseguindo desta forma, encontramos uma sequência (wk)k∈N em Hn tal que

LebD (D∗ (w, n, 4δ) ∩Hn) ≤ 1

2k
LebD (D∗ (wk, n, 4δ) ∩Hn) ,

para todo k ∈ N. Mas isto implica que LebD (D∗ (w, n, 4δ) ∩Hn) = 0. Como w foi fixado

arbitrário teŕıamos que LebD (D∗ (z, n, 4δ) ∩Hn) = 0 para todo z ∈ Hn. Isto contradiz a

hipótese que LebD (Hn) > 0.

Da observação inicial, podemos cobrir ∆ (fn (z1) , 4δ) por 8duR bolas de raio δ/2.

Consequentemente podemos cobrir D∗ (z1, n, 4δ) por 8duR conjuntos D∗ (·, n, δ/2) . Es-

colha y1 ∈ D∗ (z1, n, 4δ) que satisfaz:

LebD (D∗ (y1, n, δ/2) ∩Hn) ≥ 1

8duR
LebD (D∗ (z1, n, 4δ) ∩Hn) > 0.

Em particular, D∗ (y1, n, δ/2) ∩ Hn 6= ∅. Tome x1 ∈ D∗ (y1, n, δ/2) ∩ Hn. É claro que
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D∗ (x1, n, δ) ⊃ D∗ (y1, n, δ/2) . Logo,

LebD (D∗ (x1, n, δ) ∩Hn) ≥ LebD (D∗ (y1, n, δ/2) ∩Hn)

≥ 1

8duR
LebD (D∗ (z1, n, 4δ) ∩Hn)

≥ 1

8du2R
LebD (D∗ (x1, n, 4δ) ∩Hn) .

Ou seja, em D∗ (x1, n, 4δ) encontramos um subconjunto D∗ (x1, n, δ) tal que o

tamanho do conjunto de pontos com n como c-tempo cone-hiperbólico corresponde a

uma taxa maior do que 1
8du2R

do tamanho do conjunto de pontos de D∗ (x1, n, 4δ) em

que n é c-tempo cone-hiperbólico. Se LebD (Hn\D∗ (x1, n, 4δ)) = 0 então LebD (Hn) =

LebD (D∗ (x1, n, 4δ) ∩Hn). Assim, tomando H∗n = {x1} e τ = 1
8du2R

conclúımos a prova.

Caso contrário, repetimos o processo para Hn\D∗ (x1, n, 4δ) e encontramos x2 pertencente

à Hn\D∗ (x1, n, 4δ) tal que:

LebD (D∗ (x2, n, δ) ∩Hn) ≥ 1

8k2R
LebD (D∗ (x2, n, 4δ) ∩Hn) .

Se LebD (Hn\ (D∗ (x1, n, 4δ) ∪D∗ (x2, n, 4δ))) = 0 terminamos. Caso contrário,

mais uma vez repetimos o processo para Hn\ (D∗ (x1, n, 4δ) ∪D∗ (x2, n, 4δ)). Pela com-

pacidade deM , esse processo termina em um número finito de passos. Segue da construção

que D∗ (x1, n, δ) ∩D∗ (x2, n, δ) = ∅.
Observe que se Dn :=

⋃
x∈H∗n

D∗ (x, n, δ) então:

LebD (Dn ∩Hn) =
∑
x∈H∗n

LebD (D∗ (x, n, δ) ∩Hn)

≥ 1

8du2R

∑
x∈H∗n

LebD (D∗ (x, n, 4δ) ∩Hn)

≥ 1

8du2R
LebD (∪x∈Hn∗ (D∗ (x, n, 4δ) ∩Hn))

≥ 1

8du2R
LebD (Hn) .

Portanto escolhemos τ := 1
8du2R

e a proposição está demonstrada.

3.2 Construção de medidas invariantes e hiperbólicas

em Λ

Nosso objetivo agora é usar a estrutura expansora do disco D, descrita na Seção

3.1.1 para construir medidas com a propriedade SRB para o endomorfismo não uniforme-
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mente hiperbólico f |Λ. Seja B (Λ) a σ-álgebra de Borel em Λ. Diremos que uma medida

ν : (Λ,B (Λ)) → [0,+∞] é uma subprobabilidade se ν (Λ) ≤ 1. Denotemos por S (Λ) o

conjunto das subprobabilidades borelianas no compacto Λ. Pelo Teorema de Schauder,

S (Λ) é compacto, munido da topologia fraca *. Logo, toda sequência (νn)n∈N em S (Λ)

admite uma subsequência convergente.

Definamos, para cada n ∈ N, a medida

µn :=
1

n

n−1∑
j=0

f j∗LebD,

onde D é o disco tangente ao campo de cones Ca, fixado anteriormente. Suponhamos que

a medida LebD é a medida de Lebesgue no disco induzida por sua métrica Riemanniana e

normalizada. É fácil ver que se µ é um ponto de acumulação de (µn)n na topologia fraca*

então µ é uma medida f -invariante.

Consideremos agora para cada j ∈ N, a medida LebDj :=
∑

x∈H∗j
LebD(x,j,δ) e

definamos para cada n ∈ N:

νn :=
1

n

n−1∑
j=0

f j∗LebDj . (3.2.1)

Observe que LebDj (M) ≤ LebD (M) = 1, logo, cada νn é uma subprobabilidade.

Consideremos ηn := µn − νn. Então µn = νn + ηn. Fixemos µ um ponto de acumulação

de (µn)n∈N na topologia fraca* . Tomando uma subsequência convergente de (νn)n∈N

obtemos que µ = ν+η onde ν é uma subprobabilidade e ponto de acumulação de (νn)n∈N.

O seguinte resultado nos diz que a medida ν é não nula.

Proposição 3.2.1. Existe α > 0 tal que νn(H) ≥ α para todo n suficientemente grande.

Consequentemente, se ν é um ponto de acumulação de (νn)n∈N, então ν (H) ≥ α.

Demonstração. Observe que, como

Hj = {x ∈ H ∩D : dist (x, ∂D) ≥ δ e n é c-tempo hiperbólico para x}

então:

νn (H) =
1

n

n−1∑
j=0

f j∗LebDj (H) ≥ 1

n

n−1∑
j=0

f j∗LebDj
(
f j (Hj)

)
=

1

n

n−1∑
j=0

LebDj
(
f−j

(
f j (Hj)

))
≥ 1

n

n−1∑
j=0

LebDj (Hj)

=
1

n

n−1∑
j=0

LebD (Dj ∩Hj) ≥
τ

n

n−1∑
j=0

LebD (Hj)
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Aqui, usamos o fato que f j (Hj) ⊂ H, para todo j ∈ N, conforme Observação 3.1.15.

Então precisamos estimar 1
n

∑n−1
j=0 LebD (Hj). Fixado n ∈ N considere o espaço An :=

{0, 1, ..., n− 1} com a σ-álgebra das partes de An e a medida ηn (B) := #B
n

em An.

Considere a função χn : D × An → R dada por χ (x, i) = 1 se x ∈ Hi e χ (x, i) = 0, caso

contrário. Temos pelo Teorema de Fubini:

1

n

n−1∑
j=0

LebD (Hj) =

∫ (∫
χ (x, i) dLebD (x)

)
dηn (i)

=

∫ (∫
χ (x, i) dηn (i)

)
dLebD (x) .

Lembremos que consideramos o conjunto B, como o conjunto dos pontos H que

distam mais do que δ do bordo do disco D. Defina, para cada k ≥ 1, os subconjuntos de

B,

Bk :=

{
x ∈ B :

n−1∑
j=0

log ‖
(
Df

(
f j (x)

)
|Ca(fj(x))

)−1 ‖ ≤ −2cn, para todo n ≥ k

}
.

Observe que Bk ⊂ Bk+1, para todo k ≥ 1 e que B = ∪k≥1Bk. Então, existe k0 ≥ 1 tal que

LebD (Bk0) ≥ 1
2
LebD (B). Como consequência do Lema de Pliss (Lema 3.1.5) e do Lema

3.1.6 temos que para x ∈ Bk0 e n ≥ k0 temos∫
χ (x, i) dηn (i) := #

1

n
{0 ≤ j ≤ n− 1 : j é um tempo hiperbólico para x} ≥ θ.

Por outro lado temos também que, como D 3 x 7→
∫
χ (x, i) dηn (i) é uma função

positiva então∫
D

∫
An

χ (x, i) dηn (i) dLebD (x) ≥
∫
Bk0

∫
An

χ (x, i) dηn (i) dLebD (x) .

Portanto, ∫
D

∫
An

χ (x, i) dηn (i) dLebD (x) ≥ θLebD (Bk0) ≥ θ

2
LebD (B) > 0,

para todo n ≥ k0.

Portanto, para todo n ≥ k0, temos:

1

n

n−1∑
j=0

LebD (Hj) ≥
θ

2
LebD (B) .

Logo a proposição segue tomando α := τ θ
2
LebD(B) > 0.
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Consideremos ∆n := ∪x∈H∗n∆ (fnx, δ) . Pela construção de νn, é fácil vermos que

supp (νn) ⊆ ∪n−1
j=0 ∆j. Logo, se ν é um ponto de acumulação qualquer de (νn)n∈N então

supp (ν) ⊆ ∩n∈N∪n−1
j=0 ∆j.

O lema a seguir nos diz que o suporte da medida ν está contido numa união

de discos contrativos para o passado segundo alguma trajetória passada x̂ de M f . A

ideia é que, como supp (ν) ⊆ ∩n∈N∪n−1
j=0 ∆j, temos que cada y ∈ supp (ν) pode ser visto

como o limite de yn com yn ∈ ∆ (fn (xn) , δ) e xn ∈ Hn para todo n ∈ N. A menos de

uma subsequência assumimos que fn (xn) converge a x ∈ M quando n → ∞. Usando o

teorema de Arzelá-Ascoli obteremos que de fato ∆ (fn (xn) , δ) converge a um disco ∆ de

centro em x e que contém y. A escolha do x̂ ∈ M f tal que este disco ∆ é contrativo ao

longo desta pré-órbita é feita a partir de escolhas adequadas dos ramos inversos do ponto

x. Como x = limn→∞ f
n (xn), e xn tem n como tempo cone-hiperbólico para todo n ∈ N,

temos contração para o passado nos ramos inversos ∆ (fn (xn) , δ) 7→ fn−k (D (xn, n, δ)),

para 0 ≤ k ≤ n − 1, para todo n ∈ N. Então para determinar x̂, determinaremos

cada uma de suas entradas. Por exemplo, para a pré-imagem x−1 de x, escolhemos uma

subsequência (f jk−1 (xjk))k∈N de (f j−1 (xj))j≥1 que está contida numa mesma pré-imagem

V−1 da bola B (x, δ). Como, por hipótese, f jk (xjk) converge a x quando k tende a infinito,

devemos ter necessariamente que f jk−1 (xjk) converge a x−1, pré-imagem de x em V−1.

Por continuidade provamos que o ramo inverso que leva ∆ a ∆−1 ⊂ V−1 é contrativo neste

conjunto.

Lema 3.2.2. Seja y ∈ supp (ν). Então existe x̂ = (x−n)n∈N ∈ M f tal que y está contido

em um disco ∆ (x̂) de raio δ acumulado por discos ∆ (fnj (x) , δ) com j →∞, satisfazendo

1. o ramo inverso f−nx−n está bem definido em ∆ (x̂) para todo n ≥ 0;

2. para cada y ∈ ∆ (x̂) vale que:

distM (y−n, x−n) ≤ e−
c
2
·nδ, para todo n ≥ 0

y−n := f−nx−n (y).

Demonstração. Dado y ∈ supp (ν), existe uma sequência (yj)j∈N com yj∈∆
(
fnj
(
xnj
)
, δ
)

e xnj ∈ H∗nj tais que limj→∞ yj = y. Tomando uma subsequência, se necessário, podemos

assumir que limj→∞ f
nj
(
xnj
)

= x. Pelo Lema 3.1.9 podemos escrever ∆
(
fnj
(
xnj
)
, δ
)

como a exponencial do gráfico de uma aplicação ψfnj(xnj)
: Tfnj(xnj)

D (δ)→ Es
fnj (xj)

, com

Lip
(
ψfnj(xnj)

)
< ε0. Usando o transporte paralelo do gráfico de ψfnj(xnj)

, podemos iden-

tificar o disco ∆
(
fnj
(
xnj
)
, δ
)
, com o gráfico de uma aplicação gnj : Tx (fnj (D)) (δ)→ Es

x.

Como Lip
(
ψfnj(xnj)

)
< ε0 para qualquer j e o transporte paralelo é um isomorfismo linear
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uniformemente cont́ınuo, temos que
(
gnj
)
j∈N é uma sequência de aplicações equicont́ınuas

e equilimitadas. Então, pelo Teorema de Arzelá-Ascoli obtemos que existe uma sub-

sequência tal que limk→∞ gnjk = g uniformemente. Dáı, temos que ∆ (x) = expx (graf (g))

é um disco C1 mergulhado emM com raio δ acumulado pelos discos
{

∆
(
fnj
(
xnj
)
, δ
)}

j∈N.

Sem perda de generalidade, suponhamos

∆ (x) := lim
j→∞

∆
(
f j (xj) , δ

)
e

lim
j→∞

f j (xj) = x.

Como ∆ (f j (xj) , δ) ⊂ B (f j (xj) , δ), existe j0 ∈ N tal que ∆ (f j (xj) , δ) ⊂ B (x, δ1) para

todo j ≥ j0. Logo, como cada ponto possui um número finito de pré-imagens, existe

x−1 ∈ f−1 ({x}) tal que f−1
x−1

(B (x, δ)) ⊃ f jk−1 (D (xjk , jk, δ)) para alguma subsequência

(jk)k∈N, com jk →∞ quando k →∞. Mais ainda, pela Proposição 3.1.13:

distfjk−1(D(xjk,jk,δ))
(
f jk−1(yjk),f

jk−1(xjk)
)
≤e−c2dist∆(fjk(xjk),δ)

(
f jk(yjk),f

jk(xjk)
)
,

para todo yjk ∈ D (xjk , jk, δ) e k ∈ N. Isto implica que

distM
(
f−1
x−1

(
fjk(yjk)

)
,f−1
x−1

(
fjk(xjk)

))
≤e− c2dist∆(fjk(xjk),δ)

(
fjk(yjk),f

jk(xjk)
)
,

para todo yjk ∈ D (xjk , jk, δ) e k ∈ N. Ora, então, se y ∈ ∆ (x) então y = limj→∞ yjk

com yjk ∈ ∆ (f jk (xjk) , δ). Dáı, y−1 := f−1
x−1

(y) satisfaz y−1 = limk→∞ f
−1
x−1

(yjk). Como

consequência obtemos:

distM (y−1, x−1) ≤ e−
c
2 δ.

Note agora que, a menos de considerarmos uma subsequência de (xjk)k∈N, pode-

mos supor limk→∞ f
k (xk) = x e fk−1 (D (xk, k, δ)) ⊂ B (x−1, δ) para todo k suficiente-

mente grande. Então existe x−2 ∈ f−1 ({x−1}) ⊂ f−2 ({x}) tal que f−1
x−2

(B (x−1, δ)) ⊃
fks−2 (D (xks , ks, δ)) para alguma subsequência ks de k, com ks →∞ quando s→∞. O

mesmo argumento acima, garante que:

distM (y−2, x−2) ≤ e−
c
2
·2δ < δ.

Prosseguindo com este racioćınio, temos que existe x̂ ∈ π−1 ({x}) tal que f−nx−n
está sempre bem definido em ∆ (x) e para todo y ∈ ∆ (x), denotando y−n = f−nx−n (y)

temos que:

distM (y−n, x−n) ≤ e−
c
2
·nδ,
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x

x−1

Figura 3.2.1: Escolha do ramo inverso contrativo

para todo n ∈ N. Neste caso ∆ (x̂) := ∆ (x) é o disco pretendido. Observe que x̂ ∈ Λf

pois x0 é o limite de fnk (xnk) ∈ fnk (H) ⊂ Λ e Λ é f -invariante.

O lema anterior nos diz que para cada ponto y do suporte de ν existe um x̂ ∈M f e

um disco ∆ (x̂), contrativo ao longo do itinerário passado definido por x̂, tal que y ∈ ∆ (x̂).

Denotemos por Ĥ∞ o conjunto de todos elementos de M f obtidos desta forma, ou seja,

supp (ν) ⊆ ⋃x̂∈Ĥ∞ ∆ (x̂). Observe então que, apesar da medida ν não ser necessariamente

invariante temos a existência de discos instáveis em quase todo ponto com respeito a esta

medida.

3.3 Levantamento de medidas hiperbólicas para a ex-

tensão natural

Na seção anterior obtivemos uma subprobabilidade ν como ponto de acumulação

das médias de iterados da medida de Lebesgue em subconjuntos de um disco fixado

tangente ao campo de cones Ca. Nesta seção vamos construir um levantamento para ν,

ou seja, uma medida ν̂ em M f tal que π∗ν̂ = ν. Lembremos que a existência e unicidade

de levantamento é garantida apenas quando nos restringimos a medidas f -invariantes,

conforme [QXZ09, Proposição I.3.1].

O método de construção desta medida nos permitirá verificar a continuidade

absoluta de ν̂ com respeito a Lebesgue ao longo de discos instáveis, no sentido de que a

medida desintegrada projeta-se em uma medida absolutamente cont́ınua com respeito a

Lebesgue nos discos instáveis.

Como observamos na Seção 2.1, em geral, a extensão natural não tem necessari-

amente estrutura de variedade diferenciável. Contudo, no contexto de difeomorfismos

locais, localmente, podemos considerar a extensão natural como uma variedade produto.

Para tanto utilizaremos do seguinte fato, cuja prova está contida em [AH94, Teorema
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6.5.1]. Denotemos N∗ := N\ {0}. Note que, como M é uma variedade conexa, existe

d ∈ N∗, tal que #f−1 (x) = d para todo x ∈ M . Consequentemente #f−n ({x}) = dn.

Chamamos este número d de grau de f .

Proposição 3.3.1. Sejam M uma variedade Riemanniana compacta e conexa e f : M →
M um difeomorfismo local de grau d. Existe ρ > 0 tal que para todo x ∈ M , dado

n ∈ N∗, existe uma famı́lia de abertos 2 a 2 disjuntos Jn (x) := {Vλ : λ ∈ In}, onde

In := {1, 2, ..., d}n , satisfazendo:

1. f−n (B (x, ρ)) :=
⋃
λ∈In(x) Vλ

2. fn|Vλ : Vλ → B (x, ρ) é um difeomorfismo, para todo λ ∈ In (x).

Demonstração. [AH94, Teorema 6.5.1].

Observe que dado Vλ ∈ Jn (x) temos que f j (Vλ) ∈ Jn−k (x), para todo 1 ≤ k ≤
n− 1. Vamos estabelecer então uma enumeração para Jn (x) que nos permita identificar

as imagens de elementos de Jn (x) em Jk (x), para 1 ≤ k ≤ n − 1. Para n = 1 temos

J1 (x) := {V1, ..., Vd}. Fixemos então para n = 2, J2 (x) := {Vi2i1 : (i2, i1) ∈ I2} tal que

f (Vi2i1) = Vi1 ∈ J1 (x). Suponhamos que tenhamos fixado

Jn−1 (x) :=
{
Vin−1in−2...i1 : (in−1, ..., i2, i1) ∈ In−1

}
,

então colocamos Jn (x) := {Vin...i1 : (in, ..., i1) ∈ In} de modo que

f
(
Vinin−1...i1

)
= Vin−1...i1 ∈ Jn−1 (x) .

Vale ressaltar que, aqui estamos fixando uma enumeração dentre as inúmeras posśıveis,

contudo, os nossos futuros argumentos independem de tal escolha.

Vamos então definir uma caracterização, via homeomorfismo, para a pré-imagem

pela projeção natural na primeira coordenada, π : M f →M , da bola de centro em x ∈M
e raio ρ > 0. Consideremos Γ := {1, ..., d}N∗ . Definamos

ϕx : B(x, ρ)× Γ → π−1(B(x, ρ)) ⊂M f

(z, (in)n∈N) 7→
(
(fn|Vin...i1 )−1(z)

)
n∈N

Lema 3.3.2. ϕx acima definida é um homeomorfismo para todo x ∈M .

Demonstração. [AH94, Teorema 6.5.1].

Temos que Γ é homeomorfo a um conjunto de Cantor. Logo, para todo x ∈ M ,

encontramos uma vizinhança B (x, ρ) e um conjunto Γ homeomorfo a um Cantor, tal que

existe um homeomorfismo, ϕx : B (x, ρ)×Γ→ π−1 (B (x, ρ)), satisfazendo π◦ϕx (z, c) = z.
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V111

V211

V11

V121

V221

V21

V112

V212

V12

V122

V222

V22

V1

V2

B(x, ρ)

f

Figura 3.3.1: Enumeração das pré-imagens de B (x, ρ)

Agora, utilizaremos desta estrutura local fibrada para levantar a medida de

Lebesgue em cada disco pré-hiperbólico D (x, n, δ). Reduzindo δ se necessário, pode-

mos assumir D (x, n, δ) ⊂ B (x, ρ), para todo x ∈ Hn e n ∈ N. De fato, lembremos

que

distfn−k(D(x,n,δ))(f
n−k(x), fn−k(y)) ≤ e−

c
2
kdist∆(fn(x),δ)(f

n(x), fn(y)) ≤ δ

para todo y ∈ D (x, n, δ) e 1 ≤ k ≤ n. Logo D (x, n, δ) está contido na bola de raio δ e

centro x. Sendo mais preciso, D (x, n, δ) está contido na bola de raio e−
c
2
nδ e centro x.

Dáı podemos assumir que, a menos de reduzir δ, temos D (x, n, δ) ⊂ B (x, ρ), para todo

x ∈ Hn, para todo n ∈ N.

Comecemos por fixar P uma probabilidade em Γ. Lembremos que H∗j é o sub-

conjunto finito de pontos que têm j como tempo cone-hiperbólico dado pela Proposição

(3.1.16). Então, definamos para cada j ∈ N e x ∈ H∗j a medida

m̂j,x := (ϕx)∗
[
LebD(x,j,δ) × P

]
, (3.3.1)

em π−1 (D (x, j, δ)).

Consideremos para cada j ∈ N, a medida m̂j =
∑

x∈H∗j
m̂j,x . Tomemos então as

médias Cesàro dos iterados de m̂j por f̂ j, ou seja,

ν̂n :=
1

n

n−1∑
j=0

f̂ j∗m̂j, (3.3.2)

para todo n ∈ N. No lema a seguir, veremos que a medida m̂j,x é um levantamento a M f

(não necessariamente único) da medida de Lebesgue no disco pré-hiperbólico D (x, j, δ),

ou seja, π∗m̂j,x = LebD(x,j,δ). Usando que a projeção π semiconjuga f e f̂ veremos que as
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medidas ν̂n também se projetam sobre as medidas

νn =
1

n

n−1∑
j=0

f j∗LebDj .

Lema 3.3.3. π∗ν̂n = νn, para cada n ≥ 1. Consequentemente se limk→∞ ν̂nk = ν̂, então

a medida ν = π∗ν̂ é um ponto de acumulação de (νn)n∈N .

Demonstração. Note que

π∗m̂j,z (O) = m̂j,z

(
π−1 (O)

)
= (ϕz)∗

(
LebD(z,j,δ) × P

) (
π−1 (O)

)
=
(
LebD(z,j,δ) × P

) (
(ϕz)

−1 (π−1 (O)
))

para todo O ⊂ D (z, j, δ) mensurável. Como para qualquer que seja (y, λ) ∈ B (z, ρ)× Γ

temos que π ◦ϕz (y, λ) = y, segue que π−1 (O) = ϕz (O × Γ). Ou seja, (ϕz)
−1 (π−1 (O)) =

O × Γ. Portanto:

π∗m̂j,z (O) =
(
LebD(z,j,δ) × P

)
(O × Γ)

= LebD(z,j,δ) (O) · P (Γ) = LebD(z,j,δ) (O) ,

para todo O ⊂ D (z, j, δ) mensurável. Então π∗m̂j,z = LebD(z,j,δ), qualquer que seja z ∈ Hj

e j ∈ N. Segue da linearidade de π∗ que π∗ν̂n = νn. Da continuidade de π∗, segue que

se ν̂ é um ponto de acumulação de (ν̂n)n∈N então ν = π∗ν̂ é um ponto de acumulação de

(νn)n∈N.

Observação 3.3.4. O levantamento de medida não invariantes não é necessariamente uni-

camente definido. No entanto é útil discutir levantamentos das medidas ν constrúıdas

anteriormente. Vimos que dado um ponto de acumulação ν̂ de (ν̂n)n∈N então π∗ν̂ é um

ponto de acumulação de (νn)n∈N. Em contrapartida, se temos ν um ponto de acumulação

de (νn)n∈N então ν = limk→∞ νnk , para alguma subsequência (νnk)k∈N de (νn)n∈N. Tome a

subsequência (ν̂nk)k∈N de (ν̂n)n∈N. Então existe uma subsequência
(
ν̂nkj

)
j∈N

de (ν̂nk)k∈N

que converge a η̂. Observe que isto implica que π∗ν̂nkj = νnkj → π∗η quando j → ∞.

Portanto π∗η = ν. Com isso, conclúımos que dada uma medida ν constrúıda pelo processo

da seção anterior, podemos considerar uma subsequência de (ν̂n)n∈N que converge a um

levantamento da medida ν.

Segue da definição da medida ν̂n que

supp (ν̂n) ⊂
n−1⋃
j=0

⋃
x∈H∗j

f̂ j
(
π−1 (D (x, j, δ))

)
.



51

Portanto se ν̂ = limk→∞ ν̂nk então supp (ν̂) ⊂ ∩n∈N∪n−1
j=0 ∪x∈H∗j f̂ j (π−1 (D (x, j, δ))).

Lembre que definimos Λf como a extensão natural de um conjunto compacto e

positivamente invariante e esta é a coleção de todas as pré-órbitas de pontos em Λ contidas

em Λ (Observação 2.1.1).

Pelo Lema 3.2.2 dado um ponto y do suporte da medida ν existe um disco ∆ (x̂)

que é contrativo para o passado ao longo da pré-órbita x̂ ∈M f . Apesar do espaço M f não

ter necessariamente uma estrutura de variedade, gostaŕıamos de afirmar que o suporte da

medida ν̂ tem estrutura semelhante ao suporte da sua projeção ν.

A próxima proposição nos dirá que o suporte de ν̂ está contido numa união

de conjuntos homeomorfos a ∆ (x̂) pela projeção π. Para isso, consideremos ∆ (x̂) =

limk→∞∆ (f jk (zjk) , δ), com zjk ∈ H∗jk para todo k ∈ N. Este limite é dado pelo Teorema

de Arzelá-Ascoli, uma vez que os discos ∆ (f jk (zjk) , δ) podem ser representados por

aplicações equilimitadas e equicont́ınuas no fibrado tangente a M .

Os conjuntos f̂ jk (π−1 (D (zjk , jk, δ))) com k ∈ N exercem o mesmo papel na ex-

tensão natural que os conjuntos ∆ (f jk (zjk) , δ) na construção das medidas. Em outras

palavras, o suporte de ν̂ está contido na união de conjuntos obtidos como acumulação

destes conjuntos na extensão natural, agora usando a topologia do espaço métrico M f

Definamos então ∆̂ (x̂) como o conjunto de pré-órbitas ŷ ∈M f que são limite de alguma

subsequência
(
ŷjks
)
s∈N, com ŷjks ∈ f̂ jks

(
π−1

(
D
(
zjks , jks , δ

)))
, onde

(
zjks
)
s∈N é uma sub-

sequência de (zjk)k∈N com jks → ∞ quando s → ∞. Por continuidade da projeção π,

cada ŷ ∈ ∆̂ (x̂) é tal que π (ŷ) ∈ ∆ (x̂). Portanto π
(

∆̂ (x̂)
)
⊆ ∆ (x̂). O que veremos

na proposição a seguir é que, a restrição da projeção a este conjunto é na verdade uma

bijeção.

Formalmente definimos:

∆̂ (x̂) :=
{
ŷ ∈M f : ŷ = lim

s→∞
ŷjks , para alguma subsequência

(
yjks
)
s∈N

com ŷjks ∈ f̂ jks
(
π−1

(
D
(
zjks , jks , δ

)))
e
(
zjks
)
s∈N⊂ (zjk)k∈N

}
. (3.3.3)

Observe que a sequência (zjk)k∈N satisfaz a propriedade que limk→∞ f
jk−n (zjk) = x−n

para todo n ∈ N, conforme prova do Lema 3.2.2. Como jk →∞ quando k →∞ estamos

olhando, para cada n ∈ N, o limite sobre jk ≥ n.

Proposição 3.3.5. Se ŷ ∈ supp (ν̂) então existem x̂ ∈ M f e um conjunto ∆̂ (x̂) ⊂ M f

(conforme (3.3.3)) tais que ŷ ∈ ∆̂ (x̂) e π|∆̂(x̂) : ∆̂ (x̂)→ ∆ (x̂) é uma bijeção.

Demonstração. Suponhamos ∆ (x̂) dado pelo Lema 3.2.2. Digamos que

∆ (x̂) = lim
k→∞

∆
(
f jk (zjk) , δ

)
,
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com zjk ∈ H∗jk , para todo k ∈ N.

Consideremos ∆̂ (x̂) dada por 3.3.3. Como observamos anteriormente, a con-

tinuidade de π implica que π
(

∆̂ (x̂)
)
⊂ ∆ (x̂). De fato, se ŷ ∈ ∆̂ (x̂) então ŷ = lims→∞ ŷjks

com ŷjks ∈ f̂ jks
(
π−1

(
D
(
zjks , jks , δ

)))
. Mas então π (ŷ) = lims→∞ π

(
ŷjks
)
. Mas π

(
ŷjks
)
∈

∆
(
f jks

(
zjks
)
, δ
)

por definição. Como ∆ (x̂) = limk→∞∆ (f jk (zjk) , δ) devemos ter neces-

sariamente que π (ŷ) ∈ ∆ (x̂).

A inclusão ∆ (x̂) ⊂ π
(

∆̂ (x̂)
)

segue também da continuidade de π. De fato, se

y ∈ ∆ (x̂) é tal que y = limk→∞ yjk então, escolhendo ŷjk tal que π (ŷjk) = yjk e ŷjk ∈
f̂ jk (π−1 (D (zjk , jk, δ))) , temos, por compacidade de M f que existe uma subsequência

convergente
(
ŷjks
)
s∈N, limk→∞ ŷjk = ŷ, ou seja, ŷ ∈ ∆̂ (x̂). Da continuidade de π devemos

ter necessariamente que π (ŷ) = y.

Vamos mostrar então que π |∆̂(x̂) é injetiva. Afirmamos que se ŷ ∈ ∆̂ (x̂) então

dist (y−n, x−n) ≤ e−
c
2
nδ, para todo n ≥ 1.

De fato, fixe n ≥ 1. Do Lema 3.2.2, temos que

f−nx−n
(
∆
(
f jk (zjk) , δ

))
= f jk−n (D (zjk , jk, δ))

para todo jk ≥ n. Então ŷ ∈ ∆̂ (x), implica que

y−n := lim
s→∞

f−nx−n
(
yjks
)
,

pois y−n = π ◦ f̂−n (ŷ) e f−nx−n
(
f jks

(
zjks
))

= π ◦ f̂−n
(
ŷjks
)

. Logo, usando o Lema 3.2.2

temos que

dist (y−n, x−n) ≤ e−
c
2
nδ.

Como n ≥ 1 foi tomado arbitrariamente, dist (y−n, x−n) ≤ e−
c
2
nδ, para todo

n ≥ 1. Isto garante que se π (ŷ) = π (û) então ŷ = û (pois os pontos em ∆̂ (x̂) estão

bem determinados pelos ramos inversos f−nx−n , para todo n ∈ N). Então π |∆̂(x̂) é injetiva

e portanto π |∆̂(x̂): ∆̂ (x̂)→ ∆ (x̂) é bijetora

Lembremos que denotamos por Ĥ∞ o conjunto dos pontos x̂ ∈ M f encontrados

no Lema 3.3.5, ou seja, tal que supp (ν̂) ⊂ ⋃x̂∈Ĥ∞ ∆̂ (x̂).

Proposição 3.3.6. Dado x̂ ∈ Ĥ∞, para cada ŷ ∈ ∆̂ (x̂) existe um subespaço du-dimen-

sional Euŷ de Tŷ = Ty0M satisfazendo para todo v ∈ Euŷ :

‖ (Dfm (y−m))−1 · v‖ ≤ e−
c
2
m‖v‖, (3.3.4)
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para todo m ∈ N.

Demonstração. Fixemos ŷ ∈ ∆̂ (x̂). Definamos

Euŷ :=
⋂
n∈N

Dfn (y−n) · Ca (y−n) .

Vamos mostrar que Euŷ é um subespaço vetorial de dimensão du e que satisfaz a desigual-

dade (3.3.4). Comecemos por demonstrar que se v ∈ Euŷ então ‖ (Dfm (y−m))−1 · v‖ ≤
e−

c
2
m‖v‖ para todo m ∈ N.

Demonstração. Conforme vimos na Proposição 3.3.5, temos que ŷ = limk→∞ ŷnk , para

alguma subsequência (ŷnk)k∈N com ŷnk ∈ f̂ j (π−1 (D (znk , nk, δ))) e znk ∈ H∗nk para todo

k ∈ N. Escrevendo ŷnk :=
(
yk−n
)
n∈N e ŷ = (y−n)n∈N temos que ŷ = limk→∞ ŷnk se, e

somente se limk→∞ yk,−j = y−j para todo j ∈ N.

Afirmamos que dado m ∈ N e w ∈ Dfm (y−m) · Ca (y−m) então

∥∥(Dfm (ym))−1 · w
∥∥ ≤ e−

c
2
m ‖w‖ .

De fato, fixemos k ∈ N tal que nk ≥ m. Então, como ŷnk ∈ f̂ j (π−1 (Dnk (xnk , δ)))

temos que yk−j ∈ fnk−j (D (xnk , nk, δ)) para todo 0 ≤ j ≤ nk. Em particular yk−j ∈
fnk−j (D (xnk , nk, δ)) para todo 0 ≤ j ≤ m.

Usando a Proposição 3.1.13 conclúımos que

distM
(
yk−j, f

nk−j (znk)
)
≤ e−

c
2
jδ

para todo 0 ≤ j ≤ m. Usando a continuidade da derivada, conforme Lema 3.1.8 temos

que:

‖
(
Df

(
yk−j−1

))−1 · uj‖ ≤ ‖
(
Df

(
fnk−j−1 (znk)

)
|Ca(fnk−j−1(znk))

)−1

‖ · ‖uj‖, (3.3.5)

para todo uj ∈ Ca
(
yk−j
)

para todo 0 ≤ j ≤ m−1. Portanto, se wk ∈ Dfm
(
yk−m

)
·Ca

(
yk−m

)
então:

∥∥∥(Dfm (yk−m))−1 · wk
∥∥∥ ≤ ∥∥∥(Df (yk−m))−1 ◦Dfm−1

(
yk−m+1

)
· wk

∥∥∥
≤
∥∥∥∥(Df (fnk−m(znk)

)
|Ca(fnk−m(znk ))

)−1
∥∥∥∥·∥∥Dfm−1

(
yk−m+1

)
· wk

∥∥
≤

nk−1∏
j=nk−m

∥∥∥∥(Df (f j (znk)
)
|Ca(fj(znk))

)−1
∥∥∥∥ · ‖wk‖
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Aqui usamos que
(
Df j

(
yk−j
))−1 ·wk ∈ Ca (y−j) para todo 0 ≤ j ≤ m−1, pois assumimos

o campo de cones invariante e wk ∈ Dfm
(
yk−m

)
· Ca

(
yk−m

)
.

Como znk tem nk como c-tempo cone-hiperbólico, segue, por definição, que:

nk−1∏
j=nk−m

‖
(
Df

(
f j (znk)

)
|Ca(fj(znk))

)−1

‖ ≤ e−
c
2
m.

Portanto, ‖
(
Dfm

(
yk−m

))−1 · wk‖ ≤ e−
c
2
m‖wk‖, para todo wk ∈ Dfm

(
yk−m

)
· Ca

(
yk−m

)
.

Como escolhemos k arbitrariamente com nk ≥ m temos que para todo k tal que nk ≥ m,

se wk ∈ Dfm
(
yk−m

)
·Ca

(
yk−m

)
então ‖

(
Dfm

(
yk−m

))−1 ·wk‖ ≤ e−
c
2
m‖wk‖. Suponha agora

w ∈ Dfm (y−m) · Ca (y−m). A continuidade do campo de cones, permite que escrevamos

w como limite de uma sequência (wk)k∈N com wk ∈ Dfm
(
yk−m

)
· Ca

(
yk−m

)
. Como f é de

classe C2 e o campo de cones Ca é cont́ınuo, temos que, como

‖
(
Dfm

(
yk−m

))−1 · wk‖ ≤ e−
c
2
m‖wk‖

para todo k então, passando o limite em k →∞ que:

‖ (Dfm (y−m))−1 · w‖ ≤ e−
c
2
m‖w‖,

para todo w ∈ Dfm (y−m) · Ca (y−m). O que conclui a prova da afirmação.

Como m foi fixado de maneira arbitrária segue que para todo m ∈ N e w ∈
Dfm (y−m) · Ca (y−m):

‖ (Dfm (y−m))−1 · w‖ ≤ e−
c
2
m‖w‖.

Em particular se w ∈ Euŷ então w ∈ Dfm (y−m) · Ca (y−m) para todo m ∈ N e portanto

‖ (Dfm (y−m))−1 · w‖ ≤ e−
c
2
m‖w‖ para todo m ∈ N como queŕıamos mostrar.

Mostremos agora que Euŷ consiste de um subespaço vetorial. Considere para cada

n ≥ 1 a famı́lia de subespaços de Ty0M

Sn := {E 6 Ty0M : E ⊂ Dfn (y−n) · Ca (y−n) e dim (E) = du} ,

em que E 6 Ty0M denota que E é subespaço vetorial de Ty0M . Com a topologia Grass-

manniana, Sn é um compacto. Isto porque, como Sn é uma famı́lia de subespaços contidos

na n-ésima imagem do cone em Ty−nM , em particular é uma famı́lia de subespaços veto-

riais contidos no cone Ca (y0) ⊂ Ty0M . Assim, podemos ver cada elemento de Sn como

o gráfico de uma aplicação linear A : Fy0 → Es
y0

, onde Fy0 é a fibra na qual definimos o

campo de cones. Portanto, uma sequência (Ek)k∈N, de elementos de Sn, pode ser vista

como uma sequência de aplicações lineares (Ak)k∈N de Fy0 em Es
y0

.
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Fixemos então uma sequência (Ek)k∈N em Sn. Digamos que Ek = graf (Ak) onde

Ak : Fy0 → Es
y0

é uma aplicação linear. Observe que o espaço L
(
Fy0 , E

s
y0

)
das aplicações

lineares de Fy0 em Es
y0

é um espaço de Banach de dimensão dim (Fy0) · dim
(
Es
y0

)
< ∞.

Temos também que o subconjunto das aplicações lineares de Fy0 em Es
y0

cujo gráfico está

contido em Dfn (y−n) ·Ca (y−n) é um subconjunto fechado de L
(
Fy0 , E

s
y0

)
e consequente-

mente um compacto. De fato, se T = limk→∞ Tk e graf (Tk) ⊂ Dfn (y−n) ·Ca (y−n) então,

como Dfn (y−n) · Ca (y−n) é um subconjunto fechado de Ty0M , graf (T ) ⊂ Dfn (y−n) ·
Ca (y−n). Então a sequência (Ak)k∈N admite uma subsequência convergente. Portanto

(Ek)k∈N admite uma subsequência convergente. Segue dáı que Sn é um conjunto com-

pacto.

Além disso, Sn é não-vazio pois Fn := Dfn (y−n) · Fy−n ∈ Sn, para todo n ∈ N,

onde F é o fibrado, não necessariamente invariante, no qual definimos o campo de cones

Ca. Além disto Sn+1 ⊂ Sn para todo n ∈ N: se E := Dfn+1 (y−n−1) · Z ∈ Sn+1, então

E := Dfn (y−n) · [Df (y−n−1) · Z] ∈ Sn. Segue portanto que ∩n∈NSn 6= ∅. Ora, mas

G ∈ ∩n∈NSn se, e somente se G ⊂ Euŷ .

Vejamos que # ∩n∈N Sn = 1. Suponhamos que existam G 6= G
′ ∈ ∩n∈NSn. Tome

v ∈ G\G′ . Como visto anteriormente, temos que:

‖ [Dfn (y−n)]−1 · v‖ ≤ e−
c
2
n‖v‖, (3.3.6)

para todo n ∈ N. Por outro lado, podemos escrever v = vs + v
′

com vs ∈ Es
y0
\ {0} e

v
′ ∈ G′ . Mas então:

‖ [Dfn (y−n)]−1 · v‖ ≥ ‖ [Dfn (y−n)]−1 · vs‖ − ‖ [Dfn (y−n)]−1 · v′‖
≥ λ−n · ‖vs‖ − e−

c
2
n‖v′‖,

para todo n ∈ N, o que é posśıvel se, e somente se ‖vs‖ = 0. Mas então v ∈ G′ , o que

contradiz a hipótese, portanto G = G
′
. Isto prova que

⋂
n∈N Sn consiste de um único

subespaço Euŷ , o que completa a prova do Lema.

A Proposição 3.3.6 nos diz que para todo x̂ ∈ Ĥ∞ e para cada ŷ ∈ ∆̂ (x̂) temos

uma única decomposição Tŷ = Es
y0
⊕ Euŷ com a propriedade (3.3.4) de contração para o

passado. Dado ŷ ∈ ⋃x̂∈Ĥ∞ ∆̂ (x̂) definamos

Eu
f̂−1(ŷ)

:=
⋂
n∈N

Dfn (y−1−n) · C (y−1−n) .

Observe que se existem E,E ′ ⊂ Eu
f̂−1(ŷ)

tais que dim (E) = dim (E ′) = du então

Df (y) · E,Df (y) · E ′ são subespaços de dimensão du contidos em Euŷ . Portanto, como
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vimos na Proposição 3.3.6, Df (y−1) (E) = Df (y−1) (E ′). Portanto E = E ′.

Note também que dado v ∈ Eu
f̂−1(ŷ)

temos que

∥∥Dfn (y−1−n)−1 · v
∥∥ ≤ e−

c
2
n ‖v‖

para todo n ∈ N.

Então temos uma decomposição

Tf̂−1(ŷ) = Es
y−1
⊕ Eu

f̂−1ŷ

em um espaço uniformemente expansor, Es
y−1

, por Df̂−1 e um espaço uniformemente

contrator, Eu
f̂−1(ŷ)

, para Df̂−1. Lembremos que definimos uma transformação no conjunto

ˆTM f , Df̂ : ˆTM f 	, pondo Df̂ (x̂, v) = Df (x0)·v, e que como f é um difeomorfismo local,

Df (x) é inverśıvel para todo x ∈ M . Faz sentido então definirmos Df̂−1 : ˆTM f 	 por

Df̂−1 (x̂, v) = Df (x−1)−1 · v. Denotaremos também Eu
f̂−1(ŷ)

:= Df (y0)−1 · Euŷ . Assim para

todo x̂ ∈ Ŝ∞ :=
⋃
n≥0 f̂

−n
(

∆̂∞

)
existe uma decomposição Df̂ -invariante Tx̂ = Es

x0
⊕ Eux̂ ,

em que ‖Df̂n (x̂) |Esx0
‖ ≤ λn < 1

‖Df̂−n (x̂) |Eux̂ ‖ ≤ e−
c
2
n < 1

para todo n ∈ N. Por [Shu87, BP07] temos a existência de variedades instáveis locais

{W u
loc (x̂)}x̂∈Ŝ∞ .

Como ∆ (x̂) é limite de ∆ (fnk (xnk) , δ) := fnk (D (xnk , nk, δ)) com nk → ∞,

temos que para cada m ∈ N, Ty∆ (x̂) ⊂ Dfm (y−m) · Ca (y−m), para todo y ∈ ∆ (x̂). Isto

porque, em outras palavras ∆ (x̂) é limite de fm (fnk−m (Dnk (xnk , δ))) quando nk → ∞,

como fnk−m (Dnk (xnk , δ)) também é tangente ao campo de cones, T∆ (ŷ) é limite de

Dfm · Ca, logo, para cada y ∈ ∆ (x̂), Ty∆ (x̂) ⊂ Dfm (y−m) · Ca (y−m). Em particular,

usando este fato e o Lema 3.2.2, temos ∆ (x̂) ⊂ W u
loc (x̂).

Fixemos z ∈ M e ε > 0 suficientemente pequeno tal que B (z, ε) está contido no

domı́nio do homeomorfismo ϕz dado pelo Lema 3.3.2. Consideremos o conjunto

Hz :=
{
x̂ ∈ Ĥ∞ : ∆ (x̂) ∩B (z, ε) 6= ∅

}
.

Afirmamos que para quaisquer x̂, ŷ ∈ Hz então ou(
∆̂ (x̂) ∩ π−1 (B (z, ε))

)
=
(

∆̂ (ŷ) ∩ π−1 (B (z, ε))
)
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ou (
∆̂ (x̂) ∩ π−1 (B (z, ε))

)⋂(
∆̂ (ŷ) ∩ π−1 (B (z, ε))

)
= ∅.

De fato, sejam x̂ e ŷ em Hz. Então, como B (z, ε) está contido no domı́nio de ϕz podemos

escrever

∆̂ (x̂) ∩ π−1 (B (z, ε)) = ϕz ((∆ (x̂) ∩B (z, ε))× {ξ})

e

∆̂ (ŷ) ∩ π−1 (B (z, ε)) = ϕz (ϕz ((∆ (ŷ) ∩B (z, ε))× {ζ})) .

Assim, se ξ 6= ζ então
(

∆̂ (x̂) ∩ π−1 (B (z, ε))
)⋂(

∆̂ (ŷ) ∩ π−1 (B (z, ε))
)

= ∅, pois ϕz é

homeomorfismo. Caso, ξ = η, então x̂ e ŷ são pre órbitas que acompanham uma mesma

pré-órbita de z, logo estão próximas, assim usando [QXZ09, Proposição VII.2.1], temos

neste caso que ou (
∆̂ (x̂) ∩ π−1 (B (z, ε))

)
=
(

∆̂ (ŷ) ∩ π−1 (B (z, ε))
)

ou

(
∆̂ (x̂) ∩ π−1 (B (z, ε))

)⋂(
∆̂ (ŷ) ∩ π−1 (B (z, ε))

)
= ∅.

Temos então a seguinte proposição:

Proposição 3.3.7. Existe ε0 > 0 tal que se x̂, ŷ ∈ Ĥ∞ e dist (x0, y0) < ε0 então ou

∆̂ (x̂) = ∆̂ (ŷ) ou ∆̂ (x̂) ∩ ∆̂ (ŷ) = ∅.

3.4 Propriedade SRB

Denotamos por Ĥ∞ o conjunto dos pontos x̂ ∈ Λf , obtidos como no Lema 3.2.2,

ou seja, como ponto de acumulação de uma sequência
(
fnj
(
xnj
))
j∈N, com xnj ∈ Hnje

nj → ∞ quando j → ∞. Dado x̂ ∈ Ĥ∞, existe um conjunto ∆̂ (x̂) que contém algum

ŷ ∈ supp (ν̂) e projeta-se bijetivamente sobre ∆ (x̂). Consideremos

Cr (x̂) := ∪y∈∆(x̂)W
s
r (y) (3.4.1)

em que W s
r (y) é a componente conexa de W s

loc (y) ∩ B (y, r) que contém y. Iremos con-

struir uma cobertura do suporte de ν̂ usando estes conjuntos e mostraremos que em cada

elemento desta cobertura com medida ν̂-positiva encontramos uma partição em discos

instáveis (γ ⊂ Ŵ u
loc (ẑ)) cuja desintegração da medida com respeito a esta partição satis-

faz π∗ν̂γ � LebWu
loc(ẑ)

.
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Note que, diferente do caso em que f é um difeomorfismo, a famı́lia de discos

instáveis {∆ (x̂)}x̂∈Ĥ∞ não é duas a duas disjunta. De fato em um único ponto podem

existir infinitos discos passando por este ponto. Conforme Proposição 3.3.7, existe ε0 ∈
(0, 1) tal que se dist (x0, y0) < ε0 então ou ∆ (x̂) ∩ ∆ (ŷ) = ∅ ou ∆ (x̂) = ∆ (ŷ). Isto

significa que se olharmos em torno de uma bola de raio ε0 > 0 e nos restringirmos a

pré-órbitas suficiente próximas temos disjunção dos discos.

Figura 3.4.1: Interseção entre discos instáveis

Assumamos então r > 0 e δ > 0 suficientemente pequenos tais que Cr (x̂) ⊂
B (x0, ε0).

Usando o homeomorfismo dado pelo Lema 3.3.2, podemos identificar π−1 (Cr (x̂))

com Cr (x̂)× Γ.

ϕx0

π
Cr(x̂)× Γ

π−1(Cr(x̂)) ⊂ Mf

Cr(x̂)

Figura 3.4.2: Identificação de π−1 (Cr (x̂)).

Seja ε1 > 0. Consideremos uma cobertura finita de ∆ (x̂), {∆x̂,l}nl=1, de modo

que a interseção de

Cr (x̂, l) := ∪y∈∆x̂,l
W s
r (y) (3.4.2)

com qualquer disco ∆ tangente ao campo de cones instável tenha diâmetro menor do que

ε1 em ∆. Analogamente, π−1 (Cr (x̂, l)) também é identificado com Cr (x̂, l)× Γ.
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f̂ j

f j

π π

D(z, j, δ)

π−1(D(z, j, δ))
π−1(Cr(x̂, l))

Cr(x̂, l)

∆(f j(z), δ)

f̂ j(π−1(D(z, j, δ)))

Figura 3.4.3: Um elemento de K̂j (x̂, l)

Temos bem definida uma holonomia Hs : Cr (x̂) → ∆ (x̂), ao longo das var-

iedades estáveis dada por Hs (y) := W s
r (y) t ∆ (x̂) para todo y ∈ Cr (x̂). Diremos que

∆ (f j (z) , δ) cruza Cr (x̂, l) se Hs|∆(fjz,δ)∩Cr(x̂,l) é um difeomorfismo com ∆x̂,l. Fixemos

(x̂, l). Por abuso de notação, denotaremos ∆ (f j (z) , δ) como a interseção de ∆ (f j (z) , δ)

com Cr (x̂, l). A escolha do ε1 > 0 implica que qualquer disco ∆ (f j (z) , δ) que intersecta

Cr (x̂, l) cruza Cr (x̂, l).

Definamos então para j ∈ N

K̂j (x̂, l) :=
{
f̂ j
(
π̂−1 (D (z, j, δ))

)
: ∆
(
f jz, δ

)
cruza Cr (x̂, l)

}
(3.4.3)

e

K̂∞ (x̂, l) :=
{

∆̂ (ẑ) : ∆ (ẑ) cruza Cr (x̂, l)
}
. (3.4.4)

Observe que, como {D (z, j, δ)}z∈H∗j é uma famı́lia de conjuntos dois a dois dis-

juntos, por construção (Proposição 3.1.16), a famı́lia {π−1 (D (z, j, δ))}z∈H∗j é uma famı́lia

de elementos dois a dois disjuntos. Consequentemente, os elementos de K̂j (x̂, l) também

são dois a dois disjuntos. Denotemos por K̂j (x̂, l) a união dos elementos de K̂j (x̂, l) para

0 ≤ j ≤ ∞.

Relembre que estamos considerando o levantamento ν̂n das medidas νn dados por

(3.3.2) e ν̂ ponto de acumulação desta sequência.Temos que
⋃n−1
j=0 K̂j (x̂, l) cobre o suporte

da medida ν̂n|π−1(Cr(x̂,l)) e K̂∞ (x̂, l) contém o suporte de ν̂|π−1(Cr(x̂,l)).

Vamos ver a seguir, que retirando uma vizinhança suficientemente pequena do

bordo dos discos hiperbólicos ainda assim, repetindo a nossa construção, obtemos uma

medida de massa positiva. Isto garantirá que ao tomarmos a cobertura do suporte de
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ν formada pelos interiores dos conjuntos Cr (x̂, l), deveremos ter algum deles com me-

dida ν-positiva. Para vermos tal fato, denotemos para ε > 0, Vε (∂∆ (f j (z) , δ)) como

a vizinhança de tamanho ε do bordo do disco ∆ (f j (z) , δ), para z ∈ H∗j e j ∈ N.

Consideremos então ∆ε (f j (z) , δ) := ∆ (f j (z) , δ) \Vε (∂∆ (f j (z) , δ)) e Dε (z, j, δ) :=

f−jz (∆ε (f j (z) , δ)). Definamos então:

m̂j,z,ε := (ϕz)∗
(
LebDε(z,j,δ) × P

)
. (3.4.5)

Definamos ainda m̂j,ε :=
∑

z∈H∗j
m̂j,z,ε e

ν̂n,ε :=
1

n

n−1∑
j=0

f̂ j∗m̂j,ε. (3.4.6)

Lema 3.4.1. Se ε > 0 é suficientemente pequeno então ν̂n,ε
(
Λf
)
≥ α

2
para todo n sufi-

cientemente grande.

Demonstração. Observe que ν̂n
(
Λf
)

= νn (Λ) ≥ νn (H) ≥ α, para todo n suficientemente

grande, pela Proposição 3.2.1. Temos ainda que:

ν̂n
(
Λf
)
− ν̂n,ε

(
Λf
)

=
1

n

n−1∑
j=0

f̂ j∗m̂j

(
Λf
)
− f̂ j∗m̂j,ε

(
Λf
)

=
1

n

n−1∑
j=0

∑
z∈H∗j

f̂ j∗m̂j,z

(
∆̂
(
f j (z) , δ

)
\∆̂ε

(
f j (z) , δ

))

≤ 1

n

n−1∑
j=0

∑
z∈H∗j

f̂ j∗m̂j,z

(
π−1

(
∆
(
f j (z) , δ

)
\∆
(
f j (z) , δ

)))
=

1

n

n−1∑
j=0

∑
z∈H∗j

π∗f̂
j
∗m̂j,z

(
∆
(
f j (z) , δ

)
\∆ε

(
f j (z) , δ

))
≤ 1

n

n−1∑
j=0

∑
z∈H∗j

f j∗LebD(z,j,δ)

(
∆
(
f j (z) , δ

)
\∆ε

(
f j (z) , δ

))
Tomando ε > 0 suficientemente pequeno temos que a medida de Lebesgue da união das

vizinhança de tamanho ε > 0 do bordo dos discos ∆ (f j (z) , δ) é uma pequena fração da

medida de Lebesgue da união dos discos ∆ (f j (z) , δ). A distorção limitada implica que

temos que o mesmo vale para f j∗LebD. Portanto, assim como na prova do Lema 4.2 em

[ABV00], a menos de diminuirmos ε, podemos assumir que

∑
z∈H∗j

f j∗LebD(z,j,δ)

(
∆
(
f j (z) , δ

)
\∆ε

(
f j (z) , δ

))
≤ α

2
.
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Portanto

ν̂n
(
Λf
)
− ν̂n,ε

(
Λf
)
≤ α

2
.

Ou seja,

ν̂n,ε
(
Λf
)
≥ ν̂n

(
Λf
)
− α

2
≥ α

2
.

O que completa a prova.

A medida positiva do interior dos discos hiperbólicos nos garantirá que deve existir

um par (x̂, l) tal que π−1
(
K̂∞ (x̂, l)

)
tem medida ν̂ positiva, o que provamos no seguinte

lema.

Lema 3.4.2. Existe (x̂, l) tal que ν̂
(
K̂∞ (x̂, l)

)
> 0. Além disto, existe κ (x̂, l) tal que

ν̂
(
K̂∞ (x̂, l)

)
> κ (x̂, l) e ν̂n

(
∪n−1
j=0 K̂j (x̂, l)

)
> κ (x̂, l) para n em alguma subsequência de

(nk), onde ν̂nk → ν̂.

Demonstração. A menos de tomarmos uma subsequência de (nk)k∈N, podemos consid-

erar que ν̂nk,ε converge a uma medida ν̂ε na topologia fraca *. Pelo Lema (3.4.1) temos

que ν̂ε
(
Λf
)
≥ α

2
. Note que supp (ν̂ε) ⊂ ∩n∈N∪n−1

j=0 K̂j,ε e este conjunto é coberto pela

união dos interiores das caixas π−1 (Cr (x̂)). Por compacidade , existe um número finito

de pontos x̂ tal que supp (ν̂ε) ⊂ ∪x̂∈Ĥ∞ (π−1 (Cr (x̂))). Segue portanto que deve existir

x̂ tal que ν̂ε (π−1 (Cr (x̂))) > 0 e consequentemente existe (x̂, l) e κ (x̂, l) > 0 tal que

ν̂ε (π−1 (Cr (x̂, l))) ≥ κ (x̂, l) > 0.

Em virtude da escolha das caixas Cr (x̂, l) temos que qualquer disco da construção,

∆ (f j (z) , δ) que intersecte Cr (x̂, l) cruza Cr (x̂, l). Isto implica que

ν̂n,ε
(
π−1 (Cr (x̂, l))

)
= ν̂n,ε

(
∪n−1
j=0 K̂j (x̂, l)

)
.

A menos de reduzirmos r > 0 e diminuirmos os subdiscos ∆x̂,l de ∆ (x̂) na escolha das

caixas, podemos assumir que a medida ν̂ do bordo de π−1 (Cr (x̂, l)) é zero. Como, por

definição, ν̂ε ≤ ν̂ temos que:

lim
k→∞

ν̂nk,ε
(
π−1 (Cr (x̂, l))

)
= ν̂ε

(
π−1 (Cr (x̂, l))

)
≥ κ (x̂, l) .

Portanto, para todo n numa subsequência de (nk) vale que

ν̂n

(
∪n−1
j=0 K̂j (x̂, l)

)
≥ ν̂n,ε

(
∪n−1
j=0 K̂j (x̂, l)

)
≥ κ (x̂, l) .

Note agora que

lim sup
k→∞

ν̂nk

(
∪n−1
j=0 K̂j (x̂, l)

)
≤ ν̂

(
∪n−1
j=0 K̂j (x̂, l)

)
.
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ϕz f̂ j ϕ−1
x0

π π

z
ρ D(z, j, δ)

f j

π−1(D(z, j, δ))

f̂ j(π−1(D(z, j, δ)))

D(z, j, δ)× Γ

∆(f j(z), δ)× [z, . . . , f j(z)]x0

Cr(x̂)× Γ

Cr(x̂)

∆(f j(z), δ)
∆(x̂)x0

π−1(B(z, ρ))
π−1(Cr(x̂))

Figura 3.4.4: Representação de f̂ j (π−1 (D (z, j, δ))) em Cr (x̂)× Γ

Como ∩n∈N
(
∪n−1
j=0 K̂j (x̂, l)

)
⊂ K̂∞ (x̂, l), segue que ν̂

(
K̂∞ (x̂, l)

)
≥ κ (x̂, l).

Recorreremos à estrutura local de produto dada pelo Lema 3.3.2 para entender a

estrutura dos conjuntos f̂ j (π−1 (D (z, j, δ))) ∈ K̂j (x̂, l).

Observação 3.4.3. Tomemos f̂ j (π−1 (D (z, j, δ))) ∈ K̂j (x̂, l). Podemos utilizar o homeo-

morfismo ϕz para identificar o conjunto π−1 (D (z, j, δ)) com D (z, j, δ)× Γ. Gostaŕıamos

de ver como representar a imagem f̂ j (π−1 (D (z, j, δ))) em termos do homeomorfismo

ϕx0 . Observe que, π−1 (D (z, j, δ)) ⊂M f representa o conjunto D (z, j, δ) e todas as suas

posśıveis pré-histórias. O conjunto f̂ j (π̂−1 (D (z, j, δ))) representa então as pré-órbitas de

∆ (f j (z) , δ) = f j (D (z, j, δ)) que contêm D (z, j, δ). Em particular, f̂ j (π̂−1 (D (z, j, δ)))

corresponde as pré-órbitas de ∆ (f j (z) , δ) em que fixamos as j primeiras pré imagens.

Então, é fácil ver que o conjunto f̂ j (π̂−1 (D (z, j, δ))) é homeomorfo a ∆ (f j (z) , δ) ×
[x−j, ..., x−1]x0 por ϕx0 , onde

[x−j, ..., x−1]x0 :=
{

(in)n∈N∗ ∈ Γ : x−k ∈ Vik...i1 (x0) , para cada 1 ≤ k ≤ j
}
.

Note que [x−j, ..., x−1]x0 é um cilindro de comprimento j em Γ.

Dado j ∈ N e z ∈ H∗j , se ∆ (f j (z) , δ) ⊂ B (x, ρ) denotaremos :

[
z, f (z) , ..., f j (z)

]
x

:=
{

(in)n∈N ∈ Γ : f j−k (z) ∈ Vinin−1...i1 (x) , 0 ≤ k ≤ j
}
.

Ou seja, o conjunto [z, f (z) , ..., f j (z)]x das pré-histórias de x tais que

f j−k (z) = f−k
(
f j (z)

)
,
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para todo 1 ≤ k ≤ j. Note que este conjunto é um cilindro de comprimento j em Γ.

A observação 3.4.3 nos diz que se f̂ j (π−1 (D (z, j, δ))) ∈ K̂j (x̂, l), podemos iden-

tificá-lo com ∆ (f j (z) , δ)× [z, f (z) , ..., f j (z)]x0
.

Queremos ver que ν̂ |K̂∞(x̂,l) tem desintegração absolutamente cont́ınua com re-

speito a Lebesgue. Antes de enunciarmos e provarmos tal resultado, vamos construir um

espaço auxiliar e uma sequência de partições que nos permitirá estudar um elemento ν̂∆̂

da desintegração de ν̂ em termos da sequência de medidas (ν̂n)n∈N.

Fixemos um par (x̂, l) tal que ν̂
(
K̂∞ (x̂, l)

)
> 0. Tal par existe pelo Lema

3.4.2. Lembremos que K̂∞ (x̂, l) é a famı́lia de conjuntos que se projetam bijetiva-

mente sobre discos que cruzam Cr (x̂, l) e que são obtidos como acumulação dos discos

hiperbólicos. Por construção os elementos de K̂∞ (x̂, l) são obtidos como acumulação de

f̂ j (π−1 (D (z, j, δ))), onde ∆ (f j (z) , δ) = f j (D (z, j, δ)) cruza Cr (x̂, l). Por acumulação

aqui entendemos que para cada x̂ ∈ ∆̂ ∈ K̂∞ (x̂, l) existe uma sequência (ŷnk)k∈N tal que

ŷnk ∈ f̂nk (π−1 (D (znk , nk, δ))) para todo k ∈ N, nk é crescente e tende a infinito quando

k vai a infinito e limk→∞ ŷnk = x̂.

Por simplicidade, omitiremos o par (x̂, l) na notação dos conjuntos K̂j (x̂, l) e

K̂j (x̂, l) para j ∈ N := N ∪ {∞} definidos por (3.4.3) e (3.4.4) e o conjunto Cr (x̂, l)

definido por (3.4.2) . Denotaremos ainda x̂ = (x−n)n∈N, ∆̂ := ∆̂ (x̂) e ∆ := ∆ (x̂).

Definamos K† :=
⋃
j∈N K̂j × {j}. Então um elemento de K† é um par (â,m)

em que â ∈ f̂m (π−1 (D (z,m, δ))) para algum z ∈ H∗m. Como observamos anteri-

ormente temos que f̂m (π−1 (D (z,m, δ))) = ϕx0

(
∆ (fm (z) , δ)× [z, . . . , fm (z)]x0

)
onde

[z, . . . , fm (z)]x0
é um cilindro de comprimento m em Γ = {1, . . . , d}N∗ . Como ϕx0 é

um homeomorfismo, a cada â ∈ f̂m (π−1 (D (z,m, δ))) está associado um único para

(a, λ) ∈ ∆ (fm (z) , δ) × [z, . . . , fm (z)]x0
tal que ϕx0 (a, λ) = â e a = π (â). Então, a

menos da identificação por ϕx0 , podemos escrever um elemento (â,m) ∈ K† como uma

tripla (a, λ,m) ∈ ∆ (fm (z) , δ)× [z, . . . , fm (z)]x0
× N em que ϕx0 (a, λ) = â.
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Kj(x̂, l)

j j + 1 ∞

π π π

Kj+1(x̂, l) K∞(x̂, l)

Figura 3.4.5: O espaço K†

Em paralelo à construção das medidas ν̂m, definamos agora, para cada m ∈ N, a

medida ξ†m em K† dada por:

ξ†m

⋃
j∈N

Âj × {j}

 :=
1

m

m−1∑
j=0

f̂ j∗m̂j

(
Â
)
.

Observe que tais medidas estão bem definidas para todo m ∈ N uma vez que, por definição

de K†, se
⋃
j∈N Âj × {j} é um subconjunto de K† então Âj ⊂ K̂j e f̂ j∗m̂j está suportada

em K̂j. Note ainda que dado qualquer conjunto Â ⊂ Ĉr temos que

ν̂m

(
Â
)

= ν̂m

(
m−1⋃
j=0

Â ∩ K̂j

)
= ξ†m

(
m−1⋃
j=0

(
Â ∩ K̂j

)
× {j}

)

para todo m ∈ N. Em particular, isto implica que ξ†m
(
K†
)
> 0 para alguma subsequência

dos naturais conforme Lema 3.4.2. Assim sendo, existe um ponto de acumulação da

sequência
(
ξ†m
)
m∈N que é uma medida positiva ξ† cujo suporte está contido em K̂∞ ×

{∞} ⊂ K†. Além disto, ξ†
(
B̂ × {∞}

)
= ν̂

(
B̂
)

, para todo B̂ ⊂ K̂∞.

Mostraremos então que ξ† tem desintegração absolutamente cont́ınua com re-

speito a Lebesgue relativamente à partição
{

∆̂× {∞}
}

∆̂∈K̂∞
de K̂∞ × {∞} para con-

cluirmos que o mesmo vale para ν̂. A desintegração de ξ† ser absolutamente cont́ınua com

respeito a Lebesgue corresponde a dizer que p†∗ξ
†
∆̂×{∞} � Lebπ(∆̂) onde p† : K† → ∆, dada

por p† (a, λ, n) = Hs (a) e Hs é a holonomia por variedades estáveis em Cr. Para vermos

tal propriedade, vamos definir uma sequência crescente {Pk}k∈N de partições enumeráveis

de K† que será geradora para
{

∆̂× {∞}
}

∆̂∈K̂∞
.
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(a, λ, n)

a

W s

p(a, λ, n)

Cr(x̂)× Γ× {n}

∆(x̂)

∆(f j(z), δ)

π ◦ ϕx0

Cr(x̂)

Figura 3.4.6: Projeção p†

Lembremos que podemos identificar π−1 (Cr) com Cr × Γ pelo homeomorfismo

ϕx0 . Consideremos z′ ∈ ∆∗ e seja W s
r (z′) a variedade estável local de z′. Tomemos

(Wk)k∈N uma sequência de partições enumeráveis de W s
r (z′) cujo diâmetro tende a zero

quando k tende a infinito. Fixemos também a sequência (Γk)k∈N de partições de Γ em

que cada Γk é a partição por cilindros de comprimento k em Γ. Observe que (Γk)k∈N é

uma sequência crescente de partições enumeráveis de Γ com diâmetro tendendo a zero

quando k tende a infinito. Assim (Wk × Γk)k∈N é uma sequência crescente de partições

enumeráveis de W s
r (z′) × Γ cujo diâmetro também vai a zero quando k tende a infinito,

conforme Figura 3.4.7. Logo,
∨∞
j=0Wk × Γk é a partição de W s

r (z′)× Γ por pontos.
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∆(x̂)

Cr(x̂)

z

Vk
Vk+1

W s(z)

Figura 3.4.7: Sequência de partições (Wk × Γk)k∈N

Para cada k ∈ N, agruparemos os elementos de K̂j que intersectam o mesmo

átomo de Wk × Γk para construir a partição Pk. Os átomos de Pk consistirão de união

de elementos de K̂j que intersectam o mesmo átomo de Wk × Γk para j < k fixado e da

união de elementos de K̂j, para todo j ≥ k, que intersectam o mesmo átomo de Wk ×Γk.

Definimos assim a partição Pk de K† dizendo que (a, λ, n) ∈ K† e (b, σ,m) ∈
K†pertencem ao mesmo átomo de Pk se as seguintes condições são satisfeitas:

1. existem y e z tais que a ∈ ∆ (fn (y) , δ) e b ∈ ∆ (fm (z) , δ) e os discos ∆ (fm (y) , δ)

e ∆ (fm (z) , δ) intersectam o mesmo átomo de Wk;

2. λ e σ pertencem ao mesmo átomo de Γk;

3. [m ≥ k e n ≥ k] ou m = n < k.

Observe que, como ∆ (fm (y) , δ) e ∆ (fm (z) , δ) cruzam Cr então a interseção destes com

W s
r (z′) nunca é vazia. As condições 1,2 e 3 acima definem uma relação de equivalência

em K† o que implica que Pk é uma partição de K†.

Afirmamos que os átomos de Pk são uniões de produtos de discos hiperbólicos

por cilindros em Γ pelos tempos hiperbólicos correspondentes (figuras 3.4.8 e 3.4.9). De

fato, tomemos (a, λ,m) ∈ K†. Suponhamos m < k. Então (a, λ) ∈ ∆ (fm (z) , δ) ×
[z, ..., fm (z)]x0

para algum z ∈ H∗m. Denotemos por Pk (a, λ,m) o átomo de Pk que

contém (a, λ,m). É imediato da definição da partição Pk que

∆ (fm (z) , δ)×
(
[z, ..., fm (z)]x0

∩ Γk (λ)
)
× {m} ⊂ Pk (a, λ,m) ,
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onde Γk (λ) é o átomo da partição Γk que contém λ. Ora, mas Γk (λ) é um cilindro de

comprimento k > m que tem interseção não vazia com o cilindro [z, ..., fm (z)]x0
de com-

primento m. Logo [z, ..., fm (z)]x0
⊃ Γk (λ) e [z, ..., fm (z)]x0

∩ Γk (λ) = Γk (λ). Portanto

∆ (fm (z) , δ)× Γk (λ)× {m} ⊂ Pk (a, λ,m) .

Observe ainda que (y, σ, n) ∈ Pk (a, λ,m) se, e somente se:

• y ∈ ∆ (fn (w) , δ) para algum w ∈ H∗n e ∆ (fn (w) , δ) e ∆ (fm (z) , δ) intersectam o

mesmo átomo de Wk;

• σ ∈ Γk (λ);

• m = n.

Então ∆ (fm (w) , δ)× Γk (λ)× {m} ⊂ Pk (a, λ,m). Conclúımos então que, caso m < k,

Pk (a, λ,m) =
⋃
w

∆ (fm (w) , δ)× Γk (λ)× {m}

em que a união percorre w ∈ H∗m tal que ∆ (fm (w) , δ) e ∆ (fm (z) , δ) intersectam o

mesmo átomo de Wk e [w, . . . , fm (w)]x0
tem interseção não vazia com Γk (λ).

Suponhamos agora (a, λ,m) ∈ K† com m ≥ k. Observamos inicialmente, que

como no caso anterior temos que (a, λ) ∈ ∆ (fm (z) , δ) × [z, ..., fm (z)]x0
para algum

z ∈ H∗m. Novamente é imediato da definição que

∆ (fm (z) , δ)×
(
[z, ..., fm (z)]x0

∩ Γk (λ)
)
× {m} ⊂ Pk (a, λ,m) .

Mas, como assumimos que m ≥ k, [z, ..., fm (z)]x0
∩ Γk (λ) = [z, ..., fm (z)]x0

. Então

∆ (fm (z) , δ) × [z, ..., fm (z)]x0
× {m} ⊂ Pk (a, λ,m). Os mesmo argumentos anteriores

mostram que

Pk (a, λ,m) =
⋃
j≥k

⋃
wj

∆
(
f j (wj) , δ

)
×
[
wj, ..., f

j (wj)
]
x0
×{j}∪

(⋃
x̂

∆ (x̂)× {σ} × {∞}
)

onde a união em wj se dá sobre todos wj ∈ H∗j tal que ∆ (f j (wj) , δ) e ∆ (fm (z) , δ)

intersectam o mesmo átomo de Wk e [wj, ..., f
j (wj)]x0

tem interseção não vazia com

Γk (λ) e a união em x̂ percorre os pontos x̂ tais que ∆ (x̂) e ∆ (fm (z) , δ) intersectam o

mesmo átomo de Wk e σ ∈ Γk (λ).
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Vk ∩K?
j

Figura 3.4.8: Átomo da partição Pk que contém (û, j) com j < k.

Vk ∩K?
k Vk ∩K?

k+1
Vk ∩K?

k+2

Figura 3.4.9: Átomo da partição Pk que contém (û, j) com j ≥ k.

É fácil ver que, como o diâmetro da partição Wk × Γk vai a zero quando k tende

a infinito, vale a propriedade encaixante:

P1 (a, λ, n) ⊃ P2 (a, λ, n) ⊃ · · · ⊃ Pk (a, λ, n) ⊃ . . .

e
⋂
k∈NPk (a, λ, n) = ∆ (fn (z) , δ)×{λ}×{n} onde a ∈ ∆ (fn (z) , δ). Em particular dado

(a, λ,∞) temos que
⋂
k∈NPk (a, λ,∞) = ∆ (ŷ)× {λ} × {∞} onde a ∈ ∆ (ŷ).

Enunciemos então o resultado principal desta seção:

Teorema 3.4.4. Se (x̂, l) é como no Lema 3.4.2 então existe C3 > 1 e uma famı́lia de

medidas condicionais (ν̂∆̂)∆̂∈K̂∞(x̂,l) de ν̂|K̂∞(x̂,l) tal que π∗ν̂∆̂ � Leb∆

(
∆ = π

(
∆̂
))

e

1

C3

Leb∆ (B) ≤ π∗ν̂∆̂ (B) ≤ C3Leb∆ (B)

para todo B ⊂ ∆ mensurável, para quase todo ∆̂ ∈ K̂∞ (x̂, l).

Demonstração. Fixemos (x̂, l) dado pelo Lema 3.4.2, ou seja, tal que K̂∞ (x̂, l) tem ν̂-
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medida positiva. Considere o espaço K† e a sequência de medidas
(
ξ†m
)
m∈N dadas por

ξ†m

⋃
j∈N

Âj × {j}

 :=
1

m

m−1∑
j=0

f̂ j∗m̂j

(
Â
)
,

para cada m ∈ N, definidos previamente. Consideremos a projeção p† : K† → ∆∗

que a cada (a, λ, n) ∈ K† associa a projeção de apela holonomia estável Hs, ou seja,

p† (a, λ, n) = Hs (a).

Lembremos que estamos considerando o levantamento da medida de Lebesgue

nos pré-discos hiperbólicos dado por (3.3.1) na página 49, onde P é uma probabilidade

no conjunto de Cantor Γ fixada.

Para provarmos o teorema basta mostrarmos que existe uma constante C > 1,

tal que dado qualquer mensurável B ⊂ ∆, k ≥ 1 e ζ† ∈ K† e n ≥ 1:

C−1ξ†n
(
Pk
(
ζ†
))
Leb∆ (B) ≤ ξ†n

((
p†
)−1

(B) ∩ Pk
(
ζ†
))
≤ Cξ†n

(
Pk
(
ζ†
))
Leb∆ (B) .

É importante notar que as estimativas acima independem da escolha da probabilidade P.

De fato, fixando B ⊂ ∆ um conjunto mensurável podemos escrever Pk
(
ζ†
)

como

a união de ∆ (f j (z) , δ)× Ω (z, k)× {j} , onde, ou

Ω (z, k) =
[
z, . . . , f j (z)

]
x0

ou

Ω (z, k) = Γk (λ)

em que ζ† = (a, λ, n). Em ambos os casos, Ω (z, k) é um cilindro em Γ. Então temos que:

ξ†n
(
Pk
(
ζ†
))

=
1

n

n−1∑
j=0

∑
z

f̂ j∗m̂j,z

(
ϕx0

(
∆
(
f j (z) , δ

)
× Ω (z, k)

))
. (3.4.7)

onde a soma se dá sobre os pontos z tais que ∆ (f j (z) , δ)× Ω (z, k)× {j} ⊂ Pk
(
ζ†
)
. O

somando da expressão acima é igual a:

(
LebD(z,j,δ) × P

) (
ϕ−1
z ◦ f̂−j ◦ ϕx0

(
∆
(
f j (z) , δ

)
× Ωx0 (z, k)

))
. (3.4.8)

Usando o racioćınio da Observação 3.4.3, é fácil ver que

ϕ−1
z ◦ f̂−j ◦ ϕx0

(
∆
(
f j (z) , δ

)
× Ωx0 (z, k)

)
= D (z, j, δ)× Ωz,
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com Ωz ainda um cilindro em Γ.

Γ

Ω
z ⊂

Γ

D(z, j, δ)

D(z, j, δ) × Γ

∆(f j(z), δ) × Ωz

∆(f j(z)), δ)

Cr(x̂)

Cr(x̂)× Γ

(ϕx0
)−1 ◦ f̂ j ◦ ϕz

Figura 3.4.10: Mudança de cilindros.

Então a expressão (3.4.8) é igual a:

(
LebD(z,j,δ) × P

)
(D (z, j, δ)× Ωz) = LebD(z,j,δ) (D (z, j, δ)) · P (Ωz)

= f j∗LebD(z,j,δ)

(
∆
(
f j (z) , δ

))
· P (Ωz) .

Segue então que

f̂ j∗m̂j,z

(
ϕx0

(
∆
(
f j (z) , δ

)
× Ωx0 (z, k)

))
= f j∗LebD(z,j,δ)

(
∆
(
f j (z) , δ

))
· P (Ωz) . (3.4.9)

Denotemos por Hs
fj(z) a restrição de Hs ao disco hiperbólico ∆ (f j (z) , δ). Como(

Hs
fj(z)

)−1

(B) ⊂ ∆ (f j (z) , δ), não é dif́ıcil ver que as propriedades acima valem substi-

tuindo ∆ (f j (z) , δ) por
(
Hs
fj(z)

)−1

(B), com os mesmos subconjuntos de Γ, portanto,

f̂ j∗m̂j,z

(
ϕx0

((
Hs
fj(z)

)−1

(B)× Ωx0 (z, k)

))
= f j∗LebD(z,j,δ)

((
Hs
fj(z)

)−1

(B)

)
· P (Ωz) .

(3.4.10)

A propriedade de distorção limitada dada pela Proposição 3.1.14 nos fornece uma

constante T1 > 1 tal que

T−1
1 Leb∆(fj(z),δ)

(
(Hs)−1 (B)

)
≤ f j∗LebD(z,j,δ)

(
(Hs)−1 (B)

)
≤ T1Leb∆(fj(z),δ)

(
(Hs)−1 (B)

)
.
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Como pode ser visto em [QXZ09, Teorema V.8.1] a holonomia estável Hs
fj(z) é absoluta-

mente cont́ınua e tem jacobiano afastado de zero e infinito o que implica que existe uma

constante T2 > 1 satisfazendo:

T−1
2 Leb∆ (B) ≤ Leb∆(fj(z),δ)

(
(Hs)−1 (B)

)
≤ T2Leb∆ (B) .

Portanto

T−1
1 T−1

2 Leb∆ (B) ≤ f j∗LebD(z,j,δ)

(
(Hs)−1 (B)

)
≤ T1T2Leb∆ (B) .

Nos argumentos acima, substituindo B por ∆∗, obtemos que

T−1
1 T−1

2 Leb∆ (∆) ≤ f j∗LebD(z,j,δ)

(
∆
(
f j (z) , δ

))
≤ T1T2Leb∆ (∆) .

Assim o quociente

f̂ j∗m̂j,z

(
ϕx0

((
Hs
fj(z)

)−1

(B)× Ωx0 (z, k)

))
f̂ j∗m̂j,z (ϕx0 (∆ (f j (z) , δ)× Ωx0 (z, k)))

=

f j∗LebD(z,j,δ)

((
Hs
fj(z)

)−1

(B)

)
f j∗LebD(z,j,δ) (∆ (f j (z) , δ))

tem cotas superiores e inferiores dadas por

C−1
∗
Leb∆ (B)

Leb∆ (∆)
≤ f̂ j∗m̂j,z

(
ϕx0

(
(Hs)−1 (B)× Ωx0 (z, k)

))
f̂ j∗m̂j,z (ϕx0 (∆ (f j (z) , δ)× Ωx0 (z, k)))

e
f̂ j∗m̂j,z

(
ϕx0

(
(Hs)−1 (B)× Ωx0 (z, k)

))
f̂ j∗m̂j,z (ϕx0 (∆ (f j (z) , δ)× Ωx0 (z, k)))

≤ C∗
Leb∆ (B)

Leb∆ (∆)

onde C∗ = (T1T2)2. Portanto,

ξ†n

((
p†
)−1

(B) ∩ Pk
(
ζ†
))

=
1

n

n−1∑
j=0

∑
z

f̂ j∗m̂j,z

(
ϕx0

(
(Hs)−1 (B)× Ωx0 (z, k)

))
≤ C∗

Leb∆ (B)

Leb∆ (∆)

1

n

∑
j,z

f̂ j∗m̂j,z

(
ϕx0

(
∆
(
f j (z) , δ

)
×Ωx0(z, k)

))
= C∗

Leb∆ (B)

Leb∆ (∆)
ξ†n

(
P†k
(
ζ†
))
.

Analogamente

C−1
∗

Leb∆∗ (B)

Leb∆∗ (∆∗)
ξ†n

(
P†k
(
ζ†
))
≤ ξ†n

((
p†
)−1

(B) ∩ Pk
(
ζ†
))
.
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Findamos então a prova da afirmação pondo C3 = C∗
Leb∆(∆)

.

Para concluirmos a prova do Teorema observe que se limk→∞ ν̂nk = ν̂ na topologia

fraca∗, também existe o limite limk→∞ ξ
†
nk

= ξ† e supp
(
ξ†
)
⊂ ∪∆̂∈K̂∞∆̂ × {∞} . Temos

ainda que ξ† (Υ× {∞}) = ν̂ (Υ). Escolhendo
(
ζ̂ ,∞

)
∈ K† na afirmação anterior, já

vimos que ∩kPk
(
ζ̂ ,∞

)
= ∆̂×{∞} com ∆̂×{∞} contendo ζ. Então, fazendo o n tender

a infinito temos que

C−1Leb∆ (B) ≤
ξ†
((
p†
)−1

(B) ∩ Pk
(
ζ̂ ,∞

))
ξ†
(
Pk
(
ζ̂ ,∞

)) ≤ CLeb∆ (B) .

Ou seja, a medida condicional de ξ† em ∆̂× {∞} é absolutamente cont́ınua com

respeito a Leb∆. Dáı π∗ν̂∆̂ � Leb∆ provando o teorema.

3.5 Finitude e unicidade de medidas ergódicas

Constrúımos uma medida µ obtida como ponto de acumulação das médias Césaro

da medida de Lebesgue num disco D tangente ao campo de cones Ca, que é não uniforme-

mente expansor em um subconjunto H ⊂ U , vizinhança do atrator Λ. Ainda, D satisfaz

que LebD (H) > 0. Em outras palavras, existe uma medida f -invariante:

µ = lim
k→∞

1

nk

nk−1∑
j=0

f j∗LebD,

para alguma subsequência (nk)k∈N em N com nk →∞ quando k →∞. Mais ainda, se

ν = lim
k→∞

1

nk

nk−1∑
j=0

f j∗LebDj ,

é como em 3.2.1 na página 43 podemos escrever µ = ν + η, onde η = µ− ν.

A medida ν admite um levantamento ν̂ em M f e existe um conjunto K̂∞ ⊂ M f

composto por conjuntos instáveis (conjuntos que projetam-se pela projeção natural em

variedades instáveis) tal que ν̂ satisfaz π∗ν̂∆̂ � Lebπ(∆̂) para todo ∆̂ ∈ K̂∞, em que

{ν̂∆̂}∆̂∈K̂∞ é um sistema condicional de medidas com respeito a K̂∞. Esta propriedade

nos permitirá extrair uma componente ergódica da medida µ̂ com a propriedade SRB.

Seja, R
(
f̂
)

o conjunto de pontos em que a média de Birkhoff passadas e futuras
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coincidem, ou seja,

R
(
f̂
)

:=

{
ẑ ∈M f : existe lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ̂
(
f̂−j (ẑ)

)
= lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ̂
(
f̂ j (ẑ)

)}
.

Como consequência do Teorema Ergódico de Birkhoff, temos que R
(
f̂
)

tem medida total,

conforme[Mañ87, Corolário II.1.4].

Lembremos que dada uma partição P , mensurável com respeito a uma medida

boreliana µ, denotamos por µ̃ a medida quociente induzida por P .

Lema 3.5.1. Para ν̃ quase todo ∆ ∈ K∞ e todo φ ∈ C (M) existe L∆ (φ) ∈ R tal que

limn→∞
1
n

∑n−1
j=0 φ (f j (x)) = L∆ (φ) para Leb∆ quase todo x ∈ ∆.

Demonstração. Como µ̂
(
R
(
f̂
))

= 1 devemos ter que ν̂
(
M f\R

(
f̂
))

= 0. Em partic-

ular, para quase todo ∆̂ ∈ K̂∞ temos que ν̂∆̂

(
M f\R

(
f̂
))

= 0. Caso contrário existiria

um subconjunto K′ de K̂∞ com medida positiva tal que ν̂∆̂

(
M f\R

(
f̂
))

> 0 para todo

∆̂ ∈ K′. Mas então ν̂
(
M f\R

(
f̂
))
≥
∫
K′ ν̂∆̂

(
M f\R

(
f̂
))

d˜̂ν > 0. Este argumento

garante que para quase todo ∆̂ ∈ K̂∞ temos que ν̂∆̂ quase todo x̂ ∈ ∆̂ pertence a R
(
f̂
)

.

Seja ∆̂ ∈ K̂∞. Considere

R∆̂

(
f̂
)

:=

{
ẑ ∈ ∆̂ : existe lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ̂
(
f̂−j (ẑ)

)
= lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ̂
(
f̂ j (ẑ)

)}
.

Como vimos ν̂∆̂

(
M f\R∆̂

(
f̂
))

= 0 para quase todo ∆̂ ∈ K̂∞. Então R∆ := π
(
R∆̂

(
f̂
))

é um conjunto de medida total para π∗ν̂∆̂ e consequentemente para Leb∆. Isto porque, con-

forme Teorema 3.4.4, π∗ν̂∆̂ é absolutamente cont́ınua com respeito a Leb∆ com densidade

afastada de zero e infinito. Seja φ ∈ C (M) e x, y ∈ R∆. Então existem x̂, ŷ ∈ R∆̂

(
f̂
)

tais que π (x̂) = x e π (ŷ) = y. Observe que φ ◦ π ∈ C
(
M f
)
, logo temos que existem os

limites:

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ (x−j) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ ◦ π
(
f̂−j (x̂)

)
= lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ ◦ π
(
f̂ j (x̂)

)
e

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ (y−j) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ ◦ π
(
f̂−j (ŷ)

)
= lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ ◦ π
(
f̂ j (ŷ)

)
.

Ora, x̂, ŷ ∈ ∆̂ implica que limj→∞ d (x−j, y−j) = 0. Então:

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ (x−j) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ (y−j)
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e portanto

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ ◦ π
(
f̂−j (x̂)

)
= lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ ◦ π
(
f̂−j (ŷ)

)
.

Como x̂, ŷ ∈ R
(
f̂
)

, segue que:

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ ◦ π
(
f̂ j (x̂)

)
= lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ ◦ π
(
f̂ j (ŷ)

)
.

Usando que f j ◦ π = π ◦ f̂ j, conclúımos que

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ
(
f j (x)

)
= lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ
(
f j (y)

)
.

Como x, y foram escolhidos arbitrariamente temos que limn→∞
1
n

∑n−1
j=0 φ (f j (x)) = L∆ (φ)

para todo x ∈ R∆ e por definição Leb∆ (∆\R∆) = 0.

Temos a propriedade de desintegração absolutamente cont́ınua para uma sub-

probabilidade ν não necessariamente ergódica e invariante. Para garantirmos a existência

de medidas SRB bastará garantir a existência de medidas ergódicas com desintegração ab-

solutamente cont́ınua com respeito a Lebesgue e ergódicas. A próxima proposição garante

a existência de componentes ergódicas de µ com a propriedade SRB.

Proposição 3.5.2. A medida f -invariante µ = ν+η tem alguma componente ergódica µ∗

cujos expoentes de Lyapunov são todos não nulos e tem a propriedade SRB. Além disso,

supp (µ∗) ⊂ Λ.

Demonstração. Consideremos R =
⋃

∆∈K∞ R∆. Defina R =
⋃
n∈N f

−n (R). Temos que R
é f -invariante, no sentido que µ (R∩ f−1 (R)) = 0. De fato, é claro que f−1 (R) ⊂ R e,

pelo Teorema de Recorrência de Poincaré é fácil ver que µ (R\f−1 (R)) = 0.

Afirmamos que para todo φ ∈ C (M) existe L (φ) ∈ R tal que para todo x ∈ R
vale:

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ
(
f j (x)

)
= L (φ) .

A prova segue as ideias do argumento de Hopf para ergodicidade de difeomorfismos de

Anosov. Para vermos isso, usando o Lema 3.5.1, temos que existe L∆ (φ) ∈ R tal que

para todo x ∈ R∆

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ
(
f j (x)

)
= L∆ (φ) para todo φ ∈ C (M) .
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Dados ∆,∆′ ∈ K∞, consideremos a holonomia estável Hs : ∆→ ∆′. Como R∆ e R∆′ são

conjuntos de medida total para Leb∆ e Leb∆′ , respectivamente, e a folheação estável é ab-

solutamente cont́ınua ([QXZ09, Teorema V.8.1]) temos Hs (R∆) = R∆′ (Leb∆ − mod 0).

Observe também que φ̃ (x) := limn→∞
1
n

∑n−1
j=0 φ (f j (x)) é constante quando restrita a var-

iedades estáveis. Dáı temos que L∆ (φ) = L∆′ (φ) = L (φ), para quaisquer pares ∆,∆′ ∈
K∞. Portanto dado φ ∈ C (M) existe L (φ) ∈ R tal que limn→∞

1
n

∑n−1
j=0 φ (f j (x)) = L (φ)

para todo x ∈ R .

Assim, dado φ ∈ C (M) temos que para todo x ∈ R, existe n0 (x) ∈ N tal que

fn0 (x) ∈ R, e portanto:

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ
(
f j (x)

)
= lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ
(
f j (fn0 (x))

)
= L (φ) . (3.5.1)

Observe que

µ (R) ≥ µ (R) ≥ ν (R) = π∗ν̂ (R) = ν̂
(
π−1 (R)

)
≥ ν̂

(
R
(
f̂
))

= ν̂
(
K̂∞

)
≥ α > 0.

Defina µ∗ := µ|R, onde µ|R (A) = µ(A∩R)
µ(R)

, para todo A ⊂ M mensurável. Ora,

como R é f -invariante, temos que µ∗ é uma probabilidade f -invariante positiva. Como

para todo x ∈ R temos que vale (3.5.1), µ∗ é uma medida ergódica. Podemos escrever

ainda µ∗ = ν|R + η|R.

Como consequência da Proposição 3.3.6 temos que para todo ∆ ∈ K∞ e para

todo y ∈ ∆ existe uma pré-órbita ŷ ∈ M f de y que admite uma decomposição Df̂−1-

invariante Tŷ = Es
y ⊕ Euŷ em que Es

y é uniformemente contrator e Euŷ é contrator para

o passado ao longo da pré-órbita ŷ. Em particular, para todo y ∈ R existe uma tal

pré-órbita ŷ ∈ M f e a decomposição Tŷ = Es
y ⊕ Euŷ . Observe que µ∗ (R) > ν (R) > 0.

Logo os expoentes de Lyapunov com respeito a µ̂∗ associados a este ŷ são não nulos. Pela

Proposição (2.1.3) temos que tais expoentes coincidem com os expoentes de y, assim os

expoentes de Lyapunov de y com respeito a µ∗ são não nulos. Então para todo x ∈ R o

espectro de Lyapunov não contém o zero. Portanto µ∗ é hiperbólica.

Vamos ver agora que µ∗ tem a propriedade SRB. Consideremos µ̂∗ o levantamento

de µ∗. Lembremos que µ∗ é f -invariante e portanto µ̂∗ é única medida f̂ -invariante tal

que π∗µ̂∗ = µ∗. É fácil ver que µ̂∗ := µ̂|π−1(R).

Afirmação 3.5.3. Se
{
µ̂∗,∆̂

}
∆̂∈K̂∞

é um sistema condicional de medidas de µ̂∗ com respeito

a K̂∞ então π∗µ̂∗,∆̂ � Leb∆, para ˜̂µ∗ quase todo ∆̂ ∈ K̂∞.

Prova da Afirmação. Para cada ∆̂ ∈ K̂∞ temos que π|∆̂ : ∆̂ → ∆ é um difeo-

morfismo. Podemos então levantar a medida de Lebesgue em ∆ a cada conjunto ∆̂

correspondente, pondo m̂∆̂ := (π|∆̂)−1
∗ Leb∆. Assim π∗µ̂∗,∆̂ � Leb∆ se, e somente se
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µ̂∗,∆̂ � m̂∆̂.

Suponhamos por redução ao absurdo que exista Â ⊂ K̂∞ tal que µ̂∗

(
Â
)
>

0 e m̂∆̂

(
Â ∩ ∆̂

)
= 0 para ˜̂µ∗ quase todo ∆̂ ∈ K̂∞ . Mas µ̂∗

(
Â
)
> 0 implica que

µ̂∗,∆̂

(
Â ∩ ∆̂

)
> 0 para todo ∆̂ em algum subconjunto K̂′∞ ⊂ K̂∞ com medida ˜̂µ∗ positiva.

Defina B̂ =
⋃∞
j=−∞ f̂

j
(
Â
)
.Ora, B̂ é f̂ -invariante e µ̂∗

(
B̂
)
≥ µ̂∗

(
Â
)
> 0. Então, por

ergodicidade, µ̂∗

(
B̂
)

= 1 e portanto µ̂∗,∆̂

(
B̂ ∩ ∆̂

)
= 1, para ˜̂µ∗ quase todo ∆̂ ∈ K̂∞.

Por outro lado m̂∆̂

(
B̂ ∩ ∆̂

)
= 0 para ˜̂µ∗ quase todo ∆̂ ∈ K̂∞, pois f̂ j∗m̂∆̂ � m̂∆̂, para

todo j ∈ Z. Conclúımos então que, neste caso, µ̂∗,∆̂ ⊥ m̂∆̂, para ˜̂µ∗ quase todo ∆̂ ∈ K̂∞.

Note que não podemos ter µ̂∗,∆̂ ⊥ m̂∆̂, para ˜̂µ∗ quase todo ∆̂ ∈ K̂∞, pois em K̂∞
podemos escrever µ̂∗,∆̂ = ν̂∆̂ + η̂∆̂ e já temos que ν̂∆̂ � m̂∆̂ (Teorema 3.4.4) e ν̂∆̂ tem

massa positiva.

Assim sendo, para todo Â ⊂ K̂∞ tal que m̂∆̂

(
Â ∩ ∆̂

)
= 0 temos que µ̂∗

(
Â
)

= 0

e, neste caso, é imediato que µ̂∗,∆̂ � m̂∆̂, para ˜̂µ∗ quase todo ∆̂ ∈ K̂∞. Isto prova a

afirmação.

Como na prova da Proposição VII.2.4 de [QXZ09] temos que P :=
∨
j∈N f̂

−jK̂∞
é uma partição de R subordinada a variedades instáveis. Pois aqui também estamos

tomando uma famı́lia de conjuntos instáveis dois a dois disjuntos e gerando uma partição

a partir desta famı́lia. Usando a propriedade acima conclúımos que para quase todo

P̂ ∈ P , teremos que π∗µ̂∗,P̂ � Lebπ(P̂). Se Q é qualquer outra partição subordinada a

variedades instáveis, a mesma propriedade de continuidade absoluta vale para Q∨ P e

portanto para Q. Portanto µ∗ é uma medida SRB para f . É imediato que supp (µ∗) ⊂ Λ,

pois µ∗ é a restrição de µ a R e R está contido em Λ.

Lema 3.5.4. Existe b > 0 tal que se µ∗ é dado pela Proposição 3.5.2, então existe um

aberto U ⊂M que está contido em B (µ∗) (a menos de um conjunto de medida de Lebesgue

nula) e Leb (U) > b.

Demonstração. Observe que µ̂∗ (B (µ̂∗)) = 1, pois µ̂∗ é uma medida ergódica. Em particu-

lar, existe ∆̂ ∈ K̂∞ tal que µ̂∗,∆̂ quase todo ponto x̂ em ∆̂ pertence a B (µ̂∗), consequente-

mente m̂∆̂ quase todo ponto x̂ em ∆̂ pertence a B (µ̂∗). Observe que π (B (µ̂∗)) ⊂ B (µ∗).

De fato, dado φ ∈ C (M) temos que φ ◦ π ∈ C (M), logo se x̂ ∈ B (µ̂∗) então:

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ ◦ π
(
f̂ j (x̂)

)
=

∫
φ ◦ πdµ̂∗.

Mas o lado direito da igualdade acima é igual a limn→∞
1
n

∑n−1
j=0 φ (f j (x0)) enquanto o
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esquerdo é igual a
∫
φdµ∗. Portanto

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ
(
f j (x0)

)
=

∫
φdµ∗.

Ou seja, x0 = π (x̂) ∈ B (µ∗). Então Leb∆ quase todo ponto x ∈ ∆ pertence a B (µ∗).

Então a união das variedades estáveis de pontos em B (µ∗)∩∆ também estão contidas em

B (µ∗), pois limites de médias de Birkhoff são constantes ao longo de variedades estáveis.

Usando a continuidade absoluta da folheação estável e que as variedades estáveis têm

tamanho uniformemente afastado de zero, conclúımos para r > 0 suficientemente pequeno,

que U =
⋃
y∈∆ W

s
r (y) é um aberto que está contido em B (µ∗) exceto por um conjunto

de medida nula. O fato que U tem medida de Lebesgue uniformemente afastada de zero

é análogo à prova do Corolário 4.6 de [ABV00].

Como consequência do Lema 3.5.4, temos que existe um número finito de medidas

ergódicas SRB para a aplicação f , uma vez que a bacia de cada uma delas é disjunta e

contém um conjunto de medida de Lebesgue positiva uniformemente afastada de zero.

Suponhamos agora que f seja transitiva e que existam µ1 e µ2 medidas SRB para

f . Pelo Lema 3.5.4 temos que existem abertos U1 ⊂ B (µ1) mod 0 e U2 ⊂ B (µ2) mod 0.

A transitividade de f implica que existe um N0 ∈ N tal que fN0 (U1) ∩ U2 6= ∅. A menos

de considerarmos um aberto menor, podemos supor que fN0|U1 é um difeomorfismo. Em

particular temos que fN0 (U1)∩U2 é um aberto. Ora, mas também fN0 (U1)∩U2 ⊂ B (µ2)

mod 0. Temos ainda que f−N0
(
fN0 (U1) ∩ U2

)
∩ U1 ⊂ B (µ1) mod 0. Portanto, deve

existir x ∈ M , tal que x ∈ B (µ1) e fN0 (x) ∈ B (µ2), ou seja, x ∈ B (µ1) ∩ B (µ2). Logo,

µ1 = µ2. Ou seja, a medida SRB é única se f é transitiva.

Podemos então resumir os resultados obtidos:

Teorema 3.5.5. Seja M uma variedade Riemanniana compacta e conexa. Suponhamos

f : M →M um difeomorfismo local de classe C1+α, com α > 0 e Λ ⊂M um atrator para

f e U ⊂ Λ uma vizinhança de Λ tal que Λ = ∩n≥0f
n
(
U
)
. Assumamos que para todo x ∈ U

temos bem definido um subespaço estável Es
x ≤ TxM e um campo de cones de amplitude

a > 0, complementar ao espaço estável satisfazendo as hipóteses (H1), (H2), (H3) e (H4).

Então existe no máximo uma quantidade finita de probabilidades invariantes e ergódicas

com a propriedade SRB cujas bacias cobrem H (Leb mod 0). Consequentemente, se

H = U (Leb mod 0) então existem um número finito de medidas SRB para f em U .

Finalmente, se f é uma aplicação transitiva então existe uma única medida SRB para f .



Caṕıtulo 4

Estabilidade estat́ıstica da medida

SRB

Finalizamos o caṕıtulo anterior mostrando que existe um número finito de medi-

das SRB ergódicas cujas bacias cobrem, a menos de um conjunto de medida de Lebesgue

nula, o conjunto H de pontos que tinham infinitos tempos cone-hiperbólicos. Caso f

seja transitiva no atrator Λ então temos a unicidade de tal medida. Neste caṕıtulo va-

mos ver que se as hipóteses (H1), (H2), (H3) e (H4) valem robustamente então temos

a estabilidade estat́ıstica da medida SRB. Precisamente, suponhamos U um aberto de

endomorfismos de classe Cr em que valem as propriedades (H1), (H2), (H3) e (H4) com

constantes uniformes e (fn)n∈N uma sequência em U convergindo a f ∈ U . Então temos a

estabilidade estat́ıstica das medidas SRB se para qualquer sequência de medidas (µn)n∈N

em que, para cada n, µn é uma medida SRB para fn, então todo ponto de acumulação

µ de (µn)n∈N é combinação linear de medidas SRB para f . Comecemos por definir a

robustez das propriedades (H1), (H2), (H3) e (H4).

Suponhamos que Λ seja um atrator para f . Consideremos U ⊃ Λ uma vizinhança

aberta de Λ tal que ∩n≥0f
n
(
U
)

= Λ. Se g é próxima de f então Λg := ∩n≥0g
n
(
U
)

é um

atrator para g. Denotemos por Endr (M) o conjunto de difeomorfismos locais de classe

Cr em M .

Assumamos que exista um vizinhança aberta , V ⊂ Endr (M), de f , um campo

de cones em U de dimensão 0 < du ≤ dim (M)

U 3 x→ C (x)

e constantes λ ∈ (0, 1), α > 0 e c > 0 tais que cada g ∈ V satisfaz:

(R1) g admite um subespaço uniformemente λ-contrator e Dg-invariante Es
x (g) para cada

x ∈ Λg, ou seja, ‖Dg|Es‖ ≤ λ e Dg ·Es = Es. Além disso � (Es, v) > α , para todo

78



79

v ∈ C.

(R2) o campo de cones C é positivamente Dg-invariante e para Leb quase todo ponto

x ∈ U temos que

lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

log ‖
(
Dg
(
gj (x)

)
|C(gj(x))

)−1 ‖ ≤ −c < 0.

(R3) para todo v ∈ Es
x e w ∈ Dg (x) · C (x)

‖Dg (x) · v‖‖Dg (x)−1 · w‖ ≤ λ.

Neste caso diremos que V é um aberto de difeomorfismos locais parcialmente hiperbólicos

de classe Cr com constantes uniformes. Para cada g ∈ V , denotemos porHg o subconjunto

de U de pontos que satisfazem a propriedade (R2).

Observação 4.0.6. Como a existência de um espaço estável é equivalente a existência de

um campo de cones invariante pelo inverso da derivada em cada ponto, alternativamente

podeŕıamos substituir a condição (4) pela existência de um campo de cones Cs satisfazendo

Dg (x)−1 · Cs (g (x)) ⊂ C (x) para todo x ∈ Λg e para todo g ∈ V e existe σ > 1 tal que

‖Dg (x)−1 · v‖ ≥ σ‖v‖ para todo v ∈ Cs (g (x)), para todo x ∈ Λg e para todo g ∈ V .

Segue do Teorema 3.5.5 que:

Corolário 4.0.7. Para todo g ∈ V existe uma quantidade finita de medidas SRB ergódicas

para g suportadas em Λg. Além disso, se g|Λg é transitiva então existe uma única medida

SRB para g.

A partir daqui fixemos V ⊂ Endr (M) um aberto de difeomorfismos locais par-

cialmente hiperbólicos de classe Cr e se g ∈ V , seja µg uma medida SRB para g. Então,

dada uma partição P̂ de M g subordinada a variedades instáveis, para µ̂g quase todo ponto

x̂ ∈M g:

π∗µ̂P̂(x̂) � Lebπ(P̂(x̂)),

onde µ̂g é o levantamento de µg para M g, P̂ (x̂) é o átomo de P̂ que contém x̂, µ̂P̂(x̂) é o

elemento da desintegração de µ̂g em P̂ (x̂) e a aplicação π é considerada restrita a P̂ (x̂).

Pelo Teorema de Radon-Nikodym existe uma função mensurável ρx̂ : π
(
P̂ (x̂)

)
→ R que

é positiva para π∗µ̂P̂(x̂) quase todo ponto e satisfaz para todo subconjunto mensurável

B ⊂ π
(
P̂ (x̂)

)
:

π∗µ̂P̂(x̂) (B) =

∫
B

ρx̂dLebπ(P̂(x̂)).
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Por outro lado, observe que, π |P̂(x̂): P̂ (x̂)→ π
(
P̂ (x̂)

)
é uma aplicação bijetiva,

podemos induzir uma medida de Lebesgue em P̂ (x̂) a partir da medida de Lebesgue em

π
(
P̂ (x̂)

)
. Lembremos que π

(
P̂ (x̂)

)
está contida em W u

loc (x̂) e portanto, entendemos

por medida de Lebesgue neste conjunto como aquela induzida pela medida de Lebesgue

em W u
loc (x̂) . Definamos m̂P̂(x̂) :=

(
π |P̂(x̂)

)∗
Lebπ(P̂(x̂)) , onde

(
π |P̂(x̂)

)∗
Lebπ(P̂(x̂))

(
Â
)

= Lebπ(P̂(x̂))

(
π |P̂(x̂)

(
Â
))

.

Note ainda que π∗m̂P̂(x̂) = Lebπ(P̂(x̂)). Então π∗µ̂P̂(x̂) � Lebπ(P̂(x̂)) se, e somente

se, µ̂P̂(x̂) � m̂P̂(x̂). Novamente pelo Teorema de Radon-Nikodym, temos que existe uma

função mensurável ρ̂ : P̂ (x̂)→ R, positiva em µ̂P̂(x̂) quase todo ponto, tal que

µ̂P̂(x̂)

(
B̂
)

=

∫
B̂

ρ̂dm̂P̂(x̂).

A medida m̂P̂(x̂) herda a propriedade de mudança de variáveis da medida de

Lebesgue em π
(
P̂ (x̂)

)
, com respeito a ĝ como veremos no lema a seguir. Antes, relem-

bremos que definimos sobre a extensão natural de um endomorfismo g : M →M , M g, uma

estrutura de fibrado vetorial que associa a cada x̂ ∈ M g o espaço vetorial Tx̂ := Tπ(x̂)M .

E definimos a derivada de ĝ na sequência x̂ ∈M g, como a aplicação

Dĝ (x̂) :Tx̂ →Tĝ(x̂)

v 7→Dg (π (x̂)) · v
.

Podemos definir também detDĝ (x̂) = detDg (π (x̂)).

Lema 4.0.8. Seja g : M → M um endomorfismo de classe C1 definido numa variedade

Riemanniana compacta M .Suponha Â ⊂M g um subconjunto satisfazendo que π |Â: Â→
π
(
Â
)

é bijetiva e π
(
Â
)

é uma subvariedade de M . Além disto, assuma que π |ĝ(Â)
também é bijetiva com a sua imagem. Então vale que∫

ĝ(Â)
φdm̂ĝ(Â) =

∫
Â

φ ◦ ĝ (x̂)
∣∣∣detDĝ (x̂) |Tx0

π(Â)

∣∣∣ dm̂Â.

Demonstração. Denote A := π
(
Â
)

. Então A é uma subvariedade de M . Como π |ĝ(Â) é

uma aplicação injetiva e π semiconjuga g e ĝ temos que g |A é um difeomorfismo sobre sua

imagem. Em particular g (A) também é uma subvariedade de M . Então se φ : ĝ
(
Â
)
→ R
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é uma aplicação mensurável temos:∫
ĝ(Â)

φdm̂ĝ(Â) =

∫
ĝ(Â)

φd
(
π |ĝ(Â)

)∗
Lebg(A)

=

∫
g(A)

φ ◦
(
π |ĝ(Â)

)−1

dLebg(A)

=

∫
A

φ ◦
(
π |ĝ(Â)

)−1

◦ g (x) |det (Dg (x) |TxA)| dLebA

=

∫
A

φ ◦ ĝ ◦ (π |Â)−1 (x)
∣∣det

(
Dĝ
(
(π |Â)−1 (x)

)
|TxA

)∣∣ dLebA
=

∫
Â

φ ◦ ĝ (x̂)
∣∣det

(
Dĝ (x̂) |Tx0A

)∣∣ d (π |Â)∗ LebA

=

∫
Â

φ ◦ ĝ (x̂)
∣∣det

(
Dĝ (x̂) |Tx0A

)∣∣ dm̂Â (x̂)

Observação 4.0.9. Note que se g ∈ Endr (M), r ≥ 1, e Â ⊂M g é um subconjunto tal que

π |Â é uma aplicação injetiva então π |ĝ−1(Â) também é um aplicação injetiva. De fato,

suponhamos x̂, ŷ ∈ ĝ−1
(
Â
)

e π (x̂) = π (ŷ). Então g (π (x̂)) = g (π (ŷ)) . Mas, como π é

semiconjugação entre g e ĝ, temos que π (ĝ (x̂)) = π (ĝ (ŷ)). Mas ĝ (x̂) , ĝ (ŷ) ∈ Â e π |Â e

injetiva implica que ĝ (x̂) = ĝ (ŷ). Logo, x̂ = ŷ. Em particular, se π
(
Â
)

é subvariedade

de M então π
(
ĝ−1

(
Â
))

também é uma subvariedade de M . O Lema 4.0.8 garante então

que, para φ : ĝ−1
(
Â
)
→ R.

∫
ĝ−1(Â)

φdm̂ĝ−1(Â) =

∫
Â

φ ◦ ĝ−1 (x̂)
∣∣∣det

(
Dĝ−1 (x̂) |Tx0π(Â)

)∣∣∣ dm̂Â (x̂) ,

onde Dĝ−1 (x̂) = (Dg (x−1))−1.

O próximo lema garante que tais funções ρx̂ são afastadas de zero e infinito e

portanto π∗µ̂P̂(x̂) não só é absolutamente cont́ınua com respeito a Lebπ(P̂(x̂)), como é

também equivalente.

Lema 4.0.10. Existe C > 0 tal que se g ∈ V e µg é medida SRB para g então as

densidades são funções Hölder cont́ınuas e são afastadas de zero e infinito e

C−1 ≤
dπ∗µ̂g,∆̂
dLeb∆

≤ C,

onde
{
µ̂g,∆̂

}
∆̂∈P

é desintegração do levantamento µ̂g de µg com respeito a partição P

subordinada a variedades instáveis e ∆ = π
(

∆̂
)

.
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Demonstração. Fixemos P uma partição de M g subordinada a variedades instáveis. Seja

ẑ ∈ supp (µ̂g). Temos por definição que π |P(ẑ) é uma aplicação bijetiva com a sua imagem.

Consideremos então a medida m̂P(ẑ) :=
(
π |P(ẑ)

)∗
Lebπ(P(ẑ)). Como π∗µ̂P(ẑ) � Lebπ(P(ẑ))

temos que µ̂P(ẑ) � m̂P(ẑ) e portanto, pelo Teorema de Radon-Nikodym existe uma função

mensurável ρẑ : P (ẑ)→ R que é positiva para µ̂P(ẑ) quase todo ponto satisfazendo

µ̂P(ẑ)

(
B̂
)

=

∫
B̂

ρx̂dm̂P(ẑ).

Da invariância das variedades instáveis e do fato que π |ĝ−1(P̂) é injetiva para todo P̂ ∈ P
decorre que ĝ−nP também é uma partição subordinada a variedades instáveis. Denotemos

por ρn : ĝ−n (P (ẑ)) → R a densidade de µ̂ĝ−n(P(ẑ)) com respeito a m̂ĝ−n(P(ẑ)). Usando a

fórmula de mudança de variáveis, temos que se B̂ ⊂ P (ẑ) é um subconjunto mensurável,

então

µ̂ĝ−n(P(ẑ))

(
ĝ−n

(
B̂
))

=

∫
ĝ−n(B̂)

ρndm̂ĝ−n(P(ẑ))

=

∫
B̂

ρn ◦ ĝ−n (x̂)
∣∣det

(
Dĝ−n (x̂) |Tx0π(P(ẑ))

)∣∣ dm̂P(ẑ).

Mas, pelo Lema 2.2.5, temos que ĝn∗ µ̂m̂ĝ−n(P(ẑ))
= µ̂P(ẑ). Dáı,

ρẑ (x̂) = ρn ◦ ĝ−n (x̂)
∣∣det

(
Dĝ−n (x̂) |Tx0π(P(ẑ))

)∣∣ .
Observe que

Dĝ−n (x̂) = Dgn
(
π
(
ĝ−n (x̂)

))−1

= Dg (x−n)−1 ◦Dg (x−n+1)−1 ◦ · · · ◦Dg (x−2)−1 ◦Dg (x−1)−1 .

Então

det
(
Dĝ−n (x̂) |Tx0π(P(ẑ))

)
=

n∏
k=1

det
(
Dg (x−k)

−1 |Ex−k+1

)
onde Ex−k := Tx−kπ

(
ĝ−k (P (ẑ))

)
. Ou ainda:

det
(
Dĝ−n (x̂) |Tx0π(P(ẑ))

)
=

n∏
k=1

[
det
(
Dg (x−k) |Ex−k

)]−1
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. Assim, dados x̂, ŷ ∈ P (ẑ) temos que

ρẑ (x̂)

ρẑ (ŷ)
=
ρn (ĝ−n (x̂))

ρn (ĝ−n (ŷ))

n∏
k=1

∣∣∣∣∣∣∣
[
det
(
Dg (x−k) |Ex−k

)]−1

[
det
(
Dg (y−k)

−1 |Ey−k
)]−1

∣∣∣∣∣∣∣ .
Usando o Corolário 3.1.4 temos que π

(
ĝ−k (P (ẑ))

)
3 w → log (detDg (w) |Ew) é uma

função Hölder cont́ınua, com constantes L > 0 e α ∈ (0, 1). Então

log

 n∏
k=1

[
det
(
Dg (x−k) |Ex−k

)]−1

[
det
(
Dg (y−k)

−1 |Ey−k
)]−1

 ≤ n∑
k=1

log det
(
Dg (x−k) |Ex−k

)
− log det

(
Dg (y−k)

−1 |Ey−k
)

≤
n∑
k=1

L · dist (x−k, y−k)
α

≤
n∑
k=1

L · e− c2αkdist (x0, y0)α .

Em particular temos que,
∏n

k=1

∣∣∣∣ det
(
Dg(x−k)|Ex−k

)
det

(
Dg(y−k)−1|Ey−k

)
∣∣∣∣ é um número afastado de zero e infinito

para todo n ∈ N.

Afirmação. Existe uma subsequência nk →∞ tal que limk→∞
ρnk(ĝ

−nk (x̂))
ρnk(ĝ

−nk (ŷ))
= 1.

Prova da afirmação. Consideremos C :=
⋃
y∈π(P(ẑ))W

s
r (y) com r suficientemente

pequeno. Consideremos K a famı́lia de variedades instáveis locais de (g, µg) que cruzam

C e K̂ a famı́lia dos levantamentos dos elementos de K. Tomemos Ŵ = π−1 (W s
r (z)).

Então todo elemento de Ω̂ε está contido em algum Ŵloc (ŵ) com ŵ ∈ Ŵ . Fixemos ε > 0

e Ω̂ε ⊂ K̂ um subconjunto compacto tal que µ̂
(
K̂\Ω̂ε

)
< ε e a aplicação ρ : Ω̂ε → R dada

por ρ (x̂) = ρŵ (x̂) onde ŵ ∈ Ŵ é tal que x̂ ∈ Ŵloc (ŵ) e ρŵ é a densidade no elemento

P (x̂) é uma aplicação cont́ınua. Em particular, dado k ∈ N existe δk > 0 tal que∣∣∣∣ρ (x̂)

ρ (ŷ)
− 1

∣∣∣∣ < 1

k

para todo x̂, ŷ ∈ Ω̂ε que pertencem a um mesmo Ŵloc (ŵ) e d̂ (x̂, ŷ) < δk.

Como µ̂
(

Ω̂ε

)
> 0, podemos aplicar o Teorema de Recorrência de Poincaré para

afirmar que para x̂, ŷ ∈ P (ẑ) existe nk suficientemente grande tal que:

1. existe ŵ ∈ Ŵ tal que ĝ−nk (P (ẑ)) ⊂ Ŵ u
loc (ŵ);

2. d̂ (ĝ−nk (x̂) , ĝ−nk (ŷ)) ≤ δk.
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A primeira propriedade segue da invariância das variedades instáveis e a segunda da

propriedade de contração para o passado fixadas as pré-órbitas. Segue então que

ρnk
(
ĝ−nk (x̂)

)
= ρ

(
ĝ−nk (x̂)

)
e

ρnk
(
ĝ−nk (ŷ)

)
= ρ

(
ĝ−nk (ŷ)

)
.

Mas então, por hipótese:∣∣∣∣ρnk (ĝ−nk (x̂))

ρnk (ĝ−nk (ŷ))
− 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ρ (ĝ−nk (x̂))

ρ (ĝ−nk (ŷ))
− 1

∣∣∣∣ < 1

k
,

para todo k ∈ N. Isto conclui a prova da afirmação.

Então, como

ρẑ (x̂)

ρẑ (ŷ)
=
ρn (ĝ−n (x̂))

ρn (ĝ−n (ŷ))

n∏
k=1

∣∣∣∣∣∣
det
(
Dg (x−k) |Ex−k

)
det
(
Dg (y−k)

−1 |Ey−k
)
∣∣∣∣∣∣

temos que existe uma constante κ > 0 tal que κ−1 ≤ ρẑ(x̂)
ρẑ(ŷ)

≤ κ, como queŕıamos mostrar.

Lema 4.0.11. Sejam g ∈ V e µg uma medida SRB para g. Então existe um disco D ⊂M

tal que LebD (D ∩B (µg) ∩Hg) = LebD (D).

Demonstração. Seja P uma partição de M g subordinada a variedades instáveis. Então

cada átomo de P contém, por definição, um conjunto que projeta-se pela projeção natural

π : M g → M sobre um disco contido em alguma variedade instável local de g com

respeito a µg. Consideremos sem perda de generalidade que a partição P seja tal que

cada átomo é de fato um conjunto que projeta-se sobre um disco instável local. Seja µ̂g

o levantamento de µg para a extensão natural. Temos que µ̂g é uma medida ergódica,

portanto µ̂g (B (µ̂g)) = 1, onde B (µ̂g) é a bacia da medida µ̂g. Em particular devemos ter

que para quase todo P̂ ∈ P , µ̂g,P̂ (B (µ̂g)) = µ̂g,P̂

(
P̂
)

, em que
{
µ̂g,P̂

}
P̂∈P

é um sistema

condicional de medidas com respeito a partição P . Então tome P̂ um tal átomo, ou seja,

tal que µ̂g,P̂ (B (µ̂g)) = µ̂g,P̂

(
P̂
)

. Tome D := π
(
P̂
)

. Então D é um disco contido em

uma variedade instável local.

Como µg é uma medida SRB para g, temos que µD := π∗µ̂g,P̂ � LebD. Observe
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que µD (B (µ) ∩D) = µD (D) uma vez que

µD (B (µ)) = π∗µ̂g,P̂ (B (µ)) = µ̂g,P̂
(
π−1 (B (µ))

)
≥ µ̂g,P̂ (B (µ̂)) = µ̂g,P̂

(
P̂
)

= µD (D) .

Ou seja, para µD quase todo ponto x ∈ D temos que x ∈ B (µ). Em particular para LebD

quase todo ponto x ∈ D temos que x ∈ B (µ), pois µD � LebD com densidades afastadas

de zero e infinito.

Considere então Γ =
⋃
y∈DW

s
loc (y). Como Leb (Hg) = Leb (U), deve existir um

disco D̃ cruzando Γ tal que LebD̃ (Hg) = LebD̃

(
D̃
)

. Pois caso contrário, encontraŕıamos

um subconjunto A com medida positiva tal que A ⊂ U\Hg. Por definição se D̃ cruza Γ

então a holonomia estável que leva D em D̃ é um difeomorfismo. Como tal holonomia é

absolutamente cont́ınua, temos que LebD̃ quase todo ponto x ∈ D̃ pertence a B (µ). Sendo

assim, encontramos D̃ ⊂ M um disco tal que LebD̃

(
D̃ ∩B (µg) ∩Hg

)
= LebD̃

(
D̃
)

. O

que conclui a prova do lema.

Teorema 4.0.12. Sejam g ∈ V e µg uma medida SRB ergódica para g. Então µg é ponto

de acumulação na topologia fraca * de alguma sequência (ωn)n∈N da forma

ωn =
1

n

n−1∑
j=0

gj∗mD,

em que mD é a medida de Lebesgue normalizada num D ⊂M um disco satisfazendo, para

constantes C > 0, ξ ∈ (0, 1) e c > 0:

1. para cada k e para cada domı́nio de injetividade Dk de gk em D a aplicação

gj (Dk) 3 x 7→ log
∣∣det

(
Dg (x) |TxgjDk

)∣∣
é (C, ξ)-Hölder cont́ınua para todo 0 ≤ j ≤ k − 1.

2. lim supn→∞
1
n

∑n−1
j=0 log

∥∥∥∥(Dg (gj (x)) |T
gj(x)

gjD

)−1
∥∥∥∥ ≤ −c < 0 para LebD quase todo

x ∈ D.

Ademais as constantes C, ξ e c independem de g ∈ V.

Demonstração. Tome D ⊂ M um disco tangente ao campo de cones C dado pelo Lema

4.0.11. Usando o Corolário 3.1.4 podemos obter (1). A propriedade (2) segue imediata-

mente do fato que LebD (Hg) = LebD (D) pelo Lema 4.0.11.

Consideremos então

ωn =
1

n

n−1∑
j=0

gj∗mD.
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Seja ω um ponto de acumulação na topologia fraca ∗. Digamos ω = limk→∞ ωnk . Vamos

mostrar que ω = µg. Seja φ ∈ C (M). Temos que

∫
φdω = lim

k→∞

∫
φdωnk = lim

k→∞

∫
1

nk

nk−1∑
j=0

φ ◦ gjdmD

=

∫
lim
k→∞

1

nk

nk−1∑
j=0

φ ◦ gjdmD.

Mas, LebD (B (µg)) = LebD (D). Portanto para LebD quase todo x ∈ D temos que

limn→∞
1
n

∑n−1
j=0 φ ◦ f j (x) =

∫
φdµg. Dáı,

∫
φdω =

∫
φdµg. Como φ foi escolhida arbi-

trariamente, temos que ω = µg.

Ademais, observe que as constantes C, ξ são oriundas do Corolário 3.1.4 e de-

pendem somente do campo de cones, o qual tomamos o mesmo para todo g ∈ V . Já a

constante c > 0 vem da hipótese (R2) e portanto é a mesma para todo endomorfismo

g ∈ V .

O Teorema 4.0.12 nos diz que toda medida SRB para g ∈ V , pode ser obtida pelo

processo de construção do caṕıtulo anterior, usando um disco D adequado. A diferença

é que no caṕıtulo anterior a medida SRB era uma componente ergódica absolutamente

cont́ınua de um ponto de acumulação da sequência das médias de Cesàro dos iterados de

Lebesgue num disco tangente ao campo de cones. Aqui, o próprio ponto de acumulação

é a medida SRB.

Queremos mostrar que há a continuidade dessas medidas com respeito a topologia

fraca* em algum sentido. Veremos que se (gn)n∈N é uma sequência em V convergindo a

g ∈ V , (µn)n∈N é uma sequência de probabilidades ergódicas em que µn é uma medida

SRB para gn para cada n ∈ N e µ é um ponto de acumulação de (µn)n∈N então quase

toda componente ergódica de µ é uma medida SRB para g.

Inspirado por [Vás07] e pela construção das medidas SRB para endomorfismos

parcialmente hiperbólicos, iremos ver que se µg é uma medida SRB então existe uma

famı́lia de discos instáveis disjuntos de tamanho uniformemente afastado de zero para

g ∈ V . Esta uniformidade nos permitirá para cada n escolher uma tal famı́lia associada

a gn, digamos Kn e mostraremos então que pela compacidade de M esta famı́lia deve

acumular em uma famı́lia de discos K que mostraremos ser instáveis com respeito a g.

Como para cada n teremos que µn será absolutamente cont́ınua com respeito aos

discos instáveis de Kn acabaremos por mostrar que µ também é absolutamente cont́ınua

com respeito a Lebesgue nos discos de K. Mostraremos então que a decomposição ergódica
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de µ dada pelas medidas ergódicas

µx := lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

δfj(x)

com x variando num conjunto de probabilidade total então para quase todo ponto x ∈ K
a medida µx é uma medida SRB ergódica para g. Para finalizarmos, veremos que a

decomposição ergódica de µ é realizada no conjunto
⋃
j∈N f

−j (K) donde garantimos que

quase toda componente ergódica de µ é uma medida SRB.

Dado um disco ∆ ⊂M , denotemos Cg
r (∆) :=

⋃
y∈∆ W

s
r (g, y), onde W s

r (g, y) é o

disco de raio r > 0 centrado em y da variedade estável local W s
loc (g, y) com respeito a g.

Diremos que um disco ∆̃ de mesma dimensão que ∆ cruza Cg
r (∆) se a a holonomia por

variedades estáveis Hs : ∆̃→ ∆ é um difeomorfismo. Denotemos por Kgr (∆) a famı́lia de

variedades instáveis locais de g que cruzam Cg
r (∆) e por Kg

r (∆) a união de seus elementos.

Ou seja, Kg
r (∆) =

⋃
Du∈Kgr(∆) D

u.

Proposição 4.0.13. Existem δ > 0 e η > 0 satisfazendo que para todo g ∈ V e µg medida

SRB para g, existe um disco ∆ := ∆ (g, µg) de raio δ > 0 tal que se Kg (∆) é a famı́lia

de discos instáveis que cruza Cδ (∆) então µg (Kg (∆)) > η .

Demonstração. Sejam g ∈ V e µg uma medida SRB para g. Pela proposição 3.2.1, existe

uma subprobabilidade νg tal que µg = νg+(µg − νg), νg (M) ≥ α (g) > 0 e o suporte de νg

está contido numa união de discos instáveis de raio δ (g) > 0, conforme Lema3.2.2. Temos

ainda que νg é absolutamente cont́ınua com respeito a Lebesgue nestes discos instáveis.

Consequentemente o suporte de νg está contido na união de Cg
rg (∆) com ∆ disco instável

de raio δ (g) > 0.

Observe que a constante δ > 0 pode ser tomada uniforme na vizinhança V . De

fato, relembre que esse δ corresponde ao tamanho dos discos hiperbólicos em tempo finito

do endomorfismo parcialmente hiperbólico. Vimos que este tamanho depende apenas do

tamanho do domı́nio de invertibilidade da aplicação exponencial, do tamanho do domı́nio

dos ramos inversos e da continuidade uniforme das aplicações e estas quantidades variam

continuamente, conforme Lema 3.1.11.

Como as variedades estáveis dependem continuamente em relação a dinâmica

podemos tomar rg := r > 0 para todo g ∈ V . Temos também que a constante α de-

pende apenas da frequência de tempos hiperbólicos para o endomorfismo parcialmente

hiperbólico (Proposição 3.2.1) e esta por sua vez depende continuamente do endomor-

fismo e da constante c > 0 da expansão não uniforme do cone (Lema 3.1.6).

Em outras palavras, existem constantes δ > 0 e α > 0 tais que para todo g ∈ V
e µg uma medida SRB para g temos que existe uma subprobabilidade νg tal que µg =
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νg + (µg − νg) satisfazendo νg (M) ≥ α e o suporte de νg está contido numa união de

Cg
r (∆) com ∆ disco instável de raio δ > 0.

Agora observe que Cg
r (∆) contém uma bola de raio ξ > 0, independente de g,

pois os r e δ são constantes em V . Então, como a medida νg é uniformemente afastada

de zero para todo g, podemos escolher um disco ∆ = ∆ (g, µg) instável de raio δ tal que

µg (Cg
r (∆)) ≥ νg (Cg

r (∆)) ≥ η > 0. Isto equivale a dizer que µg (Kg
r (∆)) ≥ η.

Dada g ∈ V e µg uma medida SRB para g considere o conjunto Cg := Cg
r (∆) e

Kg := Kgr (∆) dados pela Proposição anterior. Ou seja, tais que µg (Kg) ≥ η e Cg contém

uma bola de raio ξ > 0 uniforme em g. Temos que Kg é um famı́lia de discos instáveis

disjuntos e cada elemento de Kg admite um levantamento bijetivo à extensão natural de

M por g. Denotemos a famı́lia destes levantamentos por K̂g . Temos a seguinte:

Proposição 4.0.14. Existe τ > 0 tal que para todo g ∈ V e µg medida SRB para g temos

que se µ̂g é o levantamento de µg e
{
µ̂g,∆̂

}
∆̂∈K̂g

é um sistema condicional de medidas de

µ̂g|K̂g então

τ−1Leb∆ (B) ≤ π∗µ̂g,∆̂ (B) ≤ τLeb∆ (B) (4.0.1)

para todo B ⊂ ∆ mensurável

Demonstração. Ora, podemos repetir os argumentos do Teorema 3.4.4 para garantir que

para cada g ∈ V existe um τ = τ (g) tal que vale a propriedade (4.0.1). Para concluirmos

a prova da proposição, observe que a constante τ = τ (g) é obtida em função da distorção

limitada dos iterados de Lebesgue no disco e da regularidade da holonomia estável. A

constante de distorção limitada é oriunda da regularidade do Jacobiano ao longo dos

iterados do disco, que vimos ser (C, ξ)-Hölder cont́ınuo, em que C e ξ valem para todo

g ∈ V . E a regularidade da holonomia também varia de forma cont́ınua em V , uma vez

que as variedades estáveis variam continuamente em V . Portanto, podemos assumir que

vale (4.0.1) com a constante τ uniforme para todo g ∈ V .

Fixemos então uma sequência {gn}n∈N de difeomorfismos locais de classe Cr,

em que, para cada n ∈ N, gn ∈ V . Suponhamos que limn→∞ gn = g na topologia Cr.

Denotemos então Kn = Kgn , K̂n = K̂gn e Cn = Cgn para cada n ∈ N. Pela Proposição 4.0.7

temos que para cada n ∈ N existe uma medida ergódica SRB, µn, para gn. Suponhamos

então µ um ponto de acumulação de (µn)n∈N. É claro que µ é uma medida g-invariante.

A estratégia para mostrar que as componentes ergódicas de µ são medidas SRB

para g passa por mostrar que podemos recuperar uma estrutura semelhante a obtida na

construção de medidas SRB através do limite das estruturas para gn. Então mostramos

que as componentes ergódicas satisfazem a propriedade de continuidade absoluta com

respeito a esta estrutura de discos instáveis.
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Lema 4.0.15. Existe um cilindro C e uma famı́lia K de discos instáveis disjuntos com

respeito a g contidos em C tal que µ (K) ≥ α > 0.

Demonstração. Relembremos que Cn consiste das uniões das variedades estáveis de pontos

em um disco ∆n tangente ao campo de cones. Usando da compacidade de M e o Teorema

de Arzelá-Ascoli, podemos supor que a menos passarmos a uma subsequência, ∆n converge

a um disco ∆. Como cada ∆n tem raio uniformemente limitado por baixo por δ > 0,

∆ é um disco de raio δ. Consideremos então C := ∪y∈∆W
s
r (y, g), com r > 0 dado pela

construção dos Cn. Considere

K :=
{
D ⊂M : D = lim

k→∞
Dnk com Dnk ∈ Knk , D ⊂ C

}
,

ou seja, K é a famı́lia de discos contidos em C obtidos como acumulação dos discos

instáveis para gnk com nk convergindo a infinito quando k vai a infinito. Como cada

Dn ∈ Kn é um disco tangente ao campo de cones C então D ∈ K é um disco tangente ao

campo de cones C.
Suponhamos D ∈ K. Por simplicidade, escrevamos D = limn→∞Dn. Supon-

hamos x ∈ D tal que D ⊂ B (x, δ). Para n suficientemente grande temos que Dn ⊂
B (x, δ). A menos de reduzirmos a vizinhança V podemos assumir que cada gn tem ramos

inversos bem definidos em B (x, δ). Por definição temos que, para cada n ∈ N, existe um

ramo inverso g−1
n,in

: B (x, δ)→ Vin tal que existe uma constante 0 < σ < 1 satisfazendo

dist
(
g−1
n,in

(z) , g−1
n,in

(y)
)
≤ σdist (z, y)

para todo z, y ∈ Dn . Ademais, a constante σ independe de n. Considere para cada

n ∈ N, D−1
n := g−1

n,in
(Dn). A menos de passarmos a uma subsequência podemos as-

sumir que limn→∞D
−1
n = D−1. De fato, se xn é o centro de Dn podemos tomar uma

subsequência convergente de
(
g−1
n,in

(xn)
)
n∈N e aplicar o Teorema de Arzelá-Ascoli para

garantir a convergência da sequência de discos (D−1
n )n∈N.

Observe que g (D−1) = D. Tome z ∈ D−1. Então z = limn→∞ zn com zn ∈ D−1
n

para todo n ∈ N. Por outro lado, temos que a menos de uma subsequência limn→∞ g (zn) =

w com w ∈ D. Portanto devemos ter necessariamente que g (z) = w. Note ainda que

como D−1 é um disco de diâmetro menor do que σδ, pois assim o é cada D−1
n , temos que

D−1 deve pertencer a alguma imagem de um ramo inverso de g.

Conclúımos assim que g−1 é contrativa em D para algum ramo inverso de g.

Podemos prosseguir com este mesmo racioćınio para qualquer ramo inverso de g−j para

todo j ∈ N. Então vemos assim que cada D ∈ K é um disco instável segundo alguma

pré-órbita de g.

Em particular, temos que cada D ∈ K, admite um conjunto D̂ ⊂ M g cuja
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projeção é bijetiva neste conjunto. Ademais, tais discos são disjuntos e podemos exibir

subespaços do plano tangente contratores para o passado conforme Proposição 3.3.6 e

Proposição 3.3.7.

Para vermos que K tem medida µ positiva, lembremos que µn (Kn) ≥ α > 0 para

todo n ≥ 0. Dado ε > 0, consideremos Vε (K) a ε-vizinhança de K. Então existe n0 ∈ N
tal que Kn ⊂ Vε (K) para todo n ≥ n0. Mas note que, ∩ε>0Vε (K) = K. Tomemos ε > 0

tal que µ (∂Vε (K)) = 0, então:

µ (Vε (K)) = lim
n→∞

µn (Vε (K)) ≥ α > 0

e portanto,

µ (K) = lim inf
ε→0

µ (Vε (K)) ≥ α > 0.

Estamos então em condições de repetir os argumentos do Teorema 3.4.4 para K.

Obtemos então:

Lema 4.0.16. Existe uma constante τ0 > 1 tal que se (µ̂∆̂)∆̂∈K é um sistema condicional

de medidas do levantamento µ̂ de µ restrita a K então π∗µ̂∆̂ é absolutamente cont́ınua

com respeito a Leb∆, onde ∆ = π
(

∆̂
)

e ainda

τ−1
0 Leb∆ (B) ≤ π∗µ̂∆ (B) ≤ τ0Leb∆ (B)

para todo B ⊂ ∆ Borel mensurável.

Agora vamos mostrar que quase toda componente ergódica de µ̂|K é uma medida

SRB para g. Inicialmente vamos escolher um conjunto Ẑ de medida total em K̂ tal

que para todo ponto x̂ ∈ Ẑ temos que a componente ergódica dada pela decomposição

ergódica de µ̂ é uma medida SRB para g.

O Teorema da Decomposição Ergódica, [Mañ87, Teorema II.6.4], assegura que

existe um conjunto Σ̂ (ĝ) de medida total, ou seja, de medida total para qualquer proba-

bilidade invariante µ̂, tal que para todo x̂ ∈ Σ̂ (ĝ), existe o limite

µ̂x̂ := lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

δĝj(x̂).

Além disto, x̂ 7→
∫
φ̂dµ̂x̂ é mensurável e∫

φ̂dµ̂ =

∫ (∫
φ̂dµ̂x

)
dµ̂ (x̂)



91

para toda função mensurável e limitada φ̂ : M g → R. Ainda para toda função mensurável

e limitada φ̂ : M g → R temos para µ̂ quase todo x̂ ∈M g que:

∫
φ̂dµ̂x̂ = lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ̂
(
ĝj (x̂)

)
.

Para cada ∆ ∈ K existe um único ∆̂ ∈ K̂ tal que π|∆̂ é um homeomorfismo sobre

∆. Definamos então para cada ∆̂ ∈ K̂ a medida

m̂∆̂ := (π|∆̂)∗ Leb∆.

Temos que π∗m̂∆̂ = Leb∆ imediatamente da definição. Note que se {µ̂∆̂}∆̂∈K̂ é um sistema

condicional de medidas de µ̂|K̂ então π∗µ̂∆̂ � Leb∆ se, e somente se, µ̂∆̂ � m̂∆̂.

Fixemos B̂ ⊂M g tal que m̂∆̂

(
B̂ ∩ ∆̂

)
= 0 para todo ∆̂ ∈ K̂ e µ̂

(
B̂
)

é maximal

entre todos os conjuntos mensuráveis com esta propriedade. Usando o Lema 4.0.16 temos

que µ̂∆̂ � m̂∆̂ e portanto, como µ̂
(
B̂
)

=
∫ ∫

µ̂∆̂ (B) d ˜̂µ
(

∆̂
)

, em que ˜̂µ é a medida

quociente de K̂/K̂ (Teorema de Desintegração de Rokhlin), segue que µ̂
(
B̂
)

= 0.

Relembre que tomamos R (ĝ) como o conjunto dos pontos em M g tal que as

médias de Birkhoff futuras e passadas convergem e coincidem, ou seja,

R (ĝ) :=

{
ŷ ∈M g : existe lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ̂
(
ĝj (ŷ)

)
= lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ̂
(
ĝ−j (ŷ)

)
∀φ̂ ∈ C (M g)

}
.

Considere Ẑ := K ∩ Σ (ĝ) ∩R (ĝ) \B̂.

O próximo Lema, enunciado em um contexto mais amplo, nos dará condições

necessárias para que a desintegração de µ̂ com respeito a K̂ coincida com a desintegração

de µ̂x̂ com respeito a K para quase todo ponto x̂ com exceção de um conjunto de medida

nula de elementos de K̂

Lema 4.0.17. Seja υ uma medida finita em um espaço de medida (Z,B), com υ (Z) > 0

. Seja K uma partição mensurável de Z e (υz)z∈Z uma famı́lia de medidas finitas em Z

tais que:

(a) a função z 7→ υz (A) é mensurável e constante em cada elemento de K, para cada

subconjunto mensurável A ⊂ Z.

(b) {w : υz = υw} é um conjunto mensurável de medida υz total, para todo z ∈ Z.

Suponhamos que υ (A) :=
∫
l (z) υz (A) dυ para alguma função mensurável l : Z → R+ e

qualquer mensurável A ⊂ Z. Sejam {υγ : γ ∈ K} e {υz,γ : γ ∈ K} desintegrações de υ

e υz, respectivamente, em medidas condicionais com respeito a K. Então υz,γ = υγ para
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υ quase todo z ∈ Z e para υ̃z quase todo γ ∈ K, em que υ̃z é a medida quociente em K

induzida por υz.

Demonstração. Ver [ABV00].

Vamos provar então que quase toda componente ergódica µ̂x̂ de µ̂|K̂ satisfaz a

propriedade de continuidade absoluta ao longo dos conjuntos ∆̂ ∈ K̂.

Proposição 4.0.18. Para µ̂ quase todo x̂ ∈ K̂ a medida µ̂x̂ satisfaz µ̂∆̂ = µ̂x̂,∆̂ para ˜̂µ

quase todo ∆̂ ∈ K̂.

Demonstração. Queremos aplicar o Lema 4.0.17 para Z = Ẑ, υ = µ̂|K̂ , K = K̂ e υẑ = µ̂ẑ,

para cada ẑ ∈ Ẑ. Observe que como R (ĝ) e Σ (ĝ) são conjuntos de probabilidade total e

µ̂
(
B̂
)

= 0 temos que

µ̂
(
Ẑ
)

= µ̂
(
K̂ ∩R (ĝ) ∩ Σ (ĝ)

)
= µ̂

(
K̂
)
≥ α.

Fixemos Â ⊂ M g um subconjunto mensurável. Observe que a aplicação x̂ 7→
µ̂x̂

(
Â
)

é mensurável para quase todo x̂ ∈ Ẑ pelo Teorema de Decomposição Ergódica.

Fixe ∆̂ ∈ K̂ e x̂,ŷ ∈ Ẑ ∩ ∆̂. Seja φ̂ ∈ C (M g) temos que

∫
φ̂dµ̂x̂ = lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ̂
(
ĝj (x̂)

)
= lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ̂
(
ĝ−j (x̂)

)
e ∫

φ̂dµ̂ŷ = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ̂
(
ĝj (ŷ)

)
= lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ̂
(
ĝ−j (ŷ)

)
pois x̂, ŷ ∈ R (ĝ) ∩ Σ (ĝ). Ora, mas como x̂, ŷ ∈ ∆̂ que é um conjunto instável temos que

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ̂
(
ĝ−j (x̂)

)
= lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ̂
(
ĝ−j (ŷ)

)
.

Portanto
∫
φ̂dµ̂x̂ =

∫
φ̂dµ̂ŷ para todo φ̂ ∈ C (M g). Portanto µ̂x̂ = µ̂ŷ para quaisquer

x̂, ŷ ∈ ∆̂ ∩ Ẑ. Assim x̂ 7→ µ̂x̂

(
Â
)

é constante em cada ∆̂ ∈ K̂.

Vejamos que vale a propriedade 4.0.17 do Lema 4.0.17.

Note que como M g é um espaço métrico compacto, temos que C (M g) admite

um subconjunto enumerável denso. Seja
{
φ̂m

}
m∈N

tal conjunto. Considere G
(
φ̂m, k

)
o

conjunto dos pontos x̂ ∈ Σ̂ tais que existe um natural q (x̂) satisfazendo∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
j=0

φ̂m
(
ĝjx̂
)
− 1

n

n−1∑
j=0

φ̂m
(
ĝj ẑ
)∣∣∣∣∣ ≤ 1

k
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para todo n ≥ q (x̂). Temos que G
(
φ̂m, k

)
é um conjunto mensurável para todo m ∈ N

e k ∈ N.

Afirmamos que {ŵ : µ̂ŵ = µ̂ẑ} =
⋂
m∈N ∩k∈NG

(
φ̂m, k

)
. De fato, dado ŵ ∈ Eẑ :=

{ŵ : µ̂ŵ = µ̂ẑ}, temos:

ŵ ∈ Eẑ ⇔
∫
φ̂dµ̂ŵ =

∫
φ̂dµ̂ẑ para todo φ̂ ∈ C (M g)

⇔ lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ̂
(
ĝj (ŵ)

)
= lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ̂
(
ĝj (ẑ)

)
para todo φ̂ ∈ C (M g) .

Mas então, fixado m ∈ N e k ∈ N, existe q ∈ N tal que∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
j=0

φ̂m
(
ĝjx̂
)
− 1

n

n−1∑
j=0

φ̂m
(
ĝj ẑ
)∣∣∣∣∣ ≤ 1

k

para todo n ≥ q. Ou seja, ŵ ∈ G
(
φ̂m, k

)
para todo m, k ∈ N.

Reciprocamente, suponhamos ŵ ∈ ⋂m∈N ∩k∈NG
(
φ̂m, k

)
. Fixemos ε > 0. Dado

φ̂ ∈ C (M g), existe m ∈ N tal que ‖φ̂ − φ̂m‖ < ε/3. Seja k ∈ N tal que 1/k < ε/3. Por

hipótese, ŵ ∈ G
(
φ̂m, k

)
, logo existe q ∈ N, tal que para todo n ≥ q temos que:

∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
j=0

φ̂m
(
ĝjŵ

)
− 1

n

n−1∑
j=0

φ̂m
(
ĝj ẑ
)∣∣∣∣∣ < ε

3
.

Segue então:∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
j=0

φ̂
(
ĝjŵ

)
− 1

n

n−1∑
j=0

φ̂
(
ĝj ẑ
)∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
j=0

φ̂
(
ĝjŵ

)
− 1

n

n−1∑
j=0

φ̂m
(
ĝjŵ

)∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
j=0

φ̂m
(
ĝjŵ

)
− 1

n

n−1∑
j=0

φ̂m
(
ĝj ẑ
)∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
j=0

φ̂m
(
ĝj ẑ
)
− 1

n

n−1∑
j=0

φ̂
(
ĝj ẑ
)∣∣∣∣∣

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
< ε,

para todo n ≥ q. Portanto

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ̂
(
ĝj (ŵ)

)
= lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ̂
(
ĝj (ẑ)

)
.

Como as escolhas foram arbitrárias, temos que µ̂ŵ = µ̂ẑ e ŵ ∈ Eẑ. Como µ̂ẑ é ergódica,
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temos que

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ̂
(
ĝj (x̂)

)
=

∫
φ̂dµ̂ẑ = lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

φ̂
(
ĝj (ẑ)

)
para µ̂ẑ quase todo o ponto x̂ ∈M g. Dáı, Eẑ tem medida total para µ̂ẑ.

Falta mostrarmos então que existe uma função mensurável l : Z → R+ tal que

µ̂
(
Â
)

=
∫
l (x̂) · µ̂x̂

(
Â
)
dµ̂ (x̂) para todo Â ⊂ Ẑ mensurável. Denotemos por 1Â a função

caracteŕıstica do conjunto Â. Então

µ̂x̂

(
Â
)

= lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

1Â (x̂) .

Então µ̂x̂

(
Â
)
> 0 somente se x̂ tem algum iterado que pertence a Â ⊂ Ẑ. Definamos

para cada ẑ ∈ Ẑ.

l (ẑ) := min
{
r > 0 : ĝ−r (ẑ) ∈ Ẑ

}
,

ou seja, o menor tempo de retorno para o passado de um ponto ẑ ∈ Ẑ. Ora l é bem

definida para µ̂ quase todo ẑ ∈ Ẑ pelo Teorema de Recorrência de Poincaré. É fácil ver

que

µ̂
(
Â
)

=

∫
Σ

µ̂x̂

(
Â
)
dµ̂ (x̂) =

∫
Ẑ

l (ẑ) µ̂ẑ

(
Â
)
dµ̂ (ẑ) .

Estamos então aptos a aplicar o Lema 4.0.17 para concluirmos a prova desta proposição.

Consideremos então K = π
(
K̂
)

. Temos o seguinte:

Corolário 4.0.19. Para quase todo x ∈ K temos que µx é uma medida SRB para g.

Demonstração. Observe que para cada ŷ ∈ M g temos que π∗δŷ = δy0 . Da linearidade e

continuidade de π∗ :M (M g)→M (M) temos que π∗µ̂x̂ = µx0 , para todo x̂ ∈ Σ (ĝ), onde

µx0 = limn→∞
1
n

∑n−1
j=0 δfj(x0). Note também que, se B̂ ⊂ M g é um conjunto de medida

total para µ̂ então π
(
B̂
)
⊂ M é um conjunto de medida total para µ = π∗µ̂. De fato,

como π−1
(
π
(
B̂
))
⊃ B̂ temos que µ

(
π
(
B̂
))

= π∗µ̂
(
π
(
B̂
))
≥ µ̂

(
B̂
)

= 1. Com isso,

conclúımos que para quase todo x ∈ K, temos que µx é tal que o seu levantamento µ̂x

tem desintegração que coincide com a desintegração de µ̂ ao longo dos discos instáveis de

K. Como já mostramos que a desintegração de µ̂ é absolutamente cont́ınua neste discos

instáveis, segue que µx é uma medida SRB para quase todo x ∈ K.

Recordemos que temos uma sequência (gn)n∈N em V convergindo a g ∈ V e uma

sequência de medidas (µn)n∈N, em que cada µn é uma medida gn-invariante, ergódica e

uma medida SRB para gn. Denotamos por µ̂n o levantamento à extensão natural de cada
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medida µn. Consideramos a projeção natural π : M gn → M , omitindo a dependência de

π em n, para maior simplicidade na escrita. Seja µ um ponto de acumulação de (µn)n∈N.

Exibimos um conjunto K tal que o elemento da decomposição ergódica µx, de µ, é uma

medida SRB para g, para todo x ∈ K, onde K é obtido como projeção do conjunto

K̂ ⊂ M g. Queremos ver que µ é combinação convexa de medidas SRB para g. Pelo

corolário 4.0.19 temos que µ quase todo x ∈ K, a componente da decomposição ergódica

µx é uma medida SRB. Portanto, se mostrarmos que a decomposição ergódica de µ é

realizada por pontos em K, ou seja, que µ =
∫
K
µxdµ, então conclúımos que µ é uma

combinação convexa das medidas SRB para g. Observe que, pelo Teorema 3.5.5, da seção

anterior, g admite um número finito de medidas SRB. Logo µ =
∫
K
µxdµ equivale a dizer

que µ =
∑k

j=1 αjµj, onde {µ1, . . . , µk} é o conjunto de medidas SRB para g e αj ∈ [0, 1],

para todo 1 ≤ j ≤ k e
∑k

j=1 αj = 1. Mais precisamente, vamos mostrar que µ =
∫
G
µxdµ,

onde G é um conjunto de medida µ-total em
⋃
j∈N g

−j (K).

Definamos K̂0 =
⋃∞
j=0 ĝ

−j
(
K̂
)

. Defina

Ĝ := Σ (ĝ) ∩R (ĝ) ∩ K̂0

e

ζ̂ :=

∫
Ĝ

µ̂x̂dµ̂ (x̂) . (4.0.2)

Note que Ĝ é um conjunto ĝ-invariante. Por definição µ̂x̂

(
Ĝ
)
> 0 se, e somente

se x̂ ∈ Ĝ. Então, supp
(
ζ̂
)

= Ĝ. Observe ainda que cada µ̂x̂ com x̂ ∈ Ĝ é uma medida

SRB.

Para n ∈ N, cada µn é uma medida ergódica e portanto µ̂n é uma medida ergódica.

Logo, conforme [Wal00, Teorema 1.5], como µ̂n

(
K̂n

)
≥ α > 0 temos que

µ̂n

(
∞⋃
j=0

ĝ−jn

(
K̂n

))
= 1.

Defina

Âjn :=
{
x̂ ∈ K̂n : j é o primeiro tempo de retorno de x̂ por ĝn

}
.

Esses conjuntos são dois a dois disjuntos e K̂n =
⋃
j∈N Â

j
n mod 0. Logo

µ̂n

(
K̂n

)
:=

∞∑
j=1

µ̂n

(
Âjn

)
.

Lema 4.0.20. A série
∑∞

j=1 µ̂n

(
Âjn

)
converge uniformemente com respeito a n ∈ N.
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Demonstração. Fixemos j ∈ N. Como µ̂n é uma medida ĝn-invariante temos que

µ̂n

(
Âjn

)
= µ̂n

(
ĝjn

(
Âjn

))
.

Usando da desintegração de µ̂n em K̂n temos que:

µ̂n

(
ĝjn

(
Âjn

))
=

∫
K̂n

µ̂n,D̂

(
ĝjn

(
Âjn

))
d ˜̂µ
(
D̂
)

=

∫
K̂n

∫
D̂

1ĝjn(Âjn) (x̂) ρn
D̂

(x) dm̂D̂ (x̂) d ˜̂µ
(
D̂
)
.

Pela Proposição 4.0.14 temos que existe uma constante τ > 0 que independe de

n ∈ N tal que∫
D̂

1ĝjn(Âjn) (x̂) ρn
D̂

(x) dm̂D̂ (x̂) =

∫
ĝ−jn (D̂)

1Âjn (x̂) ρn
ĝ−jn (D̂) (x) dm̂ĝ−jn (D̂) (x̂)

≤ τdm̂ĝ−jn (D̂)

(
Âjn

)
.

Como D̂ está contido no levantamento de uma variedade instável, e temos uma e−
c
2
j-

contração por ĝ−jn , existe uma constante σ > 0 tal que, para Dj,n := π
(
ĝ−jn D̂

)
temos

LebDj,n

(
π
(
Âjn

))
≤ σe−

c
2
j

para qualquer que seja n ∈ N. Assim∫
D̂

1ĝjn(Âjn) (x̂) ρn
D̂

(x) dm̂D̂ (x̂) ≤ τσe−
c
2
j

para todo n ∈ N. Conclúımos portanto que

∞∑
j=1

µ̂n

(
Âjn

)
≤

∞∑
j=1

τσe−
c
2
j

e a série converge uniformemente em n.

Observação 4.0.21. Se definirmos

Âj :=
{
x̂ ∈ K̂ : j é o primeiro tempo de retorno de x̂ por ĝ

}
então, como acima, a série

∑∞
j=1 µ̂

(
Âj
)

converge e temos a mesma estimativa

∞∑
j=1

µ̂
(
Âj
)
≤

∞∑
j=1

τσe−
c
2
j.
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Considere k (x̂, n) o menor inteiro positivo tal que ĝ
k(x̂,n)
n (x̂) ∈ K̂n. Temos que

este número é bem definido para µ̂n quase todo ponto. Para N ∈ N, defina

K̂N
n = {x̂ ∈M gn : k (x̂, n) = N} .

Para todo N ∈ N, definamos µ̂Nn =
(
µ̂n |K̂N

n

)
. Segue do Lema 4.0.20 que para todo n ∈ N

fixado, µ̂Nn converge na topologia fraca * a µ̂n quando N vai a infinito, uniformemente em

n.

Analogamente, defina k (x̂) como o menor inteiro positivo tal que ĝk(x̂) (x̂) ∈ K̂.

Para N ∈ N, definamos o conjunto

K̂N
0 := {x̂ ∈M g : k (x̂) = N} .

Para todo N ∈ N, defina ζ̂N = ζ̂ |K̂N
0

, onde ζ̂ é dada por (4.0.2). Temos ainda que ζ̂N

converge na topologia fraca * à medida ζ̂.

Lema 4.0.22. π∗µ̂ = π∗ζ̂.

Demonstração. Seja φ : M → R uma aplicação cont́ınua e ε > 0. Como limN→∞ ζ̂N
w∗
= ζ̂

e limN→∞ µ̂
N
n = µ̂n, temos que limN→∞ π∗ζ̂N

w∗
= π∗ζ̂ e limN→∞ π∗µ̂

N
n = π∗µ̂n. Fixemos

então N ∈ N tal que ∣∣∣∣∫ φdπ∗ζ̂ −
∫
φdπ∗ζ̂N

∣∣∣∣ ≤ ε

e ∣∣∣∣∫ φdπ∗µ̂n −
∫
φdπ∗µ̂

N
n

∣∣∣∣ ≤ ε

para todo n ≥ 1. Temos ainda que limn→∞ µ̂n = µ̂ por hipótese e que limn→∞ π∗µ̂
N
n = π∗ζ̂N

por definição. Logo, fixemos n ∈ N tal que:∣∣∣∣∫ φdπ∗µ̂n −
∫
φdπ∗µ̂

∣∣∣∣ ≤ ε

e ∣∣∣∣∫ φdπ∗ζ̂N −
∫
φdπ∗µ̂

N
n

∣∣∣∣ ≤ ε.

A desigualdade triangular implica então que∣∣∣∣∫ φdπ∗ζ̂ −
∫
φdπ∗µ̂

∣∣∣∣ ≤ 4ε

e portanto π∗ζ̂ = π∗µ̂.

Corolário 4.0.23. A medida µ é combinação convexa das medidas SRB para g.



98

Demonstração. Considere ζ̂ dada por (4.0.2). Pelo Lema anterior temos que

µ =

∫
π(Ĝ)

µxdµ.

Note que π
(
Ĝ
)

é um conjunto de medida µ-total em
⋃
j∈N g

−j (K), pois Ĝ é um conjunto

de medida µ̂-total em
⋃
j∈N ĝ

−j
(
K̂
)

. Ora, mas temos que µx é uma medida SRB para

todo x ∈ π
(
Ĝ
)

e o Teorema 3.5.5 nos diz que existe apenas um número finito de medidas

SRB para g. Então µx ∈ {µ1, . . . , µk}, com k <∞, para todo x ∈ π
(
Ĝ
)

.

Denote Gj :=
{
x ∈ π

(
Ĝ
)

: µx = µj

}
, para todo 1 ≤ j ≤ k. É fácil ver que Gj

é um conjunto mensurável para todo 1 ≤ j ≤ k. Então,

µ =

∫
π(Ĝ)

µxdµ =
k∑
j=1

∫
Gj

µjdµ =
n∑
j=1

µ (Gj)µj.

E, como Gj∩Gj′ = ∅ se j 6= j′, temos que
∑k

j=1 µ (Gj) = 1. Ou seja, µ é uma combinação

convexa das medidas SRB para g.

Observação 4.0.24. Observe que se (gn)n ⊂ V é tal que gn é transitiva para todo n ∈ N
então, conforme Teorema 3.5.5, existe uma única medida SRB µn para gn. Então se gn

converge a g que também é transitiva teremos que µn converge para a única medida SRB,

µ, para g. Em outras palavras se temos transitividade para toda g ∈ V temos que a

aplicação S : V → M (M) que associa a cada g ∈ V a sua medida SRB, µg é cont́ınua

com a topologia fraca *.

Resumimos os resultados deste caṕıtulo no seguinte Teorema:

Teorema 4.0.25. Seja r > 1. Assumamos que exista um aberto V na topologia Cr tal

que todo g ∈ V satisfaz as hipóteses (R1), (R2) e (R3). Seja (gn)n∈N uma sequência em

V convergente para g ∈ V e suponha que µn é medida SRB ergódica para gn, para todo

n ∈ N. Então todo ponto de acumulação µ de (µn)n∈N é uma soma convexa de medidas

SRB para g. Em particular, se cada g ∈ V admite somente uma medida SRB, µg então a

aplicação

V → M (M)

g 7→ µg

é cont́ınua na topologia fraca *.



Caṕıtulo 5

Exemplos

Neste caṕıtulo exibiremos alguns exemplos de aplicação dos nossos resultados.

Antes, vejamos dois resultados que serão úteis para a construção dos nossos exemplos. O

primeiro diz respeito a uma estimativa para o binomial

(
n

k

)
quando k é uma fração γ de

n com γ > 1
2

e é consequência da fórmula de Stirling. O segundo nos dá uma estimativa

sobre a frequência de visitas de um ponto a uma determinada região do espaço, vista em

função dos elementos de uma cobertura por domı́nios de injetividade que contém essa

região.

Lema 5.0.26. Sejam n ∈ N e γ ∈
(

1
2
, 1
)

um número real. Consideremos k o menor

inteiro tal que k ≥ γn. Então existem constantes A,B > 0 tais que

(
n

k

)
≤ AeB(1−γ)n

para todo n suficientemente grande.

Demonstração. Esta é uma aplicação direta da fórmula de Stirling:

lim
n→∞

n!√
2πn

(
n
e

)n = 1.

Então, dado ε > 0 existe n0 (ε) ∈ N tal que se n ≥ n0 temos:

(1− ε)
√

2πn
(n
e

)n
≤ n! ≤ (1 + ε)

√
2πn

(n
e

)n
.

Em particular se n, k, n− k ≥ n0 então:(
n

k

)
≤ (1 + ε)

√
2πn

(
n
e

)n
(1− ε)

√
2πk

(
k
e

)k
(1− ε)

√
2π (n− k)

(
n−k
e

)n−k .
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Tomando então A0 = (1+ε)

(1−ε)2
√

2π
temos:

(
n

k

)
≤ A0

√
n

k (n− k)

nn

kk (n− k)n−k
,

para todo n, k � n0.

Fixemos γ ∈
(

1
2
, 1
)

e escrevamos k := δnn o menor inteiro maior ou igual a γn.

Temos então que γ ≤ δn < γ + 1
n
, para todo n ∈ N. Portanto, se n é suficientemente

grande então γ + 1
n
≤ θ < 1 e δn é uniformemente afastado de 1. Assim, para esse k

temos:

√
n

k (n− k)
=

√
1

(1− δn)n
≤ ε,

para n suficientemente grande. Temos ainda que:

nn

kk (n− k)n−k
=
(n
k

)k ( n

n− k

)n−k
≤
(

1

δn

)k (
1

1− δn

)n−k
≤
[(

1

δn

) k
n−k
(

1

1− δn

)]n−k
≤
[(

1

δn

) k
n−k
(

1

1− δn

)](1−γ)n

.

Como γ ≤ δn ≤ θ < 1 temos que existe uma constante ξ > 0 tal que k
n−k ≤ ξ. Logo, se n

é suficientemente grande temos que existe uma constante B0 tal que nn

kk(n−k)n−k
≤ B

(1−γ)n
0 .

Portanto, escolhendo A = A0ε e B = logB0 conclúımos a prova do Lema.

5.1 Perturbações locais de endomorfismos Anosov

Suponhamos M uma variedade Riemanniana compacta e conexa d-dimensional.

Consideremos f : M → M um difeomorfismo local C1+α. Suponha que existe uma

decomposição cont́ınua, não necessariamente invariante, TM = E⊕F do fibrado tangente

sobre M satisfazendo

1. existe α > 0 tal que o cone de amplitude α > 0 centrado em E, x 7→ C−α (x) satisfaz:

(a) Df (x)−1 · C−α (f (x)) ( C−α (x), para todo x ∈M ;

(b) existe λs > 1 tal que ‖Df (x)−1 · v‖ ≥ λs‖v‖, para todo v ∈ C−α (f (x)), para

todo x ∈M .

2. existe β > 0 e uma função L : M → (0,∞) tal que o cone de amplitude β centrado

em F , satisfaz:
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(a) Df(x) · C+
β (x) ⊆ C+

β (f(x)) para todo x ∈M ;

(b) ‖Df(x) · v‖ ≥ L(x)‖v‖ para todo v ∈ C+
β (x) e para todo x ∈M .

3. det |Df (x) |TxD| > σ, para alguma constante σ > 1, para todo x ∈ M e disco

tangente a C+
β contendo x.

4. Existe uma região aberta O ⊂M tal que L (x) ≥ λu, para alguma constante λu > 1

e para todo x ∈ M\O e L (x) ≥ L, para alguma constante L < 1 (a determinar),

para todo x ∈ O. Além disto, assumamos {V1, ..., Vp, Vp+1, ..., Vq} uma partição de

M por domı́nios de injetividade e que O ⊂ ∪qj=1Vp+j, onde p, q são números naturais

tais que existe γ ∈ (0, 1) satisfazendo p(1−γ)q ≤ σ.

Dado um disco D ⊂M tangente a C+
β , n ∈ N e γ ∈ (0, 1), definamos

R (D,n, γ) :=
{
x ∈ D : #

{
0 ≤ j ≤ n− 1 : f j (x) ∈ O

}
≥ γn

}
Lema 5.1.1. Fixemos um disco D ⊂ M tangente ao campo de cones C+

β . Existe γ0 ∈(
1
2
, 1
)

tal que para todo n suficientemente grande temos que LebD (R (D,n, γ0)) ≤ Ke−εn

para algum εsuficientemente pequeno e uma constante K > 0.

Demonstração. Consideremos Np+q := {1, ..., p, p+ 1, ..., p+ q} e o conjunto

R (n, γ) :=
{
~i ∈ Nn

p+q : # {0 ≤ j ≤ n− 1 : ij > p} ≥ γn
}
.

Denotemos V~i := ∩n−1
j=0 f

−j (Vij). Observe que x ∈ R (D,n, γ) então x ∈ V~i para algum

~i ∈ R (n, γ). Logo,

R (D,n, γ) ⊂ ∪~i∈R(n,γ)V~i.

Vamos estimar a medida de V~i, para um qualquer elemento ~i ∈ Nn
p+q. Por

definição temos que fn|V~i é injetiva, portanto vale que:

Lebfn(V~i)
(fn (V~i)) =

∫
V~i

| detDfn (x) |TxD|dLebD.

Como f j (V~i) é um disco, pela injetividade de fn neste domı́nios, e é tangente ao campo

de cones, pela invariância do mesmo, temos que

| detDfn (x) |TxD| =
n−1∏
j=0

| detDf
(
f j (x)

)
|T
fj(x)

fj(V~i)
| ≥ σn. (5.1.1)

Segue assim que

LebD (V~i) ≤ σ−nLebfn(V~i)
(fn (V~i)) ≤ C0σ

−n.
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Ora, então LebD (R (D,n, γ)) ≤ #R (n, γ) · C0σ
−n. Precisamos estimar então

#R (n, γ). Seja

k := min {m ∈ N : m ≥ γn} .

Podemos escrever R (n, γ) = ∪̇nj=kRj (n, γ) em que

Rj (n, γ) :=
{
~i ∈ Nn

p+q : # {0 ≤ j ≤ n− 1 : ij > p} = j
}
.

E para cada j temos que

#Rj (n, γ) =

(
n

j

)
pn−jqj,

logo

#R (n, γ) =
n∑
j=k

(
n

j

)
pn−jqj.

Sabemos que como k > n
2

então

(
n

k

)
≥
(
n

j

)
para todo k ≤ j ≤ n. Assim,

#R (n, γ) ≤ n

2

(
n

k

)
pn−kqn.

Usando o Lema 5.0.26 temos que

#R (n, γ) ≤ n

2
AeB(1−γ)np(1−γ)nqn,

para n suficientemente grande e constantes uniformes A,B > 0. Note que para n sufi-

cientemente grande n
2
≤ eB(1−γ)n. Logo

#R (n, γ) ≤ Ae2B(1−γ)np(1−γ)nqn.

Portanto

LebD (R (D,n, γ)) ≤ C0Ae
−n log σe2B(1−γ)np(1−γ)nqn.

Então, como por hipótese, assumimos que p(1−γ)q ≤ σ temos que (1− γ) log p + log q −
log σ < −2ε < 0. Portanto se escolhermos γ0 suficientemente próximo de 1 de forma que

2B(1− γ0) < ε então:

− log σ + 2B (1− γ) + (1− γ) log p+ log q < −ε.
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Segue portanto que

LebD (R (D,n, γ)) ≤ C0Ae
n[− log σ+2B(1−γ)+(1−γ) log p+log q] ≤ C0Ae

−εn

para todo nsuficientemente grande.

Observação 5.1.2. Suponhamos que não tenhamos expansão de volume para todo o espaço

ao longo de discos tangentes aos cones. Seja {V1, . . . , Vp, Vp+1, . . . , Vp+q}, uma partição de

M em domı́nios de injetividade. Assumamos que exista σ > 1 e ρ < 1 tais que

|detDf (x) |TxD| ≥ σ (5.1.2)

para todo x ∈ ⋃p
j=1 Vj e

|detDf (x) |TxD| ≥ ρ (5.1.3)

para todo x ∈ ⋃q
j=1 Vp+j, onde D é qualquer disco tangente ao campo de cones. Então se

V~i é como anteriormente e ~i ∈ R (n, γ), com γ ∈
(

1
2
, 1
)
, então para todo x ∈ V~i e n ∈ N

temos que
n−1∏
j=0

∣∣∣detDf
(
f j (x)

)
|T
fj(x)

fj(D)

∣∣∣ ≥ γσρn.

Então se γ e ρ são suficientemente próximos de 1 temos que γσρ > 1 temos ainda expansão

de volume em tempo n. Então substituindo a hipótese 3 pelas equações (5.1.2) e (5.1.3)

temos a validade da estimativa da frequência de visitas na região Vp+1 ∪ · · · ∪ Vp+q dada

pelo Lema (5.1.1).

Corolário 5.1.3. Se D é um disco tangente ao campo de cones C+
β e γ0 ∈

(
1
2
, 1
)

é como

no Lema anterior então para LebD quase todo ponto x ∈ D existe n (x) ∈ N tal que

x /∈ R (D,n, γ0) para todo n ≥ n (x).

Demonstração. Pelo Lema anterior, para todo n suficientemente grande, temos que:

LebD (R (D,n, γ0)) < Ke−εn.

Portanto
∑∞

n=1 LebD (R (D,n, γ0)) <∞, e pelo Lema de Borel-Cantelli, temos que

LebD (∩n≥1 ∪m≥n R (D,n, γ0)) = 0,

o que conclui a prova do corolário.
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Consideremos L < 1 suficientemente próximo de 1 e c > 0 suficientemente

próximo de zero de modo que

Lγ0 · λ(1−γ0)
u ≥ ec > 1 (5.1.4)

Proposição 5.1.4. Seja D um disco tangente ao campo de cones C+
β . Então existe c > 0

tal que para LebD quase todo x ∈ D vale que:

lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

log

∥∥∥∥(Df (f j (x)
)
|T
fj(x)

fj(D)

)−1
∥∥∥∥ ≤ −c < 0.

Demonstração. Como D é um disco tangente ao campo de cones C+
β e C+

β é Df -invariante

temos que ∥∥∥∥(Df (f j (x)
)
|T
fj(x)

fj(D)

)−1
∥∥∥∥ ≤ λu < 1 se f j (x) /∈ O

e ∥∥∥∥(Df (f j (x)
)
|T
fj(x)

fj(D)

)−1
∥∥∥∥ ≤ L−1 se f j (x) ∈ O.

Então para todo n:

n−1∑
j=0

log

∥∥∥∥(Df (f j (x)
)
|T
fj(x)

fj(D)

)−1
∥∥∥∥ ≤ ∑

j∈r(n,x)

log

∥∥∥∥(Df (f j (x)
)
|T
fj(x)

fj(D)

)−1
∥∥∥∥

+
∑

j∈g(n,x)

log

∥∥∥∥(Df (f j (x)
)
|T
fj(x)

fj(D)

)−1
∥∥∥∥ ,

onde r (n, x) := {0 ≤ j ≤ n− 1 : f j (x) ∈ O} e g (n, x) := {0, 1, . . . , n− 1} \r (n, x). O

corolário 5.1.3 implica que para LebD q.t.p. x existe n (x) tal que para todo n ≥ n (x),

x /∈ R (D,n, γ0). Em outras palavras, para todo n ≥ n (x) temos que #r (n, x) < γ0n.

Consequentemente #g (n, x) ≥ (1− γ0)n. Segue portanto que

1

n

n−1∑
j=0

log

∥∥∥∥(Df (f j (x)
)
|T
fj(x)

fj(D)

)−1
∥∥∥∥ ≤ 1

n
#r (n, x) logL−1 +

1

n
#g (n, x) log λ−1

u

= −
(

1

n
#r (n, x) logL+

1

n
#g (n, x) log λu

)
.

Como L < 1, temos que logL < 0 e portanto, como 1
n
#r (n, x) < γ0 temos que
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1
n
#r (n, x) logL ≥ γ0 logL. Também 1

n
#g (n, x) log λu ≥ (1− γ0) log λu. Portanto

1

n

n−1∑
j=0

log

∥∥∥∥(Df (f j (x)
)
|T
fj(x)

fj(D)

)−1
∥∥∥∥ ≤ − (γ0 logL+ (1− γ0) log λu)

≤ −
(
log
(
Lγ0 · λ(1−γ0)

u

))
≤ −c < 0.

Observe que se f é um endomorfismo que satisfaz 1, 2, 3 e 4, com a constante L

satisfazendo (5.1.4) então a Proposição anterior nos diz que dado um disco D tangente

ao campo de cones C+
β temos que LebD quase todo ponto tem expansão não uniforme

ao longo dos iterados do espaço tangente. A hipótese (1) implica na existência de um

subfibrado Df -invariante e uniformemente estável. Além disto se λs · L−1 < 1, temos

que existe uma folheação estável absolutamente cont́ınua tangente a este fibrado. Em

particular, temos que para Leb quase todo x ∈M , x tem expansão não uniforme ao longo

de alguma direção. Segue portanto que existem uma quantidade finita de medidas SRB

para f , pois f satisfaz as condições (H1), (H2), (H3) e (H4) descritas no Caṕıtulo 2.

5.2 Derivados de endomorfismos de Anosov

Exemplo 5.2.1 (Bifurcação Pitchfork). Considere M = T3 e g : M → M um endomor-

fismo Anosov linear de classe Cr, r ≥ 1. Então g é um endomorfismo Anosov especial,

ou seja, tal que os espaços instáveis independem das pré-órbitas, conforme [Prz76]. Seja

p ∈M um ponto fixo para g. Tome TpM = Es
p ⊕Eu

p , onde dim
(
Eu
p

)
= 2. Fixemos δ > 0

e B (p, δ) ⊂ M . Se δ é suficientemente pequeno podemos escrever em B (p, δ) em termos

de coordenadas locais em Es
p ⊕ Eu

p :

g (x, y, z) = (λ1 · x, h (y, z))

onde x ∈ Es
p e (y, z) ∈ Eu

p e λ1 ∈ R é o autovalor de Df na direção Es
p, |λ1| < 1. Sejam

λ2, λ3 ∈ R, |λ2| ≥ |λ3| > 1 os autovalores de Df em Eu
p . Deformamos por isotopia a

aplicação h num arco [0, 1] 3 t 7→ ht tal que:

1. h0 = h;

2. ht, t ∈ [0, 1] tem um ponto fixo pt, continuação de p. Assumiremos sem perda de

generalidade que pt = p para todo t ∈ [0, 1] ;

3. ht : Bu (δ) ⊂ Ec
t,p → Ec

t,p é uma aplicação Crpara todo t ∈ [0, 1] , onde Ec
t,p := Eu

p

para todo t ∈ [0, 1];
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Figura 5.2.1: Antes da bifurcação existe um único ponto fixo repulsor. Após a bifurcação
surgem um ponto fixo atrator e dois pontos fixos repulsores.

4. os autovalores de Dh1 em p são λ2 e ρ ∈ R com |ρ| < 1.

Suponhamos que ρ seja suficientemente próximo de 1 tal que

|λ2 · ρ| > 1.

Considere r suficientemente grande tal que exista γ ∈
(

1
2
, 1
)

tal que

r(1−γ) < |λ2 · ρ| .

Assuma que exista uma partição de M , {B1, B2, . . . , Bk, B} com k ≥ r , por domı́nios de

injetividade, onde B = B (p, δ). Note que, a menos de reduzirmos δ > 0, B (p, δ), gt |B(p,δ)

é injetiva para todo t ∈ [0, 1]

Consideremos então gt : M → M dada por gt (x, y, z) = (λ · x, ht (y, z)) em

B (p, δ) e gt |M\B(p,δ)= g |M\B(p,δ). Observe que TM = Es
t ⊕Ec

t . Definindo para α ∈ (0, 1)

Cst (x) := {v = vs ⊕ vc : ‖vc‖ ≤ α ‖vs‖}

e

Cut (x) := {v = vs ⊕ vc : ‖vs‖ ≤ α ‖vc‖} .

Assumamos que

|λ2 · λ1| < 1 e
∣∣λ1 · ρ−1

∣∣ ≤ 1.

Afirmamos que g1 satisfaz as hipóteses (1), (2), (3) e (4). De fato, observe que

dado v ∈ Cs (g1 (p)) temos que v = vs ⊕ vc onde v∗ ∈ E∗1,p, ∗ = s, c e Dg1 (p)−1 v =
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Dg1 (p)−1 ·vs+Dg1 (p)−1 ·vc. Então, considerando a norma da soma em TM e escrevendo

vc = vc,2⊕vc,3 onde vc,2 pertence ao autoespaço associado a λ2 e vc,3 pertence ao autoespaço

associado a ρ temos que

∥∥Dg1 (p)−1 · vc
∥∥ ≤ ∥∥Dg1 (p)−1 · vc,2

∥∥+
∥∥Dg1 (p)−1 · vc,3

∥∥
≤ |λ2|−1 ‖vc,2‖+ |ρ|−1 ‖vc,3‖
≤ |ρ|−1 (‖vc,2‖+ ‖vc,3‖) = |ρ|−1 ‖vc‖
≤ |ρ|−1 α ‖vs‖ ≤ |λ1| |ρ|−1 · α

∥∥Dg1 (p)−1 · vs
∥∥

≤ α
∥∥Dg1 (p)−1 · vs

∥∥ .
Ou seja, Dg1 (p)−1 · v ∈ Cs1 (p). Analogamente, se v ∈ Cu1 (p) então

‖Dg1 (p) · vs‖ ≤ |λ2λ1|α ‖Dg1 (p) · vc‖ ≤ α ‖Dg1 (p) · vc‖

e Dg1 (p) · v ∈ Cu1 (p). Por continuidade, temos o mesmo para todo x ∈ B (p, δ).

Observe ainda que para v ∈ Cu1 (p) temos que ‖Dg1 (p) · v‖ ≥ (1− α) ·µ ‖v‖. Por

continuidade, para x ∈ B (p, δ) temos

‖Dg1 (x) · v‖ ≥ (1− α) · µ ‖v‖ .

Se x /∈ B (p, δ), como g1 |M\B(p,δ)= g |M\B(p,δ) temos que

‖Dg1 (x) · v‖ ≥ (1− α) · λ2 ‖v‖ .

Então, tomando O = B (p, δ) temos que valem as propriedades (1), (2) e (4).

Para verificarmos a propriedade (3), observe que det
(
Dg (p) |Ec1,p

)
é aproximadamente

dada pelo produto λ2ρ. Em particular para todo x ∈ B (p, δ) temos a mesma estimativa

(possivelmente para uma constante um pouco menor). Fora de B (p, δ), g1 expande volume

em Ec
1,x por hipótese.

Sendo assim, g1 admite um número finito de medidas SRB. Tomando V ⊂
Endr (M) uma vizinhança aberta de g1 suficientemente pequena, é fácil ver que valem

essas hipótese robustamente e portanto temos a estabilidade estat́ıstica destas medidas

conforme Teorema 4.0.25.

Exemplo 5.2.2 (Bifurcação de Hopf). Consideremos g : M →M como no exemplo 5.2.1,

ou seja, um endomorfismo Anosov Linear em M = T3. Seja também p ∈M um ponto fixo

e TpM = Es
p ⊕Eu

p com dim
(
Eu
p

)
= 2. Podemos repetir a construção acima considerando

uma bifurcação de Hopf do ponto fixo p, deformando g por isotopia. Assumamos então

que Dg possua dois autovalores complexos conjugados de valor absoluto ρ > 1. Obtemos
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então um arco [−1, 1] 3 t→ gt satisfazendo:

1. para todo t ∈ [−1, 1], gt é um endomorfismo de classe Cr com um ponto fixo pt,

continuação de p. Assumiremos por simplicidade que pt = p para todo t ∈ [−1, 1].

2. g−1 = g.

3. para todo t < 0, gt é um endomorfismo Anosov. g0 tem autovalores complexos

conjugados de valor absoluto 1 restrito a Eu
0,p.

4. a bifurcação de Hopf acontece no parâmetro t = 0. Então para todo parâmetro

t > 0 suficientemente pequeno temos que os autovalores de Dgt restrito a Ec
t são

ainda complexos conjugados mas tem valor absoluto menor do que 1. Para estes

parâmetros surge ainda um ćırculo invariante Ct, em volta de p, que é repulsor. O

ponto p torna-se um ponto fixo atrator.

5. gt |M\B(p,δ)= g |M\B(p,δ) para todo t ∈ [−1, 1]

Como no exemplo anterior, o espaço Es
t,x = Es

−1,x para todo x ∈M e
∥∥Dgt |Est ∥∥ < λ < 1.

Fixemos então f = gt0 para algum parâmetro t0 > 0 satisfazendo as assertivas acima.

Denotemos por ρt0 o valor absoluto dos autovalores de Dgt0 (p) em Ec
t0,p

. É fácil ver a

existência de cones invariantes para f . Suponha λ o autovalor de Df na direção Es. Note

que em M\B (p, δ) temos que |detDf (x) |TxD| ≥ |ρ| para todo disco tangente ao campo

de cones. Em B (p, δ), |detDf (x) |TxD| ≥ |ρt0|. Assumindo que exista γ ∈ (0, 1) tal que

ργt0ρ
1−γ > 1

e que δ > 0 é suficientemente pequeno tal que {B1, . . . , Bp, B (p, δ)} é uma partição de M

em domı́nios de injetividade tal que

p1−γ ≤ γρρt0

temos que f satisfaz as hipóteses (1), (2), (3) e (4).

Com no exemplo anterior, é fácil ver que podemos mostrar que para todo g numa

vizinhança aberta de f , g é um endomorfismo parcialmente hiperbólico com um campo

de cones não uniformemente expansor.

Observação 5.2.3. Usando [Tsu05, Proposição 4.7], se nos restringimos a endomorfismos

parcialmente hiperbólicos em superf́ıcies, temos que a medida SRB aqui encontrada é

também absolutamente cont́ınua com respeito a medida de Lebesgue na superf́ıcie.
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5.3 Difeomorfismos parcialmente hiperbólicos e apli-

cações não uniformemente expansoras

Em [ABV00, Apêndice A], Alves, Bonatti e Viana exibiram duas classes abertas

de aplicações não uniformemente hiperbólicas: a primeira delas consiste em endomorfismos

não singulares de classe C1+α para os quais vale

lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

log ‖Df
(
f j (x)

)−1 ‖ ≤ −2c < 0 (5.3.1)

em um conjunto com medida de Lebesgue positiva; a segunda classe é formada por difeo-

morfismos admitindo uma decomposição dominada invariante TM = Es⊕Ec, em que Es

é um espaço uniformemente contrator e Ec satisfaz

lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

log ‖Df
(
f j (x)

)−1 |Ec
fj+1(x)

‖ ≤ −2c < 0 (5.3.2)

em um conjunto H com medida de Lebesgue positiva.

Os endomorfismos satisfazendo a desigualdade (5.3.1) são ditas aplicações não

uniformemente expansoras e correspondem em nosso contexto ao caso em que tomamos

o fibrado Es não trivial e o campo de cones corresponde ao fibrado tangente inteiro.

Os difeomorfismos parcialmente hiperbólicos satisfazendo (5.3.2) também satis-

fazem as nossas hipóteses. De fato, a equação (5.3.2) é equivalente a dizer que

1

n

n−1∑
j=0

log ‖Df
(
f j (x)

)−1 |Ec
fj+1(x)

‖ ≤ −2c < 0

para todo n suficientemente grande. Então, pela continuidade da derivada, se a > 0 é

suficientemente pequeno, podemos dizer que

1

n

n−1∑
j=0

log ‖
(
Df

(
f j (x)

)
|Ca(fj(x))

)−1 ‖ ≤ −2c < 0

para todo n suficientemente grande, onde Ca é o campo de cones invariante de amplitude

a > 0 centrado em Ec. Em outras palavras,

lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

log ‖
(
Df

(
f j (x)

)
|Ca(fj(x))

)−1 ‖ ≤ −2c < 0

para todo x ∈ H.
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Sendo assim, nossos resultados se aplicam a difeomorfismos parcialmente hiperbólicos

não singulares e transformações não uniformemente expansoras não singulares contidas

em [ABV00, Apêndice A].



Caṕıtulo 6

Perspectivas futuras

Neste trabalho mostramos a existência de medidas SRB para endomorfismos não

singulares parcialmente hiperbólicos e mostramos a continuidade com respeito a topologia

fraca * (estabilidade estat́ıstica) das medidas em relação a dinâmica. Dada a existência

desta medida surgem questões naturais que, respondidas, levam a um maior entendimento

do comportamento das órbitas do sistema do ponto de vista desta medida invariante.

Podemos também indagar sobre generalizações de nossos resultados para endo-

morfismos singulares ou ainda sobre outras formas de estabilidade das medidas SRB.

Neste caṕıtulo apresentamos algumas destas questões a ser respondidas no futuro.

6.1 Endomorfismos singulares

Como salientamos anteriormente, o Teorema A é uma generalização de resultados

de [ABV00] para endomorfismos não singulares parcialmente hiperbólicos. Em [ABV00],

os autores também abordam o caso de difeomorfismos parcialmente hiperbólicos e en-

domorfismos não uniformemente expansores admitindo um conjunto singular S ⊂ M .

Assumindo que f se comporta como uma potência da distância ao conjunto S em regiões

próximas de S, eles mostram que existe um número finito de medidas SRB para f

([ABV00, Teorema C e Corolário D]).

É natural então investigarmos o que ocorre com endomorfismos parcialmente

hiperbólicos admitindo regiões singulares:

Pergunta 6.1.1. Seja f : M\S→M\S um endomorfismo de classe C1+α admitindo um

subfibrado invariante contrativo, onde S é uma região cŕıtica de f . Quais condições sobre

S devemos ter para que tenhamos a existência de medidas SRB para f?

111
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6.2 Estabilidade estocástica

Supondo V ⊂ End1 (M) um aberto de endomorfismos não singulares parcialmente

hiperbólicos com constantes uniformes, o Teorema B diz que vale a estabilidade estat́ıstica

neste aberto. Ou seja, para quaisquer sequência (gn)n∈N em V convergindo para g ∈ V , se

µn é uma sequência de probabilidades ergódicas, em que µn é uma medida SRB para gn

para todo n ∈ N, então todo ponto de acumulação de (µn)n∈N na topologia fraca * é uma

combinação convexa das medidas SRB de g. Isto nos dá uma continuidade das medidas

SRB com respeito à g ∈ V com a topologia fraca *.

Podemos questionar acerca da continuidade das medidas SRB com respeito a

perturbações aleatórias da dinâmica. Uma perturbação aleatória de f ∈ V é uma famı́lia

(θε)ε>0 de probabilidades em V tais que existe uma vizinhança Vε (f) de f para todo ε > 0

satisfazendo:

supp (θε) ⊂ Vε (f) e
⋂
ε>0

Vε (f) = {f} .

Ademais, Vε1 (f) ⊂ Vε2 (f) se ε1 < ε2. Considere o skew product

F : VN ×M → VN ×M(
f, x

)
7→

(
σ
(
f
)
, f0 (x)

) ,
onde f = (f0, f1, . . . , fn, . . . ) e σ : VN → VN dado por

σ (f0, f1, . . . , fn, . . . ) = (f1, . . . , fn, . . . ) .

Uma medida µε em M é dita uma medida estacionária se a medida θN × µε é

uma medida invariante em VN ×M . Diremos então que f é estocasticamente estável se

para uma sequência de medidas estacionárias (µε)ε>0 qualquer ponto de acumulação é

uma combinação convexa das medidas SRB de f .

Temos a estabilidade estocástica para abertos de difeomorfismos parcialmente

hiperbólicos (veja [AAV07]). Então esperamos uma resposta positiva para a seguinte

questão:

Pergunta 6.2.1. Se f é um endomorfismo não singular parcialmente hiperbólico e ex-

iste uma vizinhança V ⊂ End1 (M) de f constitúıda de endomorfismos não singulares e

parcialmente hiperbólicos então f é estocasticamente estável?
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6.3 Continuidade absoluta da medida SRB com re-

speito a medida de Lebesgue

Em [Tsu05, Proposição 4.7], o autor mostra que, para endomorfismos parcial-

mente hiperbólicos não singulares em superf́ıcies, medidas SRB hiperbólicas são absoluta-

mente cont́ınuas com respeito a medida de volume na superf́ıcie, não somente ao longo de

variedade instáveis. Intuitivamente, a continuidade absoluta é obtida a partir do estudo

das interseções de iterações de discos instáveis com uma fixada vizinhança da variedade.

Deduz-se a continuidade absoluta com respeito a medida de Lebesgue na superf́ıcie a par-

tir da continuidade absoluta ao longo das variedades instáveis. Comportamentos similares

podem ser observados em nosso contexto de endomorfismos não singulares parcialmente

hiperbólicos em dimensão finita qualquer, o que nos leva a seguinte questão:

Pergunta 6.3.1. Se µ é uma medida SRB para um endomorfismo não singular parcial-

mente hiperbólico f então µ é absolutamente cont́ınua com respeito a Lebesgue?

6.4 Propriedades estat́ısticas da medida SRB

Se f é um endomorfismo não singular parcialmente hiperbólico satisfazendo (H1),

(H2), (H3) e (H4) e µ é uma medida SRB para f dada pelo Teorema A então µ é uma

medida f́ısica (Lema 3.5.4). Lembremos que uma medida µ é dita uma medida f́ısica se a

sua bacia

B (µ) :=

{
x ∈M : existe lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

δfj(x) = µ

}
tem medida de Lebesgue positiva. Ademais, se f é transitiva e o conjunto H da hipótese

(H3) tem medida de Lebesgue total então esta medida f́ısica é única e B (µ) também

tem medida de Lebesgue total. Em particular, dada ϕ : M → R uma função cont́ınua o

conjunto

Dϕ (µ) :=

{
x ∈M : existe lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

ϕ
(
f j (x)

)
=

∫
ϕdµ

}
tem medida de Lebesgue total. Consequentemente, se definirmos para n ∈ N e ε > 0

Dϕ (µ, n, ε) :=

{
x ∈M :

∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
j=0

ϕ
(
f j (x)

)
−
∫
ϕdµ

∣∣∣∣∣ ≥ ε

}

então limn→∞ Leb (Dϕ (µ, n, ε)) = 0. Surge então a questão das taxas de convergência

deste limite o que chamamos de taxa de grandes desvios para a medida µ. Taxas de

grandes desvios para medidas SRB para difeomorfismos parcialmente hiperbólicos foram
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provadas em [AP10]. É natural então buscar responder a seguinte:

Pergunta 6.4.1. Que tipo de taxa de grandes desvios para a medida SRB µ para o

endomorfismo parcialmente hiperbólico f podemos obter e para qual classe de observáveis

podemos obter tais taxas?

Uma outra propriedade estat́ıstica para o conhecimento do comportamento da

dinâmica é o decaimento de correlações. Dados dois observáveis ϕ, ψ : M → R, definimos

a função correlação, para cada n ∈ N, como sendo

Cn (ϕ, ψ) :=

∣∣∣∣∫ (ϕ ◦ fn) · ψdµ−
∫
ϕdµ ·

∫
ψdµ

∣∣∣∣ .
Para determinadas classes de observáveis é posśıvel mostrar que esta função converge a

zero quando n tende a infinito e exibir taxas para esta convergência. Por exemplo, para

observáveis Hölder cont́ınuos com respeito a difeomorfismos parcialmente hiperbólicos

como em [ABV00], temos condições para taxas de decaimento de correlações polinomiais

(ver [AP10]). É intuitivo investigar o que acontece no contexto de um endomorfismo em

geral:

Pergunta 6.4.2. Para qual classe de observáveis podemos obter taxas de decaimento de

correlações? Que tipo de taxas podemos obter?

Uma forma de obter respostas para a pergunta anterior seria uma adaptação

da construção de torres de Young (veja por exemplo [AP10]) para o contexto de en-

domorfismos parcialmente hiperbólicos e adaptar os resultados devidos a L.S. Young

([You98, You99]).
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