o
soc::DE§E|mM AAAAAA
DE MATEMATICA P RO F NI AT

UNIVERSIDADE FEDERAL DA BAHIA - UFBA
INSTITUTO DE MATEMATICA - IM
SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA - SBM
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL - PROFMAT

DISSERTACAO DE MESTRADO

UMA ANALISE DO ENSINO DE GEOMETRIA NO ENSINO
MEDIO ATRAVES DO TEOREMA DE EULER PARA
POLIEDROS CONVEXOS

JORGE ALECIO MASCARENHAS

Salvador - Bahia
ABRIL DE 2013



UMA ANALISE DO ENSINO DE GEOMETRIA NO ENSINO
MEDIO ATRAVES DO TEOREMA DE EULER PARA
POLIEDROS CONVEXOS

JORGE ALECIO MASCARENHAS

Dissertacao de Mestrado apresentada
a Comissao Académica Institucional do
PROFMAT-UFBA como requisito parcial para

obtencao do titulo de Mestre em Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Marco Antonio No-

gueira Fernandes.

Salvador - Bahia
Abril de 2013



UMA ANALISE DO ENSINO DE GEOMETRIA NO ENSINO
MEDIO ATRAVES DO TEOREMA DE EULER PARA
POLIEDROS CONVEXOS

| JORGE ALECIO MASCARENHAS

Dissertagao de Mestrado apresentada
a  Comissao  Académica Institucional do
PROFMAT-UFBA como requisito parcial para
obtencao do titulo de Mestre em Matemética,

aprovada em 12 de margo de 2013.

Banca aminadora:

| Q) 30&?,\k

!
Prof. Di. Mmijo Am onio Nogueira Fﬁrnancﬁes (Orientador)
UFBA

|
|
\

\ j}l S \.LQ\ \{eu._ﬂ/\)
7

Prof. Dr. Isaac Costa Lazaro
UFBA

Prof. Dr. Hilario Alencar da Silva
UFAL




Dedico este trabalho aos meus pais, Juvenal Alves Mascarenhas e Anna Bréda
Mascarenhas que, mesmo nao estando mais presentes, foram fundamentais para a

formacao da pessoa que sou.



Agradecimentos

Agradeco, primeiramente, a Deus por ter me concedido a forga necessaria para
toda essa jornada, por ter me abengoado, ter me dado condicoes de compreender e de ir

até ao fim desse curso.

Sou imensamente grato aos idealizadores, coordenadores e todos aqueles que con-
tribuiram com o curso PROFMAT — Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional, por essa proposta que respeita a condicao daqueles, como eu, que ja estao
trabalhando e que nao dispoe de horarios tao flexiveis como os exigidos na proposta do

Mestrado Académico.

Agradego a CAPES pelo apoio dado durante todo o curso. Ajuda essa que viabili-
zou superar os problemas com deslocamentos, vencer a distancia entre a cidade que moro
e a cidade onde realizei o curso, que permitiu a aquisicao de muitos livros que servirao

para toda a minha vida profissional.

Gandes foram as contribuicoes dos professores e tutores do curso, aos quais devo
muita gratidao. A compreensao, os sabados de estudo e de didlogos, os conselhos e o0s

exemplos foram valiosos nesse percurso.

Quero registrar a minha gratidao ao meu orientador, o professor Doutor Marco
Antonio Nogueira Fernandes, pela forma como me ajudou, com conselhos, dicas e princi-
palmente com a tranquilidade que conduziu esse processo, pois grandes foram as minhas

dificuldades e em momento algum ele me deixou desanimar.

Os colegas do curso formaram um verdadeiro time em que todos buscaram o cres-
cimento, nao apenas o individual, mas também o coletivo. Acredito que todos cresceram
muito com esse curso, em conhecimento e como pessoas. Muitas das dificuldades foram

vencidas pela ajuda de um e de outro colega.



Agradeco a minha esposa Ana Célia pela paciéncia, pela dose diaria de forca de
vontade que me foi dada, pelo companheirismo pelo amor a mim concedido. Valiosa foi a
presenca das minhas filhas Maira e Rebeca que, mesmo no momento de suas adolescéncias,
tiveram a paciéncia e compreenderam a minha auséncia em varios momentos desse curso:

era preciso estudar.

Tenho uma familia com oito irmaos e sou grato a todos eles: Antonio Carlos,
José Mario, Maria, Ana Maria, Nancy, Rita Bréda, Luis Alberto e Luciano Bréda, pois
acostumados com a minha presenca constante souberam respeitar a necessidade de me

abster de varios momentos familiares sem diminuir o amor deles por mim.

Obrigado. Que Deus abengoe todos nos.



"A Geometria faz com que possamos
adquirir o hdbito de raciocinar, esse

habito pode ser empregado, entao, na
pesquisa da verdade e ajudar-nos na

vida”.

Jacques Bernoulli



Resumo

Nesta dissertacao sera feita uma analise da situacao atual do ensino da Geometria
nos cursos do Ensino Médio através da apresentacao do Teorema de Euler para Poliedros
Convexos e da analise da sua utilizacao em salas de aula. Sera feita uma reflexdao sobre o
desenvolvimento do raciocinio dedutivo nesse nivel de ensino e sobre a abordagem que se
dé a formacao do cidadao quanto a algumas competéncias importantes para a capacidade
de andlise critica da realidade. Uma abordagem historica investigara a trajetoria das
didaticas utilizadas no ensino dessa ciéncia. Por fim serao levantadas propostas para o
ensino de Geometria e para o desenvolvimento do raciocinio dedutivo através de demons-

tragoes geométricas.

Palavras-chave: Ensino, Geometria, Raciocinio Dedutivo, Euler e Poliedros Con-

vexos.



Abstract

This dissertation is an analysis of the current situation of the teaching of geometry
in high school courses through the presentation of Euler’s Theorem for Convex Polyhedra
and the study of its use in classrooms. The purpose of the research is to make a reflection
on both the development of deductive reasoning and on the approach towards the training
of citizens regarding some important strengths which are key to the improvement of
students’ capacity of critical analysis of their reality within this level of education. A
historical approach will investigate the trajectory of methods that are used to teach such
science. Ultimately, proposals will be raised aimed at the teaching of Geometry and at

the development of deductive reasoning through geometrical demonstrations.

Keywords: Teaching, Geometry, Deductive Reasoning, Euler’s Theorem for Con-

vex Polyhedra.
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Introducao

O texto que se segue é a uma reflexao sobre o Ensino de Geometria para alunos do
Ensino Fundamental 1T e, principalmente, para alunos do Ensino Médio. Tal reflexao sera
pautada na experiéncia do autor em sala de aula, nas abordagens sugeridas por alguns
livros didaticos do Ensino Médio, nos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino
Fundamental e nos Parametros Curriculares Naciuonais para o Ensino Médio.

A experiéncia profissional do autor lecionando Matematica e Geometria teve inicio
ainda durante o curso de Licenciatura em Matematica na Universidade Estadual de Feira
de Santana quando, a partir do terceiro semestre, foi realizado um estégio na area de Ma-
tematica numa escola da rede estadual, durante o curso também foi monitor de Geometria
Analitica auxiliando alunos dos cursos de Matematica e de Engenharia Civil, situagao que
ja permitiu notar muitas isegurancas nos estudantes quanto a Geometria e dificuldades
de representagao e de interpretacao.

A partir do ano de 1997 foi iniciada a atividade profissional, lecionando em escolas
da rede privada de ensino a disciplina Matematica e no ano de 2001 na rede Estadual.
Com uma abordagem bastante prépria sobre o ensino de Geometria tomando o cuidado,
desde o oitavo ano de Ensino Fundamental, de garantir a validade do que se apresenta
ao aluno, com demonstracoes e deducoes. Foi-se constastando um amadurecimento nos
estudantes, quanto a argumentacao, quanto a exploragao dos problemas e no prazer de
estudar Matematica e Geometria.

Entendendo essa pratica, de apresentar um conhecimento cuidadosamente validado
sem, no entanto, pretender fazer uma construcao axiomatica da Geometria, por entender
que nao é a abordagem apropriada para o grau de maturacao dos estudantes, conseguiu-se
grande respeito do alunado, e criou-se um ambiente onde os alunos nao expressam medo
ou rejeicao quanto ao estudo dessa area.

A criagdo de um Clube da Matemaética na escola privada bem como a participagao
em Olimpiadas de Matematica mobilizou grande parte do alunado, criando um clima
muito positivo frente ao estudo de Matemaética e Geometria. Aulas de resolucao de pro-
blemas, o acervo de desafios logicos, geométrico e de manipulagao geram a desconstrugao

de preconceitos com essas areas do conhecimento. Como frutos colhidos desse trabalho



hoje notou-se um grande ntimero de alunos que trilharam o cominho das engenharias e
os cursos de Matematica.

Os livros didédticos mais atuais estao evitando fazer as construcoes de validagao
do conhecimento. Nao é raro encontrar livros que apresentam propriedades geométricas
apenas por meio de exemplos resolvidos e férmulas sem fazer a devida construcao. Tal
abordagem gera, no estudante, a sensacao de que a Matematica e a Geometria sempre
esteviveram prontas e nao se discute como se chegou aquele resultado. Os livros evoluiram
muito no tocante a contextualizagao, pois superaram uma postura anterior de apenas trei-
nar exaustivamente certos conteudos, passando para problemas que apresentam contextos
mais faceis de situar na realidade do aluno, tal direcao precisa ser mantida e valorizada
cada vez mais.

Tomando como ponto de comparagao o Teorema de Euler para Poliedros Convexos,
buscou-se perceber como os livros didaticos apresentam esse tema. Se é feita a demons-
tracao ou nao, se ha um contexto historico nessa apresentacao ou se apenas sao feitas
aplicagoes e resolugoes de problemas.

A férmula percebida por Euler tem uma histéria bastante rica e possui demons-
tragoes que sao adequadas ao grau de abstracao dos alunos do Ensino Médio. A histéria
da demonstragao deste teorema ajuda a perceber como o conhecimento matematico é
construido. A contextualizacao histérica é importante para gerar no aluno um melhor
entendimento de como a Geometria foi construida ao longo da trajetéria humana.

Inicialmente é apresentada a histéria do criador do teorema em questao, relata-
se quem foi Leonhard Euler, e algumas de suas contribui¢oes. A historia do Teorema e
da sua validagao a partir da demonstracao sao apresentadas em seguida, posteriormente
sao apresentadas duas demonstracoes que se tem registro em livros do Ensino Médio ou
superiores, a primeira foi da por Cauchy e a segunda foi publicada por Zoroastro Azambuja
Filho na terceira edigao da Revista do Professor de Matematica e publicada no livro Meu
professor de Matemaética e outras histérias de Elon Lages Lima.

O Ensino da Geometria ¢ analisado de duas maneiras, a primeira por meio do seu
desenrolar na histéria da educagao brasileira e na outra é tracado um perfil do quadro
atual do Ensino da Geometria. Tal quadro é feito a partir dos documentos oficias, como
Os Paramentros Curriculares Nacionais, os quais apresentam um quadro atual do Ensino
de Matematica no Brasil e dos livros didaticos atualmente publicados no Brasil, em que
se observa como a Geometria é construida.

A partir dos documentos oficiais, como os Parametros Curriculares Nacionais para
o Ensino Médio, é percebido o que ¢ tragado como contribuigoes necessarias para formagcao
do cidadao, ou seja, a participagao do ensino da Geometria na formacao critica, as com-

peténcias e habilidades que se espera construir nesse adolescente, bem como o desenvol-



vimento do raciocinio dedutivo, tao importante para a construcao de argumentacoes no
mundo atual.

O pensamento matematico, ou seja, o que se espera da contribuicao do ensino de
Matematica e da Geometria para o aprimoramento das formas de andlise, ¢ abordado
no final do terceiro capitulo, bem como a importancia do uso de algumas demonstragoes
que valorizem o pensamento, a criatividade, sem perder o rigor da argumentacao, para
desenvolver nos estudantes uma maior maturidade na ideia do que significa a Matematica
na vida de cada um.

Finalmente sao ponderados alguns aspectos que se pode tirar como conclusao da
pesquisa realizada. O que pode ser agregado as estratégias de Ensino da Geometria, o
que se pode fazer para valorizar esse ensino e, principalmente, o caminho que se precisa
trilhar para resgatar a importancia, para a vida e para o crescimento pessoal de cada
estudante do Ensino Médio, mesmo aquele que nao pretendam seguir carreira nas areas

que envolvam diretamente as disciplinas das ciéncias matemaéticas.



Capitulo 1

O Teorema de Euler para Poliedros

Convexos

1.1 Breve Historico Sobre O Matematico Leonhard

Euler

Leonhard Euler nasceu em 1707 na Basiléia, uma importante cidade suiga, filho de
um pastor calvinista, é um dos maiores nomes da historia da Matematica. E considerado
pelos historiadores como a pessoa que mais produziu artigos matematicos de todos os
tempos, escrevendo sobre praticamente todos os ramos da Matemaética, bem como sobre

ramos da Fisica. Segundo Boyer [2], pdgina 303:

(...) O mais importante matemdatico nascido na Suica nessa época - ou em

qualquer outra - foi Leonhar Euler (1707 - 1783), que nasceu em Basiléia.

O pai de Euler era um ministro religioso que, como o pai de Jacques Bernoulli,
esperava que seu filho seguisse o mesmo caminho. Porém o jovem estudoou
com Jean Bernoulli e se associaou com seus filhos, Nicolaus e Daniel, e através

deles descobriu sua vocacao.

O pai de Euler tinha esperanga que seu filho seguisse a carreira teoldgica, mas logo
cedo percebeu seu grande potencial para as exatas. Foi o préprio pai de Euler, que tinha
também formacao nas areas de exatas, que iniciou o filho pelos caminhos da logica e,
posteriormente, conseguiu que seu filho estudasse com Jean Bernoulli, o que lhe propiciou
uma aproximacao com a familia Bernoulli.

A formacao de Euler foi extremamente vasta, estudando matematica, teologia,
medicina, astronomia, fisica e linguas orientais. Aos vinte anos mudou para a Russia, em

busca de uma vaga na area de medicina na recém criada Academia de Sao Petersburgo.



Nessa mesma Academia de Sao Petersburgo, dois jovens da familia Bernoulli tinham ido

para ocupar as cadeiras de matemédtica. Como afirma Eves [10], pdgina 471.

Em 1727, quando Euler tinha apenas vinte anos de idade, os irmaos Daniel
e Nicolaus Bernoulli, que pertinceiam a Academia de Sao Petersburgo, recém
criada por Pedro, o Grande, conseguiram que ele fosse indicado membro da
Instituicao. Com a volta de Daniel a seu pais pouco depois, para ocupar a
cadeira de matematica da Universidade da Basiléia, Euler tornou-se o cabeca

da secao de matematica da Academia.

Na Academia de Sao Petersburgo foi criada uma revista especializada em Ma-
tematica, da qual Euler participou desde seu lancamento com artigos constantes. A
producao desse génio era tao grande que mesmo depois da sua morte a revista continuou
publicando artigos seus por mais de cinquenta anos.

O respeito e a admiracao por Euler eram enorme e sua fama correu o mundo. Em
1741 foi convidado pelo Imperador Frederico o Grande para fazer parte da Academia de
Berlim, onde ficou por vinte e cinco anos. A simplicidade do grande matemético incomo-
dava o imperador que esperava uma postura mais requintada de uma pessoa tao ilustre.
Essa simplicidade de Euler acabou gerando descontentamentos por parte do Imperador e,
em alguns episddio, constrangimentos ao matematico. Em 1766, a convite de Catarina a
Grande, retorna a Academia de Sao Petersburgo, onde vive até 1783, ano em que morre
em sua casa o mestre da Matematica.

A histéria da vida de Leonhard Euler é riquissima em contribuigoes para os diver-
sos ramos da Matematica e das ciéncias, tendo produzido artigos em diversas areas do
conhecimento. Mesmo com tamanha sabedoria e profundidade ele era também conhecido
por sua didatica e simplicidade ao abordar temas trabalhados nos niveis escolares elemen-
tares, nesse sentido ele também produziu livros didaticos para esses niveis de ensino da

Matemética para a Russia. Segundo Boyer [2] (p. 305):

De 1727 a 1783 a pena de Euler esteve ocupada aumentando os conhecimentos
disponiveis em quase todos os ramos da matematica pura e aplicada, dos mais
elementares aos mais avancados. Além disso, em quase tudo, Euler escrevia
na linguagem e notacao que usamos hoje, pois nenhum outro individuo foi tao
grandemente responsavel pela forma da matematica de nivel universitario de
hoje quanto Euler, o construtor de notagao mais bem-sucedido em todos os

tempos.

Aos vinte e oito anos Euler perdeu a visao do seu olho direito, conta-se que devido a

esforcos excessivos da visao em um de seus estudos e aos sessenta anos comecou a perder



a visao do outro olho devido a uma catarata. Sabendo de sua cegueira inevitavel ele
mandou construir um quadro negro enorme, no qual treinou escrever sem olhar e dessa
forma, ditando para seus filhos e escrevendo no quadro negro, continuou produzindo
artigos na mesma dinamica de antes devido a sua memoéria extraordindria e sua grande

capacidade de concentragao. Boyer afirma [2], pagina 304:

(...) Em 1735 tinha perdido a visdo do olho direito - por excesso de trabalho,
ao que se diz - mas esta infelicidade nao diminuiu em nada sua producao de
pesquisa. Conta-se que ele disse que ao que parecia seu lapis o superava em
inteligéncia, tao facilmente fluifam artigos; e ele publicou mais de 500 artigos
durante sua vida. Por quase meio século depois de sua morte obras de Euler

continuavam a aparecer nas publica¢oes da Academia de S. Petersburgo(...)
Carl Boyer afirma ainda [2] pagina 304:

(...) em 1766 Euler voltou a Russia. Durante esse ano Euler soube que estava
perdendo a visao do olho que restava devido a catarata, e preparou-se para a
cegueira final praticando escrever com giz numa grande lousa e ditando para
seus filhos. Uma operagao foi feita em 1771, e durante alguns dias Euler
enxergou novamente; mas o sucesso nao durou e Euler passou quase todos os

ultimos dezesseis anos de sua vida na total cegueira.

1.2 O teorema de Euler para Poliedros Convexos e

sua historia

Um trecho da histéria da Matematica e da vida de Leonhard Euler muito rico,
principalmente para a Educacao Bésica é a relacao feita entre o nimero de vértices (V),
arestas (A) e faces (F)) de um poliedro.

Definigao de poliedros: Um poliedro é uma reuniao de um ntimero finito de poligonos
planos, onde cada lado de um destes poligonos é também lado de um, e apenas um, outro
poligono. Cada um destes poligonos chama-se uma face do poliedro, cada lado comum a
duas faces chama-se uma aresta do poliedro e cada vértice de uma face é também vértice

do poliedro.

A figura[l.1]é um poliedro, formado por oito triangulos equildteros, como o triangulo
ViVoVs, os lados dos triangulos sao as arestas, logo ViV, é uma aresta e os pontos
Vi, Vo, Vi, Vi, Vi e Vi sao os vértices do poliedro, que sao os vértices dos triangulos

correspondentes as faces.
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Figura 1.1: Octaedro Regular

Definicao de Poliedro Convexo: Todo poliedro limita uma regiao do espaco cha-
mada de interior deste poliedro. Dizemos que um poliedro é convexo se o seu interior
C é convexo, isto é, quando qualquer segmento de reta que liga dois pontos de C esta
inteiramente contido em C. Em um poliedro convexo toda reta nao paralela a nenhuma
de suas faces o intersecta em, no maximo, dois pontos.

Outra Definicao de Poliedro Convexo: Dize-se que um poliedro é convexo quando
cada face deixa todas as outras faces no mesmo semiespaco determinado por ela.

Defini¢ao de poliedro nao convexo: um poliedro que nao é convexo sera chamado
de poliedro nao convexo.

O Teorema de Euler para poliedros foi enunciado em 1758 e afirma que: Se um

poliedro possui V vértices, A arestas e F faces, entao:

V-A+F=2

Neste texto serao abordadas duas demonstragoes para o Teorema de Euler para
poliedros convexos. A primeira sera a fornecida por Augustin-Louis Cauchy e a segunda

foi apresentada pelo professor Zoroastro Azambuja Filho. A histéria do teorema e de sua



demonstracao ja é um belo episédio do pensamento matematico moderno. Um problema
importante sobre esse fato é que o autor do teorema nunca se preocupou em definir um
poliedro. Segundo Elon [I3] (p. 70) ”Muito provavelmente Euler (o qual nunca se deu ao
trabalho de definir precisamente ”poliedro”) nao considerava como poliedros os sélidos,
como o da figura[[.2] para os quais seu teorema é falso.

Para conceber uma demonstragao, Cauchy teve a ideia de planificar o poliedro,
através de uma projecao feita a partir de um ponto externo ao poliedro. O mais belo
dessa demonstracao é a inventividade e a criatividade, de sair de um problema espacial
para um problema no plano.

Um fato importante a ser destacado é que este teorema sé é valido em certas
condicoes, o enunciado ja deve ser preciso quanto a isso, pois existem poliedros, que nao
sao tao comuns a nossa imaginacao, que nao verificam essa relacao. O significado desse
fato nao é a invalidade do teorema, mas sim expressa a necessidade de sua delimitacao,
incluindo af as definigbes dos termos que ele abrange. Tomando a defini¢ao ja fornecida de
poliedro convexo e restringindo o teorema para esse tipo de poliedro, Cauchy conseguiu
construir sua demonstracao.

O poliedros da figura[1.2] possui 9 vértices e 9 faces que estao destacados na figura
e, observando-se que de cada vértice partem 4 arestas, como sao 9 vértices e cada aresta é
contada duas vezes, uma em cada expremidade, entao a figura possui 36 : 2 = 18 arestas,
logo para este poliedro V — A+ F' =9 — 18 + 9 = 0 e nao satisfaz a relacao de Euler.

A figura[I.3 também néao verifica, pois possui 16 vértices, 16 faces e 32 aretas, logo

V-A+F =0.

b =WVViVsVs
F, =WVViVsVs
Fy = VaVaVeVs
Fy=ViVsVsV
Fy = VsVsVyls
Fe = VsViViVy
Fr =ViVaWsVz
Fy = VaVsVplg
Fy =ViViVyVs

Figura 1.2: Poliedro nao convexo



Figura 1.3: Poliedro nao convexo

Ja o poliedro da figura [1.4| nao é convexo, mas satisfaz a relacao de Euler. De fato
V=16,F =10 e A = 24, logo

V-F+A=2

O primeiro questionamento que emerge é: ”Essas figuras correspondem a poli-
edros?”. Essa pergunta impoe a necessidade de uma definicao clara e inequivoca de
poliedro. A resposta é sim, sao poliedros que nao sao tao comuns & ideia que se tem de
poliedro, mas satisfaz a definicao dada.

A defini¢ao de poliedro é bastante abrangente e nesta condi¢ao podem-se encontrar
poliedros em que a relacao V — A + F seja igual a outros valores. O fato interessante é
que o resultado da expressao configura uma caracteristica dos tipos de poliedros. Tem-se
entao um grupo em que V — A + F é igual a 2, em outro grupo ¢ igual a zero e assim se
cria uma separacao de poliedros com esta caracteristica.

Para uma abordagem da Educacao Béasica o Teorema de Euler para Poliedros



10

Figura 1.4: Poliedro nao convexo

mostra-se muito valioso. Ele tem qualidades que sao atraentes aos estudantes: ele é
simples, de facil compreensao de seu resultado e de sua aplicagao, é geral e, para alunos
do Ensino Médio, sua demonstracao é compreensivel e encanta pela criatividade. Uma
atividade que gera surpresa em alunos do Ensino Fundamental II é verificar em poliedros
distintos que a formula é sempre valida, pois a relacao parece magica, associando de uma
maneira invariavel os elementos de um poliedro convexo qualquer. E fato que nessa fase
do ensino sao apresentados apenas os poliedros convexos e aqueles em que a relagao é

valida, até porque os outros poliedros sao mais dificeis de imaginar.
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A solucao para evitar contra indicagoes ao Teorema de Euler, na Educacao Basica é
enunciar este teorema para poliedros convexos e, no Ensino Médio, geralmente no segundo
ano, apresentar a demonstracao proposta por Cauchy para encantar os alunos com a beleza
de um raciocinio criativo. E possivel, e adequado, que a segunda demonstragao seja dada
também, pois um teorema pode ser demonstrado por mais de um caminho. Por exemplo
o Teorema de Pitagoras, a relagao matematica que existe entre a medida da hipotenusa e
as medidas dos catetos, ja foi demonstrada por mais de quatrocentas formas diferentes.

O matematico Poincaré mostrou, em sua teoria, que poliedros distintos, mesmo

tendo valores diferentes para o nimero de vértices, arestas e faces, podem ter

X(P)=V-A+F

conhecido hoje como caracteristica de Euler-Poincaré, iguais. Logo, um tetraedro,
um hexaedro e todos os poliedros convexos que possuem X(P) = 2, ou seja, possuem
caracteristica de Euler-Poincaré igual a 2.

A figura[I.5tem V =17, F = 18 e A = 36, logo a caracteristica de Euler-Poincaré

V-A+F=1

Figura 1.5: Poliedro nao convexo
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1.3 A Primeira demonstracao

A demonstracao que serd apresentada a seguir é devida da Cauchy, e foi apresentada
no ano de 1813. Para o Ensino Médio ¢é limitada a poliedros convexos, para evitar uma
abordagem muito mais complexa.

Diz-se que uma regiao C do espaco é convexa quando todo segmento que liga dois
pontos de C esta inteiramente contida em C.

Um poliedro ¢é dito convexo quando limita em seu interior uma regiao convexa do
espago.

O enunciado do Teorema de Euler para Poliedros Convexos afirma: Seja P um

poliedro convexo com F faces, V vértices e A arestas, entao:

V-A+F =2

Primeiro passo: Retira-se uma face do poliedro. Note que esse procedimento

diminui uma face, mas preserva o numero V, de vértices, e A, de arestas. Logo se tem

V-A+F=1

Segundo passo: chama-se aresta livre do poliedro a aresta que é lado de apenas
um poligono. O poliedro, apds a retirada de uma de suas faces possui as arestas livres
correspondentes ao numero de lados da face retirada. Como o poliedro em questao é
convexo, projeta-se o poliedro sobre um plano H, a partir de um ponto Q suficientemente
proximo ao lugar onde ficava a face que foi retirada, de forma que nenhuma semirreta
que parta de Q contenha mais de um ponto do poliedro P. Uma ideia muito interessante
¢ imaginar o ponto Q como um foco luminoso que projeta a imagem do poliedro numa
anteparo (o plano H).

Terceiro passo: Decompondo-se cada poligono da imagem plana em triangulos
que nao se cruzam, isso pode ser feito tracando diagonais a partir de um tinico vértice de
cada face, nao se altera a expressao V — A + F = 1. Nota-se que para cada novo triangulo
formado aumenta-se uma aresta e aumenta-se uma face, entao essa alteragao nao interfere
no resultado da expressao.

Considerando que uma aresta é chamada de aresta livre quando é lado de apenas
uma face da figura plana gerada pela projecao sobre o plano H. Na figura[1.6| o triangulo,
Vi Vo Vi destacado, possui uma aresta livre, a areas V; V5, pois é aresta de apenas um
triangulo. Na figura (1.7 o triangulo V; V5 Vi possui duas arestas livres, sao elas: V; Vs e
Vi Ve.
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Quarto passo: Comeca-se a “despetalar” a imagem plana, ou seja, partindo de
fora para dentro vai-se retirando cada triangulo da figura plana. Se for retirado um
triangulo que possui uma aresta livre diminui-se uma aresta e uma face, logo a expressao
V — A + F continua resultando um. Se o tridngulo retirado tiver duas faces livres entao
serao retirados: uma face, um vértice e duas arestas, logo a expressao continua valendo

u.

.

Va Vs

Figura 1.6: Despetalando: a face sombreada possui uma aresta livre

Figura 1.7: Despetalando: a face sombreada possui duas arestas livres
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Quinto passo: retirando-se, uma a uma, as faces que tém uma ou duas arestas

livres chaga-se, finalmente, a ultima face, que é um triangulo, para o qual a expressao
V-A+ F =1,

ficando entao demonstrado o Teorema de Euler para poliedros convexos.
A seguir tem-se a sequéncia dos cinco passos descritos por Cauchy para um prisma
triangular, o qual foi escolhido pela simplicidade da visualizacao do processo.

Toma-se o poliedro inicialmente: um prisma triangular reto.

Figura 1.8: Prisma triangular reto

Em seguida retira-se uma de suas faces, por exemplo, o triangulo superior que é

uma das bases, nesse caso.

O passo seguinte é tomar um ponto proximo a face que foi retirada e usar esse

ponto como origem de semirretas para projetar a sombra no plano H.

Na sequéncia fica criada a imagem correspondente ao poliedro projetado no plano,

ou seja, tem-se o poliedro planificado e neste caso tem-se:

V=6, A=9 e F=4, logo V-A+F=6-9+4=1.

Dividindo cada um dos poligonos planos com diagonais para formar triangulos.

A figura ficou com 7 triangulos, com V = 6 (ndo alterou o nimero de vértices), A =
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Figura 1.9: Retira-se a "tampa”

Figura 1.10: Projecao sobre o plano H

Figura 1.11: Poligono planificado, sem uma das faces

12, (aumentou em 3 o nimero de arestas) e F = 7 (aumentou em 3 o ntimero de faces).

Tem-se que:
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V-A+F=6-124+7=1.

As alteragoes sofridas pela figura nao alteraram o valor da caracteristica de Euler-

Poincaré.

Figura 1.12: Faces divididas em triangulos

Iniciando o processo de “despetalar” a figura, vai-se retirando um triangulo com

uma face livre. Diminuiu-se uma face e uma aresta, logo:

V-A+F=1.

Figura 1.13: Despetalacao: retirando a primeira face

Depois outro triangulo com uma face livre

Até retirar o ultimo triangulo com uma face livre.
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Figura 1.14: Despetalacao: retirando a segunda face

Figura 1.15: Despetalacao: retirando a terceira face

Retirando-se, em seguida, os triangulos com duas faces livres, diminui-se uma face

duas arestas e um vértice, conservando-se o valor da expressao:

V-A+F=1.

Figura 1.16: Despetalacao: retirando uma face com duas arestas livres



18

Retira-se o ultimo triangulo com duas faces livres.

Figura 1.17: Despetalacao: retirando uma face com duas arestas livres

E, finalmente, tem-se um triangulo em que A =3, V=3¢ F = 1, logo:
V-A+F =1

Ficando, nesse exemplo, confirmado o teorema de Euler.

Figura 1.18: Despetalacao: tultima face - um triangulo
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1.4 A segunda Demonstracao.

Outra demonstracao para Teorema de Euler para poliedros convexos, com um grau
de abstracao adequado ou Ensino Médio, ¢ feita a partir da soma dos angulos internos das
faces dos poliedro. Esta demonstracao foi apresentada pelo professor Zoroastro Azambuja
Filho, na terceira edicao da Revista do Professor de Matematica - RPM e publicada no
livto Meu professor de Matematica e ooutras historias do Professor Elon Lages Lima ?7?.

Seja P um poliedro convexo, logo suas faces sao poligonos convexos e sejam os
nimeros ni, na, ..., N, 0s géneros dos poligonos correspondentes as faces, entende-se por
género o tipo de poligono (tridngulo n = 3, quadrildtero n = 4, pentdgono n = 5, etc.),
numerando as faces de 1 a F temos que 1 < k < F'. A soma dos angulos de um poligono

convexo ¢ dada por

S = (n-2)m

entao a soma dos angulos internos de todas as faces sera:

S=(m —-2)r+ne—2)7+... +(ny—2)m

colocando 7 em evidéncia e agrupando os numeros de faces e as parcelas 2 pode-se

escrever:

S=nllni+ne+... +np) —(24+2+... +2)].

Na expressao acima (ny + ng + ...+ ny) corresponde ao nimero total de lados de
todas as faces, como cada lado é comum a duas faces entao esse nimero é o dobro do
nimero de arestas (2A) e na expressdo do segundo parénteses tem-se tantas parcelas 2

quanto o numero de faces, logo é correspondente a 2F, portanto:

S=m(2A—-2F)=21(A-F)

Em seguida serd calculada a mesma soma de todos os angulos internos das faces
do poliedro, s6 que por outro caminho.

Considere, agora, uma reta r, que nao seja paralela e nenhuma face de P e um plano
H, que nao intersecte P e que seja perpendicular a r. O plano H sera chamado de plano

horizontal e todas as retas paralelas a r serao chamadas retas verticais. O plano H divide
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o espaco em dois semiespacos, chama-se espaco superior aquele que contem P e diz-se
que seus pontos estao acima de H. A cada ponto X do espaco superior toma-se uma reta
paralela a r que intersecta H no ponto X’, chamado sombra de X. A sombra de qualquer
conjunto C, contido no semiespago superior ¢, por definicao, o conjunto C’, contido em
H, formado pelas sombras dos pontos de C. Na figura tem-se a representacao de um

poliedro e da sombra gerada pela intersecao com o plano H.

Figura 1.19: Projecao sobre o plano H

Seja P’ a sombra do poliedro P. Tem-se que os pontos de P’ sao sombra de um ou
dois pontos de P, pois o poliedro P é convexo. O contorno K’; da sombra do poliedro, é
um conjunto de pontos que sao sombra de apenas um ponto do poliedro. K’ é o conjunto
das sombras dos segmentos de uma linha poligonal fechada K, dos pontos em que a reta
paralela a r que passa por esse ponto nao intersecta mais o poliedro. Chama-se de contorno
iluminado a linha poligonal K. Note-se que todos os outros pontos da sombra do poliedro
é sombra de dois pontos, um da parte iluminada e outro da parte escura do poliedro.

A partir dessas consideragoes procede-se o calculo da soma dos angulos internos
de todas as faces. E importante notar que a sombra de uma face é um poligono do
mesmo género, ou seja, com o mesmo numero de lados, logo a soma dos angulos internos
do poligono é igual a soma dos angulos internos da sua sombra. Sejam Vi, o nimero
de vértices iluminados, Vs o nimero de vértices sombrios e V. o nimero de vértices do

contorno K, que é sombra de apenas um ponto. Entao V =V, + V, 4+ V.. Tem-se que V' é
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o nimero de vértices e, logicamente, o nimero de lados da poligonal K’, contorno de P.
Considere a sombra da parte iluminada de P, essa sombra é um poligono convexo
com V. vértices e subdividido por V; pontos interiores, que determinam as sombras dos
poligonos iluminados, que sao também poligonos com o mesmo nimero de lados. Para
cada ponto V; tem-se que a soma dos angulos internos é 27 radianos, como se vé na figura
[1.20] os vértices do contorno V, sao: Vi, Va,... V7 e os vertices iluminados do interior V;

sao: Vg e Vy . Logo a soma dos angulos contidos na sombra da parte iluminada sera:

Vi V3

Vs

Vv5 ‘/1
Véf

Figura 1.20: Contorno

S;=2mVi+n. (V.- 2)

Para se calcular a soma das medidas de todos os angulos sombrios procede-se do
mesmo modo e é fundamental lembrar que a essa soma envolve todos os vértices que estao

no interior da regiao sombria assim como todos os vértices da poligonal K’, logo:

Se =271V, +7.(V.—2)

Conclui-se, entao, que a soma de todos os angulos do poliedro serd a soma entre

todos os angulos iluminados e todos os angulos sombrios, entao:



S=8+S.=27V,+7.(V.=2)+ 27V, +7m.(V. - 2)

S=2nVi+27xV,+271.(V.—2)

S=2n(Vi+V,+V.—2)

S=27(V-2)
Como, pelo primeiro célculo

S=2m(A-F)
e, pelo segundo calculo,

S=27m(V-2)

temos, entao, que

2m(A—F)=27.(V —2)

Dividindo-se os dois membros por 2.7, temos:

V2=AF

ou

V-A+F =2

Ficando, assim, demonstrado o Teorema de Euler para Poliedros Convexos.
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Capitulo 2

O Ensino da Geometria na Educacao

Basica Brasileira

2.1 A trajetéria do Ensino da Geometria no Brasil

A educacao no Brasil, no periodo colonial, era ofertada pelos jesuitas que por aqui
permaneceram por cerca de dois séculos. Nesse periodo era ministrado o curso de Letras,
com aulas de gramatica, retérica e latim e o curso de Artes, no qual se estudava também
Matematica, Logica, Fisica e Etica. No curso de Matemética estudava-se Geometria Plana
e Sélida.

Em 1759 os jesuitas foram expulsos do pais e por treze anos a educacao ficou
praticamente abandonada. Por volta de 1772 foram instituidas as chamadas Aulas Régias,
as quais eram ministradas sobre disciplinas isoladas e nao conseguiram atrair grande
nimero de estudantes.

Sé em 1837 ¢é que foi criada a primeira instituicao de Ensino Secundario, o Colégio
Pedro II. Foi a partir desse ano que surgiu o plano de estudos para o ensino secundario.
O regime de progressao passou a ser por série e nao mais por disciplina. Nesse curso
a Algebra, a Aritmética e a Geometria tinham seu lugar garantido. Nesse periodo o
ensino de Matematica era excessivamente abstrato, com sistematizacao logica construida
por defini¢des, axiomas e postulados. A Geometria era ensinada a partir da construgao
axiomatica de Fuclides, tal estruturacao era rigorosa matematicamente, mas nao tinha
cuidados didaticos. As demonstracoes tinha a funcao de validar a afirmacao, mas isso nao
trazia auxilio no aprendizado.

O ensino nesse periodo inicial era apenas transmissivo, centrado no professor, de-
tentor do conhecimento que deveria “passar” para seus alunos, os quais deveriam se valer
da memorizagao e resolugao de exercicios para aprender. Um fato importante a ser notado

¢ que o ensino era diferenciado: Para os alunos da elite era apresentada a geometria eucli-
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diana, racional e rigorosa, ja para as classes mais baixas, no ensino técnico, priorizavam-se
os calculos.

Na década de 1930 o Movimento da Escola Nova apregoava para o ensino de Ma-
temédtica e consequentemente o de Geometria que o seu ensino nao ficasse restrito ao
conhecimento abstrato e estruturado logicamente, mas que procurasse contextualiza-lo
na vida do estudante e também nas aplicagoes praticas, ja que o Brasil passava por
momentos de grandes transformacoes, saindo, naquela época, de um modelo puramente
agricola para iniciar a sua industrializacao. Seriam necessarios profissionais técnicos e
operarios para essa nova realidade.

Nesse periodo o Teorema de Euler para Poliedros Convexos era demonstrado pela
soma dos angulos internos das faces. O objetivo da demonstracao era garantir a estru-
turacao axiomatica, toda afirmacgao deveria ser demonstrada ou entao nao era apresentada.
O estudo da Geometria era desprezado pelos estudantes, pois a maioria nao compreen-
dia o que se pretendia com aquilo, perdia-se o sentido pratico e poucos eram os que se
encontravam compreendendo as demonstragoes.

Foi no governo de Getilio Vargas, quando o entao ministro da Educacgao e Satde,
Francisco Campos, acatando as ideias de Euclides Roxo, professor de Matematica e diretor
do Colégio Pedro II, propos a unificagao do ensino de Matematica em uma tnica disciplina,
pois antes era dividida em Aritmética, Algebra e Geometria.

Poucas alteragoes de concreto ocorreram no ensino de Matematica até esse periodo
e o crescimento industrial era cada vez mais forte. Foi nesse contexto mundial que se deu
a maior das mudancas no ensino de Matematica e Geometria. A partir da década de 1950
o Movimento da Matematica Moderna, que propunha grandes alteracoes nas praticas
pedagdgicas e didaticas da Matematica, chega ao Brasil.

Grandes alteracoes no ensino de Geometria foram propostas nos Congressos do En-
sino de Matematica, propondo que seu estudo comecasse ja nas séries iniciais do Ginasio,
e sugerindo uma abordagem mais intuitiva, para sé na 3* e na 4* série do Ensino Gina-
sial que se comecasse a Geometria Dedutiva Plana com aplicagoes, quando possivel dos
conhecimentos de Algebra.

Com o Movimento da Mateméatica Moderna, foi introduzido um rigor excessivo
no estudo da Geometria, a exigéncia agora era a algebrizacao da geometria, trocou-se a
construcao axiomatica por féormulas e problemas excessivamente carregados de algebra.
Esse rigor exigia que o raciocinio dedutivo fosse aplicado de forma universal, até mesmo
para se resolver problemas intuitivos, e isso desestimulou o alunado para o seu estudo.

Na década de 1970 surgem criticas ao Movimento de Matemética Moderna, prova-
velmente impulsionadas pelo insucesso das reformas. O Ensino de Matemética e Geome-

tria passava por rejeicoes dos alunos, pois houve uma reducao ao excesso de formulas e
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aplicacoes algébricas demasiadas, a cobranca demasiada do rigor na construcao dedutiva
e a nao observancia dos estagios de desenvolvimento cognitivos dos estudantes geraram
uma estagnacao.

O Ensino de Matematica passava por essa crise, no mesmo momento em que o pais
busca a universalizagao da Educacao. Isso gerou outro problema, a grande demanda de
professores para assumirem as escolas que se multiplicavam pelo pais. Como a formacao
de muitos desses professores nao era tao primorosa nas construgoes dedutivas, o Ensino de
Geometria comega a ser deixado para o final do livro e para ultima etapa do ano letivo,
muitas vezes com intencoes de nao se trabalhar com tanta énfase as tais construgoes
dedutivas.

Herangas dessa passagem podem ser vistas até hoje, em curriculos de escolas que
deixam o ensino de Geometria para uma época especifica, geralmente o final do ano
letivo, livros didaticas posicionam os capitulos dos contetidos de Geometria no final. Isso
passou a gerar alunos que pouco estudaram Geometria e quando a estudaram era de forma
fragmentada e desconexa. As aplicacoes praticas nunca foram bem aproveitadas.

Um dos contetidos mais valorizados pelo Movimento da Matematica Moderna foi
a linguagem de conjunto, entendido como um instrumento para facilitar a interpretacao.
O Grupo de Estudos do Ensino da Matematica — Geem — criado em 1961, num convénio
entre a Universidade de Sao Paulo, Secretaria da Educacgao, Universidade Mackenzie,

afirma num de seus livros, (Gee, [7] p.2).

Conjuntos e estruturas sao conceitos que permitirao desde o curso primario,
com muito menos esforco do que o despendido atualmente pelo aluno, com-
preender a unidade existente na interpretacao de fatos que, constituem nao s
o que ¢ ensinado pela matematica propriamente dita, mas também os que sao
apresentados no estudo da lingua patria, da geografia, da historia, através de

relacoes que guardam e que tém sido reveladas.

Percebe-se que, naquele periodo, houve divergéncias sobre os conteidos a serem
ensinados nos niveis equivalentes ao Ensino Fundamental IT e o Ensino Médio. Um con-
senso, contudo, era que o método axiomatico nao seria conveniente para alunos do Ensino
Médio. Distorgoes e falta de discussao sobre as propostas do Movimento da Matematica
Moderna geraram grandes problemas, tais como a preocupagao excessiva com a linguagem
de conjuntos, prioridades aos temas algébricos com consequente supressao de topicos de
Geometria e pouca, ou nenhuma, énfase na resolucao de problemas.

Nesse periodo o ensino de Matematica ainda estava centrado no conhecimento e
a busca de estratégias era feita no sentido de tornar possivel a compreensao daqueles

contetudos julgados mais importantes, como nessa época o estudo algébrico foi muito
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enfatizado entao o aprendizado excessivo de conhecimentos de propriedades algébricas
e de formulas comprometeu o estudo da Geometria. A rejeicao ao método axiomatico
implicou em um ensino Geometria superficial e sem aplicagoes, as aplicacoes exigiam
muito mais a féormula do que esforco em interpretagao e reflexao dos alunos.

Nos Parametros Curriculares Nacionais, volume sobre Matematica de 5% a 8* série,
ao se referir as abordagens sugeridas pelo Movimento da Matematica Moderna, consta
(PCN, [3] p. 19).

O ensino passou a ter preocupacoes excessivas com formalizacoes, distanciando-
se das questoes praticas. A linguagem da teoria dos conjuntos, por exemplo,
enfatizava o ensino de simbolos e de uma terminologia complexa comprome-

tendo o aprendizado do calculo aritmético, da Geometria e das medidas.

Na década de 1980 comecam a surgir pesquisas sobre o ensino de Matematica que
apontavam para uma abordagem centrada no aluno e nao no conhecimento. A resolucao
de problemas surge como proposta para a aquisicao dos conhecimentos matematicas e cha-
mando a atencao de que aspectos sociais, antropolégicos, linguisticos, além dos cognitivos,
tém relevancia na aprendizagem da Matematica.

No Final da década de 1990 surgem no Brasil os Parametros Curriculares Nacionais
— PCN’s — que, como um documento oficial e de abrangéncia nacional busca orientar as
propostas pedagodgicas a serem assumidas nas escolas brasileiras, tanto no Ensino Funda-
mental quanto no Ensino Médio. Um grande passo para um pais com histéria educacional
tao conturbada e pouco orientada. Mesmo completando ja dezesseis anos esse documento
mostra-se atual. Aponta caminhos importantes para o ensino de Matematica e Geome-
tria, sao eles: a resolugao de problemas, o recurso a Historia da Matematica, o recurso ao

uso das tecnologias da informacao e da comunicacao e o0 recurso aos jogos.

2.2 O Quadro atual do Ensino de Geometria no Bra-
sil

A realidade do ensino de Matematica no Brasil é carregada de barreiras, a primeira
delas é a formacao profissional dos docentes de Matematica, a falta de politicas publicas
para a formacao continuada desses profissionais e interpretacoes equivocadas de teorias
educacionais.

Existem muitos casos de sucessos em instituigoes especificas, ou de professores que
conseguiram grande sucesso no desenvolvimento de seus projetos em sala de aula. Se for
analisado o tamanho da rede escolar do Brasil, nao se pode esperar que casos isolados

representassem o trabalho de toda a rede.
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A formacao inicial dos professores apresenta problemas e a formacao continuada
nao é uma pratica universalizada. Se as pesquisas sobre o ensino de matemaética tém
avancado, esse progresso nao tem como chegar ao professor em sala de aula se este nao
estiver buscando atualizagoes em sua formacgao. As politicas educacionais nao oferecem
incentivos para essa pratica e o quadro que se tem é um contingente de professores que
reproduzem a pratica pedagdgica a qual lhes foi apresentada em sua formagao superior e
até mesmo na escolaridade basica .

As leituras equivocadas de novas concepgoes pedagogicas também tem sido um
fator para a pouca evolucao do ensino da matematica. Por exemplo, ja se fala em trabalhar
matematica através da resolucao de problemas, mas isso requer muito cuidado na selecao
dos problemas, na forma de abordagem, no processo de mediacao e, em muitos casos, o
que se tem sao professores que passam listas de “problemas” intermindveis, os quais nao
geram crescimento, pois tratam de repeticoes.

A questao da selecao dos conteiidos, bem como a ordem de apresentacao é, em
geral, analisadas pelos pré-requisitos e isso inviabiliza a abordagens de ideias, mais 1teis
na formagcao do cidadao. Sobre isso os PCN’s colocam (PCN’s [5] , p.22).

(...) essa concepcao linear faz com que, ao se definir qual sera o elo inicial da
cadeia, tomem-se os chamados fundamentos como ponto de partida. E o que
ocorre, por exemplo, (...) quando se tomam os conjuntos como base para a
aprendizagem de niimeros e operagoes, caminho que nao sao necessariamente

os mais adequados.

Os contetddos matematicos sao tratados, muitas vezes, de forma isolada, exau-
rindo o conteiido com todos os tépicos e todos os exercicios e, ao se avangar para outros
contetudos aqueles deixam de ser abordados ou inter-relacionados, tornando, em alguns
casos, os conteidos estanques e compartimentalizados. Se hoje é indicada a interdisci-
plinaridade, nao é possivel que dentro da propria disciplina haja compartimentalizagoes,
nem dissociagoes entre os contetidos e os ramos da matematica.

A ideia da contextualizacao, ja muito divulgada entre o meio educacional também
passa por interpretacoes equivocadas. Ao se trabalhar apenas com o que se supoe fazer
parte do quotidiano do aluno torna-se inviavel a abordagem de muitos conhecimentos que
sao importantes, até mesmo para que se trabalhem contetidos de grande aplicacao na vida
pratica, como por exemplo, as funcoes. E preciso compreender que a contextualizacao
pode, e dever, ser feita também com a histéria dos proprios contetidos, pois em geral
partiram de problemas da vida pratica que alguns grupos sociais enfrentaram em periodos
historicos. A contextualizagao também pode ser feita com questoes internas da prépria

matematica e geometria.
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O quadro do ensino da Geometria possui mais alguns agravantes em relacao ao
quadro geral apresentado acima sobre o ensino da Matemdtica. O que se tem percebido
hoje é um abandono progressivo do ensino de Geometria nas escolas do Ensino Funda-
mental e Médio, tal abandono tem origem na proépria histéria da Educagao brasileira e
nas politicas educacionais vigentes.

O Ensino de Geometria era, até a década de 1950, puramente axiomatica e apre-
sentava insucessos enormes, pois nao considerava os estagios de desenvolvimento cognitivo
dos alunos, era centrado no conhecimento e nao no aluno, e a aula era centrada na pessoa
do professor, aquele que era o detentor do conhecimento e que tinha a missao de “passa-lo”
a seus alunos.

Por volta da década de 1960, com o Movimento da Matemédtica Moderna e, no
Brasil, com a universalizacao da educacao, os problemas se somaram, pois as propostas
educacionais requeriam professores com sélida formacao e a grande expansao do ensino
criou uma demanda de professores que deveria ser suprida em tempo muito exiguo o que
gerou um aumento na formacao de professores sem uma manutencao da qualidade, pois
as universidades nao possuiam de aumentar a capacidade de formagao tao rapida.

Com as dificuldades encontradas pelos professores e uma maior liberdade sobre os
curriculos aumentou a desvalorizagao do ensino da geometria, geralmente deixada para o
final do ano e, em virtude da falta de tempo, muitas vezes era deixada para o ano letivo

seguinte. Sobre isso [5](p. 23) afirma:

Os obstaculos apresentados explicam em grande parte o desempenho insatis-
fatorio dos alunos revelado pelas elevadas taxas de retencao em Matemaética,
o que a faz atuar como filtro social no Ensino Fundamental, selecionando os

que terao oportunidade ou nao de concluir esse segmento de ensino.

As politicas publicas educacionais também contribuiram: nos ultimos anos a carga
horaria semanal de Matematica foi reduzida, assim como a Geometria foi incorporada
a Matematica como apenas mais alguns contetidos especificos. O Estudo de desenho
geométrico foi substituido pelo ensino de Educacao Artistica. Este tultimo fato passa
a gerar mais dificuldades de interpretacao de problemas geométrica e pouca habilidade
para representar as situacoes, bem como dificuldades em resolver situagoes-problema que
envolvem semelhanca.

A Lei de Diretrizes e Bases, Lei n° 9.394/96 em seu artigo 26 determina a obriga-

toriedade da base comum nacional. Em [6] (P. 44) tem-se:

Art. 26. Os curriculos do ensino fundamental e médio devem ter uma base

nacional comum, a ser complementada, em cada sistema de ensino e estabe-
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lecimento escolar, por uma parte diversificada, exigida pelas caracteristicas

regionais e locais da sociedade, da cultura, da economia e da clientela.

Paragrafo 1°. Os curriculos a que se refere o caput devem abranger, obriga-
toriamente, o estudo da lingua portuguesa e da matematica, o conhecimento
do mundo fisico e natural e da realidade social e politica, especialmente do

Brasil.

Paragrafo 2°. O ensino da arte constituird componente curricular obrigatério,
nos diversos niveis da educacao basica, de forma a promover o desenvolvimento

cultural dos alunos.(...)

Os diversos problemas apontados acima sao confirmados pelas estatisticas edu-
cacionais sobre a educacao brasileira. Em 2011, na avaliacao do PISA — Programa In-
ternacional de Avaliacao de Alunos feita pela OCDE - Organizacao para a Cooperagao e
Desenvolvimento Economico, situa o Brasil na 57% posicao, a frente apenas de oito nagoes,
isso revela que os nossos alunos nao estao bem nem em Matematica nem em Leitura.

E importante notar que os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio
nao chegam a se posicionar quanto ao uso de demonstragoes, mas abordam claramente a
necessidade de desenvolvimento do raciocinio dedutivo. Nao que o foco deve ser a demons-
tracao, mas a validagao dos conhecimentos matematicos e geométricos passa sempre pela
sua prova. Abordar demonstracées que valorizem a criatividade a inventividade e o po-
tencial do raciocinio humano é um fator positivo para o amadurecimento do pensamento
matematico.

Pelo exposto acima pode-se perceber que a situagao atual do ensino de Matematica
apresenta dificuldades e, no ensino da Geometria, a situagao parece ainda mais preocu-
pante, pois na realidade brasileira nao é incomum encontrar alunos concluindo o Ensino

Médio sem ter uma formacao satisfatoria em Geometria.



Capitulo 3

A formacao do cidadao, o raciocinio
dedutivo e o pensamento

matematico.

3.1 Objetivos do ensino de matematica na educacao

basica segundo os documentos oficiais.

Os Parametros Curriculares Nacionais, documento editado em 1997 pelo Ministério

da Educacao coloca como Objetivos do Ensino Fundamental (p. 7):

- compreender a cidadania como participacao social e politica, assim como
exercicio de direitos e deveres politicos, civis e sociais, adotando, no dia a dia,
atitudes de solidariedade, cooperacao e repudio as injusticas, respeitando o

outro e exigindo para si 0 mesmo respeito;

- posicionar-se de maneira critica, responsavel e construtiva nas diferentes
situagoes sociais, utilizando o didlogo como forma de mediar conflitos e de

tomar decisoes coletivas;

- conhecer caracteristicas fundamentais do Brasil nas dimensoes sociais, mate-
riais e culturais como meio para construir progressivamente a noc¢ao de iden-

tidade nacional e pessoal e o sentimento de pertinéncia ao pais;

- conhecer e valorizar a pluralidade do patrimonio sociocultural brasileiro, bem
como aspectos socioculturais de outros povos e nacoes, posicionando-se contra
qualquer discriminagao baseada em diferencas culturais, de classe social, de

crenca, de sexo, de etnia ou outras caracteristicas individuais e sociais;

- perceber-se integrante, dependente e agente transformador do ambiente,
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identificando seus elementos e as interagoes entre eles, contribuindo ativa-

mente para a melhoria do meio ambiente;

- desenvolver o conhecimento ajustado de si mesmo e o sentimento de con-
fianca em sua capacidade afetiva, fisica, cognitiva, ética, estética, de inter-
relacao pessoal e de inser¢ao social, para agir com perseverancga na busca de

conhecimento e no exercicio da cidadania;

- conhecer o préprio corpo e dele cuidar, valorizando e adotando habitos
saudaveis como um dos aspectos basicos da qualidade de vida e agindo com

responsabilidade em relacao a sua satde e a saude coletiva;

- utilizar as diferentes linguagens — verbal, musical, matematica, grafica, plastica
e corporal — como meio para produzir, expressar e comunicar suas ideias, in-
terpretar e usufruir das producoes culturais, em contextos ptblicos e privados,

atendendo a diferentes intencoes e situacoes de comunicacao;

- saber utilizar diferentes fontes de informagao e recursos tecnologicos para

adquirir e construir conhecimento;

- questionar a realidade formulando-se problemas e tratando de resolve-los, uti-
lizando para isso o pensamento légico, a criatividade, a intuicao, a capacidade

de anadlise critica, selecionando procedimentos e verificando sua adequacao.

Esse quadro de objetivos é a expressao clara do que se espera de um cidadao brasileiro
que gozou do seu direito basico a educacao e completou toda a educacao basica. Entao
ser cidadao nao é apenas pertencer a uma nacao, mas sim ter consciéncia de toda a
importancia de sua existéncia e de que toda a estrutura criada por essa nacao foi visando
o bem comum. Para que exista um completo exercicio da cidadania nao implica apenas
em deveres, mas sim em direitos e em respeito mutuo, em compreensao de sua realidade
no seu entorno e de forma macro. Vé-se que para se ter analise critica, para se conhecer
a historia para entender as inter-relagoes o pensamento légico matematica e geométrico
sao ferramentas fundamentais.

O mesmo documento coloca como finalidades do ensino de Matematica, visando a

construgao da cidadania, levar o aluno a: (PCN - Matemadtica, p. 47).

- identificar os conhecimentos matematicos como meios para compreender e
transformar o mundo a sua volta e perceber o cardter de jogo intelectual,
caracteristico da Matemadtica, como aspecto que estimula o interesse, a cu-
riosidade, o espirito de investigacao e o desenvolvimento da capacidade para

resolver problemas;
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- fazer observacoes sistematicas de aspectos quantitativos e qualitativos da
realidade, estabelecendo inter-relagoes entre eles, utilizando o conhecimento
matemético (aritmético, geométrico, métrico, algébrico, estatistico, combi-

natério, probabilistico);

- selecionar, organizar e produzir informagoes relevantes, para interpreta-las e

avalia-las criticamente;

- resolver situacoes-problema, sabendo validar estratégias e resultados, desen-
volvendo formas de raciocinio e processos, como intuicao, inducao, deducao,
analogia, estimativa, e utilizando conceitos e procedimentos matematicos, bem

como instrumentos tecnolégicos disponiveis;

- comunicar-se matematicamente, ou seja, descrever, representar e apresentar
resultados com precisao e argumentar sobre suas conjecturas, fazendo uso da
linguagem oral e estabelecendo relagoes entre ela e diferentes representacoes

matematicas;

- estabelecer conexoes entre temas matematicos de diferentes campos e entre

esses temas e conhecimentos de outras areas curriculares;

- sentir-se seguro da propria capacidade de construir conhecimentos matematicos,

desenvolvendo a autoestima e a perseveranca na busca de solugoes;

- interagir com seus pares de forma cooperativa, trabalhando coletivamente
na busca de solucoes para problemas propostos, identificando aspectos con-
sensuais ou nao na discussao de um assunto, respeitando o modo de pensar

dos colegas e aprendendo com eles.

Todos esses objetivos contribuem para a construcao de uma educagao de trans-
formacao do cidadao e do conhecimento. Indica que o processo de construcao interna do
conhecimento nao ¢é passivo e sim, o contrario ¢ um processo de maturacao e criticidade
de elevacao da autoestima. O conhecimento é adquirido pelo processo de reconstrugao
interna que cada aluno deve vivenciar para que seu aprendizado seja efetivo.

A Matematica e a Geometria nao se encerram em si mesmas, mas sao poderosas fer-
ramentas intelectuais para a apropriacao de outros conhecimentos e para a construcao de
outros tantos. Assumir essa postura significa mudar a forma de enxergar o conhecimento
matematico e geométrico e, consequentemente, a forma como eles sao ensinados em sala
de aula. Valorizar o processo de mediagao, a construcao dialdégica do conhecimento, moti-
var atividades em grupos, oferecer atividades que facam com que os estudantes mobilizem

seu conhecimentos na construcao de outros.
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Observa-se que o processo de construcao interna tem similaridades com o método
axiomatico, mas trabalha com outro foco. No método axiomatico o conhecimento é cons-
truido através da validagao pela demonstracao de cada afirmacao, enquanto que o processo
de aquisicao do conhecimento cada aluno se da pela reconstrucao particular dos conhe-
cimentos. Tal processo é extremamente singular e deve respeitar o ritimo do aluno. O
objetivo muda, de validar o conhecimento, para validar a compreensao. Nao que a de-
monstragao inviabilize a compreensao, mas a demonstragao passa a ser mais um dos meios
dentre varios outros, sendo que o principal meio para a validagao interna do conhecimento
é a resolucao de problemas.

A escolha do contetido que tem maior ou menor relevancia depende primeiramente
dos objetivos que se tem com aquele contelido. Nao se elege um tema por sua importancia
na historia da Matematica, ou por sua complexidade, mas sim pelo impacto que deve ter na
formagcao do cidadao, pela capacidade de agregar criticidade, interpretacao e compreensao
do mundo, bem como nas possibilidades de estruturacoes das argumentacoes.

Percebe-se entao que o abandono do estudo da Geometria é um grande erro, inclu-
sive pelas propostas atuais, pois o pensamento geométrico, que passa pela interpretacao,
pelo registro grafico do problema e pela resolucao é uma atividade muito rica enquanto
aprendizado e amadurecimento dos alunos. Sem contar que os assuntos geométricos tém
grande aplicabilidade na vida prética.

Vérias profissoes usam de maneira intensa o raciocinio geométrico e, as vezes,
profissionais que nao tém uma sélida formagao escolar utilizam recursos geométricos em
suas atividades, como por exemplo: o carpinteiro utiliza informacoes de inclinacao do
telhado, concordancia entre as pecas de madeira, quantidade de telhar, ou seja, a area do

telhado. O torneiro mecanico, o eletricista e muitos outros.

3.2 O raciocinio dedutivo.

O Ensino Médio possui uma proposta diferenciada em relacao ao Ensino Funda-
mental e isso nao se dé apenas pela passagem de um nivel para o outro. Nessa nova
etapa os alunos, geralmente com idades a partir dos 14 anos passam por um momento
de maturidade cognitiva, definida por Jean Piaget como pensamento operatorio abstrato.
Isso significa que o desenvolvimento biolégico do cérebro do adolescente nessa faixa etaria
ja possuem esquemas mentais que lhes permite compreender construcoes abstratas.

No Brasil, os alunos de 6 a 14 anos devem, por forca da lei, estar matriculados
e frequentando a escola, periodo correspondente ao Ensino Fundamental. Ja o Ensino
Médio é um direito, mas nao é obrigatério. As construcgoes do Ensino Fundamental sao

necessarias para o exercicio da cidadania, o Ensino Médio se propoe a ampliar o rol de
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conhecimentos, inserindo o conhecimento cientifico e instrumentalizando os adolescentes
para prosseguirem no caminho das ciéncias. Os parametros Curriculares Nacionais —

Ensino Médio [6] (p. 251) colocam:

(...) a Matemadtica contribui para o desenvolvimento de processos de pen-
samento e a aquisicao de atitudes, cuja utilidade e alcance transcendem o
ambito da prépria Matematica, podendo formar no aluno a capacidade de re-
solver problemas genuinos, gerando héabitos de investigacao, proporcionando
confianca e desprendimento para analisar e enfrentar situagoes novas, propi-
ciando a formacao de uma visao ampla e cientifica da realidade, a percepcao
da beleza e da harmonia, o desenvolvimento da criatividade e de outras capa-

cidades pessoais.

A segunda parte da Educacao Basica, o Ensino Médio, tem, entdo, como um de
seus objetivos a insercao dos adolescentes numa segunda fase que é o aprimoramento e a
depuracgao dos seus conhecimentos, surge a necessidade de se trabalhar o método cientifico,
o pensamento dedutivo, as construcoes axiomaéticas e as demonstragoes. E importante
ressaltar que o objetivo nao é apenas a construgao axiomatica, mas sim conhecer o processo
como a Matematica e outras ciéncias produzem novos conhecimentos. Os PCNEM [6]
afirmam (P.252)

(...) a Matemética no Ensino Médio nao possui apenas o carater formativo
ou instrumental, mas também deve ser vista como ciéncia, com suas carac-
teristicas estruturais especificas. E importante que o aluno perceba que as
defini¢oes, demonstragoes e encadeamentos conceituais e 1égicos tem a fungao
de construir novos conceitos e estruturas a partir de outros e que servem para

validar intuigoes e dar sentido as técnicas aplicadas.

O método dedutivo e a construcao axiomatica nao precisam ser aplicados a toda
construcao matematica do Ensino Médio, mas é importante que o estudante conheca como
sao construidas as teorias matemaéticas, é fundamental que o estudante conhega como sao
validados esses conhecimentos e que perceba o significado de uma demonstragao. Nao que
os alunos tenham que produzir a demonstracao de todo o conhecimento, mas é importante
para o seu amadurecimento e um melhor entendimento que se compreenda que as engre-
nagens da Matemadtica sao as provas e demonstragoes e que o que se estd estudando nao foi
algo que nasceu pronto e que muitos povos nao conheciam aqueles resultados até que a ne-
cessidade, criatividade e inventividade do homem conseguiu conceber aquela propriedade

ou caracteristica e mobilizou seus conhecimentos para produzir uma demonstragao.
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Nesse ponto a Historia da Matemaética colabora para o amadurecimento do estu-
dante mostrando qual foi a necessidade que impulsionou a criacao da teoria, mostrando
que as vezes uma demonstracao nao foi concebida tao facilmente e que doses de criativi-
dade sao fundamentais para a sua concretizacgao.

Muitas das demonstracoes sao complexas, sao excessivamente algébricas ou usam
teorias que nao sao abordadas no Ensino Médio. Em contrapartida existem demons-
tragoes que sao belissimas pela simplicidade, criatividade e inovagao. Alguns episédios da
construcao desses conhecimentos devem ser apresentados aos estudantes como motivacao
até para a criatividade.

Acompanhar o desenvolvimento de uma demonstracao é um momento de grande
crescimento e aprendizado, desde que seja trabalhado de forma clara. E fundamental
deixar evidente o caminho que se estd percorrendo, o objetivo daquela demonstragao, o
caminho que se pretende usar, definir com clareza a hipdtese e a tese. Se essas demons-
tragoes forem feitas frequentemente, o aprendizado sera cada vez menos custoso.

Nao ha ramo melhor para apresentar o método axiomatico do que a Geometria.
Note-se que no Ensino Médio, os estudantes ja possuem, ou deveriam possuir, diversos
conhecimentos que lhes foram apresentados sem uma construgao axiomatica. Aprovei-
tar o momento de maturacao para fazer a construcao axiomatica dos tépicos iniciais da
Geometria Plana e apresentar a Geometria Espacial de forma axiomética é uma oportu-
nidade para se trabalhar o método axiomatico e o pensamento dedutivo sem, no entanto,
se perder em abstracoes que nao colaboram com o entendimento.

No ensino de Matematica o principal nao é o contetido, mas sim os objetivos que
se tragam para trabalhar os contetidos. Se o objetivo for “a construgao axioméatica da
Geometria” nao haverd tempo suficiente, entendimento adequado nem o enriquecimento
das habilidades e competéncias dos alunos. Mas se o objetivo for “apresentar o método
axiomatico na construgao dos conhecimentos geométricos como método cientifico” sera
criada uma motivacao diferente para o mesmo trabalho, bem como a ponderagao sobre os
excessos na abstracao. Tal construcao completa serd importante para pesquisadores nas
areas especificas, e o modelo de construcao do conhecimento é de extrema importancia

nas ciéncias.

3.3 O pensamento matematico e algumas demons-

tracoes simples e belas.

O processo pelo qual se constréi conhecimentos matematicos é bastante singular.
Toda afirmagao nessa area do conhecimento s6 tera sua validade comprovada apds uma de-

monstracao. A demonstracao desempenha um papel central na teorizacao da matematica
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e no desenvolvimento do raciocinio légico dedutivo. Segundo Krerley Oliveira [16] (p. 9)

Uma demonstracao em Matematica é o processo de raciocinio logico e dedu-
tivo para checar a veracidade de uma proposi¢ao condicional. Nesse processo
sao usados argumentos validos, ou seja, aqueles que concluam afirmagoes ver-

dadeiras a partir de fatos que também sao verdadeiros.

O curso do Ensino Médio encontra-se numa posicao adequada na vida dos estu-
dantes. Estando numa fase em que a abstracao ja esta acessivel ao seu entendimento, é
possivel e desejavel que essa abstracao seja potencializada, fazendo inferéncias, aprimo-
rando argumentacoes e justificando padroes e resultados. E fundamental ter-se em mente
que a demonstracao matematica é um processo e nao um produto. Uma atividade do
pensamento que, por meio de uma sequencia légica, interliga os elementos inerentes ao
processo, procurando, por meio de argumentacoes reconhecidamente validas, produzir um
discurso que convenca os outros da veracidade de um enunciado.

Uma demonstragao é uma atividade complexa do raciocinio, que mobiliza capaci-
dades cognitivas, metodologicas e linguisticas. Nao se espera que alunos do Ensino Médio
construam demonstragoes de problemas complicados, o objetivo é muito mais em apre-
sentar o modelo de pensamento matematico. A compreensao da demonstracao é que é
fundamental. Entender o caminho que se esta trilhando e o objetivo que se quer atingir.
Diferenciar a hipdtese da tese, e perceber que a demonstracao é um caminho de argu-
mentacoes que usa a hipdtese para se concluir a tese. Sensibilizar os alunos sobre a beleza
de uma demonstracgao, ou seja, sobre o poder do raciocinio humano sera o maior objetivo
do estudo de algumas demonstracoes.

As técnicas de demonstragoes usadas para provar teoremas sao varias: prova de-
dutiva ou direta, prova por contraposicao, prova por reducao ao absurdo e a prova por
indugao finita. Para se trabalhar no Ensino Médio a mais indicada é a dedutiva ou direta,
no qual se supoe verdadeira a hipotese e, a partir dela, numa sequéncia de argumentagoes
validas chega-se a tese.

Observe-se que o pensamento dedutivo é utilizado na producao de textos argu-
mentativos, pois é o caminho de uma boa sequéncia de argumentacoes para se convencer
alguém e concluir uma tese.

Todo o conhecimento de Geometria Plana e grande parte de Geometria Espacial
que se estuda hoje no Ensino Médio é devido a Euclides de Alexandria, grande ma-
tematico que escreveu “Os Elementos”, compéndio de 13 volumes onde organiza de ma-
neira axiomatica todo o conhecimento disponivel naquela época sobre Geometria e teoria
dos ntimeros. Por cerca de 2000 anos todo o estudo de geometria Euclidiana foi feita

baseado nos tratados de Euclides.
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A teoria sobre Geometria partiu de conceitos primitivos: o ponto, a reta e o plano,
ideias que nao podem ser definidas, pois a teoria, até esse momento da construcao, nao
tem base para isso. Os postulados sao afirmacoes de devem ser aceitas sem a demons-
tracao — forma a base de entendimento da geometria, é a geometria que se entende estar
construindo. Por tltimo vém os teoremas que sao as afirmacgoes que sao provadas, esses
teoremas s6 podem ser provados a partir dos conceitos primitivos, dos postulados e da-
queles teoremas que ja foram provados. A ideia dos postulados serem aceitos gera uma
desconfianca, pois aceitd-las sem a prova parece nao ser matematico. Nao é possivel de-
monstrar algo sem um lastro, um rol de conhecimentos para garanti-lo e por fim, se forem
alterados os postulados constréi-se outras geometrias. Assim os conceitos primitivos e os
postulados sao as caracterizagoes da Geometria.

Por exemplo, existe o caso muito importante e esclarecedor do chamado V postu-
lado de Euclides que se for modificado gera as chamadas Geometrias Nao Euclidianas. O
V postulado afirma, sem demonstragao, convidando o leitor e crer e usar essa ideia, que,
num plano, por um ponto fora da reta passa uma unica paralela. Ao se tentar criar uma
demonstracao para essa afirmacao, ou seja, transforma-la num teorema, buscou-se usar a
prova por absurdo. Supondo que fosse verdadeira a negacao dessa hipdtese deveria se che-
gar a um absurdo. O fato foi que nunca se chegou a absurdo algum, muito pelo contrario
construiram-se duas outras geometrias, conhecidas hoje como nao euclidianas. Enten-
der essas implicacoes propiciara aos alunos do Ensino Médio uma melhor compreensao e,
provavelmente, sera agucada a curiosidade.

Existem demonstragoes importantes e algumas muito atraentes para serem aborda-
das no Ensino Médio. O uso dessas demonstragoes em sala de aula deve ser para valorizar
o conhecimento, nao deve ter seu objetivo apenas na demonstracao, pois é possivel tra-
balhar varias competéncias nas construgoes das demonstragoes. Conhecer o processo de
construcao dos conhecimentos matematicos; fortalecer a ideia de que a Matematica e a
Geometria nao nasceram prontas, cada resultado que se usa hoje ¢é fruto de um trabalho
imenso de outras pessoas.

Experimentar o processo dedutivo de argumentacao, de implicacao, de encadea-
mento de ideias deve ser atividades frequentes nos estudos de Geometria.

A demonstracao do Teorema de Euler para Poliedros Convexos é uma atividade
muito rica. A sua histéria é encantadora, a sua demonstragao é muito inteligente. Imagi-
nar como Cauchy teve a ideia de projetar no plano para simplificar o processo e perceber
que para cada dificuldade, para cada barreira, foram utilizados recursos diferentes.

As duas propostas de demonstragao sao adequadas para o nivel do Ensino Médio,

embora a demonstragao proposta por Cauchy seja mais atraente.
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Varias outras demonstragoes sao belissimas e podem ser trabalhadas no Ensino
Médio, algumas demonstragoes do Teorema de Pitdgoras, a demonstracao do Teorema de
Tales, as propriedades das figuras geométricas. Tudo vai depender dos objetivos que sao

tracados para aquele momento de construgao do conhecimento.



Capitulo 4

Consideracoes finais.

4.1 Uma proposta para o Ensino de Geometria no

Ensino Médio.

Nao sera apresentada aqui uma proposta considerada a tnica para se trabalhar a
Geometria no Ensino Médio, nem se supoe ser a melhor que existe, mas, apds anos de
experiéncia do autor e uma pesquisa bibliografica sobre o tema e um estudo historico do
ensino da Geometria, entende-se que serd um caminho viavel, produtivo e que atende aos
objetivos propostos pelos documentos oficiais do Brasil para esse nivel educacional.

O primeiro ponto a ser abordado é que o método axioméatico nao é um método
de ensino nem muito menos é um método didatico. O método axiomatico é um processo
de construcao do conhecimento e este nao é o objetivo do ensino de Geometria. Nao
se pretende aqui propor que se retroceda a abordagem feita até a década de 1950, aqui
no Brasil, época em que a geometria era abordada apenas pelo método axiomatico, mas
aproveitar o que se tem de positivo naquela proposta.

A compreensao do verdadeiro significado da Geometria passa pelo entendimento
da validade de suas afirmagoes. Tal validade s6 é assegurada apds uma demonstragao.
Deve ficar claro que nem sempre o caminho para uma demonstracao seja facil de ser en-
contrado, pois existem teoremas que foram demonstrados de maneiras bastante criativas
e a ideia demorou décadas ou até geragoes para ser encontrada. Outras sao extremamente
automaticas e sequenciadas. Entao nao se espera que os alunos comecem demonstrando
grandes teoremas da Geometria, mas sim criar uma atitude de argumentacao fundamen-
tada e dedutiva.

Outro aspecto a ser observado é o equivoco que vem acontecendo quanto a contex-
tualizacao. Hoje ja é uma pratica se buscar situagoes do quotidiano para contextualizar
os conteudos matematicos e Geométricos, mas é importante perceber que nem todos

os conteidos sao tao aplicados no quotidiano. Fssa contextualizacao pode ser feita na
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propria histéria da Matematica, com a necessidade naquela época e também pode ser
contextualizado dentro da propria Geometria. Alguns teoremas e algumas propriedades
sao fundamentais para construcoes de outros conhecimentos e nem sempre sao aplicaveis
em situagoes proximas a realidade dos adolescentes.

Por exemplo, o tépico congruéncia de triangulos tem importancia inquestionavel
nas demonstragoes que se seguirao, mas nao possuem aplicacoes praticas que se possa
contextualizar em situacoes do quotidiano. Entao, nao se pode deixar de trabalhar a
congruéncia de triangulos por nao ter uso no quotidiano préximo ao aluno. Mas a contex-
tualizacao pode ser feita em estudo de propriedades dos triangulos isosceles, dos triangulos
equilateros e de outras situacoes importantes.

O estudo de desenho geométrico foi sendo abandonado para se trabalhar a disci-
plina Artes nas escolas, pois a Lei de Diretrizes e Bases, lei n® 9.394/96 insituiu o ensino
de artes como curriculo obrigatério, assim como a disciplina Matematica e nao mensionou
o ensino da Geometria. Nao se questiona a importancia de se estudar Artes, mas ficou
uma lacuna no estudo de Geometria, pois a representacao por meio de figuras é uma
etapa importante na resolucao de problemas e na construcao de uma boa argumentacao.
A compreensao dos fatos em Geometria requer uma representacao coerente do que se esta
analisando. A auséncia da disciplina Desenho Geométrico pode ser minimizada com uma
sequéncia de atividades envolvendo construcoes basicas de régua e compasso no Ensino
Fundamental. Tais construcoes constituem atividades lidicas e criativas, devem contem-
plar o uso do compasso, para trabalhar a coordenacao motora e construcao de desenhos
bésicos.

E valioso que os alunos criem competéncia para representar as situacoes propostas
em Geometria por meio de Desenhos de forma fiel ao que se esta analisando, sob pena
de dificultar o entendimento e a possivel solucao. Uma representacao coerente é uma
etapa importante para uma boa construcao de solucao. Alunos com facilidade para essa
construcao possuem maior competéncia para construir os conhecimentos geométricos.

A proposta é, entao, uma retomada da valorizacao da Geometria na Educagao
Basica. A Geometria deve compor uma importante e imprescindivel etapa da formacao
basica. Tal postura deve inicialmente ser entendida pelos professores, pois é o primeiro
ator do processo, é quem precisa ter a clareza dessa necessidade. A necessidade nao apenas
de aprender mais contetidos, mas sim de desenvolver competéncias em mais uma area do
conhecimento.

No Ensino Médio a Geometria deve ser acompanhada do pensamento dedutivo, com
o habito de provar os resultados que serao utilizados. Nao se espera que este se transforme
em mais um fardo para se carregar na escola. Muito pelo contrario o que se espera é

uma mudanca de atitude frente ao conhecimento. Acompanhar uma demonstracdo nao
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significa que cada aluno devera criar as ideias necessarias para provar aquele teorema, mas
compreender de onde se parte e o que se quer concluir é o maior objetivo. Como se sabe
muitas demonstragoes sao exemplos de brilhantismos na Matemaética, como por exemplo,
a demonstracao do Teorema de Euler para Poliedros convexos, que demorou muito tempo
para Cauchy visualizar a sua demonstracao e que o préprio Leonhard Euler nao conseguiu
criar uma demonstracao.

O desenvolvimento do pensamento dedutivo é uma das competéncias e habili-
dades previstas nos Parametros Curriculares Nacionais — Ensino Médio, a competéncia
“Investigacao e compreensao” apontam em suas habilidades “formular hipétese e prever
resultados” e em outra habilidade “Distinguir e utilizar raciocinios dedutivos e indutivos”
e continua em outra habilidade “Fazer e validar conjecturas, experimentando, recorrendo
a modelos, esbocos, fatos conhecidos, relagoes e propriedades” e ainda “Discutir ideias e
produzir argumentos convincentes.”. A construcao da Geometria é a parte mais promis-
sora para se trabalhar esse tipo de competéncia. Para isso é necessario que os professores
vislumbrem essa possibilidade como algo positivo.

Nao se estd propondo, neste texto, que o ensino da Geometria volte ao modelo
axiomatico. O que se propoe é desenvolvem nos estudantes o sentimento de construcao
de uma argumentacgao, é compreender como funcionam os mecanismos da Matematica
e da Geometria. Tal postura deve refletir no modo de pensar desses estudantes, deve
gerar o habito de questionar a validade de algumas afirmagoes, nao s6 em Matematica ou
Geometria, mas em todos os ramos cientificos.

Uma grande barreira a se enfrentar sera a formagao dos professores, pois muitos ja
sairam da graduacao ha muito tempo ou nao tiveram essa formacao ou esta distante de
sua pratica nos dias atuais. Este fato nao inviabiliza a proposta, mas gera implicagoes.
Se o ensino de Geometria deve tomar esse rumo entao se torna fundamental a formagao
continuada dos professores que ministram essa disciplina.

Nao se julga que seja uma mudanca facil para muitos dos professores. Sair de uma
postura atual, na qual se acreditava ser a melhor proposta, para enveredar por caminhos
que, com toda certeza, exigirao esforco e tempo de estudo, com toda certeza vai exigir
muito compromisso com a educacao e muita dedicacao, mas sao mudancas desse tipo que
ajudam o progresso da educacao e os frutos serao colhidos, mas nao imediatamente, uma

mudanca de postura gera resultados 14 na frente.
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