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Resumo

Nesta tese estudamos classes robustas de sistemas dinamicos nao-uniformemente
expansores. Inicialmente provamos a diferenciabilidade da pressao topologica e de estados
de equilibrio e suas densidades com respeito ao sistema dinamico, obtendo férmulas pre-
cisas para as derivadas. Tais resultados, que decorrem da uniformidade do gap espectral
dos respectivos operadores de transferéncia obtida a partir da técnica de cones e métricas
projetivas, tém fortes consequéncias nas propriedades estatisticas do sistema dinamico.
De fato, provamos que a média e a variancia obtidos do teorema central do limite variam
diferenciavelmente com a dinamica e também que vale um principio de grandes desvios
cuja funcao taxa varia diferenciavelmente com a dinamica. Mais ainda, obtemos que a
funcao taxa de decaimento de correlagoes em tempo-n para a medida de maxima entropia
é diferenciavel com respeito ao sistema dinamico com derivada assintdtica a zero.

No estudo das propriedades ergddicas destas classes de sistemas dinamicos foi
incluida também uma descricao topolégica sobre o formalismo multifractal associado a
médias de Birkhoff e sequéncias nao necessariamente aditivas motivadas pelo estudo de
expoentes de Lyapunov em dimensao alta. Para estados de equilibrio que exibem a pro-
priedade de Gibbs fraco, provamos que a pressao topoldgica do conjunto de pontos cuja
média de Birkhoff esta afastada da média espacial correspondente ao tnico estado de
equilibrio pode ser expressa em termos pressao topoldgica de todo sistema e da taxa
grandes desvios. Extensoes para sistemas dinamicos com singularidades, fluxos e difeo-
morfismos hiperbdlicos bem como conjuntos irregulares associados a medidas empiricas

foram também obtidos.

Palavras-chave: Formalismo Termodinamico, Operador de Transferéncia, Linear Res-

ponse Formula, Principios de Grandes Desvios, Anélise Multifractal.



Abstract

In this thesis we study robust classes of non-uniformly expanding dynamical sys-
tems. We initially prove the differentiability of the topological pressure, equilibrium states
and their densities with respect to the dynamical system, obtaining precise formulae for
such derivatives. These results, which follow from the gap spectral uniformity of the res-
pectives transfer operators obtained from cones and projective metrics techniques, have
strong consequences on the regularity of the dynamical system statistical properties. In-
deed, we prove that the mean and variance obtained from the central limit theorem vary
differentially with respect to the dynamics, and also, there is a large deviations principle
and its rate depend differentially on the dynamics. We also obtained asymptotic formulas
for derivatives. In adition, we obtain that correlation function in time n with respect to
maximal entropy measure is derivable with respect to the dynamics, and it tends to zero
as n goes to infinity.

In the study of ergodic properties of these classes of dynamical systems we also
include a topological description on the multifractal formalism associated to Birkhoff
time averages and to subaditive sequences motivated by the Lyapunov exponent study
in higher dimensions. For equilibrium states that exhibit the weak Gibbs property, we
prove that the topological pressure of the set of points whose Birkhoff averages are far
from the space averages corresponding to the unique equilibrium state can be expressed in
terms of the topological pressure of the whole system and the large deviation rate function.
Extensions for dynamical systems with sigularities, hyperbolic flows and diffeomorphisms,

and irregular sets of empirical measures are also given.

Keywords: Thermodynamic formalism, Transfer Operator; Linear Response Formula;

Large Deviation Principles; Multifractal Analysis.
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Introducao e descricao dos resultados

O Formalismo Termodinamico da Mecanica Estatistica foi introduzido em Sis-
temas Dinamicos pelos trabalhos pioneiros de Sinai, Ruelle e Bowen ([Sin72, Bow75,
BRT75]), em meados da década de 70. De fato, a correspondéncia entre shifts e conjun-
tos hiperbdlicos via particoes de Markov permitiu definir medidas relevantes em Teoria
Ergédica, tais como as medidas de Gibbs e de estado de equilibrio.

Relembramos aqui o conceito dessas medidas, bem como os de entropia e pressao,
e o principio variacional a elas associadas. Consideremos f uma aplicacao diferencidvel
definida, por simplicidade, em uma variedade Riemanniana compacta M. Para cada
probabilidade f—invariante p associamos a chamada entropia métrica h,(f) de p que,
pelo Teorema de Brin-Katok, é a taxa exponencial assintdtica de decrescimento da medida
de bolas dinamicas de f. O principio variacional para entropia nos diz que sup{h,(f) :
p é uma probabilidade f—invariante } é a entropia topolégica hiop(f) de f, um invariante
para qualquer sistema topologicamente conjugado a f. Quando adicionamos ao nosso
problema um potencial continuo ¢ : M — IR, que faz o papel de dar pesos a diferentes
regioes do espaco M, temos um principio variacional analogo para a pressao topologica de

f, que é igual ao supremo das pressoes métricas de medidas f—invariantes com respeito

a ¢:
Piop(f, ) = sup{h,(f) + / ¢dy : p é uma probabilidade f — invariante }.

Quando uma probabilidade f—invariante atinge o supremo acima, entao dizemos
que ela é um estado de equilibrio para f com respeito a ¢ e, no caso particular de ¢
ser identicamente nulo, dizemos que ela é uma medida de mdzrima entropia para f. Os
estados de equilibrio, quando existem, sao probabilidades invariantes importantes, pois
carregam consigo informagoes topolégicas e combinatoérias do sistema dinamico. Em Teo-
ria Ergddica, o Formalismo Termodinamico se ocupa da obtencao de estados de equilibrio,
e do estudo de suas propriedades estatisticas (decaimento exponencial de correlagoes, Te-
orema Central do Limite, Grandes Desvios) e de regularidade (estabilidade estatistica,
diferenciabilidade das medidas de estado de equilibrio, e das taxas de decaimento de

correlagoes e de Grandes Desvios com respeito ao potencial e a dinamica).

1



No contexto classico de sistemas uniformemente hiperbdlicos e potenciais Holder
continuos ¢ os estados de equilibrio surgem como medidas absolutamente continuas a

medidas de Gibbs vy 4, ou seja, medidas tais que para alguma constante uniforme K vale

K—l < va¢(B($7:L_71€)) : < K
- e—nPtop(f7¢)+E]-=o o(fi(x)) —

para todo ponto x e todo inteiro positivo n, onde B(z,n,e) = {y € X : d(f'(z), f'(y)) <
e para todo 0 < j < n — 1}. Estas medidas surgem naturalmente da fisica e atendem
a intuicao de que a medida dos pontos que acompanham o ponto é dada, a menos de
constante, pela comparagao entre a pressao topoldgica e as médias de Birkhoff do potencial
¢ ao longo das érbitas dos pontos.

No contexto hiperbdlico, trabalhos pioneiros de Sinai, Ruelle e Bowen deram
respostas positivas para as questoes de existéncia e unicidade de estados de equilibrio
e suas propriedades estatisticas basicas. Todavia, apenas mais de duas décadas depois,
Ruelle [Rue97], usando fortemente da estabilidade estrutural de sistemas Azioma A, e
da existéncia de conjugacoes Holder, também provou a diferenciabilidade das medidas
de estado de equilibrio nesse contexto. Foi a primeira contribuicao relevante quanto
a regularidade diferenciavel de medidas de Estado de Equilibrio e ainda assim, como
enfatizamos, restrita ao contexto uniformemente hiperbdlico.

Fora do contexto uniformemente hiperbdlico e uniformemente expansor a teoria
tem avancado nos ultimos anos, mas estd longe de uma completude. O principal objetivo
desta tese é demonstrar a diferenciabilidade de medidas de estado de Equilibrio, e de medi-
das de referéncia (de Gibbs) associadas, com respeito a uma classe robusta de dinamicas
nao uniformemente expansoras. Esta classe de aplicagoes nao-uniformemente expanso-
ras estudadas inclui as paradigmaticas classes de aplicagoes de Maneville-Pommeau e
aplicacoes derivadas-de-expansoras, tendo atraido a atencao de diversos autores como Al-
ves, Bonatti, Castro, Oliveira, Varandas e Viana que obtiveram a construcao de estados
de equilibrio neste contexto.

A diferenciabilidade de medidas com respeito ao potencial e a dinamica, também
conhecida como linear response formula consiste, em sua versao mais fraca, em fixado um

observavel suficientemente regular ¢ : M — R provar a diferenciabilidade de:

(f7¢)'—>/M<Pde,¢,

onde pf4 ¢ a medida de estado de equilibrio associada a dinamica f e ao potencial ¢.
Demonstramos, de fato, uma versao ainda mais forte dessa diferenciabilidade, em que, em
vez de fixar o observavel, mostramos a diferenciabilidade da medida enquanto funcional
linear atuando em algum espago de Banach de observaveis suficientemente regulares (no
minimo, de classe C'™* « > 0). Na préxima segio, enunciamos com mais detalhe esse, e

os resultados que ora apresentamos nesses paragrafos.



Partindo da diferenciabilidade das medidas de estado de equilibrio, nao paramos
por ai: demonstramos entao a diferenciabilidade de diversas quantidades e de cotas para
taxas de decaimento de correlacoes e Grandes Desvios, obtendo resultados até o momento
desconhecidos inclusive no contexto de hiperbolicidade uniforme. Mais concretamente,
para f : M — M uma dinamica expansora e um potencial ¢ : M — IR, ambos suficiente-

mente diferencidveis (digamos, de classe C?), provamos que:
1. Se pye € o tnico estado de equilibrio de f com respeito a ¢ e ¢ : M — IR é um
observavel suave nao cohomologo a uma constante entao existe Iy4, @ IR = IR
estritamente convexa de modo que, para todo [a,b] C IR,

n—oo SE[a,b]

n—1
1 1 ;
imsup —1og s (x e M - g Yo fl(z) € la, ]) < — inf Tp44(s)

J=0

s€(a,b)

n—1
1 1 :
lim inf — 1 M:= J b)| > — inf I .
iminf ~log i (a:e nj_ol/wf (z) € (a, )) > — inf g u(s)

Além disso, até nosso trabalho, nao se sabia que Iy 4, varia diferenciavelmente em
relacao a dinamica expansora f. De fato, provamos nao apenas para esse caso unifor-
memente hiperbdlico como para abertos mais gerais de sistemas nao uniformemente

exXpansores.

2. Definindo a correlagao em tempo n de dois observaveis ¢, 1) suaves por

Cop(fim) = / po fMduyso — / pdpgo / Ydpigo,

onde fi7 é a medida de maxima entropia para f, também provamos que Cy, ,(f,n)
varia suavemente em relacao a dindmica expansora f, que D¢C,, ,(f, n) converge a 0
quando n — +00 e que essa convergéencia pode ser tomada uniforme para dinamicas
expansoras suficientemente proximas de f.

Novamente, tal fato era desconhecido até nesse contexto uniformemente expansor,
e o demonstramos com ainda maior generalidade, para uma ampla classe robusta

de aplicagoes nao uniformemente expansoras.

Aparentemente estanque desses problemas, estudamos ainda propriedades do For-
malismo Multifractal sob o ponto de vista topoldgico. Nossa abordagem é nova e tem por
base a conexao da teoria de grandes desvios e de formalismo multifractal. Dada uma
sequéncia de fungoes continuas ¢, : M — IR uma Andlise Multifractal dessa sequéncia
consiste no estudo do ponto de vista topoldgico, dimensional ou ergédico dos conjuntos de
nivel da forma X (.J) := {x € M : lim,_, 22(z) € J}, onde J é um intervalo na reta. Em

sistemas dinamicos, estamos particularmente interessados no caso em 1, é uma sequéncia



aditiva, originada por médias de Birkhoff ou mais geralmente uma sequéncia subaditiva
ou assintoticamente aditiva com respeito a dinamica f. Veremos contudo, que os resul-
tados de Grandes Desvios nos permitem provar estimativas para a pressao topolédgica de
X (J) quando 1, é uma sequéncia aditiva ou mais geralmente quando 1, é uma sequéncia
quase aditiva. Em particular, para as classes de sistemas dinamicos expansores e nao-
uniformemente expansores estudadas provamos que a pressao topolégica de X (J) varia
suavemente em relagao a dinamica.

Para nossos objetivos, precisamos de um estudo nao padrao do Espectro do cha-

mado operador de transferéncia (ou Perron-Frobénius), formalmente dado por

Lisglx):= Y ®Wgly), Vo e M.

yef~1(z)

Nos contextos nao uniformemente expansores em nossa tese, provou-se em [CV13] que tal
operador possui gap espectral quando atuando em espacos de observaveis com suficiente
regularidade (pelo menos Lipschitz, mas também C*, k > 1). Consequentemente, seu
operador adjunto possui um autovalor dominante associado a uma autoprobabilidade de
referéncia vy ,. Também o operador de transferéncia possui (a menos de normalizagao)
uma autofuncao hs4 associada ao autovalor dominante. O estado de equilibrio, neste
caso, nada mais ¢ que a medida pgy = hygvy 4.

Com respeito a ¢, o operador de transferéncia é tipicamente diferencidavel, desde
que ¢ pertenca a um espaco suficientemente regular. Todavia, conforme exemplo em
[CV13], tal operador nao é sequer continuo com respeito a f, mesmo no caso expansor!
Temos portanto, que seus autovalores dominantes e respectivos autoespagos, nao tem por
que variar sequer continuamente com a dinamica em questao, muito menos, diferenciavel-
mente.

Na préxima secao, pormenorizaremos nossos principais resultados e as técnicas

empregadas.

Principais enunciados e algumas ideias das provas

Descrevemos agora varios dos temas enderecados na tese, apresentando seus enun-
ciados, dando uma idéia de sua organizacao e ideias da prova. Para um melhor entendi-

mento, faremos a exposicao em varias subsecoes.



Construcao de estados de equilibrio: operador de transferéncia e

técnicas de Cones e Métricas projetivas

No inicio de nosso trabalho, revisitamos as técnicas usadas para construir medi-
das de estado de equilibrio, especialmente como em [CV13]. Entretanto, nessa revisita,
apresentamos as provas de maneira mais geral, de modo a servir tanto a nossos objetivos
de estudos de diferenciabilidade de objetos do Formalismo Termodinamico, como para
o estudo de propriedades estatisticas em outros contextos, como os de transformagoes
Markovianas de intervalos [LSV9S].

Dependendo da escolha da dinamica f e do potencial ¢ é de se esperar que os
estados de equilibrio estejam suportados em um conjunto de Cantor que tem medida
de Lebesgue nula e assim nao devemos esperar que o possivel estado de equilibrio seja
absolutamente continuo em relacao a Lebesgue. Por outro lado, em muitos contextos
nao-uniformemente expansores (ver por exemplo [VV10]) é de se esperar que o estado de
equilibrio seja obtido a partir de médias de Birkhoff de uma medida conforme, que tem
propriedades do tipo Gibbs, mas que nao é invariante; em particular o estado de equilibrio
é absolutamente continuo em relacao a essa medida conforme.

Pelo que discutimos acima, uma questao natural que se impoe é a seguinte:

Questao: Dada uma probabilidade v sobre M, existe uma probabilidade p que

seja f—invariante e absolutamente continua em relagdo a v ?

Isso nos conduz a definicao da chamada representacdo integral do operador de
transferéncia. Suponhamos que (M, A) seja um espaco mensuravel, f : M — M men-
surdvel e v uma probabilidade nao singular, ou seja, v(A) = 0 = v(f~1(A)) = 0. A
representacdao integral do operador de transferéncia em relacao a f e v é o operador
P: LY(v) — L (v) definido por:

/ P(g)dp = / gdp, Vg€ L'(v)e A € A.
A f=1(4)

O operador de transferéncia serda um operador continuo que preserva as fungoes positivas.
De fato, o operador de transferéncia é o operador cujo dual é exatamente o operador de
Koopman (ou operador de composigao), que aparece no teorema ergédico de Birkhoff.
Através do operador de transferéncia podemos transformar a questao anterior em uma
questao de encontrar um ponto fixo, pois uma probabilidade p serda f—invariante e abso-
lutamente continua em relagio a v se, e somente se, 2% > 0 e P(%) = %

Note que se, por um lado, o fato de o operador de transferéncia estar definido

no espaco L' pode nos ser 1til (pois é um espago grande), por outro, quando queremos



estudar propriedades estatisticas finas de pu, tais como propriedades de mistura, grandes
desvios, teoremas centrais do limite, estabilidade sobre pertubacoes deterministicas ou
aleatdrias, precisaremos estudar o espectro de tal operador: de fato, precisaremos que no
circulo unitario sé existam elementos do espectro discreto de P. Para isso é mais ttil
olhar o operador P definido sobre espacos contidos em L!, pois podemos com isso retirar
elementos do espectro essencial do circulo unitario; porém, ao mesmo tempo temos que
tomar cuidado para nao escolhermos um espaco em L! que nao contenha os pontos fixos
de P.

A representacgao integral do operador de transferéncia age em classes de fungoes,
mas ¢é possivel dar uma descricao dele agindo em espaco de funcgoes. Fixemos uma
dinamica f : M — M e um potencial ¢ : M — IR. Dada uma funcao g : M — IR,
definimos o operador de transferéncia (também chamado de operador de Ruelle-Perron-

Frobenius) associado a f e ¢ agindo sobre g como a funcao sobre M definida por:

Lrsg(x) = Z e?Wg(y),Va € M.
yef~1(2)
Ambas as definicbes do operador de transferéncia tem uma relagao profunda a menos
da escolha adequada de um Jacobiano. Por um lado, fixando uma probabilidade nao
singular v e P a representacao integral do operador de transferéncia associado a v, se
f M — M é localmente injetiva e admite um Jacobiano J,f > 0 entao P = L_145, ¢
Por outro lado, fixando uma dinamica f : M — M e um potencial ¢ : M — IR, se v é
uma probabilidade pertencendo a ker(L} , — AI) entdo J, f = e e assim L;s = AP,
onde P é a representacao integral do operador de transferéncia associado a v.

Do ponto de vista do formalismo termodinamico de certas aplicagoes nao unifor-
memente expansoras, se queremos encontrar um estado de equilibrio para uma dinamica
f: M — M e um potencial ¢ : M — IR, temos que procurar uma probabilidade da forma
pre = hievse, onde by, é uma fungao positiva tal que hy g4 € ker(Lr 4 — ePor (1)) e Vi
¢ uma probabilidade tal que v € ker( Fo— efter ). Desse modo, com vistas a discussio
anterior, precisamos escolher o espaco de funcoes adequado e desenvolver técnicas para
garantir que o raio espectral do operador de transferéncia Ly 4 seja o logaritmo da pressao
topoldgica de f com respeito a ¢, e encontrar autofungoes e automedidas associadas a esse
raio espectral. Além disso queremos garantir que o operador de transferéncia tenha boas
propriedades espectrais, como uma separacao entre o raio espectral e o resto do espectro
pois, como veremos adiante, isso resultara em propriedades dinamicas para o candidato a
estado de equilibrio pif 4 = Iy Vs g.

Uma das formas muito utilizadas de se obter autofuncoes de Ly, associadas ao
raio espectral e de se provar boas propriedades espectrais do operador de transferéncia

¢é através da obtencao de certos cones convexos no espaco de fungoes positivas que sao



deixados estritamente invariantes por Lf4 (veja por exemplo [Li95], [CV13], [Bal00],
[Vi97], [LSV9S]).

Como um dos objetivos desse trabalho, provaremos que para uma certa classe de
cones, englobando alguns dos cones utilizados na literatura (veja por exemplo os cones
utilizados em [CV13] para estudar uma familia de aplicagbes nao uniformemente expan-
soras introduzida em [VVI0]), que se nds temos invariancia estrita do cone, nés obtemos
que o operador de transferéncia tem a propriedade do gap espectral (veja Teorema .
Lembremos a definicao de tal propriedade: dado um espago de Banach FE e um operador
linear e continuo A : £ — FE, dizemos que A tem a propriedade do gap espectral se o
espectro de A se decompoe em X U {A} onde A é um autovalor positivo simples e existe
0 < Ao < A tal que X C B(0,\g). De fato, tal teorema valerd para operadores que pre-
servam o espaco de fungoes positivas. Ele implicard, em particular, o seguinte resultado:

seja F;(p) :=inf(p) ou [@dv e C(ki,...,k,) um dos seguintes cones convexos,

variacao(p)

{ € BVI[0,1]: p>0c¢ Fi(2)

< K1}

)0,
ceC*M,R):p>0e — <K
(peC LR >0 225 <)

D] D"p||so
[|D* || gm,...,H ©l|
Fi(p) F.(p)

Teorema 0.1. Se existe 0 < p < 1 tal que:

{peC"(M,R):p>0ce < Ky}

i. Lyg(C(k1,... k) CCpka,...,pLr);

i. 1F(Lygp) <inf Lygp <sup Lyyp < cFi(Lygep), para todo ¢ € C(ky, ..., k).
Entao, se A € o raio espectral de Ly 4:

i. Ls4 tem a propriedade do gap espectral;
ii. existe um tnico v € E* tal que L} 4(v) = Av ev(l) = 1;

iii. existe um unico h € C(kq,...,kK,) tal que Ls4(h) = Ah e v(h) = 1.

Em geral o funcional v obtido no teorema anterior nao precisa ser uma medida,
porém iremos mostrar que, em contextos naturais, de fato v é uma probabilidade (veja
Teorema [1.11)). Em particular, se a dinamica f : M — M for um homeomorfismo local

teremos que v é uma probabilidade.



Também estudamos como a invariancia estrita de cones pelo operador de trans-
feréncia implica boas propriedades estatisticas para o candidato a estado de equilibrio
i = hv, onde h é um autovetor positivo do operador de transferéncia associado ao seu
raio espectral e v é uma automedida do dual do operador de transferéncia associada ao
seu raio espectral, tais como decaimento exponencial de correlacoes, teorema central do
limite e exatidao da medida, como pode ser visto na Proposicao [1.10

Outra técnica utilizada para se obter propriedades espectrais do operador de
transferéncia quando ja se sabe a priori da existéncia de uma medida conforme é através
das desigualdades do tipo Lasota-Yorke e de alguma compacidade do espaco de fungoes es-
tudado (veja por exemplo [LY73], [GLO6], [Bal00],[Vi97], [Bow74], [PUL0], [Rue89]). Desse
modo, aplicando o Teorema de Hennion [He93] nés garantimos a quasi-compacidade do
operador de transferéncia e se, adicionalmente, nés temos alguma propriedade de mistura
do sistema dinamico estudado, nés frequentemente conseguimos provar a propriedade do
gap espectral do operador de transferéncia. Geralmente a técnica via Lasota-Yorke e a
técnica via cones aparecem de maneira dissociada, mas elas estao vinculadas. De fato,
os exemplos indicam que com uma desigualdade do tipo Lasota - Yorke, juntamente com
uma hipotese de mistura forte da dinamica, poderemos aplicar nosso resultado abstrato
envolvendo a invariancia estrita de cones. Isso daria de certo modo uma unificagdo entre
essas duas técnicas em tal contexto, sendo que a técnica via cones nao é dependente de

se saber a priori da existéncia de uma probabilidade conforme.

Resultados de regularidade

Na prova do Teorema[l.4] sobre obtengao de propriedade do gap espectral através
de cones deixados estritamente invariantes, descobriremos que se dois operadores de trans-
feréncia preservam o mesmo cone e a invariancia estrita ocorre na mesma taxa, entao ob-
temos estimativas de convergéncia uniformes dos iterados do operador transferéncia, ou
seja, gap espectral uniforme. Fazendo uso desse propriedade, provaremos resultados de
estabilidade estatistica quando temos uma familia de dinamicas (com uma topologia em
que dinamicas préximas implique ramos inversos préximos) e uma familia de potenciais
em que a propriedade do gap espectral ocorre de maneira uniforme (em particular quando
ocorre a invariancia estrita de um cone pelos respectivos operadores de transferéncia e tal
invariancia estrita ocorre na mesma taxa); vide Teorema . A saber, sera provado
que o raio espectral, o candidato a estado de equilibrio, bem como sua densidade em
relacao a medida conforme associados aos respectivos operadores de transferéncia variam
continuamente. Em particular, obteremos o seguinte resultado:

Suponhamos que F é um espago de dinamicas e potenciais (f, ¢), onde as dinamicas

sao difeomorfismos locais C" e os potenciais sao continuos, e esta dotado da topologia dada



por ||-|| X||-||ec. Para cada (f,¢) € F suporemos que existem A¢, > 0, vy, probabilidade
e hpy € C"(M,IR) tais que:

1. /Ef@gdym = /)\fﬁgdz/ﬂ@ para todo g € LI(VM,);
2. Lyghro = Apohso [ hpedvrg=1ehgs>0;

3. existem k > 0 e {a,}, : N — IR" ndo dependendo de (f, ®) tal que a, — 0 e para

todo ¢ € C"(M,R) temos que ‘ : /godyf,qg < kay||¢ll;
L
sup supH —rer H < +00.
(f.¢)€F neN

Teorema 0.2. As sequintes aplicagoes sao continuas,
i. Fo(f,0)— Aro;
ii. F 2 (f,¢)— hpy, se dotamos a imagem com a topologia C°;
iii. F 2 (f,¢) — vypg4, se dotamos a imagem com a topologia fraca*;

. F > (f,¢) —> pse: se dotamos a imagem com a topologia fraca*.

Vale a pena ressaltar que esse resultado de estabilidade estatistica nao é uma facil
consequéncia da propriedade do gap espectral, pois um exemplo dado originalmente por
[CV13], nos mostra que o operador de transferéncia em geral ndo varia continuamente
com respeito nem a dinamicas expansoras (veja exemplo . Desse modo, nao podemos
aplicar diretamente a teoria perturbativa de operadores na obtencao do resultado anterior.

Com vistas aos resultados de estabilidade estatistica obtidos no Teorema [1.12]
uma questao natural que se impoe é saber se, para uma certa classe de dinamicas e po-
tenciais ocorre invariancia estrita do mesmo cone e na mesma taxa, podemos obter mais
regularidade das fungoes que associam a cada dinamica e potencial o raio espectral do
operador de transferéncia, o candidato a estado de equilibrio e sua densidade. De uma

maneira mais abrangente, a questao que estamos interessados é

Suponha que para cada par de dinamica e potencial (f, ) podemos associar uma
certa medida (SRB, estados de equilibrio, a.c.i.p. e etc) e que a fun¢do que associa (f, @)
a essa medida, e ou uma quantidade como pressao topoldgica, é continua. Serd que essa
funcao € diferencidvel, mesmo que seja num sentido fraco ? Nesse caso gostariamos de

poder encontrar uma formula que expresse para pequenas perturbacoes de um certo tipo
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como essa fun¢ao varia.

Esse tipo de questao é chamada de Linear response formula. No contexto

hiperbdlico temos o seguinte resultado estabelecido por Ruelle [Rue97]:

Teorema: Seja Ko um atrator hiperbdlico (i.e. axioma A) para um C? difeomor-
fismo fo, e suponha que fox, € mizing. Se f € um elemento de uma pequena vizinhanga
de fo, existe um atrator hiperbolico Ky para f, dependendo continuamente de f e uma
tnica medida SRB py para f com suporte em K. Além disso,

(a) existe uma C* vizinhangca N de fy tal que se A : M — TR € C?, entdo
[ = ps(A) € diferencidvel em N,

(b) a variag¢ao de 1*-ordem 6ps(A) quando f € trocado por f+ X o f, € dada por
dps(A) = U(1), onde a série de poténcias

T(A) = )\”/p(dx)X(ac) V(Ao ™)

tem raio de convergéncia > 1.

Na prova desse resultado é utilizado fortemente a rigida estabilidade estrutural
existente no contexto hiperbdlico. Isso nos indica uma dificuldade de se obter resultados de
Linear response formula no contexto nao-uniforme. No contexto unidimensional existem
trabalhos de V. Baladi e D. Smania (veja [BaS08| e [BaS10]) sobre a diferenciabilidade
da medida S.R.B.. Vale ressaltar ainda o trabalho de [Dol04] sobre a diferenciabilidade
do medida S.R.B. para certas perturbacoes de dinamicas Anosov.

Um outro objetivo do presente trabalho é dar contribuicoes para questoes do
tipo Linear response formula, bem como aplicacoes dela, em particular respondendo a
questdo no caso nao-uniformemente expansor estudado em [VV10], [CV13]. Além disso,
descreveremos uma teoria mais ou menos geral, e deixando claro como pode ser usada e
suas consequéncias, em um contexto que englobe invariancia estrita e uniforme de cones e
também quando nao hé propriedade do gap espectral em jogo, ou seja, o espectro essencial
acumula no raio espectral.

O operador de transferéncia em geral depende analiticamente do potencial, logo,
quando estudamos uma familia de potenciais cujos operadores de transferéncia tem a pro-
priedade do gap espectral sabemos que o raio espectral, o candidato a estado de equilibrio
e sua densidade variam analiticamente com relagao ao potencial como consequéncia da
teoria perturbativa de operadores classica (veja Proposicao . Por outro lado, pelo

exemplo descrito originalmente em |[CV13], vemos que o operador de transferéncia nao
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varia continuamente em relagao a dinamica mesmo na topologia fraca de operadores. As-
sim nao podemos esperar obter resultados simplesmente aplicando a teoria perturbativa
de operadores classica. A despeito do operador de transferéncia, como operador, nao
variar continuamente em relagao a dinamica, de fato, no mundo das dinamicas que sao di-
feomorfismos locais C”, o operador de transferéncia varia C* como operador agindo de C”
em C"* (vide Proposicao [2.6). Desse modo, fazendo uso de um teorema perturbativo de
operadores presente em [GLO6| provaremos que se temos uma subvariedade de dinamicas,
que sao difeomorfismos locais C", em que o raio espectral do operador de transferéncia
varia continuamente com a dinamica e os respectivos operadores de transferéncia possuem
gap espectral uniforme em C™ e em C™! (em particular quando h4 invariancia estrita de
cones e na mesma taxa pelos operadores de transferéncia associados) entao o raio espectral
do operador de transferéncia, o candidato a estado de equilibrio e sua densidade variam
C"™1 em relacao a dinamica (veja Teorema .

Mais precisamente: sejam M uma variedade riemanniana compacta conexa, F" C
C"(M, M) uma subvariedade contendo dinamicas que sao difeomorfismos locais, r > 2,
e ¢ : M — IR um potencial C". Suponhamos que para cada f € F" temos que Ly 4cr
e Lygcr—1 tem a propriedade do gap espectral. Além disso, suponhamos que existem
Aro > 0, vy, probabilidade e by, € CT(M,IR) tais que:

L. /L’f@gdyf,qg = )\f@/ngﬁqg, para todo g € C" (M, R);

2. Lyohpo=Arohso e [ hredvig=1;

3. existem k > 0 e 71 € (0,1), nao dependendo de f, tais que para todo ¢ € C™! temos

o hf,qﬁ/@d’/f,qur_l < k7"l [r-1-

Teorema 0.3. Nas hipdteses descritas acima, se F' > f +— A4 € continuo em fo, entdo

as sequintes aplicacoes sao C"1 em uma vizinhanca de fo:
. F'o f—= Apgs
ii. F'3 frhpeelCY;
. F'2 [ vps € (CHY;

w. F' 3 fr upe € (CH".

Vale a pena ressaltar que o candidato & estado de equilibrio varia C"~! em relacao

a dindmica como funcional em C!, o que é mais forte do que os resultados de estabilidade
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classicos. Isso nos garante, por exemplo, que os expoentes de Lyapunov extremais e a soma
deles é diferenciavel em relagao a dinamica (veja Corolério m ), e que a sua densidade
em relacdo & medida conforme varia C"~! com respeito & dindmica como funcao em C" 1,

o que nos da mais do que um resultado de estabilidade forte.

Diferenciabilidade de cotas de Grandes Desvios, Teorema Central

de Limite e Correlacoes

Como consequéncia de nossos resultados de diferenciabilidade de medidas, pro-
vamos no mesmo contexto que nao sé vale o teorema central do limite, como a média e
desvio padrao dados por ele sio C"~! em relacao & dinamica (veja Teorema . Em
particular, obtemos que a propriedade de um observavel nao ser cohomélogo a uma cons-
tante é aberta em relacdo a dindmica (veja Corolario . Também obteremos como
consequéncia um principio de grandes desvios para observaveis nao cohomélogos a uma
constante dado pela transformada de Legendre. De fato, o Teorema nos garantird
nao s6 um principio de grandes desvios, como também a sua estabilidade, ou seja, a taxa
de grandes desvios dada pela transformada de Legendre varia de maneira C" com respeito
ao potencial e a dinamica. Em particular, tomando F” como no Teorema anteriormente

enunciado,

Teorema 0.4. Sejam V' uma variedade compacta e ((fv,(b, zﬁ))vev uma parametriza¢ao
C"™ 1 de aplicagoes em F" x C"(M,IR) x C"(M,R). Se o observdvel v nao é cohomdlogo
a uma constante no suporte de iy, 4, para algum v, € V, entdo existe um intervalo
J C R e uma vizinhanca aberta U de v, tal que, para todo v € U, existe It o0 J — R

estritamente convexa de modo que

n—oo N s€[a,b]

n—1
1 1 -
lim sup — log sy, ¢ (1‘ eM:=> 4o fi(x)e [avb]) < — inf Iy, 4.4(s)
n
=0

s€(a,b)

n—1
1 1 .
liminf =1 eM: — J(r) € (a,b) | = — inf T ;
11£r_1>})r01 - 0L [Lf,.¢ (fl? nz¢ofv(x) (a )) = inf Iy, 40(5)

=0
para todo [a,b] C J.
Além disso, (s,v) = I, p.p(s) € CT71.

Quando estudamos dinamicas e potenciais cujos estados de equilibrio possuem
decaimento de correlagoes mais lento que exponencial nao obteremos a propriedade do
gap espectral para o operador de transferéncia associado, logo nao podemos aplicar os re-

sultados anteriormente citados. Apesar disso, ainda conseguimos obter alguns resultados
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similares aos da secao anterior em contextos em que o espectro essencial do operador de
transferéncia pode acumular no seu raio espectral, mas ha uniformidade nesse actimulo.
O contexto estudado engloba o caso em que ocorre a propriedade do gap espectral uni-
forme ja discutido. Mesmo esse caso correspondera a uma importante contribuicao pois
obteremos as formulas explicitas para as derivadas supra citadas. Provaremos a diferen-
ciabilidade do raio espectral do operador de transferéncia em relacao a dinamica e ao
potencial, além de nos dar uma férmula para as derivadas (veja Teoremas e .
Em relacao a diferenciabilidade do candidato a estado de equilibrio, obteremos a dife-
renciabilidade do candidato a medida de maxima entropia (ou seja, quando tomamos o
potencial nulo) em relagdo a dindmica, bem como uma férmula para a sua derivada (veja
Teorema . Como a diferenciabilidade do candidato a medida de maxima entropia se
d4 considerando-o como funcional em C*, teremos como consequéncia a diferenciabilidade
dos seus expoentes de Lyapunov extremais, bem como a soma, em relacao a dinamica.
Ainda nesse contexto onde o espectro essencial pode acumular no raio espectral, mas de
maneira uniforme, como consequéncia dos nossos resultados e das provas destes, também
obteremos resultados de estabilidade das leis estatisticas similares ao caso onde o gap
espectral ocorre de maneira uniforme. A saber, provaremos a diferenciabilidade da média
e do desvio padrao dados pelo teorema central do limite, associado ao candidato a medida
de maxima entropia, em relacao a dinamica e também provaremos que propriedade de
um observavel nao ser cohomélogo a uma constante é aberta em relagao a dinamica (veja
Teorema e Corolario . Também obteremos consequéncias para correlacao em
tempo n associada ao candidato a medida de maxima entropia. Fixado um potencial
¢ = 0 e uma dinamica f € F", onde F" é tomado como no Teorema anteriormente enun-

ciado, pelo que ja foi exposto, temos que a correlacao em tempo n de dois observaveis

p, v € C"(M,R),

Cop(fim) = / po ["duss — / edpye / Uiy,

é diferenciavel em relagao a dinamica. Porém garantiremos mais do que isso: a derivada
da correlagao em tempo n converge a zero quando n converge ao infinito e tal convergéncia
¢ uniforme para dinamicas suficientemente préximas (veja Corolério [2.33)). Mais precisa-

mente,

Corolério 0.5. Dados ¢, € C"(M,R). A aplicagio F" > f + Cyy(f,n) € C*, além
disso, DyC,(f,n) converge a 0 quando n — +00 e essa convergéncia pode ser tomada

uniforme numa vizinhanga de f, de @ e de 1.
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Analise Multifractal

Um outro objetivo do presente trabalho é estudar a pressao topoldgica de con-
juntos associados ao chamado conjunto irregular para uma classe de sistemas cujo estado
de equilibrio tenha alguma propriedade do tipo Gibbs e possui estimativas de grandes
desvios. Em particular, estamos interessados em aplicagoes nao-uniformemente expanso-
ras estudadas em [CV13], [VV10] e também dindmicas expansoras definidas em conjuntos
nao necessariamente conexos. Vale a pena ressaltar que frequentemente os estados de
equilibrio surgem como probabilidades invariantes e absolutamente continuas com res-
peito a alguma probabilidade que exibe alguma propriedade do tipo Gibbs. A principio,
tal objetivo parece nao ter relagoes com os temas ja abordados, porém como veremos os
resultados obtidos anteriormente serao utilizados de maneira natural.

Dada uma sequéncia de funcgoes v, : M — IR uma Andlise Multifractal dessa
sequéencia significa o estudo da ponto de vista topoldgico, dimensional ou ergddico dos
conjuntos de nivel da forma {x € M : lim, . “2(z) € J}, onde J é um intervalo
na reta. Em sistemas dinamicos estamos particularmente interessados no caso em 1, é
uma sequéncia aditiva ou mais geralmente uma sequéncia subaditiva ou assintoticamente
aditiva com respeito a f. Se f é uma dinamica mensuravel e p é uma probabilidade
f—invariante e f—ergddica, entao o teorema ergodico de Birkhoff afirma que dado v €
LY (u) vale que

1= |

S vef@ - [vdn

i=1

quando n tende ao infinito, para u-quase todo ponto x € M. Por outro lado, apesar de do
ponto de vista métrico o conjunto de pontos cuja média de Birkhoff nao converge é negli-
genciavel, ele pode ser um conjunto topologicamente grande ou ter dimensao total. Para
ilustrar esse fato mencionamos que se f é continua e tem a propriedade de especifica¢ao
entao o conjunto de pontos onde a média de Birkhoff ndao converge é vazio ou tem pressao
topoldgica total com respeito a qualquer potencial continuo (para detalhes ver [Thol()]).

O estudo da pressao topolégica ou dimensao dos conjuntos de pontos cuja média
de Birkhoff converge para um valor pré-fixado remonta a Besicovitch e este tépico teve
contribuigdes de muitos autores nos tltimos anos (ver por exemplo [DKO01, BG06, [Cli10,

FHI0, [GR], TR, PW97, PW0T, [PW99, [Sh, [T, [TV99, [Thol0, ZC13] e suas referéncias).

Muito comumente, dado um observavel ¢ : M — IR e a decomposicao

M=|JM, U E,
acR

onde M, = {x € M : lim, %Snz/)(x) = a} e o conjunto irreqular E; é o conjunto

de pontos para os quais as médias de Birkhoff associadas a 1 nao convergem, interessa
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descrever cada um dos conjuntos anteriores do ponto de vista topoldgico, dimensional ou
ergddico.
Dado v : M — IR continuo e ¢ > 0 defina

1 n—1 ‘
e =Xppe= {xGM:limsup Ezw(fj(a:))—/@bd,u‘ zc}
=0

n—o0

>

n—o0

X, =X, ={reM:lminf %nszﬂ‘(x)) - [van] =}
j=0

onde p é uma probabilidade f—invariante e f—ergddica. Note que temos a inclusao
Xype C X e Segue do teorema ergédico de Birkhoff que p(X,,.) = 0, logo estes
conjuntos sao pequenos do ponto de vista ergodico. Por outro lado, se p é uma medida

S.R.B., o que significa que

n—1
1 w*
Leb <$€M: - 205fj(x) —>,u> >0,
J:

entdo Kleptsyn, Ryzhov e Minkov [KRM12] provam que a dimensao de Hausdorff de X, .
¢ menor que a dimensao da variedade, desde que valha um principio de grandes desvios
para u. Esse tipo de resultado é chamado de Teorema Ergodico Especial.

Motivados pelos resultados de Thompson [Thol0] e o teorema ergddico especial
provado por Kleptsyn, Ryzhov e Minkov [KRM12], um dos objetivos do presente trabalho
¢ obter uma descrigao multifractal do conjunto irregular £,. Para tal fim estudaremos os

conjuntos X X ,0.c do ponto de vista da pressao topoldgica (de fato, consideramos

wytp,e
conjuntos mais gerais).
Uma primeira motivacao é considerar a seguinte decomposicao do conjunto de

pontos cuja média temporal nao converge para a média espacial

M\{x %§¢ofi(x)—>/¢du}—U70—UXc

c>0 c>0

e estudar a continuidade, monotonicidade e concavidade da funcao pressao

c— Px (f.0) e c— Px (f,0),

onde Pz(f,¢) denota a pressdao do conjunto Z com relacao a f e ¢.
Se, por um lado, o conjunto irregular nao esta contido em nenhum dos conjuntos
anteriores para algum c fixado, por outro lado, é claro que nés temos a decomposicao

Ey = UC>0EW/,,C e By = Uk, . cOm

Eﬂvwvc = E,w m X,LL,QZJ,C e E#7¢7C = Elw m X,u,d),c'
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Em outras palavras, o conjunto £, ,, . consiste dos pontos z € M cuja média de Birkhoff
%Z;:& Y (f7(x)) ndo sé nao converge, como estd a uma distancia maior que ¢ da média
espacial [ du para todo n grande. Finalmente, o conjunto EWW consiste de pontos
x € M cuja média de Birkhoff * DD o (f7(x)) ndo converge e tem infinitos valores de n
tais que = " b(fi(x)) estd a uma distancia maior que ¢ da média espacial.

Nossos resultados, moralmente, nos garantem que se um dado sistema dinamico f
e um potencial ¢ admitem um unico estado de equilibrio p (que tem alguma propriedade
do tipo Gibbs fraco) com estimativas exponenciais de grandes desvios, entdo a pressao
topoldgica dos conjuntos X, . e yu,w,c é estritamente menor que a pressao topoldgica
total do sistema para todo observavel ). Mostraremos que, se temos uma dinamica e um
potencial admitindo um unico estado de equilibrio Gibbs, entao a pressao topolégica dos
conjuntos X, . e Yu,%c ¢é estritamente menor que a pressao topologica total do sistema
para todo observével ¢ (veja Teorema .

Em particular, podemos aplicar tal resultado no caso de dinamicas expansoras
topologicamente mixing e potenciais Holder continuos. Nesse caso, se o observavel
nao é cohomoélogo a uma constante, entao a pressao topoldgica dos conjuntos X Xpe €
X, v.e ¢ amesma e pode ser expressa em termos da pressao topolégica total do sistema e
a transformada de Legendre. Devido aos resultados anteriormente citados, a pressao de
tais conjuntos varia continuamente com a dinamica, potencial, parametro c e observavel ¢,

e exigindo regularidade dos objetos envolvidos obtemos diferenciabilidade (veja Teorema

e Coroldrio 3.11)). Em particular,

Teorema 0.6. Sejam M um espaco métrico compacto, f : M — M uma dinamica
expansora topologicamente mizing, ¢ : M — IR um potencial Holder continuo e jif4 0
unico estado de equilibrio para f com respeito a ¢. Suponha que ¥ : M — IR € um
observdvel Holder continuo, ¢ nao é cohomdlogo a uma constante e [ duss = 0. Se

c¢>0 entio X =0 ou

Hf b P5C

(f gb) (fa gb) = PX(C*)(f7 ¢) = Ptop(f? Qb) - ]f7¢»¢'(c*)7

uf¢¢c #f KN

onde Iy € a transformada de Legendre It pp(ce) = min{lrsu(—c) , Irpp(c)} e
X(C) = {z € M : lim, i > iy V(fi(x) = e} Em particular, RY 3 ¢ —

X, wc(f @) € derivdvel, concava e estritamente decrescente. Além disso, se M €
s

uma variedade riemanniana e ¢ € C" entao Py (f,®) varia C™™1 com a respeito

mfp¥he
a dinamicas expansoras C" sobre M.

Note que nesse contexto expansor temos a propriedade de especificagao e por

[TholQ] o conjunto irregular de 1 tem pressao topoldgica total logo, o nosso resultado
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significa que, apesar do conjunto de pontos irregulares ter pressao topoldgica total, os
pontos que dao uma grande contribuicao para a pressao topoldgica sao aqueles cujas
médias temporais estao infinitamente préximas da média espacial dada pelo tnico estado
de equilibrio.

Ainda no caso em que o tnico estado de equilibrio é uma medida Gibbs, seguindo
a mesma linha anterior, provarernos estimativas para conjuntos irregulares associados a
medidas empiricas d,,, 1= * =3 L fi(z), onde d7i(,) é a delta de Dirac sobre o ponto f'(z),
definidos por:

Y,c={x € M :limsupd (6, ,, ) > c} ={z € M : liminf d(d,,, 1) > c},

n—o0 n—oo

onde d(n, v) é uma distancia compativel com a topologia fraca* no espaco das medidas de
probabilidade.

Provaremos que a pressao de ambos os conjuntos anteriores ¢é estritamente menor
que a pressao topoldgica total do sistema, desde que valha um principio de grandes desvios
de nivel-2 (ou seja, um principio de grandes desvios no espago das medidas). E se o
sistema dinamico satisfaz as propriedades de g—quase produto (que é mais fraca que a
propriedade de especifica¢ao) e separagao uniforme (que é mais fraca que a propriedade
de expansividade positiva), entdo de fato a pressdo de ambos os conjuntos é a mesma e
pode ser caracterizada em termos da pressao topoldgica do sistema e da funcao taxa de

grandes desvios de nivel-2 (veja Teorema [3.16]). Em particular,

Teorema 0.7. Sejam M um espaco métrico compacto, f : M — M expansora topologi-
camente mizing e ¢ : M — IR um potencial Holder continuo e jt = jiy4 0 tUnico estado de

equilibrio para f com respeito a ¢. Dado ¢ > 0, entdo Y =0 ou

Hf,pC

v..([:0) =Py, (f,0) = Prosue)(f.¢) = Pop(f,¢) — inf Qn),

d(n,u)=c

onde Y (0B(u,c)) ={x € M : d( lim 25]«1 @) 1) = c} e Q(n) := Piop(f, @) — hy(f) —

n—>+oo n
[ odn.

Quando nao temos hiperbolicidade uniforme, nao é de se esperar que o estado
de equilibrio admita a propriedade Gibbs valendo em todos os pontos e para todos os
tempos. O natural é que ela valha para quase todo ponto e que nos instantes de hiperbo-
licidade as estimativas sejam uniformes. Em um contexto mais amplo do que o discutido
h& pouco, provamos extensoes dos resultados anteriores, com a unica diferenca que nao
conseguimos estimar a pressao dos conjuntos definidos em termos de limsup e sim dos
conjuntos definidos me termos de liminf (veja os Teoremas e .
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Com vistas aos resultados anteriores, e com as ideias presentes nas provas, obte-
remos aplicagoes e extensoes para o caso de dinamicas de Manneville-Pomeau, aplicagoes
quadraticas, aplicacoes multimodais, difeomorfismos hiperbdlicos e fluxos hiperbdlicos.
Em particular:

Para cada o € (0,1) seja f, : [0,1] — [0, 1] dada por

F ._{ z(1+2%®), se 0

1
20— 1, se 5

Y

IN

T
T

AN
N

IA A

uma aplicacao do tipo Manneville-Pomeau. Para t € IR suficientemente pequeno deno-
temos o unico estado de equilibrio de f, com respeito ao potencial —tlog f! por pa.: e

X fior 1 og fr.c PO X1 e Logo,

Corolario 0.8. Dado ay € (0,1) existe um € > 0 tal que a sequinte fungao € continua:

log 2
2

[Oéla 1) X (_67 6) X (07 ] > (Oé,t,C) = PXa,t,c(me _tIOg f(lx)

Sejam G" um aberto de aplica¢oes nao-uniformemente expansoras (difeos locais C") estu-

dadas em [CV13] e pf a tinica medida de maxima entropia de f € G".

Corolario 0.9. Existe b > 0 tal que

G" x (0,b) 3 (f,c) = hx . (f)

¢ C™1, onde hz(f,®) denota a pressao do conjunto Z com relagio a f e ¢.

Hpspse

Para cada parametro a € [0,2], seja f,(r) = 1 — ax? uma aplicagao quadrética.

Corolario 0.10. Existe um conjunto Q C [0,2] com medida de Lebesque positiva tal que

sea€Qet:[—1,1] = R € continuo entio

IR(J)F S CHr Pgua,wyc(fm —log |f¢;|)

é concava.

Para o caso de difeomorfismos,

Corolario 0.11. Sejam f : M — M um difeomorfismos e A C M um conjunto hiperbdlico
para f com estrutura de produto local. Se ¢ : M — IR € um potencial Holder continuo e
[ = fiy € 0 tnico estado de equilibrio para fin com respeito a ¢; entao, para todo observivel

continuo ¢ : M — IR e ¢ > 0 vale que

Pyuﬁwyc((ﬁ/\a QS) < PtOp(f|A7 ¢)
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Para o caso de fluxos,

Corolario 0.12. Sejam (X;); um fluzo Azioma A, ¢ : M — R € um potencial Holder
continuo e ji = fi5 0 Unico estado de equilibrio para (X;), com respeito a ¢. Entdo, para

todo observavel continuo ¥ : M — IR e ¢ > 0 vale que

PY ((Xt>ta 925) < PtOp((Xt)ta QS)

e

Por fim, um exemplo de [DGR1I1, [DG12] é dado ilustrando que um caso onde a
funcao pressao dos conjuntos é descontinua e nao estritamente decrescente, como também

um exemplo onde a capacitancia de Carathéodory dos conjuntos X, , . e X .0 6 distinta.

Com vistas ao que foi discutido, gostariamos também de responder as seguintes

questoes:

Questao 1: Seja o : X — X um subshift do tipo finito, oy a medida de mdzima en-

tropia de o, (i1, .. .,1,)] o cilindro de comprimento n e 1y, (i1, . .. z'n, ...):=—log u0<[i1, .

Dado J C R, qual a entropia do conjunto X; :={x € X : hmiup z/Jn( yeJ} ?
n—+o0

Questao 2: Seja o : X — X a aplicagao shift sobre o espago X ={1,... (} e ¥,
conjunto de cilindros de comprimento n. Denotemos IR ou C por F. Considere matrizes
My, ..., My € Mgyq(F) tal que esse conjunto de matrizes é irredutivel sobre F?, isto é, ndo
eziste subespaco nao-trivial V C F? tal que M;(V) C V para todo i = 1,...,(. Ademais,
para toda probabilidade o-invariante p definimos o expoente de Lyapunov mazimal de p
por

M, () = lim — Z w([e]) log || M,|].
LY,

Por [FKT11], existe uma tnica probabilidade o-invariante po tal que M, (o) + h(uo) =
sup{ M, (u) + h(p) : p € My(0)}, onde h(p) denota a entropia métrica de . Por fim,
definamos ¥y (i1, ... in,...) = —logu()([il, . ,in]>, assim dado J C IR qual a entropia

do conjunto X :={z € ¥ : limsup 1/1n( yeJ} ?
n—-+00
As sequéncias 1), definidas nas questoes anteriores nao sao aditivas, ou seja, nao
podem ser dadas por uma soma de Birkhoff de alguma funcao. Porém, 1, é quase-aditiva,
ou seja, Uy, + Y, 00™ — C < Yy, < Uy + 1, 0 0™ + C. Precisamos entao fazer uso do

formalismo nao-aditivo.
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De fato, podemos estender o problema anterior para o formalismo termodinamico
nao-aditivo. A saber, podemos considerar uma dinamica f : M — M, sequéncias de
potenciais ® = {¢, },en quase aditivos e sequéncias de observaveis ¥ = {¥,, },en assin-
toticamente aditivos ou subaditivos, definir os conjuntos

Xywe= {x € M : lim sup —¢n( — lim —/ﬂ)nd,u‘ > c}

n—00 n—0o0 1

1
Xywe= {x € M : liminf —¢n( _JLTOE/¢"dM‘ > 0}7

n—0o0

onde g é um unico estado de equilibrio de f com respeito a ®, e estudar a pressao
topoldgica desses conjuntos com respeito a f e ®. Assim, obteremos resultados para esse
problema que sao extensoes de alguns dos resultados anteriormente citados. Vale a pena
ressaltar que sequéncias quase aditivas aparecem naturalmente no estudo de expoentes de
Lyapunov para sistemas dinamicos nao-conformes. No estudo desse problema obtemos um
método de obtencao da funcao taxa de grandes desvios através de aproximacao de familias
de funcgoes continuas, isso nos permite obter regularidade da funcao taxa de grandes
desvios. Em particular, podemos responder as duas questoes anteriores do seguinte modo,

denotando {z € ¥ : lim,_ o 22 = ¢} por X(c):

n

Teorema 0.13.
1. XJ = @ ou hyJ(O') = hlj(a) = hx(c*)(a'),'

Lo, (x) converge uniformemente para uma constante ou R§ > ¢ — hYHO,{wn},C(U) é

continuo, estritamente decrescente e concava em uma vizinhanca do zero.

Sumarizando o que foi dito, o corpo da presente tese esta dividido em trés

capitulos e trés apéndices cujos conteidos estao brevemente discriminados a seguir:

e Capitulo 1: Relacao entre cones e propriedades espectrais de operadores positivos,

bem como suas consequéncias dinamicas e resultados de estabilidade estatistica.

e Capitulo 2: Resultados de Linear response formula quando os operadores de trans-
feréncia possuem gap espectral ocorrendo de maneira uniforme e também quando
o seu espectro essencial pode acumular na raio espectral mas de maneira uniforme,

bem como consequéncias desse resultados.

e Capitulo 3: Analise multifractal de certos conjuntos irregulares quando o estado

de equilibrio tem alguma propriedade do tipo Gibbs.

e Apéndice A: Uma breve apresentacao da teoria de Cones e Métricas Projetivas

apresentando conceitos basicos e resultados que nos serao necessarios.
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e Apéndice B: Apresentagao de conceitos e resultados sobre esperanca condicional,
bem como do Teorema de Gordin que é extremamente util na prova de teoremas

centrais do limite.

e Apéndice C: Apresentagao da definicao dimensional da pressao topolégica para

conjuntos quaisquer, bem como resultados bésicos.



Capitulo 1
Cones e propriedades espectrais

O objetivo central desse capitulo é demonstrar que, para uma certa classe de
cones, a invariancia estrita do cone pelo operador de transferéncia implica na propriedade
do gap espectral do respectivo operador. A classe de cones considerada é relativamente
geral e engloba muito do cones utilizados na literatura. De fato nossos resultados valem
para operadores que preservam o espaco de funcoes positivas e estao contidos na secao
[[.1] Também estudamos, na segao [[.2) como invariancia estrita de cones pelo operador
de transferéncia implica boas propriedades estatisticas para os candidatos a estados de
equilibrio construidos, tais como decaimento exponencial de correlagoes, teorema central
do limite e exatidao. Por fim obtemos resultados de estabilidade, presentes na segao [1.3]
quando lidamos com uma classe de dinamicas em que ocorre a propriedade gap espectral
do operador de transferéncia de maneira uniforme e tal classe de dinamica esta dotada
de uma topologia em que dinamicas préoximas implique em ramos inversos préoximos. Na
segao [[.4] discutimos nossos resultados no contexto de aplicagdes mondtonas por partes
e também para uma classe de aplicagoes nao-uniformemente expansoras introduzida em

[VVI0].

1.1 Cones e operadores positivos

Nesta secao descreveremos uma teoria, mais ou menos geral, de como usando
cones podemos obter propriedades espectrais de operadores positivos.

Seja M um espago métrico, E um subespago do espaco de funcoes de M em IR

limitadas contendo as fungoes constantes. Sejam |- |q,...,| - |, seminormas sobre E tais
que:
1. |1|; = 0 para todo ¢ € {1,...,7}, onde 1 indica a fungao constante e igual a 1;

22
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2.0l =>2_, |- li +1] - || faz de E um espago de Banach.

Seja B, = {¢p € £ : ¢ > 0}, e sejam Fi,...,F, : B, — IR} que iremos supor

satisfazendo:

1. Fi(ap1 + p2) > aF;(¢1) + Fi(p2) para todo ¢1,02 € By, a>0ei € {1,...,1}
(superaditividade)

2. se p € E e v > t, para alguma constante t > 0, entdao F;(p —t) > F;(p) — tF;(1),
para todo i € {1,...,1};

3. existe ¢ > 1 tal que se p e t — ¢ € E,, para alguma constante ¢, entao F;(t — ) >
Fi(t) — Fi(¢) — c|pli, para todo i € {1,...,r};

4. se pn, 0 € Ey e |lpn — ¢ — 0 entdo Fi(p,) —— F;(v), para todo i €
n—-+0oo

n——+0oo
{1,...,r}.

Ao longo desse secao comentaremos a importancia de cada uma das hipéteses
anteriores sobre Fj
Os proximos exemplos mostram que as hipoteses impostas sobre F; sao satisfeitas

em contextos muito importantes.

Exemplo 1.1. Tomemos E como o espaco de funcoes de M em IR que sao a— Holder,

r=1,1-]1=]"|as € Fi(-) =inf(:), onde | - |o,s € a norma Holder local definida por

|g|a,6 = sup
0<d(z,y)<o

{ l9(x) — 9(y)] }
d(z,y)* )
Exemplo 1.2. Consideremos M como o intervalo [0,1] ou o circulo S*. Dada ¢ : M — IR

definimos a variacao de ¢ por

var @ 1= supz |Lp($i—1) - @(%’)L

i=1
onde o supremo € tomado sobre todas as particoes finitas 0 =xg < x; < --- < x, =1 de
M. Tomemos E = {p: M — R; var p < 4o}, r =1, |1 =var(-) e Fi(-) = [ dv,

onde v € uma probabilidade boreliana.

Exemplo 1.3. Consideremos M uma variedade riemanniana, tomemos E como o espaco
das aplicagoes de M em R k—vezes derivdvel, v = k, |¢|i = sup,eu [[(D'e)(2)]],V] €
{1,...k} e Fi(:) = -+ = Fi(-) = inf(+).
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Para cada k1, ..., Kk, > 0 definamos
C(Riy- -y kr) ={p € Ey ol < RiFi(9),Yi=1,...,1}.

Da hipotese sobre F; temos que C(ky,...,K,) é um cone convexo, e como F, C
C(K1, ..., k) temos que C(ky, ..., k)N (=C(K1,. ..,k )) = {0} (para mais detalhes sobre
cones convexos ver Apéndice . Note ainda que a hipdtese . sobre F; significa que os

cones C(Ky, ..., K,) sdo fechados quando dotamos E, com a norma de E.

No6s iremos sempre assumir que A : £ — E é um operador linear e continuo,

quando dotamos E da norma || - || e também assumiremos que A é positivo, ou seja,
A(E;) C E;.
Nés fixaremos algumas notagdes: a métrica projetiva associada a C'(kq, ..., K,)

serd O(p,v) = log %, onde a(p,¥) :=sup{t > 0;¢—tp € C(Kk1,...,k.)} e B, ) =
inf{t > 0;tp — ¢ € C(k1,...,Kk)}. O diametro de A(C(ky,...,k,)) em relacdo a O serd
A e por fim 7 := 1 — e ®. Nés denotaremos o raio espectral de A por \ e % por A.

Nesses termos podemos enunciar o principal resultado dessa sec¢ao.

Teorema 1.4. Se existem Kkq,...,k, € 0 < p <1 tais que:

i. A(C(K1,... k) CC(pk1,...,pL);

i. 1F(Ap) < infAp < supAp < cFi(Ay), para todo ¢ € C(ky,... k) e €
{1,...,7}.

Entao:
i. existe um unico v € E* tal que A*(v) = Av ev(l) =1;

ii. existe um unico h € C(kq,...,kK,) tal que A(h) = Ah e v(h) = 1;

Y

iti. (propriedade do gap espectral) se Ey := {¢ € E : AM(p) —— 0} e By :={th:te
n—oo
R} entao E = Ey @ E; e existe 0 < ro < A tal que spec(A|Ey) C B(0,19).

A hipétese ii. relaciona diretamente F; com a norma do sup e é fundamental
entre outras coisas nas convergéncia na norma do sup. Essa hipdtese a principio parece
nao ser natural, mas lembremos que nos exemplos praticos F; é tomado como sendo inf ou
alguma probabilidade 1. No caso de F; ser o inf, basta provar a ultima das desigualdades
e frequentemente a obtemos pela escolha da seminorma | - |;. No caso de F; ser a alguma
probabilidade 7, vemos nos exemplos que a obtengao da hipdtese ii. no caso de A ser

o operador de transferéncia estd associada a algum tipo de mistura forte do sistema
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dinamico que da origem ao operador de transferéncia, como por exemplo se a dinamica
for topologicamente exata.

Decorre da conclusao iii. do teorema anterior que, para todo ¢ € E, nds temos que
A () — v(p) - h e a convergeéncia é exponencialmente réapida. De fato nés provamos

n—,oo
que é da ordem de 7.

Para provar o teorema precisaremos de alguns resultados intermediarios. Prove-
mos inicialmente que A(C'(ky, ..., k) tem didmetro finito em relagdo & métrica projetiva
de C(k1,...,kr). Nessa prova serd fundamental usar as hipéteses 2 e sobre Fj.
Também serd usado fortemente a hipotese ii. presente no Teorema [1.4] a ser provado.
Devido ao teorema isso ja nos garante certas convergéncias na métrica projetiva as-

sociada a F .

Proposicao 1.5. A(C(k1,...,k,)) tem diametro finito com respeito a métrica projetiva
de C(K1, ..., Ky).
Prova. Basta provarmos que ©—distancia projetiva entre Ay e 1 é uniformemente limi-
tada para ¢ € C(k1,...,K,). Lembremos a defini¢ao de O:
B(Ap,1)
O(Ap,1) = log ————=
e =loe (1)
onde

a(Ap, 1) =sup{t > 0; Ap —t € C(Kk1,...,k)},

B(Ap,1) =inf{t > 0; t — Ap € C(Kk1,...,k)}.

Logo, para t < min { inf Ap, minizlwr{%}} nés obtemos que Ap —t>0e

|Ap — t; < | Apl; < | Als
Fi(Ap —t) = Fi(Ap) —tFi(1) — Fi(Ap)p

<k Vie{l,...,r}

inf(Ap)(1—p)

F5 (D) }} Analogamente, nés te-

Concluindo que a(p, 1) > min { inf Ap, min;—;__{

mos que para t > max { sup Agp,maxi:Lm’T{CSHPASD(”J“HC'W)}} obtemos que t — Ap > 0

F;(1)
e
[t = Apli | Agl;
Fi(t — Ap) — tF(1) — Fi(Ap) — c|Apl;
< |A90!z'
~ tE(1) = Fi(Ap) — peri Fi(Ap)
IA%!
~ pFi(Ap)

<k; Vie{l,...,r}
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Isto implica que B(Ap,1) < max{sup Ap,max;_;.. T{CSUPA‘PIU(QJ{)1+C”ip )}} Assim, noés

obtemos que

4 .
O(Ap,1) = O(—2F_ 1) glogmax{c3, i [ (P+1+cmp)}}_

inf Ay i=1,...,7 Fi(1)
1 —
log min {1,Z§1Hr{ (CE(S>}},
utilizando a desigualdade triangular isso implica que A(C(ky,...,k,)) tem ©—didmetro
finito. |

Nosso proximo objetivo é estudar a relagao entre convergéncia na métrica proje-

tiva e na métrica uniforme.

Lema 1.6. Sejam (on)n € (¥n)n sequéncias em E, tal que O, (pn,¥n) — 0. Suponha

que para algum yo € M existe lim,, Zzggg = A # 0. Entdo, para todo v € M, existe o

limite uniforme lim,,_, | o izgg =\

Prova. O fato que O, (pn,,¥,) — 0 é equivalente a supx’yeM{%} — 1 quando

n — oo. Entao, dado € > 0, existe ng tal que Vn > ny,
€ eal@)¥n(y) €

— < <14+ —,Va,y e M.
2\ @n(y)tn() 2|l

Isto implica que para todo n > ny,

_ en(y) < Un(y) < (1+¢/(2A]) - (‘0”<y),vx,y eEM <&

(1—¢/(2JA]) - Zzgz; < Z‘;:g; < (1+e/(2N) - zzgz;,w,y e M.

Tomando y = yy € ny > ng tal que Vn > nyq,

1

(1 —¢/(2IA)

8

©n(Y0) €
‘ilin(yo) - )\) = 2(1+ ¢/2]A)

Decorre para n > ny que

L Pal@)
A @

< A+e€ Ve M.

Lema 1.7. Sejam ¢ e ¢ € E,. FEscreva ¢, = A"(p) e ¥, := A"(¢). Suponha que
O+ (¢n, Pn) — 0, entdo existe uma fungdo constante A = Ay, ¥) tal que eziste o limite

uniforme
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De fato,

| on ]
A= lim
n—+0oo HwnHoo

Prova. Nos dividimos a prova em alguns itens que sao interessantes por si sos.

A" (o)
An (3h)

1. Dados ¥, p € E, a sequéncia ( ) ¢é uniformemente limitada de ambos os lados.

De fato; existem c,, ¢y, > 1 tal que ¢! < ¢(z) < ¢, e cqzl < Y(x) < ¢y, Vo € M.
Logo,

©

cy — CcpA"l T U = 1A"l -

—1 flAnl nq
C_<CS"—<S0"<C‘PA VE]N

2. Sejam @, € E, e escreva @,, 1, para A™(p), A"(¢) respectivamente. Entao existe

uma constante positiva A = A(p, 1) tal que

lim 2% = A

n—-+o0o 77/}”

De fato; fixemos yo € M. Pelo item[1] a sequéncia n,(yo) := (on/%n)(yo) é limitada e
entao admite uma subsequéncia (7,;(yo)), que é convergente para alguma constante

A > 0. Pelo lema , isto implica que 7, (x) — A, uniformemente para todo z € M.

O fato que O,(p,,¥,) — 0 implica em particular que supxy{%(y) Jin y)}
quando n — oo. Desse modo, nds concluimos a convergéncia uniforme

¢n(y) N )\fljvy c M,

en(y)

o que finaliza a prova deste item.

3. Sejam ¢ e ¢ € FE., e escreva ¢,, Y, para A"(p), A"(¢) respectivamente. Entao

existe o limite
. |[2n|oo B
lim =\
n=+00 || |0

De fato; por um lado, basta tomar y, tal que |¢,(y,)| > (1 — €)||t)n]loo. Como

N = Pn/Yn converge uniformemente para A,

|| ©nl]oo > |20 (Yn)| (11—

|lnlloo
>\
[Ynlloo — [¥n(yn)l

¢nlloo —

€) = liminf

Por outro lado, basta tomar g, tal que |o,(4,)] > (1+€)7||on||oo- Como 1, = ¢, /1y,

converge uniformemente para A,

en(@n)]
()]

:>hmsupH Pnllos <A

[¥nlloe
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Relembremos que denotamos a métrica projetiva associada a C(ky,...,pk) por
O(p, 1) = log ﬁﬁiig, onde a(p, 1) = sup{t > 0;¢ —tp € C(ky,...,pr)} e B(p, ) =
inf{t > 0;tp — 9 € C(ky,...,prr)}.

Com o préximo lema comegaremos a obter convergéncia na norma de E, a menos

de uma normalizacao pela norma do sup.

Lema 1.8. Se ¢ € C(ky, ..., k) entdo existe p € C(pky, ..., pk,) tal que \\A%ﬂ_ — P
© n—oo

na norma de E.

Prova. Seja ¢ € C(k1,...,k,). Escreva ¢, para M%ft. Sejam t™" = a(Ppm; Pn) €

tg" = B(Pm; Pn)- E ficil ver que t™" < 1 < ty™", pois a(Pm, Pn) = sup {t > 0 :

G —ton > 0 e [Gm—tdnls < wiFi( G —tdn)i € {1,. .. ,r}}. Desse modo G, —t, > 0 e

implicando que ||@m||so = t||énlloo- Como ||Pn||ee = 1, decorre que t < 1 e assim t7" < 1.

Analogamente, obtemos 1 < 3"
Afirmacao: ¢, € uma sequéncia de Cauchy e relagao a ©.

De fato; pelo teorema [A.5] para n,k > 1 temos:
O(A" (), A"(p)) < AT,

logo ¢,, é uma sequéncia de Cauchy em relagao a O.

m,n

Por outro lado ZEW — 1, uma vez que {¢,}, é uma sequéncia de Cauchy em
relacao a ©. Noés podemos entao concluir que t7*" — 1. Sabemos também que, para
ie{l,...,r},

|95m - ¢n|z < |¢m - t;n_lm_l@n“ + |(t$_17n_1 - 1)¢n|z <
“iFi(Sbm - tgl_l’n_l An) + |t£n_17n_1 - 1| ’ |¢n|z <
Riesup(Pm — 0~ Gn) + [T = Lk Fi(@n) <
riesup(@m — 7o) 4 [t ke

Como ¢, é uma sequéncia de Cauchy em relacao a © e ©7 < O, onde OF ¢é a métrica
projetiva das fungoes estritamente positivas (veja Apéndice [A| para detalhes), nds temos

que ¢, ¢ uma sequéncia de Cauchy em relacdo a ©F, que é completa. Aplicando a

proposigao |A.1|nds temos que |@,, — @nl; —— 0 paratodo ¢ € {1,...,7r} e assim {¢, },,
m,n—00
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¢ uma sequéncia de Cauchy na norma de E. Entao existe ¢ € E tal que ||¢, — @[] = 0.

Nés temos também que, para i € {1,...,r},

‘95|Z < ‘@n_@l"i_‘@nlz < |90n (:0| + ki F, (Qpn) = "P‘ < hm |90n §0| + ki Fi (Qpn) = H,E((ﬁ),

onde a ultima igualdade decorre da hip6tese [d] sobre Fj. E assim provamos o lema. W

Prova do Teorema Noés comecaremos provando que existe um tunico semi-eixo
invariante contido em C(ky, ..., k). Esse semi-eixo provém de um autoespago unidimen-
sional, com um correspondente autovalor positivo.

Tome ¢ € C(Ky,...,k), e considere ¢ = A(%). Pelo item |2/ no lema |1.7, existe

uma constante positiva A = A, 1) tal que

e A4
A @) e AW A ) M

A" (Y)(x)
A" ()] oo

[ AD)@)
d(a)

Escrevendo ¥ = lim,, e utilizando o ultimo lema, nés obtemos que

Y

ou seja, 1 € um autovetor para A, com correspondente autovalor A > 0.

Dado ¢ € C(ky, ..., Ky), como lim, ﬁ:(( =)= )\(f 1) nés concluimos que

i ) _ o AMO@) AWl [JA"(Ello
notoo thy(x)  moboe [[AM(E) ]l A(P)(2)  [|AM(Y) ]l

x:

Isto implica que &(z) = ¥ (z). Entao AS) = AW) . )\ NVE W € Ok, ..y k).

P
Afirmagao 1: O dnico autovalor que € realizado por um elemento de C'(ky,. .., k)
€ A
De fato; seja ¢ € C(kq,...,k,) tal que A(p) = ayp. Entao HA’?:(LS;)'M = \al”?ﬁg\\oo' Nés

sabemos, pelo lema que existe lim _Ae) , logo a > 0. Assim ¢ = desse modo

_p
[[A™ (¢)loo llelloo ?
a= M\

Afirmagao 2: ker(A — X)) N C(k1,...,K,) € uma semi-reta.

De fato; seja @1, p2 € ker(A—A)NC(k1, ..., k,). Pelo item 2] do lema[l. 7 existe A(¢1, 2)
tal que p1 = A1, p2)pa.
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Agora, aplicando o itemdo lemapara © € C(Ky... k) e =1limey,/||onllso,

nos obtemos que

@l 14"l

A, ¢) = lim .
notoo |[AM(P)]|oe  motoe AT

o () A A

: "(p . "(p "l . .

lim ——~ =1 . =0\ :

LR UL N TS [ U A
Definindo lim % por h, nés temos que dado ¢ € C(k;...,k,) existe v(p) > 0 tal que
lim ‘Li\nf =v(p) - h, com v(yp) := lim %.
Se ¢ € E, entao tomando

nés temos que ¢ + b e b pertencem a C(k; ..., k). Nesse momento estamos usando for-
temente as hipdteses 2| e . sobre F;. Logo existe v(p) € IR tal que lim 422 = v(¢p) - h.

Definindo entao v : E ﬁ IR nés temos que v € E* e é positivo.
p—v(p

Afirmagdo 3: ker(A — \I) é unidimensional.

A'I’L
De fato; dado ¢ € ker(A — AI), nés temos que ¢ = lim LA v(p)h.

n——+oco A"

Noés temos entdo que h é o tnico autovetor associado a A tal que v(h) = 1.

Afirmagao 4: Se p € C(kq, ..., K,) entdo ||f\1:z—y(g0)h|| < (24 eA AT |0l oo Dby Kis-

De fato; denote % por A", A = sup{O(Apy, Aps) : 01,03 € Clky,... k)} e T =
1 —e 2. Como v(A™p) = v(p) e v é positivo, nés podemos aplicar a proposicao |A.1| na
¥ 4 G
norma do sup e em v. Logo,
1A% = A log < (5724 — 1)l
< OF(Arp, A"p)e™ ||l |
< O(A"p, A" *0)e ]|

< A" Mgl |oo
Isto implica que
14" = v(@)hlle < AT ]|l

Escreva ¢, para A"p. Seja t™" = a(@m:Pn) € ts" = B(Pm; Pn)- E fécil ver que
tgl’n S 1 § tgbm' Porque7 a(gémv@n) = Sup {t > 0: @m - t@n >0e ’@m - t@n‘z S
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KiFy(Gm — ton),1 € {1,... ,r}}. Logo ¢, — tp, > 0, implicando em v(,,) > tv(dy).
Como v(¢m) = v(y) decorre que t < 1 e assim ¢7"" < 1. Analogamente, obtemos
1< tg’n. Por outro lado g—:z — 1, pois {p, }n é uma sequéncia de Cauchy pela Afirmagao
do lema anterior. No6s podemos concluir que tg"n — 1. Sabemos também que, para

ied{l,...,r},

~ n—1n+m— 1A

|90n - @n—&-m‘z S liicsup(tﬁ n—1n+m—1

— Pnam) + |t — 1|rscinf @, <

n—1ln+m—1

n—ln+m—1 1|sup\|90n|\oo+|m 1|"/(inf/~1n1)'||‘p“°°> =

lez‘(”@n SOnerHoo + ’t

n—1,n+m—1 n—1,n+m—1
Cﬁz<A6A7n Hlellso + |m 1| inf @, + \m — 1 \|90||oo> <

i (AT Il + AeA T ey (inf A1)l + A2 [[i]oc ) <
e DT 0|00 (2 4 ¢2).

E assim obtemos a Afirmacao pretendida.

Seja By := ker(A — X) e Ey == {¢ € E : v(p) = 0}; j4 sabemos que
Ey ={t-h:t€eIR}. Observemos que Ey, Fy sao A—invariantes e E = F; & Ej.

Afirmagao 5: spec(Ajg,) C B(0,\), onde 0 < \; < 1.

De fato; nés dotamos Fy da norma de F, com essa norma FEj ¢ um espaco de Banach. Nés

)
tomamos ¢ € Ey com ||p|| = 1, entdo ¢ + 2 + (minizl T{mﬂ(l)}) € C(Kiy .y Kr).

.....

seeesT Ay

.........

..........

..........

..........

<5+2( min {/@Z 1(1)})_1>c(2+c e 12/@

i=1,...,

Assim, utilizando a férmula do raio espectral teremos que spec(Ag,) C B(0, 7).
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Afirmagdo 6: Existe um tnico v € ker(A* — \I) tal que v(1) = 1.

De fato; A*v = Av e v(1) = 1. Seja n € ker(A* — AI) tal que n(1) = 1. N6s tomamos
p € E, entao ¢ = h-n(v)+ (¢ — h-n(p). Pela decomposigao do espectro ja sabemos que
lim A"(p) = - v(p) e limyyso0 A"(0) = h-1(i0); assim v(p) = n().

n—-+0o00

Desse modo findamos a prova do teorema. [ |

Vale ressaltar que quando sabemos a priori da existéncia de uma auto medida
para o operador A associado ao seu raio espectral, a prova do teorema se da de maneira
mais simplificada, pois podemos usar essa medida como normalizagao dos iterados do ope-
rador e garantir as convergéncias necessarias. Isso ficard claro na secao sobre aplicagoes
expansoras no caso do operador de transferéncia. Notemos ainda que, em geral, quando
a dinamica tem ramos inversos continuos e o potencial é continuo, utilizando a forma
geométrica do Hahn-Banach é possivel garantir a existéncia de uma auto-medida do ope-
rador de transferéncia associada ao seu raio espectral como operador agindo sobre C°.

Além disso, pelas estimativas feitas na prova do Teorema [1.4] se temos dois ope-
radores positivos A; e A em que ocorre a invariancia estrita do mesmo cone e com mesma,

taxa entao as convergéncias se dao de maneira uniforme, mais precisamente,

Corolario 1.9. Sejam Ay, Ay operadores positivos. Suponhamos que existe Ky, ...,k > 0

e0 < p<1tal que, para j =1 ou 2, nos temos:

i. Aj(C(k1,... k) CC(pKa, ..., pKy);

i. LF(Ajp) < inf Ajp < sup Ajp < cFi(Ajp), para todo ¢ € C(ky,..., k) ei €

{1,...,r}.
Entao, existe k >0 e T € (0,1) tal que, para j =1 ou 2, nds temos:
i. Se p € C(K1,...,K,) entdo ||/~l?g0 —vi(@)h;|| < ET™||¢l|s0, para todo n € IN;

i. Se ¢ € E entao ||f~1;lg0 —vi(@)h;|| < kET™||¢l|, para todo n € IN.

1.2 Operador de transferéncia e sistemas dinamicos

Frequentemente quando estudamos os estados de equilibrio de uma dinamica
f: M — M e um potencial ¢ : M — IR, bons candidatos sao probabilidades da forma

Lo = hpevse onde hyg é uma autofungao de Ly 4 associado ao seu raio espectral Ay,
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e vy, € uma automedida do adjunto de Ly 4 associada ao seu raio espectral, restringindo
L4 aum espago de Banach adequado. Ademais, e*¢ é o candidato a pressdo topolégica.

Como o operador de transferéncia é positivo, podemos analiséd-lo considerando o
Teorema . O funcional v e a funcao h dados nesse teorema serao denotados por vy e
h¢ 4 respectivamente.

Suponhamos que escolhemos a dinamica f : M — M e o potencial ¢ : M — IR
mensuraveis tal que nés podemos aplicar o Teorema ao operador de transferéncia Ly 4
restrito a . Denotaremos o raio espectral de L 4p por Asg4 e % por ﬁNM,. A principio
Vf 4 NA0 precisa ser uma medida, porém se o ¢, veremos que piy 4 = hyf 44 € uma proba-

bilidade com boas propriedades.

Proposicao 1.10. Além das hipdteses do Teorema(I.4) pdgina[24), suponhamos que vy, €
uma probabilidade, que Ly, é continuo agindo sobre L'(v;,), que E - hpy C E, que todo

elemento de E seja uma fungao mensurdvel e que E € denso em L*(py4). Entdo:
i pre = hygvse tem decaimento exponencial de correlagoes em E da ordem de T;
. pgg € f—invariante, mizing e exvata;
1i. o Teorema Central do Limaite é valido em E.

Prova. i.] Sejam ¢ € L'(uysy) e ¢ € E. Entao
Cypy(n) = / (po f")dpuys — / wdpisg / @/)duf,qﬁ‘
= / (o f") - hygdvsg— / ¢ hyedvre / Wum‘

= / Ly (0 hyo)dvygy - / - hpedvre / Wﬂf@’

= / - (—E}L@(}i ;d)hf’(ﬁ) - / wduf,as)duf,aﬁ‘ <

~ 1

‘E?,asw'hf,qb) —hf,¢'/¢'hf,¢de,¢Hoo' HmHM/WWW,qﬁ
1

/!@\dﬂf@' Hh_H -T2 Aot - By gl |oo
fs oo

= K(@7¢) T

IN

IN

ii.] Decorre da dualidade que

prs(fTH(A)) = / xao fhygdvsg = / XaLro(hgo)dvse = pi16(A).
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Logo jise é f—invariante, decorre do item i) e da densidade que pf 4 é mixing.

Seja F a o—algebra de Borel associada a M e ¢ € (e S (F)) N L (1y6).-
Pela proposicao temos que ¢ = ¢, o f" para alguma ¢, mensurdvel, como 4 €
invariante temos que [ |p,|duse = [|@lduses < +0o. Pelo item i), dada ¢ € Een >1

temos

’/@_/@d/‘fﬂwdﬂf@‘ = ’/%Of"-wduf,¢—/soduf,¢/wduf,¢‘ < K(pn, ) - 7"

Sabemos que
1
Kon) = [ lotdnse [ -] - e2llv- hrolle = KGg.0),

logo | [(p— [ @dpise)pduss| = 0. Pela densidade, temos que ¢ = [ pdpys s em pys—q.b.p..
Decorre entao que piyq € exata.

iii.] A prova segue a técnica bastante utilizada de usar o decaimento de correlagoes
soméavel para provar que valem as hipéteses do Teorema de Gordin (veja no Apéndice
e assim obter o teorema central do limite.

Seja ¢ € E, tomemos g := ¢ — [tdpuye, como 1 € E temos que g € E. Pelo

item i) sabemos que

|OO‘

1 n+1
Cig(n) < /|90|dﬂf,¢' Hm”m I e 2sllg - by
bl ]:3

Seja F a o—algebra de Borel, F,, a sequéncia nao-decrescente de o—algebras
Fn=f"(F),n>0edada g € L'(M,F,u) denotaremos a esperanga condicional de g
com respeito a sigma dlgebra F,, por E(g|F;,). Assim

IEGIE: = sup{ [ €odus s € € POLFu o). el = 1)
= sun{ [ (oo Mdgo s o € LOLF iz ol = 1)

= sup{Cyyln) - 9 € LM, Fougo). Il = 1}
n+1

1
= Hh_H e 2sllg - hyplloo;
fip 110 j=3

logo
D E@F)Il: < oo
n=0
Desse modo, basta aplicarmos o teorema de Gordin em g para findar a prova do
item.
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Apés o resultado anterior uma questao que se impoe é garantir que vy 4 é uma
medida. Mostraremos que sob hipéteses comuns vy, ¢ uma medida, de fato provaremos

um critério que vale em contextos bem gerais.

Teorema 1.11. Suponhamos que M ¢é um espaco métrico compacto, que todo elemento
de E seja uma funcao mensurdvel, f : M — M seja mensurdvel e sobrejetiva, que
M = |2, M; onde fiju, € injetiva, M; e f(M;) sao borelianos para todo i € IN. Iremos
supor também que dada g € C(M;IR) existe uma sequéncia g, de fungoes em ENC(M;R)

tal que g, converge uniformemente para g. Se existem A > 0 e h € E tais que:

1. 0 <infh <suph < oo;

it. dado ¢ € ENC(M;R) exziste P(p) € R tal que | L?\’,fw — P(p)hpsl| —— 0 e
n—oo
P(1)=1.

Entao existe uma probabilidade n tal que
i. [@dn= P(yp), para todo ¢ € ENC(M;R);
. [Lrpgdn=X\-[gdn, para todo g € C(M;R).

Ademats, suponha adicionalmente que M é uma variedade, que M = J;_, N;
onde N; € uma subvariedade de M (possivelmente com bordo) tal que se N; intersecta
N; para i # j entao a intersecao s6 se dd no bordo das subvariedades, que f restrita a

cada N; menos o seu bordo é um homeomorfismo, que ¢ seja limitado inferiormente e que
e~%g € E para todo g € ENC(M;IR). Entao

iwi. [Lsegdn=X\-[gdn, para todo g € L'(n).

Prova. Denotaremos 522 por L;s. Fixemos a € M. Seja v, : C(M;R) — IR uma

Af.d >
(L7 49)(a)

h(a)

Mostremos que a sequéncia {v, }, converge pontualmente.

sequéncia definida por v,(g) = . Cada v, serd um funcional linear e continuo.

Afirmagao 1: Dada g € C(M;IR) temos que E?#}g ¢ Cauchy na norma do sup.

De fato; observemos inicialmente como ||£~}1¢1 — hfoll = 0 einfhsy > 0 teremos que

0 < sup ||£~7}¢1||oo < oo. Dado € > 0, tomemos g; € ENC(M,R) tal que ||g; — 9|l <
nelN

€

3sup,en |1£7 4110

. Como ||£~§§¢gl — P(gi)hyssl| — 0, teremos que ﬁ?,(ﬁgi ¢ Cauchy em
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5 5 €
relagao a n. Tomemos entao ng € N tal que |[L} ;9; — L7400 < 3 para todo n,m > ny.

Desse modo, para n, m > ng teremos:

L300 — L7lloe < L5459 — L7 oGilloo + [1£759 — LT0illoo + 17 59: — L7459l

€ A € ~

= (L% ] + = L7 +
3sup,en |[L£% 411 3suPpen [|1£7 411

€

€

3

IN

Decorre da afirmacao anterior que se g € C(M;IR) entdo existe lim v,(g), de-
n—+oo

notaremos tal limite por 7(g); como C(M;IR) é um espaco de Banach na norma uniforme,

aplicando o principio da limitacao uniforme, vy 4 serd um funcional linear e continuo sobre

(L} 41)(a)
h(a)

cando o teorema de representacao de Riesz-Markov teremos que 7 ¢ uma medida, ademais,

C(M;TR). Como para cada v, temos que v,(g) > inf g- entao 7 serd positivo, apli-

n serd uma probabilidade pela definigao de v,. Notemos ainda que se g € C(M;R)N E

teremos que vy 4(g) = 7}1_{20 (LZE]C)L)<G) = P(gh)(;;(a) = P(g) e n(g) = n(Lssg). Mostremos

agora que 7 é um ponto fixo de ~}7¢.

Afirmagao 2: [ Lssgdn = [ gdn para todo g € C(M;R).

De fato; seja g € C(M;IR), por hipdtese existe uma sequéncia gy € C(M;IR) N E tal
que g; converge uniformemente para g. Logo teremos que L sgx converge uniformemente

para L 4g. Assim, aplicando o teorema da convergéncia dominada, teremos que:

/ Ly ogdn = lim / Ly grdn = lim / grdn = / gn.

Provemos agora o "ademais”. Para isso precisaremos antes provar alguns fatos.

Afirmacao 3: Dada g € L'(n), existe uma sequéncia g, € C(M;IR) N E tal que

gr(z) converge para g(x) em n—q.t.p. x.

De fato; aplicando o teorema de densidade de funcgoes continuas, existe uma sequéncia
gn € C(M;R)N FE tal que g,, converge em L'(n) para g, logo existe uma subsequéncia g,

que converge 7-q.t.p. x para g.

Antes de enunciarmos e provarmos a préxima afirmacao lembremos que o jaco-

biano de 7 em relagdo a f é uma funcado J, : M — [0, 400) tal que n(f(B)) = [5 J,fdn,
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para qualquer boreliano B C M com f(B) boreliano e fip injetiva.
Afirmagio 4: J,f = Ne” 09,

De fato; seja B um boreliano tal que f|z é injetiva e f(B) boreliano, entao tomemos uma

sequéncia (g,),>1 de fungdes continuas tais que: g,(x) U AN xB(z), supg, < 2eo

suporte de cada g, nao intersecte f~'(f(B)) N B°. Entao:

_ _ t.p.x
Lislelg)(@) = > e®WeWg (y)= > g.(y) T xym (@),
yef 1 (a) vef1()

Logo, pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue:
/ Ae % gndn = / e gnd(L} 4m) = / Lys(e%gn)dn — n(f(B)),
/A6_¢gndn — / e ?dn.
B
Sendo assim 7(f(B)) = [ Ae~?dn.

Afirmagao 5: Se gr(x) converge para g(x) em n—gq.t.p entdo (£~ﬁ¢gk)(x) —
(L1.69)(x) em n—q.t.p.

De fato; seja A := {x € M : gi(x) — g(x)}, entdo se x € f(A)\ f(A°) temos que
(Lso91)(x) = (L;e9)(x), assim basta mostrarmos que 77(f(A)\ f(A)) = 1. Notemos que

n(f(A)\ F(A%))

v

n(f(A)) —n(f(A%))

Vol
— —
|
N3

s =
SN

T3
> N—

= |

=
P

BN
=

I
—_

|
(]
=,
=
N

o
D)
=

_ —¢
= 1—22/ACOM’.)\6 dn

i=1
N

> 1-2 Z e MOn(A° N M)
i=1

=1

Afirmagao 6: fﬁf@gdn = [ gdn para todo g € L'(n).
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De fato; seja g € L'(n), pela Afirmagdo 3 existe uma sequéncia g, € C(M;IR) N E tal
que gi(z) converge para g(z) em n—q.t.p. x. Pela Afirmacio 5 temos (L;4g1)(x) —
(£~f,¢g)(x) para n—q.t.p. x. Assim, aplicando o teorema da convergéncia dominada,

teremos que:

/ Ly ogdn = lim / Ly grdn = lim / grdn = / gan.

Notemos que nas hipdteses do teorema ja garantimos que inf hsy > 0 e que
dado ¢ € F temos que Hﬁ?’d)cp — Vro(@)hysll — 0. Desse modo desde que te-
nhamos uma densidade de E N C(M,IR) no espago das fungoes continuas, o que ocorre
comumente na pratica, teremos que vs 4 ¢ uma probabilidade e assim ja garantimos pelo
menos que fifq4 = hyelpe ¢ f—invariante, mixing, exata e tem decaimento exponencial

de correlagoes.

1.3 Estabilidade no contexto de dinamicas continuas

Estamos interessados em estudar a estabilidade dos objetos construidos na secao
anterior em um contexto que englobe o caso quando a invariancia estrita dos cones ocorre
de maneira uniforme para um aberto de dinamicas e potenciais.

Iremos supor que F é um espaco de dinamicas e potenciais (f, ¢) e esta dotado da
topologia dada por T X || - ||, onde 7 é uma topologia que induz a seguinte propriedade:
dados (f,¢) € F,n € IN e € > 0 existe uma vizinhanca V,, . de (f, ¢) tal que, se (f, QAS) eV
ex € M entdo #f "(x) = #f "(2) e, para cada x; € f"(z), existe um #; € f"(x) com
d(x;,2;) < e. Um exemplo natural onde isso ocorre é quando as dinamicas sdo Lipschitz
e dotamos o espaco das dinamicas da topologia dada pelo sup da dinamica mais a menor
das constantes de Lipschitz.

Para cada (f,¢) € F suporemos que existem Ap4 > 0, vy4 probabilidade e
hyg € E tais que:

1. /Ef,(ﬁgdym = /)\f7¢gdz/f7¢, para todo g € Ll(z/f@);

2. Lyshro=Arohpo e [ hrodvrs =1;
3. existem k > 0 e {a,}, : N — IR" ndo dependendo de (f,$) tal que a, — 0 e para

LY o
f;jb _ hf@/(ﬁdl/f,d) ‘ < kan”@”?
AT >

todo ¢ € E temos que H

4. sup sup H(ﬁ%ﬂ)“ < +00, onde /jf,¢> = %
(f.¢)€F neN " oo ne
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Teorema 1.12. Seja (fo, ¢o) € F tal que ¢y € uniformemente continua e inf hy, 5 > 0.

Entao:

i. A aplicagao F 3 (f,¢) — Ay € continua em (fo, ¢o);

ii. a aplicagio F > (f,¢) — hygs € continua em (fo, ¢o), quando dotamos a imagem

com a C°—topologia;
. dada g € E, a aplicagio F > (f,¢) — [ gdvse € continua em (fo, ¢o);

w. dada g € E, a aplicagio F > (f,¢) — [ gduy s € continua em (fo, ¢o).

Para provar o teorema comecemos com a prova de um lema que estuda a de-

pendéncia do operador de Ruelle-Perron-Frobenius em relacao a dinamica e potencial.

Lema 1.13. Seja (fo, ¢o) € F com ¢g uniformemente continua. Dados g € E, n € IN e
€ > 0 existe uma vizinhanga W, . de (fo, ¢o) tal que, se (f,¢) € W, . entao

1£76(9) = L 50 (9)]|oc <€

Em particular, dado n € IN, a aplicagao

F 2 (f,0) = 11£54(9) = L5, 509l

é continua em (fo, Po)-

Prova. Sabemos que existe V,, . C F uma vizinhanca de (fy, ¢o) tal que, se 1 < j < n,
f € Vheex e Mentao #{f;” ()} = #{f ()} e para cada z¢; € f;7(z) existe um
zp; € f77(x) com d(zg;,7;) < €. Desse modo, usando que

deg(fo

)
£56(9) (@) = L3 50 (@) @) < Y 1?8 g( ) — eE00g ()
i=1

e a continuidade uniforme de ¢, teremos o resultado pretendido. |

Prova do teorema [1.12|
i)] Inicialmente provaremos que (f, ¢) — log As 4 varia continuamente.
Como 1 < ||( ~7JZJ7(151)||OO < b, para todo (f,¢) € F e n € IN, temos que
Llog ||£~’JZ’¢)(1)||C>Q = 0 de forma uniforme em relagao a (f, ¢), ou seja,

Llog [1£% 4(1)]|se — log Af4 de forma uniforme em relacao a (f, ¢).
’ n—+o0o
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Tomemos € > 0; pela discussao anterior, existe ng € IN tal que
108 12, (1)l ~ loB Ar| < 5,¥(£,0) € 7.
pelo lema anterior existe uma vizinhanga V' de (fo, ¢) tal que, se (f, ) € V entao
1 1 €
o 155Dl — - log 1252, (D] < 5
Desse modo, para (f,¢) € V:

1 ny
[log Are — Tog Asyen| < |- Tog|L (Dl — logAz| +

n—ologllﬁf§,¢o(1)\|oo — 108 Asog0| + ‘n—ologl\ﬁff’qs(l)Hoo - n—olog\|ﬁf§,¢o(1)||oo

< €.

Assim o logaritmo de A4 é continuo em (fy, ¢g), desse modo (f, @) —> Apg é

continuo em ( fo, ¢g).

ii)] Tomemos € > 0; como existe a,, — 0 tal que pelo item 3
12351 = hygllos < kanl[1]],Y(f,0) € F,

existira ng € IN tal que

1£75(1) = hygllee < 3.¥(f.0) € F.

Pelo item i) e o lema anterior, existe uma vizinhanga V' de (fo, ¢o) tal que: se (f,¢) € V

temos

N N €
1£55,00) ~ 324, (Dl < &
Sendo assim, para (f,¢) € V:

156 = fogolloe < Ilhpo = L3%(Dllse + ILF (1) = £ 4, (1l

HILE 00 (1) = hppanllee < e

111)] Seja g - E. Sabemos que g = Uf,d,—f-tf’(z)hf’qs,\V/(f, QZS) - J—", com fo’(j,de’(i, =0
etry € R. Logo F 3 (f,¢) — [gdvse é continua em (fo, ¢o) se, e somente se, F 3
(f, @) — tg 4 for continua em (fy, ¢o).

Notemos que
7ol =1 [ gdvral < llgle
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pelo item ii) existe uma vizinhanca V' de (fy, ¢o) onde 0 < ag < ||y e|le < oo para todo
(f,¢) € V. Logo |lusell < |lg]l + |trel - a2, para todo (f,¢) € V. Se us, = 0 entdo
[1£% 4(9) — trohsell = 0; se upy # 0, teremos para (f, ¢) € V:

1£% 5(9) — trshrslloo < kanllgll.

Assim:

L% ,(9) (9)
F.é Fo.6
tr6 — tso.gol < H—h —trg H + H—}f —— — .60
f7¢ fo (bO

_|_

Hﬁj%(g) B ‘C?O,(;&O (9)

i s sl

S C15(9) L% g0
Hﬁfmdm <g) - tfo@ohfo,@ﬁo + H 0,90 H

00 tho,¢>o hyo P fo.0
Pela discussao anterior, os item i), ii) e o lema anterior teremos que F > (f,¢) — ts4 €

continuo em ( fo, ¢g).

iv)] Seja g € E. Pelos item ii) e iii), existe uma vizinhanga V' de (fo, ¢o) tal que:
e (f,¢) € V temos

€

2

thm — 9hse.0 <

€
’ / 9060 so.60 — / ghfo,qsode’ <3

Assim, se (f,¢) € V:

‘ / gdpige— / 9digy bo| < ‘ / ghyedve— / ghfo@ode,zﬁ‘Jr’ / 9N .60 AV £, 00— / ghfo,¢ode,¢‘ <

< | Sdvsy+ =
—Qlr — = €
2 f7¢ 2

Observacao 1.14. Decorre da prova do teorema anterior que se substituirmos a hipdtese

sup sup H(ﬁ%ﬂ)“ < +oo pela hipdtese de continuidade de F > (f,¢) — Asq, ainda
(f,9)€F nEN RS

assim as conclusoes do teorema sao vdlidas.

Como consequéncia direta do teorema anterior, temos que se, adicionalmente, as

funcgoes continuas podem ser aproximadas por fungoes de £ na norma do sup, as aplicacoes
. F > (f, (b) = Vfg €

iv. F3(f,0)— pse
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sdo continuas em in (fo, ¢g), se dotarmos a imagem da topologia fraca*.
Além disso, os resultados sao aplicaveis quando a invariancia estrita do cone

ocorre de maneira uniforme para um aberto de dinamicas e potenciais.

Corolario 1.15. Suponhamos que cada (f,¢) € F satisfaz as hipdteses do Teorema
pagina para as mesmas constantes constantes Ki,...,Ky,p € ¢, € que Vf4 € uma

probabilidade. Entao, as sequintes aplicacoes sao continuas:
i Fo(f,0)— Aro;
ii. F > (f,¢) — hsg, se dotarmos a imagem da norma do sup;
iii. F 3 (f,¢) — vy, se dotarmos a imagem da topologia fraca*;
w. F 3 (f,¢) — pre, se dotarmos a imagem da topologia fraca*.

Prova. Pelo corolério [I.9 sabemos que

1500~y [ vyl < kol

para p € E e (f,¢) € F.
Sabemos também que 1 = /ﬁ’}’qﬁ(l)duf,(b,‘v’n € Ne(f,¢) e F;logoinf EN’}¢(1) <
1 <sup E}Z@(l), Vn € N e (f,¢) € F. Por outro lado, teremos

sup E}L¢(1) < Fy( ~}%(1)) < infz}l’¢(1) <

desse modo
1< sup|£4,(1)] < V0 € N, (£,0) € F.

As outras hipdteses necessarias a aplicacao do teorema [1.12] sao de verificacao

trivial. [ |

1.4 Exemplos

Nessa secao apresentaremos contextos onde pode-se aplicar o Teorema |1.4]

1.4.1 Aplicacoes monotonas por partes

Nessa secao discutiremos acerca de uma classe de exemplos estudadas do ponto
de vista de decaimento de correlacoes em [LSVISg].
Seja X um conjunto nao-enumeravel, totalmente ordenado e completo em relacao

a essa ordem (por exemplo X pode ser IR). Dotemos X da topologia induzida pelos
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intervalos, e iremos supor que com essa topologia X é compacto. Iremos assumir que
T:X — X éuma transformacao mondtona por partes, ou seja, existe uma particao finita
ou enumeravel infinita P de X em intervalos I tal que T'(I) é um intervalo e T : I — T(I)
é estritamente monétona e continua. Denotaremos por X C X o conjunto de pontos em
que T é continuo. Diremos que a funcao ¢ : A C X — IR é de variacao limitada sobre A
(ou p € BV(A)) se
n
vary @ 1= SUPZ [p(zi—1) — ()] < o0,

i=1
onde o supremo é tomado sobre todas as particoes finitas de A em intervalos da forma

[2i_1,x;]. Sobre o potencial ¢ : X — IR{—o00} iremos assumir que ele é contrativo, ou

seja:
i. ¢ € BV(X);
i > ep SUp,er €9 < o0;

iii. existe ng € IN tal que sup,c g exp(¢(z) + (T () +-- -+ (T (v))) < infuex L7, 1.

Iremos assumir também que para cada intervalo aberto I existe um inteiro n([) e
uma constante C'(1) > 0 tal que infx EQA{ sX1 < C(I). Essa hipétese anterior implica que
para todo intervalo I C X existe um n € IN tal que T"I = X, de fato se a particao P for
finita de entao elas sao equivalentes.

Podemos dotar o espago BV (X) coma norma || - ||py := varx(-) + || - s, com

essa norma BV (X) é um espaco de Banach e L1, é um operador continuo sobre BV (X).
E%@@
Lrol
estd bem definida e de fato v satisfaz as hipoteses requeridas as funcgoes F;. Entao sobre

Dado ¢ € BV(X) em [LSV9§| é provado que a quantidade v(y) := lim,_, infx

BV (X)) podemos tomar os cones C(k) := {p € BV(X) : ¢ > 0,supy ¢ < kv(p)}. Desse
modo, decorre do [LSV9S8, Lemma 4.4] que existe n € IN e k > 0 tal que L ,C(k) C C(5)
para todo m > n. J& da prova do [LSV98, Lemma 4.7] extraimos que existe ¢ < 1 tal
que 1v(L7 ) < inf L o < sup LT < cv(LF ) para todo ¢ € C(k). Vale ressaltar
que na obtencao dessa propriedade sao usadas fortemente as hipéteses de recobrimento
exigidas sobre T', que de fato significa que T é topologicamente exata. Assim, podemos
aplicar o Teorema [I.4 obtendo gap espectral para T' e, como v é uma medida, obtemos em
particular, assim como em [LSV98|, decaimento exponencial de correlagoes para a medida

@ := hv, onde h é um autovetor para Lr, com v(h) = 1.

1.4.2 Aplicacoes nao-uniformemente expansoras

Nesta secao discutiremos acerca de uma classe de aplicacoes nao-uniformemente

expansoras, com prevaléncia de expansao, estudadas em [VVI0] e [CV13].
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Descreveremos agora essa classe de aplicagoes. Inicialmente suporemos que M
¢ uma variedade riemanniana compacta conexa, f : M — M serd um homeomorfismo
local e assumiremos que existe uma func¢ao limitada x — L(z) tal que, qualquer que
seja * € X existe uma vizinhanca aberta U, de x com f, : U, — f(U,) invertivel e
d(f74 ), 71(2)) < L(z)d(y, 2), para todo y, 2 € f(UL).

Também assumiremos que existem constantes o > 1 e L > 1, e uma regiao aberta
A C M tal que:

(H1) L(x) < L para todo z € A e L(z) < o~! para todo z € M \ A; além disso,
L esta proximo de 1.

(H2) Existe kg > 1 e uma cobertura P = {P,..., Py, } de M por dominios de
injetividade de f, tal que A pode ser coberto por ¢ < deg(f) elementos de P (onde deg( f)

¢ o nimero de pré-imagens de um ponto x € M).

Sobre o potencial ¢ : M — IR assumiremos que ¢ é a—Hdlder continuo e com

baixa variagao, mais precisamente:

(P) sup ¢ — inf ¢ < logdeg(f) — logg.

A condigao (H1) nos diz que pode ocorrer expansao e contragao em M da se-
guinte forma: f é expande uniformemente fora de A e nao contrai muito dentro de A.
A condigao (H2) nos garante que todo ponto tem ao menos uma pré-imagem na regiao

uniformemente expansora. Notemos que a condigao (P) é uma condigao aberta sobre ¢,

em relacao a norma Holder, e é satisfeita por fungoes constantes.

IDf@) | <07 <1
(B) =

Figura 1.1: Regiao boa e mé

Nesse contexto em [VV1(] é provado que:

Teorema A: Seja f : M — M um homeomorfismo local com inversa Lips-
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chitz continua e ¢ : M — IR um potencial Hélder continuo satisfazendo (H1), (H2) e
(P). Entdo, hda um nimero finito de estados de equilibrio ergddicos py, pio, ...,y de f
com respeito a ¢ e qualquer estado de equilibrio é uma combinacao linear convera de
[y oy - o fg. Além disso, se a aplicagao f for topologicamente exata, entdo o estado de

equilibrio € unico e € uma probabilidade exata.

O L, limitante superior das constantes de Lipschitz, é precisado em [VVI0] na
pagina 562. A condigao a qual ele esta sujeito esta relacionado a garantia da existéncia de
infinitos tempos hiperbédlicos. Nesse mesmo artigo é provado que a pressao topoldgica de
f com respeito a ¢ é igual ao logaritmo do raio espectral de £, como operador agindo so-
bre as fungoes continuas. Também é provado que todos os estados de equilibrio ergddicos
; sao absolutamente continuos em relacao a uma medida conforme v com propriedades
“boas” (veja Teorema B de [VV10]). Essa medida é uma auto-medida do adjunto do ope-

rador de Ruelle-Perron-Frobenius associado ao raio espectral.

Ja em [CV13], impondo um controle maior sobre f e ¢, demonstram-se propri-
edades do estado de equilibrio: decaimento de correlagoes, teorema central do limite,
estabilidade estatistica e estabilidade espectral.

Descreveremos agora o contexto [CVI13]. Inicialmente definamos uma constante
de Holder local: se g : M — IR é a—Hodlder e § > 0 entao

lg(z) — g(y)|
Ilap = sup o ——r,
‘ ‘ ’ 0<d(z,y)<p d(l’, y)

ou seja, |glas ¢ a menor constante C' > 0 tal que [g(x) — g(y)] < Cd(z,y)* para
todos z,y € M com d(xz,y) < . A partir desse momento fixemos um 6 > 0 tal
que se d(z,y) < 0 entdao para cada z; € f'(z) existe um tnico y; € f~'(y) com
z;,y; € f(U,), vizinhanca aberta de algum z € M, tal que f, : U, — f(U,) invertivel e
d(f74a), f71(b)) < L(z)d(a,b),Va,b € U,. Em relagao a [VVI0], em [CVI3] é exigido
adicionalmente um maior controle sobre a variacao e a norma Holder do potencial. Sobre
o potencial ¢ : M — IR assumiremos que ¢ é a—Holder continuo com variacao baixa e

norma Holder local controlada, mais precisamente, existe um e(f) > 0 tal que:

(P)supp —info <e(f) e [e®|as<e(f)e™?

Exemplo 1.16. Uma forma de se obter exemplos de dinamicas nao triviais que satisfa-
zem as hipdteses (H1) e (H2) (chamamos de trivial o caso em que a dinamica € expansora,
pois satisfaz por exceléncia as hipdteses) € através da bifurcagdo de dinamicas expanso-

ras. Seja fo : T — T uma aplicagdo linear expansora definida no toro de dimensdo d.
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Fixemos uma cobertura U por dominios de injetividade de fy e algum Uy € U contendo
um ponto fizo (ou periddico) p. Entdo deformamos fy em uma pequena vizinhanca de p
dentro de Uy por uma bifurcacao do tipo pitchfork fazendo com que p se torne uma sela
para o difeomorfismo local perturbado f. Em particular, essa perturba¢ao pode ser feita
na topologia C", para todo r > 0. Por construcao, [ coincide com fo no complementar
de Uy, onde a expansao uniforme vale. Observe que nos podemos fazer a deformacao de
modo que f nao contraia muito em Uy, garantindo que as condigées (H1) e (H2) sejam

satisfeitas. Como essas condigoes sao abertas podemos tomar uma vizinhanc¢a pequena de

f satisfazendo (H1) e (H2).

Exemplo 1.17. Seja M uma variedade unidimensional e fo : M — M expansora. Logo
f € topologicamente transitiva e tem muitos pontos periodicos. A menos de tomar um
iterado, podemos supor sem perda que f tem um ponto firo p. Como tal ponto € hi-
perbolico, podemos tomar uma vizinhanca dele que nado intersecte nenhum outro ponto
fixo. Sendo assim, podemos fazer uma perturbacdio C" nessa vizinhanc¢a de modo a ob-
termos uma aplicagao f1 : M — M que em p tem derivada em mddulo igual a 1 e fora
de uma vizinhanga € exatamente igual a fo, ou seja, expansora. Se D fi(p) = 1, usando
uma bifurcacao do tipo sela-no obtemos um aberto de dinamicas nao-triviais f : M — M
que satisfazem as hipdteses (H1) e (H2); se Dfi(p) = —1 usamos entao uma bifurcagao
do tipo flip obtendo mais uma vez um aberto de dinamicas nao-triviais que satisfazem as
hipdteses (H1) e (H2). Como ¢ = 0 satisfaz (P’), podemos tomar um aberto de potenciais
prozimos de ¢ tal que f e ¢ satisfazem (H1), (H2) e (P’).

Exemplo 1.18. Um caso particular interessante do exemplo anterior é a aplicacao de
Manneville-Pomeau e a familia de potenciais ¢, := —tlog|Df|. Para cada o € (0,1),
seja fo : [0,1] — [0,1] dado por

) z(1+2%2%), se 0<z <

fa'_{Qa:—l, se t<x<

fa € um C**—homeomorfismo local (desde que identifiquemos [0,1] com a variedade S*)
que satisfaz D f,(z) > 1 para todo x € (0,1]. Logo f, expande em (0,1], ja em 0 temos
fa(0) =0 e Df,(0) =1 e assim f, € um exemplo nao-trivial de dinamica que satisfaz
(H1) e (H2’). A familia ¢o: := —tlog|Dfs| de potenciais C* satisfazem a hipdtese (P’)
desde que tomemos t numa pequena vizinhanca do 0. Aplicando uma bifurcacao, como
no exemplo anterior, teremos que existe um aberto de dinamicas f : [0,1] — [0,1] que
satisfazem as hipdteses (H1) e (H2) e para qual ¢+ satisfaz a hipdtese (P’°) (desde que

tomemos t prozimo do 0).
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Figura 1.2: Manneville-Pomeau

Os resultados em [CV13] sao obtidos através do estudo das propriedades espec-
trais do operador de Perron-Frobenius L4, e tais propriedades espectrais sao obtidas

através da técnica de cones. O cone utilizado é o seguinte:
Aog:={ge€C*(MR) :g>OeM—a’B < K}
’ infg —

Prova-se entao que a invariancia estrita do cone, ou seja, existe 0 < A <1 tal que
Lss(As) C A5, 5> paratodo k > 1. Assim consegue-se provar que Ly, tem a propriedade
do gap espectral em C*(M, IR). Lembremos que log A s 4 = Piop(f, ¢) (a pressao topolégica
de f em relagdo a ¢).

Esse cone utilizado é abarcado pelos utilizados no Teorema (1.4} assim basta ve-
rificarmos se a hipétese iii. é satisfeita. Como a funcao F; neste caso € igual ao inf, basta
verificarmos que existe ¢ > 1 tal que sup L4 < cinf Ly 4 para todo ¢ € A, 5. Como
M é compacta conexa existe m, que s6 depende de M e §, tal que |- |, < m| - |4 desse
modo

sup Lo <inf Ly 0 +m|Lspplas < inf(Lrsp) - (1 +mk),

para todo ¢ € A, 5. Assim a hipdtese iii. do Teorema é satisfeita e podemos aplica-lo.
Notemos também que podemos aplicar o Teorema [1.11]

Decorre entao que existe uma tnica probabilidade conforme vy 4 de £} , associada
ao seu raio espectral e assim o estado de equilibrio de f e ¢ ¢é tnico.

Em [CVI3] também é provado que existe uma vizinhanca F de (f,¢) tal que
L;4(Ass) C Ay, 5 para todo f,é € F, ou seja, a invariancia estrita ocorre de maneira
uniforme. De acordo com o Teorema [1.12] assim como em [CV13], obtemos resultados de
estabilidade estatistica. Mais precisamente:

Tomando G := {(f,¢);f : M — M e ¢ : M — IR que satisfazem as hipdteses
(H1) , (H2) e (P’), com 0 mesmo « e ¢, e f é Lipschitz } entao temos
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Teorema 1.19. Tomando G como dominio e dotado da topologia Lip x C*, as sequintes

funcgoes variam continuamente:

i) (f,¢) — Piop(f, 0).

i) (f,¢) — %; dotando a imagem da topologia C°.

iii) (f, ) — vye; dotando a imagem da topologia fraca*.

w) (f,¢) — pre; dotando a imagem da topologia fraca*.

Exigindo mais regularidade, foram obtidos resultados espectrais e de estabilidade
em C"(M,IR). A saber, além das hipéteses (H1) e (H2) exige-se que f : M — M seja
um difeomorfismo local C" com r > 1. Sobre o potencial ¢ : M — IR é assumido que

¢ € C"(M,IR) e satisfaz a seguinte versao diferenciavel da hipdtese (P’):

” 3 S /
(P")supp —infp <e, e 1IgsaSXTHD Pllo < ey,
para algum &, pequeno, dependendo somente de f e 7. Além disso as constantes que en-
volvem (H1) e (H2’) e (P”) devem cumprir uma certa relagdo que depende continuamente
de f e ¢ na topologia C" (M, M) x C"(M,IR).

Desse modo, mais uma vez, o caminho é a técnica de cones. Definem-se os cones:

D?pl|s
Al = {QDECT<M,R>2QD>0 e H.—(p”gﬁcﬁgs, para 5:1,...,r},
inf ¢ ’

onde ¢,, = 1, desprezando o caso quando r = s temos que ¢, s s6 depende de s; ¢, s sao
constantes suficientemente pequenas para que ocorra a invariancia dos cones.

Entao em [CV13] é provado que existe uma constante positiva kg e 0 < A< 1tal
que Ly4(A;) C Af , para todo £ > kg. Sendo assim ¢ provado que L4 tem a propriedade
do gap espectral em C"(M,IR). Esses cones Al também sao abarcados pelo Teorema
e hipdtese iii. serd satisfeita por um argumento semelhante ao caso Holder.

Assim como no caso Holder, é provado em [CV13] invariancia uniforme dos cones,
ou seja, existe uma vizinhanca V' de (f, ¢) tal que L 4(A,) C Ay, para todo (f, ¢2) evV.
Decorre entao uma uniformidade do gap espectral. Assim, usando mais uma vez essa
uniformidade, em [CV13] sao obtidos resultados fortes de estabilidade. Mais precisamente,
seja G" = {(f,¢);f: M — M e ¢ : M — IR satisfazem as hipdteses (H1), (H2) e (P”),

para o mesmo 7 e ¢} dotado da topologia C" x C", entao a seguinte aplica¢do é continua:

G > (f,¢) —> s C"(M,TR).
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Veremos nas préximas secoes que este resultado vale em contextos mais gerais, englobando

o caso de gap espectral uniforme no espago C".



Capitulo 2
Linear response formula

Com vistas aos resultados de estabilidade obtidos no Teorema queremos

nesse capitulo dar uma resposta a seguinte questao:

Suponha que para cada par (f, @) podemos associar uma certa medida (SRB, esta-
dos de equilibrio, a.c.i.p., etc) e que a fungdo que associa (f, ) a essa medida, e ou uma
quantidade como pressao topologica, € continua. Serd que essa funcao € diferencidvel,
mesmo que seja num sentido fraco ¢ Nesse caso gostariamos de poder encontrar uma

formula que expresse para pequenas perturbacoes de um certo tipo como essa funcao varia.

Na se¢ao[2.1] a despeito do fato de em geral o operador de transferéncia nao depen-
der continuamente da dinamica, provamos que se temos uma subvariedade de dinamicas
que sao difeomorfismos locais C" com os seus respectivos operadores de transferéncia
possuindo a propriedade do gap espectral em C” e em C" !, e tal propriedade ocorre
de maneira uniforme, entao o raio espectral do operador de transferéncia, o candidato a
estado de equilibrio e sua densidade variam C"~! com respeito & dinamica. Como con-
sequéncia, na secao [2.1.1| provamos um resultado de estabilidade do teorema central do
limite. A saber, provamos que a média e o desvio padrao dados pelo teorema central do
limite variam de maneira C"~! com respeito & dindmica. J4 na segao provamos um
resultado de estabilidade do teorema de grandes desvios, a saber provamos nao s6 que
vale um principio de grandes desvios dado pela transformada de Legendre, como também
que tal transformada de Legendre varia C"~! com a dinamica.

Na secao 2.2, estendemos parte dos resultados obtido na segdo anterior para o
caso em que o espectro essencial dos operadores de transferéncia pode acumular no seu
raio espectral, porém esse acumulo num certo sentido é uniforme. Além disso, provamos
que a derivada em relagao a dinamica da correlacao em tempo n do candidato a medida

de maxima entropia converge a zero quando n tende ao infinito, e essa convergéncia é

20
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uniforme para dinamicas suficientemente préximas.

Na secao [2.3] aplicamos nossos resultados em dinamicas que expandem uniforme-
mente em conjuntos nao-necessariamente conexos.

Na segao[2.4] aplicamos nosso resultado na classe de dinamicas nao-uniformemente
expansoras estudada em [VV10], [CV13].

2.1 Gap espectral

Nessa secao estamos interessados em responder as questoes vinculadas ao Linear
response no contexto em que temos a propriedade do gap espectral.

Se queremos estudar a variagao de Af4 e 4 basta estudarmos Ag g4, hyg € Vg
Notemos que esses elementos podem ser obtidos através da projecao espectral de Ly,
associada ao seu raio espectral. Desse modo, iremos discutir agora acerca da diferenciabi-
lidade do ponto de vista da Teoria Espectral (para detalhes de Teoria Espectral ver [DS58],
[Cas13] ou [K95]). Seja v uma curva fechada C* de modo que a componente conexa li-
mitada determinada por ela contém o raio espectral e a componente conexa ilimitada
contém o resto do espectro de A. Pela semicontinuidade das componentes espectrais,
existe um d > 0 tal que se ||A — AH < 0, entao v separa duas componentes espectrais de
A. Denotaremos a componente espectral de A que estda na componente conexa limitada
por A ;. Se P; é a projecgao espectral associada ao operador Aea componente espectral
A 4, sabemos do Célculo Funcional Holomorfo que Py = 5 fv(zI —A)~'dz. Como a curva
7y esta fixada, se queremos saber se P; ¢ diferenciavel com respeito a A, basta estudarmos
a diferenciabilidade de (21 — 121)_1 com respeito a A. Sabe-se de Teoria espectral que, de
fato, (21 — /Al)*l é analitico com respeito a A (temos ainda uniformidade na convergéncia
da série de Taylor quando olhamos z variando ao longo da curva 7) e portanto P; é
analftico com respeito a A.

Voltemos agora ao caso do operador de transferéncia. Lembremos que por [Fr79],
dada uma variedade riemanniana M, compacta e conexa, o espago de aplicagoes C" (M, M)
pode ser vista como variedade modelada pelo espago de Banach C"(M, R2dims )) e que,
dado f € C"(M, M), o seu espago tangente pode ser identificado como se¢oes %= {7 €
C"(M,TM) : y(x) € Ty M,Vx € M}. Suponhamos que E é um subespaco de Banach do
espago de fungoes de M em IR limitadas contendo as constantes, F" C C"(M, M) é uma
subvariedade contendo dinamicas que sao difeomorfismos locais e YW C E é um aberto de
potenciais tais que L 4z tem a propriedade do gap espectral para todo (f,¢) € F" x W.
Entao, para todo (f,¢) € F© x W,
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2. hf7¢ = P[ijél;
Pe, 49
3. vrelg) = W,Vg €E.

Observacao 2.1. Se estamos interessados em estudar a dependéncia em relacdo somente

ao potencial, basta o espago M ser um espaco métrico.

Desse modo, a diferenciabilidade ja discutida da projecao espectral deveria impli-
car a diferenciabilidade de Af 4 e py 4. Para isso, bastaria que o operador de transferéncia
variasse diferenciavelmente em relagao a dinamica e ao potencial. Porém, como veremos,
o operador de transferéncia em geral é analitico em relagao ao potencial mas nao € sequer
continuo em relacdo a dinamica.

Estudemos agora a diferenciabilidade do operador de Perron em relacao ao po-

tencial.

Proposigao 2.2. A aplicagio W > ¢+ L} € L(E) :=={T: E — E; T € linear e continuo}
¢ analitica, logo C*°. Ademais, para todas as funcoes g, H € E, e todon > 1, a derivada

atuando em H € dada por
(DsL(9))1g0 - H = iﬁfbo(ff - L57(g)).
i=1
Prova. Note que
Loin(g) = Lo(e"g) = i Ly (%Hig) = Ly(g) + io: i%ﬁqb (H'g).
=0 i=1

Nés denotaremos por LY (FE, E) o espago de aplicagoes simétricas i-lineares com dominio

em [E]" sobre E. Note também que as aplicagoes
WS¢ (H - £¢(Hi-)) € Li(E,E)

sao continuas para todo i € IN, e que a composicao entre elas é também continua em W.

Ademais, para k € IN, temos que

SupHﬁ¢+H(9) —Ls(9) = Xy iLs (H'g) || - f: SupH%»Cqb (H'g) |l
llgll=1 gl - [[H ]| — A e= gl N

i=k+1

que converge para 0 quando H converge a 0. Pelo teorema 1.4 em [Fr79)], isto implica
que ¢ — Ly é C*, para todo k € IN, e sua k-ésima derivada aplicada em H é Ly (H').
Note que isto também implica que ¢ — L, é analitica. Aplicando a regra da cadeia na

composicao ¢ — Ly (g) néds finalizamos a prova da proposigao. [ |
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Vale ressaltar que nao usamos a propriedade do gap espectral na prova da pro-
posicao anterior, ela de fato vale em geral.
Pela analise feita anteriormente sobre Teoria Espectral e a proposicao anterior

temos:

Proposicao 2.3. Suponhamos que E € um espaco de fungoes contendo as constantes,
J M — M ¢ uma dinamica fizada e VW C E € um aberto de potenciais tais que Ly 4
tem a propriedade do gap espectral para todo ¢ € W. FEntao, as sequintes aplicagoes

variam analiticamente:
. W@ Arg;
it. W3¢ hpey €E;
. W2 ¢—vp, € B
w. W3 o upe € B

Ja no caso da dependéncia em relagao a dinamica, o préoximo exemplo, apre-
sentado em [CV13], nos mostra que mesmo para dinamicas expansoras o operador de
transferéncia nao varia continuamente em relacao a dinamica como operador (mas note

que no lema obtemos uma continuidade em um sentido fraco).

Exemplo 2.4. Nds mostraremos que o operador de Perron-Frobenius Ly 4 : C*(S*,R) —
C*(SY,R) associado a aplicagio duplicagio do circulo f : S* — S' € descontinuo tanto
na norma do operador como na pontual. De fato, a menos de considerar a métrica
ci(x, y) = d(x,y)*, basta provarmos a descontinuidade do operador agindo sobre o espago
dos observdaveis Lipschitz. A ideia chave € que o operador de composicao o — @ o g
atuando no espaco das funcoes Lipschitz nao varia continuamente com g, como iremos
detalhar.

Seja S~ R/[—1/2,1/2) o circulo e considere a aplica¢io expansora no circulo
fa(2) = 2(z + 15=)(mod 1), n > 1. E claro que a sequéncia (f,)n € convergente para a
duplica¢ao do circulo f(x) = 2x( mod 1) na topologia C*.

Agora, tomemos uma fungao Lipschitz ¢ no circulo tal que o(x) = |x| para |z| <
1/8 e p(x) = 0 para 1/2 > |z| > 1/5, e considere o potencial ¢ = 0. Desse modo, se
0 <z, <yn < 1/10n, nds obtemos que

Lip((Lf,.6 — Lso)(p)) > 1L 4,6(0) Wn) — L10(0)(n) + L{@)(@n) — L) (yn)]

Yn — Tp
_ ||yn/2 B 1/10n| _ |xn/2 B 1/1071‘ + |xn/2| B |yn/2|’
yn — Ty
_yn+xn .
ol iy

Yn — Tp
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para todo n € N. Entdo a sequéncia de operadores (Ly, »)n nao converge para Lg s, nem

mesmo na topologia forte de operadores.

Devido ao exemplo anterior, vemos que as continuidades obtidas no corolario|l.15
nao decorrem da teoria perturbativa de operadores. Porém, como veremos no préximo
resultado, em geral o operador de transferéncia varia diferenciavelmente em relagao a
dinamica num sentido um pouco mais fraco, ou seja, ele é diferenciavel se consideremos
uma menor regularidade no seu contra-dominio.

Estudemos a diferenciabilidade do operador de transferéncia em relagao a dinamica.

Lema 2.5. (Diferenciabilidade dos ramos inversos locais) Seja r > 1, 0 < k < r e
f M — M um C"-difeomorfismo local sobre uma variedade riemanniana compacta
conexa M. Seja B = B(x,d) C M uma bola tal que os ramos inversos fi,..., fs: B — M
estio bem definidos como difeomorfismos sobre a imagem. FEntdo C"(M, M) > f
(fi,..., fs) € C™% ¢ uma aplicacio C*.

Prova. Seja F : C"(M, M) x [C"*(B, M)]* — [C"~*(B; M)]* dado por

F(h hy,....hy) = (hohy,...,hoh,).
i=h

Note que F' é C*. De fato, por um lado, 9, F é C* (em cartas adequadas, nés vemos ele
como uma aplicacao linear e continua em h). Pelo Teorema 4.2 e Corolério 4.2 em [Fr79),
a composicao h; — hoh; € C"% é C* e a expressao precisa para a derivada é dada. Em
nosso contexto, para um incremento H = (Hi, ..., H,) € T[C™*(B; M)]*, nés obtemos
que Oy, F' - Hj = h' o h; - Hj, que é claramente uma aplicagao CF 1

Note que F(f, f1,...,fs) = (id,...,id). Para o ponto (f, fi1,..., fs), nés temos
que O (f, f1,... fs) - H = (f o fi- Hi,...,f o fs - Hy) é um isomorfismo, pois f
¢ um difeomorfismo local, e entdo [f' o f;(x)] é invertivel, para todo x € M. Sendo
assim, pelo Teorema da Fungao Implicita, nés obtemos que a aplicagao G : C" (M, M) —
[C™*(B, M)]* dada por f + (f1,..., fs) é uma aplicacio C*, e sua derivada aplicada no
incremento h € T[C"(M, M)] é

(DG - h)(x) = (=fi(x) - ho fi(z),..., = fix) - ho fs(z))

Isto finaliza a prova do lema. |

Chamaremos 0y f; por Tj)y.
Utilizando a diferenciabilidade dos ramos inversos, nés podemos provar a di-
ferenciabilidade do operador de transferéncia com respeito a dinamica, como operador

atuando de observaveis C" para observaveis C"™~!. De fato, o operador de transferéncia
b
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varia diferenciavelmente na norma do operador do espaco L(C" (M, R), C"~'(M,R)) como

detalharemos.

Proposicao 2.6. (Diferenciabilidade do operador de transferéncia) Seja r > 1, 0 < k <
r, [+ M — M um C"-difeomorfismo local sobre uma variedade riemanniana compacta

conexa M e ¢ € C"(M,R) algum potencial firado. A aplicagao

Diff,,.(M) — L(C"(M,R),C™ (M, R))
f > Lo

é CF.

Prova. Seja {¢; : j = 1,...,l} uma C* partigdo da unidade associada a alguma co-
bertura finita By,...B; de M por bolas com raio menor ou igual a 6 > 0 e defina os
operadores auxiliares £; = L, 5.4 := L4 - p;. Em particular decorre que Ly 4 = 22:1 L;.
Desse modo, tudo que precisamos provar é que os operadores auxiliares £; sdo C*.

Nosso primeiro objetivo é provar que f — L;(g) é C*, para todo g € C"(M,IR)
fixado. Lembremos que ¢; anula-se fora da bola B;. Nos escrevemos fi,..., fs para os
ramos inversos de f em B;, e também T; = Oy f;, parai = 1,...,s. Sendo assim, uma vez
que L; (g)]B—jc = 0 nés temos que

s

Li(g) =Y g(fi)-e®(f:) o5,
i=1
o que implica que 9;L;(g) - H = > ;_(g-€*) o fi - [T; - H] - p; € C*'. Dado que
C"(M,R) > g — 0;L;(g) € C"*(M,R) ¢é linear, continua e o resto da diferenciabilidade

depende continuamente de g, isto finaliza a prova do lema. [ |

Observacao 2.7. Decorre das estimativas feitas na proposicao anterior que, ao longo
de vizinhangas pequenas, teremos que as aplicacoes derivada da aplicagao f — L4 sao

limitadas.

Assim, com a propriedade do gap espectral, Ay, e f1f4 variam analiticamente com
o potencial ¢, porém nao podemos afirmar a priori nada sobre a diferenciabilidade com
respeito a dinamica f, pois a Teoria Espectral Classica s6 nos garante a diferenciabilidade
se tivéssemos a diferenciabilidade do operador de transferéncia como operador. A despeito
disso, em [GL0OG] é provado um resultado de diferenciabilidade da projecao espectral,
mesmo que perturbemos os operadores como operadores agindo em espacos distintos, isso
ja nos é suficiente pela proposicao anterior. A partir de agora descreveremos esse resultado
abstrato de [GL0G].
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Sejam r > 2, B® D --- D B" espacos de Banach, I uma variedade de Banach e
{A;}+er uma familia operadores lineares agindo sobre os espagos de Banach citados B¢ tal

que I >t A; € L(B', B°) é continuo. Ademais, assuma que

IM > 0,Vt € I,Vg € B°, ||Agl|go < CM"||g]|s0 (2.1)

e
o< MVEE L, |[Algllm < Ca®lglls + CM||gl|o. (2.2)
Assuma também que para j = 1,...,r—1 existe a j—ésima derivada da aplicacao I > t —

Ay € L(B",B"77). Denotando a fungao j—ésima derivada que age de I em L(B",B )
por ();, assumamos que para todo i € [j,r] temos que @; é limitada como aplicagao de I
em L(B',B"7). Nesses termos, o teorema 8.1 de [GL0G| nos diz que:

Teorema 2.8. Para o > a e 6 > 0, denote por V,s o conjunto de nimeros complexos
z tais que |z| > o e, para todo 1 < k < r, a distincia de z ao espectro de Aypr € > 0.
Entdo, a aplicagio I X V,5 2 (t,2) € (2 — A)™t € L(B",B°) é C"! ¢ fizado t a forma

como os restos da C™~'—diferenciabilidade vio a 0 é uniforme em relagdo a z.

Fazendo entao uso desse teorema, podemos provar um resultado de diferencia-
bilidade de Aty € fif4 com respeito a dinamica que englobard o contexto de invariancia
uniforme do cone.

Iremos descrever agora as hipoteses. Sejam M uma variedade riemanniana com-
pacta conexa, F© C C"(M, M) uma subvariedade contendo dinamicas que sao difeomor-
fismos locais, r > 2, e ¢ : M — IR um potencial C". Suponhamos que para cada f € F"
temos que Ly 4cr € L g/cr—1 tem a propriedade do gap espectral. Além disso, suponhamos

que existem Ay > 0, vy, probabilidade e hy, € C"(M,IR) tais que:

L. /Ef,(ﬁgdym = /)\f7¢gdz/f7¢, para todo g € C" (M, IR);

2. Lyohpo = Aohps e [ hppdvps =1;
3. existem k > 0 e 71 € (0,1), nao dependendo de f, tais que para todo ¢ € C™! temos
LY. o
H—ff - hf,¢/90d’/f,¢H < k7|l
f7¢ r—1

Teorema 2.9. Nas hipdteses descritas acima, se F' > f +— A4 € continuo em fo, entdo

as sequintes aplicagoes sio C™™1 em uma vizinhanga de fo:

i. F'o f—= Apg;
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1. F'o f— hf7¢ S Cr_l,'
iii. F' 3 f s vpg € (C)*;
w. F'2 f = upe € (CH".

Antes de provar o teorema precisaremos de um resultado de estabilidade forte, a

saber:
Proposigao 2.10. A aplicagio F" > f+—— hy € C"Y(M,R) € continua em fo.
Prova. Tomemos € > 0; como

1L 41 = hygllo < k", ¥f € F7,

existird ng € IN tal que
~TL 6
1L%(1) = hyoll < 3V eF"

Como estamos assumindo que f — Af 4 € continua em fy, usando a proposigao existira

uma vizinhanca V' de fy tal que: se f € V temos

AN AN €
1£75(1) = LWl < 5

Sendo assim, para f € V:

1hs6=Rgsllr—1 < |hgo=L3%Wllr—1 + [1£55(10) =L (Dl H1£50 o (D) =hgopllr1 < €.

Prova do Teorema Notemos inicialmente que Lfg4cr-1 € Ly gcr tem o mesmo
raio espectral pois eles tem a propriedade do gap espectral por hipdtese. Existe uma
vizinhanca U de fo tal que sup;cys |[Lfgl|[cc < +o00. Por hipdtese, o raio espectral
é continuo em em fy logo, a menos de diminuir a vizinhanca U, podemos supor sem
perda de generalidade sup;c;; Ary < +00. Além disso, existe uma curva C! fechada v de
modo que a componente conexa limitada determinada por v contém o raio espectral de
L gjcr € a componente conexa ilimitada contém o resto do espectro para todo f € U.
Seja Py a projecao espectral de Ly 4o associada a seu raio espectral. J4 vimos que
Pr = ﬁ 7(Z] — L) 'dz para todo f € U. Usaremos o teorema anterior para provar
que U x v 2 (2 — Lsy)t € L(C",C™1) é C" ! e que a forma como os restos da
Cr—!—diferenciabilidade vao a 0 sao uniformes em relacao a z € v quando fixamos f. A
prova desse fato é uma aplicacao direta do Teorema [2.8 quando escolhemos seus elementos
de maneira adequada. No teorema anterior tomemos B° = C°(M,R), B! = C"}(M, R),
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B?=C"(M,R), I =U e A, = L 4. Pela Proposigao , para aplicarmos o Teorema
basta provarmos que sao validas as hip6teses (2.1)) e (2.2]). Por hipdtese

L4609 — /ngf,¢ hygllo1 < kT Vg € CTTH(M,R),Vf €U,

tomemos entao M = sup ey [|L11|le < +00 € @ = subsey Apo7 e C = mas{h, supsey [|hgll-1}-
Desse modo,
1£7 49ll0 < M"[|g]le, Vg € C°(M,R),Vf €T,

1L p9llr—1 < k(Arom)" + At ollgllr—1 - 1R gollr—
< k(supgep Arg - )"+ supsey [|hpolli—1 - supsey (L1015 - |lgll-1-
Sendo assim, podemos aplicar o teorema anterior e concluir que U X v 3 (2] — L;4)" " €
L(C™,C™1) ¢ C™! e a forma como os restos da C"~!—diferenciabilidade vao a 0 sao uni-

formes em relagdao a z € v quando fixamos f. Assim, U > f— Py € L(C",C" 1) ¢ C"!

e pelos itens 1., 2. e 3., comentados no inicio da secao, teremos o resultado pretendido.
[ |

O teorema anterior é aplicavel no caso de invariancia uniforme dos cones.

Corolario 2.11. Sejam M uma variedade riemanniana compacta conexa, r > 2, F" C
C"(M, M) € uma subvariedade contendo dindamicas que sdo difeomorfismos locais e ¢ :
M — IR um potencial C". Suponhamos que cada f € F" satisfaz as hipdteses do Teorema
m pagina para E = C"Y(M,IR) e E = C"(M,IR) e para as mesmas constantes
K1y K, p € C. Além disso, suponha que supjez- |hsollr—1 < +00. Entdo, as sequintes
aplicacoes sao C™1:
. F©'> f — /\f}¢,‘

1. F'o f— hf7¢ S Cr_l,'

iwi. F' 2 fr vy €Ol

w. F'o f— Hfe € Cct.

Prova. Devido aos corolarios e |1.15] o resultado é uma aplicacao direta do teorema

anterior. ]
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Nas hipdteses do teorema anterior, teremos que cada py 4 é f—invariante e pela
proposicao[L.10[teremos que ji5,4 ¢ f—ergddica. Logo, para cada f € F”, podemos associar
os expoentes Lyapunov de ji7 4. Sabe-se que [log||Df(x)||dpusee [log||Df(z) || duys
sao os expoentes de Lyapunov extremais e além disso, [log|det D f(z)|djuy, é a soma dos
expoentes de Lyapunov. Como decorréncia da diferenciabilidade de j1y como funcional

teremos que:

Corolério 2.12. Se F" 3 f +— g € C"(M,R) € diferencidvel em fy, entdo a aplica¢ao
Fro fw [gpduy € diferencidvel em fo. Em particular, se r > 3 temos que

Fsfe / log||Df (@)l duy e F5fe / log || D ()~ dpsy

Fsfe /log|deth(x)|d,uf

sao O™ 2,

2.1.1 Estabilidade de leis estatisticas

Uma outra aplicacao dos resultados anteriores ¢ a estabilidade do Teorema Cen-
tral do Limite.

Iremos descrever agora as hipoteses. Sejam M um espago métrico compacto, E
um subespaco de Banach do espaco de funcoes limitadas de M sobre IR contendo as fungoes
constantes, W C E um aberto e F uma classe de dinamicas de M sobre M. Suponhamos
que para cada (f,¢) € F x W temos que Ly 4 g sdo operadores de transferéncia continuos
que possuem a propriedade do gap espectral. Além disso, suponhamos que existem Ay, >

0, vt probabilidade e hy, € F tais que:

1. /Ef@gdyf,qg = /)\fﬁgduf@, para todo g € E;
2. Lyghro = Apohso [ hpedvrg=1ehgs>0;

3. existem k£ > 0 e 7 € (0,1), ndo dependendo de (f, ), tais que para todo ¢ € FE

E’VL
temos que H){TW — hf,¢/90d’/f,¢H < kT|[e]l;
f7¢

4. Fx W3 (f,¢) — A € continua.

Observacao 2.13. Como sempre, denotaremos hy oV s DOT [Lf.4.

Teorema 2.14. Nas hipdteses descritas acima, seja (f,¢) € F x W. Se ¢ € E entao:
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i. outp =uof—u+ [duyss para algumu € L*(uy) (nds dizemos que 1 é cohomdloga

a uma constante em L*(uysy))

1. ou a sequéncia de funcoes mensurdveis \/LEZ;:&Q/; o fJ converge em distribuicdo
para a distribui¢ao normal de média m = my4(¢) = fw duge € variancia o dada

por

0% =0} 4(¥) = /152 dpige + 22/&(@ o [") dpys >0,
n=1

onde 1) =1 — [ dugy € uma fungio com média 0 dependendo de f e ¢. Ou seja,
dado um intervalo A C IR:

—_

n—

1 j 1 ;t;
ol €3 2 S v €A o o [

I
=)

Ademoais,

iii. as fungoes W X E 3 (¢,¢) = mysqs() e W X E 3 (¢,¢) — afc(w) sao analiticas
com respeito a (¢, )

1. suponha adicionalmente que F estd dotada com uma topologia como na se¢ao

(dinamicas préximas implicam em ramos inversos correspondentes préximos). Entdo
FXWXE 3 (f,0,%) = msg(1h) e FXWXE 3 (f,0,9) = 07 4() sdo continuas
com respeito a (f, ¢, ),

v. suponha adicionalmente que M € uma variedade riemanniana compacta conexa, r >
2, FCC"(M,M) é uma subvariedade contendo dinamicas que sao difeomorfismos
locais, W (ao invés de ser um aberto em C™'(M,R)) é um aberto em C"(M,R) e
que, para cada (f,¢) € FxW, temos que Ly 4cr tem a propriedade do gap espectral.
Entao FxW xC"(M,IR) > (f,0,v¥) — mss(¢) e FXWxCT(M,IR) 3 (f,¢,¢) —
o3 () sio O™

Prova. Todos os resultados até o item ii nada mais sao do que o Teorema Central do
Limite, que serd valido pela mesma prova da proposicao [I.10]

Provemos entao os itens iii. e iv.. A analiticidade com respeito a (¢, ) decorre
da proposigao[2.3] Para continuidade, observarmos inicialmente que pela Observacao [I.14
teremos que F x W x E 3 (f,¢,1¢) — my,(1) é continuo. Assim utilizando também a
hipétese 3. provamos que F x W x E 3 (f, ¢,v) = 0}(¢)) é continuo.

Provemos por fim o item v.. A regularidade de F x W x C"(M,IR) > (f, ¢,v¢) —
my.»(1¢) é uma aplicagao direta do teorema Por fim, fixemos (fy, ¢o) € F x W. Para
cada (f,¢) € F x W definamos Ejy ;. := ker vy o NC"(M,R), e Ty 39 = (9— [ gdpss)-hy s
para todo g € C"(M,IR). Temos que T, é um operador continuo e restrito a Eg f,.4, €
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um isomorfismo linear sobre Ej ¢4, com T;;g = hﬁ —f ﬁd’/fo@o- Dada ¢ € C"(M,IR)

jé sabemos que 07 ,(¥) = f”@? dpnpe+2500 fzﬂ(f@ o f™) duy,, onde ) =1— [ duy s

Por simples computagao temos

/ Do f") dugy = / LY (0 hyg) dvp = / ST 3L TroTr s (0 hyg) dingg.

Assim

07 4(1h) = — / * dpig g+ 2 / O =T L5 Ty oimy 0) Trd (0 hps) dpsgs.

Utilizando as mesmas ideias contidas na prova do Teorema [2.9] podemos aplicar o Te-
orema e concluir que F X W 3 (f,¢) — (I — Tﬁ;[:?,qumeo,fo,%)_l é C"1. Isto é

suficiente para finalizarmos a prova do teorema. [ |

Utilizando a continuidade da variancia a%(iﬂ) com respeito a dinamica f, o
potencial ¢ e o observavel 1, e a primeira parte do teorema anterior, nés obtemos con-

sequéncias para a equagao cohomoldgica.

Corolario 2.15. Nas mesmas hipoteses do teorema anterior, se ) € E nao € cohomaloga
a uma constante em L*(M, usy) para (f,¢) € F x E, entdo a mesma propriedade vale
para todos (f, ngS) suficientemente prozimos de (f,¢). Como consequéncia, os conjun-
tos {(f,¢) € F x E : 1 é cohomdloga a uma constante em L*(M,pj )} e {4 € E

W ¢ cohomdloga a uma constante em L*(M, pis4)} sio fechados.

Prova. Se ¢ nao é cohoméloga a uma constante em L?(M, ji74), entdao pelo teorema m

temos 0]%7(]5(1#) > (. Usando a continuidade obtemos U C F x E x E aberto tal que, para

todo (f,®,) € U, temos afgé(gb) > 0. Logo, pelo teorema [2.14] ¢ nao é cohomdéloga a

uma constante em L*(M, pf ). [

Note que saber se os conjuntos anteriores sao fechados é importante nas aplicacoes,
pois significa que podemos substituir o problema de resolver uma equacao cohomélogica
(ou seja, dado um observdvel ¢ encontrar uma fungao u tal que ¢ = uo f —u+ [du)

por resolver problemas aproximados.

2.1.2 Grandes desvios

A teoria de grandes desvios estuda, entre outras coisas, a taxa de convergéncia

com que a média temporal de uma sequéncia de varidveis aleatérias converge para uma
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distribuicao limite. Em Sistemas Dinamicos essas ideias sao 1teis para estimar a veloci-
dade com que as médias de pontos tipicos de medidas invariantes ergddicas convergem
para a respectiva média espacial. Nesses termos estamos interessados em estimar a medida

dos conjuntos
n—1
1 )
M: = j }
{we 2 2P > e,

com respeito a uma medida invariante ergddica p. Existem pelo menos trés formas de se
obter resultados de grandes desvios em sistemas dinamicos, cada uma com suas vantagens.
Uma primeira forma ¢é utilizando do esquema de torres de Young para poder se obter
um novo sistema, onde ja se tem um razoavel entendimento, e usar os grandes desvios
desse para obter grandes desvios do original. Uma segunda forma é usar algum variante
da chamada propriedade de especificacao, tentando levar as propriedades de colagem
de érbitas para o espago de medidas invariantes. E uma terceira forma é utilizando a
aproximacao funcional e suas propriedades fortes para obter grandes desvios. Utilizando os
resultados que temos, desenvolveremos a teoria de grandes desvios através da aproximacao
funcional. Para isso precisaremos estudar a fungao energia livre.

Iremos supor que estamos nas mesmas hipoteses descritas antes do Teorema

na se¢ao anterior. Além disso, iremos supor que para todo (f, ¢) € FxW temos log As, =

Ptop(fa ¢)

Funcao energia livre

Lembremos que um observavel ¢ : M — IR é cohomdlogo a uma constante se
existe A € IR e um observavel ¢ : M — IR tal que ¢y = Yo f — 1 + A. Quando
) e L?(u) para alguma medida p e a igualdade anterior vale em p—q.t.p., diremos que v

é cohomdlogo a uma constante em L?(p).

Observagao 2.16. Dada uma funcao ¢ : M — IR en € IN denotaremos a enésima soma
de Birkhoff de 1 por S,1, ou seja, Sytp := S0 b o f.

Proposicao 2.17. Seja (f,¢) € F x W. Entdo, dado um observdvel v € E eziste
trow > 0 tal que para todo [t| < ts sy 0 sequinte limite existe

. 1
Erw(t) == lim ~log / 5 gy = Prop(f,6+ 1) — Prop(f, 0):

n—oo 1

Ademais, (t,¢,v) — Erpp(t) € continua, e em relagio a ¢ e p é analitica. Se 1 é
cohomdlogo a uma constante, entdo t — E.4.4(t) € afim; porém, se i nao é cohomologo a
uma constante em E no suporte de pis.5, entdo t — Er 4 (t) € analitica real e estritamente

convezra. Além disso,
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1. suponha adicionalmente que F estd dotada com uma topologia como na se¢ao
(dinamcas prozimas implica em ramos inversos proximos). Entao (t, f,¢,10) —

Erpu(t) € continua;

1. suponha adicionalmente que M € uma variedade riemanniana compacta coneza,
r>2 E=C"YMR), FCC(M,M) é uma subvariedade contendo dindmicas
que sdo difeomorfismos locais, W (ao invés de ser um aberto em C"'(M,R)) ¢é
um aberto em C"(M,IR) e que, para cada (f,¢) € F x W, temos que Ly 4cr tem
a propriedade do gap espectral. Entdo as fungoes F > (t, f,¢,0) — Erpu(t) e
F ot f,¢,0) = & ,,(t) sao C™F

Prova. Observe inicialmente que para todo n € IN

)\ n
Sn _ -n pn Sn o fro+ty —-n n
/Gt Vdpgg = / N L o(hype™™?) dvyg = (—Am ) / At L greo(ro) dvpg.

Como W ¢é aberto, entao para todo [t| < 74, 0 potencial ¢ + ti) € W, desde que ty4.
seja tomado suficientemente pequeno.

Como 0 < infhfy <suphysy < +00, ¢ = hyy é continua e A%, L% o0 (hrg)
¢ uniformemente convergente para hygirp - [ hppdVsgrey, entao ;b Lo i(hyg) é
uniformemente afastado do 0 e do infinito em relacao a n. Utilizando o teorema da
convergéncia dominada

1
lim — log / e dpug gy =10g A grip —10g Mg = Poop(f, ¢ + 1) = Prop(f, ),

n—oo N

provando a primeira parte da proposicao. Agora, assumamos primeiro que exista A € IR
e um potencial 7 : M — IR tal que ¥ = ¢ o f — ) + A. Utilizando o principio variacional

e a invariancia,

Prop(fio+ty) = sup {hu(f)+/(¢+tw)du}

HEM1(f)

—tA+ sup {hu(f)Jr/gbdu}

HEM(f)
=tA+ Pyop(f, ¢)

e, consequentemente, £ 4.,(t) = tA é afim.

Agora, nés provaremos que, se 1) nao é cohomdélogo a uma constante em FE
no suporte de fis4, entao a fungao energia livre é estritamente convexa. Como t —
Piop(f: ¢ + 1) € analitica real entao, para provar que ¢ — Ey,4(t) € estritamente con-
vexa, basta mostrarmos que &7, ,(t) > 0 para todo t. Suponhamos que exista ¢ tal que

"

f,aﬁ,w(t) = 0. A menos de trocar ¢ pelo potencial QNS = ¢ + t1p, podemos assumir sem
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perda de generalidade que ¢ = 0, ou seja, &5, ,(0) = 0. Sejam thy = ¢ — [ dpg s,
_ Zjil ﬁ?@(d’Ohf«b)
i

Ug : e g := 1y — ugo [+ uy. Definamos

1
Ey(t) := lim —log/ets"g dpge = Prop(fs ¢ + to) — Piop(f. @) =

n—oo 1

Piop(f, ¢ +t) — t/WVf,qs — Prop(f,0) = Erpw(t) — t/def,dw

Logo &,(0) = &% ,,,(0) = 0. Além disso, temos que

e — 1 L | (Sug)? S 9dpyy ([ Sug e 9dpsy”
g(t) = lim — S S i
[ etSnadpy g [ etSnadpy

n—oo M,

Notemos ainda que L 4(ghyss) = 0, assim

0=£;(0) = lim l[/(SnQ)Qde,qs - (/ Sng dpig)’] =

n—1
1 . .
m — J . J — 2
T}LHQMEO/QOJ” go fldusg /gduf,¢,
]:

entao ¢ = 1y — up o f + up no suporte de 154, ou seja, 1 é cohomoélogo a uma constante
no suporte de /15 4. Entao nés concluimos que &4, ¢ uma funcao estritamente convexa.

Para provar o item i. basta utilizarmos a Observacao [1.14] E por fim, provemos
o item ii.. Para provar que F 3 (¢, f, ¢, %) — &4, (t) 6 C"! basta aplicarmos o Teorema
2.9 Para provar que F > (t, f,¢,%) — Ersu(t) € C"! observemos inicialmente que
Erpu(t) = [ duye: de fato, veremos mais adiante pelo teorema que, em contextos

mais gerais, isso também vale. Assim basta entao aplicarmos o Teorema [2.9 |

Observacao 2.18. Pelo inicio da prova do teorema anterior, vemos que o dominio de
Er o estd associado ao raio da maior bola de centro em ¢ que ainda esta contida em W.

Em particular, se W = E, teremos que Ey 4 estd definida para todo t € IR.

A funcao &; 4 € chamada de energia livre. O préximo resultado ilustra algumas

caracteristicas do comportamento da funcao energia livre.

Corolario 2.19. Para todo observavel v € E, tal que f@bd/inb = 0, a funcao energia
livre [_tf,fbﬂl)? tf@ﬂ/’] >t — gf#f?ﬂ/) (t) satisfaz:

1. 5f7¢7w(0) =0ce 5f7¢7¢(t) >0 para todo t € [_tﬁ(ﬁﬂﬁ?tf@,w];

2. tinfp < Epyp(t) < tsupt para todo t € (0,t5.4.4);
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3. tsup ) < Epy4(t) < tinfo) para todo t € [—t44,0).

Prova. Por definicao &£74.,(0) = 0. Se 1 é cohomodlogo a uma constante entdo, como
[Wdpss =0, Erpp = 0 e todos os itens do coroldrio sdo validos. Suponhamos que
nao é cohomologo a uma constante. Pela proposi¢ao anterior anterior 8}’7 Sap (t) > 0, entao
&} 5. € estritamente crescente. Utilizando que &% 4 ,(0) = [ duy = 0, temos que &y 4y
é estritamente crescente para t € (0,%,,) e estritamente decrescente para t € (—t4.4,0),
decorrendo entao o item 1.

Como &% ,.,(t) = [ W dppiry, temos que infyp < & 4(t) < sup. Utilizando o

teorema do valor médio decorrem os itens 2 e 3. [ |

Assumamos que 9 nao é cohomoélogo a uma constante no suporte de sy € que
mysy = [dpse = 0. Como a funcdo [—trey,trew] D t — Epey(t) é estritamente

convexa, estd bem definido a transformada de Legendre “local” Iy, dada por

Irpp(s) = sup {st — Eppu(t)}.
—tropSt<tyey

A transformada de Legendre é uma funcao convexa uma vez que é o supremo de
fungoes afins e, utilizando que &4, ¢ estritamente convexa e nao-negativa, Iy, > 0.
Podemos definir a transformada de Legendre para ¢ nao cohomoélogo a uma constante
no suporte de fiys mesmo se [hdpsy # 0, por Irgy(t) = Ipgp fyau,,(t — [Vduge).
Ademais, como Ef g yre(t) = Eppu(t) + ct temos que L1y pic(t) = If40(t — ¢) para todo
c,t € R.

Como a funcao energia livre é diferenciavel e Sj’{ s > 0, vale a propriedade

variacional
[f,¢,¢(5},¢,¢(t)) = t5}7¢7¢(t) - 5f7¢,w(t)

e o dominio de I 4, contém o intervalo [£} (), € 4 (tep)]. De fato, definindo T'(t) :=
st — Efpy(t) temos que T'(t) = 0 se, e somente se, s = & 4 ,(t) e além disso T"(t) =
_EJ/‘/,¢,¢ < 0; desse modo obtemos a propriedade variacional. Ademais, I 44(s) = 0 se, e
somente se, s = my4. Utilizando a convexidade estrita de ;44 e sua diferenciabilidade
temos que [—ty .y, top] 2 t = I40(t) é estritamente convexa e diferencidvel. De fato,
pela propriedade variacional e pelo fato de 8}7¢7w(t) ser estritamente crescente, temos que

Tt 50(Ef 4 (t) € analitico real, além disso 17, (€}, (1)) = 1 @ > 0 0 que prova que

7.0
fia
It s4(t) é estritamente convexa. Utilizando os resultados anteriores temos que:

Corolario 2.20. Seja (f,¢) € F x W e € E um observavel nao cohomdlogo a uma

constante no suporte de py . Entao a transformada de Legendre Iy 4 satisfaz:

1.0 dominio (£ ,(=tyow), Efy(trew)] contém myy = [ dpuyg;
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2. It sy >0 € estritamente conveza e I 44(s) =0 se e somente se s = [ duys;

3. s+ Ipyy(s) € analitico real.

Estimativas de desvios

Utilizando a fungao energia livre obteremos resultados de grandes desvios “lo-
cais”. De fato, como consequéncia da diferenciabilidade da funcao energia livre podemos
aplicar o teorema de Gartner-Ellis (veja por exemplo [DZ98, RY0S, [CRLIS|) e assim

temos:

Proposicao 2.21. Seja (f,¢) € FxW. Dado um intervalo [a,b] C £} (=tss.4),Efy(trow)]

vale que

n—1
1 1 -
lim sup — log i 4 (35 €M:— Y Wofi(z) e [%H) < — inf Tj44(s)

n—oo n j—O se [Q,b}

n—1

1 1 ;

lim inf — 1 eM: — J(x) € (a,b) | > — inf [
iminf ~log iy <x n;:owof (x) € (a, )) = foa(8)

Além de conseguir taxa grandes desvios, utilizando nossos resultados obtemos

estabilidade da transformada de Legendre com respeito ao sistema dinamico. Mais preci-

samente,

Teorema 2.22. Seja V' um espaco métrico compacto e ((fv,gbv,wv)) uma familia

veV
injetiva e parametrizada (continua) de aplicagcoes em F x W x X, onde X C E. Se o
observdvel 1, nao é cohomdlogo a uma constante em L*(piy,. 4,.), para algum v, € V,

entdo existe um intervalo J C IR e uma vizinhanca aberta U de v, tal que para todo v € U

ela,b] CJ

n—o00 s€la,b]

n—1
1 1 :
li —1 eM:—E vo fl(z) €la,b] | < — inf [
lmsupn Ogﬂ’f’u,‘ﬁv ('ZC n ,l7b Of’u(x) [a' ]) —_ 11 fvv¢v7¢v(s)

=0

n—oo 1 s€(a,b)

n—1
1 1 ;
llmlnf_lOgufv,¢u <x G M . Zw’v © fg('r) 6 (a7 b)) Z - 1nf va:d)vvwv(s)'
n

J=0

Além disso,

1. suponha adicionalmente que F estd dotada com uma topologia como na se¢ao
(dinamicas prézimas implicam em ramos inversos proximos). Entdo, a transfor-

mada de Legendre (s,v) v+ I, 4, ..,(8) € continua sobre J x U, na topologia C°;
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1. suponha adicionalmente que M ¢é uma variedade riemanniana compacta conexa,
r>2 E=C"YMR), FCC(M,M) é uma subvariedade contendo dindmicas
que sio difeomorfismos locais, W (ao invés de ser um aberto em C™'(M,TR)) é um
aberto em C"(M,R) e que para cada (f,¢) € F xW temos que Ly 4jcr tem a propri-
edade do gap espectral. Suponha também que V é uma variedade e a parametriza¢ao

¢ C""'. Entdo a transformada de Legendre (s,v) — Iy, 4, 4, (s) € CT7L.

Prova. Pelo corolério [2.35] sabemos que, a menos de tomar uma vizinhanca de v,, po-
demos supor sem perda de generalidade que 1, nao é cohomoélogo a uma constante em
L*(uy, 4,) para todo v € V. Podemos obter o principio dos grandes desvios local, como no
teorema anterior, no intervalo [£ (=t 6 wu. )s €t bo. i, (Efuowsdon b, )] Observe-
mos que o intervalo [€} ,  (=t16.4), Ef 4. (tre0)] é nd0-degenerado e varia continuamente
com respeito a f, ¢ e ¥. Logo, nés podemos tomar um intervalo nao-degenerado J con-
tido em todos os intervalos (€, (=trs.4),Ef g4 (trew)] Para todo (f,¢,9) € F xWx X
suficientemente préximo de (f,,, ¢, , %y, ). Isto prova a primeira parte do teorema.
Provemos agora o item i. Usando a propriedade variacional da transformada de
Legendre e que &F , , (t) > 0, nés temos que para todo s € J existe um tnico ¢t = (s, v)

tal que s =& , . (t) e

]fu,%,%(‘s) =S t<87 U) - gfvv‘j’u,"ybv (t(s7 U)) (23)
Consideremos agora o skew-product continuo

F:VxJ — VxR
(v, 1) = (1, 4 (D)

Ele é injetivo pois € estritamente crescente ao longo das fibras. Como V x J é um
espago métrico compacto, entdo F' é um homeomorfismo sobre a imagem F(V x J).
Em particular, isto mostra que para todo (v, s) € F(V x J) existe um tunico ¢t = t(v, s),
variando continuamente com (v, s), tal que F(v,t(v,s)) = (v,s) e s =&} 4 . (t). Decorre
entdo da relagao (2.3) que (s,v) — Iy, 4,4, (s) é continuo sobre J x V.

Por fim, para provar o item ii. basta observarmos que, nas hipéteses requeridas, o
skew-product F' definido na prova do item i. serd C"~1. J4 vimos que F' é homeomorfismo,
e de fato serd um difeomorfismo C"~!, assim aplicando o teorema da funcao implicita e a
relacao obtemos o resultado pretendido. [ |

Observacao 2.23. Se fizrarmos uma dinamica e variamos somente o potencial e o 0b-
servdvel obtemos, com a mesma prova, os mesmos resultados de regqularidade do Teorema

anterior.
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Figura 2.1: Continuidade das fungoes taxas

Vale mencionar que estimativas inferiores e superiores de grandes desvios foram
obtidas em uma classe robusta de transformacoes, que engloba a que estamos estudando,
e para observéveis continuos em [AP0OG, Varl2]. Porém a estabilidade dessas taxas nao

era conhecida.

2.2 Além do gap espectral

Quando estudamos dinamicas e potenciais cujos estados de equilibrio possuem
decaimento de correlagoes mais lento que exponencial, nao obteremos a propriedade do
gap espectral para o operador de transferéncia associado. Essa secao tem por objetivo
obter resultados similares aos da se¢ao anterior em contextos em que o espectro essencial
do operador de transferéncia pode acumular no seu raio espectral. O contexto que ira ser
estudado ira englobar o caso em que ocorre a propriedade do gap espectral. Mesmo nesse
caso corresponderd a uma importante contribuicao, pois obteremos férmulas explicitas

para as derivadas.

Observagao 2.24. Afim de facilitar a leitura, dado um operador T : E — E e um vetor

H € FE denotaremos ao longo dessa se¢ao T atuando sobre H também como T' ® H.

2.2.1 Diferenciabilidade com respeito ao potencial

Seja M um espaco métrico, fixemos uma dinamica f : M — M e iremos focar
as questoes de diferenciabilidade do raio espectral do operador de transferéncia quando

variamos o potencial ¢ : M — IR. Seja E um subespaco do espaco de fungoes de M em IR
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limitadas, contendo as fungdes constantes e || - || uma norma sobre F que o torna Banach
e que || - [lo < || -]|- Iremos sempre supor que @; - ps € E para todo ¢1,p9 € E e que
Lo (E|-]]) = (E,]]-]]) é um operador limitado.

Seja W um aberto de E de modo que para cada ¢ € W existem Ay > 0, v
probabilidade e hy € E tais que:

1. /£¢gdy¢ = /A¢gdy¢, para todo g € E;
2. ,C¢h¢ = )\¢h¢ € fh¢dy¢ = 1;

3. existem k > 0 e {an}, : N — IR* nao dependendo de ¢ tal que a,, — 0 e para
n—oo

£7L
%{7 - haﬁfSOd%Hoo < kay||o][;

todo ¢ € E temos que ‘

1£21]|

4. SUP,eN T < k.

Teorema 2.25. Seja ¢g € W tal que ¢ — hy € Cp(M,IR) € continua em ¢q e inf hg, > 0.
Entao:
W o= A

¢ diferencidvel em uma vizinhanca de ¢o. Ademass,

DgAg sy © H = Ay, - /h¢0 - H dvy,.

Observacao 2.26. Se assumirmos que ¢ — \g € continuo, entao usando o item 3. e con-
tinutdade do operador de transferéncia em relagcao ao potencial, obtemos a continuidade

de ¢ — hy € CP(M,IR) e a hipdtese 4. presente no teorema anterior.

Usamos uma propriedade fundamental: mostraremos que (ﬁg)*f converge para

V4, com velocidade a,,, para toda probabilidade £ € M(M). Mais precisamente,

Proposicao 2.27. Para todo ¢ € E e toda probabilidade & € M(M) temos que

[oaezre [nods [ oa,
Prova. De fato,

‘ [wattzre= [ne [ o] < [ |230)ho [ ive
< Hﬁg(w)—hqs/sod%Hoo

< kan|lel]-

< kan|l¢l|-

dg
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Prova do Teorema Usando que ﬁgl — hg uniformemente em relacao a ¢ € W,
inf hy, > 0 e a continuidade de ¢ +— hy, existird K > 0 e uma vizinhanca W de ¢
tal que K1 < fﬁgldu% < K para todo ¢ € W en € IN. Como consequéncia,
limn_m%log i L1 dvg, = log Ay uniformemente com respeito a ¢ € W. Logo, consi-

deremos a sequéncia de fungoes F), : W — IR dadas por

1
F.(¢) = Elog/ﬁgl AV, .

Elas estao bem definidos e convergem para log A\,. Provaremos que as derivadas de F),

convergem uniformemente quando n tende ao infinito. Inicialmente pode-se escrever

S DoLy(1)p © Hdvg, [ 353 L6(£57'(1) - H)dvy  A,(¢)© H
n- [ L3(1)dvg, n- f/l (1)dvg, fﬁ” )dvg,
(2.4)

DyF,(¢) © H =

onde A, é definido por

Fazendo uso da proposigao temos

n—1
1 ~.
_ = i(1). ) <
|An(¢) © H - ;0/%(1) Hdvg /h¢d'/¢o| <
C” “ Hd(£¢ Vo) — /ﬁg_i(l)-HdV¢-/h¢dV¢o <

LS ka1 < zkaz ],
=1

que converge uniformemente a 0 com respeito a ¢ e H € E, com ||H|| = 1. Ademais,
1 n—1
52/53(1)-%%-/@@% — /h¢~Hdu¢-/h¢dy¢0
=0
e a convergeéncia ¢ uniforme com respeito a ¢ e H, com |[H|| = 1. Como [ ljgl dvg,

. . . .
converge a | hydvg, uniformemente com respeito a ¢, nés obtemos que

A
DyFy¢) o H =m0 H /h - H du,,
fﬁn dl/¢0
onde a convergéncia é uniforme com respeito a ¢ e H € FE satisfazendo ||H|| = 1. Logo,

e (@) § diferencidvel e converge uniformemente a \ 1.6. Entao, decorre da regra da cadeia
que
DyAg 9o © H = Ag, - /h¢o M dvg,.
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Isto finaliza a prova da proposicao. [ |

2.2.2 Diferenciabilidade do raio espectral com respeito a dinamica

Agora nos iremos focar sobre a diferenciabilidade com respeito a f.

Iremos supor que M é uma variedade compacta conexa e r € um inteiro maior
que 1. Fixemos ¢ € C"(M,IR), seja F© C C"(M, M) um aberto de dinamicas que sdo
difeomorfismos locais C" de modo que para cada f € F" suporemos que existem Ay > 0,
vy probabilidade e hy € C"(M, R) tais que:

1. /Efgdyf = /)\fgdl/f, para todo g € C"(M,R);

2. ﬁfhf = )\fhf, fhdef = 1;

3. existem k > 0, {a,}, : N = R*, com a, — 0 e k,{a,}, nao dependendo de
n—oo

f, além de 1 < s < r tal que: para todo ¢ € C"*(M,IR) temos que ‘

<k

— N

s+1

L
by [ dvg]| < kanllell e |

Teorema 2.28. Se hy, > 0 entao a aplicagao F" > f — A; € diferencidvel em uma
vizinhanga de fo. Ademais, dado fo € F" e H € T} temos:

deg(fo)

Df)‘f¢|f0¢®H Z / ¢O(f07())th0¢0|f0;()[(TJ|foQH)()] AV f,,60

dey fo)

gpy / #00Oh g, Fos () D110, 0[Tiso © ) oy (D]

Antes de provar o teorema precisaremos de uma proposicao analoga a [2.27]

Proposigao 2.29. Para todo p € C""'(M,R) e toda probabilidade & € M(M) vale que

]/ ALy~ [ nydc [ pav,
Prova. De fato,

‘/gpd (Lr)¢ — /hfdf/gﬁdl/f /‘cf gpdyf

L(p) — hf/SOdeHOO < kay||@]]s-

< kan||ol[s-

dg

<
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O préximo resultado nos dé algumas propriedades envolvendo a derivada do ope-
rador de transferéncia. Ele também nos sera til na préxima segao sobre diferenciabilidade

do estado de equilibrio.

Proposicao 2.30. Sejar > 1 e ¢ € C"(M,R) fizado. Dado H € T, g, g1 € g2 €
C"(M,IR) et € R temos

i) (DsL1o(9)in @ H) (@) = ST e D Dy ) [(Tygy © H) () + 0T e
9(fi(@)) - Deojsey - [Tz © H)(()));

i) Dyp(LY ()10 © H =311 Ly (DpLyo(LG5(9)i5 © H);

i11) Dado 0 < s <r, existe C >0, que sé depende de s, tal que

1DsLso(9)i70 © Hlls < C - deg(f) m%g(f){lITi\flls}llgllsH |1 H]s;

i=1,...,
v) se ¢ =0, entdo DyL(1)5, © H=0.

Prova. Para simplificar a notacdo, facamos Ly = L;,. Ent@o i) decorre da férmula
explicita da derivada presente na prova do Teorema Ja ii) é obtido por indugao.

Suponhamos que a férmula é vélida para n, entao usando a hipdtese de inducao

L3t(9) = L5y (L 1(9)) + DLy (L} 1(9)) © H + o H)
- Ca(€l0) + 3 R DAL ) o 1) + o)
Dy (e © H +ol)
= L4, (L],(9) + Z LE N DALAL] ()i @ H) + o(H))

+ Dy Ly (LY (9) OH + DLyl (Dy(L7(9)) 15, © H+0(H)) © H + 0(H)

n+1
= L4 (L(9) + > LENDLALY T (9)s @ H) + 6(H),
=1

onde o(H),6(H),o(H) sdo termos que convergem a 0 mais rapido que ||H||,, e de maneira

uniforme para ||g||, = 1. Isto finaliza a prova de ii). A parte iii) é obtida por célculo
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direto, usando a férmula dada pelo item i). Ja a parte iv) decorre usando que

Ly y(gr +tge) = L7 py(g1) + LY 1 (92)
=L (g1) +tLF(g2) + Dy L (1) © H
+tDyL%(g2) © H 411 (H) +1ro( H)

para r1(H),r2(H) tendendo a 0 quando H converge a 0. Finalmente, a parte v) decorre
imediatamente do fato de L}(1) = deg(f)" e que deg(f) é localmente constante. Isto

finaliza a prova. [ |

Prova do teorema . Usando que /j’l}l — hy uniformemente em relagao a f € F,
infhp, > 0 e o teorema [1.12] existird K > 0 e uma vizinhanca W de f, tal que K~ <
fﬁ?lduf < K paratodo f € W en € IN. Como consequéncia, lim,,_, % logfﬁ?l dvy, =
log Ay uniformemente com respeito a f € W. Logo, nés consideraremos a familia de

aplicacoes P, : W — IR dada por

1
P,(f) = Elog/ﬁ}‘l dvy,,

que estao bem definidas e convergem a constante log ¢, e provaremos que as derivadas de
P, convergem uniformemente quando n tende ao infinito. Pela regra da cadeia, a derivada

de P, com respeito a f é dada por

aPy ;) _ VnlEHD0)
af v (CHD0)

Dan(f) =

Isto implica que
i Dfﬁ}‘(l)lf © Hdvy,
n- fﬁg(l)dyfo
S £ (DL (L7771 (1))  © H)dwy,
n- fﬁ?(l)dl/fo )

DP,(f)o H =

A 1ltima expressao pode ser escrita como a soma

n deg(f £o(. n—i
fzz‘:l Zj:gl(f) e?Ui ). D‘Cf (1)|fj(.) © [(T

ilf © H)()]) deo
n- fﬁ?(l)dl/fo

RS LD X B L) (fi() - Doy ) © (T3 © HY(F()]) dvg,
n- fﬁ’}(l)dufo

Para analisar as expressoes anteriores nés consideraremos as duas somas abaixo

Bu(f)® H = %/Zz}l(

. (2.5)

deg(f)
ywwLDE?%UmOQKTm@HXNMWm
1

J
j=
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deg(f)

/ZU ' Z O L W(0)) - Doy, @ [Ty 0 )] ) v,

Para estabelecer nosso resultado nds iremos usar as seguintes afirmacoes:

Afirmagio 1: B,(f) ® H é uniformemente convergente sobre (f,¢) ¢ H € %
com ||H||, <1, para a série fzdeg(f e?fiC) th o170 © (T © Hi)(:)]dvy - [ hidvy,.

Afirmacio 2: C(f)- H é uniformemente convergente sobre (f, ¢) e H € F}, com

||H||, <1, para a expressao

deg(f)

/ Z !B by (f5()) - Doy oy © (T © H)(5())] d’/f'/hf,¢>d”f0'

Note que nosso resultado ird ser uma consequéncia direta das afirmacoes anteri-
ores. De fato, utilizando (2.5)) temos que
Bf )0 | Cufd)oH
/\ffﬁ?(l)dyfo Az IL: dl/fo

DP,(f)® (H) =

Ademais, utilizando que [ ﬁ’}(l)dufo converge para | h; 4dvs, € as uniformidades dos
limites dadas pelas Afirmagoes 1 e 2 nés obtemos que DP,( f) ® H é uniformemente

convergente sobre (f,¢) e H € I”J}, tal que ||H||, = 1, para a soma

deg(f)

f¢/ Z © Dhijy iy © (T © Hi)(-)] dvg

deg(f)

/ Z MO - ks (F50)) - Doy gy © (T © HY(F5())] duvg.

Logo

deg(fo)

DiAio 100 © H = Z / 20 ) Dhygy 0150500 © [(Tgo © H) ()] dvrgy g

deg fo)

N Z / 20sNhs o(foi(D) DBy @ [(Tiigo © H)(foi(-))]dvs.

Decorrendo entao o teorema. Assim, basta provarmos as afirmacoes. Primeiro provaremos

a Afirmacao 1. Observe que a seguinte convergéncia uniforme vale

deg(f)

_Z/ Z PO DL 1) © [Ty © H)()] dl/f‘/hf’(bdyfo
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deg(f)
o0 / Z 00 Dhmm O [(Ty; © H)(- W”fﬁ»'/hf,asd’/fo’
Ademais, também temos que

deg

B,(f.9) @H——Z/ Z BODL (1))@ (T 0 YO vy [ hydo

deg(f)

<[/ D HDE Wy, 0Ty MO A 0y

deg(f) X o
_/ 3 6¢(fj('))D£}E_Z(1)|fj(.)@[(Tﬂf@H)(')] de'/hdefO

j 1

Zkazldeg Pllells max {[[(Ty; © H)|IHILF (Dl

1<j<deg(f)

Zka, Ldeg(Alle?ll, max {||(Ty; © H)|l}k
1<j<deg(f)

que é uniformemente convergente para 0 com respeito a f e todo H € F} com ||H||, < 1.

Isto prova a Afirmacdo 1. Agora nds provaremos a Afirmacgao 2.

deg(f)

_Z/ Z Ui VL1 fg())D¢|f © (T, ; © H)(f;()ldv; ./hfdyfo

deg

P / Z WD (f5(0) D) © (T © H)(F()ldvy - / v,

uniformemente com respeito a f e H. Nés temos que

deg

®H——Z / Z ! BOVEL1) () Dy ) © (T © H)(F(-)dv; / hdvy,

deg(f

—Z /Z WO L) () Doz, © [(Typ © HY(())] d(£5wg,)

deg(f

/Ze B B WY, 0)D6y 0 (T3 © B iy - [ iy

deg

<= Zkaz 1] Z 0 L W0)) - Deyg iy © (T © H) s

S;ZCkaifldeg(f)-!!6¢Hs-H¢!!s+1 | max {75 0 HI3 - 1L W)
egf

=1 I e

ZC/’%Z vdeg(f) - [1e?lls - Nl - max . ATy © Hils) -k
= egf

Jj=1,...,
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onde C' é uma constante. Desde que a expressao anterior é uniformemente convergente a
0 com respeito a f e H e F}, tal que ||H||, < 1, isto prova a Afirmacdo 2 e finaliza a

prova do teorema. [ |

2.2.3 Diferenciabilidade de ji;4 com respeito a dinamica

Iremos supor que estamos nas mesmas hipéteses da secao anterior sobre diferen-
ciabilidade do raio espectral. Porém, adicionalmente iremos supor que o potencial fixado
¢ serd identicamente nulo e que > .o, a; < co. Além disso, teremos que Ay = deg(f) e
1 = hy para todo f € F".

Também suporemos adicionalmente que:

E;}go _
Af

e para todo ¢ € C"(M,R) temos que || hy [ dvsllsir < kagl|o]]r-

Denotaremos g — [ gdvy por Py f(g).

Teorema 2.31. A aplicagio F™ > f — uy € (C"(M,R))* é C! e para todo g € C"(M,R)

sua derwada atuando em H € I} € dada por

Deps(ghp © H = Z/Dfﬁf(ﬁ?o(f’o,fo(g)))®Hdl~tfo-
=0

Prova. Seja g € C"(M,IR) e fo € F" fixado. Definamos uma sequéncia de fungoes
F, : F" — R dada por F,(g, f) = fﬁ?(g) dpig,, note que F, (g, f) converge para [ gduy

e a convergencia ¢ uniforme em relagao a f. Ademais, se H € I'} entao
n—1 ~ ~ ~
DiFig.f)o =Y [ £ (DLSE) (0) @ H) du,
i=1
n—1 ~ ~ ~
=3 [ £ s ( [adus+ £ Rosta)) © 1) du
i=1

-2 / L7 DLy (L7 (Pos(9)) © H) dpg,.

Por outro lado, como Ly = s entao

n—1 n—1
> / DyLy(Ly (Pos(g) © Hdpy=> / D Li(Ly(Pos(g)) © H dpg
=1 1=0
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e
n—1 ~ . n—1
Zl/Dfﬁf(Cﬁf(Po,f(g))) © H dpug| < |DrL(Li(Pos(9))r © Hlx
i—=0 =0
n—1
<Y b max  {||T; ][ deg(/)IL(Pos(g)lh - [[H|L
; i=1,....deg(f) !
n—1
< b max T; ka; - =1,
_; Lo degf{H Ykai - lgll - [[H|x

-----

Ademais, nés obtemos que a estimativa anterlor é unlforme com respelto a f e para

llgll- = ||H||» = 1. Isto implica que o limite

Jim 3 [ DAL Bt o H

ird existir e é uniforme com respeito a f e para ||g||. = ||H||. = 1. Continuando, nds

estimamos

0,0, )0 H =3 [ DAEAE] (Posto) © Bl

_ [/glgfaf “Pugo)) © H) s~ [ DyEE (Pogla)) - H |

1=

IS [[ st nstam o g - [ Dy e s

< Zkal DL (L) (Pos(9))) © HI|s
=1
n—1 ~ .
<" Chaa|le?]ar - b-deg(f)  max  {[Tplld - 125 (o (@)l - [1H]]s
— i=1,....deg(f)
n—1
<> Chag||e?llor - b-deg(f)  max  {|[Tiglls} - kan-i - [1H]]; - llgll:
— i=1,....deg(f)

que converge a 0. Entao lim, 0 Dy Fo(g, [)OH =Y [ Dfﬁf(,/j?_"(Po7f(g))) O H dpy
uniformemente com respeito a dinamica f e a ||g||, = ||H]|- = 1. Assim nds temos que
a sequéncia F,(g, f) converge uniformemente para [ gdus e a sequéncia Dy F,, é também
uniformemente convergente para o o funcional linear e continuo definido acima. Nés temos

que
Drps(ghp © H = Z/Dfﬁf(ﬁifo(fjo,fo(g))) © Hdpy,.
=0

Isto finaliza a prova do teorema. [ |
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Decorre diretamente do teorema anterior que F" > f — g5 € F" ¢ diferencidvel

em fy entdo a aplicagdo F" > f — [ gyduy é diferencidvel em fo.

2.2.4 Diferenciabilidade de quantidades termodinamicas

Ao longo dessa secao iremos sempre supor que estamos no mesmo contexto da

secao anterior, sobre diferenciabilidade de p.

Expoentes de Lyapunov

Teremos que cada jiy é f—invariante e pela mesma prova da proposicao [I.10]
teremos que py é f—ergddica. Logo para cada f € F" podemos associar os expoentes
Lyapunov de p5. Sabe-se que [log||Df(x)||dus e [log||Df(x)~ | *duy sdo os expoentes
de Lyapunov extremais, além disso [log|det D f(x)|dus é a soma dos expoentes de Lya-
punov (para detalhes, veja por exemplo [BP01]). Como decorréncia da diferenciabilidade

de p1y como funcional teremos que:

Teorema 2.32. Se 7" 3 f — gy € C"(M,IR) € diferencidvel em fy entao a aplicagao
Fro f [gpduy € diferencidvel em fo. Em particular, se r > 3 temos que

Frsfe / log [|Df(@)||du; ¢ F'5 frs / log || D f ()| dyy

.7:""9fr—>/log|deth(x)|duf
sao C*.

Vale ressaltar que em geral o estudo da continuidade dos expoentes de Lyapunov

ja é um trabalho bastante relevante.

Estabilidade de leis estatisticas

Outra aplicacao dos nossos resultados é estabilidade forte das leis estatisticas.

Dados ¢, : M — R, a funcao C, 4 (f,n) == [@o fMbdus — [@dps [Ydus é
chamada de correlagao de ¢ e 1, essa quantidade mede a perda ou nao de "meméria” do
sistema quando n cresce. Decorre da prova da proposicao que Cy(f,n) converge a
0 quando n — +o00 com taxa a,, como a, ¢ somavel sabemos pela prova da proposicao
que vale o Teorema Central do Limite em C"(M,IR). Para provar que essas quanti-
dades estatisticas sao estaveis, nosso primeiro passo sera provar que funcao de correlacao
¢ diferencidavel com respeito a f e sua derivada converge a 0 na topologia C'. Mais

precisamente,
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Corolério 2.33. Dados p,1 € C"(M,R). A aplicagio F" > [+ Cpy(f,n) é CY, além
disso, DyC, (f,0,n) converge a 0 quando n — +0o e essa convergéncia pode ser tomada

uniforme numa vizinhanca de f, de ¢ e de 1.

Prova. Lembremos que podemos escrever

Costtin) = [ o[E30) = [ vang]dus.

Logo Cy 4 (f,n) é diferencidvel com respeito a f, além disso, dado fo € F" e H € '}

temos que
DyCou(fn)ifo © H = [Dypiggo © H /wdufo
+ [ (Dfﬁ;‘w)uo © H — [Dyugys, © HI(w) ) diy,
=3 [ 2285 (Rt~ [waun)))) | o Has
+) / QLY (D Ly (L) 5 © H)dpg,
- ;/@@(@0 (Po(@/)))>fO © Hdpy, - /wdufo-
Logo,
DfCpr(fa )|f0 O H= Z/Dfﬁf Ef (Po £n /wd,ufo @Hdufo

+ Z/@Z?O_i_l(Df‘CNf<£~j”ow)fo © H)dﬂfo

- / Dfﬁf<ﬁ~’}0 (Po(@b)))fo © Hdpyg, - /wdufo-
i=0
Counsideremos as séries

Ao H Z [ Dty (E(PuelZw) = [waua))) o Ha,

n—1
By (fo, H) = Z/‘Pz?oil(Dfﬁf<Zj‘o¢)fo © H)dpy,
=0

=S [ it (Bun), o s [ i

Nés iremos provar que ambas as expressoes A, (fo, H) and B, (fo, H) convergem unifor-

memente a 0 em {H € I} : [|H||]z < 1}. De fato, por um lado

oo H |<Zdeg o) _ymax 11Tl 15, (PaCol 5,00~ [ )

,,,,,
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=1,...,

<> 2degfo) _ max (Tl - [Hlbas (1 Bollessllollnnl 165, (0) — [ g

1=0

<> 2dea(fo) _ max - {I|Tplloc} - [Ellkas - [Pl lllleeakanlo]l
=0

goooy

que é uniformemente convergente a 0 em {H € I : [|H|[, < 1}. Por outro lado,

|B,.(fo, H)| é limitado superiormente por

n—1
S llelle 1855 (DyErEy)s, © H) = [ DyLo( £5,(Rulw)) | © Halgl
=0
n—1 _ _
< Z kan i1 ||90||oo ||Df£f(£}0P0(1/}>)fo © HHS

1=0

n—1

< kil deg(fo) _ max T, ll} - IHIL 125 R el
1=0

i=1,...,
n—1

<Y Cdeg(fo) _ max AT lla} - lelle - Ranisail il 1Hl
=0

=1l,...

onde C' é uma constante que s6 depende de s, logo B, (fo, H) é uniformemente convergente

a0em {H € C"(M,M) : ||H||. <1}. As estimativas anteriores também garantem que a

convergéncia a 0 de Cy(f,n) pode ser tomada uniforme numa vizinhanca de f, de ¢ e

de .

Notemos que na prova do resultado anterior foi fundamental que o autoespaco

do operador de transferéncia associado ao seu raio espectral fosse formado pelas fungoes

constantes. Desse modo, com a mesma prova nao é razoavel esperar que se obtenha um

resultado similar ao coroldrio anterior para potenciais nao constantes.

Teorema 2.34. Seja f € F". Se € C"(M,R) entdo:

0.

ou ) = wuo f—u+ [Ydus para algum u € L*(M,ps) (nds dizemos que ¢ é

cohomdloga a uma constante L*(M, uys4))

ou a convergéncia em distribuicao

n—-+00

n—1
1 R )
—= Y o fl —— N(m,0?)
Vi &
vale com média m =mys(¢) = [ duy e variancia o* dada por
7 =oiw) = [P dug+2Y [ 900 dus >
n=1

onde 15 = — [t dus € uma fungao com média 0 dependendo de f.
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Ademais, as fungoes F" x C"(M,R) 3 (f, 1) = myspy e F* x C"(M,R) > (f,¢) = 0}(¢))

sdo analiticas com respeito a 1 e C' com respeito a f.

Prova. Todos os resultados antes do ademais nada mais sao do que o Teorema Central do
Limite, que sera valido pela mesma prova da proposicao|l.10l Provemos entao o ademais.

A analiticidade das fungdes com respeito a 1 é imediata. O fato de (f, 1) — myy,
ser C! decorre do teorema m Por fim, provaremos que f — o7(¢)) é C'. Notemos

inicialmente que a variancia é dada por

/@0 deJrQZ 5(f,0,n)

e 7,2 ¢ C' com respeito a f. Entao, para provar que a expressao anterior é C'!, utilizando
a regra da cadeia, é suficiente provar que a aplicagdo f — Y -, Cpo(f,0,n) ¢ O, assu-
mindo que 1; estd fixada e independe de f. Fixemos fy € F" e consideremos a sequéncia

de funcoes
k
= Cpalfin),
n=1

que é C'! e uniformemente convergente para F'(f) = > 7, Cy.5(f,0,n) em uma vizinhanga
de fy. Nos provaremos que as derivadas de Fj, sao uniformemente convergentes. De fato,
DiF(f) o H = SF D;Cy 5(f,n) |f ©H e entdo, utilizando a mesma notacio do

corolario [2.33]

D¢Fu(f); © H = Z[ (f, H) + B,(f, H)

Notemos que S*_, |A,(f, H) + B,(f, H)| é limitado superiormente por

7 )

k )
Z[Z deg(fo) _ max (fo){||Tz,foHoo}—HHHlkaz-I\Po\|s+1|\¢!|s+1kanllwl|r
=0

Z deg(fo) _ max  {I[T g/l - 9o - F2aniaail B[] H]L]
-0 1., eg(fo)
que é somdvel. Entao estd bem definido o limite Y~ A,(f,H) + B,(f,H) e a con-
vergéncia é uniforme numa vizinhanga de fj e para ||H||, = 1. Isso prova que D¢ Fj(f )‘ o,

H ¢é uniformemente convergente e assim F' é C*. Isto finaliza a prova do teorema. |

Utilizando a continuidade da varidncia o%(t) com respeito a dindmica f e o
observavel 1, e a primeira parte do teorema, nés obtemos consequéncias para a equagao

cohomoldgica.

Coroldrio 2.35. Se ¢y € C"(M,R) nao é cohomdloga a uma constante L*(M, jiy4)

para f € F", entdo a mesma propriedade vale para todos f suficientemente proximos
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de f. Como consequéncia, 0s conjuntos {f € F" : 4 € cohomdloga a [ duf} e {17; €
C"(M,R) : ¢ é cohomdloga a [ dus} sio fechados.

Prova. Se ¢ nao é cohoméloga a uma constante em L?(M, 1), entao pelo Teorema m

temos o7 (¢) > 0, usando a continuidade obtemos U C F" x C"(M,IR) aberto tal que,

para todo (f,1) € U temos que a}%(gg) > 0. Logo, pelo Teorema [2.34] 1) nio ¢ cohoméloga

a uma constante em L*(M, yf) [

2.3 Aplicacoes expansoras

Nessa secao iremos aplicar os resultados obtidos anteriormente no caso especifico
de dindmicas expansoras, para detalhes sobre dinamicas expansoras ver [PU10] e [Rue89].
Comecaremos estudando dinamicas que expandem distancias e depois estudaremos o caso

em que o dominio é um conexo.

2.3.1 Dinamicas expansoras topolégicas

Seja M espaco métrico compacto dotado da distancia d, f : M — M é dita
expansora se existe C,0 > 0 e o € (0,1) tal que d(f™(z), f*(y)) > Co "d(z,y) para
todo y € B(x,n,g) en > 1, onde B(:U,n,g) é o conjunto de pontos y € M tais que
d(f(x), fi(y)) < é paratodo 0 < j < n—1 ((n,d)-bola dindmica). Nesse caso dizemos que
M é um repulsor topoldgico para f. Iremos assumir também que f é uma aplicacao aberta
e é topologicamente mixing (devido ao teorema de decomposigao espectral para dinamicas
expansoras nao ha perda de generalidade em supor ser topologicamente mixing). Sabemos
que, nesse contexto, dado um potencial ¢ : M — IR Holder continuo existe um tnico
estado de equilibrio jis4 com relagao a f e ¢. Além disso, pry = hyeVsg, onde L yhy g =
Arohre s LioVre = AroVie €10gArs = Pop(f, 0).

Dado a € (0, 1] e um § > 0 definimos a norma Holder local de ¢ € C*(M, R) por
|P]as = SUPg<d(zy)<s %_yﬁy)'. Podemos dotar o espaco C*(M, IR) das fungdes a—Holder
continuas com a norma || -||a.s := || *|loc + |+ las- O espaco C*(M,R) dotado com a norma
|| - ||a,s POSSul a mesma topologia do que se o dotdssemos com a norma canonica.

Assim, fixemos § > 0 suficientemente pequeno tal que os ramos inversos da
dindmica expansora f estdo bem definidos para toda bola de raio § (tal § sempre existe
no nosso contexto). Sabe-se que existe k > 0 e 7 € (0,1) tal que, para todo g € C,

temos:

L% g
15522 = [ gdvg yallas < k" lgllos.
Af@
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A principio 7 e k dependem de ¢. Porém, fixado um potencial ¢, existe uma vizinhanca
de ¢ em C*° tal que para qualquer potencial nessa vizinhanca podemos tomar k e 7
uniformes.

Desse modo, fixando uma dinamica f : M — M expansora, aberta e topologica-

mente mixing, teremos os seguintes resultados:

Proposigao 2.36. As sequintes aplica¢oes variam analiticamente:

i. CY(M,R) 2> ¢+ Prop(f,d);

i. C*(M,R) 3 ¢ — %12 ¢ O,

dyf’(i’

iii. C(M,R) > ¢ = vy 4 € (C¥);
iv. C*(M,R) 3 ¢ — pusy € (C*)*

Prova. Basta aplicarmos a Proposigao [2.3| [ |

Vale ressaltar que o resultado anterior ja era conhecido da literatura (veja por
exemplo [PP90]).

Antes do préximo resultado lembremos dos Teoremas de Livschitz que nos garan-
tem regularidade da solugao de uma equacao cohomoldgica quando temos uma dinamica

hiperbdlica:

Teorema 2.37 (Livschitz). Seja M um espago métrico compacto e f : M — M ez-
pansora, aberta e topologicamente mizring. Se ¢ : M — IR € um observdvel continuo
tal que S,(x) = 0 para todo ponto periddico x de periodo n entdo existe uma fung¢ao
u € CYM,R) tal que v = uwo f —u. Suponhamos adicionalmente que M é uma varie-

dade riemanniana e que f € C™(M, M) entao existe u € C"(M,R) tal que 1) = uo f —u.

Prova. Veja por exemplo [KB95].

Proposicao 2.38. Seja ¢ € C(M,IR). Se ¢ € C*(M,R) entao:

i. out) =uof—u+ [Yduss para algum uw € C*(M,IR) (nds dizemos que 1 ¢é

cohomdloga a uma constante em C*(M,R))
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1. ou a convergencia em distribuicao

n—1
%Zwofj —2 s N(m,o?)
j=0

n—-+o00

vale com média m = my4(¢) = [ duyse e variancia o* dada por
0% =07 4(1) = /152 dpge + 22/15(15 o f") dpyse >0,
n=1

onde 1) =1 — [ dusy € uma fungio com média 0 dependendo de ¢.

Ademais, as funcoes C*(M,R) x C*(M,R) 3 (¢,¢) — my () e C*(M,IR) x
C*(M,R) > (¢,¢) > 0}(0) sdo analiticas com respeito a (¢,))

Prova. A prova seria uma aplicacao direta do Teorema [2.14] se no item i. a solucao da
equagao cohomologica estivesse em L?(uy,). Para resolver esse empecilho, observemos
inicialmente que, por causa da hipétese da dinamica ser topologicamente mixing, teremos
que o suporte de pf4 € igual a M. Provemos inicialmente que se ¢ ¢ cohomdlogo a uma

constante em L?(py4), entao ¢ é cohomdlogo a uma constante. Notemos que

top(0) = limy, s yoo + ([ (Snt0)?dpigs — (f Sntbdpis.g)?)
= limy, o0 2 [ (Sut)h)2disg
= [ PPdpge +2lm, o [ Y70 <1 - %)12 o fidduy
= JPdpgg +2352 ) [P0 fiddpus
= U%¢(¢)-

Pela dicotomia que ja sabemos do Teorema Central do Limite, teremos que &% ; ,(0) =0
e assim &y 4, nao € estritamente convexa. Porém, como podemos aplicar a proposicao
em nosso contexto, e os estados de equilibrio tem suporte total, teremos que ) é
cohomologo a uma constante.

Como jd sabemos que 1) é cohomélogo a uma constante, entao S, (x) = n [ Yduy 4
para todo ponto periddico x de periodo n. Assim, basta usarmos o Teorema de Livschitz
e concluir que ¢ = uo f —u+ [ dus, para alguma fungao u : M — IR se, e somente
se, podemos tomar uma solucao da equagao cohomoélogica que seja a—Holder continua.

E assim finalizamos a prova do corolario. |

Na prova do corolario anterior, vimos que 1 é cohomoélogo a uma constante em
L*(uysy) se, e somente se, ¢ é cohomélogo a uma constante em C®, logo aplicando o
Corolério 2,35 temos
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Proposicao 2.39. O conjunto
{) € C*(M,R) : ¢ ¢ cohomdloga a uma constante em C*(M,IR)}

¢ fechado.

Pela observagao [2.18] sabemos que no caso expansor podemos obter o principio
de grandes desvios global. Além disso, pela observacao [2.23|e o comentario anterior sobre
a solucao da equacao cohomoldgica, podemos melhorar o resultado de estabilidade da

transformada de Legendre com respeito ao potencial. Mais precisamente,

Proposicao 2.40. Seja V' um espaco métrico compacto e ((gbv, wv)) uma familia inje-
tiva e parametrizada (continua) de aplica¢oes em C*(M,IR) x C*(M, IR). Se o observdvel
Yy, nao é cohomdlogo a uma constante, para algum v, € V' entao existe uma vizinhanga

aberta U de v, tal que para todo v € U e [a,b] C IR

n—1
lim su 10 reM: N J — inf Iy 4, 0.
msup gﬂfmv( Z@/) o fi(x ) Jnf ooy (s)
e
1 1 n—1
hmmf—logufv b <x eM: Z?/Jv fl(x > - mf Ifu,%wv( ).
] =0

Além disso, a transformada de Legendre (s,v) — Iy, 4, 4.(8) € continua sobre J x U, na

topologia C°, para todo compacto J C IR.

2.3.2 Repulsores conexos

Nessa se¢ao iremos continuar o estudo das transformagoes expansoras focando no
caso em que o repulsor é um conexo e também o caso em que a dinamica é pelo menos C*.
Desenvolveremos a teoria de cones, do mesmo modo que na segao [1}, para o caso em que a
dinamica é expansora sobre um repulsor conexo. Para isso utilizaremos cones inspirados
no caso S.R.B. porém que serviram para potencias quaisquer (para o caso S.R.B. veja
[Vi97] ou [Bal00]).

[remos supor que M é uma variedade de dimensao finita compacta conexa, dotada
da métrica riemanniana d. Dado um inteiro r > 0 e o € [0, 1) com r+« > 0, denotaremos

por D"t o espaco de aplicacoes continuas f : M — M tais que:

(a) Existe 6 > 0 e o € (0,1) tal que d(fz, fy) > o 'd(x,y), para todo z,y € M e
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(b) feCrte.

Observacao 2.41. Quando r = 0, iremos supor que M €é somente um espaco métrico
compacto conexo e f serd Lipschitz. Dotaremos entao o espago D com a topologia

induzida pela constante de Lipschitz.

Em [Rue89] é provado que, dado f € D™ e ¢ € C*(M,IR), existe um tnico

estado de equilibrio jis, com relagao a f e ¢. Além disso, ptry = hyeVsg, onde Lgyhy g =

ePor(F: O p L5 gVre = ePorF: @)y, e Npy 1= ePor(f:®) ¢ o raio espectral do operador
Ly 4 agindo sobre C? ou C" .

Para cada aplicacao expansora f € D' existe § > 0 tal que: se d(x,y) < ¢
entdao para cada x; € f~!(z) existe um tnico y; € f~(y) com z;,y; € U,, vizinhanca
aberta de algum 2 € M, e f ¢ injetiva em U,. Denotaremos por fi,..., faeg(s) 0S ramos
inversos locais de f. Notemos que, como f é Lipschitz, entao existe uma vizinhanca de f
na topologia dada pela distancia Lipschitz tal que podemos encontrar um 6 > 0 em que
vale a propriedade anterior para todas as dinamicas nessa vizinhanca.

A partir desse momento, desenvolveremos a teoria de cones para as nossas dinamicas
expansoras. Inicialmente, provemos que Ly, tem um gap espectral em C* e C". A es-
tratégia da prova é a mesma ja utilizada, ou seja, encontrar um cone invariante cuja
imagem tem diametro finito. Passemos entao a definicao dos cones.

Dado um ¢ > 0, definimos a norma Holder local de ¢ € C*(M,R) por |¢|as :=
SUD )< d(z,) <5 %. Como M é compacto e conexo a norma Holder global pode ser
estimada a partir na norma Holder local, a saber, existe um m > 1 que s6 depende de §
tal que | - o < ] Jos.

Para a € (0,1), Kk > 0 e 6 > 0 definamos

g,é = {90 € Ca(M> IR) > Oe |10g90’a,5 S /’f}'

Parar > 1 e k > 0 definamos
H D% l‘
()

onde ¢, = 1, desprezando o caso quando r = s temos que ¢, s s6 depende de s. ¢, ; sao

A, ={peC'(M,IR): p>0e sup

zeM

V1 <s<r},

T‘S’

constantes suficientemente pequenas para que ocorra a invariancia dos cones; notemos

que omitimos a dependéncia de ¢, s na notacao dada aos cones. Quando r =1 temos

A}c:{SOECl(M,IR):g0>O e supHDgO H< }

zeM

Temos que A% e A” sdo cones convexos, além disso A2 N (—A2) = {0} e AT N

(—Ay) = {0}
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Provemos agora a propriedade de invariancia dos cones.
O préximo lema é extremamente 1til na prova da invariancia do cone quando

r > 1.

Lema 2.42. Suponha que para todo k > k1 e max{i,1} < r temos Ls(AL) C Ai Se

D Ly, w(w
Lyep(e

ara ko > 0 e para todo ¢ € N, com Kk > Ko, temos sup < K, entao
p p ¥ K7 zeM

L4(A}) C AL para todo k > k.

Prova. Seja Iio = max{@, fiy c(r r— 1)}, Tomemos ¢ € AT, para k > kg, em parti-

;s parai=1,...r—1. Como ¢, s6 depende de s (retirando

a diagonal) temos que Y € AZ oo baradt =1...r—1 Usando a hipétese, temos que

Lo € A/\ ~—i, em particular supxeM’ % ’ < 5\%@:;1', parat=1,...r — 1. Como
SUD,e s H% < K, para £ > ko, temos Ly 4 € AL . |

Proposicao 2.43. (i) Dado f € D* e ¢ € C* existem kg > 0,00 > 0 e p € (0,1) tais que

LAy s CAS, s, para todo k > kg e 0 < < do.
(i1) Dado f € D" e ¢ € C" existem ko > 0,¢,5 > 0 e p € (0,1) tais que

Ef,(j,AT Cc AT

oy para todo K > K.

Prova. (1)] Seja 6 > 0 tal que os ramos inversos inversos locais estao definidos em bolas
de raio 5. Seja p € A7 ; entdao Ly, > 0, além disso, dados x,y € M com 0 < d(z,y) < &

temos:

Lyop(z)
Liop(y)

S8 i) o fx)
S edltin) o fiy)

< log ¢l¥laso Al w) +o ™ rd(z.y)®

= (|¢laso™" + o7 k) d(2,y)",

log Ly 4p(x) —log Ly sp(y) = log

= log

logo |¢|°‘5 teremos que |log L1 4¢]as <

1—
2

"k, para todo Kk > K. Assim provamos o item ( ) da proposicao.

(ii)] Seja ¢ € Al entdao Ly > 0, além disso, dado z € M e H € T, M com
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||H|| =1 temos que:
DLyop(x) - H| _ YA [0 o(f52) Dé(fy) - Dij(x) - H + e?5m D(fy) - Dfy(x) - H]
Lyop(x) i) estinp( fix)

S0 [e?Uin o fi2) Do ( fi) - Dfj(w) - H + e?Ui*) Dp(fyz) - D fy(x) - H]
Z;ligl(f) i) p( fix)

<

< ||D¢| |ch1 + o0 1k,

logo sup ¢, ||D£f 00(@) || < ||Dg|loc™" 4+ o~ k. Tomando kg 2” ¢”° teremos que
DL;yp(x) —o !
sup | [
xeM SO( )

para todo K > Kq. Assim provamos o item (i) para o caso r = 1.
Consideremos agora o caso 7 = 2. Tomemos x > 0 e ¢ € A%2. Usando a regra da

cadeia, temos que D?*(L,)(x) é uma soma dos seguintes sete termos:

D2¢(x;)[D fi(x)]e?p(x;)
De(x;) D? fj(x)e? ) p(x;)
De(;)D f;(x)e? ™) D (x;) D fi(x)
De(;)D f;(x)e? ™) D (x;) D f;(w)
@(%’)DM%)DE(ﬂﬁ)e‘i’(’”)D(ﬁ(flf])Df]( )

Logo, paraxz € M e H € T, M, com ||H|| = 1, temos:

|D*Lygp(x) - Hi
Lyop(x)

< lgll20™" + [I¢ll2 - sup D@ llz - 07! + 23150 ]|+
1611207 + Ko™ + e85 sup IDf@) - fllz- 07! =

||¢|!20’1(1+83A13 1Df (@] I flet0]]2) +0™ ko™ ey 11 ( sup 1D f @) I fll2+211¢ll2),

logo

r
S“PH—W | <118l N1+ sup (DS 11l + l19l1) + 07wt

zeM

oty ki sup IDF @] 1112+ 2l19ll2).

116112 (1-+supye ar D (@) V111 1l2+][9]]2) oo .1
— 2,1 ‘=
o1 3(supyenr DF@)1H1f112-+2/16]12)

Tomando kg :=

teremos que

HD2£‘)¢‘7¢(’0($) H <2+ ot

sup (2) 5

reM

K,
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para todo k > Ko. Assim usando o caso r = 1 e o lema anterior, provamos o item (i) para
0 caso r = 2.
O caso geral é uma computagao andloga das derivadas de ordem superior de L4

através da regra da cadeia e o uso do lema anterior. [ |

O proximo corolario nos diz que o cone invariante depende continuamente da

dinamica e do potencial, isso sera fundamental na uniformidade do gap espectral.

Corolario 2.44. (i) Dado f € D* Lipschitz e ¢ € C*(M,IR), existem vizinhancas F de
f, na topologia dada pela distancia Lipschitz, e VW de ¢, além de constantes k > 0,6 > 0

e pe(0,1) tais que: se (f,d) € F x W entio £f’¢;A}i’5 C A5

(i1) Dado f € D" e ¢ € C"(M,IR) existem vizinhancas F" de f e W' de ¢, além
de constantes k> 0,¢,s > 0 e p € (0,1) tal que: se (f,¢) € F* x W' entio L3\ C A,
e ﬁf,éA?ﬁ C A;‘H’é.

Prova. Decorre diretamente das estimativas feitas na proposi¢ao anterior. |

A préxima proposicao, entre outras coisas, nos mostrard que a imagem dos cones

estudados pelo operador de Perron tem diametro finito.

Proposicao 2.45. (i) Dado 0 < p < 1, o cone A}, 5 tem didmetro finito em relagdo a

métrica projetiva induzida em A ;.

(i) Dado 0 < p < 1, o cone A} tem diagmetro finito em relagio a métrica

projetiva induzida em A

Prova. (i) Veja [Vi97], proposicao 2.5.

(ii) Basta provarmos que 6,(¢,1) é uniformemente limitado para toda ¢ € A],

com 22 — 1. Seja entio ¢ € A/, com 2L =1,
Afirmagdo 1: Be(p,1) < :

inf (1—pmin{cy s°})

1
inf ¢(1—pmin{cy5°})
p <1temostyp—1>0,edador e M,H € T,M, com ||H|| =1
D (toy —V)(x) - H| _ to|D°p(a) - H] _  to

top(x) — 1 top(x) =1 top(x) —1

De fato; provaremos que para ty := ocorrera que top — 1 € A, Como

prc, ° < K.
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1
sup ¢(1+pmax{cr;°})

Afirmagdo 2: au(p,1) >

1

De fato; provaremos que para t; := S pr

ocorrera que 1 —t;0 € Al.. Temos

que

D0 0)o) B D) H b
1 —t1p(x) 1 —ti1p(x) 1 —t1p(x)

Decorre das Afirmacgoes 1 e 2 que

sup p(1 + pmax{cg°})
inf (1 — pmin{c;;*})
supyp. log 1+ pmax{c°}
inf 51- pmin{c; 5}
1 + pmaxic, °

< 22 pma{er)

reX (70( ) - pmln{cr,s }
1+ pmax{c{j;s}
1 — pmin{c s}

0(p,1) <log

= log

H}d( y) + log

< prdiam(M) + log

Provemos agora a propriedade do gap espectral em C* e C". Antes da prova,
lembremos que decorre da forma geométrica do teorema de Hahn-Banach que existe uma
probabilidade vy, tal que L} jvp s = AroVsg, onde Agg € 0 raio espectral de Ly, agindo
sobre C°. Fixemos entao vy como uma probabilidade com essa probabilidade. Veremos

mais adiante que vy 4 € Unica. Denotaremos por L 1.6

Teorema 2.46. (i) Dado f € D% e ¢ € C%, existe um 0 < Ay < Apg tal que Ly 4ice
admite uma decomposicao de seu espectro dada por: spec(Lygico) = {Apg} U o, onde

Yo C B(0,X) e Ary € autovalor com autoespago unidimensional.

(ii) Dado f € D" e ¢ € C" existe um 0 < X\g < Afy tal que Lyer admite uma
decomposi¢ao de seu espectro dada por: spec(Lygcr) = {A} U Xg, onde g C B(0, o) e

Af.¢ € autovalor com autoespaco unidimensional.

Prova. (i)] Tomemos rg,d e p como na proposigao [2.43, Seja ¢, € A7 s e 0, a métrica
projetiva associada ao cone das fungoes positivas. Pelo teorema [A 5] sobre contragao na

métrica projetiva, temos para n, k > 1:

O, (L35 (0), L7 4(¥)) < Oros (LFE (), L2(1)) < AT, (2.6)
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onde A ¢é o 0, s—diametro do cone A7 s e 7 = 1 — e=® € (0,1). Notemos que

(¢n = Ef,¢(90>)n>1 é Cauchy em relagdo a O, ja sabemos que ©, é completa (veja

exemplo |A.3)), logo existe h, € C. tal que EN’}¢( ) o hy e [ hydves, = [ @dvss. Como

Ik £f¢> Ydvss = [ pdvys podemos aphcar a proposicao na norma do sup e na semi-
norma da integral e assim L'f7¢(g0) Gl h,, desse modo ‘Cf’qghﬁw = Afghey.

Afirmagao 1: Se ¢ € Ay 5 entdo

< Ko dmm(M

len+k — @nlla < AL+ mroe™ ||l oo™

De fato; aplicando a proposicao na norma do sup e em vy 4, além da estimativa ([2.6]),

temos

(€6+(@0n+k#’") — 1) “1]en]|oo

||<Pn+k - QanO <
S @+(§0n+k7§0n)6AngnHOO

< AT 1A gl oo (2.7)

Notemos também que como [ @,dvis = [ @nikdvss € @n, Pnir sdo fungdes continuas

estritamente positivas entao

Bro (‘Pn+k7 (Pn) > 12> ay, (@nJrka Son);

utilizando a estimativa (2.6)

e < O‘Hoﬁ(@n#@y Son) <1< 6/@0,5(¢n+k7 ©n) < AT (2'8)

A n—1

Logo, utilizando que By, s(@niks on) < €27, temos que para 0 < d(z,y) < ¢

Tnfl

Prnk() = 0n(1) = Luin(y) + 0n(y) <€A Puin(z) — on(@) + (1= € pnin()

— Ontk(y) + on(y)

< e"d(x, y)a( ATnilsOan(y) —uly))

+ (1= ) on (@) = Pnikly) + en(y)

< emd(z,y) (e pnir(y) — a(y))

+ (1= A ) Pnia(y)em @D — o (y) + aly)
< e (o 1 (y) = en(y) — Purr(y) + eny)
< (e — 1) (nrr(y) — en(y))
< kod(z,y) """ | |Pnik — @nlloo
< kod(z, )" AT e o[ oo
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utilizando que e 27" < Qo6 (Pntks Pn) € repetindo o mesmo tipo de estimativa teremos
que
Pk (Y) = Paly) = Pusn(@) + ou(@) < rod(z, )%™ AT e [0nik oo,

logo

"R max{||@nlloos || @ik} =

n—leA

|S0n+k - S0n|a,6 S KOGKOJ()‘AT

|Ontk — Pnla < mK'OGKO(SaAT maX{HSDnHoov ||90n+k|’00}'

Como [ @umdves = [dvis e ¢ é continua, existe z € M tal que ¢, (z) = [ @dvy .
Desse modo, dado y € M temos

| 1og o (2) —log om(y)| < m|log pmlasd(z,y)” < mrodiam(M)* =

Assim,

< emmodiam(M)aAeA[

ntk — @nlla < HO(S&]

1 + mrpe ||g0||oo7'"_1

«

Decorre da Afirmagao 1 que ¢, converge para h, na norma C e h, € A7 ;.

Afirmagao 2: ker(Ly — Apl) NC*(M,IR) tem dimensdo 1.

De fato; seja hyg4 = liIJlrl £~7}¢(1) e u € ker(Lygiee — Apgl) N AL 5, por 1D existe
n—-+o0o ’

K0,07
ty > 0 tal que tyu = h; desse modo, pela Afirmagdo 1, para toda ¢ € A7 s temos

Cn () S [ edvsg - hyg Dado v € ker(Lygce — Apol), podemos escrever v = v}, — vy,

67
K0767

onde v := 1(Jv|£v)+ B. Tomando B > 0 de modo adequado temos que v € A2 ;. logo
v = lim ﬁ?’qﬁ(vg) —lim E?,d)(vg) = [wdvyy - hye. Vemos entdo que ker(Lygeo — Apol) =

{thf@ 1t e ]R,}

Seja Ey = ker(ﬁf@wa — /\f,¢I) e by = {QO c Ca(M, R) : ngdVﬁq{) = O}, seja hfﬁi’
definido na afirmagao anterior, entao [ hysdvs, =1e Ey = {t-hsy : t € R}. Observemos
que Ey, By sdo subespacos Ly 4co —invariantes e C*(X,IR) = E, @ K.

Afirmagio 3: spec(Lygm,) C B(0, A1), onde 0 < A < 1.

[0

De fato; dotemos Ey da norma C* e tomemos ¢ € Ey com ||¢|[o = 1. Logo, ¢, € A ;.
HO )

~ r 1
Pelas discussoes anteriores sabemos que £?7¢(<pj61) < /(§|90| + kg )dvsg - hyg; assim:

~n ~n An _ An 1 _
L% 5(@)]]a = ||£f,¢(%0:61) - f,¢(§0ﬁgl)||a < ||‘Cf,¢>(<)0:al) - /(§|80| + kg Ndvpg - hygllat
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PR | 1 i o o
1£56(Glel+ro )= / (Glel+a Vv phplla < 0BT AA L bmige™™ 12(14n5 )7,

Logo E}L #|Fo é uma contracao na norma C® para n suficientemente grande e assim
spec(L s g1m,) C B(0, A1), onde 0 < A\ < 1.

Decorre entao das afirmagoes o gap espetral.

(ii)] A prova segue a mesma estratégia do item (i). Tomemos kg, ¢, s € p como na
proposicao [2.43] Seja ,¢ € A} e 0, a métrica projetiva associada ao cone das fungoes
positivas. Pelo teorema[A.5] para n,k > 1 temos:

O, (L75(90), L7 4(1) < O (L5 (), L)) < AT (2.9)
onde A é 0 ,,—didmetro do cone A} e 7 :=1—e* € (0,1). Notemos que (¢, :=
~?7¢(90))n>1 ¢ Cauchy em relacao a © 4, ja sabemos que © ¢ completa, logo existe h, € C

~ 0 ~
tal que L7} ,(p) — hy e [hydvrg = [dvsg. Como L} y(p)dvg = [ dvsy po-
demos aplicar a proposicao na norma do sup e na semi-norma da integral e assim

~}"¢(g0) Ci hy, desse modo Lgghs, = Afehg.

Afirmagio 1: Se p € AL entdo ||pnir—@n|lr < AT (ko(e®+2)+€e2) (ko diam(M )+
Dllello-

De fato; aplicando a proposicao na norma do sup e em vy 4, além da estimativa (3.8)

temos

+
||90n+k - Sanoo S (66 (<Pn+ka%0n) - 1) ’ ||§0n||oo
< 0% (@ni, ¢n)e[lnlloo
< AT |- (2.10)

Notemos também que como [ @ndvsy = [ nikdlig € on, @i sa0 fungoes continuas

estritamente positivas entao

Bro(Pniks Pn) = 1 2 g (Oniks n),
logo

< At o Bro(Pnik on) - arns

@KO(Qanrka(Pn) (6] (gp 4k, P ) € = |1 - O‘ﬁo(ganrkagpn)‘ S ATnil.
Ko n y Fn

Sendo assim,

1D (nk = @n)lloo < 11D (ntk = g (Pt Pn) - n)lloo + o (Pnaks 0n) = L[ Do <
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C:,;s"ioH(rpn-i-k - O‘ﬁo(gpn-l-k?@n) ’ SOHHOO + |a'€o(30n+k’a Son) - 1’ ’ HDSQDnHOO <

r—Ss

120 (1ot = @l oo 11— g (Bnss @) - |2l lo ) + €55 Kol g (s 00) =11 [l ow <
ko[ Ilonte = @alloe + Ilonll2A7"7] <
k0 [T pu o + llnl 2877 <

cﬁ;sﬁgAT”’lH@nHm(eA +2). (2.11)

Como ¢ converge uniformemente, utilizando as estimativas (2.10) e (2.11)) teremos que

v, ¢ uma sequéncia de Cauchy em C7, além disso, fazendo entao k — +oo temos que
17 = @allr < AT" (Ko(e® +2) +€2)][nllo. (2.12)

Como [ ¢,dvis = [@dvss e ¢, é continua, existe © € M tal que p,(x) = [ @dvy,.
Desse modo, dado y € M temos

on () = en(y)] < [|Del|odiam(M) = |o(y)| < [l]|oo (Kodiam (M) + 1),
decorre entao da estimativa (2.12)) que

1he = @ullr < AT (ko(e® + 2) + €2) (rodiam(M) + 1)[[¢]]oo-

Decorre da Afirmagdo 1 que ¢, converge para hy, na norma C” e h, € A}, .
Afirmacao 2: ker(Ly — Apl) NC"(M,IR) tem dimensdo 1.

De fato; seja hyy = nLHEOO E}Ld)(l) e u € ker(Lrger — Apgl) N AL, por 1’ existe
tp > 0 tal que tju = h; desse modo, pela Afirmagdo I, para toda ¢ € Aj  temos
~?4)(90) <, Jedvig - hyy. Dado v € ker(Lyger — Apol), existe um nimero B > 0 tal
que v+ B é um elemento de AJ, ; logo v = lim E}L@(U + B) —lim ﬁ’}d)(B) = [wdvyg - hyg,

vemos entdo que ker(Lygier — Apol) = {thse : t € R}
Seja By :==ker(Lyger — Apol) € By :={p € C"(M,IR) : [ pdvss = 0}; seja hyy
definido na afirmacao anterior, entao [ hysdves, =1e Ey = {t-hy 4 : t € R}. Observemos

que Ey, By sao subespacos Ly 4cr —invariantes e C"(M,IR) = E; ® Ej.

Afirmacao 3: spec(ﬁmmo) C B(0, A1), onde 0 < A\ < 1.
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De fato; dotemos Ey da norma C” e tomemos ¢ € Ey com ||¢||, = 1. Logo p+1+1 € AL, .

~ 1. cr 1
Pelas discussoes anteriores, sabemos que L ,(¢ + 1+ E) < /(90 +1+ E)dyf’d) chypg =

1
(1+ E) - hfs; assim:
n n 1 n 1 n 1 1
I[L% (D)l = [|LF 4(p + 1+ E) = L5, (1+ E)Hr <L+ 1+ E) —(1+ E) Dol
1

. 1 1 .
1% ,(1 + E) —(1+ E) hpglle < AT (Ko(e® + 2) + e2) (kodiam(M) + 1)2(1 + E)'

Logo EN’} 61Eo ¢ uma contragao na norma C" para n suficientemente grande e assim
spec(Lssm,) C B(0, M), onde 0 < A\ < 1.

Decorre entao das afirmacoes o gap espetral. [ |

Corolério 2.47. (i) Dado f € D* e ¢ € C* existe um tinico v € ker(L} 0o — Apol) tal
que v(1) = 1.

(it) Dado f € D" e ¢ € C" existe um tnico v € ker(L} 0 — Apol) tal que
v(l)=1.

Prova. (i)] Seja v € ker(L} ;0o — Apol) tal que v(1) = 1. Dado ¢ € C® sabemos do

teorema anterior que [7}7&0 = [ @dvig - hygs, logo

v(p) = limv(Lf 40) = v( / pdvyg - hpg) = / pdvygv(hyg) = / pdvyglimu (L] ,1) =

/g@dyf@,

e assim provamos a unicidade.
(ii)] A prova é rigorosamente a mesma que a anterior. |

O préximo coroléario nos diz que temos uniformidade no gap espectral.

Corolario 2.48. (i) Dado f € D Lipschitz e ¢ € C*(M,IR) ezistem vizinhancas F de
f, na topologia dada pelo Lip, e W de ¢, além de constantes k > 0 e 7 € (0,1) tal que:
se (f,0) € FxW entio dado ¢ € C*(M,IR) temos ||£~f7q;—f<pdyf’q;-hfﬂ;\|a < km"|¢]a-

(i1) Dado f € D" e ¢p € C"(M,IR) existem vizinhancas F" de f e W™ de ¢, além
de constantes k > 0 e T € (0,1) tal que: se (f,¢) € F* x W' entio dado o € C"(M,TR)

temos

155 [ vyl <57l
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Prova. Decorre diretamente das estimativas feitas na Afirmacao 8 dos itens (i) e (ii) do

teorema anterior, bem como corolario [2.44} n
Usaremos o coroldrio anterior para aplicar os resultados das secoes sobre estabi-

lidade e Linear response.

Proposigao 2.49. i) A aplicagio D* x C*(M,R) > (f, ¢) —> Piop(f, @) € continua;

ii) A aplicagio D* x C*(M,IR) > (f,¢) — % ¢ continua, se dotarmos a

imagem da norma do sup;

iii) A aplicagio D* x C*(M,IR) > (f,¢) — vy € continua, se dotarmos a

imagem da topologia fraca®;
w) A aplicagao D* x C*(M,IR) > (f,¢) — pses € continua, se dotarmos a
mmagem da topologia fraca”.

Prova. A proposicao é uma aplicacao direta do teorema [I.12] para isso basta provarmos
mndlam(M)

«
. Decorre

o item iii) do teorema|1.12} Como hy 4 € A7 5 teremos que ||h|[p < e

entdo do coroldrio 2.48 que ||L} |l < k7" + emediamON® o asgim podemos aplicar o
teorema |

Como aplicagao direta da proposicao anterior temos,
Corolario 2.50. As sequintes aplicagoes sao continuas:
(i) D' x R > (f,t) = Piop(f,tlog|det Df]);
(ii)) D xR 3 (f,t) = Pop(f, tlog [[Df=]);

(iii) D* x C*(M,IR) 3 (f,¢) = hy, ,(f) = Pop(f,0) — [ ddpss.

Utilizando o Corolario podemos obter mais um resultado de estabilidade

para equacao cohomologica:
Proposicao 2.51. Fizado i) € C*(M,IR), o conjunto
{f € D : 4 € cohomdloga a uma constante em C*(M,IR) para f}

€ fechado.



97

Pelo corolario podemos aplicar a proposicao e melhorar a proposicao
2,00

Proposicao 2.52. Fizada f € D". A aplica¢io C" > ¢ +— d“”’ € C"(M;R) € analitica.

Pelo corolario e a proposic¢ao [2.49 podemos aplicar o Teorema [2.9] obtendo:
Proposigao 2.53. Se r > 2 as sequintes aplicagoes sao C"1:
i. D" x C*(M,R) > (f, ) — Afo;
ii. D" x C*(M,IR) 3 (f,¢) — jﬁ;¢ eCrl;

iwi. D" x C*(M,IR) > (f,¢) = vy € CY;

iv. D" x C(M,R) 3 (f,¢) — s € C*.

Podemos melhorar a estabilidade do Teorema Central do Limite quando exigimos

mais regularidade das dinamicas expansoras:
Proposigao 2.54. Sejar >2 e (f,¢) € D" x C*(M,IR). Se € C"(M,IR) entdo:

i oup =uof—u+ [Yduss para algum uw € C"(M,IR) (nds dizemos que ¢ €

cohomdloga a uma constante em C"(M,IR))

1. ou a convergéncia em distribuicao

;%wat—ﬁNma>
§=0

n—-+o00

vale com média m =my4() = [ duys e variancia o dada por

o =} 4(1 /deuf¢+22/¢wo ) dig. > 0,

onde ) =1 — [ duysy € uma fungio com média 0 dependendo de f e ¢.

Ademais, D" x C"(M,IR) x C"(M,IR) > (f,¢,v¥) — mys4(¢) e D" x C"(M,R) x
CP(M,IR) 3 (,6,) > 3(w) siio O

Prova. A prova seria uma aplicacao direta do Teorema se no item i. a solugao da
equagao cohomoldgica estivesse em L*(ps4). No prova da proposicao ja vimos que ¥
ser cohomologo a uma constante em L?(py ) equivale a ser cohomoélogo a uma constante

em C®. Porém no nosso caso ¢ € C"(M,IR) e mais uma vez aplicando o Teorema de
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Livschitz para aplicagbes expansoras (Veja Teorema [2.37)) teremos que 1 ser cohomélogo
a uma constante em L?(us,) equivale a ser cohomologo a uma constante em C”. Assim

finalizamos a prova da proposicgao. [ |

E obtemos como consequéncia mais um resultado de estabilidade para equacao

cohomologica:

Corolério 2.55. Sejar > 1. Se ¢ € C"(M,IR) ndo é cohomdloga a uma constante em
C"(M,R) para f € D" entao a mesma propriedade vale para todos f suficientemente

prozimos de f. Como consequéncia, os conjuntos

{f eD : ¢ ¢ cohomdloga a uma constante em C"(M,R) para f}

{¢ € C"(M,IR) : ) ¢ cohomdloga a uma constante em C"(M,R) para f}

sao fechados.

Por fim, exigindo mais regularidade das dinamicas expansoras obtemos mais es-

tabilidade no teorema de grandes desvios:

Proposicao 2.56. Seja V' um espaco métrico compacto e ((fv, qﬁv,%)) uma familia

veV
injetiva e parametrizada (continua) de aplicagoes em D* x C*(M,R) x C*(M,IR). Se o
observavel v, nao € cohomologo a uma constante, para algum v, € V entao existe uma

vizinhanca aberta U de v, tal que para todo v € U e [a,b] C IR

n—00 5€[a,b]

n—1
1 1 ;
lim sup — log 117, 6, (x eM:=> 4o fi(x)€ [a,b]) < — inf Ty 4,4,(5)
n n

n—1
1 1 ,
lim inf — 1 eM: — w0 fl(x) € (a,b) ] > — inf [ .
iminf —log 7,9, (:z: " > o fi(x) € (a )) = -t Fostotbu ()

J=0

Além disso,

i. a transformada de Legendre (s,v) — If, 4. 4, (8) € continua sobre J x U, na topologia

C°, para todo compacto J C IR.

1. Suponha adicionalmente que V' € uma variedade compacta e a parametriza¢ao ((fv, O, wv))

esta contida em D" x C"(M,IR) x C"(M,R), parar > 2, e é C""'. Entdo a trans-
formada de Legendre (s,v) — Iy, 4, 4, (s) € CT71.

veV
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2.4 Revisitando as aplicacoes nao-uniformemente ex-

pansoras

Nessa se¢ao, de maneira semelhante a secao anterior, aplicaremos os resultados

obtidos na secao sobre Linear response para a classe de aplicagoes ja estudadas na secao

142

Fixemos fo : M — M satisfazendo as hip6teses (H1) e (H2) descritas na sec¢ao
[1.4.2] Seja W C C*(M,IR) o conjunto de ¢ tais que fy e ¢ satisfazem as hipdteses (H1),
(H2) e (P), temos que W é um aberto na topologia C*. Como haviamos comentado, em
[CV13] é provado que dado ¢y € W existe uma vizinhanga U de ¢g, na topologia C*, tal
que L, 4(Ass) C Aj, s para todo ¢ € U. Aplicando o coroldrio temos que existem
constantes k > 0 e 7 € (0,1) tal que: se p € C*(M,R) entdo |[L} 0 — [ wdvg, ohpolla <
k™| |¢||a, para todon € IN e ¢ € U. Assim aplicando a Proposicao e 0 Teorema[2.25]

Proposigao 2.57. As sequintes aplicagoes variam analiticamente:

* W3¢ Pop(fo, 9);

) a.
.W9¢|—>WEC,

e WS> qb = Vo € (Ca)*,'
e W3S QZ5 = o, € (Ca)*.

Ademais, dado ¢ € W e H € C*(M,IR) temos

D¢]Dtsop(f07¢) |Q§®H = \/Hdp“foﬂlg'

Relembremos que para r > 1 natural, definimos G" := {(f,¢); f € C"(M, M) e
¢ € C"(M,R) satisfazem as hipoteses (H1), (H2) e (P”), para o mesmo r e ¢} e dotamos G"
da topologia C" xC". Em [CV13] é provado que dado (fy, ¢o) € G existe uma vizinhanga U
de (fo, ¢0), na topologia C" x C", tal que L 4(AL) C A%, para todo (f,¢) € U. Aplicando
o Corolério [1.9 temos que existem constantes k > 0 e 7 € (0,1) tal que: se p € C"(M,IR)
entao HEN?’(M — [wdvishsell. < kT"||¢l|,, para todo n € IN e (f,¢) € U. Definiremos
G":= G NG, pelas imposicoes das constantes nas hipéteses (H1), (H2) e (P”) teremos
que G” é aberto na topologia C" x C"; por fim definamos F7, := {f : (f,¢) € G"}.

Assim aplicando mais uma vez a Proposicao podemos melhorar a proposicao

anterior,
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Proposicao 2.58. Fizado (fy, o) € G". Seja W™ :={¢ : (fo, ¢) € G"}, entdo a aplicagdo

d ) .
W' ¢ % € C% ¢ analitica.
0

Aplicando o Teorema [2.9) obtemos os resultados de diferenciabilidade em relagao

a dinamica,
Proposicao 2.59. As sequintes aplicagoes sio C™*:
i. "3 (f,0) = Pop(f, 0);
ii. G2 (f,0)— % eCrl;
iii. G* 3 (f,0) > vpy € CY;
. G" 2 (f,¢) — s € C.
Como consequéncias do teorema anterior temos:

Coroldrio 2.60. Seja r > 3. Dado um aberto limitado V' de Fy existe um 6 > 0 tal que
V x (=6,0) C G" e a fungio F" x (=0,8) 3 (f,t) — Pup(f, —tlog||Df*!]]) é C™ 1.

Corolério 2.61. Sejar > 3. A fungio entropia G > (f, ¢) — h
de Lyapunov

us.s € QS fungoes expoente

G5 (f.0) o / log || D ()] djag.
G5 (f,0) / log | D ()" g

G5 (f.0) / log | det Df ()] dpg

sao C™ 1,

Aplicando o Coroldrio 2.33] e os resultados de diferenciabilidade obtemos estabi-

lidade da funcao de correlacao,

Corolario 2.62. Consideremos a fun¢ao de correlacao

Cou(f d,n) = /(90 o fM) dypigg — /90 dum/w dpife-

Entao
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(i) Se p,» : M — R sao observdveis Holder continuos, a aplicacio G > (f, o) —

Cou(f,¢,n) € analitica em relagdo a ¢ e continua em relagio a f;

(ii) Se o, : M — R sdao observdveis C*, a aplicacao F3 > f — Cu,u(f,0,n) é Ct,
0¢C,4(f,0,n) converge para 0 quando n — 0o, e a convergéncia pode ser tomada

uniforme numa pequena vizinhanca de f.

Pelo Teorema também obtemos o resultado de estabilidade para o Teorema

Central do Limite,
Teorema 2.63. Seja (f,¢) € G. Se p € C“(M,IR) entdo:

i. outp =uof—u+ [duss para algum u € L*(pus,y)

1. ou a convergéncia em distribuicao

n—-+oo

n—1
—= > o fl —— N(m,o?)
vale com média m =my4() = [ duys e variancia o dada por
0% =0} ,() = /152 dpgg + 22/@(@5 o f") dpss >0,
n=1

onde ) =1 — [ duysy € uma fungio com média 0 dependendo de f e ¢.

Ademais,

iti. as fungdes G x C*(M,IR) > (f,¢,¢) = mye(¥) e G x C*(M,R) > (¢,9) = 07(¢))

sao continuas com respeito a (f,$,1) e sao analiticas com respeito a (¢, 1)

w. as fungoes G* x C"(M,R) > (f, ¢, 1) — mye() e G" x C"(M,R) > (f,$,¢) —
o3 (1) sio O™

Como consequéncia temos a estabilidade na equagao cohomoldgica,

Corolario 2.64. Se ¢ € C*(M,IR) nao € cohomdloga a uma constante L*(M, us4) para
(f,®) € G entao a mesma propriedade vale para todos (f, ¢E) suficientemente proxrimos
de (f,¢). Como consequéncia, os conjuntos {(f, é) € G : 1 é cohomdloga em LQ(/Lﬁq;)} e
{) € C*(M,IR) : ¢ € cohomdloga em L*(puf4)} sdo fechados.

Por fim, aplicando o Teorema obtemos a estabilidade do principio de grandes

desvios,
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Proposicao 2.65. Seja V' um espaco métrico compacto e ((fv, ¢v,wv)) uma familia

veV
injetiva e parametrizada (continua) de aplicagoes em G x C*(M,IR), onde Y € um aberto
de G e X € um aberto de C*(M,R). Se o observdvel 1,, € X nao é cohomdlogo a uma
constante em L*(uy, 4..), para algum v, € V entdo existe um intervalo J C IR e uma

vizinhanga aberta U de v, tal que para todo v € U e |a,b] C J

n—1
1 1 .
li ~1 eM: =~ vo fi(z) €fa,b) | <— inf I
i sup = 1og i, , ( Y o filn) € o ]>_ inf 17, .05

n—00 — s€a,b]
7=0

n—1
1 1 ;
Jim inf — 1 M:2S 0 f b)) > inf I .
mint Log g <xe P2 e sl <l >> B T ()

s€(a,b)

Além disso,

i. a transformada de Legendre (s,v) + I, 5. 4. (s) € continua sobre Jx U, na topologia

cv.

1. Suponha adicionalmente que V' € uma variedade compacta e a parametriza¢ao ((fv, Ous wv))
¢ C™1. Ao invés da familia para metrizada ((fv, O, ¢U))UEV estar em GxC*(M,R)
iremos supor que ela esté em G' x C"(M,IR). Entao a transformada de Legendre

(5,v) = I, 6,,(s) €CT71

veV



Capitulo 3
Analise multifractal

O objetivo desse capitulo é estudar a pressao topolégica de conjuntos associados
ao chamado conjunto irregular, ja definido na introducgao, para uma classe de sistemas
que possuam um estado de equilibrio com alguma propriedade do tipo Gibbs-fraco e com
estimativas de grandes desvios. Em particular estamos interessados em aplicagoes nao-
uniformemente expansoras que ja descrevemos e também repulsores. A principio nossos
objetivos parecem nao ter elagoes com os temas ja abordados, porém como veremos os
resultados obtidos anteriormente serao utilizados de maneira natural.

Dada uma dinamica f : M — M, um potencial ¢ : M — IR, um observavel
Y : M — IR, ¢ > 0 e um estado de equilibrio ergdédico p para f com respeito a ¢, estamos

interessados em estudar a pressao topologica dos conjuntos

n—oo

1 n—1
Xpibe = {x € M : limsup - Zw(fj(:c)) - /wdu‘ > c}
=0

n—oo

1 n—1 .
Xwe= {x € M : liminf Ezw(fj(z)) —/wd,u‘ > c}.
=0

Nossos resultados, moralmente, nos garantem que se p é um tnico estado de equilibrio que
tem alguma propriedade do tipo Gibbs fraco e tem estimativas exponenciais de grandes

desvios, entao a pressao topoldgica dos conjuntos X, , . e X, 4. € estritamente menor

,C
que a pressao topoldgica total do sistema.
Na secao [3.1.1] provamos que, se u é uma medida Gibbs, entao de fato a pressao

topoldgica dos conjuntos X e wa ¢ estritamente menor que a pressao topoldgica to-

stp,c
tal do sistema. No caso de repulsores, provamos que a pressao topoldgica desses conjuntos
¢ a mesma e pode ser expressa em termos da pressao topoldgica total do sistema e a trans-
formada de Legendre. Além disso, obtemos resultados desse género para certos conjuntos
irregulares definido por medidas empiricas. Também estendemos esses resultados para o

caso em que i tem propriedades fracas do tipo Gibbs, além de obter aplicagoes e extensoes
103
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para o caso de dinamicas de Manneville-Pomeau, aplicagoes quadraticas, aplicacoes mul-
timodais, difeomorfismos hiperbdlicos e fluxos hiperbdlicos. Por fim, um exemplo de
[DGR11, [DGI12] é dado ilustrando um caso onde a func¢ao pressao dos conjuntos é des-
continua e nao estritamente decrescente.

Na sec¢ao |3.2], estendemos o nosso problema para o mundo quase aditivo, ou seja,
trabalharemos com uma sequéncia de potenciais quase aditivos e com uma sequéncia de
observaveis assintoticamente aditivos ou subaditivos e assim obtemos algumas extensoes
dos resultados obtidos no caso aditivo. Para tal extensao obteremos resultados de regu-

laridade da funcao taxa de grandes desvios no contexto nao-aditivo.

3.1 Analise multifractal dos conjuntos irregulares para

medidas Gibbs fraca: caso aditivo

Exporemos agora um dos objetos centrais dos nossos resultados.

Em muitos casos os estados de equilibrio surgem como probabilidades invari-
antes absolutamente continuas com respeito a alguma probabilidade que exibe alguma
propriedade do tipo Gibbs. Nos iremos descrever essa classe de medidas. Dado € > 0,
n>1lex e M,a(n,e)-bola dindmica B(x,n,e) é o conjunto de pontos y € M tais que
d(f7(z), f’(y)) < e para todo 0 < j <n—1.

Definicao 3.1. Dado um espaco métrico M, uma dinamica f: M — M e um potencial
¢ M — IR, nos dizemos que uma probabilidade v ¢ uma medida Gibbs ultra fraca com
respeito a ¢ sobre A C M se existe eg > 0 de modo que, para todo 0 < & < ¢, existe uma
sequéncia de constantes positivas (K, (€))new (dependendo somente de €) satisfazendo
lim%log K,(e) = 0, tal que para v-quase todo ponto x € A existe uma subsequéncia de
tempos (dependendo de x) ng(x) — 0o satisfazendo

p(B(x, ni(r),€))

-1
Knk (z) (6) S —ny ($)P+Snk(g;)¢($) — Knk (z) (8)

e
Se a condi¢ao anterior vale para todos inteiros positivos n (independente de x em um
conjunto de medida total) nds diremos que v € uma medida Gibbs fraca com respeito a
¢. FE se além disso K, = K independente de n, nds iremos dizer que v ¢ uma medida

Gibbs com respeito a ¢.

Observacao 3.2. Em muitos contextos essas nocoes de medida Gibbs sao ligeiramente
diferentes dessa que definimos, pois no lugar de medir bolas dinamicas sao medidos dtomos

de particoes de Markov com diametro indo a 0. Na prdtica, e especificamente no nosso
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caso, nao fard diferenca pois estamos interessados em estimar superiormente a pressao

de um conjunto.

Na nocao anterior de Gibbs fraco nao foi requerido nenhuma propriedade sobre
os tempos, como por exemplo em ter uma densidade positiva, quando n tende ao infinito,
no conjunto de nimeros naturais.

Se f for continua na definicao anterior, entao pelo teorema de Brin-Katok temos
que P = h,(f)+ [ ¢du. Naturalmente em aplicagdes o caso mais interessante é quando o
valor P coincide com a pressao topoldgica Pip(f, ¢). Essas medidas surgem naturalmente
no contexto de dinamica hiperbdlica e em alguns casos de dindmicas nao uniformemente
hiperbdlicas. Dado um conjunto bésico €2 para um difeomorfismo f Axioma A (ou €

repulsor topoldgico para f) é conhecido que todo potencial ¢ que satisfaz

JA,6 > 0 : sup va(9,9) < A, (3.1)

nelN

onde 7, (¢,0) = sup{|S,o(y) — Sno(2)| : y,z € B(x,n,d)}, admite um tunico estado
de equilibrio 4 e ele ¢ uma medida Gibbs. Esta condigao ¢ conhecida como condigdo
de Bowen e foi introduzida por Bowen [Bow74] para provar a unicidade dos estados de
equilibrio para aplicagbes expansivas com a propriedade de especificacao. Ela também
foi usada por Ruelle [Ru92] para provar que os operadores de transferéncia associados a

aplicacoes com expansividade positiva e especificagao tem boas propriedades espectrais.

3.1.1 Repulsores

O nosso primeiro resultado é uma contraparte topolégica do teorema ergodico
especial. Antes de enunciar o teorema precisaremos definir alguns objetos presentes nele.
No que segue, dado uma funcao continua ) : M — R, uma probabilidade p e um conjunto
fechado I C R nés denotaremos

n—1
X, = {.:L' eM: limsupézw(fj(x)) € I}
=0

n—oo

e analogamente

n—oo M

X, = {x € M : liminf - nz:@b(fj(:c)) € 1}.

Ademais, dado 0 > 0 nds denotamos por Is a J-vizinhanca do conjunto /. Finalmente,

dada uma probabilidade v nds definimos a limitacao superior dos grandes desvios

. 1 1
L, :=—limsup Elog V({:C eAN: - () € I}) (3.2)

n—-4o0o

Nos agora podemos enunciar o nosso primeiro resultado.
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Teorema 3.3. Seja M um espaco métrico compacto, f : M — M uma dinamica continua,
¢ : M — R um potencial continuo, v uma (nao necessariamente invariante) medida Gibbs
fraca sobre M e py < v o unico estado de equilibrio de f com respeito a ¢. Entao, para

todo observavel continuo ¢ : M — R, intervalo fechado I C IR e d > 0,

Px, (f,¢) < Px,(f,9) < Pop(f,0) = Lisw < Puop(f, ).

De fato, decorre do [Varl2, Teorema 2.1] uma vez que v é uma medida Gibbs
fraca, se f Ydpg ¢ I, entdo o principio de grandes desvios diz que Ly, < 0 vale e,
consequentemente, a pressao topoldgica dos conjuntos X ; e X é estritamente menor que
Piop (. 9)-

Decorre do teorema anterior que podemos aplica-lo no caso em que I é uma uniao
finita de intervalos. Em particular, nas hipéteses do teorema anterior, teremos que:

Px

g sc

(fa ¢) < Py ¢,¢,,C(f7 (b) < Ptop<f7 ¢) - ché,u < Ptop(f7 ¢)7

o

para todo 6 > 0 suficientemente pequeno, onde L., := Ly, ¢ definido como em (3.2)) com
respeito ao I, = (—oo, [dus — ] U [[ dug + ¢, +00).
Para provar o teorema anterior temos que estimar Pyl( f,®). Consideremos os

conjuntos

1
X = {x e M:=S(x) e 1}.
n
Inicialmente provemos um lema auxiliar.

Lema 3.4. Seja I C IR um intervalo fechado. Para todo 6 > 0 existees >0 e N = N5 €
IN tal que B(x,n,e) C Xy, para todo 0 < e <es, n> N ex € Xp,.

Prova. Seja 6 > 0 dado. Uma vez que 1 é uniformemente continua, entao existe ¢ =
gs >0eum N = N; € IN grande tal que 7, (1,e) < on para todo 0 < e < e5 en > N.
Entao,sen > N,z € X;,,, y € B(xz,n,e) e 0 < ¢ < g5 nds temos

Suth(@) _ m(e) - Sutly) _ Sut(@) | m(¥e)

n n - n - n n

e, consequentemente

— Y

n

n o n

significando que y € X7, ,,. Isto finaliza a prova do lema. |

Prova do Teorema . Seja I C IR um intervalo fechado e assuma que X; é nio-
vazio. Seja § > 0 fixado e considere Ly, como definido na equacao (3.2]), podemos

também supor, sem perda de generalidade, que Ly, > 0. Para todo inteiro positivo
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n consideremos o conjunto Z, C M x IN de pares (z,n) com z € M. Relembrando a
no¢ao de pressao topoldgica para conjuntos quaisquer introduzida Pesin e Pitskel (ver por
exemplo [Pes97] ou Apéndice, para provar que P (f,®) < Piop(f, ®) — Ly, é suficiente
provar que para todo o > Py, (f, ¢) — Ly, todo € > 0 e N € IN existe um subconjunto
Gy C UnZNIn tal que

e e~omton(@) < () < oo independentemente de N.

(z,n)eGN
Seja a > Piop(f,¢) — L, € 0 < e < g5 fixado. Tomemos ¢ > 0 pequeno de modo

que o > Py (f, ¢) — Ly, + ¢. Existe Ny € IN tal que K,(¢) < eim, Kn(5) < eim e
1
V({x eN:— ni/)(:b’) € L;}) < e*(Lf(s*%)"
n

para todo n > Ny. Nao ha perda de generalidade em supor que N > N,.
Note que se © € X entdo existe uma sequéncia de inteiros positivos (m;(z)) e

convergindo para o infinito com x € X7, ,,,(2) para todo j € IN. Assim
2

7[ C ﬂ UXLS,J"

0>145>¢

Dado N > Ny e x € X tome m(x) > N de modo que x € X1g,m(x) € considere G :=
{(z,m(z)) : z € X.}. Agora, seja Gy C Gy 0 conjunto maximal (302m uma propriedade de
separacdo, a saber, que se (x,1) e (y,1) pertencem & Gy, entdo B(z, 1, $)NB(y,l,5) =0.
Logo, para 0 < € < g5 dado pelo Lema [3.4] usando a propriedade de Gibbs para v nds

deduzimos que

Z e~ am(@) +Sm(2)P(z) — Z e(P—a)m(z) o —Pm(z)+Sm ) d(z)
(z,m(x))eGN (z,m(x))eCn

< Y IR G (e)v(Bla, m(x),€))
(z,m(z))ECN

Agora, nés escrevemos Gy = nglgA&N com os conjuntos de nivel QAE,N = {(2,0) € G}
Pelo Lema cada bola dinamica B(z, ¢, €) esta contida em X7, o. Desse modo, utilizando
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que v(B(z,m(x),€)) < Kn)(€) Km()(e/2)v(B(x, m(r),e/2)

Z e—am($)+s7n(x)¢($) S Z Km(x) (e)e(P—Oé)(m(ﬂi))V(B(x’ 7’)’1]('@)7 6))

(z,m(z))eGN (@,m(z)) €GN

:ZKé(g PQZZ xfé

2N €GN ¢

<> Ki(e) Kg )" N " y(B(x, ,e/2))

(>N IEgNI

<3 KRR v X

(>N

< Z e(P*Q*L[(S +C)[

(>N

que ¢ finito e independente da escolha de N. Isto prova que Pg (f,¢) < Pop(f, @) — L.
Uma vez que Py (f,¢) < Px,(f,¢), isto finaliza a prova do teorema. [ |

O teorema anterior é aplicavel ao caso de repulsores topoldgicos: iremos discutir
agora esse caso especifico.

Se f: M — M é uma dinamica expansora topoldgica transitiva como na secao
2.3.1) e ¢ : M — IR é um potencial Holder continuo, sabemos que existe um tnico estado
de equilibrio p1f4 com respeito a f e ¢. Além disso, é conhecido que pf4 ¢ uma medida

de Gibbs, logo podemos aplicar o teorema anterior:

Corolario 3.5. Seja f : M — M wuma dinamica expansora topologica transitiva, ¢ :
M — IR um potencial Holder continuo e p = pyq o Unico estado de equilibrio para f com

respeito a ¢. Entao, para todo observavel continuo i : M — IR e ¢ > 0 vale

PX‘“pc(f ¢) (f ¢)<Ptop(f ¢) c 6<Ptop(fa¢)
para todo § > 0 suficientemente.

No resultado anterior a pressao topologica dos conjuntos estudados é estritamente
menor que Py, (f, ¢). Isto tem aplicacoes particularmente interessantes com a propriedade
de especificagao. Lembremos que um sistema dinamico f : M — M satisfaz a propriedade
de especificagao se, para todo € > 0 existe um inteiro N = N(g) > 1 tal que vale: para
todo k > 1, e pontos x1,...,xr € M, e toda sequéncia de inteiros positivos nq,...,n; e

P1,- -, Pk com p; > N(e) existe um ponto z in M tal que

A(file), P o) <& VO<j<m

d(fj+n1+P1+---+ni—1+Pi—1(:L-> , f](l'z)> <e
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paratodo 2 <i<ke0<j<n,;.

Thompson [TholQ] prova que se um sistema dinamico tem a propriedade de es-
pecificagao, entao o conjunto irregular associado a um observavel continuo ¢ : M — R
ou é vazio ou tem pressao topolégica igual a P, (f,¢) com respeito a todo potencial
continuo ¢ : M — IR. Quando f : M — M é uma expansora topologica transitiva, temos
que f satisfaz a propriedade de especificacao, entao utilizando o corolario anterior mais o

resultado citado de [Thol0] nés obtemos:

Corolario 3.6. Seja f : M — M uma dinamica expansora topologica transitiva e v :
M — IR um observdvel continuo tal que o conjunto irreqular associado satisfaz Ey # 0.

Entao, para todo potencial continuo ¢ : M — IR ec > 0

-Ptop(f7¢):PE¢<f’¢)>Py (f7¢>a

Hf,pr¥ie

onde pg e € 0 Unico estado de equilibrio associado a f com respeito a ¢.

Em particular, utilizando que

E¢ = U [Ew my/ﬁf@ﬂhl/n]

n>1

e também que Pg, (f,$) = sup,>; P (f, ), o corolario anterior, moralmente,

ByNXy; 41/n
significa que apesar de o conjunto de pontos irregulares ter pressao topoldgica total, os
pontos que dao uma grande contribuicao para a pressao topoldgica sao aqueles cujas
médias temporais ficam arbitrariamente préximas da média espacial dada pelo tnico es-
tado de equilibrio. Na prova do resultado principal de [Thol0] utilizam-se médias préximas
do estado de equilibrio para construir pontos cujas médias temporais estao préximas da
média espacial dada pelo estado de equilibrio. Sendo assim, decorre do comentario an-
terior que, pelo menos no caso de dinamicas uniformemente expansoras, a construgao do
fractal contido em E, que tem pressao topoldgica total ¢ de certo modo optimal.

Umas das questoes naturais apds o Teorema |3.3| é se podemos obter a estimativa
superior de Px (f,¢) em termos de Poy(f, #) — L;. A questao principal é que o [Varl2,

Teorema 2.1] s6 nos garante que

Li > Puop(fi6) — sup {ho(f)+ / o - / wdy € I,

neMi(f)

onde M (f) é o espaco de probabilidade f—invariantes. Precisariamos entao garantir que
L; <infs-o Ly, e isso nao é claro pela expressao anterior. Porém, no caso especifico de
dinamicas expansoras, ja sabemos pela Proposicao [2.40| que o principio de grandes desvios

é obtido através da transformada de Legendre que é uma funcao convexa, assim teremos

que L, = min{ls4(—¢), Irpp(c)} e Lo =limg g Les.
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Outras questoes que surgem naturalmente sao: se existe uma desigualdade estrita
Px,, (f,9) < Pg. ., _(f,#) e como variam esses niimeros quando variamos c. O préximo
teorema da uma resposta a essas questoes no caso de dinamicas expansoras, e de fato vai

mais além explorando a regularidade dessas pressoes topoldgicas quando variamos f, ¢ ou

.

Observagao 3.7. Lembremos que na se¢ao sobre dinamicas expansoras definimos
D* como o espaco de dinamicas expansoras Lipschitz agindo sobre um espag¢o métrico
compacto e conexo. Também definimos D" com o espaco de dinamicas expansoras C”

agindo sobre uma variedade riemanniana compacta e conexa.

Observacao 3.8. Dado 1 : M — IR e I C IR denotaremos por X (I) o conjunto {x €

M = limy, oo 300 o U(fi(x)) € T}. No caso em que I ¢ um intervalo degenerado [c,c],
denotaremos X (I) por X (c).

Teorema 3.9. Seja f : M — M uma dinamica expansora topologicamente mixing, ¢ :
M — IR um potencial em C® e py 4 o unico estado de equilibrio para f com respeito a ¢.
Se ) € C*(M,R), ¥ nao cohomdlogo a wma constante e [ duss =0 entio

(f; @) < Piop(f, ) —min{lsgy(—c), I1pu(c)}

”fw“

onde Iy € a transformada de Legendre. Se 0 ¢ [c1,c] e ¢ := min{|¢1], 2|} # ¢ =

max{|c,|,|co|} entio X. =0 ou

(fa )_ uf¢wc<f’ ) PX(C)(f? ) PX ([e,€]) (f7 )
= PX(C,&)(fa d)) = IDtop(f? ¢) - Ify¢»¢’(c)a

/‘faaw“

se Iygp(c) =min{lygy(—c), Irgu(c)}, ou entao

(f ¢) .‘—Lf ¢C(f7¢) PX( c)(f gb) PX[ é,—cl) (f ¢)
= PX(—é,—c)(f7 ¢> — Ptop(f? (b) - If,¢7¢<_c>7

uch

se Irpu(—c) = min{lsy(—c) , Ippp(c)}. Em particular R 2 ¢ — Pg (f,0) ¢

Bf po¥sC
derivavel, concava e estritamente decrescente.

Observagao 3.10. No teorema anterior aparece a hipdtese de que [ duyss =0, porém
naturalmente podemos estender o resultado para o caso de 1) com integral nao nula. Para

isso basta aplicarmos o teorema anterior a fungdo ¥ — [ dpuye.

Prova. Pelo Corolario [3.5] ja sabemos que

(f 925) < Ptop(f ¢) c s < Ptop(f7 §b>7

uwc
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PXC (f, gb) A

Ptop(f7 Qb)'

\ 4

Figura 3.1: Continuidade, monotonicidade e concavidade da fungao pressao

para todo § > 0 suficientemente pequeno. Pelo comentario feito antes desse teorema

teremos que

(f,8) < Pup(f,0) = min { Ip0(c) , Trsul(=0)}.

“fw“

Por outro lado, uma vez que f satisfaz a propriedade de especificacao e ¢ nao é

cohomdlogo a uma constante, decorre que (veja por exemplo [Tho(9])

{aG]R:HxEMtalqueJLrgoéSnw(x):oz}:{/@Ddu:,uE/\/ll(f)}

é um intervalo compacto nao vazio, onde M, ( f) é o espago de probabilidades f—invariantes.
Pelo principio de grandes desvios para dinamicas uniformemente hiperbdlicas de Young [You90)]
vale que —Iy4,(s) = sup{—Pop(f, ) + hy(f) + [¢dn : [vdn = s}. Utilizando
[Tho09] a pressao topoldgica do conjunto {z € M : limL1S,¢(z) = ¢} coincide com
sup{h, + [¢dn : n é f-invariante e [tdn = c}. Desse modo, se (c¢1,c2) é um in-
tervalo nao contendo o zero, ¢ = min{|c1],|co|},¢ = max{|ci|,|ca|} e X. # O com

Iy op(c) =min{lygy(—c), Ireu(c)} entdo:

Ptop(fa ¢) _If,¢ﬂl}<c) = PX(C (faqb) < PX c,é) (f>¢)
< Pch](f ¢) < Xufd)wc(faﬁb)

(f;0) < Puop(f0) — Lrgu(c).

ﬂf«ﬂ“

O caso onde ;4 (—c) = min{ls44(—c), Ir44(c)} é andlogo.
Assim provamos que Py (f,¢) = Pop(f,¢) — min{ly4.,(¢c), Ir94(—c)} sem-
pre que o conjunto X .6 6 180 vazio, logo Ry 2 ¢ +— P i c( f, @) é derivével, concava

e estritamente decrescente. [ |
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Como aplicacao direta do teorema anterior e da Proposigao [2.56] obtemos re-
gularidade da pressao do conjunto de desvio estudado com respeito a f,¢ e . Mais

precisamente

Corolario 3.11. Nas mesmas hipoteses do teorema anterior:

1. seja V um espaco métrico compacto e ((fv,qbv,wv))vev uma familia injetiva e pa-
rametrizada (continua) de aplicagoes em DY x C*(M,IR) x C*(M,IR). Se U :=

{(v,c) eV xRy : X, , yc # 0} entio

UB(C,U)'—)PY (fvaqsv);

H fay by 20 5€

é continuo.

1. Suponha adicionalmente que V' é uma variedade compacta e a parametriza¢ao ((fv, v, ¢v))
estd contida em D" x C"(M,IR) x C"(M,IR), parar > 2, e é C""'. Entdo, o con-
gunto Y = {(v,c) € V xRy : ¢ < sup,cp,(p | [ Vodisg, 0, — [ Vudnl} é um aberto

veV

nao vazio €

Y 5 (¢,v) — Px

(fo, Du);

H foy by »¥05€

¢ Ccrt

Prova. O item i. é corolario direto do teorema anterior e da Proposicao [2.56, Para obter
o item ii., notemos inicialmente que se (v,c) € Y entdo, por especificagio, existe existe
x € M tal que limy, o + S e o fu é [udig, s+ ou [byduy, 5, — ¢ logo, para
provarmos o item ii. basta mostrarmos que Y ¢é aberto.

Como ja sabemos que v +— 5, 4, € continuo, para provarmos que Y ¢ aberto
basta mostrarmos que fixado v, € V', dado € > 0 existe uma vizinhanga V de v, tal que
se 0 € V entdo existe n, € My (f,) com | [ o, dny — [ o dpy,. o,

esse fato. Fixemos v, € V, dado € > 0 pela propriedade de especificacao sabemos que

< ¢. Provemos entao

existe N (e€) tal que qualquer nimero finito de érbitas por f,, pode ser sombreada por um
ponto z € M utilizando f,, a menos de um erro de N (e) iterados quando passamos de
um pedago de orbita para outro. A principio N(€) depende da dinamica, porém, como
estamos trabalhando com dinamicas expansoras, a menos de tomarmos uma vizinhanca
V1 de v, podemos supor que N(€) é o mesmo para toda dinamica f,, com v € Vj. Pelo
teorema ergédico de Birkhoff existe um z € M e n € IN tal que |2 S o (fou () —
S o.duy,, 6.
de v, tal que d(f],(z), fi(2)) < 57570
cadav € Vel € IN existe um y,; € M tal que y,; sombreia os [ pedagos de drbitas

< £. Por continuidade da parametrizagao existe uma vizinhanga VW

para todo j € {1,...,n—1}ev € V. Assim, para
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-, [~ (x) com um erro em cada salto de N(e). Desse modo teremos que para cada
veVelelN:

1 l(n+N(e))—1 1 l(n+N(e))—1 .
I N ; Vo, (fo. (7)) — n+ N (&) ; %(fv(yv,z))‘ <3

Tomando entao um ponto de acumulagéo das probabilidades (7555 N @) Zl("+N(6 ' Folyos JIEN

construimos uma probabilidade f—invariante 1, com | [ va*dnv [ . dug, s, | < e€eas-

sim como haviamos comentado, temos que Y é aberto. Isto finaliza a prova do corolario.
[ |

O conjunto definido anteriormente Y possui uma relacao profunda com o espectro
de Birkhoff de . De fato, definimos o espectro de uma funcao continua ¢ : M — R
como sendo L(¢, f) := {a € R : existe x € M tal que limn_>+oo%2?:_011/z(f(x)) = a},
quando a dinamica f tem a propriedade especificacao sabemos que

Lw. = nt  [odn sup / .

776/‘/11(f) neMuy(f

Desse modo, Y nada mais é do que o conjunto de (v,¢) € V x Ry tal que [,duy, 4, +c
ou [ uduy, 5, — ¢ pertence ao interior de L(ty, f,).
Utilizando as ideias da prova do Teorema [3.3] nés também provamos estimativas

para conjuntos irregulares correspondentes a medidas empiricas

n—1
1
Oon = =D Opi(e)
§=0

Seja M o conjunto de probabilidades sobre M e d uma métrica compativel com a topo-

logia fraca*. Iremos sempre supor que d tem as seguintes propriedades:
Lod(m +n,m2+n) = dlm,n2), Vi, n2,m € Mu;
. d(tny, tny) = td(n1,m2),Ym,me € My e t > 0.

Por exemplo d(u,v) = Y, m\ [ gxdi — [ grdv| para algum subconjunto enu-
meravel e denso (gx)r de fungdes continuas é uma métrica que satisfaz as propriedades
anteriores. Nés dizemos que um principio de grandes desvios de nivel-2 vale para v € M,
se existe uma fungao semicontinua @ : M; — [0, +0o0] tal que
l1msuplloguf¢(:c€M dem € U) < —inf Q(n)
n—00 nev

para todo conjunto fechado U C M, e

1
lim inf — lOgl/f¢ (reM:0,n,€V)>—inf Qn)

n—r00 nev
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para todo conjunto aberto V' C M. Vale ressaltar que principio de grandes desvios de
nivel-2 tem sido obtidos por exemplo em [Lo90, [CRLIS| [Chulll, [CTY13]. Considere

Ye={x e M :limsupd(dpp, i) > c} | Y, . ={z e M :liminfd(d,n,p) > c}
’ n—00

n—oo

e, para C' C My, defina Y/(C) :={z € M : lim,, o 0, € C}.

Parte da nossa ja utilizada estratégia pode ser usada para estimar a pressao to-
poldgica dos conjuntos 7#,6 e Y . parasistemas dinamicos que tem a estrutura de g-quase
produto e a propriedade de separacao uniforme. Estas nogoes, introduzidas por C. Pfister
and W. Sullivan [PS05], sao estritamente mais fracas que a propriedade de especificagao
e a propriedade de expansividade positiva. De fato, a propriedade de separacao uniforme
¢ verdade mesmo para aplicagoes que sao assintoticamente h-expansivas. Passemos as

defini¢oes dessas duas nogoes.

Definicao 3.12. Seja M um espago métrico compacto e f : M — M continua. Uma
fungao ilimitada nao-decrescente g : IN — IN € uma fungao blow-up se g(n) < n para

todon € IN e lim,, o g(n)/n = 0.

Dado um subconjunto de inteiros A C [0, N], nés iremos usar a familia de
distancias no espago M dada por dj(z,y) = max{d(f'z, f'y) : i € A} e considerar as
bolas By(z,e) = {y € X : dx(z,y) < €}. Dada uma funcao blow-up g, ¢ > 0en > 1,
uma bola dinamica g-errada B,(g;x,€) de raio € e comprimento n associada a g é definida

por

Bu(g;7,e) = {y€ M |y € Ba(x,e) para algum A € I(g;n,e)}

= U BA (ZC, 5)
A€l(gin,e)
onde I(g;n,e) = {A C [0,n—1] NN | #A > n — g(n)}. Ou seja, uma bola dinamica
g—errada é formada pelos pontos que acompanham x exceto possivelmente por um nimero
de iterados cuja frequéncia é controlada pela taxa associada a ¢g. Nos agora podemos

definir a propriedade g-quase produto.

Definigao 3.13. Seja g uma funcgao blow-up. A dinamica continua f : M — M tem a
propriedade g-quase produto se eziste uma funcdo ndao-crescente m : RT — IN, tal que
para todo k € IN, pontos x1,xo,...,T, numeros positivos €1, ...€x € numeros inteiros

n; > m(e1) parai=1...k vale que

K
()£ B, (g 25,25) # 0.

j=1

onde My =0eM,=n1+no+---+n,10=12--- k-1
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Ou seja, uma dinamica tem a propriedade g-quase produto se podemos sombrear
pedacos de orbitas, a menos de saltos de um pedaco de érbita para outro que tem uma
frequéncia controlada pela taxa de g.

Passemos agora a definigao da propriedade de separagao uniforme. Dados d,e > 0
e n > 1 nés dizemos que dois pontos z,y € X s@o (0, n,e)-separados se #{0 < j <n—1:
d(fi(z), f'(y)) > €} > dén. Além disso, um conjunto £ C X é (d,n,e)-separado se
quaisquer dois pares de pontos distintos em E sao (4, n,e)-separados. Isto significa que
os momentos para os quais dois pedacos de orbitas sao e-separados tem uma frequéncia

de pelo menos 4.

Definicao 3.14. Uma dinamica continua f : M — M tem a propriedade de separacao
uniforme se para todo n existe 6 >0 e e > 0 tal que para toda probabilidade ergddica p e

toda vizinhanga F' de p no espago de todas probabilidades My existe np , > 1 com

N(F;8,n,e) > exp [n(hu(f) —n)]

para todo n > np, .. onde N(F;é,n,e) € a maior cardinalidade de um subconjunto

(0,n,¢e)-separado do conjunto {x € M : 0,,, € F}.
Com essas no¢oes em mente podemos estabelecer o nosso resultado.

Observacao 3.15. Dado um conjunto U no espag:o das medidas sobre M, denotaremos
por Y (U) o conjunto {x € M :lim,_, 00 = > 1, 5]1'1 e U}.

Teorema 3.16. Seja M um espago métrico compacto, f : M — M e ¢ : M — R
continuas, v uma (ndo necessariamente invariante) probabilidade Gibbs fraca e assuma
que [t = pipe K v € um unico estado de equilibrio para f com respeito a ¢. Se um
principio de grandes desvios nivel 2 vale para v, entao para todo ¢ > 0

P?H’c(fa ¢) S Ptop(fa ¢) - ($%f>CQ< ) < Ptop(fa ¢)
Além disso, se f satisfaz as propriedades de g—quase produto e separacdo uniforme e

0<ci<cy entioY e, =0 ou

P?%q (f7 ¢) - pX 1 <f7 ¢) PY(BB (pye1) (f> ¢) = PY(B(u,cl)) (fv ¢)
)(f? ¢) PY(B (myc1,c2)) (f7 ¢) = Ptop(f7 ¢) - inf Q(U)>

d(n,p)=c1

(B(M c1,c2)

onde B(u, c1) denota a bola de raio ¢; entorno de p e B(, ¢1,¢a) denota o anel {n € My :
c < d(n,p) < ca}.

Para a prova do teorema nods iremos precisar de uma lema auxiliar que fard o
mesmo papel do lema na prova do Teorema J& nesse lema nos precisaremos que

a métrica sobre M seja invariante por translacao e afim.
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Lema 3.17. Seja ¢ > 0 dado. Para todo 6 > 0 existe e > 0 e N = Ns € IN tal que
B(x,n,e) CY,c6n para todo 0 <e<es,n>Nex €Y, cp.

Prova. Uma vez que M € x — 0, € M; é uniformemente continuo, entao dado § > 0
existe 5 > 0 tal que se d(z,y) < e; nds temos d(d,,9,) < 0. Logo, se z € Y., e

y € B(x,n,e) nds temos:

n—1
Ad(8ymy 1) > d(Ogm, 1t) — d(Ogmy Oym) > ¢ — — Zd (04,0,) > ¢ — 6,
1=0
e assim y € Y}, ., 0 que prova o lema. [ |

Prova do Teorema [3.16] Lembremos que no teorema p = jiyg é o tinico estado de
equilibrio para a dinamica continua f com respeito ao potencial continuo ¢ e assumiremos
que Y, . # (. Para provar que Py, (f,¢) < Piop(f, ) —infa = Q(n) nés cobrimos Y e
por uma familia de bolas dinamicas escolhidas de maneira adequada. Fixemos § > 0
pequeno e o > P (f, ®) — infgq >c—s Q(n). Dado ¢ > 0 pequeno, tomemos ¢ > 0
pequeno de modo que a > Pyop(f, ) — infyp,)>c—s Q(n) + ¢. Existe Ny € IN tal que
K,(e) < efim, Ku(5) < ei"e (v eM: Ssm € U) < exp(—nlinf,cp Q(n) — §]) para todo
n > Ny. Nao ha perda de generalidade em supor que N > Nj.

Dado N € Ny, para todo z € Y, tome m(z) > N de modo que z € Y, ot m(@)

e considere Gy = {(x,m(z)) : 2 € Y, .}. Logo

Y,.C U B(z,n,¢)

(Z‘,n)eg]\f

e também B(z,n,e) C Y, e sn, para todo z € Y. n > N e ¢ pequeno (pelo

lema [3.17). Portanto nds podemos proceder como na prova do Teorema e extrair
um subconjunto Gy C Gy de modo que se (z,1) e (y,1) pertencem a Gy entéo B(z, [, 5N
B(z,1,£) = (. Utilizando a propriedade Gibbs para v temos que

772
Z 7cm+Sn¢> x) < Z Z K (P an (B(x,n,&?))

(zn)eGN n2NzeGy n
< Z K, ( (P ) ( U B(z,n, >
n>N 2€GN,n
<Y Kn<e>Kn<§>e<P*“>"v(ﬂcfa,n)
n>N
< nzzNexpn(P —a— d(witr)lic 6@( )+ <)

que ¢ finito e independente de N. Isto prova que

P?,hc(fv ¢) < Ptop(fv ¢) - inf Q(n),

d(n,pu)>c—o
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quando 0 é pequeno. Como () é semi-continua inferiormente decorre que

P?mc(fa ¢) S Ptop(fa ¢) — inf Q( )

d(n,p)>c

Para a prova da segunda parte do teorema, nés fazemos uso do principio de
grandes desvios de nivel 2 obtido por [CTY13] e o trabalho de Zhou e Chen [ZC13] sob as
hipoteses das propriedades de g—quase produto e separacao uniforme. Seja 0 < ¢; < ¢

tal que Y, ., # 0. Utilizando [ZC13], dado um subconjunto compacto conexo em M; (f),

entao a presséo topoldgica do conjunto Y (C) := {z € M : lim,, 4+ d,, € C} coincide
com inf{h,(f) + [t dn:né f-invariante e n € C'}. Por outro lado, por [CTY13] Q(n) =
Piop(fs @) — hyy(f) — [ ¢dn. Assim usando que a entropia métrica ¢é linear convexa e a

escolha da métrica sobre M; nds temos

Ptop(fa ¢) - d(ni/gl)f:cl Q(U) PY OB(p,c1)) <f7 ¢) = B(p,c1,c2)) (.f ¢)
< PY(B(;L,CLCZ )(f gb) B(u,c1)) (f ¢)

< Py @gey ([ 0) < ym(f ¢)
SPXM(f,gb)SHOP(f,eb)— inf Q(n)

d(n,u)>c1

S Ptop(fa Qb) - inf Q(Tl)?

d(n,n)=c1

provando a igualdade de todas as expressoes anteriores e finalizando a prova do teorema.

Mais informacao pode ser extraida se nés conhecemos o comportamento da funcao
taxa (). Em muitos casos podemos provar que a pressao topoldgica dos conjuntos de nivel
¢ estritamente menor que a pressao topoldgica Piop(f, ¢). Este é o caso dos repulsores que
noés iremos detalhar agora. Quando temos uma dinamica expansora transitiva temos que
ela possui a propriedade de especificacao e é expansiva, em particular temos as proprie-
dades de g—quase produto e separacao uniforme. Assim, como consequéncia do teorema

anterior:

Corolario 3.18. Seja f : M — M wuma dinamica expansora transitiva, ¢ : M — R
um potencial continuo e assuma que existe um unico estado de equilibrio pug para f com
respeito a ¢ e esse estado de equilibrio € uma probabilidade Gibbs. FEntdo, para todo
0<c <cy ou ?u,c =0, ou entdao

By, . (f.0) =

Yo

(h6)= s {h(f / b} < Py(f. 6).

d(n,p)=c
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O corolédrio anterior nos indica que para provar que o conjunto irregular tem
pressao topologica grande nao basta usar somente a propriedade de especificacao, é ne-
cessario utilizar pontos cujas medidas empiricas estejam arbitrariamente proximas do

estado de equilibrio. Mais uma vez isso indica que a construcao em [Thol0] é optimal.

3.1.2 Caso nao-uniformemente expansor

Nessa secao estamos interessados em estender os resultados de se¢ao anterior no

caso em que estamos lidando com medidas Gibbs ultra fracas.

Nosso primeiro resultado é a extensao do Teorema para o caso de medias
Gibbs ultra fraca. Como veremos, as estratégias das provas dos resultados sao similares
ao caso de medida Gibbs fraca, com a dificuldade adicional que no caso Gibbs ultra fraca
a sequencia de momentos onde temos controle sobre a medida da bola dinamica depende

do ponto. Assim, ao invés de estimar a pressao de X estimaremos a pressao de X .

Teorema 3.19. Seja M um espago métrico compacto, f : M — M wuma dinamica
continua e bi-mensurdvel, ¢ : M — TR um potencial continuo, v uma (ndo necessari-
amente invariante) probabilidade Gibbs ultra fraca e p < v um unico estado de equilibrio
de f com respeito a ¢. Para todo observdvel continuo v : M — 1R e todo intervalo fechado

I C IR wvale que X; =0, ou

Pif(f7 ¢) S Ptop(f, ¢) - LL;'
para todo 6. Em particular, se Li; < 0 entao Px (f,¢) < Piop(f, ).

Prova. Como comentamos anteriormente, a estratégia da prova é a mesma que no Te-
orema [3.3] por esta razao nés darémos apenas um esbogo da prova com os ingredientes
principais. Inicialmente, notemos que como f leva conjuntos mensuraveis em conjuntos
mensuraveis e p é um estado de equilibrio, aplicando a Proposi¢ao 3.11 de [VV10] temos
que Px (f,¢) = Px,(f,¢)NA, onde A, é um conjunto de pontos onde vale a propriedade
de Gibbs para p. Sendo assim, iremos ao longo da prova supor que estamos tomando
sempre pontos em A,,.

Desde que p é uma probabilidade Gibbs ultra fraca, entao existe ¢g > 0 tal que
a seguinte propriedade vale: para todo 0 < € < gy existe K, (¢) > 0 e para p-quase todo
ponto z existe uma sequéncia ny(x) — oo tal que

u(B(z, ni(x),€)) < Ky (€).

-1
Ko@) (&)™ = o pe8, ) =

(&
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Seja 0 > 0 arbitrario. Considere @ > Py, (f, ®) — L, dado e tome ¢ > 0 pequeno e N € IN
grande no que segue. N6s podemos escrever
XI C U ﬂ XI(Smj'
>15>0
onde como antes X7, = {x € M : +S,4(z) € I}. Nao ¢é diffcil verificar que para todo
r € X existe uma sequéncia de nimeros positivos (m;(x)),en convergindo ao infinito tal

que * € Xp; m,(z) € m;(r) ¢ um momento onde a propriedade de Gibbs vale. Além disso,
podemos tomar m(z) > N de modo que & € Xy, in(z), Km(z)(€) < exp (afpmp(f’q;HLI‘s)m(m),

K@) (5) < exp (Q_Ptop(f’q;)%[‘s)m(z),

1
V<{x eAN: ﬁSnw(x) € L;}) < e~ @Li;=35)n

e considerar G := {(z,m(z)) : * € X;}. Agora, para provarmos o resultado basta segui-

mos com as mesmas estimativas usadas na prova do Teorema |3.3 [

Como ja mencionamos, nao pudemos estimar a pressao topoldgica do conjunto
X.. De fato, para esse fim terfamos que garantir que para cada ponto existe uma sequéncia
de instantes em que simultaneamente a propriedade de Gibbs vale e a média temporal
esta suficientemente afastada da média espacial.

Estimativas para L, irao depender de como ocorre a propriedade Gibbs ultra
fraca e podem ser encontradas em [Varl2]. Frequentemente ao momentos em que valem
a propriedade de Gibbs sao os chamados tempos hiperbélicos (ver por exemplo [ABVO0]
para uma defini¢ao precisa) e, pela estimativa de grandes desvios dada em [Varl2], vemos
que L. > 0 estda associado a propriedade do primeiro tempo hiperbdlico decair exponenci-
almente rédpido. Além disso, [AFLVII] em um contexto abstrato provam que existe uma
relacao intima entre estimativas exponenciais de grandes desvios e decaimento exponencial
de correlagoes.

Discutiremos agora o caso especifico das dinamicas nao-uniformemente expan-
soras apresentadas na secao [1.4.2] e usaremos as notacoes dessa secao. Se f € G e
¢ € C*(M,R), entao por [VV10] temos que o tnico estado de equilibrio py, para f com
respeito a ¢ é uma probabilidade Gibbs ultra fraca. Além disso, pela Proposicao [2.65]
sabemos que nesse contexto obtemos estimativas exponenciais de grandes desvios dadas
pela transformada de Legendre. Desse modo, como aplicagao direta do teorema anterior

obtemos:

Corolario 3.20. Seja f € G ep € C*(M,R). Para todo observdvel continuo v : M — R

e todo ¢ > 0 vale que X =0, ou

l"‘f,d)?’¢7c

Py f19) < Piop(f, ) — min{ly g 4(c), Irsp(—c)} < Pop(f, @)

*“f,asﬂﬁve(
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No preprint de Zhou e Chen [CZ13], como resultado principal é provado que se
uma dinamica continua f tem a propriedade de especificacao nao uniforme em relagao
a uma medida invariante p, ou seja, em pu—quase todo ponto podemos fazer sombrea-
mento de pedacos de suas Orbitas, mas ao invés de pedir que o tempo de passar de uma
orbita para outra dependa s6 do erro do sombreamento, é permitido que esse erro de-
penda do ponto porém sua taxa vai a zero quando o tempo cresce; entao Px((f,¢) =
sup{h, + [ ¢dn : n(supp(p)) = 1 e [tdn = a} para todo potencial continuo ¢ e todo
observavel continuo . Na prova do Teorema |3.9| essa é uma das propriedades fundamen-

tais. Desse modo isso nos conduz a seguinte conjectura:

Conjectura 3.21. Seja (f,¢) € G com f topologicamente mixing. Para todo observdvel

continuo ¢ : M — IR e todo ¢ > 0 vale que X =10, ou

Hf,d;ﬂ/’:c

Px (fa ¢) = Ptop(f’ ¢) - min{]ﬁd’ﬂ/}(c)v If7¢,¢(_c)}'

T Ye

Como ja mencionamos antes, quando temos medidas Gibbs ultra fraca nao con-

seguimos a principio estimar a pressao de X Assim surgem questoes naturais:

Mf,¢7w7c'

Questao 3.22. Se f € Fy € uma familia de dinamicas nao uniformemente expansoras e

p € a medida de mdzima entropia associada a f, entdo hx (f)=hx  (f), para todo

e
observavel continuo 1 ?

Questao 3.23. Existem (f,¢) € G, com f nao uniformemente expansora, e um observdvel
continuo v tais que Px_(f, ¢) difere de Px (f,¢) ?

Nosso préximo objetivo é estender o Teorema para o caso de medidas Gibbs

ultra fracas.

Teorema 3.24. Seja M um espago métrico compacto, f : M — M e ¢ : M — R
continuas, v uma (nao necessariamente invariante) probabilidade Gibbs ultra fraca e as-
suma que (L = [y s <K v € um unico estado de equilibrio para f com respeito a ¢. Se um

principio de grandes desvios de nivel-2 vale para v, entdo para todo ¢ > 0

PYM,C(f’ ¢) S PtOP(fv ¢) inf> Q(n) S Ptop(fa Qb)

B d(n,pu)>c
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Prova. Assim como na prova do Teorema |3.19] a prova decorre da mesma estratégia
usado na prova do Teorema s6 levando em conta que compensamos o fato de nao
podermos usar todos os instantes pelo fato de estarmos estimando a pressao de Y, ., que

envolve o liminf. [ |

3.1.3 Caso Manneville-Pomeau (intermitente)
Para cada o € (0,1) seja f, : [0,1] — [0, 1] dada por

Y

IN

T
T

AN
N

F ._{ z(1+2%®), se 0

1
20 — 1, se 5

IN A

a aplicacao de Manneville-Pomeau ja discutida anteriormente. Cada f, é uma aplicagao
nao-uniformemente expansora e, se (fo, ®) € G, jd sabemos que existe um unico estado de
equilibrio ji, 4 para f, com respeito a ¢ e que fi,,4 ¢ uma probabilidade Gibbs fraca. Em
particular, podemos aplicar o Corolario|3.20|e concluir que para todo observavel continuo

e todo ¢ > 0 temos que

Px, oo(fs0) < Pop(f0) = min{lyg4(¢), [rpp(=c)}. (3:3)

Por outro lado, como f, é topologicamente conjugada a dinamica expansora z +— 2z
mod 1, entao f, possui a propriedade de especificagao, logo podemos aplicar o resul-
tado principal de [Tho09] concluindo que a pressao topoldgica do conjunto {x € M :
lim £ 5,4 () = ¢} coincide com sup{h, + [ dn : e f-invariante e [ ¢dn = c}. Notemos
que essa propriedade anterior juntamente com a convexidade da funcao taxa de grandes
desvios sao as ferramentas fundamentais para obter a desigualdade contraria no Teorema
3.9 Assim, seguindo a mesma prova de tal teorema, é possivel obter a estimativa precisa
da pressao de X, ([, 9),

Corolario 3.25. Seja (fa,¢) € G e : St — IR um observdvel Holder e [t dpia,s = 0.
Se 0 ¢ [c1, 0] € c:=min{|c1],|e2|} # ¢ := max{|c1], |ca]}, entdo X, =0 ou
Px (f7 ¢) = PX(C)(f? Qb) = PX([c,é])(fa ¢) = PX(c,é)(fa ¢)

7uay¢,w,c
= Poop(f,0) — I14.4(c),

se Ifyp(c) =min{l;y4(—c), I5gu(c)}, ou entdo

Px

—ua,¢,w,c(

f7 ¢) = PX(fc)<f7 (b) = PX([fé,fc])(f} ¢> = PX(*é,fc)<f7 (b)
= PtOP(f> ¢) - [f,¢>,¢(_c)7
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se It pp(—c) = min{ls4(—c) , Itpu(c)}. Em particular RS 2 ¢ — Pgﬂf ¢,w,c(f’ o) é
derivavel, concava e estritamente decrescente.
Em particular, para ¢ > 0 tomemos ¢, := —tlog f.. Para todo t € (—o0,1)

existe um tunico estado de equilibrio p, ; para f, com respeito a todo potencial a—Holder
continuo ¢;. Também é bem conhecido que existem dois estados de equilibrio para f,
com respeito a — log f/, a saber, uma probabilidade absolutamente continua com respeito
a medida de Lebesgue ji,,1 € uma medida de Dirac dy. Ademais, para todo ¢ <1 o estado
de equilibrio p,,; para f, com respeito ao potencial ¢, satisfaz a propriedade de Gibbs

fraca: existe uma sequéncia K, com limsup,, . % log K,, = 0, tal que

1 u(P™()
K, = e[y (@)

< K,

para todo x € [0,1] e n > 1, onde P é uma particao de Markov para f,, P (x) é o
elemento da particido P = \/;:01 J77P que contém x e P, = Piop(fa, Ot)-

A medida SRB 14,1, tem decaimento polinomial de correlagoes de ordem O (né_l)
e limitagdes polinomiais superiores e inferiores para observaveis a—Holder continuos tem
sido estabelecidos em [MNOS8| Mel09, [PS09] e nossos resultados nao sao apliciveis nesse
contexto.

Assim, nds iremos direcionar a questao para o caso em que |t| é pequeno. Nesse
contexto, como p; é uma medida Gibbs fraca podemos aplicar o Teorema [3.3| e, como a

taxa de grandes desvios nesse caso é dada pela transformada de Legendre, temos

Py (f,¢) < Pop(f, —tlog f,) — min{Iy y1oq r14(¢), If,—t10g f10(—C)}- (3.4)

JERRCN

para todo observével Holder ¢ : M — IR com [tdu, = 0. E mais uma vez, pela pro-
priedade de especificacao e a convexidade da funcao taxa de grandes desvios, obtemos
a igualdade da expressao anterior. De fato, podemos ir além e obter resultados de re-
gularidade para a pressao do conjunto X, ;. := yua’t,log fr.e» que nada mais é do que
o conjunto de pontos cuja sequéncia que define o expoente de Lyapunov tem infinitos

instantes afastados do valor médio do expoente de Lyapunov. Mais precisamente,

Corolario 3.26. Dado oy € (0,1) eziste um € > 0 tal que a sequinte funcao € continua:

log 2

[a1,1) x (—¢,€) x (0, ] 5 (a,t,¢) = Px,, (fa,—tlog f}).

Prova. Observamos inicialmente que, como f, tem a propriedade de especificacao, entao
para todo d € [0,]og 2] existe um ponto x € [0, 1] tal que lim +log(f2)'(z) = d. Por esse

motivo, dado («,t,¢) € (0,1) X (—o0,00) x (0, 1052] temos que X, ;. # (), em particular
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log f! nao é cohomologo a uma constante. Assim, para provarmos o resultado basta

mostramos que a fungao

log 2

_] 9 (Oé,t,C) = Ifa»*tl()gf(/wlogf(lx<c)

[ag,1) X (—¢€,€) x (0, 5

estd bem definida e é continua.

Fixemos a; € (0,1). Primeiro observemos que existe ¢ > 0 tal que para todo
a € (0,1) et € (—e€,€) temos que a dinamica f, e o potencial —tlog f! sdo aplicagoes
nao-uniformemente expansoras no sentido de [CV13]. Além disso, pelas estimativas de
[CV13] podemos tomar ¢ de modo que para todo a € [, 1) e t € (—¢,€) o operador de

transferéncia associado a f, e —tlog f! leva o cone
{pe C"(M,R): ¢ >0ce |<,0|a17% <inf ¢}

no cone
{p e C(MR): p>0e|pl,, 1 < ANinfp},

onde \ € (0,1) e nao depende de t nem de a. De fato, essa propriedade vale para

potenciais proximos de —tlog f! na norma de C'“'. Assim, aplicando o Corolério eo
Teorema temos que

log 2

[ag,1) x (—€,€) x (0, 5

] > (OZ,t,C) = [fm—thgf&alng&(C)

¢ continua, onde a transformada de Legendre esta bem definida. Sabemos de [VV10]
que o suporte de fis, —¢10g 72 € [0,1], logo, pelo critério estabelecido pela proposicao m,
temos que a fungao energia livre associada a f,, —log f! e log f, ¢ estritamente convexa
e, assim, podemos definir a transformada de Legendre associada. Isto finaliza a prova do

corolario. [

Mesmo no caso Manneville-Pomeau, nossas estimativas no caso de potenciais
préoximos de uma constante foram feitas sobre os conjuntos do tipo X, logo uma questao

natural é a seguinte:

Questao 3.27. Se (fa,¢) € G, potencial —tlog f!, com t pequeno, e observivel log f!,
(fomqb):Py (fo“gb) ¢

vale que Pluf

/
O“(jylogfouc pfa7¢,logf&,c

Com ja vimos, f, tem a propriedade de especificagao e, para t pequeno, temos que
fat ¢ uma medida Gibbs fraca. Logo, aplicando [CTY13] obtemos principio de grandes
desvios de nivel-2 e assim podemos aplicar a primeira parte do Teorema em fo € ot
obtendo:
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Corolario 3.28. Seja a € (0,1) et € R suficientemente pequeno. Para todo ¢ > 0 temos

que Y, .= 0 ou

Yiatc

(fa, —tlog fi,) < sup {hn(fa)—t/bgf;dn}<Ptop(fa7—tlogfé)-

d(n,pa,t)=c

Observacao 3.29. No coroldrio anterior, usamos também que supy, .. yscihn(fa) —
t [log fi, dn} = supy, .. y=cthn(fa) =t [log fi dn} por causa da convexidade estrita da

entropia e da escolha da métrica sobre M;.

3.1.4 Aplicagoes quadraticas

Nos consideraremos agora a classe de aplicagoes quadraticas f, na reta real da-
das por f,(x) = 1 — ax®. Benedicks and Carleson [BC85] provaram a existéncia de um
conjunto de parametros €2 € [0,2] de medida positiva em relagdo a medida de Lebesgue
tal que, para todo a € €2, a aplicacao quadratica f, tem exponente de Lyapunov posi-
tivo e uma tunica medida invariante p, absolutamente continua com respeito a Lebesgue,
suportada sobre [f2(0), f(0)]. Além disso, pela desigualdade de Pesin-Ruelle, temos que
Piop(fas —log|fL]) = 0. Uma vez que essas aplicagoes sdo continuas e topologicamente
mixing sobre [f2(0), f(0)], entao decorre do teorema de Blokh [Blo83] que elas satisfazem
a propriedade de especificacao. A menos de intersectarmos {2 com um intervalo contendo
2, Chung e Takahasi [CT12] provaram estimativas exponenciais globais de grandes des-
vios para esse conjunto de parametros. Iremos daqui em diante denotar o conjunto de
parametros usado em [CT12] por 2. Dado um parametro a € €2 e um observavel continuo
¢ [=1,1] = R, defina Ly := infyer (r){ [ ¥dn} e Loy = sup,c a1 ¢dn}. Entao
em |CT12] se prova que para todo ci, ¢y € [Lyy, Lay] temos que

1 1 n—1 '
lim ~log{x € [-1,1] e < ;w(fé(x))@} -

max_sup{hy(f,) - / log |2]dn : 1 € My(f), / by = 1}.

te[cl,CQ]
Além disso, a fun¢do [Ly 4, Lo y] 3 t — sup{h,(f.)— [log|fildn : n € Mi(fa), [ Ydn =t}
¢ continua e concava. Vale a pena também observar que, por causa da propriedade de
especificacdo, [Liy, Loy] = {o € R : existe z € [—1,1] com =37/ L(fi(x) = a}.
Desse modo, aplicando o Teorema teremos que para todo ¢ > 0:
P, ool il) < = s {h(f) - Jreglglan: | [ vn= [ vl = 0
ne 1\Ja

< 0.
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Por outro lado, f, tem a propriedade de especificacao logo, assim como no caso das
aplica¢oes de Manneville-Pomeau, vale o resultado principal de [Tho09] e entao, pela
mesma prova do Teorema [3.9] é possivel obter a desigualdade contraria da estimativa

anterior e dizer com precisao o valor da pressao X e Mais precisamente

Corolario 3.30. Eziste um conjunto Q2 C [0,2] com medida de Lebesgue positiva tal que
sea€Q, ¢:[-1,1] = R € continuo com [dpu, =0, 0 ¢ [c1, o] € ¢ :=min{|c1|,|ca|} #

¢ :=max{|ci|, |ea|} entdo ou X, , . =0 ou

Px,, o..(fa =log|fel) = Px()(fa, —log | fa]) = Px(een(fa, —log | fal) = Pxea(fa, —log | fa])

—— sup {hy(f)— [loglfldn: [vdn=c}

neMl(fa)
ou
Px,. ,.(faos=1oglfl) = Px(-o(fa, = l0g | fal) = Px(-e-a)(fa; —10g | fo]) = Px(-e.~e)(fa, —log | fa])

—— sw {hy(f)~ [tog\fdn: [ vy =~}

neMi(fa)

Em particular R§ 2 ¢+ Px, ., .(fa,—logl|fs]) € concava.

Assim como no caso da aplicacao de Manneville-Pomeau, uma questao natural é

a seguinte:

Questao 3.31. Eziste um conjunto de parametros 2 C [0,2], com medida de Lebesgue

positiva, tal que se a € Q) entdao Px (fa, —log|fl]) = P (fa, —log|fl]) ?

X —4X
Halog | fhl.e Halog | fh.e

Para esse mesmo conjunto de parametros €2 ja discutido, em [CT12] também é
provado um principio de grandes desvios de nivel-2 com fungao taxa Q(n) = —h,(f.) +
[ log|fi|dpy,. Assim, aplicando o Teorema m

Corolario 3.32. Existe um conjunto Q C [0,2] com medida de Lebesque positiva tal que

sea € ec>0, temos que Y, . =0 ou

PXua,c(fav_IOglféD < sup {hy(fa) _/IOg’fﬂdU} < Prop(fa, —log | fa])-

d(n,pa)=c

3.1.5 Aplicagoes multimodais

Uma classe de aplicac¢oes do intervalo onde nossos resultados valem foi considerada

por Bruin e Todd in [BT09]. Seja f uma aplicagao do intervalo transitiva com um nimero
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finito de pontos criticos, todos eles nao flat (ou seja, a menos de um difeomorfismo a
vizinhanga do ponto critico é um polinémio), e f com derivada Schwarziana negativa. Se
existe C' > 0 e 8 > 20 — 1 tal que |Df"(f(c))] > n® para todo ponto critico c e n > 1
(onde ¢ ordem méaxima dos pontos criticos), entao decorre de [BT09, Theorem 1] que

existe t; < 1 tal que para todo t € (t1,1):

(i) existe um tnico estado de equilibrio u; para f com respeito ao potencial —tlog | D f|,

(ii) gy tem esquema induzido compativel com cauda exponencial, em particular tem

decaimento exponencial de correlacoes

(iii) p; tem expoente de Lyapunov positivo.

Ademais, existe uma probabilidade conforme v; tal que
eP )
J, f(x) = W quase sempre
e i < vy, onde P(t) = Pop(f, —tlog|f']). Além disso, como p; tem expoente positivo,
entao quase todo ponto tem infinitos tempos hiperbdlicos. Se n é um tempo hiperbdlico
para x, entao o jacobiano J,, f" tem distorcao limitada. Consequentemente, v; satisfaz a
propriedade Gibbs ultra fraca. Por outro lado, utilizando (ii) acima com os resultados de
[AFLV11], temos que p; tem estimativas exponenciais de grandes desvios e entao podemos
aplicar o Teorema [3.19] Em particular, provamos que a pressao de X, é estritamente

menor que P(t). Vale ressaltar que as aplicagoes quadraticas discutidas na se¢do anterior

satisfazem as hipdteses de [BT09).

3.1.6 Difeomorfismos hiperbdlicos e subshifts do tipo finito

Nessa se¢ao iremos estudar o caso invertivel de dinamicas, especificamente o caso
hiperbdlico.

Seja f : M — M um difeomorfismo, e seja A C M um conjunto compacto
f—invariante. Lembremos que um conjunto A é dito conjunto hiperbolico para f se para
todo ponto x € A existe uma decomposigao do espago tangente T, M = E*(x) ® E"(x)
tal que

Df(z)- E°(x) = E°(fz) e Df(x)- E*(z) = E*(fx),
e existem constantes A € (0,1) e C' > 0 tal que
1D f (@) s @) | < CA™ el [Df () g || < CA

para todo z € A e n € IN. Dado € > 0, para cada x € A a variedade estavel e instavel de

tamanho € sao dadas por

Wi(x) ={y € B(z,e) : d(f"y, f"z) < € para todon > 0}
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Wi(x) ={y € B(z,e) : d(f"y, f"x) < e para todo n > 0}.

Relembremos a nocao de particao de Markov para conjunto hiperbdlico. Uma colecao de

conjuntos fechados Ry,..., R, C A é chamada uma particio de Markov de A se:
L. A=U_ R, eintR; = R;parai=1,...,p;
2. We(x) N Wi(x) € Ry e #(W2(x) N W¥(z)) = 1 sempre que z,y € R;;
3. intR; NintR; = () sempre que i # j;

4. se x € f(intR;) NintR; entao

fHWE(fe) N Ry) C W) N Ry e f(W2(x) N R;) C W(fx) N R;.

Notemos que o interior de cada conjunto R; é computado com respeito a topologia in-
duzida sobre A. A importancia da existéncia de particoes de Markov estd associada a
obtengao de uma semi-conjugacao com um subshift do tipo finito. Todo conjunto hi-
perbdlico tem particao de Markov com didmetro arbitrariamente pequeno (ver por exem-
plo [Bow75]). Adicionalmente, iremos supor que existe um conjunto aberto U C A tal que
A =,z fM(U) (esta propriedade equivale a existéncia da estrutura de produto local) e
que fjz ¢ topologicamente mixing.

Dada uma particao de Markov P e z € A, nés podemos definir P,(z) := {y €
A: fi(y) € R(f/(z)) para todo —n < j < n} como o cilindro de tamanho n, onde R(z)
denota o elemento da particao de Markov que contém x. Dado um potencial ¢ : M — R
Holder continuo nds sabemos que existe um unico estado de equilibrio p para fj, com
respeito a ¢. Ademais, u é uma medida Gibbs no seguinte sentido: existe uma constante

K > 0 tal que

-1 /J’(Pn(x))
K s p Gorsmm = K

para todo x € A e n € IN. Isto pode ser provado através da semi-conjugacao com um
subshift do tipo finito (ver por exemplo|[Bow75]).

Notemos que nas provas do Teorema[3.3 ou Teorema [3.19] para estimarmos supe-
riormente a pressao do conjunto X,, podemos, ao invés de usar cilindros associados a bolas,
utilizar qualquer sequéncia de cilindros associados a coberturas cujo diametro vao a zero.
Isto vale pela prépria definicao de pressao via dimensao, devido a Pesin e Pitskel, e em
particular podemos utilizar as particoes de Markov. Substituindo entao bolas dinamicas
por cilindros P, (x), obtemos um lema similar ao Lema e, pela propriedade do tipo
Gibbs sobre os cilindros da partigdo de Markov, seguindo a mesma prova do Teorema [3.3,
obtemos a estimativa superior do resultado. Porém, utilizando a semi-conjugacao, iremos

provar que a pressao desse conjunto € estritamente menor que a pressao topoldgica.
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Por causa da semi-conjugacao entre fj5 e um subshift do tipo finito, obser-

vamos que a pressao de X onde

/‘LflA
h:> , — A éa semi-conjugagao entre fj, e o subshift do tipo finito o5~ . Sendo as-

e € @ mesma que a pressao de X,LU‘EA’W“Q/,O;L,C,
sim, passemos a estudar o nosso problema para o caso do subshift do tipo finito. Seja
entdo um potencial ¢ : >, — IR Holder continuo, p o tnico estado de equilibrio e
Y : >, — IR um observavel continuo. Por um lado, utilizando os cilindros da forma
[Ty xp) = {(Ykez € D4+ ¥i = x;,¥Vi = —n,...,n} e que pu tem uma proprie-

dade do tipo Gibbs sobre esses cilindros, argumentando como anteriormente, no caso de

difeomorfismos hiperbdlicos terfamos que PXWC(UI 5 0) < Poplojs,, @) — Le_s, onde
Loi={x € ¥, 230 ¢(0(x) — [du| > c. Porém, utilizando as estimativas de
grandes desvios de [You90], obtemos que

P

Hytp,e

(J|ZA7¢) < Ptop(o-\ZA’qs)_

sup {Ptop(fsz>¢)—hn(0|zA)—/¢dui|/¢dn—/¢du| >c} <

nGMl(Ule)
sup {hylojse,) + / oy - | / by — / bdp| > ¢} < Poy(ois-..6).
neMi(o)s )

Obtemos entao o respectivo resultado para difeomorfismos hiperbélicos.

3.1.7 Fluxos hiperbdlicos

Nesse momento iremos estudar o caso de fluxos hiperbélicos.

Seja Y € X*(M) um campo de vetores suave e (Y;);er 0 fluxo associado. Um
conjunto compacto invariante A C M é um conjunto hiperbolico para (Y;); se existem
constantes A € (0,1) e C' > 0 tais que, para todo x € A, existe uma decomposigao
T,M = E*® E°® ES com E° =< Y (x) > sendo um subespago unidimensional, DY;(z) -
Ey = EY, ), DY,(z) - E; = EY, ) e também

1 DY3(2){ o ll < CA' e [[DYi(x) | < ON

para todo t > 0. Um fluxo é dito Azioma A se o conjunto nao-errante é um conjunto
hiperbdlico e os pontos peridédicos sao densos nele. Decorre do trabalho pioneiro de Bowen
e Ruelle [BR75] que um fluxo Axioma A (Y};); é semi-conjugado a um fluxo suspensao
sobre um subshift do tipo finito. Lembremos que, dado um subshift do tipo finito o :
Y4 — Y4 e uma funcao altura h : ¥4 — IRT afastada do zero e do infinito, o fluzo
de suspensdo associado (S); é definido em M, = {(z,t) € ¥4 xRy : 0 <t < h(x)}
com a identificacdo dos pares (z,h(z)) e (o(x),0). O fluxo é definido sobre M, por
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Si(z,r) = (6™(x),r +t — 374 h(o?(x))), onde n € Z+ ¢é unicamente definido por

—

n—

hio'(z)) <r+t< Z h(o'(x)). (3.5)

I
o

%

nxLeby
J hdn

dades o}y, ,-invariantes e S’-invariantes, onde Leb; denota a medida de Lebesgue unidi-

Ademais, como h é limitado, entao n +— ¢ uma correspondéncia entre probabili-

mensional e a probabilidade 77 := (n x Leb;)/ [ hdn é definida sobre M, por [ gdi =

fi}dnf< 0h(x) (z, t)dt) dn(z), Vg € CO(Mh) Dado ¢ : M, — IR nds associamos o

observavel ¢ sobre ¥4 definido como 9(z) = fo Y(x,t) dt. Em particular, dado

T > 0 grande, (z,s) € My e n = n(x,T + s) definido pela equacao (3.5) decorre que
n(z, T+ s) — oo quando T — oo e

1 A'+s)— T+ s n(z,T+s)
_ h(o! < < h(o 3.6
n(x, T + s) ; <J(x))_n(x,T—|—s) a:T—i—s ; (3.6)
Com esta notagao em mente, nés podemos escrever
(z,T+s)

1 (7 n(z,T + s) 1
?/o »(Si(x,s)) dt = T n@ T 1)

n(zT+9) 1 (0‘(:)3))

_/ T DS, (o™ (), 0)) dt,

onde o segundo termo é limitado superiormente por |[¢||« ||1]|so/T € converge uniforme-

mente para zero quando T’ tende ao infinito. Ademais, para todo i, B2, B3 > 0 suficien-

temente pequenos tal que fhdu +[Yllo- P2 <ce mfhf—hduz: < fa,

X. {(ms)EMh llmsup‘—/ Y(Si(z, s)) dt — /¢dﬂ|>c

T—o0

esta contido na unido dos conjuntos (S;):-invariantes

- L n(x, T + s)
chh—{(x,s)th.lernjotip| Trs fhd,u | > 6}
n(z,T+s)
Q{(m,S)EMh:hjrfl_}S;p} xT—i—s ZZ h(c /hduz|253}
e
n(z,T+s

)
76@ = {(z,s) € M), : lirTn_)sip ‘ﬁ ; P(o'(x)) — /@ d,uz‘ > fi}

Consequentemente, utilizando Pg ((S)s,¢) < max{Px_, ((Si):,¥), Px g((St)t, $)} eo
caso de subshift do tipo finito discutido na secao anterior, nés podemos deduzir da semi-

conjugacao o seguinte:
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Corolario 3.33. Sejam (X;); um fluro Axioma A, ¢ : M — IR um potencial Hélder
continuo e pu = pg o unico estado de equilibrio para (X;); com respeito a ¢. Entdo, para

todo observavel continuo ¢ : M — IR e ¢ > 0 vale que

Px ((Xt)t, ¢) < Piop((Xt)t, 9).

3.1.8 Olho de Bowen

Nesse secao iremos apresentar um exemplo de sistema dinamico f, potencial ¢,
observavel ¥ e constante ¢ > 0 tal que X. # X_. A aplicacio f corresponde ao tempo 1
do fluxo conhecido como Olho de Bowen. A aplicacao f tem trés pontos fixos pi, ps € p3
(marcados na Figura 3.2 abaixo) e tais que {p1, ps, ps} = Per(f) = R(f), onde o conjunto
nao-errante ¢ formado pelo ponto fixo repulsor ps; que esta no centro da figura e o fecho
D das duas separatrizes correspondentes as singularidades do tipo sela p; (a esquerda de

p2) e ps (& direita de py) do campo de vetores original.

the eye-like attractor \

basin of the attractor

Figura 3.2: Atrator olho de Bowen

Ademais, é bem conhecido que para todo x na regiao do plano determinada por
D (exceto ps) a medida empirica %Z?;ol dfi(z) tem as medidas de Dirac d,, e 6,, como
pontos de acumulacdo. Se ¢ : R?> — R denota a projecao sobre a coordenada z- entao,

pelo principio variacional,

Rsl£.0) = sup{i () + [ o) = max{o(p)} = o(p)

e dp, € 0 unico estado de equilibrio para ¢. Por outro lado, se ¢ = —¢ entao min ¢ = (p3)

e para 0 < ¢ < d(ps2, p3)

X,={puf{a} e Xo=D\({m}uss),
onde A; é o arco superior do bordo de D e Ay é o arco inferior do bordo de D, assim
70 7é Xc porém ch<f7 ¢> = PYQ(f, ¢)
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3.1.9 Contra-exemplo

Apesar do fato da pressdo topolégica dos conjuntos X, e X, coincidir na exemplo
anterior, a construgao do Olho de Bowen nos d4 uma luz sobre a constru¢ao um exemplo
onde Py (f,#) < Px.(f,¢), pois ele nos indica que precisamos escolher um potencial e
um observavel suportados em regioes diferentes do espago e que a dinamica faga com que
6rbitas alternem longos periodos nessas regioes. O problema é que, assim como no caso
do Olho de Bowen, em geral essas regioes é que devem suportar as medidas invariantes.
Iremos dar agora um exemplo no qual WL( fi0) < Wyc( f,¢), onde CP, denota a
capacidade superior de Carathéodory do conjunto A (para detalhes sobre essa outra nogao
de medir conjuntos, veja por exemplo [Pes97, Section 11]). Esse exemplo serd realizado
sobre um conjunto invariante nao-compacto de uma ferradura.

Seja o : ¥4 — Xy, com X4 C {0,1,2,3}N, o subshift de tipo finito associado a

matriz de transicao

— = =
O = = =
O = =

o O O

0 1

Agora, considere o subconjunto o-invariante ¥ C 34 que contém os quatro pontos fixos
para o shift o (correspondendo as sequéncias constantes) e tal que para todo z = (x,), €
£\ {0,1,2,3} vale que

1
limsup—#{j <n:z; € {1,2}} =1
n

n—o0

1
liminf —#{j <n:z; € {1,2}} =0.
n

n—00
Seja ¢ um potencial continuo tal que o tnico estado de equilibrio é pgs = dy (tal potencial
existe e pode ser tomado nao-negativo seguindo as ideias de Hofbauer [Hof77, Pédgina
226, 239]) e consideremos o observével continuo ¢ = xjg. Note que [¢dugs = 1 e para
¢ > 0 pequeno, nés obtemos que X, = {3} ¢ X. = X\ {0}. Uma vez que ¢ |y = 0 entao
ﬁic(f, ¢) = hx_(f) = 0. Por outro lado, iremos estimar a entropia topoldgica de X.,
desde que ¢ é ndo-negativo entdao CPx, (f,¢) > CPx (f,0). Ademais, se 0 < a < log2
nés iremos provar que mq(f, X.) = +00 e deduzir que @yc( f,0) > 0. Lembremos que

ma(f>yc> = lim ma(faycau)

didmetro(U)—0

onde mq(f, Xc,U) = limsupy_,o ma(f, Xe, U, N), e

me(f, XU, N) = inf{ Z e~ N . Gy é uma subcobertura de Vo<j<n a_jZ/l}.
Uegn
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Seja e > 0 pequeno e fixado (para ser mais preciso ele ird depender somente de ).
Para todo ¢ > 1, nés consideraremos uma cobertura abertura aberta U, de X, formada
por cilindros definida da seguinte forma: um n-cilindro U = [z, ..., x,] pertence a Uy se,

e somente se, n > ¢ é o menor nimero inteiro tal que

#{j <n:z;e{1,2}} >n(l-e). (3.7)

De fato, dado = = (z;); € X, e definindo n(z) > ¢ como o primeiro instante tal que a
equacao (3.7)) vale, temos que [z, ..., x,] pertence a U, e entdo Uy cobre X .. Ademais,
por construgao, os elementos de U, sao todos disjuntos, todo elemento contém pelo menos

um ponto de X, e o diametro de U, vai a zero quando ¢ — co. Assim
me(f, Xe) = Zlim Mea(f, X e, Uyp)
— 00

Observe também que # U, > 2/079) que corresponde ao nimero de cilindros disjuntos
de comprimento 2¢ 4 1 satisfazendo . Fixemos N > 1. Como os elementos de U,
sao disjuntos, entao toda subcobertura Gy, de concatenagoes V<< No U, de cilindros
cobrindo X, coincide com Vo<j<no U, Se nds escrevemos N + £ = (20 + 1)s + r com

2(N+=r)(1=¢) desses cilindros (gerados por N

s>1e0<r <2/ entao existe pelo menos
concatenagoes de (2¢+ 1)-cilindros que satisfazem a equagao (3.7))). Desse modo, se € > 0
é escolhido pequeno, entao decorre que
ma(f, Xe,Uy) > limsup Z e N > limsup e N 2V-00-) — 4 o,
N—oo U€Gn.e N—oo
Logo @yc( f,0) > log2 > 0, provando o que queriamos. Por fim, notemos que como

Pr(f,¢) < CPA(f, ), entdo ainda fica em aberto a questdo sobre a construcao de um
exemplo onde Px_(f,¢) < Px.(f,9).

3.1.10 Descontinuidade e monotonicidade nao-estrita da funcao

pressao: ferraduras porco-espinho

Para apresentar um exemplo onde existe descontinuidade e monotonicidade nao-

estrita da da funcao pressao
c— Px (f,¢)

nos usaremos a classe difeomorfismos parcialmente hiperbédlicos transitivos f estudada
por Diaz, Gelfert e Rams que exibem uma ferradura porco-espinho. De fato, decorre da
analise do espectro de Lyapunov na direcao central (ver [DGI12, Remark 5.4] e [DGR11])
que existem constantes A < 0 < 3 < 3 tal que

pe (2)|] € llog A, log 5] U {log 5}

1
lim sup — log || D f"
n

n—oo
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1 .
lim inf - log |[|[Df" |ge (x)]| € [log A, log 5] U {log 8}
n—oo
Também existe um tnico @) (de fato, ele é um ponto fixo por f) tal que o expoente de
Lyapunov central é log 5 > 0.
, onde E*¢

é a direcao central, para um valor de ¢ negativo e suficientemente grande em médulo e

Nés consideraremos o potencial Holder continuo ¢, = —tlog ||D f

EC

um observéavel ¢ = log||Df

ge || Decorre da [DG12, Proposition 5.6] que para todo

t < 0 a medida de Dirac dg é o tnico estado de equilibrio para f com respeito a ¢; e

consequentemente
Puop(f.61) = —t10g || DF(Q) | || = —tlog 5.
PYC (f; ¢) A
Ptop(fa ¢) °
c >

Figura 3.3: Discontinuity of the pressure function

Por outro lado se ¢ # log 3, entao utilizando que todas as medidas invariantes

que tem expoente de Lyapunov central igual a ¢, nés podemos estimar
sup { k() + [ ~t108|1DF(z) |- || di s An) =} < huun(F) ~ t1o5 3
< Ptop(f ) ¢t)

O que mostra a descontinuidade da funcio pressio ¢ — Px (f, ¢;) onde X, esta associado

c

ao observavel 1. Pelo mesmo argumento anterior também provamos que

sup {1(7) + [ ~tlog||Df()

dn : A(n) € [log \, log B]}

FEc

—sup {1(7) + [ ~tlog||Df()
< Ptop(f7 (bt)



134

e entao existe um intervalo de constancia da fungao pressao.

3.2 Analise multifractal dos conjuntos irregulares para

medidas Gibbs fraco: caso nao-aditivo

Nesse secao temos como objetivo estender os resultados da se¢ao anterior para o

contexto nao-aditivo, tanto do ponto de vista dos potenciais como dos observaveis.

Inicialmente iremos expandir nosso problema para sequéncias sub-aditivas. Uma
sequéncia ¢, : M — IRU{—00,+0c0},n > 1, de fungdes mensurdveis é dita sub-aditiva se
Oman < ©m + pn o [ para todo m,n > 1. Veremos agora exemplos de sequéncias sub-
aditivas, o primeiro mostrara que sequéncias sub-aditivas englobam as médias de Birkhoff
e o segundo mostrara que elas vao além englobando as sequéncias que definem o expoentes

de Lyapunov. Antes dos exemplo vale a pena enunciar o teorema sub-aditivo de Kingman.

Teorema 3.34 (Kingman). Sejam ¢, : M — RU{—00, +00} uma sequéncia sub-aditiva
de fungoes mensurdveis e p uma probabilidade f—invariante tal que ¢f € L*(u). Entdo
a sequéncia (%(pn)nem converge j1—q.t.p. para uma func¢ao mensuravel ¢ : M — IR U

{—00,+00}. Ademais, se adicionalmente u for f—ergddica entdo ¢ € constante p—q.t.p..

Quando p for ergédica no teorema de Kingman denotaremos ¢ por Fi(u, {¢n}).

Exemplo 3.35. Dada ¢ : M — IR entao ¢, = Z?:_Olgo o ft é uma sequéncia sub-
aditiva, de fato Omin = ©m + ©n o f™, para todo m,n > 1, e nesse caso dizemos que a
sequéncia € aditiva. Note ainda que se tomarmos uma sequéncia de funcoes satisfazendo
Omin = ©m + @ o f™, para todo m,n > 1, teremos que @, = Z;:Ol 1 0 fi. Sendo assim,

o teorema de Birkhoff é um caso particular do teorema sub-aditivo de Kingman.

Exemplo 3.36. Seja A : M — GL(d) uma func¢ao mensurdvel com valores no grupo

linear de matrizes. O cociclo linear definido por A sobre f é a transformagao

F: M xR? s M x R%.
(2,0)=(f(2),A(z)v)

Observe que F"(x,v) = (f"(x), A*(x) para todo n > 1, onde

A (z) = A(f" (@) - A(f (@) A(2).
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1 1 EERTIE e A .
Note que ~log||A™(x)|| e ~log||A™(x)~*||~" sdo sequéncias sub-aditivas. Se supusermos
que |log ||A%]| | € L' (i) entdo podemos aplicar o teorema sub-aditivo de Kingman definido
respectivamente Ay e A_1, que sao os chamados expoentes de Lyapunov extremais. Um
caso particular importante de cociclos lineares € o chamado cociclo da derivada, ou seja, se

M é uma variedade compacta e f um difeomorfismo local C* definimos A(x) por Df(x).

Dada entao uma sequéncia sub-aditiva ,, e g uma probabilidade f—invariante
e f—ergddica satisfazendo a hipétese do teorema sub-aditivo de Kingman sabemos que
o conjunto irregular X ({¢,}) := {z € M : #lim Ly, (z)} tem medida zero em relagio a
p. Uma pergunta natural é se vale o mesmo que no caso de médias de Birkhoff, ou seja,
X({pn}) é vazio ou tem pressao topoldgica total. Podemos tornar a questao um pouco
mais ampla tomando sequéncias sub-aditivas ou assintoticamente aditivas de potenciais e
se perguntando sobre a pressao topolédgica do ponto de vista do formalismo termodinamico

nao-aditivo, como iremos descrever abaixo.

Definigao 3.37. Seja M um espago métrico compacto. Uma sequéncia ® = {p,} C
C(M,IR) € uma sequéncia de potenciais assintoticamente aditiva se para todo € > 0
ezxiste uma funcao continua g. tal que

1
hmsup _||(pn - SnQeHOO <€
n

n—oo

Uma sequéncia ® = {¢,} C C(M,IR) é uma sequéncia de potenciais quase aditiva se
existe uma constante uniforme C' > 0 tal que @+ o f™"—C < @pan < @m+pnofm+C

para todo m,n > 1.

A préxima proposigao estabelece as relagoes entre essas nogoes.

Proposigao 3.38. (i) Se ® = {y,} € quase aditiva entao existe C > 0 tal que a sequéncia
Qo = {p, + C} € subaditiva;
(i) Se ® = {p,} quase aditiva entdo ® € assintoticamente aditiva, e para todo

¢ > 0 existe k = k(e) > 1 tal que limsup,,_, o +||on — Su(30r)|lo < €.

Prova. O item (i) decorre da definigdo. O item (ii) esta contido na proposicao 2.1 de
[CZZ11). n

Dado um espaco métrico M, uma dinamica f : M — M continua, uma sequéncia
de potencias assintoticamente aditivos ® = {¢,,} e um conjunto arbitrario Z C M pode-

se definir a pressao topolégica Pz(f,®) de Z com respeito a f e . Quando fixamos
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um potencial ¢ € C(M,IR) e escolhemos ¢ constante e igual a ¢ temos que Pz(f, ®) é
exatamente a nogao usual de pressao topoldgica de Z com respeito a f e ¢ (veja apéndice
para detalhes). Feng e Huang [FHI10] provam que sequéncias assintoticamente aditivas
satisfazem o teorema de Kingman, ou seja, dada uma sequéncia ¥ = {1, } assintotica-
mente aditiva e g um probabilidade f—invariante e f—ergddica entao %@Dn converge em
u—q.t.p. e se adicionalmente p é f—ergodica entao %wn converge em p—q.t.p.para o
nimero limy, o + [ ¢pdp =: F. (11, ¥). Nesse mesmo artigo, Feng e Huang também pro-
vam que a func¢do pu — F,(u, V) é continua para todo potencial assintoticamente aditivo
U, coo também utilizam o estudo de subdiferenciais da funcao pressao para caracterizar a
pressao topoldgica dos conjuntos de nivel {z € M : lim,,_, w”T(x) = a}. Vale a pena res-

saltar que no contexto de potenciais assintoticamente aditivos também vale um principio

variacional, ou seja,
Piop(f, ®) = sup{h,(f)+F.(i,®) : 1 é uma probabilidade f-invariante, F, (u, ®) # —oo}.

Se uma probabilidade atinge o sup dizemos que ela é um estado de equilibrio de f com
respeito a ®. Desse modo, definindo o conjunto irregular X (¥) := {z € M : Alim L¢,,(z)}
associado a a sequéncia ¥ temos que X (V) tem medida zero em relagdo a u. Porém,
generalizando [Thol0], Cao, Zhang e Zhao [CZZ11] provam que se M é um espago métrico
compacto e a dinamica f : M — M é continua e satisfaz a propriedade de especificacao
entdo X (V) é vazio ou tem pressao topoldgica total com relagdo a f e ®. Desse modo,
tomando g uma probabilidade f—ergédica, ¥ = {1, } uma sequéncia de observaveis

assintoticamente aditiva ou sub-aditiva e ¢ > 0 definimos

1
Xwe = {x eM: ‘limsup — () — Ful s, \II)‘ > c}
non

- {x e M : hmnmf%%(m) ~ Fulp, \If)} > c}.

XWP,C

Nosso objetivo é estudar esse conjuntos que sao generalizagoes dos respectivos conjuntos
ja definidos no caso aditivo. Exporemos agora os objetos e propriedades que estao conti-

dos nos nossos resultados.

Assim como no caso aditivo, no caso nao aditivo existe a generalizacao da nocao
de propriedade do tipo Gibbs e também em certos casos obtemos estados de equilibrios
como medidas invariantes absolutamente continuas com respeito a medidas com essa pro-

priedade do tipo Gibbs.

Defini¢ao 3.39. Dada uma sequéncia de fung¢oes ® = {¢,}, nds dizemos que uma pro-

babilidade v ¢ uma medida de Gibbs ultra fraca com respeito a ® sobre A C M se existe
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g0 > 0 de modo que para todo 0 < € < g existe uma sequéncia positiva (K, (€))new ($0
dependendo de €) satisfazendo lim % log K,,(¢) = 0 tal que para v-quase todo ponto x € A
existe uma subsequéncia ng(x) — oo (dependendo de x) satisfazendo

Ky () < HB@(2), ©))

- e_nk(x)P+¢nk(z)

Se a condi¢ao anterior vale para todos inteiros positivos n (independente de x
em um conjunto de medida total) nds diremos que v é uma medida de Gibbs fraca com
respeito a ®. Se além disso K, (¢) = K(g) independente de n nds iremos dizer que v €

uma medida Gibbs com respeito a .

Assim como no caso aditivo essas medidas Gibbs aparecem naturalmente no con-
texto de dinamicas hiperbdlicas. Dado um conjunto basico ) para um difeomorfismo f
Axioma A (ou €2 repulsor para f) sabe-se que todo potencial quase aditivo ® satisfazendo

(variacao limitada) 3A,d > 0 : sup 7, (P, ) < A, (3.8)
nelN

onde v, (P,0) := sup{|pn(y) — on(2)] : y,2 € Bp(x,d)}, admite um tdnico estado de
equilibrio pe que coincide com uma medida Gibbs com respeito a ® (veja [Ba06] e [Mum006]
para a prova). Definiremos agora uma nogao mais fraca do que a condigao de variagao
limitada (3.8]), nés diremos que uma sequéncia de fungoes continuas W = {¢,,} satisfaz a
condicao de Bowen fraca se existe 6 > 0 tal que lim,,_, o, M = 0.

No nosso primeiro resultado estendemos o Teorema |3.3| para o caso nao-aditivo.

Dado um intervalo J C IR nés denotamos

Xy ={r € M :limsup %1&”@) € J}

n—-+oo

1
Xy ={r € M :liminf —¢,(z) € J}.

n—4+oo M
Para todo 6 > 0 nés denotamos por Js a d—vizinhanca do conjunto .JJ e para uma proba-
bilidade p nés definimos

1 1
L= —limsup—logu({x EM: —y,(x) € J})
n n

n—-+4o0o

E por fim, dado ¢ > 0 e uma probabilidade v nés denotaremos — limsup,,_,, . % log v ({:c €
M : [5(2) = Fuljio, W)] = ¢}) por Loy = L.

Teorema 3.40. Seja M wum espago métrico compacto, f : M — M wuma dinamica
continua, ® = {¢,} uma sequéncia de potenciais quase aditiva com Py, (f, ®) > —o0,
v uma (nao necessariamente invariante) medida Gibbs fraca sobre M e ue < v o unico
estado de equilibrio de f com respeito a ®. Suponhamos que W = {1} € uma sequéncia

de observdveis que satisfaz pelo menos uma das sequintes propriedades:
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(a) W € assintoticamente aditiva ou,
(b) ¥ € uma sequéncia sub-aditiva tal que

1. satisfaz a condicao de Bowen fraca,

it. inf, >4 w”T(x) > —o0 para todo x € M e

iii. a sequéncia {£2} é equicontinua.
Entao, para todo intervalo fechado J C IR e d > 0 temos que

PXQ,JOC?(I)) S PY\I,,J(fv (I)) S ROP(qu)) - LV,J5 S P(f,(I))

Sob as hipoteses do teorema anterior obtemos que para todo ¢ > 0 temos que

Px

“pg,¥,c

(f7q))§PY (qu))SPtOP(faq))_Lc—cS,ySp(f7q))v

ne,¥,c

para todo 0 > 0 suficientemente pequeno.

Varandas e Zhao [VZ13] estenderam as resultados de grandes desvios, quando se
tem medidas com propriedades do tipo Gibbs fraco, obtidos em [Varl2] para o contexto
nao-aditivo. De fato, com as hipdteses do teorema anterior podemos aplicar parte do

Teorema B de [VZ13] garantindo que: dado ¢ > 0 temos que

—L. < SuP{_PtOp(f, ) + hn(f) + Fu(n, @)},

onde o supremo é sobre todas as probabilidades 7 tais que |Fi(po, V) — Fu(n, ®)| > c.
Como exigimos a unicidade do estado de equilibrio vemos que L. > 0 assim ja obtemos a
desigualdade Py, (f, ®) — L.—s < P(f, ®), para 6 > 0 suficientemente pequeno.

Antes de provar o teorema precisaremos de um resultado que fara o mesmo papel
que o Lema . Dado J C IR denotaremos {z € M : w"T(x) € J} por X .

Lema 3.41. Suponha que estamos no contexto do Teorema [3.40. Entao VU satisfaz a

condicao de variacao temperada:

lim lim —%(\Ij’ J

e—0n—+oco n

=0.

Em particular, dado J C IR intervalo fechado e § > 0 existe €5 > 0 tal que se 0 < € < &5
entdo existe N = Ns. € IN com B(x,n,e) C X, ,, para todon > N e todo x € X,,.
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Prova. Notemos inicialmente que a condicao de variacao temperada € trivialmente satis-
feita para sequéncias de observaveis satisfazendo a condicao de Bowen fraca. Ja no caso
de W ser assintoticamente aditivo a prova consta no lema 2.1 de [CZZ11].

Provemos agora a segunda parte do lema. Seja § > 0 dado. Pela condigao de
variacdo temperada existe €5 > 0 tal que lim, o 7, (¥,€) < 0n para todo 0 < € < &.
Entao, dado 0 < € < g5 existe um N = N5, € IN grande tal que se n > N nds temos que
Yn(¥,e) < on. Entdo,se 0 <e <es,n>Nex € X,,,y€ B(x,n,e) temos

P () . Y (9, €) < V() < P () i (9, €)

n n n n n

e, consequentemente,

Un(2) _5< Un(y) < Un(2) 5
n n n
significando que y € X, ,,. Isto finaliza a prova do lema. [

Prova do teorema Denotaremos pg por pu. A prova é andloga a do Teorema
utilizando os objetos adequados no contexto nao-aditivo. Supondo que m # () iremos
provar que Py, ,(f,®) < Pop(f,®) — L, j;. Para tal ¢ suficiente provar que para todo
a> Pop(f, ®)— Vjé,dadoe>0eN€]NexlstegCUn>NI com U w(z,€) D Xy g

(z,m)EG
e Z —anton(®) < g(e) < oo.

(z,n)eg
Nao hd perda de generalidade em supor que Ly j > 0. Fixado € > 0 tomemos

¢ > 0 pequeno de modo que o > Piop(f,®) — Ly j, + (. Existe Ny > Ns. tal que
K,(e) < eim, Ku(5) < eim e

V({x eEM: %’I/Jn([B) € J}) < ¢ Lusg=On

para todo n > Ny. Note que se z € Xy ; entdo existe uma sequéncia (m;(z))jen com
m;(z) — +oo, quando j — +oo, satisfazendo x € Xu,75.m;(z) para todo j € IN. Dado
N >Nyex € Y\Ij,(](s tome m(z) > N de modo que z 62 Xv,75,m(z) € considere Gy :=
{(z,m(z)) : z € Xy.s}. Agora, seja Gy C Gy o conjunto maximjal com uma propriedade
de separagao, a saber, que se (x,1) e (y,() pertencem a Gy entao B(xz,l,5)NB(z,1,5) = 0.
Logo, para 0 < € < ¢,, dado pelo Lema usando a propriedade de Gibbs para v nés

deduzimos que

Z e om(@)+dma) (@) — Z e(P—a)m(z) o —Pm(z)+¢m2)(2)
(z,m(x))€GN (z,;m(x))en

< Z e(P’O‘)m(I)Km(I) (e)v(B(z,m(z),¢))

(ac,m(x)) EgAN
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Agora, nds escrevemos Gy = nglgA&N com os conjuntos de level QA&N = {(z,0) € C;N}
Pelo Lema cada bola dindmica B(z,/,¢) estd contida em X, ,. Desse modo, utili-
zando que v(B(x,m(x),€)) < Kpa)(&) K@) (e/2)v(B(z, m(x),£/2) entao

Z e—am(r)—l-(i)m(w)(a:) S Z Km(x) (E)G(P—a)(m(l))]/(B(x’ m(x)’ 5))

(z,m(z))EGN (x,m(z))EGN

= Ki(e)e"™" Y~ v(B(x,L,¢))

2N z€GN ¢

<> Kile) Kg )N y(B(, L, e/2))

> ZEEQNZ

<> Kz(6)&(%)6"3“")@(%&6)

(>N

< Z €(P7a7L675+C)E

(>N

que é finito e independente da escolha de N. Isto prova que intervalo fechado J C IR e
todo § > 0 vale que Py (f,¢) < Piop(f, @) — Ly, ;- [ |

Assim como no caso aditivo obtemos estimativas da pressao de X, ; no caso de

uma medida Gibbs ultra fraca.

Teorema 3.42. Seja M um espago métrico compacto, f : M — M uma dinamica
continua e bi-mensurdvel, ® = {¢,} uma sequéncia de potenciais quase aditiva com
Piop(f,®) > —o0, v uma (nao necessariamente invariante) medida Gibbs ultra fraca
sobre M e puge < v o unico estado de equilibrio de f com respeito a ®. Suponhamos
que ¥ = {1, } € uma sequéncia de observdveis que satisfaz pelo menos uma das sequintes

propriedades:
(a) W € assintoticamente aditiva ou,
(b) ¥ € uma sequéncia sub-aditiva tal que

1. satisfaz a condicao de Bowen fraca;

%( )

i. inf,>4 > —oo para todo x € M; e

iii. a sequéncia {£2} é equicontinua.
Entao, para todo intervalo fechado J C IR e d > 0 temos que

PX\I/,J(fa CI)) < Ptop(faq)) - LZ/,J§ < Ptop(f; CI))
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Prova. Assim com na prova do Teorema |3.19|a estratégia da prova é a mesma que no Te-
orema [3.40 levando em conta a dificuldade que os momentos em que ocorre a propriedade
de Gibbs depende do ponto e por isso nossas estimativas sao sobre X ;. Por esta razao
nos daremos apenas um esbogo da prova com os ingredientes principais. Desde que v é
uma probabilidade Gibbs ultra fraca entao existe gy > 0 tal que a seguinte propriedade
vale: para todo 0 < & < gq existe K,(¢) > 0 tal que para p-quase todo ponto z existe
uma sequéncia ny(xr) — oo com

p(B(z, ny(),€))

-1
K€ = P o) = Km@)(€)

e

Seja § > 0 arbitrario. Considere a@ > Py, (f, ®) — L, j, dado e tome ¢ > 0 pequeno e

N € IN grande no que segue. Nés podemos escrever

Xy s C U ﬂ XJsg-

>1 >0

onde como antes X, = {2 € M : 1S,¢(x) € J}. Nao ¢é dificil checar que para

todo » € Xy ; existe uma sequéncia de nimeros positivos (m;(z))jew convergindo ao

infinito tal que z € Xj; ;@) € m;(z) é um momento onde a propriedade de Gibbs
2

vale. Além disso, podemos tomar m(z) > N de modo que z € Xy, m@), Km@)(e) <
2

p (a_PtOP(f7¢)+LV,J5 )m(m) K (a_Ptop(f7q>)+Lu,J5)m(m)

ex T , Koy (5) < exp 1 e considerar G := {(x, m(x)) :

x € Xy ;). Agora, para provarmos o resultado basta seguimos com as mesmas estimati-
vas usadas na prova do Teorema e obter que Py, (f,®) < Pop(f, ®) — Ly, j;. [

Veremos alguns exemplos em que podemos aplicar nossos resultados. O primeiro

exemplo nos da uma classe de potenciais sub-aditivos em que podemos aplicar o Teorema

3.40

Exemplo 3.43. Seja M um espago métrico compacto e f : M — M expansora, ou
seja, existe X > 1 e € > 0 tal que d(f(z), f(y)) > Ad(z,y) para todo y € B(x,€). Seja
U = {4, } uma familia sub-aditiva de fungoes y— Holder continuos tal que a constante de
Holder tem um crescimento menor que linear, ou seja, existe K > 0 tal que [1,|, < Kn.
Note que se U ¢ aditiva entdo satisfaz essa condicao automaticamente. NdOs veremos agora
que nessas condigoes U satisfaz as hipdteses (i) e (ii) do Teorema[3.40 Por wm lado,
a sequéncia {1, } € y—Holder continua com constante uniforme K, logo esta sequéncia
é equicontinua. Por outro lado, para todo y € By(x,€) temos que |[,(z) — Pn(y)| <
Knd(z,y)? < KnA~"diam(M)7, logo sup,en ¥ (V,€) < oo (variagio limitada) e em

particular satisfaz a condi¢ao de Bowen fraca.
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O préximo exemplo explora os nossos resultado no caso expansor.

Exemplo 3.44. Seja f : M — M wuma aplicacao C*, e A C M um repulsor isolado
tal que fia € topologicamente mizing. Barreira [Ba(6, Page 289] provou que para cada
potencial quase aditivo ® = {¢,} satisfazendo a condicdo de varia¢ao limitada tem uma
medida Gibbs fraca ve e o unico estado de equilibrio € absolutamente continuo em relacdo
a essa medida. Assim, o Teorema aplica-se a ve e toda familia assintoticamente
aditiva de observaveis W. Vale observar que Barreira [Ba0l, Page 289] argumenta que
se ® € quase aditivo satisfazendo a condi¢ao de Bowen fraca obtemos uma medida Gibbs
fraca ve ergodica mas nao necessariamente invariante e nao podemos garantir em geral

que existam estados de equilibrio construidos a partir de vy.

O préximo exemplo é uma classe de difeomorfismos locais introduzida por Bar-
reira e Gelfert [BGO6] no estudo de andlise multifractal associada a repulsores nao-

conformes.

Exemplo 3.45. Seja f : R? — R? um difeomorfismo local C* e J C R? um conjunto
compacto f-invariante. Sequindo [BG06], nds dizemos que f satisfaz a condigao de cone
sobre J se existe um niumero b < 1 e para cada x € J existe um subespaco unidimensional

E(x) C T,R? variando continuamente com x tal que
Df(x)Cy(z) C {0} Uint Cy(fx)

onde Cy(x) = {(u,v) € E(z) @ E(x)* : ||v|| < bl|u||}. Decorre de [BGOB, Proposition 4]
que a condi¢ao anterior implica que ambas as familias de potencias dadas por &1 =
{loga(Df™(z))} e &3 = {logoa(Df"(x))} sdo quase aditivas, onde o1(L) > oo(L) sao
os autovalores de (L*L)Y? com L* denotando a transposta de L. Assuma que J é um

repulsor isolado topologicamente mixing para f tal que:
(i) f satisfaz a condig¢do de cone sobre J, e

(ii) [ tem distor¢ao limitada sobre J, ou seja, existe algum § > 0 tal que

1

sup — log sup {||Df" () (DF"(=)) |+ @ € J e 9,2 € Bu(w,0) } < ox.
n>1

Entao decorre de [BGO6] e [Ball] que existe uma probabilidade Gibbs v,, com respeito

a familia de potenciais ®;, para i = 1,2. Ademais, [Ba0l, Theorem 9] nos garante que

existe um tunico estado de equilibrio p; para (f, ®;). Vale ressaltar que em [BGO6] vemos

que a existéncia de uma folheacdo instdvel forte ou decomposicao dominada tmplicam a

condicao de cone.



143

Agora discutiremos acerca de cociclos sobre subshifts do tipo finito considerados

por Feng e Lau [FL02] e depois por Feng e Kdenmadki [FK11].

Exemplo 3.46. Seja o : ¥ — X a aplicagdo shift sobre o espago ¥ = {1,...,(} dotado
com a distancia d(z,y) = 27" onde x = (x;);, y = (y;); en = min{j > 0 : z; # y;}.
Considere matrizes My, ..., My € Myxqa(C) tal que para todo n > 1 existe iy,...,1, €
{1,..., ¢} tal que o produto matricial M;, ... M, # 0. Entao, a fun¢ao pressao topoldgica
esta bem definida como .
P(q) = lim —lo M, ||
()= Jim s 3 4]
onde 3, = {1,...,d}" e para todo v = (i1,...,i,) € 3, consideramos a matriz M, =
M;, ... M;,M; . Ademais, para toda probabilidade o-invariante p definimos o expoente de

Lyapunov maximal de p por

e vale que P(q) = sup{h, (o) +qM.(n) : pp € o —invariante}. Note que isto é o principio
variacional para os potenciais ® = {¢,} onde ¢n(x) = qlog||M,, || e para todo v € X
nos escolhemos 1,(x) € X, como o unico simbolo tal que x pertence ao cilindro [v,(x)].
Assuma que a conjunto de matrizes {My, ..., My} € irredutivel sobre C?, isto €, nao existe
subespago nao-trivial V. C C? tal que M;(V) C V para todo i = 1,...,L. Entdo, decorre
da [FK11), Proposi¢cao 1.2] que existe um unico estado de equilibrio y, para o com respeito
a ® e ele € uma medida Gibbs para ® sobre 3.

Por fim, note que a familia subaditiva {log ||M,, ||} satisfaz a condigcao de

Bowen fraca.

Nos daremos agora um exemplo onde as familias de potencias responsaveis por

computar o maior e menor expoentes de Lyapunov sao assintoticamente aditivos.

Exemplo 3.47. Seja M uma variedade riemanniana de dimensao d e J um repulsor para
f e CYM,M). Nés dizemos que J é um repulsor conforme em média se dada uma media

ergodica entao todos os seus expoentes de Lyapunov sao iguais e positivos. Em particular,
decorre do [BCHI1(, Theorem 4.2] que

1 i .1 1D f"(x)]|
lim — (log ||Df" —log||Df™ U= = 1im =1 =0
Jim (log [[Df™(x)|] = log [[Df"(x)~ ™) o 08 1D f(2)~1]|

uniformemente sobre J. Logo ¥ = {log||Df™(x)||}, serd assintoticamente aditivo pois

suas taxas podem ser uniformemente aproximadas pela taxas da sequéncia de potenciais
aditivos {%log | det(D f™(x))|}n.



144

O préximo exemplo nos mostra que a sequéncia dada pelo teorema de Shannon-

McMillan-Breiman é quase aditiva no caso de medidas Gibbs e assintoticamente no caso
de medidas Gibbs fraca.

Exemplo 3.48. Seja 0 : ¥ — X a aplicagdo shift. Para todo v = (iy,...,i,) € 5,
considere o n-cilindro [t] == {z € ¥ : z; = i;, V1 < j < n}. Seja & = {p,} uma
sequéncia quase aditiva de potenciais com a condigao de variacao limitada e jip 0 Unico
estado de equilibrio para f com respeito a ® dado por [Ba06]. Fize C > 0 tal que para
todo x € X2

on(®) + om(f"(2)) = C < Pmin(®) < @nl@) + om(f"(2)) + C.

Como e € uma medida Gibbs existe P € R e K > 0 tal que

1 _ po((m@)

%S ohnrenm =8

IN

para todon > 1 e todo x € 3. Como consequéncia, se ¥, () = log pe([tn(x)]) entdo

XP Y in (1) = i [tmn (2)]) < K e POmEmFomn(@)

<K oC o= Prten(@) ,—Pmtom(f™(x))
< K €7 exp () exp i (f™(x))

para todon > 1 ex € X. Assim, Pmin(x) < thn(2) +1m(f*(2))+C com C = C+3log K.
Como a estimativa inferior é completamente andloga nos deduzimos que W = {1, } é quase
aditivo e satisfaz a condicao de variacao limitada pois 1, € constante sobre os n-cilindros.
Em particular estamos nas hipéteses do Theorem B em [VZ13] e assim deduzimos taza
de grandes desvios exponencial. De fato por estimativas andlogas provamos que se jip €
uma medida Gibbs fraca entdo a correspondente sequéncia de funcoes W como acima €
assintoticamente aditiva. Por [CZZ11|] o conjunto irreqular de W € vazio ou tem pressao
topoldgica total. Suponhamos que escolhamos ® de modo a esse conjunto irregular ser nao

vazio, como ele esta contido no conjunto de pontos nos quais

timsup | — 1o 1o (1 () — B (1)] > 0

n—o0

entdo esse movo conjunto também tem pressao topoldgica total. No entanto pelo nosso

Teorema[3.40, para todo ¢ > 0 o conjunto de pontos nos quais

timsup | — = log o (1)) — ()] > ¢

n—00 n

tem pressdo topologica estritamente menor que Piop(f, @).
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Gostarfamos de nos resultados anteriores concluir que se X, v. # 0 entdo
Py#qyw( f,®) < Pop(f,®) — L., no entanto precisariamos garantir uma continuidade
de L. em relagao a ¢ (pelo menos semicontinuidade de alguma limitacao superior). As
hipéteses do Teorema B de [VZ13] estao contidas nas nossas hipdteses, sendo assim parte

do Teorema B nos garante que: dado ¢ > 0 temos que
—Le < sup{—=Fiop(f, ®) + hy(f) + Fi(n, )},

onde o supremo é sobre todas as probabilidades 1 tais que |F.(ue, V) — Fu(n, ®)| > c. A
principio nao é de se esperar que essa estimativa superior de grandes desvios varie conti-
nuamente. No caso aditivo isso era resolvido quando sabiamos que o principio de grandes
desvios era dado pela transformada de Legendre, porém no contexto nao-aditivo mesmo
se a dinamica for expansora nao é claro que temos um principio de grandes desvios dado
por algo que faca o mesmo papel da transformada de Legendre. Um dos motivos é que
nao ¢ claro como se é possivel usar aproximacao funcional na contexto nao-aditivo. Como
esse tipo de questao é importante independente do estudo de conjuntos desvio, iremos

estuda-la dando contribuicoes em particular ao estudo dos nossos conjunto desvio.

3.2.1 Principio de grandes desvios “fino” para sequéncias assin-

toticamente aditivas

Dado um espago métrico compacto M denotaremos por AA := {¥ = {¢}, :
U é assintoticamente aditivo }. O espaco AA tem uma estrutura natural de espago ve-
torial induzida pela prépria estrutura de espaco vetorial do espaco de fungoes, ou seja,
dado {15 }n, {V2n}n € AA e X € IR definimos: {1, }n + {Von}n == {10 + Vontn €
A AYintn = {M1n}n. Sobre essa estrutura de espago vetorial podemos dotar a semi-
norma: |[{tn }n|laa := limsup,_, o 1|[tn||s0. Note que restrito a sequéncias aditivas || - ||aq
definida anteriormente é uma norma.

As bolas da seminorma || - ||4, formam uma base para uma topologia em A.A que
nao serd metrizavel pois nao é Hausdorf, porém AA com a estrutura de espaco vetorial ja
citada e com essa topologia ainda sera um espago vetorial topoldgico localmente convexo

completo. Dotaremos A4 com essa topologia.

Proposicao 3.49. Seja M espago métrico e f : M — M continuo entao as sequintes

funcoes sao continuas:
1. ./4./4 > b — Ptop(f7 (b),

it. Mq(f) x AAS (u, V) — Fo(p, V).
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Prova. i.] Decorre da defini¢ao de pressao e de || - ||4q-

ii.] Fixemos ¥y = {¢1 .}, € AA en € My(f), provemos que (p, V) — Fi(p, V)
é continua em (¥, 7). Dado € € (0, 1), seja ge € C” eng € N tal que |1, — e ||oo <
& para todo n > ng. Existe § > 0 tal que se d(n,12) < 0 entdo | [ g=dm — [ g=dno| < §.
Fixemos Uy = {¢g,}n € AAeny € My(f) tais que |[¥; —Ws|sq < § e d(n1,m2) < 0, entao
existe ny = ny(Wq,19) > ny tal que %Hl/’lm — o lloe < 5, |ni1 [ o ndne — Fulna, ¥a)| <
& eln [Yrmdm — Fu(m, U1)] < &

Sendo assim, dado Wy = {¢2}n € AA e ny € My(f) tais que |1 — Uyl|aq < ¢
e d(ni,n2) < 0 teremos que:

| Fo(m, W1) = Fulma, Ua)| < | Fulmp, Ua) — /di772| + ‘ /ggdm = Fi(m, V)| <

1 1
‘—/Smggdm——/%,mdm +‘/ggdn2—/ggdn1
s nq

€ 1 1
)/ggdm —.7:*(771,\111)‘ < 6 + ‘—/¢1,n1dﬁ2 - —/%,md?h‘ﬂL
ny n

+

1
+ ‘— /wl,nldﬁz — Fi(n2, ¥s)
m

1 € 1 1
‘ /¢2,n1d7l2—]:*(7127\112>‘+—+‘ /ggdnl_ /¢17n1dn1‘+‘ /¢1,n1d771_~/—_.*(771a \Ill)‘ S
n 6 ni ni

€+€+€+8+5+€<
667666 6"

Desse modo provamos que (u, V) — F,(u, V) é continua em (Wq,n). |

Na definicao de observaveis assintoticamente aditivos ¥ nao exigimos nenhuma
hipétese, além de continuidade, sobre as funcoes g. cuja média de Birkhoff aproxima a
taxa dada por W. Iremos impor restricoes sobre g. para obter resultados em termos de
V. A partir desse momento M serd uma variedade riemanniana, f : M — M serd uma
dinamica C*', A C M serd um repulsor isolado tal que f ¢ topologicamente mixing sobre
A e iremos sempre definir os objetos sobre A. Além disso fixaremos « € (0,1). De fato
nosso resultados irao também valer para subshifts do tipo finito porém por simplicidade

iremos focar sobre o caso de dinamicas expansoras regulares.

Proposicao 3.50. Seja H um subconjunto denso no espago de fungoes continuas C(M,R)
na norma do sup || - ||le. Se U = {1} € uma sequéncia assintoticamente aditiva de ob-

servdveis entdo existe (0,1) 2 e +— g. € H tal que para todo € > 0

1
thUp;Hwn - SngsHoo <e.

n—-+4o0o
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Prova. Como ¥ = {#,,} é uma sequéncia assintoticamente aditiva de observaveis existe
uma familia (g.). de fungdes ocntinuas tal que para todo para todo £ > 0 nds temos que
lim sup,,_, o =||thn — Sngelloe < €/2. Desde que H C C(M,R) ¢é denso entdo existe uma
familia (g.). de observaveis em H tal que ||g: — G:||co < €/2 para todo €. O que implica

que as médias de Birkhoff sdo /2 proximas, assim provamos o lema. [ |

Como o formalismo termodinamico para dinamicas expansoras é bem adaptado
ao espaco de funcoes Holder continuas nés iremos tomar na proposicao anterior H =
C*(M,IR). Dado ¥ = {¢,,},, € AA, pela densidade das fungoes Holder no espago das
funcoes continuas sempre podemos supor que na definicao de sequéncias assintoticamente
aditivas as fungoes cujas médias de Birkhoff aproximam as taxas dadas por ,, sao fungoes
Holder, ou seja, se ¥ = {1, }, € AA entao existe pelo menos uma familia de fungoes
(0,1) 3 e = g. € C*(M,IR) tal que para todo € > 0 temos que ||V — {S,0:}nllaa < €.
Chamaremos esse tipo de familia de fungoes por familia admissivel para W e para sim-
plificar a notacao denotaremos por {g.}.. O préximo resultado nos diz que recuperamos

informacgoes termodinamicas de U através das suas familias admissiveis.

Proposicao 3.51. i. Seja ® € AA e (g.). admissivel para ® entdo
Ptop(fa (I)) = hmeao Ptop(fa gs)

it. Seja (g:). admissivel para V¥ e p. o unico estado de equilibrio para f com respeito a
g entao todo ponto de acumulacdo de . € estado de equilibrio para f com respeito
a V. Em particular, se existe um unico estado de equilibrio p para f com respeito

a V¥V entao p = limg_,q pt-.

Prova. i.] Decorre do item i. da proposi¢ao anterior.

ii.] Como A é um repulsor temos que p — h,,(f) é semicontinua superiormente,
assim utilizando a o item ii. da proposicao anterior concluimos que todo ponto de acu-
mulacao de p. é estado de equilibrio para f com respeito a W. Utilizando a compacidade
do espaco de probabilidades invariantes vemos que se existe um tnico estado de equilibrio

i para f com respeito a ¥ entao p = lim._,q .. [ |

Estamos interessados em obter mais informagoes sobre a funcao taxa de gran-
des desvios dada por [VZ13], obtendo um principio de grandes desvios mais fino assim
como quando provamos o principio de grandes desvios através da transformada de Le-

gendre. Porém, nao existe uma maneira natural de usar a aproximacao funcional no caso
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de potenciais assintoticamente aditivos, de tal modo faremos uso das familias admissiveis
pertencerem a um espaco onde temos uma boa aproximacao funcional. O préximo resul-
tado nés permite definir a transformada de Legendre de ¥ em termos das transformadas
de Legendre associadas uma familia admissivel qualquer. Para cada potencial quase adi-
tivo @ satisfazendo a condicao de variagao limitada iremos denotar por jg 0 tinico estado
de equilibrio de f com respeito a ®. Para cada ® e ¥ assintoticamente aditivos definamos
a transformada de Legendre de ¥ em ¢ € R por Erow = Piop(f,  + tV) — Pop(f, D).
Entao &f.¢u 1= lim.,0 Ef 4. 4., onde {@:}. e {g-}- s@o familia admissiveis quaisquer de @
e VU respectivamente.

Antes de passarmos ao estudo da transformada de Legendre, lembremos que

aplicando a [Bal(, Theorem 6.3] temos o seguinte o resultado:

Proposicao 3.52. Seja f uma dinamica continua sobre um espagco métrico compacto
e assuma que Mq(f) 2 p — h,(f) € semi-continua superiormente. Assuma também
que ® e U sao sequéncias quase aditivas satisfazendo a condi¢ao de variag¢ao limitada e
que existe um unico estado de equilibrio para ® + tW¥ para todo t € IR. Entao a fun¢ao
Rt Pop(f,®+tV) e Ct e LP(f, &+ tV) = F(porew, ¥).

Decorre da proposicao anterior que se ® e U sao quase aditivas satisfazendo a
condigao de variagao limitada entdo a fungao transformada de Legendre ¢ — &gy é CL.
Seja U quase aditiva, diremos que W é cohomdlogo a uma constante se existe
uma familia admissivel {g.}. para ¥ tal que g. é cohomélogo a uma constante para todo
e € (0,1). Dizemos que a familia {g.}. € cohomdélogo a uma constante. Uma questao
natural é entender quais familias sao cohomdlogas a uma constante, o préximo lema

deixa a situacao mais clara.

Proposicao 3.53. ¥ = {¢,,},, € AA € cohomdlogo a uma constante se, e somente se,

(’Z’—TZ’)” ¢ uniformemente convergente a uma constante.

Prova. Por um lado, se ¥ é cohomdlogo a uma constante ent ao existe uma familia
admissivel {g.}. para ¥ tal que g. é cohomdlogo a uma constante para todo ¢ € (0, 1),
ou seja, existem constantes c. € R e fungoes continuas u, tal que g. = u. o f — u. + c. e,

consequentemente, S,g. = u. o f" — u. + c.n para todo € € (0,1). Assim

1
loo = limsup — ||, — Snge — vz 0 f" + || < e,
n

I ‘ Un
imsup ||— — ¢
n n—00

n—o0

0 que prova que ¢ = lim,_,g ¢, existe e que (%")n ¢ uniformemente convergente a constante

C.
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Por outro lado, se (%)n ¢ uniformemente convergente a uma constante ¢ entao

tomemos g. constante e igual a ¢ e note que como S,g. = cn entao claramente

o = 0.

1
lim sup — ’ W)n - Snga
n

n—oo

Isto finaliza a prova doa proposicao. [ |

Notemos que se W nao é cohomdélogo a uma constante entao existe uma familia
admissivel {g.}. para ¥ tal que g. ndao é cohomdlogo a uma constante para todo ¢ € (0, 1),
nesse caso dizemos que a familia {g.}. ndo é cohomélogo a uma constante.

Se ¢ é uma sequéncia de potenciais quase aditiva com condicao de variacao limi-
tada, U uma sequéncia de observaveis quase aditiva com condicao de variacao limitada e
nao cohomoélogo a uma constante, {g.}. é uma familia admissivel para ¥ nao cohoméloga
a uma constante e (¢.). é uma familia admissivel para ® entao faz sentido as transforma-
das de Legendre I;,_, (t) para todo ¢ € (0,1). Como cada g. nao é cohomélogo a uma

constante vale a propriedade variacional

If#Pe,ge (g],”,cpg,gg (t)) = tg)/”,gog,gg (t) - gf»%@svgs (t>

para todo € € (0,1) e t € IR, utilizando esse propriedade variacional podemos definir a
transformada de Legendre de W, de fato, para todo s € (infiewr & ,_ (1), supser €f ., (1))

temos que
If,cp&gg (8) =S (5},@5,5]5)_1(8) - gf7<)08196 © (8},¢E,gg)_1(s)a

pelas Proposigoes e temos que lim. 0 &, (t) = Ful(V, piraprw) e lim. Erp_ g (1) =
Piop(f, 2+tV) — P, (f, @) para todo t € IR e esse convergéncia é uniforme em compactos.

Desse modo, existe a transformada de Legendre de ¥ em

5 € (ggg{f*(waﬂ¢’+t@) 7 félﬁf*(\llaﬂ¢’+t\11)>

definida como It y(s) := lim. o If,_ 4 (), note que esse limite nao depende das escolhas
das familias {¢.}. e {g-}-. A principio (inftE]R Fo(¥, fhottw) 5 SUPier .F*(\IJ,[L¢+tq;)> po-
deria ser um intervalo degenerado, porém o préximo lema nos dird que o fecho desse inter-
valo é exatamente o espectro de ¥, em particular ( infrem Fu(V, fottw) 5 SUper F«(V, ,uq>+t\1,))

¢ um intervalo degenerado se, e somente se, ¥ é cohomoélogo a uma constante.

Lema 3.54. Dado ¥ = {¢,},, e ® € AA temos que

[inf FolV, oiry) sup]:*(\lf,umt\y)} = {F.(¥,n) :ne Mu(f)}
telR tclR

Em particular, <inft€]R Fo(V, hottw) , SUDier f*<‘y,ﬂ¢+t\p)> ¢ um intervalo degenerado

se, e somente se, ¥ é cohomdlogo a uma constante.
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Prova. Dada as sequéncias admissiveis . e g. para ® e ¢ respectivamente, temos que

N U (&) sup E g 0) = (inf Fo(W, p0400) , 50D Fu(W, pras1v) )

telR

ﬂ U (neﬁf /gadn, supf)/ggdn> = <neiﬂ1f )]—"(\If ,n), sup ]—"*(\If,n)).

€0€(0,1) e>e0 neMa( neMi(f)

Desse modo basta provarmos o resultado pretendido para o caso em que ¥ e ¢ sao

sequéncias aditivas. Seja g e ¢ € C(M,IR), defina T : IR f IR. Como sabemos
t= [ glttg)
que os estados de equilibrio variam continuamente com o potencial temos que 7" é continuo,

em particular a imagem de 7' é um intervalo. Além disso, dado n € M;(f) e t > 0 temos

que

h(f) + / b < hy, .., () + / Odligry =

i)+ 4 [t [omns tn ot [o+ [ otnn,

fazendo t convergir ao infinito temos que / gdn < / gd(imsup fip1¢4). Utilizando o

t—400
mesmo raciocinio teremos que / gdn > / gd hm sup Hettg). Assim, existe um intervalo
compacto [a,b] C IR tal que T'([a,b]) = = {f gdn :n € My(f)}. E assim findamos
a prova da primeira parte do resultado.

Provemos agora a segunda parte do resultado. Como {F.(V,n):n € Mi(f)} =
{a € R : 3z € M com lim,_, %Sng(a:) = a}, utilizando o lema obtemos que
infrem Fu(V, tottw) = super F« (¥, totew) se, e somente se, U é cohomologo a uma cons-
tante. |

No préximo teorema veremos algumas propriedades dessa transformada de Le-

gendre.

Teorema 3.55. Sejam ® sequéncia de potenciais quase aditiva satisfazendo condigao de
variacao limitada e W uma sequéncia de observdveis quase aditiva satisfazendo condicdo

de variagao limitada e nao cohomologa a uma constante. Entao:
1. a transformada de Legendre de V satisfaz a propriedade variacional:
If,é,\lf(g}@,\p(t)) = ts},@,\p(t) - Sf,é,\l'(t)a
para todo t € IR;

ii. Irow >0 € uma fungao conveza e dado qualquer intervalo (a,b) C IR, ndo contendo

Folpa, V), temos que infocop) [row(s) = min{l;s v(a), [rew(b)}.
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iti. —Ifu(s) = supyen, (i —Liop(fs @) + hy(f) + Fu(n, @) : Fu(n, ¥) = s}.

w. Irew(s) = 0 se, e somente se, s = F.(ue,¥). Em particular, s — Irowu(s) €

estritamente convera numa vizinhanca de F.(pio, V).

Prova. Ao longo da prova iremos supor que {p.}. é uma familia admissivel para ¢ e

{g:}e é uma familia admissivel para U ndo cohomologa a uma constante.

i.] J4 sabemos que Iy, o (€}, . (1) = t&, . (t) = Efpog.(t), fazendo ¢ — 0
obtemos que ]f7q>7\1/(5}7¢7\1,(t)) = tEJ’c,q,7\I,(t) —Erau(t).

ii.] Ja sabemos que Iy, > 0 para todo ¢ € (0,1) logo por definigao ¢ v > 0.
Como It ¢ ¢ limite das funcoes convexas [¢,_ 4 entao I;e .y € convexa. Por fim, dado
(a,b) C R nao contendo F,(ue, V) entdo sabemos que

I Ty (9) = min{T . (0). (D)

logo a mesma propriedade ird ser valida para /¢ .

iii.] A igualdade que pretendemos provar é satisfeita quando s = F, (e, V) pela
unicidade dos estados de equilibrio e a Proposi¢ao|3.51] logo estudaremos agora o caso em
que s # Fi(ua, V). Pelo caso aditivo ja discutido (veja a prova do Teorema sabemos
que

—Ifpog.(s) = sup {—=Piop(f, pe) + hy( /soedn /gsdn—s}
neMi(f)

para todo € € (0, 1), logo também utilizando a Proposigao vemos que para obtermos

o resultado pretendido basta mostramos que

lim sup {h,(f /%dﬁ /g6 n=st= sup {h,(f)+F(n,®): Fi(n,¥)=s}.
=0 e My (F) neMy(f)

Por um lado, seja 7. € M;(f) tal que [ g.dn. =se

ha. (f) +/¢edne = sup {h /wsdn /gsdn = s}

T]E./\/ll

para todo € € (0,1). Tomemos um ponto de acumulacdo 7 € M;(f) de 7., a menos

de trocarmos as familias {¢.}. e {g.}. podemos supor sem perda de generalidade que

n. — 1. Pela Proposicao [3.49| temos que lim._, [ ¢.dn. = F.(7,®) e lim._, [ g.dn. =

e—0
F.(n,¥) = s, logo também utilizando a semicontinuidade superior da func¢ao entropia




152

n +— hy,(f) temos que:

lim sup {h,(f) +/905d77 : /gsdn = s} Zyg(ghns(f)ﬂL/%dm

=0 neMy(f)
< hy(f) + Fu(7), @)

< sup {h,(f) + Fu(n, @) : Fu(n, ¥) = s}.
neMa(f)

Por outro lado, tome 77 € M;(f) tal que F.(n, V) e

hi(f) + Fu(f), ®) = neigp(f){hn(f) + Fu(n, ®) : Fu(n, ) = s}.

Pela Proposi¢ao [3.49, dado § > 0 pequeno existe €1 > 0 tal que [ g.dij € (s —d,s + 9)

para todo € < €1, logo

sup {hy,(f) + Fu(n, @) : Fu(n, V) = s} = hy(f) + Fu(7, P)
neEMu(f)

= lim 75(f) + /sosdn

<lim sup {h,(f)+ [ pdn: | g.dn€ (s—0d,s+0)}
=0 neMu(f)

= lim — inf [ P,
81—I>% te(sl—r(lS,s-HS) Jyese (t) * tOP(f’ 808)
= lg% — min{Iﬁ%,gs (S — 5), [f7spsyg€<8 - 5)} + Ptop(fa 505)

= —min{lyeu(c—90),Ireuw(c+0)} + Pop(f, D),
fazendo 6 — 0 teremos que

sup {h,(f) + F(n, @) : Fu(n,¥) < —I1 3 w(c) + Piop(f, D)

neMi(f)
= ll_f}% _If,gps7ge(8) + Ptop(fa 905)
=lim sup {h,(f)+ [ gedn: /gsdﬁ = s}.
=0 nemMu(f)

E assim findamos a prova do item.

iv.] Pelo item iii. e a unicidade do estado de equilibrio ue vemos que I1 g w(s) =
0 < s = F.(pa, V). Suponhamos agora por absurdo que /7 ¢y nao é estritamente convexa
em nenhuma vizinhanga de F, (ug, ¥), pelo item ii. terfamos que I ¢ ¢ € constante em um
intervalo aberto contendo Fi (pe, V). Em particular obterfamos um nimero s # F.(ug, ¥)

tal que /79 ¢(s) =0, o que é um absurdo pelo que provamos a pouco. [ |
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A relacdo variacional obtida no item iii) do teorema anterior é particularmente
interessante no estudo de grandes desvios. Como j& comentamos em [VZI13] é provado
resultados de grandes desvios para sequéncias subaditivas e assintoticamente aditivas. No
caso de dinamicas expansoras e sequéncias quase aditivas de potenciais o teorema anterior

nos da a seguinte consequéncia imediata:

Corolério 3.56. Sejam M uma variedade riemanniana, f : M — M uma dindmica C*
e A C M uma repulsor isolado tal que f |p € topologicamente mizing. Sejam ® = {¢,}
uma sequéncia quase aditiva de potenciais satisfazendo a condicao de variagao limitada e
fe 0 Unico estado de equilibrio para f |n com respeito a ®. Se ¥ = {1,,} € uma sequéncia
quase aditiva de observaveis satisfazendo a condi¢ao de varitagao limitada entao vale o
sequinte principio de grandes desvios: dado F C IR fechado temos que

1 1
limsupﬁloguq, ({$ e M: E@Dn(x) € F}) < _Siglfw]f,é,\lf(s)

n—oo

e também para todo conjunto aberto E C IR temos

1 1
lim inf - log fte <{m e M: nl/Jn(x) € E}) > ;ggff,é,\p(s)

n—o0

Também como consequéncia do teorema anterior podemos melhorar a estimativa

dos Teoremas e B.42

Observacao 3.57. Para os resultados que sequiram iremos supor que Fi(pe, V) = 0, isso
nao serd problema pois dado uma sequéncia de observdveis ¥ = {VU,}, sempre podemos

aplicar os resultados na nova sequéncia de observaveis {1, — nF.(jie, V)},.

Observagao 3.58. Assim como no caso aditivo fixado uma sequéncia de observdveis ¥ =
{n}n e um intervalo I C IR nao degenerado denotaremos {x € A : lim,, | w”T(x) eI}
por X (I).

Os préximo resultados sao extensoes dos Teoremas e para o caso nao

aditivo.

Corolario 3.59. Sejam M uma variedade riemanniana, f : M — M uma dinamica
Cl, A € M um repulsor isolado tal que f € topologicamente mizing sobre A e ® = 0.
Suponhamos que ¥ ¢ uma sequéncia de observdveis quase aditiva satisfazendo a condicdo
de variagdo limitada e com F (1o, ¥) = 0, onde py € a inica medida de mdzima entropia

para f. Entdo para todo intervalo J C IR temos que

th,J(f) < htop(f) - If,O,\I/(C*)a
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onde c, pertence ao fecho de J e Iroy(c.) = infeey I1ow(s). Ademais, se Xy jy # () entdo

cx € um ponto do bordo de J e

th,J<f) = hi\pJ(f) = hX(c*)(f) = hX(J)(f) = htop(f) - [f,O,\I!(C*)a

Em particular Ry > ¢ — hx, . ([) € continuo, estritamente decrescente e concava em
0.,

uma vizinhanca do zero.

Prova. Pelos trabalhos de [Ba06] e [Mum06], como ® = 0 claramente satisfaz a condigao
de variagao limitada ja sabemos que pe é uma medida Gibbs. Logo pelo Teorema |3.40
obtemos que hx,_ (f) < hiop(f) — Lu,s;, para todo § > 0 suficientemente pequeno. Pelo

corolario anterior
hy\p“](f) S htop(f) - 312};; If707\11(8)

para todo 0 > 0 suficientemente pequeno. Como a transformada de Legendre de U é
continua temos que

hxy o () < heop(f) — ;Ielg Itow(s)

Provemos agora a segunda parte dos resultados. A prova segue o mesmo tipo
de estimativa presente na prova do Teorema . Pelos trabalhos [BD09] sabemos que se
X(a) # 0 entdo hx(a)(f) = sup,erq, (il (f) : Fu(n, ¥) = a}. Desse modo, se Xy #0

entao Fi (o, V) ¢ J logo o Teorema 3.55| (item ii.) nos garante que o infimo de in£ It0,0(s)
sE

é realizado no bordo em um ponto ¢, do bordo de J. Assim:

Em particular, podemos aplicar os resultados para J. = R\ (Fi(po, V) — ¢, Fu(p0, ¥) +¢),

e como Xj, = X, v, temos

hyuo’q,’c(f) = htop(f) - min{]f707\1, (F*(M07 \I/) + C) , ]f,O,\II (f*(#o’ \I/) . C)}

quando o conjunto X, v ¢ nao vazio. Entao pelo Teorema deduzimos que a fun¢ao

R 3¢ hy .. (f) é estritamente decrescente e concava em uma vizinhanga do zero.
B0, %,

Na prova do resultado anterior usamos fortemente a caracterizacao da entropia
topolégica dos conjuntos de nivel devido a Barreira e Doutor [BD09], como é de se esperar
estimativas analogas para a pressao topoldgica nds esperamos que estimativas andlogas a

do teorema anterior valham no contexto de pressao topoldgica.
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Por fim observemos que nos resultados anteriores para estudarmos a transfor-
mada de Legendre nés utilizamos sequéncias de potenciais quase aditivos com condi¢ao
de variacao limitada, no entanto era extremamente interessante estender os resultados
para o caso de potenciais assintoticamente aditivos com variagao limitada ou dinamicas
mais gerais que expansoras. Isso de fato para alguns casos parece razoavel porém o pri-
meiro passo perpassa por um estudo dos estados de equilibrio no caso desses tipos de
potenciais, de fato para nos o ideal seria obtermos um tunico estado de equilibrio para
uma classe de potenciais assintoticamente aditivos ou uma classe de dinamicas e de fato

ele ser uma medida Gibbs fraca.



Apeéendice A
Cones e métricas projetivas

Seja E um espago vetorial, ) # C' C E \ {0} é dito ser um cone (convexo) se
Vi, vg € C et > 0 tivermos tv; + vy € C. Exigindo C'N (—C') = () podemos induzir uma

ordem sobre E que preserva a sua estrutura de espaco vetorial; com efeito:
u=vev—ueCU{0}

=< serd uma ordem parcial sobre E com as seguintes propriedades: (u,v,w € E e
A>0)

e uXv=u+w v+ uw;

o u=<v=Au=<J\.

Se E for um espago vetorial topoldgico e se C'U {0} for fechado topologicamente
entao < é ”"continua”, ou seja, u, —> u e u, XV = u < V.
O fecho C de C serd definido por:

w e C & existe v e Cet, \(0tal que (w+t,v) € C, Vn € N,

Notemos que se E é um espaco vetorial topolégico, entao o fecho do cone C' estd contido

no fecho topoldgico de ', no entanto é uma nocao mais adaptada a convexidade.
Trabalharemos a partir daqui com cones tais que C' N (—C) = {0}, isso nos

permitira definir uma pseudo-métrica sobre os elementos do cone. Dados v e vy € C,

definamos:
e a(vy,ve) :=sup{t > 0;vy — tv; € C'}
o [(vy,vy) :=inf{t > 0;tv; — vy € C}.

156
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Por convencao, sup() = 0 e inf ) = +o0o. Notamos que o e 8 tem as seguintes

propriedades:
o a(vi,v2) < B(vr,va);Vor,v0 € C
o a(v1,vy) < 400; Vi, v € C

o [(vy,v9) > 0; Vv, vy € C

(As provas desses resultado podem se encontradas em [Vi97], pdgina 17).

Seja © : C' x C' — [0, +0o0] definida por:
5(”17 U2)

G(Uh UQ) = 1Og O{('Ul UQ)

(Por convengao ©(u,v) = +oo se a(u,v) = 0 ou f(u,v) = +00) © é conhecida como

métrica de Hilbert e tem as seguintes propriedades:
e O(vy,v2) = O(vg,v1); V1,03 € C
o O(vy,v3) < O(v1,v2) + O(vg,v3); Yoy, v9,v3 € C
e O(v,v2) =0 < 3t > 0 tal que vy = twy

° @(vl,v2) = @(tlvl,tgvg);Vvl,vg eCe t1,to > 0.

(As provas desses resultados podem ser encontradas em [Vi97], pagina 17).

Desse modo © é uma pseudo-métrica. Denotando R pelo {(u,v) € CxC : u = tv,
para algum ¢ > 0}, R é uma relagdo de equivaléncia: se existir um zg € C tal que
Ay = {v € C: O(v,29) < +00} # 0, teremos que O : A, /R x Ay /R — [0, +00)
definida por O([vy], [va]) := ©(vy,v2) é uma métrica sobre A, /R. Por esse motivo, ©

também é chamada métrica projetiva.

Observacao: Notemos que

inf{t > 0;tv; —vy, € C} o inf{t > 0;tv; —v, € CU{0}}
sup{t > 0;vy —tv; € O} gSup{t> 0;vy —tv; € CU{0}}

O(v1,v2) = log

mf{t > 0;tv1 > 'U2}
0 :
& sup{t > 0;v9 = tvy}
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E natural se perguntar sobre a relagao entre a métrica projetiva e a métrica pré-
existente em um espago vetorial topolégico metrizavel; em geral depende do cone (ordem)
a qual se esta perguntando, a proxima proposi¢ao nos da um resultado nesse sentido sob

uma certa uma hipotese.

Proposicao A.1. Seja E um espago normado, || - ||; semi-normas sobre E para i = 1,2
e = uwma ordem parcial que preserva sua estrutura de espaco vetorial e suponha que para
todo v,u € C' temos:

—v =<u=xv=|lull; <|v|i,i=1,2.

Entao; dados f,g € C, com ||f|l1 = ||g|l» teremos:

1f = gll2 < (e2V9 = D[ f]]2.

Prova. Sejam f,g € C, com ||f|ls = ||g][1- Se ©(f,g9) = +oo teremos a desigualdade
requerida, suponhamos entao que O(f,g) < 4+00. Seja A := sup{t > 0;9 —tf € C}
e B :=inf{t > 0;tf —g € C}; logo Af X g X Bf, eassim —g <0 <X Af < ge
—Bf =g 2 Bf, desse modo Al[f|]1 < lg[l e [lg[h < B|f[l- Como [[f[]x = lg]]1, por

hipotese, teremos A < 1e B > 1 e assim:

—~B-A)f2(A-1)f=2g-f2(B-1f=2(B-A)/,

usando mais uma vez nossa hipétese teremos:

B-A
A

lg = fll2 < (B = A)[[f]l2 < 1£1l2 = (€299 = 1)]|£]]2.

Corolario A.2. Seja E um espago normado, || - ||; semi-normas sobre E para i = 1,2
e =X uma ordem parcial que preserva sua estrutura de espago vetorial e suponha que para
todo v,u € C' temos:

—v =<u=v=|ul; <|l|ii=1,2.

Se w, > w e l|w||1 = ||wnl|1, entdo w, Iz, oy,

Prova. Pela proposicao anterior ||w, —w]||y < (e®®»®) —1)||w]|5, como w, O w teremos

IRIES
que w, — w. [ |
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Exemplo A.3. E, serd um cone nos termos apresentados anteriormente; e para 1, ps €

C, teremos:

alpr, @2) :==sup{t > 0: (g2 — tp1)(z) > 0,Vr € X} = inf 2

©1
e

B(p1, ) = sup 2.

¥1

Desse modo
su T
O (g1, 02) = log M = log sup {M FRTRS M}-
inf o /1 o1(z)p2(y)

Esse cone tem a importante propriedade de completude, ou seja, se (pp)n>1 € uma
sequéncia em Ey que é Cauchy em relagao a ©4 entdo (¢n)n>1 € O4 convergente em E

(para prova veja [Vi9l], pdgina 24). Seja p € E. tal limite entao aplicando o coroldrio

anterior teremos que (Si;pf “On)n>1 € uma sequéncia em Cy que converge uniformemente
. >

ap.

Exemplo A.4. Para cada kKi,...,5. > 0 temos que C(K1,...,K,) serd um cone nos

termos apresentados anteriormente.

Sejam F4, Ey espacos vetoriais, C; C F;,i = 1,2, cones e L : E; — FE; um

operador linear tal que L(CY) C Csy; entao:
L al(uav) S O@(L(U),L(’U))

o Bi(u,v) 2 Ba(L(u), L(v)).

Desse modo, ©3(L(u), L(v)) < ©1(u,v),Yu,v € Cy. Assim L, ¢ Lipschitz, a
principio, nao necessariamente uma contracao; a préxima teorema nos mostrara que sob
uma hipdtese muito razodvel (diametro de L(C}) finito) L, ¢é uma contragao, sua cons-
tante de Lipschitz é diretamente proporcional ao diametro e converge exponencialmente

rapido para 0 quando o diametro diminui.
Teorema A.5. Seja D := sup{©y(L(u), L(v)) : u,v € C1}. Se D < +00 entio:
Oy(L(u), L(v)) < (1 — e )0, (u,v),Vu,v € C}.

Prova. Veja [Vi97], pagina 18. [

Essa teoria de cones e métricas projetivas é frequentemente utilizada no estudo

de decaimento de correlagoes; o método é encontrar um cone invariante pelo operador de
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Ruelle-Perron-Frobenius que tenho diametro finito e que tenha uma certa propriedade de
completude, através desse cone encontramos propriedades sobre o espectro do operador e
dai pode derivar o decaimento de correlagoes.

A primeira sistematizagao desta técnica foi feita por Birkhoff em [Bir57], onde foi

aplicada no estudo de cadeias de Markov e de certos operadores integrais.



Apeéendice B

Esperanca condicional e Teorema de
Gordin

Essa secao tem por objetivo apresentar o teorema de Gordin que é extremamente
util na prova de teoremas centrais do limite.

Ao longo dessa segao (X, A, u) serd um espaco de medida fixado.

Definigao B.1 (Esperanca condicional). Seja ¢ : X — R € LY(X, A, u) e B C A uma
o—dlgebra de X. A esperan¢a condicional E(p|B) de ¢ com respeito a B € a derivada de

Radon-Nikodym da medida ji,, definida por

to(B) = / wdu, VB € B,
B

em relagao a restri¢ao de p para B. Em outras palavras: E(p|B) € a inica, a menos de

um conjunto de medida nula pertencente a B, funcao B—mensurdvel satisfazendo

/gpdu = / E(¢|B)du, VB € B.
B B

Como tomamos ¢ integravel em relagao a p, entdo sempre existe E(p|B). A
esperanga condicional de ¢ com respeito a B pode ser interpretada como o representante
de ¢ nos B—mensurdveis.

A defini¢ao de E(p|B) foi feita via teoria da medida, porém, veremos que quando
¢ é quadrado integravel em relacdo a pu podemos enxergar E(p|B) sob um prisma de

andlise funcional.

Proposicao B.2. Seja B C A uma o—dlgebra de X. Entao; L*(X, A, n) = L*(X, B, 1) ®
LX(X, B, p)* e
E: L2<X7 ‘AJ :U’> — L2<X7 Au :u)

e—E(¢|B)

€ a projecdao ortogonal em relagdo a L*(X, B, ).
161
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Prova. Veja [BDV05], pagina 345. [ |

Teorema B.3 (Gordin). Seja (X, F, ) um espago de probabilidade, f : X — X men-
surdvel, p f—ergddica e ¢ € L*(X,F,pu) tal que [@odm = 0. Seja F, a sequéncia
nao-decrescente de o—dlgebras F,, = f~"(F),n > 0. Se

Y E@IF2 < oo,

n=0

entao o > 0 dado por
o’ = /SDQdH + 22/9@(9@ o fM)dp
n=0

¢ finito e 0 = 0 se, e somente se, p =uo f —u para alguma u € L*(X, F, ). Ademais;

se o > 0 entdo, dado uma intervalo A C IR:

—_

n—

reX:— Nz)) e A}) —— e22dt.
lreXs 3 oelran e ap = o |
Prova. Veja [Vi97], pagina 29. |

Definicao B.4 (Medida exata). Seja (X, F,u) um espago mensurdvel, f : X — X

mensuravel. Uma medida v f—invariante € dita exata se a o—dlgebra

Foo = ﬂfn

n>0
é p—trivial, ou seja, todas as funcgoes Fo,—mensurdveis sao constantes pi—q.t.p..
Uma medida exata é ergddica para todos os iterados da dinamica.

A préxima proposigao nos dird como fungoes F,,—mensuraveis podem ser vistas

através de funcgoes mensuraveis.

Proposicao B.5. Seja (X, F,pn) um espago mensurdvel, f : X — X mensurdvel. Uma
funcao & : M — IR é F,—mensurdvel se, e somente se, & = &, o f™ para alguma &,

mensuradvel.

Prova. Veja [Vi97], pagina 27. [ |



Apéndice C

Pressao topoldgica relativa usando

bolas dinamicas

Nessa secao descreveremos a nocao de pressao topoldgica para potenciais assin-

toticamente aditivos e nao necessariamente invariantes e compactos.

Seja M um espaco métrico compacto, f : M — M uma aplicagdo continua
e & = {¢,}, uma sequéncia de potenciais continuos assintoticamente aditiva. A bola

dinamica de centro x € M, raio 6 > 0, e comprimento n > 1 é definida por
By(x,0) :={y € M :d(f(y), f’(x)) <§,¥0 < j <n}.

Seja A C M, fixe € > 0. Defina Z,, = M x {n} e Z =M x IN. Paratodoa € Re N > 1,
defina

ma(f, D A, e, N) = H_c}f{ Z e—om-l—(bn(x)}’

(z,n)€G
onde o infimo é tomado sobre todas as familias finitas ou enumeraveis G C U,>nZ, tais

que a colegao dos conjuntos {B(x,n,€) : (z,n) € G} cobrem A. Entao, seja

ma(f, ®, A e) ;== lim my(f, P, A e, N)

N—+00

(a sequéncia é mondtona crescente) e
Py(f, ®,¢€) :=1inf{a : my(f, D, A €) = 0} = sup{a : m(f, P, A, e) = +oo}.

Como mencionado no trabalho de Cao, Zhang e Zhao [CZZ11], existe o limite quando

e — 0 e ele é definido como a pressdo relativa de A:
PA(f? (I)) - hmPA(f7 (D> 6)'
e—0

Se A = M temos que Py(f,®) é definido como pressao topoldgica de f com

respeito a ® e denotado por P (f, @).
163
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Quando tomamos um potencial continuo ¢ temos que Py(f, {¢n}n), para ¢, =
Z?:_OI ¢ o fi, éigual a pressao usual de A com respeito a f e ¢.

Decorre da definicao de pressao relativa que se Ay C Ay C M teremos que
Py, (f, @) < Pa,(f, ®).

No contexto assintoticamente aditivo também teremos o principio variacional

para pressao.

Proposicao C.1. Seja M espago métrico compacto, f : M — M continuo e ® = {¢,}

um sequéncia de potencias assintoticamente aditiva. Entao
Piop(f, ®) = sup{h,(f)+F.(p, ) : u € uma probabilidade f-invariante, F,(u, ) # —oo},

onde o supremo € tomado sobre todas probabilidades f—invariantes p e Fi(p,®) =

Prova. Veja [FHI10]. |

Se uma probabilidade atinge o sup dizemos que ela é um estado de equilibrio de

f com respeito a P.
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