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RESUMO 

 

Esta dissertação aborda o problema de controle de uma planta não linear instável em malha 

aberta com características de Múltiplas Entradas e Múltiplas Saídas (MIMO). Depois de estudar 

diversas aplicações típicas com comportamentos semelhantes e algumas estratégias de controle 

que resolvem as suas desafiadoras dificuldades, foi escolhida uma interessante plataforma para 

realizar uma aplicação sob o enfoque do controle adaptativo. 

Para modelar o problema, é usada a abordagem de Euler-Lagrange. A qual se aplicou a um kit 

experimental nomeado Ball-Balancer, de modo que pudera-se obter um conjunto de equações 

dinâmicas que representem, no espaço de estados, seu comportamento dinâmico completo. 

Algumas suposições foram feitas sobre a situação experimental para evitar assim uma excessiva 

complexidade e ter que lidar posteriormente com fortes não linearidades que tornarem ao 

modelo num caso de estúdio difícil de aplicar. 

Um esquema de controle adaptativo direto é aplicado a um kit Ball-Balancer, usado como planta 

não linear. A estabilidade do sistema em malha fechada, e o seu desempenho no rastreamento 

são discutidos sob o enfoque de Lyapunov, também a obtenção de uma lei de controle adequada, 

assumindo parâmetros conhecidos, posteriormente, utilizando a mesma metodologia foi obtido 

um conjunto de equações de adaptação de parâmetros que procuram precisão no seguimento do 

sinal, em presença de não linearidades desconhecidas. 

A aplicabilidade e funcionamento do algoritmo de controle desenvolvido é implementado por 

meio de simulação, utilizando Matlab e Simulink para executar o controlador não linear sob uma 

abordagem de Controle Adaptativo por Modelo de Referência (MRAC), obtendo alguns resultados 

satisfatórios, como a teoria prever. 

Palavras-Chave: Não linear, Adaptativo, MRAC, Lyapunov, Ball-Balancer. 

 

 



 
 

 

ABSTRACT 

 

This dissertation deals with the problem of controlling a nonlinear and open-loop unstable plant 

with Multi-Input Multi-Output (MIMO) characteristic. After study several typical applications with 

similar behaviors and some control strategies to resolve its challenging difficulties, it was chosen 

as an interesting platform to accomplish one application of adaptive control approach.  

In order to modelling the issue, Euler-Lagrange approach is used. It was applied to a Ball-Balancer 

experimental kit, so that, could obtain a set of dynamical equations to represent in space states 

it´s complete dynamic behavior. Some assumptions were made about experimental situation for 

avoid excessive complexity and deal with strong nonlinearities that became the model in 

unpractical case of studio. 

A direct scheme of adaptive control is applied to a Ball-Balancer, regarded as the nonlinear plant. 

The stability of closed loop system and the tracking performance are discussed under the 

Lyapunov scheme, also obtaining a proper control law, assuming known parameters, later, using 

the same methodology was got an adaptation parameters equation that search tracking accuracy, 

in the presence of unknown nonlinearities. 

The applicability and performances of the development control algorithm is implemented through 

simulation, carried out using Matlab and Simulink running nonlinear controls under a Model 

Reference Adaptive Control (MRAC) approach, obtaining some satisfactory outcomes, such as 

theory predict. 

 

Key Words: Nonlinear, Adaptive, MRAC, Lyapunov, Ball-Balancer. 
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1. INTRODUÇÃO 

 

Em função da maturidade das ferramentas matemáticas criadas há décadas, as quais podem ser 

implementadas nos sistemas de processamento atuais com uma maior confiabilidade e 

desempenho, torna-se real a possibilidade dos engenheiros de controle lidar com sistemas não 

lineares e instáveis em malha aberta. 

Neste trabalho de dissertação pretende-se desenvolver um controlador adaptativo por modelo de 

referência (MRAC) para uma planta não linear, de um dos modelos clássicos não lineares e 

instáveis em malha aberta, aqui representado pelo Ball-Balancer. Junto com isso, pretende-se 

comparar o desempenho deste controlador com uma técnica que inclua a linearização da planta. 

Pretende-se obter, através do estudo das teorias de controle abordadas, e usando um ambiente 

simulado por meio de Matlab/Simulink, um modelo matemático para experimentação, onde se 

possam inserir perturbações que permitam demonstrar a eficácia do algoritmo de controle 

desenvolvido, e que permita posteriormente demonstrar tais desenvolvimentos num sistema real. 

A ideia de desenvolver este tipo de controladores é fortalecer o conhecimento em  ferramentas 

disponíveis para a resolução de problemas que envolvam processos com alguns efeitos não 

lineares, além de instáveis em malha aberta, e ainda mais, comparar a efetividade dos enfoques 

linear e não linear do algoritmo MRAC . 

Devido a inexistência de soluções gerais para os problemas de controle não linear, ainda é um 

desafio o estudo das diversas técnicas propostas na literatura, implementadas em inúmeras de 

aplicações. O aumento da capacidade de processamento dos equipamentos (hardware) e a 

possibilidade de implementar técnicas mais complexas tem motivado a busca de soluções para 

sistemas não lineares, sem limitar-se a técnicas de linearização. A possibilidade do 

desenvolvimento de atividades em ambiente simulado e a perspectiva de implementação prática, 

também é fator motivador para o desenvolvimento deste trabalho. 

A aplicação de técnicas de controle para sistemas não lineares tem sido crescente. Esta 

dissertação se propõe a ilustrar a diversidade de aplicações e a diversidade de técnicas de controle 
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aplicadas a sistemas não lineares, incluindo alguns que, além de apresentarem caraterísticas não 

lineares, são instáveis em malha aberta.  

Através da pesquisa realizada, destaca-se o sistema amplamente conhecido como Ball and Plate 

(doravante nomeado nesta dissertação como Ball-Balancer), que está disponível no laboratório de 

controle do Centro de Capacitação Tecnológica em Automação Industrial (CTAI) na Universidade 

Federal da Bahia, o qual pode ser empregado para validar e testar os algoritmos de controle 

propostos neste trabalho. O kit, fabricado pela empresa QuanserTM e disponibilizando junto com 

uma serie de ferramentas de hardware e software que facilitam o estudo da maioria de 

estratégias de controle mencionadas na literatura.  

A utilidade do kit Ball-Balancer está na possibilidade de demostrar os princípios da dinâmica não 

linear e a teoria de controle, inclusive para lidar com sistemas instáveis em malha aberta. Devido a 

forte não linearidade e instabilidade, este sistema se mostra adequado para ser utilizado como 

base de testes para verificar o desempenho de técnicas de controle aplicadas a sistemas reais. 

Também são muitas as técnicas de controle disponíveis na literatura e que estão aptas a lidar com 

sistemas não lineares e instáveis em malha aberta. A revisão da literatura visa buscar um 

entendimento básico das técnicas utilizadas. Dentre outras possíveis técnicas, esta dissertação 

utilizará o conceito de Controlador Adaptativo por Modelo de Referência (MRAC). 

A combinação de técnicas propostas para regular a posição e a trajetória da esfera sobre o prato 

vem da robustez e simplicidade que este método envolve, além da sua relativamente baixa 

complexidade de implementação.  

A dissertação está dividida em 7 capítulos. O capítulo 2 discute a motivação do autor baseada no 

estudo do estado da arte no que tange aos sistemas não lineares e instáveis em malha aberta. No 

capítulo 3 apresenta-se brevemente a teoria de Controle Adaptativo por Modelo de Referência 

(MRAC). No capítulo 4 se desenvolve o modelo físico-matemático do sistema de estudo escolhido. 

O capitulo 5 mostra o desenvolvimento dos controladores para a parte linear e não linear da 

planta, separadamente, e acoplados posteriormente. No capítulo 6 apresentam-se os esquemas 

lógicos para realizar as simulações junto com os resultados obtidos. Finalmente no capítulo 7 

mostram-se as conclusões. 
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1.1. Objetivo 

Desenvolver um controlador adaptativo por modelo de referência (MRAC), para um 

sistema dinâmico não linear e instável em malha aberta. 

1.2. Objetivos Específicos 

 

1.2.1. Fazer o modelamento dinâmico do mecanismo Ball-Balancer obtendo a representação 

do sistema como equações no espaço de estados.  

 

1.2.2. Desenvolver um Controlador Adaptativo por Modelo de Referência, MRAC, para a 

planta não linear em ambiente simulado, que permita ao dispositivo, restabelecer a 

esfera a sua posição de equilíbrio. 

 

1.2.3. Analisar as condições de estabilidade mediante a teoria de Lyapunov para plantas não 

lineares. 

 

1.2.4. Comparar os resultados conseguidos nas simulações em Simulink/Matlab, dos tipos de 

controle MRAC obtidos, com os fornecidos pelo fabricante do dispositivo selecionado.   



18 
 

2. APLICAÇÕES DE CONTROLE EM SISTEMAS NÃO LINEARES 

 

Ainda com muitas aplicações de controle que podem ser abordadas, com sucesso, em sistemas 

não lineares usando técnicas lineares (a exemplo da linearização), as técnicas de controle não 

linear podem, entre outras, incrementar o range de operação, mantendo a estabilidade do 

sistema (Khalil 2002). Tal situação se dá especialmente pelo fato de que os controladores 

baseados em técnicas de linearização usualmente não podem lidar com regiões distantes do ponto 

em torno do qual o sistema foi lineariza do (Khalil 2002), (Slotine e Li 1991). 

Além disso, o principio de superposição não pode ser aplicado em sistemas não lineares e a 

linearização tem algumas desvantagens: só pode predizer o comportamento local do sistema não 

linear na vizinhança desse ponto; a dinâmica de uma planta não linearizada tem menos 

informação que a planta original não linearizada (Khalil 2002). 

Outra vantagem se dá pelo fato de que existem não linearidades ditas como fortes, as quais não 

permite uma aproximação linear, a exemplo dos sistemas de natureza descontínua. Incertezas no 

modelo ou rápidas variações paramétricas também podem inviabilizar a aplicação de técnicas 

lineares, as quais, se realizáveis, possivelmente vão requerer atuadores e sensores de muita 

qualidade para reproduzir um comportamento linear em todo o range de operação definido, 

(Slotine e Li 1991). 

 

2.1. Sistemas Não Lineares e Instáveis em Malha Aberta. 

Existe uma ampla gama de aplicações reais como: o controle do pêndulo invertido, de veículos não 

tripulados, de equilíbrio de um robô bípedes, entre outros, que são  inerentemente não lineares, e 

que tem sido linearizados em torno de um ponto de operação mediante algum dos métodos 

conhecidos (Astolfi, Karagiannis e Ortega 2008). Algumas dessas aplicações ou desafios de 

controle são instáveis em malha aberta. Neste contexto, propõe-se ilustrar alguns exemplos 

clássicos de sistemas não lineares e instáveis em malha aberta, assim como a abordagem de várias 

estratégias modernas de controle não linear para lidar com tais aplicações. 
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São muitos os exemplos de sistemas instáveis com características não lineares. Para mencionar 

tem se o clássico pêndulo invertido e suas variações (pêndulo duplo e triplo); o Beam-Ball em 

qualquer uma das suas configurações; o controle de attitude de um avião cujo modelo inclui seis 

equações não lineares acopladas; o Ball and Plate que é uma extensão do Beam-Ball (mais 

desafiante e complexo também), e os sistemas de levitação magnética.  

Modernamente tem emergindo outras aplicações que envolvem plantas não lineares, como: o 

controle de rota de navios, o controle de attitude e navegação de veículos aéreos não tripulados 

(Unmanned Aerial Vehicle), e um número crescente de focos de pesquisa nas áreas da robótica, 

medicina, mineração, entre outros. Os itens seguintes ilustram alguns casos de aplicação. 

2.1.1. Beam-Ball (Esfera sobre Trilho) 

O Beam-Ball é um sistema não linear subatuado, amplamente difundido como plataforma de 

testes acadêmicos (Nganga e Okou 2011). Trata-se de um trilho metálico, um servomotor DC (na 

grande maioria de suas configurações), um sensor de posição da esfera e um sensor para a posição 

angular do eixo do motor. A Figura 1 ilustra um sistema típico. A tarefa de controle é mudar 

automaticamente a posição da esfera mudando a posição angular do motor, procurando o 

equilíbrio da esfera em uma posição específica (Virseda 2004). Quando o ângulo é mudado desde 

a posição horizontal a gravidade faz com que a esfera role sobre o trilho. (Slotine e Li 1991) 

demonstra que por ser um sistema subatuado (uma única variável manipulada e duas variáveis de 

saída desejadas: ângulo e posição), não é possível aplicar técnicas de linearização exata 

entrada/saída por realimentação. Assim, o modelo simplificado é um dos mais difundidos pela 

maioria das pesquisas associadas a este sistema. 

 

Figura 1. Esquema de sistema esfera sobre trilho (Beam-Ball), (Yeong, Chia-Wen e Tao 2012).   
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Para comparar o desempenho de um enfoque não linear com compensação exata contra outra 

estratégia que usa uma rede neural RBF para estimar o compensador não linear (Li e Yu 2010) 

realiza um controle de sincronização. 

Um controlador preditivo com restrições é desenvolvido por (Martínez e Ruiz 2012). As restrições 

são colocadas na voltagem aplicada ao motor e o máximo ângulo de deflexão do feixe. Assumindo 

como critério de controle, minimizar a quantidade de energia armazenada em um intervalo de 

tempo (t) e o erro no estado estacionário. 

Um esquema de controlador fuzzy de modo deslizante em combinação com um algoritmo de 

optimização de colonização de formigas é proposto por (Yeong, Chia-Wen e Tao 2012) para 

controle de um sistema Beam-Ball. A condição de estabilidade do sistema controlado é analisada a 

partir do teorema de estabilidade de Lyapunov. Maruthi e Mahindrakar 2011 Fizeram uma análise 

similar, sem usar lógica fuzzy, e sim, o modelo exato da planta.  

Como o enfoque da linearização por realimentação não pode ser empregado para o sistema 

Beam-Ball segundo (Turker, et al. 2007), o que ratifica o que foi demonstrado por (Slotine e Li 

1991), eles propõem dois esquemas de controle, um baseado no conhecimento da dinâmica exata 

do modelo (onde se assume que todos os parâmetros do sistema são conhecidos), e outro 

aplicando um controle adaptativo direto, para as dinâmicas em cascada da esfera e do trilho. 

Um método de controle preditivo em rede de um modelo não linear do Beam-Ball foi inserido por 

(Dong, Geng e Guoping 2008), procurando uma maior flexibilidade. Embora as aplicações em rede 

terem inerentemente problemas de atrasos e perdas de pacotes, a técnica proposta se mostrou 

capaz de lidar com o caso.  

2.1.2. Sistema de controle de curso automático de navios 

O curso de um navio é um processo não linear complexo devido às variáveis hidrodinâmicas, que 

tem uma variação segundo as condições de carga do barco, intensidade e frequência do vento, 

ondas, correntes entre outras, Figura 2. É necessário também considerar que as perturbações no 

meio também são variantes no tempo. O desafio nesta aplicação é conseguir que o navio siga o 

curso desejado independente das variáveis mencionadas (Zuidweg 1970).   
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Figura 2. Marco de referência para movimento do navio. 

Mediante um controlador preditivo, baseado no modelo do processo se usam entradas e saídas 

futuras para predizer futuras incursões entre um conjunto finito de opções de ângulos de proa e 

ângulo de deflexão de leme (Hu e Xu 2009). Os incrementos no controle futuro se elegem segundo 

algum critério de otimização por meio de algoritmo recursivo que parte de um modelo de navio de 

seis graus de liberdade. (Naveen e Manikandan 2014) lineariza o modelo para projetar o piloto 

automático com resultados menos precisos. 

Neste mesmo contexto de controle automático dos ângulos de proa e deflexão de leme para 

superar as limitações dos controladores baseados em modelos, (Xia, Wu e Shao 2014) emprega 

um controlador adaptativo ao curso mediante filtro backstepping e RBF, para barcos sujeitos a 

perturbações externas desconhecidas, incertezas no modelamento e entradas restritas.  De forma 

análoga, (Witkowska e Smierzchalski 2009) usam Backstepping com algoritmos genéticos para 

sintonizar automaticamente os parâmetros do controlador. 

Ao início dos anos 90, uma nova estratégia de controle foi desenvolvida por (Layne e Pasino 1993). 

Controle de aprendizagem por modelo de referência fuzzy, que emprega um modelo de controle 

fuzzy que modifica os centros de suas funções de pertinência baseado no erro entre a saída e o 

modelo de referência, utilizando como mecanismo de adaptação um modelo fuzzy inverso.  

(Wenjiang, et al. 2011) Usam um Observador de Perturbações não linear para observar as 

incertezas e perturbações de onda sobre o sistema de curso de navios. Posteriormente propõem 

um controlador Backstepping de modo deslizante para garantir a estabilização do processo em 

malha fechada, diminuindo o chaveamento do controle em modo deslizante. 
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2.1.3. Veículo Aéreo Não Tripulado 

Os veículos aéreos não tripulados (UAV) são um dos elementos que vem se destacando como 

objeto de estudo para os profissionais do controle inteligente. Entende-se o UAV como uma 

aeronave capaz de navegar de forma autônoma. Existem numerosas configurações, onde o 

quadrotor esta entre os mais populares (Benallegue, Mokhtari e Fridman 2007). No caso do 

quadrotor,  

Figura 3, o controle no movimento do veículo se consegue mediante a variação controlada da taxa 

de rotação de um o mais dos motores, para assim obter estabilidade. Os UAV oferecem vários 

benefícios com seu baixo custo, peso e tamanho, além da sua capacidade de manobra, que 

concede a tais dispositivos possibilidades de aplicações nas áreas da vigilância, exploração, 

transporte e elevação de peças, entre outros, caracterizando-se como uma boa plataforma para a 

realização de pesquisas e aplicações de técnicas de controle inteligente. 

 

 

Figura 3. Aspeto de quadrotor (Dong, et al. 2013), esquerda. Representação de torques e forças 

sobre sistema de referência de quadrotor (Adigbli 2007), direita. 

Por seu crescente uso em atividades militares e industriais, os veículos aéreos não tripulados 

(UAV) tem ganhado uma grande aceitação no âmbito cientifico. O desempenho de um quadrotor 

subatuado é comparado sob os enfoques backstepping e modos deslizantes por (Adigbli 2007). 

Depois de estabelecer a dinâmica de voo, os modelos dos rotores, engrenagens e motores, 

desenvolve-se uma estratégia de controle não linear para a atitude e posição de uma planta que 
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apresenta não linearidades devido aos efeitos das forças de coriolis e torques giroscópicos, 

efetivando-se sua análise de estabilidades a partir do teorema de Lyapunov.  

Farid e Barakati 2013 defendem que o uso de um controlador neuro-fuzzy teve um melhor 

desempenho que o PID, na hora de lidar com a adaptação das não linearidades. (Ismail, Pashilkar e 

Ayyagari 2011) e (Ruiz, Morada e Fraire 2014) também acharam que um controlador de natureza 

linear como o PD requer uma continua sintonização de seus coeficientes para obter um bom 

funcionamento.  

Nesta aplicação a técnica de adaptação direita MRAC foi usa por (Thompson 2010), (Whitehead e 

Bieniawski 2010) quem aproveitaram o aspecto chave desta estratégia como é o ajuste dos 

parâmetros em tempo real e a robustez de seu desempenho. Um controlador Adaptativo ℒ1 

também foi desenvolvido por (Michini 2009). 

Para jogos de evasão e confrontação de obstáculos (Eklund, et al. 2005) desenvolveram um 

controlador preditivo em tempo real para um modelo não linear com restrições sobre sua 

operação e desempenho. O problema de controle é abordado como um problema de minimização 

de custo, entanto (Kang e Hedrick 2009) usa como lei de controle o erro medido, ao seguir uma 

linha de trajetória determinada. Aplicações de voo de formação sob enfoques baseados em 

otimização, como é o caso do controle preditivo, é estudado por (Chao, et al. 2012) e (Richards e 

How 2005). 

2.1.4. Suspensão Ativa 

A suspensão de um carro, Figura 4, é um termo que se aplica ao sistema de mola, amortecedor e 

ligações que conectam os pneus na carroceria para garantir a estabilidade ao veículo e o maior 

conforto possível aos passageiros (Tang e Guo 2009). 
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Figura 4. Modelo do sistema de suspensão de meio carro (Chen, Liu e Sun 2004). 

Um sistema de suspensão pode ser classificado como passivo, semiativo e ativo (Hu e Lin 2008). A 

suspensão passiva compreende mola e amortecedor; Numa suspensão semiativa o sistema muda 

o coeficiente de amortecimento por médio de um regulador eletromagnético dentro do 

amortecedor; enquanto na suspensão ativa, uma fonte de potência externa alimenta um atuador 

como sistema de suspensão secundário, que obedece a uma lei de controle (Qamar, Khan e Khan 

2012). 

Em anos recentes a indústria automobilística tem aumentado a tendência em substituir partes 

eletromecânicas por sistemas mecatrônicos inteligentes. O que se procura ao desenvolver um 

sistema de suspensão ativa e melhorar o conforto ao dirigir, a capacidade de aderência na estrada 

e a deflexão da suspensão (Popovic, et al. 2011). 

Para dar solução ao problema da suspenção passiva convencional, atuadores eletro-hidráulicos 

foram usados por (Du e Zhang 2009) devido a sua alta relação potência-peso, e devido a suas 

fortes não linearidades. O problema do controle da suspensão ativa é abordado mediante uma 

estratégia de dois loops, sobre um modelo com 7 graus de liberdade. O loop interno faz que a 

força do atuador acompanhe o movimento do veículo, e o loop exterior é feito com um modo 

deslizante. Para o controle da planta, os autores propuseram na malha interna um controlador 

fuzzy com realimentação de estados, sugerindo que este atinge as especificações propostas para 

obter o conforto e segurança ao dirigir.  

(Fialho e Balas 2002) empregaram a variação linear de parâmetros por meio da programação de 

ganhos (Gain Scheduling) argumentando que o sistema não requer a realimentação de todos os 

estados, e resultados equivalentes podem ser atingidos apenas usando a deflexão da suspensão, 
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aceleração da carroceria, a queda da pressão hidráulica, entre outras variáveis. Além disso, eles 

alegam que variações entre a configuração suave a rígida pode ser feita com esta abordagem 

adaptativa. 

Uma planta com 5 graus de liberdade é estudada por (Tang e Guo 2009) quem empregaram um 

modelo de meio carro e uma combinação de algoritmos genéticos e redes neurais para projetar o 

controlador a partir da minimização de uma função objetivo que inclui a aceleração da mola, 

aceleração para adiante, carga dinâmicas entre outras variáveis. Sun, Cai e Yang 2007 Também 

usou algoritmos genéticos para obter um bom conjunto de parâmetros de desempenho de uma 

suspensão.  

O enfoque não linear sob backstepping foi aplicado num sistema de carro completo com 7 graus 

de liberdade em (Hu e Lin 2008) para melhorar o compromisso entre conforto na viagem dos 

passageiros e deslocamento axial da suspensão, usando um filtro não linear cuja efetividade vai 

depender desta variável. 

Qamar, Khan e Khan 2012, projeta um controle da suspenção ativa do modelo de um carro com 8 

graus de liberdade para melhorar o conforto na marcha e a estabilidade do veículo, usando 

controle em modo deslizante baseado em adaptação neuro-fuzzy que consegue um ajuste on-line 

dos parâmetros, minimizando a função de custo. Aqui o problema de controle é que a suspensão 

se desloque menos do que a amplitude do sinal da perturbação inserida. O mesmo enfoque, mas, 

com adaptação T-S Fuzzy é empregado por (H. Li, et al. 2013) quem construíram esse modelo para 

representar as incertezas não lineares e fazem uma analises da estabilidade assintótica. 

2.1.5. Levitador Magnético 

Um levitador magnético, como o exemplo da Figura 5, é um dispositivo, que usa uma força 

magnética para que um objeto, tal como uma esfera de aço ou um disco, permaneça numa 

posição fixa ou alterando sua posição regularmente mediante mudanças num campo magnético 

(Naumović e Veselić 2008). Uma vez que o objeto fica suspenso (sem contato com o elemento 

atuador) o consumo de energia causado pelo atrito, praticamente inexiste, segundo (Zhou e Liu 

2013), tornando-se uma técnica que vem sendo cada vez mais explorada em sistemas mecânicos. 



26 
 

 

Figura 5. Aparência de um sistema de levitação magnética. 

 

Diferente dos exemplos antes descritos, o sistema de levitação magnética tem diversas aplicações, 

a exemplo dos sistemas de transporte de alta velocidade, rolamentos magnéticos, atenuadores 

sísmicos para antenas de ondas gravitacionais, sistema de isolamento de vibrações, corações 

artificias, interfaces hápticas1 e microrobôs. 

A característica de não linearidade da planta, o pequeno grau de amortecimento natural no 

processo, e a instabilidade em malha aberta tem estimulado pesquisadores das mais diversas 

áreas. (Campos, et al. 2005) formularam um modelo de controle preditivo (MPC) com uma ação de 

controle integral. O modelo envolve restrições de corrente na bobina, na entrada, e o espaço 

entre o eletroímã e objeto suspendido é uma restrição na saída. (Kemih e Tekkouk 2006) 

Apresenta a implementação de um Controle Preditivo Generalizado Restrito acoplado com um 

mecanismo de estimação de parâmetro baseado num algoritmo genético. 

Um controlador adaptativo baseado em backstepping é proposto para o desenvolvimento de um 

sistema de levitação magnética com incerteza nos parâmetros (Zhou e Liu 2013). Assim a 

estimação dos parâmetros e feita online para melhorar a precisão do controlador. 

Kumar 2012. Emprega a técnica MRAC para, de forma adaptativa, compensar as não linearidades 

da planta com a ajuda de um filtro de Kalman, que em conjunto mudam os parâmetros de um 

                                                             
1 A palavra háptico se refere à capacidade de sentir um ambiente mecânico natural ou sintético através do 
tato. Os dispositivos hápticos surgem como mais um meio pelo qual o usuário pode perceber o mundo à sua 
volta, uma vez que interagem com o usuário através do tato (Rodrigues 2006). 
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controlador PID segundo as variações no meio do sistema. (Trisanto, et al. 2006) Incorpora uma 

rede neural junto com a estrutura do MRAC para assegurar a controlabilidade da planta real não 

linear, sendo que o objetivo da rede neural aplicada é compensar as não linearidades da planta. 

Usando como estratégia inicial a linearização exata com realimentação para obter uma planta 

linear, (Torres, et al. 2010) aplica posteriormente um controlador adaptativo por modelo de 

referência que garante a adaptação dos parâmetros e a estabilidade geral do sistema. 

2.1.6. Ball and Plate 

Na indústria e no ambiente científico, este dispositivo é conhecido com os termos adicionais de 

Esfera e Prato, Bola e Prato e a depender do fabricante recebe o nome de Ball-Balancer, tal como 

será nomeado no contexto desta dissertação. 

O desenho e implementação de um controle de um sistema Ball-Balancer empregando 

realimentação visual, foi proposto por (Ho, Rizal e Chu 2013). A posição da esfera é medida 

mediante visão de maquina, a qual usa uma câmera com uma taxa de 150 frames por segundos 

para garantir certo nível de desempenho em tempo real. A Figura 6 ilustra o equipamento. Este 

enfoque utiliza controle servo-visual, ou seja, incorpora a informação visual para realimentação na 

malha de controle.  

 

Figura 6. Sistema Ball and Plate 
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Foi proposto também um controlador robusto ótimo através do enfoque H∞ (Rikhtehgar e Jafari 

2012), cuja simulação indica que o controlador proposto teve forte robustez e retira os efeitos dos 

problemas da linearização. 

De forma geral, (Xiang-Jie, Lara-Rosano e Chan 2004) refere-se a uma modelagem onde se 

empregou algumas das vantagens do controle adaptativo usando o enfoque MRAC sobre uma 

planta não linear. A proposta se beneficiou das características de aproximação universal das redes 

neurais e das facilidades de uso da lógica nebulosa (fuzzy logic) para lidar com regras do tipo “se-

então” para uma atualização on-line dos pesos da rede. 

Empregando Simulink e Matlab, (Jadlovská, Jajčišin e Lonščák 2009) propõem uma estrutura 

simples de controle em malha fechada para dois sistemas SISO desacoplados (um para cada eixo 

do Ball-Balancer), para o qual utilizaram um modelo linearizado PID auto sintonizado pelos 

métodos de Naslin, Butterworth e Graham-Lathrop, medindo as variáveis de posição da esfera por 

meio de uma câmara superior. (Phan, Lee e Chun 2010) e (Hassaan 2014) são exemplos de 

pesquisas que empregam tais métodos de auto sintonizado.  

Outra estratégia de controle, utilizada por (Nokhbeh and Khashabi 2011) faz uso de dois 

compensadores para a planta obtida a partir do modelamento não linear do sistema Ball-Balancer. 

O primeiro deles é um compensador em malha aberta, pouco apropriado para o controle de 

motores DC. O segundo compensador contem um pré-filtro mais apropriado para o tipo de motor 

DC utilizado, conseguindo um controle com um funcionamento adequado.  

Lemos, Silva e Marques 2001, analisam os valores atípicos lidos pelos sensores do mecanismo Ball 

Balancer, e estuda como o controle adaptativo responde a tais valores. Propondo um método de 

remoção dessas não linearidades, para depois aplica-lo no sistema Ball Balancer real. 

Bruce, Keeling e Rodriguez 2011 e (Aström e Wittenmark 1994) propõem um desenho mecânico 

de estrutura Ball-Balancer com quatro graus de liberdade, controlando a posição da bola por meio 

de uma câmara, e implementado um controlador em espaço de estados de pouca robustez. 

Em (Aström e Wittenmark 1994), os autores fazem um desenvolvimento detalhado da dinâmica 

do sistema, empregando como estratégia de controle, técnicas híbridas e controle preditivo sobre 

uma plataforma micro controlada, desenvolvida pelo autor. 
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A teoria clássica de controle adaptativo é tratada de maneira geral por (Rodríguez Rubio e López 

Sánchez 1996) e de forma mais aprofundada em (Isermann, Lachmann e Matko 1992),  (Aström e 

Wittenmark 1994), (Krstic, Kanellakopoulos e Kokotovic 1995), (Ioannou e Fidan 2006) . Esses 

textos trazem em seu conteúdo o tratamento dos tópicos: estimação de parâmetros, auto 

sintonizado, as bases da Teoria de Lyapunov, entre outros conceitos básicos para iniciar o projeto 

do controlador. 

Por meio do algoritmo de optimização por enxame de partículas de Gauss (Gómez Martínez e 

Mendoza Avendaño 2009) apresentam um enfoque mais refinado do controle preditivo do 

modelo não linear, que propõe uma abordagem que consegue resultados mais precisos, 

associada, porém, a um custo computacional maior, para obter a variável de controle ótima. 

Emprega, também, expansão de series de Taylor como mecanismo base de cálculo. 

Destaca-se que o sistema Ball-Balancer será utilizado como ambiente de teste e validação do 

trabalho realizado nesta dissertação.  

2.1.7. Giroscópio 

O giroscópio e um sistema dinâmico não linear que tem insubstituíveis aplicações industriais, 

Figura 7. Desde o ponto de vista da engenharia, os giroscópios têm grande utilidade na navegação 

de foguetes, aviões, naves espaciais e no controle de complexos sistemas mecânicos (Idowu, 

Rongwei e Vincent 2013). É particularmente no espaço que sua importância é maior para o 

controle e estabilização da atitude (Solomon e Karasala 2013). 

 

Figura 7. Aspeto de um giroscópio clássico. 
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Idowu, Rongwei e Vincent 2013. Aplicam o método para estabilização de órbitas caóticas ao ponto 

de equilíbrio do sistema, depois usam um controlador adaptativo para sincronizar dois giroscópios 

não lineares idênticos e estendem o método para obter a sincronização de giroscópios com 

parâmetros desconhecidos. O controlador desenvolvido garante uma sincronização de estados 

controlada e estável para giroscópios não lineares. 

Chandak e Patil 2014. Empregam o modelo linearizado de um giroscópio para descrever o 

desenvolvimento de um controlador preditivo do modelo representado em espaços de estado. O 

sistema usa a posição do eixo do rotor como a saída controlada e o torque como a entrada de 

controle. 

Um controlador preditivo para o modelo com restrições foi proposto usando o giroscópio numa 

aplicação industrial, (Perez e Termaat 2010). Neste, o giroscópio é usado numa tarefa de Giro-

Estabilização como ilustra a Figura 8, sendo unido a uma estrutura mecânica com uma 

configuração especial, de forma que as forças do giroscópio reagem se-opondo as forças de 

excitação que produzem a vibração.   

 

  

Figura 8. Giro-estabilizador para amortecimento da vibração (Perez e Termaat 2010). 
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2.2. Resumo 

O foco desta dissertação visa nos sistemas de controle para plantas não lineares. Assim, este 

capítulo começa com uma revisão de alguns exemplos clássicos deste tipo de plantas, tais como: o 

dispositivo Beam-Ball; o curso automático de navios; veículos aéreos não tripulados (UAVs); 

modelos de Suspensão Ativa; o levitador magnético, o Ball-Balancer e o Giroscópio.  

Relata a aplicação de várias estratégias de controle não linear como: backstepping, modos 

deslizantes, fuzzy, neuro-fuzzy, adaptativo, preditivo, entre outros, para ditos sistemas não 

lineares, lembrando que alguns destes sistemas são instáveis em malha aberta.  

A partir desta breve revisão pretende-se eleger ao Ball-Balancer como instrumento de teste, com 

o fim de projetar e implementar um Controlador Adaptativo por Modelo de Referência, devido a 

sua funcionalidade e pertinência na abordagem deste tipo de problema.   
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3. CONTROLE ADAPTATIVO 

 

Um controlador adaptativo é um controlador que pode modificar seu comportamento em 

resposta as mudanças na dinâmica do sistema e as perturbações (Krstic, Kanellakopoulos e 

Kokotovic 1995). Ioannou e Fidan 2006, diz que os termos Sistema Adaptativo e Controle 

Adaptativo foram usados pela primeira vez perto dos anos ’50, estabelecendo o conceito como: a 

combinação de um estimador de parâmetros, o qual gera uma estimação de parâmetros em 

tempo real com uma lei de controle para controlar plantas cujos parâmetros são completamente 

desconhecidos e/ou poderiam mudar no tempo numa maneira imprevisível. 

Na maioria das estratégias de controle não adaptativas, a estrutura do controlador é escolhida ao 

principio, e os parâmetros do controlador são calculados depois, baseado nos parâmetros 

conhecidos da planta. Uma das diferenças dos métodos convencionais com o controle adaptativo, 

é que neste os parâmetros da planta são desconhecidos e devem ser encontrados mediante uma 

lei de adaptação (Slotine e Li 1991); a principal diferença entre os controladores convencionais e o 

controle adaptativo reside na existência da etapa que faz o mecanismo de adaptação (Martínez 

Verdú 2010). 

Para garantir que o sistema de controle em malha fechada seja estável existem vários formalismos 

na teoria de controle não linear: teoria de Lyapunov, teoria da hyperstabilidade e a teoria da 

passividade, sendo algumas vezes mais conveniente uma do que outro, mas tendo resultados 

amiúdo equivalentes (Rodríguez Rubio e López Sánchez 1996). A abordagem a ser discutida nesta 

dissertação visa plantear a Teoria de Lyapunov como ferramenta de análises de estabilidade e 

geração de leis de adaptação. 

3.1. Teoria de Lyapunov 

Um sistema dinâmico não linear pode ser representado por um conjunto de equações diferenciais: 

𝒙̇ = 𝑓(𝑥, 𝑡) (1) 
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Onde f é um vetor não linear de dimensões n x 1, e x é um vetor de estados n x 1.  Em sistemas em 

malha fechada se diz que uma expressão como da equação (1) representa um sistema autônomo 

se f não depende explicitamente do tempo, podendo-se escrever a equação como: 

𝒙̇ = 𝑓(𝑥) (2) 

 

Estritamente falando, todos os sistemas físicos são não autônomos porque nenhuma das suas 

características dinâmicas é estritamente invariante no tempo. Na realidade algumas caraterísticas 

de um sistema mudam muito devagar e pode ser descartada sua variação no tempo, 

considerando-o autónomo.  

Na prática, alguns sistemas de controle transformam-se não autônomos pelas variações no tempo 

da planta ou do controlador. Assim, um sistema adaptativo para uma planta linear e invariante no 

tempo faz com que em malha fechada o sistema de controle seja não linear e não autônomo. 

Para sistemas lineares a estabilidade pode ser avaliada em espaço do tempo ou da frequência a 

través dos autovalores da matriz do sistema representado no espaço de estados, ou pelos polos da 

função de transferência. Em sistemas não lineares uma abordagem sobre estabilidade de sistemas 

avalia o comportamento para o sistema não autônomo da forma (1), onde: 𝑥 ∈  𝒟 ⊂ ℝ𝑛  

𝒟 é o domínio entorno ao ponto de equilíbrio. Com 𝑥 = 0 como ponto de equilíbrio, se: 

 

𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑢) (3) 

 

Define-se uma lei de controle 

𝑢 = 𝑔(𝑥)  

Com u entrada de controle, e 𝑢 ∈  ℝ𝑚, 𝑔:  ℝ𝑛 → ℝ𝑚  

Como g se considera uma função continua. Então o sistema em malha fechada 

𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑔(𝑥)) 

É agora um sistema autônomo. 
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3.1.1. Estabilidade de Lyapunov 

Para o sistema (2) no ponto de equilíbrio x=0, se diz que é estável segundo Lyapunov se para 

qualquer número real positivo dado, existe um número real positivo r que assegure que 

‖𝑥(𝑡)‖ < 𝑅 para todo  𝑡 ≥ 0 sendo ‖𝑥(0)‖ < 𝑟.  De outro modo, o ponto de equilíbrio é dito 

instável. Trate-se de manter 𝑟 ≤ 𝑅. A Figura 9 ilustra o exemplo. 

 

 

 

 

 

 

Figura 9. Estabilidade de Lyapunov 

Em outras palavras, a estabilidade de Lyapunov tem a ver com o comportamento dinámico dos 

sistemas em relação ao estado inicial. Se o sistema é estável por Lyapunov pode-se impor 

restrições sobre o estado inicial do sistema para garantir que as variáves de estado fiquem 

limitadas a certa região (Ding 2013). 

3.1.1.1. Estabilidade Assintótica 

 

Para o sistema (2) o ponto de equilibrio 𝑥 = 0 é assintóticamente estável se é estavel por 

Lyapunov, e  além  disso 𝑙𝑖𝑚𝑡→∞ 𝑥(𝑡) = 0 

Os sistemas lineares com polos no lado esquerdo do plano complexo são assintoticamente 

estáveis. A estabilidade assintótica só requer que uma solução convirja ao ponto de equilíbrio, sem 

especificar a taxa ou velocidade de convergência como de fato o conceito de estabilidade 

exponencial define. 
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Figura 10. Estabilidade assintótica 

3.1.1.2. Estabilidade Exponencial  

Para o sistema (2), o ponto de equilíbrio, 𝑥 = 0, é exponencialmente estável se existem dois 

números a e λ reais positivos, tais que a seguinte desigualdade se garanta: 

‖𝑥(𝑡)‖ < 𝑎‖𝑥(0)‖𝑒−𝜆𝑡  

Para 𝑡 > 0 em alguma vizinhança  𝒟 ⊂ ℝ𝑛 que contem ao ponto de equilíbrio. Se a estabilidade se 

mantém para qualquer estado inicial em ℝ𝑛, se diz que o ponto de equilíbrio é assintoticamente 

globalmente estável. Em sistemas não lineares um sistema assintoticamente estável pode não ser 

exponencialmente estável. 

3.1.1.3. Método Direto de Lyapunov 

O método de linearização de Lyapunov pode ser usado para verificar estabilidade local , e também 

tem uma limitação no caso da estabilidade marginal. A ideia básica é projetar uma lei de controle 

por realimentação que provenha de uma derivada da função candidata de Lyapunov, definida o 

semi-definida negativa (Ge 2000).  

O método direto de Lyapunov é uma interpretação matemática da propriedade física da 

dissipação da energia total de um sistema, que devem obrigar aos estados deste atingir o 

equilíbrio. Sua restrição reside no fato que é muito difícil eleger a função de Lyapunov (geralmente 

é um problema de tentativa e erro) e o projeto depende totalmente de tal eleição (Ge 2000).   

Para melhor entendimento, é necessário resgatar mais algumas definições complementares para 

poder colocar em contexto a estabilidade baseada nas funções de Lyapunov.  
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Função definida Positiva: uma função 𝑉(𝑥): 𝒟 ⊂ ℝ𝑛 →  ℝ se diz definida positiva localmente se 

𝑉(𝑥) > 0 ∀𝑥 ∈  𝒟, exceto em 𝑥 = 0 onde 𝑉(0) = 0. Se 𝒟 = ℝ𝑛, por exemplo, então se diz que é 

definida positiva para todo o espaço de estado, 𝑉(𝑥) se diz definida positiva globalmente. 

Função de Lyapunov: se em  𝒟 ⊂ ℝ𝑛 contém o ponto de equilíbrio  𝑥 = 0, a função 𝑉(𝑥) é 

definida positiva com derivadas parciais continuas, e se a sua derivada no tempo ao longo de 

qualquer caminho de estados do sistema (1) é não positivo, por exemplo: 

𝑉̇(𝑥) ≤ 0 

Então a função 𝑉(𝑥) é uma função de Lyapunov 

Teorema de Lyapunov 

Considere o sistema (2), se em  𝒟 ⊂ ℝ𝑛  encontra-se o ponto de equilíbrio 𝑥 = 0, ali existe uma 

função 𝑉(𝑥): 𝒟 ⊂ ℝ𝑛 →  ℝ com derivadas de primeiro ordem continuas  tal que: 

 𝑉(𝑥) é definida positiva em 𝒟 

 𝑉̇(𝑥) é definida não positiva em 𝒟 

Então o ponto 𝑥 = 0 é estável.  Além disso, se 𝑉̇(𝑥) é definida negativa em 𝒟, a estabilidade é 

assintótica.  

Para definir a estabilidade global usando as funções de Lyapunov, tem-se que definir primeiro  o 

termo função radialmente ilimitada, assim: 

Uma função definida positiva 𝑉(𝑥): ℝ𝑛 →  ℝ se diz radialmente ilimitada se 𝑉(𝑥) → ∞ enquanto 

‖𝑥‖ → ∞. 

Teorema de Lyapunov para estabilidade Global  

Para o sistema (1) com 𝒟 = ℝ𝑛 , se existe uma função 𝑉(𝑥): ℝ𝑛 →  ℝ com derivadas de primeira 

ordem continuas tal que: 

 𝑉(𝑥) é definida positiva em 𝒟 

 𝑉̇(𝑥) é definida não positiva em 𝒟 

 𝑉(𝑥) é radialmente ilimitada 
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Então o ponto 𝑥 = 0 é globalmente assintoticamente estável. 

Os métodos de controle adaptativo são divididos geralmente em três categorias: controle 

adaptativo indireto, controle adaptativo direto e controle por programação de ganhos. As suas 

características são abordadas aqui brevemente. 

3.2. Controle Adaptativo Indireto  

Num controle adaptativo indireto os parâmetros da planta são estimados adaptativamente 

primeiro e na sequencia se computam os parâmetros do controlador. Chama-se assim porque 

requerem trasladar os parâmetros estimados aos parâmetros do controlador. O conceito mais 

importante deste esquema de controle adaptativo indireto é o (STC) ou controlador auto-

sintonizado (Martínez Verdú 2010). 

3.2.1. Controladores Auto-Sintonizados 

A abordagem STC (Self Tunning Control) geralmente estima os parâmetros do sistema e 

posteriormente computa a entrada de controle a partir dos parâmetros estimados, e além disso 

suas etapas de identificação e estimação estão separadas (Ding 2013). A diferença com o enfoque 

MRAC radica em que a lei de estimação é independente da eleição da lei de controle, enquanto no 

esquema MRAC, a lei de adaptação de parâmetros é afetada pela definição da lei de controle 

(Ioannou e Fidan 2006). A Figura 11 amostra um esquema geral da sua estrutura. 

Segundo (Rodríguez Rubio e López Sánchez 1996) a ideia dos controladores auto ajustáveis ou 

auto sintonizados pode ser aplicada a muitos problemas de controle ainda sem ter sido 

inicialmente projetados como um problema estocástico. Além disso, devido à sua modularidade e 

separação das etapas de controle e identificação, pode-se criar muitas classes de controlador auto 

sintonizados. 

A partir do tipo de projeto, pode ser um problema de controle estocástico ou não. Para os 

primeiros se procede minimizando o índice de atuação (por exemplo, o caso de mínima variância, 

onde se trata de minimizar as variações respeito à zero). Nos casos não estocásticos considera-se 

que as perturbações podem ser modeladas exatamente podendo-se descrever os sistemas 

analiticamente (Rodríguez Rubio e López Sánchez 1996). 
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Para que se possa aplicar o controle adaptativo, é necessária a presença de um bloco responsável 

pela estimação paramétrica. Usualmente, tal bloco implementa métodos que permitem estimar os 

parâmetros da planta, ofertando-os para ação do controlador. A estimação paramétrica 

usualmente se dá em função dos sinais de entrada e saída da planta (Aström e Wittenmark 1994). 

Algumas técnicas para identificação de parâmetros de sistemas são: Box-Jenkis, ARX, ARMAX, 

NARMAX, entre outros (Rodríguez Rubio e López Sánchez 1996). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 11. Estrutura modular do esquema STC 

3.3. Controle Adaptativo Direto  

Em controle adaptativo direito não se requer a estimação de parâmetros, eles são atualizados 

diretamente a partir de uma lei de controle. Segundo (Ding 2013), no caso de MRAC é mais 

comum que seja  projetado no domínio do tempo continuo e unicamente  para controlar plantas 

determinísticas.  

Nos enfoques de controle direito os parâmetros são atualizados procurando minimizar o erro de 

rastreio entre o sinal da saída da planta e o modelo de referência. Os parâmetros do controlador 

são obtidos mediante uma lei de adaptação que é fornecida mediante a abordagem de Lyapunov, 

que exige o planteamiento de uma função candidata que devera cumprir certas condições, com é 

explicado em depois. 

Design do 
 Controlador 

 
Estimação 

de 
Parâmetros 

 

Planta 
Gp(s) 

 

 
Controlador 

 
u y 

r 



39 
 

Uma característica atrativa desta abordagem é que por conveniência do projeto a ordem do 

modelo de referência pode ser menor que a ordem da planta a ser controlada inclusive não 

precisa modelar com exatidão os parâmetros do processo (Nasiruddin, Rizal e Mohamed 2007). 

A abordagem clássica de controle adaptativo direto é a que usa um modelo de referência a ser 

seguido em malha fechada, como se explica a continuação dos itens seguintes para os casos linear 

e não linear. 

3.3.1. Controlador Adaptativo com Modelo de Referência (MRAC) Planta Linear  

A ideia do MRAC é criar um controlador de malha fechada com parâmetros que possam ser 

atualizados para fazer com que a resposta do sistema tenha comportamento definido por algum 

modelo de referência. Ou seja, o objetivo é encontrar a lei de controle que leve o sistema 

controlado a apresentar uma dinâmica idêntica à proposta pelo modelo de referência (Adrian, 

Corneliu e Mircea 2008). 

O conceito MRAC está constituído por quatro partes principais: a planta, o controlador, o modelo 

de referência e o mecanismo de ajuste (Oltean e Morar 2010). A Figura 12 mostra um diagrama de 

blocos do sistema de um controlador adaptativo por modelo de referência, onde se verifica um 

laço de realimentação comum conformado pela planta e pelo controlador, junto com um segundo 

laço responsável pelo ajuste dos parâmetros do controlador (Aström e Wittenmark 1994). 

 

Figura 12. Estrutura modular do esquema MRAC 
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Onde: 

r: Entrada de referência 

u : Sinal do controle 

y : Saída atual da planta 

ym: Saída desejada 

 

O desenvolvimento de um controlador MRAC usualmente envolve os seguintes três passos (Ding 

2013): 

 Eleger uma lei de controle contendo as variáveis como parâmetros. 

 Projetar uma lei de adaptação para o ajuste destes parâmetros. 

 Analisar as propriedades de estabilidade do sistema de controle resultante. 

 

A metodologia básica, segundo (Ding 2013), (Aström e Wittenmark 1994) e (Martínez Verdú 2010) 

pode ser demostrada inicialmente para um sistema de primeira ordem, assim: 

𝑦̇ + 𝑎𝑝𝑦 = 𝑏𝑝𝑢 (4) 

 

Onde u é à entrada de controle e y é a saída da planta, assumindo parâmetros conhecidos. 

Suponha-se também, que se quer o sistema adotar um comportamento entrada-saída em malha 

fechada segundo (Khalil 2002), descrito pelo modelo de referência: 

𝑦̇
𝑚

+ 𝑎𝑚𝑦
𝑚

= 𝑏𝑚𝑟 (5) 

 

Com as condições iniciais a zero. 

Aqui, r, é à entrada de referência, e o modelo tem sido elegido de forma tal que 𝑦𝑚(𝑡) represente 

a saída desejada do sistema em malha fechada, o objetivo de desenho é fazer que o erro 

𝑒 = 𝑦 − 𝑦𝑚  convirja para 0, tomando 𝑎𝑚 > 0. 
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Inicialmente utiliza-se um controle por modelo de referência, isto é, um controle assumindo que 

todos os parâmetros são conhecidos. Para garantir que a saída y siga a ym, a equação (4) deve-se 

acomodar somando o termo amy aos dois lados, assim: 

𝑦̇ + 𝑎𝑝𝑦 + 𝑎𝑚𝑦 = 𝑏𝑝𝑢 + 𝑎𝑚𝑦 (6) 

 

Rearranjando esta equação fica: 

𝑦̇ + 𝑎𝑚𝑦 = 𝑏𝑝𝑢 + 𝑎𝑚𝑦 − 𝑎𝑝𝑦 (7) 

Portanto obtém-se: 

𝑦̇ + 𝑎𝑚𝑦 = 𝑏𝑝 (𝑢 −
𝑎𝑝 − 𝑎𝑚

𝑏𝑝
𝑦) (8) 

 

Por definição de erro, tem-se: 

 

𝑒 = 𝑦 − 𝑦𝑚 (9) 

 

E a derivada do erro em relação ao tempo seria: 

 

𝑒̇ = 𝑦̇ − 𝑦̇𝑚 (10) 

 

Com isto, substituindo os valores isolados de 𝑦̇ da equação (8) e 𝑦̇𝑚 da equação (5) em (10), tem-

se que: 

𝑒̇ = −𝑎𝑚𝑦 + 𝑏𝑝 (𝑢 −
𝑎𝑝 − 𝑎𝑚

𝑏𝑝
𝑦) − (𝑎𝑚𝑦𝑚 + 𝑏𝑚𝑟) (11) 

 

Rearranjando, 

𝑒̇ + 𝑎𝑚𝑒 = 𝑏𝑝 (𝑢 −
𝑎𝑝 − 𝑎𝑚

𝑏𝑝
𝑦 −

𝑏𝑚

𝑏𝑝
𝑟) (12) 
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Q1 e Q2 são eleitos como: 

 

𝑄1 =
𝑏𝑚

𝑏𝑝
,   𝑄2 =

𝑎𝑝 − 𝑎𝑚

𝑏𝑝
     (13) 

 

Substituindo (13) em (12) 

𝑒̇ + 𝑎𝑚𝑒 = 𝑏𝑝(𝑢 − 𝑄2𝑦 − 𝑄1𝑟) (14) 

 

Então, como se assumiu que todos os parâmetros são conhecidos, a lei de controle que garante 

que o erro em malha fechada, 𝑒̇ + 𝑎𝑚𝑒 = 0, é (Khalil 2002): 

 

𝑢(𝑡) = 𝑄1𝑟(𝑡) + 𝑄2𝑦(𝑡) (15) 

 

Daqui, quando os parâmetros ap e bp são desconhecidos, seja: 𝑄̂1 e 𝑄̂2 seus valores estimados, e a 

lei de controle, baseada no principio de equivalência certa2, estaria dada por: 

 

𝑢(𝑡) = 𝑄̂1𝑟(𝑡) + 𝑄̂2𝑦(𝑡) (16) 

 

Com a entrada de controle adaptativo (16), as dinâmicas do sistema em malha fechada são 

descritas por: 

𝑄̃1 = 𝑄1 − 𝑄̂1;      𝑄̃2 = 𝑄2 − 𝑄̂2 (17) 

 

                                                             
2
 (Ioannou e Fidan 2006) O principio de equivalência certa estabelece que, em controle adaptativo, quando 

os parâmetros são desconhecidos, eles podem ser substituídos por seus valores estimados. Tal principio 
somente sugere uma forma para projetar a entrada do controle adaptativo, não como atualizar os 
parâmetros estimados (Ding 2013). 
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O erro tende a zero se o valor dos parâmetros estimados tende a se igualar aos respectivos valores 

reais. A solução é construir um mecanismo de ajuste de parâmetros que leve a estimativa dos 

parâmetros Q1 e Q2 a seus valores desejados (Aström e Wittenmark 1994).  

Assim para obter o mecanismo de ajuste, o lei de adaptação, planteia-se a derivada do erro: 

𝑒̇ = −𝑎𝑚𝑒 − (𝑏𝑝𝑄2 + 𝑎𝑝 − 𝑎𝑚)𝑦 + (𝑏𝑝𝑄1 − 𝑏𝑚)𝑟 (18) 

 

Agora, com o fim de garantir a estabilidade do sistema considere-se a função candidata de 

Lyapunov, com 𝛾 > 0. Lembrado que , é o ganho de adaptação o qual define a taxa na qual 

convergem os parâmetros do controlador ao valor real. 

 

𝑉(𝑒, 𝑄1, 𝑄2) =
1

2
(𝑒2 +

1

𝛾
(𝑏𝑝𝑄2 + 𝑎𝑝 − 𝑎𝑚)

2
+

1

𝛾
(𝑏𝑝𝑄1 − 𝑏𝑚)

2
) (19) 

 

A expressão (19) cumpre as três condições estabelecidas no teorema de Lyapunov: 

1. Se     𝑒 = 0 ⇒ 𝑒2 = 0. Com isto, o único caminho para que 𝑉(𝑒, 𝑄1, 𝑄2) = 0, é que os 

termos: (𝑏𝑝𝑄1 − 𝑏𝑚)
2
 e (𝑏𝑝𝑄2 + 𝑎𝑝 − 𝑎𝑚)

2
 sejam zerados, assim tem-se que cumprir 

que: 

𝑄1 =
𝑏𝑚

𝑏𝑝
,   𝑄2 =

𝑎𝑝 − 𝑎𝑚

𝑏𝑝
   

2. 
𝑑𝑉

𝑑𝑒
= 𝑒 Existe, 

3. 𝑉̇(𝑒, 𝑄1, 𝑄2) = −𝑎𝑚𝑒2 +
1

𝛾
(𝑏𝑝𝑄2 + 𝑎𝑝 − 𝑎𝑚)(𝑄̇2 − 𝛾𝑒𝑦) +

1

𝛾
(𝑏𝑝𝑄1 − 𝑏𝑚)(𝑄̇1 + 𝛾𝑒𝑟) 

Para garantir que se cumpra a condição 3, ou seja, 𝑉̇(𝑒, 𝑄1, 𝑄2) < 0 os dois últimos termos de tal 

condição deveriam sumir, o que se consegue zerando as expressões (𝑄̇1 + 𝛾𝑒𝑟) e (𝑄̇2 − 𝛾𝑒𝑦), 

para o qual:  

𝑄̇1 = −𝛾𝑒𝑟 (20) 

 

𝑄̇2 = 𝛾𝑒𝑦 (21) 



44 
 

Onde Q são os parâmetros ajustáveis, também conhecidos como parâmetros de controle com o 

propósito de ser ajustado para que se obtenha a minimização da função de custo. Isso pode ser 

obtido também aplicando a regra do gradiente (Swarnkar, Jain e Nema 2011). A regra do gradiente 

pode fornecer um sistema em malha fechada instável. Lyapunov substitui a derivada da 

sensitividade por as regras da teoria da estabilidade. 

Finalmente, com os resultados obtidos nas equações (20) e (21), a primeira derivada da função de 

Lyapunov se garante negativa devido a que 𝑎𝑚 > 0. 

𝑉̇(𝑒, 𝑄1, 𝑄2) = −𝑎𝑚𝑒2 < 0 (22) 

 

Para um sistema linear de segunda ordem o tratamento para a obtenção da função candidata de 

Lyapunov que garanta a sua estabilidade e permita encontrar a leis de adaptação tem um 

tratamento semelhante ao feito para o caso da primeira ordem. Elegendo, segundo (Oltean e 

Morar 2010) uma lei de controle com três parâmetros como a seguinte: 

𝑈 = 𝑄1𝑟 − 𝑄2𝑦 − 𝑄3𝑦̇ (23) 

 

Em realidade a eleição do sinal de referência poderia ser de primeira ordem, embora, vai se eleger 

uma função de transferência de segunda ordem padronizada, e com seus polos no lado esquerdo 

do plano imaginário, assim: 

𝐺(𝑠) =
𝐾

𝑠2 + 𝑎1𝑠 + 𝑎2
 

 
(24) 

 

Tendo definidas as funções de transferência da planta G(s) e do modelo de referência, Gm(s). Vai 

se esboçar a obtenção das leis de adaptação deste caso, sem plantear uma nova equação de 

Lyapunov, e empregando uma lei de controle de só dos termos: 

𝑈 = 𝑄1𝑟 − 𝑄2𝑦 (25) 
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A partir das equações (24) e(25), a função de transferência genérica, em malha fechada, que 

relaciona a saída e a entrada da planta com o sinal de controle é: 

𝑌

𝑅
=

𝐾𝑄1

𝑠2 + 𝑎1𝑠 + (𝑎2 + 𝐾𝑄2)
 (26) 

 

Onde R é a representação em espaço da frequência para a entrada de referência r(t) e K é o 

ganho em alta frequência (Ding 2013). Os parâmetros do controlador (𝑄1, 𝑄2) são atualizados 

pelo mecanismo de adaptação assim que a saída do processo siga a saída do modelo, garantindo o 

principio de equivalência certa (Ioannou e Fidan 2006). A função de transferência do modelo seria: 

𝐺𝑚(𝑠) =
𝑌𝑚

𝑅
=

𝐾𝑚

𝑠2 + 𝐴1𝑠 + 𝐾𝑚

=
𝜔𝑛

2

𝑠2 + 2𝜉𝜔𝑛𝑠 + 𝜔𝑛
2

 

   

(27) 

 

Onde Km e A1 serão escolhidos de forma que as relações entrada-saída do modelo e a planta 

sejam a mesmas, segundo o principio de equivalência certa, além de que cumpram com as 

condições de estabilidade para sistemas lineares . A fim de obter as relações que definem os 

parâmetros do controlador devem-se igualar os numeradores e denominadores das expressões 

(26) e (27), com isto tem-se que: 

𝑄1 =
𝐾𝑚

𝐾
 (28) 

 

Para o segundo parâmetro seria:  

𝑄2 =
𝐴1𝑠 + 𝐾𝑚 − 𝑎1𝑠 − 𝑎2

𝐾
 (29) 

 

Então, projetando uma equação de Lyapunov adequada, e com uma orientação semelhante à 

determinada na equação (19), a partir da definição do erro de saída, se obteriam equações como 

(20) e (21) que representam as variações dos parâmetros. Podendo-se determinar, em espaço da 

frequência, as equações para o mecanismo de ajuste, as quais são: 
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𝑄1 = −
𝛾

𝑠
𝑒𝑟 = −

𝛾

𝑠
(

𝐾𝑒

𝑠2 + 𝐴𝑠 + 𝐾𝑚
) 𝑟 (30) 

 

𝑄2 =
𝛾

𝑠
𝑒𝑦 =

𝛾

𝑠
(

𝐾𝑒

𝑠2 + 𝐴𝑠 + 𝐾𝑚
)𝑦 (31) 

 

Onde o parâmetro adicional Q3 fica em função da variação da saída: 

𝑄3 = 𝛾 (
𝐾𝑒

𝑠2 + 𝐴𝑠 + 𝐾𝑚
) 𝑦̇ (32) 

 
Com as constantes K e A conhecidas. 
 
Para efeitos da simulação em Simulink os valores dos parâmetros do controlador serão 

substituídos na lei de controle, equação (23), ficando: 

𝑈 = −
𝛾

𝑠
(

𝐾𝑒

𝑠2 + 𝐴𝑠 + 𝐾𝑚
) 𝑟2 −

𝛾

𝑠
(

𝐾𝑒

𝑠2 + 𝐴𝑠 + 𝐾𝑚
) 𝑦2 − 𝛾 (

𝐾𝑒

𝑠2 + 𝐴𝑠 + 𝐾𝑚
) 𝑦̇2 (33) 

 

3.3.2. Controlador Adaptativo com Modelo de Referência (MRAC) Planta Não-Linear

  

Quando se tem uma planta não linear SISO com representação de estado, segundo (Olivares 

2009): 

𝑦̇ = 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡) = 𝐴𝑦 + 𝐵𝑟 
 

𝑧 = 𝐶𝑥 

(34) 

 

Com 𝑥 ∈ ℝ𝑛;   𝑢, 𝑧 ∈ ℝ 

Embora, a metodologia apresentada é aplicada somente a sistemas SISO, no numeral 4.4. vai se 

plantear a justificativa que permite dividir a planta MIMO, alvo deste trabalho, em dois sistemas 

SISO idênticos.  

No caso do modelo de referência linear, SISO, com representação interna: 
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𝑦̇𝑚 = 𝐴𝑚𝑦𝑚 + 𝐵𝑚𝑟 
 

𝑧𝑚 = 𝐶𝑚𝑦𝑚 

(35) 

 

Onde: 

Am é uma matriz estável com suas componentes  aij elegidos a partir do polinômio de Hurwitz, ym 

é o vetor de estados e Bm o vetor de termos independentes, finalmente r é a entrada de 

referência. Com 𝑦𝑚 ∈ ℝ𝑛;   𝑟, 𝑧𝑚 ∈ ℝ. Note-se que Am deve conter todos seus autovalores no lado 

esquerdo do plano imaginário.  

Tendo como modelo de referência à expressão padrão de segunda ordem que amostra-se na 

seguinte equação: 

𝐺𝑚(𝑠)  =
𝜔𝑛

2

𝑠2 + 2𝜉𝜔𝑛𝑠 + 𝜔𝑛
2

 

 

(36) 

 

A matriz Am e os vetores Bm e Cm definem-se assim: 

𝐴𝑚 = [
0 1

−𝜔𝑛
2 −2𝜉𝜔𝑛

],           𝐵𝑚 = [
0
𝜔𝑛

2],                  𝐶𝑚 = [1 0] 

 
(37) 

 

Oltean e Morar 2010 definiram que devido as especificações da planta elegida e a natureza de 

segunda ordem da função de referência, o controlador de realimentação para frente para o Ball-

Balancer deve ter três parâmetros de adaptação, como os já nomeados no apartado 3.3.1, os 

quais são Q1, Q2, Q3, e uma lei de controle definida similarmente como a expressão (23), que se 

repete para maior claridade aqui: 

𝑈 = 𝑄1𝑟 − 𝑄2𝑦 − 𝑄3𝑦̇ (38) 
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As leis de adaptação obtêm-se a partir da função de Lyapunov posteriormente definida, e, são 

encarregadas de levar (global e assintoticamente) a zero, o vetor de erro. Tal vetor representa o 

seguimento dos estados do modelo de referência, assim:  

𝒆 = 𝑦 − 𝑦𝑚. (39) 

 
Que ao derivar em relação ao tempo, fica: 
 

𝒆̇ = 𝑦̇ − 𝑦̇𝑚 (40) 

 

Ao substituir as expressões (34) e (35) na última equação, resulta: 

 

𝒆̇ = (𝐴𝑦 + 𝐵𝑟) − (𝐴𝑚𝑦𝑚 + 𝐵𝑚𝑟) (41) 

 

Mais, da definição do erro: 

 

 𝑦𝑚 = 𝑦 − 𝒆 (42) 

 

Que sendo substituído na expressão (41) da: 

 

𝒆̇ = (𝐴𝑦 + 𝐵𝑟) − [𝐴𝑚(𝑦 − 𝒆) + 𝐵𝑚𝑟] (43) 

 

Rearranjando a equação anterior, em concordância com (Oltean e Morar 2010), tem-se que:  

 

𝒆̇ = 𝐴𝑚𝒆 + (𝐴𝑦 + 𝐵𝑟) − (𝐴𝑚𝑦 + 𝐵𝑚𝑟) (44) 

 
Arrumando segundo termos semelhantes: 
 

𝒆̇ = 𝐴𝑚𝒆 + (𝐴 − 𝐴𝑚)𝑦 + (𝐵 − 𝐵𝑚)𝑟 (45) 
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Neste ponto elege-se como função de Lyapunov candidata, a seguinte expressão: 

𝑉(𝒆) = 𝒆𝑇𝑷𝒆 (46) 

 

Onde P é uma matriz simétrica real definida positiva, para o qual: 

 𝑉(𝟎) = 0 

 𝑉(𝒆) > 0    ∀𝒆 ≠ 𝟎 

Logo, o controlador deve ser tal que garanta que 𝑉̇(𝒆) < 0.  Para conferir isto se deriva a 

expressão (46) em relação ao tempo, obtém-se: 

 

𝑽̇(𝑒) = 𝒆̇𝑇𝑷𝒆 + 𝒆𝑇𝑷𝒆̇ (47) 

 

Com as substituições apropriadas, segundo o desenvolvimento até aqui atingido: 

 

𝑽̇(𝑒) = [𝑒𝑇𝐴𝑚
𝑇 + 𝑓𝑇(𝑥, 𝑢, 𝑡) − (𝑥𝑇𝐴𝑚

𝑇 + 𝑟𝑇𝐵𝑚
𝑇 )]𝑃𝒆

+ 𝒆𝑇𝑷[𝐴𝑚𝑒 + 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡) − (𝐴𝑚𝑦 + 𝐵𝑚𝑟)] 
(48) 

 

 

Organizando melhor a última equação, fica: 

 

𝑽̇(𝑒) = 𝑒𝑇[𝐴𝑚
𝑇 𝑃 + 𝑃𝐴𝑚]𝑒 + 2{𝒆𝑇𝑷[𝐴𝑚𝒆 + (𝐴 − 𝐴𝑚)𝑦 + (𝐵 − 𝐵𝑚)𝑟]} (49) 

 

Redefinindo 

 

𝑽̇(𝑒) = 𝑒𝑇[𝐴𝑚
𝑇 𝑃 + 𝑃𝐴𝑚]𝑒 + 2𝑀 (50) 

  

Onde M é uma quantidade escalar dada por: 

 

𝑀 = 𝒆𝑇𝑷[𝐴𝑚𝒆 + (𝐴 − 𝐴𝑚)𝑦 + (𝐵 − 𝐵𝑚)𝑟] (51) 
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Com isto: 

𝑉̇(𝑒) < 0 Se e somente se: 

1. ∃𝑃 > 0 Para 𝑄 > 0 que satisfaze a equação de Lyapunov 𝐴𝑚
𝑇 𝑃 + 𝑃𝐴𝑚 = −𝑄. Esta 

condição cumpre-se para modelos de referência estáveis. 

2. 𝑀 ≤ 0 

Assim, a matriz simétrica e definida positiva, P, a se obter, é a solução da condição 𝐴𝑚
𝑇 𝑃 + 𝑃𝐴𝑚 =

−𝑄. Processo de obtenção que ultrapassa o alcance desta dissertação. Tal desenvolvimento pode-

se pesquisar em (Isermann, Lachmann e Matko 1992). Onde se tem que: 

𝑃 = [
𝑝11 𝑝12

𝑝21 𝑝22
] =

[
 
 
 
 
1

2
(
2𝜉

𝜔𝑛
+

1 + 𝜔𝑛
2

2𝜉𝜔𝑛
)

1

2𝜔𝑛
2

1

2𝜔𝑛
2

1

4𝜉𝜔𝑛
(1 +

1

𝜔𝑛
2
)
]
 
 
 
 

 (52) 

 

Onde os termos que aparecem na matriz P, obtêm-se a partir do modelo de segunda ordem que 

age como sinal de referência, equação (36). 

Finalmente, as expressões que permitem a adaptação dos parâmetros seriam: 

𝑄1 = 𝛾1(𝑃12𝑒 + 𝑃22𝑒̇)
𝑟

𝑠
 

 

𝑄2 = −𝛾2(𝑃12𝑒 + 𝑃22𝑒̇)
𝑦

𝑠
 

 

𝑄3 = −𝛾3(𝑃12𝑒 + 𝑃22𝑒̇)
𝑦̇

𝑠
 

(53) 

 

Aqui, P21 e P22 conformam a segunda coluna da matriz P. Além disso, 1, 2 e 3 são os ganhos de 

adaptação. 
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3.3.3. Controle Adaptativo por Programação de Ganhos (Gain Scheduling) 

É um tipo especial de realimentação não linear, desenvolvido a partir da compensação das 

variações nos parâmetros do processo (inclusive as não linearidades conhecidas) medindo as 

condições de operação deste (Aström e Wittenmark 1994). A técnica estende a validade do 

enfoque da linearização a um range de pontos de operação, onde o modelo é parametrizado por 

uma ou varias variáveis, nomeadas variáveis de programação (Scheduling Variables). 

Havendo feito o anterior, o sistema lineariza-se em vários pontos de equilíbrio, projetando-se um 

controlador de realimentação linear em cada ponto, e implementando o conjunto de 

controladores obtidos, como um único controlador cujos parâmetros mudam segundo as variáveis 

de programação. Esse controlador leva o nome de Programação de Ganhos (Khalil 2002). 

Alguns autores não o consideram uma técnica adaptativa pelo fato de que os parâmetros são 

mudados em malha aberta (Rodríguez Rubio e López Sánchez 1996). Um exemplo do uso de 

controle adaptativo por este método se descreve em  (Xing, et al. 2010). 
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3.4. Resumo 

No referente ao controle adaptativo como estratégia alternativa aos controladores clássicos, a 

principal diferencia com eles, radica na existência (em suas diferentes configurações) de uma 

etapa o mecanismo de ajuste de parâmetros que muda dinamicamente os parâmetros do 

controlador ao perceber variações na dinâmica da planta, como é feito pelos controladores 

adaptativos direitos. Alternativamente tais parâmetros podem-se sintonizar por meio de uma 

tabela de ajuste, caso coberto pelos controladores auto sintonizados.  

Para garantir a estabilidade dos controladores projetados pelo método adaptativo direito MRAC  

emprega-se a teoria de Lyapunov, tendo com isto que definir os conceitos de estabilidade 

assintótica, exponencial e global. Esta última característica é estabelecida a partir da obtenção de 

funções candidatas que cumpram com a definição de ser positivas e radialmente ilimitadas além 

de  ter a sua primeira derivadas não positiva, num domínio 𝒟. 

Ajudado pelo principio de equivalência certa se planteou o algoritmo MRAC para plantas lineares, 

onde a filosofia centra-se em reduzir a zero a diferencia entre o sinal de saída e a função de 

transferência, empregando para tal fim uma lei de controle obtida a partir das condições de 

entrada e saída do esquema, e que fica em função de uns parâmetros que se adaptam em tempo 

real por meio de uma lei de adaptação que planteia-se segundo a teoria de Lyapunov para cumprir 

o objetivo de levar à zero o erro. 

A abordagem MRAC para plantas não lineares se enfrentou usando novamente a teoria de 

Lyapunov, mas se focando no caso de uma planta não linear com função de referência linear de 

segunda ordem. 
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4. MODELO DO SISTEMA BALL-BALANCER 

 

O sistema Ball-Balancer está composto por uma superfície plana inclinável em função de cada um 

de seus dois eixos horizontais. Com tais inclinações, o sistema permite que a esfera role e seja 

posicionada em qualquer coordenada no plano, desde que sejam respeitadas as restrições físicas 

do plano. A superfície inclinável é de cor branca, para contrastar melhor com a cor da esfera. Tal 

característica favorece a leitura da posição, a qual se dá través de um sistema de visão por meio 

de câmera (Quanser 2010). Este sistema tem somente dois atuadores e deve ser governado 

mediante duas entradas de controle. Uma imagem do dispositivo é ilustrada na Figura 13. 

 

 

 

 

Figura 13. Aspecto do equipamento Ball-Balancer da QuanserTM. 

O Ball-Balancer é um dispositivo fabricado com dois a quatro graus de liberdade. O alvo deste 

desafio de controle é controlar a posição de uma esfera sobre uma superfície plana, na qual tem 

solidariamente acoplado o mecanismo de balanceamento. Nesta situação particular, o sistema 

está configurado com quatro graus de liberdade, dois provem do movimento livre da esfera e 

outros dois são aportados pelos dois eixos de inclinação do prato.  
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A tabela seguinte ilustra as características técnicas do Ball-Balancer. 

Tabela 1. Especificações gerais do Ball-Balancer 

ESPECIFICAÇÃO VALOR UNIDADES 

Dimensiones  de base calibradas 41.75 x 41.75 cm2 

Altura do suporte da câmara 69.5 cm 

Comprimento da mesa 27.5 cm 

Comprimento do braço nivelador 9.7 cm 

Comprimento do suporte do braço 14.6 cm 

Especificações da câmara 
IIDC 1394-baseado 
Câmera Digital v 1.31 

 

Resolução padrão da câmara 640x480 cm 

Taça de quadros da câmara (resolução completa, formato Y8) 30 cm 

Formato de Pixel  Y8 em formato BGR cm 

Na sequencia, trata-se do modelamento físico-matemático das partes que constituem o Ball-

Balancer e que determinam o comportamento instável do dispositivo. 

4.1. Modelamento elétrico da base do servomecanismo 

O circuito esquemático da armadura do motor DC junto com seu trem de engrenagem se amostra 

na Figura 14. Para efetuar o modelamento do atuador, assume-se que não tem backlash ou 

deformação permanente nas engrenagens. Considera-se ainda que o trabalho mecânico feito pelo 

eixo com a carga final é igual ao trabalho mecânico feito pelo eixo na saída do motor (Li e Yu 

2010). 

 

 

Figura 14. Circuito de armadura do motor DC e trem de engrenagem (Quanser 2010). 
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A voltagem eletromotriz (contra-fem) 𝑒𝑏(𝑡) depende da velocidade rotacional do eixo do motor, 

𝜔𝑚(𝑡), e da constante eletromotriz 𝑘𝑚  que se opõe ao fluxo de corrente, assim a voltagem 

eletromotriz está determinada por (Apkarian, Lévis e Gurocak 2011) e que segue a ordem e 

notação da (Quanser 2010), é: 

 

𝑒𝑏(𝑡) = 𝑘𝑚𝜔𝑚(𝑡) (54) 

 

Usando a lei de Kirchoff: 

𝑉𝑚(𝑡) − 𝑅𝑚𝐼𝑚(𝑡) − 𝐿𝑚𝐼𝑚̇(𝑡) − 𝑘𝑚𝜔𝑚(𝑡) = 0 (55) 

 

Onde: 

Vm é a voltagem aplicada ao motor, Rm relaciona a resistência do motor e Im a corrente no indutor, 

Lm sua indutância, a constante eletromotriz é representada por Km e ωm a velocidade rotacional do 

eixo do motor. 

 

Considerando o fato do termo da indutância do motor, 𝐿𝑚, ser muito menor do que sua 

resistência, este termo pode ser ignorado, com isso a equação anterior pode ser simplificada para: 

𝑉𝑚(𝑡) − 𝑅𝑚𝐼𝑚(𝑡) − 𝑘𝑚𝜔𝑚(𝑡) = 0 (56) 

 

Isolando o valor da corrente, tem se que: 

 

𝐼𝑚(𝑡) =
𝑉𝑚(𝑡) − 𝑘𝑚𝜔𝑚(𝑡)

𝑅𝑚
 (57) 

 

A relação entre as equações elétricas e mecânicas para o servo mecanismo é obtida pela segunda 

lei de Newton em termos rotacionais: 

 

∑𝜏𝑖 = 𝐽𝑜𝛼 (58) 
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Onde Jo é o momento de inercia do corpo em relação ao seu centro de massa, τ é soma de todos 

os momentos sobre o eixo do corpo, e α a aceleração angular do sistema (Apkarian, Lévis e 

Gurocak 2011). 

Assim, 

𝐽𝑙𝜔𝑙̇ (𝑡) + 𝐵𝑙𝜔𝑙(𝑡) = 𝜏𝑙(𝑡) (59) 

Onde, Jl é o momento de inercia da carga,  τl é torque total aplicado à carga, e Bl é o coeficiente 

de atrito viscoso da carga do motor. A equação análoga para a saída do eixo do motor é: 

𝐽𝑚𝜔̇𝑚(𝑡) + 𝐵𝑚𝜔𝑚(𝑡) + 𝜏𝑚𝑙(𝑡) = 𝜏𝑚(𝑡) (60) 

 

Para esta equação Jm é o momento de inercia do eixo do motor, τml é o torque resultante atuando 

sobre o eixo do motor desde o torque da carga e Bm  é o atrito viscoso agindo sobre o eixo do 

motor. A relação entre o torque total aplicado e o torque sobre o eixo, que vem desde a carga, fica 

determinada pela expressão: 

𝜏𝑙(𝑡) = 𝜂𝑔𝐾𝑔𝜏𝑚𝑙(𝑡) (61) 

 

 

Onde Kg é a relação de transmissão das engrenagens e ηg a eficiência da caixa de redução de 

velocidade. Tal caixa conta com uma relação de transmissão interna por meio de engrenagens 

planetárias: 

𝐾𝑔𝑖 =
𝑁2

𝑁1
 (62) 

 Externamente a relação de transmissão é outra: 

𝐾𝑔𝑒 =
𝑁4

𝑁3
 (63) 
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Ou seja, que a relação de transmissão do servomecanismo utilizado é: 

 

𝐾𝑔 = 𝐾𝑔𝑒𝐾𝑔𝑖  (64) 

 

 O torque visto pelo eixo do motor a través das engrenagens pode ser expresso como: 

 

𝜏𝑚𝑙(𝑡) =
𝜏𝑙(𝑡)

𝜂𝑔𝐾𝑔
 (65) 

 

Devido a que o eixo do motor deve rodar Kg vezes por cada revolução no eixo da saída, a relação 

entre as duas quantidades rotacionais é: 

 

𝜃𝑚(𝑡) = 𝐾𝑔𝜃𝑙(𝑡) (66) 

 

A expressão anterior determina a relação entre as velocidades na saída do motor e no eixo de 

carga depois de tomar a primeira derivada: 

 

𝜔𝑚(𝑡) = 𝐾𝑔𝜔𝑙(𝑡) (67) 

 

Substituindo (65), (67) em (60) pode-se encontrar a equação diferencial que descreve o 

movimento no eixo de carga segundo o torque aplicado pelo motor: 

 

𝐽𝑚𝐾𝑔𝜔𝑙̇ (𝑡) + 𝐵𝑚𝐾𝑔𝜔𝑙(𝑡) +
𝐽𝑙𝜔𝑙̇ (𝑡)+𝐵𝑙𝜔𝑙(𝑡)

𝜂𝑔𝐾𝑔
= 𝜏𝑚(𝑡) (68) 

 

Reorganizando os termos comuns: 

 

(𝜂𝑔𝐾𝑔
2𝐽𝑚 + 𝐽𝑙)𝜔𝑙̇ (𝑡) + (𝜂𝑔𝐾𝑔

2𝐽𝑚 + 𝐵𝑙)𝜔𝑙(𝑡) = 𝜂𝑔𝐾𝑔𝜏𝑚(𝑡) (69) 
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Definindo os seguintes termos: 

𝐽𝑒𝑞 = 𝜂𝑔𝐾𝑔
2𝐽𝑚 + 𝐽𝑙  (70) 

 

𝐵𝑒𝑞 = 𝜂𝑔𝐾𝑔
2𝐵𝑚 + 𝐵𝑙  (71) 

 

Simplificando a equação para:  

𝐽𝑒𝑞𝜔𝑙̇ (𝑡) + 𝐵𝑒𝑞𝜔𝑙(𝑡) = 𝜂𝑔𝐾𝑔𝜏𝑚(𝑡) (72) 

 

4.2.  Modelamento mecânico da mesa 

Na derivação das equações de movimento do sistema têm-se as seguintes suposições (Nokhbeh 

and Khashabi 2011): 

 

 No há deslizamento da bola sobre o prato, isso é, o sistema físico associa apenas  

rolagem da bola. 

 A bola é completamente simétrica e homogénea.  

 O atrito é desprezível 

 A bola e o prato estão sempre em contato. 

 A rotação da bola cerca o seu eixo vertical toma-se como depreciável (Awtar, Craig, et al. 

2002).  

 O prato vai ter uma distribuição de massa em seus planos xz e yz. Isso garante que não 

haverá termos da inercia na diagonal. 

 

 

 

 

 

 

Figura 15. Esquema de referência para o sistema Ball-Ballancer 
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Figura 16. Amostragem da independência nos movimentos do Ball-Balancer. 

Quando a dinâmica da bola sobre um plano inclinado é restrito a uma única dimensão o resultado 

das equações são similares as que podem ser achadas em (Nokhbeh and Khashabi 2011). Para 

começar a realizar o planteamiento, faz-se a análise do movimento apenas na direção x, 

considerando o problema como a conjunção de dois movimentos (sob dois eixos) em separado. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 17. Diagrama de sólido livre para a bola. 
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Por ser um sistema de dois graus de liberdade a orientação do prato estará definida por dois 

ângulos (αx e αy), considerando-se o sistema x-y-z um marco de referência fixo. A lista dos 

símbolos e valores associados ao equipamento utilizado é amostrada na Tabela 2. 

Tabela 2. Resumo de parâmetros relevantes para a modelagem 

VARIAVEL/PARÂMETRO SÍMBOLO VALOR VARIAÇÃO UNIDADE 

Voltagem Nominal de Entrada ao Motor Vnom 6.0  V 

Resistencia de Armadura  Rm 2.6  Ω 

Indutância de Armadura  Lm 0.18  mH 

Constante Corrente-Torque kt 7.68X10-3 ±12%  

Constante “back-emf” km 7.68X10-3 ±12%  

Ração de Transmissão Kg 70   

Eficiência do Motor ηm 0.69 ±5%  

Eficiência da Caixa de Engrenagem ηg 0.90 ±10%  

Momento de Inercia do Eixo do Motor Jm,rotor 3.90X10-7 ±10% Kg-m2 

Momento de Inercia do Tacómetro Jtazh 7.06X10-8 ±10% Kg-m2 

Momento de Inercia Equivalente sem 

Carga 
Jeq 9.76X10-5 

 
Kg-m2 

Coeficiente de Amortecimento Viscoso 

Equivalente 
Beq 0.015 

 
N-m/(rad/s) 

Massa da bola mb 0.038  Kg 

Radio da bola rb 0.0146  m 

Inercia da bola Jb 5.40 X10-6  Kg-m2 

Longitude do Braço Nivelador rarm 0.097  m 

Longitude do Prato Lplate 0.275  m 

Inercia do prato em torno do eixo x Jx 9.45 X10-4  Kg-m2 

Inercia do prato em torno do eixo y Jy 9.45 X10-4  Kg-m2 

Ângulos do prato αx e αy    

Posição da bola respeito do prato xb,yb    

Máxima Frequência de Voltagem de 

Entrada 
fmax 50 

 
Hz 

Máxima Corrente de Entrada Imax 1  A 

 

A dinâmica do movimento para o aparelho pode ser derivada a partir das leis de Newton ou as 

equações de Euler-Lagrange.  Empregando a ultima abordagem tem-se que: 
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O Lagrangeano para o sistema é dado por: 

𝐿 = 𝐾 − 𝑉 (73) 

 

Onde: 

K é a somatória das energias cinéticas. 

V é a energia potencial do sistema. 

 

Se considerada a interação que existe entre os movimentos nos dos eixos, na quantificação da 

energia consideram-se ambas dimensões simultaneamente. Assim, a energia cinética da esfera 

devida a sua rotação em torno de seu centro de massa e o seu deslocamento pode ser dada para x 

e y como: 

𝐾𝑏 =
1

2
𝑚𝑏(𝑥̇

2 + 𝑦̇2) +
1

2
𝐽𝑏(𝜔𝑥

2 + 𝜔𝑦
2) (74) 

Onde: 

mb e a massa da esfera 

Jb, o momento de inercia da esfera. 

𝑥̇ 𝑒  𝑦̇ são as velocidades de translação da esfera em cada tempo t, nas direções x e y. 

ωx e ωy são as velocidades rotacionais da esfera ao longo dos eixos x e y.  

 

As relações cinemáticas entre a velocidade rotacional e angular da bola  são: 

𝑥̇ = 𝑟𝑏𝜔𝑦  ;  𝑦̇ = 𝑟𝑏𝜔𝑥  (75) 

 

Nas quais rb denota o radio da esfera 

 

Substituindo as expressões da equação (75) em (74), tem se que: 

𝐾𝑏 =
1

2
[𝑚𝑏(𝑥̇

2 + 𝑦̇2) +
𝐽𝑏
𝑟𝑏

2
(𝑥̇2 + 𝑦̇2)] =

1

2
(𝑚𝑏 +

𝐽𝑏
𝑟𝑏

2) (𝑥̇2 + 𝑦̇2) (76) 
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 A energia cinética do prato, considerando a esfera uma massa pontual é dada por: 

𝐾𝑝 =
1

2
(𝐽𝑝 + 𝐽𝑏)(𝛼𝑥̇

2 + 𝛼𝑦̇
2) +

1

2
𝑚𝑏(𝑥𝛼𝑥̇ + 𝑦𝛼𝑦̇)

2
 (77) 

 

𝐾𝑝 =
1

2
(𝐽𝑝 + 𝐽𝑏)(𝛼𝑥̇

2 + 𝛼𝑦̇
2) +

1

2
𝑚𝑏(𝑥

2𝛼𝑥̇
2 + 2𝑥𝑦𝛼𝑥̇𝛼𝑦̇ + 𝑦2𝛼𝑦̇

2) (78) 

 

Onde: 

αx e αy são os ângulos de inclinação do prato respeito aos eixos x e y respectivamente. Assim, 

pode-se calcular a energia cinética total do sistema: 

 

𝐾 = 𝐾𝑏 + 𝐾𝑝 (79) 

 

  

Substituindo as expressões (76) e (78) na equação para a energia cinética (79): 

𝐾 =
1

2
(𝑚𝑏 +

𝐽𝑏
𝑟𝑏

2)(𝑥̇2 + 𝑦̇2) +
1

2
(𝐽𝑝 + 𝐽𝑏)(𝛼𝑥̇

2 + 𝛼𝑦̇
2) +

1

2
𝑚𝑏(𝑥

2𝛼𝑥̇
2 + 2𝑥𝑦𝛼𝑥̇𝛼𝑦̇ + 𝑦2𝛼𝑦̇

2) (80) 

 

A energia potencial da esfera em relação a horizontal que passa pelo centro do prato é: 

𝑉𝑏 = 𝑚𝑏𝑔ℎ (81) 

 

Onde h, é a altura devida às duas coordenadas.  

𝑉𝑏 = 𝑚𝑏𝑔(𝑥𝑠𝑒𝑛𝛼𝑥 + 𝑦𝑠𝑒𝑛𝛼𝑦) (82) 

 

Então a equação de Lagrange para o sistema seria: 

𝐿 = 𝐾𝑏 + 𝐾𝑝 − 𝑉𝑏  (83) 
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Desta, pode-se obter as derivadas da expressão L : 

𝜕𝐾

𝜕𝛼̇𝑥
= (𝐽𝑝 + 𝐽𝑏)𝛼𝑥̇ + 𝑚𝑏𝑥(𝑥𝛼𝑥̇ + 𝑦𝛼𝑦̇) (84) 

 

𝜕𝐾

𝜕𝛼̇𝑦
= (𝐽𝑝 + 𝐽𝑏)𝛼𝑦̇ + 𝑚𝑏𝑦(𝑥𝛼𝑥̇ + 𝑦𝛼𝑦̇) (85) 

 

𝜕𝐿

𝜕𝛼𝑥
= 𝑚𝑏𝑔𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥       ;       

𝜕𝐿

𝜕𝛼𝑦
= 𝑚𝑏𝑔𝑐𝑜𝑠𝛼𝑦  (86) 

 

𝜕𝐾

𝜕𝑥̇
= (𝑚𝑏 +

𝐽𝑏
𝑟𝑏

2) 𝑥̇   ;    
𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 𝑚𝑏(𝑥𝛼𝑥̇ + 𝑦𝛼𝑦̇)𝛼𝑥̇            (87) 

 

𝜕𝐾

𝜕𝑦̇
= (𝑚𝑏 +

𝐽𝑏
𝑟𝑏

2) 𝑦̇   ;     
𝜕𝐿

𝜕𝑦
= 𝑚𝑏(𝑥𝛼𝑥̇ + 𝑦𝛼𝑦̇)𝛼𝑦̇           (88) 

 

Na sequencia, aplicam-se as equações de Lagrange-Euler para o movimento da esfera sobre o 

prato. 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐾

𝜕𝛼𝑥̇
) − (

𝜕𝐿

𝜕𝛼𝑥
) = 𝐹𝑥  (89) 

 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐾

𝜕𝛼̇𝑥
) − (

𝜕𝐿

𝜕𝛼𝑥
)

= (𝐽𝑝 + 𝐽𝑏)𝛼̈𝑥 + 𝑚𝑏𝑥
2𝛼̈𝑥 + 2𝑚𝑏𝑥𝑥̇𝛼𝑥̇ + 𝑚𝑏𝑥𝑦𝛼̈𝑥 + 𝑚𝑏𝑥̇𝑦𝛼̇𝑦

+ 𝑚𝑏𝑥𝑦̇𝛼̇𝑦 − 𝑚𝑏𝑔𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥 = 𝑀𝑥 

 

(90) 

 

Para o qual, Fx representa a somatória das forças na direção do deslocamento da bola. 
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𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐾

𝜕𝛼̇𝑦
) − (

𝜕𝐿

𝜕𝛼𝑦
)

= (𝐽𝑝 + 𝐽𝑏)𝛼̈𝑦 + 𝑚𝑏𝑦
2𝛼̈𝑦 + 2𝑚𝑏𝑦𝑦̇𝛼𝑦̇ + 𝑚𝑏𝑥𝑦𝛼̈𝑦 + 𝑚𝑏𝑦̇𝑥𝛼𝑥̇

+ 𝑚𝑏𝑦𝑥̇𝛼̇𝑥 − 𝑚𝑏𝑔𝑐𝑜𝑠𝛼𝑦 = 𝑀𝑦 

 

(91) 

 

De (80), (89): 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐾

𝜕𝑥̇
) − (

𝜕𝐿

𝜕𝑥̇
) = (𝑚𝑏 +

𝐽𝑏
𝑟𝑏

2) 𝑥̈ − 𝑚𝑏(𝑥𝛼𝑥̇ + 𝑦𝛼𝑦̇)𝛼𝑥̇ − 𝑚𝑏𝑔𝑠𝑒𝑛𝛼𝑥 = 0 (92) 

 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐾

𝜕𝑦̇
) − (

𝜕𝐿

𝜕𝑦̇
) = (𝑚𝑏 +

𝐽𝑏
𝑟𝑏

2) 𝑦̈ − 𝑚𝑏(𝑥𝛼𝑥̇ + 𝑦𝛼𝑦̇)𝛼𝑥̇ − 𝑚𝑏𝑔𝑠𝑒𝑛𝛼𝑦 = 0 (93) 

 

Mx e My  representam a somatória dos momentos com respeito aos centro de giro do sistema. O 

qual é nesta situação: 

 

𝐽𝑥 = 𝐽𝑦 = 𝐽 =
2

5
𝑚𝑏𝑟𝑏

2 (94) 

Substituindo (94) em (92) e (93) 

7

5
𝑥̈ − 𝑥𝛼𝑥̇

2 − 𝑔𝑠𝑒𝑛𝛼𝑥 = 0 (95) 

 

Neste apartado obtém-se a equação do movimento, relativo ao ângulo da engrenagem de saída 

do servo, segundo o esquema da Figura 18. (Quanser 2010). 
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Figura 18. Relação entre ângulo do servo e ângulo do prato. 

𝑠𝑒𝑛𝛼(𝑡) =
ℎ

𝐿𝑝𝑙𝑎𝑡𝑒

2
⁄

=
2ℎ

𝐿𝑝𝑙𝑎𝑡𝑒
 (96) 

 

Toma-se o seno do ângulo de saída do servo: 

 

𝑠𝑒𝑛𝜃𝑙(𝑡) =
ℎ

𝑟𝑎𝑟𝑚
 (97) 

 

A partir das últimas das equações consegue-se uma relação entre o ângulo do prato e ao ângulo 

de saída do servo, assim: 

 

𝑠𝑒𝑛𝛼(𝑡) =
2 𝑟𝑎𝑟𝑚 𝑠𝑒𝑛𝜃𝑙(𝑡)

𝐿𝑝𝑙𝑎𝑡𝑒
 (98) 

 

Deve-se ter na conta que a expressão anterior não vai se incluir dentro da representação em 

espaço de estados do sistema acoplado, com o fim de evitar maiores complexidades, até porque 

dita expressão só serve para fazer um escalamento no ângulo de saída do eixo do servomotor. 

Assim, se assumirá que 𝛼(𝑡) ≈ 𝜃𝑙(𝑡). 
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4.3. Modelamento Sistema Acoplado 

Em boa parte do material pesquisado (Zhao e Ge 2014), (Dong, et al. 2011), (Duan, et al. 2012 ) e 

(Ho, Rizal e Chu 2013) o problema em questão é abordado considerando unicamente a dinâmica 

da esfera sobre o prato, ou seja, se bem toda a informação dinâmica é tida na conta, no momento 

da implementação do controlador elegido, o modelo do atuador é extraído, justificando uma 

complexidade a mais que atingiria ao controlador desenvolvido. 

(Quanser 2010), (Awtar, Craig, et al. 2002) e --- planteiam uma abordagem similar a que visa ser 

implementa aqui, onde o diagrama de controle responde a uma estratégia em cascada, Figura XX, 

com o ângulo de saída do motor como variável de controle para a esfera sobre o prato. A 

diferença fundamental fica no método de controle empregado, já que nestes casos foi 

desenvolvido um controlador PID. 

Neste apartado vai se relacionar as equações encontradas nas seções 4.2 e 4.3 com o objetivo de 

achar uma expressão que relacione a posição angular do eixo de carga com a voltagem aplicada ao 

motor. Assim a variável de saída de este dispositivo, provisionado com o controle adequado, virará 

em variável de controle para o prato que suporta a esfera.  

A descrição dinâmica do servomotor DC é fornecida por (Quanser 2010) ao longo das equações 

(99) a (108). Li se diz que para um motor DC o torque é proporcional à voltagem aplicada, assim: 

𝜏𝑚(𝑡) = 𝜂𝑚𝑘𝑡𝐼𝑚(𝑡) (99) 

Onde: 

kt, é a constante de corrente-torque com unidades 𝑁𝑚
𝐴⁄ , ηm é a eficiência do motor, Im é a 

corrente da armadura. Com esta equação pode-se expressar o torque do motor com respeito a 

voltagem aplicada, substituindo a equação (57) em na relação corrente-torque dada na equação 

anterior: 

𝜏𝑚(𝑡) =
𝜂𝑚𝑘𝑡(𝑉𝑚(𝑡) − 𝑘𝑚𝜔𝑚(𝑡))

𝑅𝑚
 (100) 

 

Para expressar isto em termos de Vm  e ωl, insere-se a equação da velocidade no eixo da carga do 

motor, (67) dentro de (99) para obter: 
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𝜏𝑚(𝑡) =
𝜂𝑚𝑘𝑡 (𝑉𝑚(𝑡) − 𝑘𝑚𝐾𝑔𝜔𝑙(𝑡))

𝑅𝑚
 (101) 

 

Substituindo esta expressão em (72), tem-se que, 

𝐽𝑒𝑞𝜔𝑙̇ (𝑡) + 𝐵𝑒𝑞𝜔𝑙(𝑡) =
𝜂𝑔𝐾𝑔𝜂𝑚𝑘𝑡 (𝑉𝑚(𝑡) − 𝑘𝑚𝐾𝑔𝜔𝑙(𝑡))

𝑅𝑚
 (102) 

 

Com a substituição da equação (101)  dentro da (72) 

𝐽𝑒𝑞𝜔𝑙̇ (𝑡) + (
𝑘𝑚𝜂𝑔𝐾𝑔

2𝜂𝑚𝑘𝑡

𝑅𝑚
+ 𝐵𝑒𝑞)𝜔𝑙(𝑡) =

𝜂𝑔𝐾𝑔𝜂𝑚𝑘𝑡𝑉𝑚(𝑡)

𝑅𝑚
 (103) 

 

 

Que pode ser rearrumada para a forma: 

 

𝜔𝑙̇ (𝑡) + 𝐵𝑒𝑞,𝑣𝜔𝑙(𝑡) = 𝐹𝑚𝑉𝑚(𝑡) (104) 

 

Tendo em conta que: 

 

𝜔𝑙(𝑡) =
𝑑𝛼𝑥,𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛼̇𝑥,𝑦(𝑡) (105) 

 

 

𝛼̈𝑥,𝑦 + 𝐵𝑒𝑞,𝑣𝛼̇𝑥,𝑦 = 𝐹𝑚𝑉𝑚(𝑡) (106) 

Onde o termo equivalente de amortecimento é: 

 

𝐵𝑒𝑞,𝑣 =
𝜂𝑔𝐾𝑔

2𝜂𝑚𝑘𝑚𝑘𝑡 + 𝐵𝑒𝑞𝑅𝑚

𝑅𝑚
 (107) 
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E finalmente o ganho do atuador seria: 

 

𝐹𝑚 =
𝜂𝑔𝐾𝑔𝜂𝑚𝑘𝑡

𝑅𝑚
 (108) 

 

 

4.4. Representação em Espaços de Estados 

Assim, as equações desacopladas (considerando a independência no movimento de cada eixo) e 

tendo na conta a expressão (94) de movimento (não lineares) para o sistema esfera e prato são 

com segue. 

Para o eixo x: 

7

5
𝑥̈ − 𝑥𝛼𝑥̇

2 − 𝑔𝑠𝑒𝑛𝛼𝑥 = 0 (109) 

 

𝛼̈𝑥 + 𝐵𝑒𝑞,𝑣𝛼𝑥̇ = 𝐹𝑚𝑉𝑚  (110) 

 

Analogamente para o eixo y: 

7

5
𝑦̈ − 𝑦𝛼𝑦̇

2 − 𝑔𝑠𝑒𝑛𝛼𝑦 = 0 (111) 

 

𝛼̈𝑦 + 𝐵𝑒𝑞,𝑣𝛼𝑦̇ = 𝐹𝑚𝑉𝑚  (112) 

 

Onde: 𝐵𝑒𝑞,𝑣   e  Lm  estão definidos segundo (107) e (108)  
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Assim o sistema pode ser modelado em funções de estado: 

 

[𝑋̇] =

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑥̇1

𝑥̇2

𝑥̇3

𝑥̇4

𝑥̇5

𝑥̇6

𝑥̇7

𝑥̇8]
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑥2

5

7
(𝑥1𝑥4

2 + 𝑔 sin 𝑥3)

𝑥4

𝐵𝑒𝑞,𝑣𝑥4

𝑥6

5

7
(𝑥5𝑥8

2 + 𝑔 sin𝑥7)

𝑥8

𝐵𝑒𝑞,𝑣𝑥8 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
 
 
 
0 0
0 0
0
𝐹𝑚

0
0
0
0

0
0
0
0
0
𝐹𝑚]

 
 
 
 
 
 
 

[
𝑉𝑚𝑥

𝑉𝑚𝑦
] 

(113) 

Onde o vetor de estado X define-se como: 

𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥8)
𝑇 = (𝑥, 𝑥̇, 𝛼𝑥 , 𝛼̇𝑥 , 𝑦, 𝑦̇, 𝛼𝑦 , 𝛼̇𝑦)

𝑇
 

Com vetor de saída 

𝑍 = ℎ(𝑋) = (𝑥1, 𝑥5) 

Agora, considerando que o prato experimenta baixa velocidade e aceleração rotacional, pode-se 

assumir que a interação entre os dois eixos coordenados é mínima, por isso o movimento da 

esfera sobre o prato pode ser tratado como duas coordenadas independentes (Dong, et al. 2011), 

(Quanser 2010). Então, dinamicamente, o comportamento pode ser estudado a partir do que 

acontece com uma coordenada só.  

No mesmo sentido do paragrafo anterior, os termos que apresentam o quadrado da aceleração 

angular podem ser zerados nas equações (109)e (111), obtendo com isso uma representação final 

do sistema mediante espaços de estados como se aprecia nas expressões (114) e (115) 

A dinâmica em espaços de estado para o eixo x: 

 

 

[

𝑥̇1

𝑥̇2

𝑥̇3

𝑥̇4

] =

[
 
 
 
 

𝑥2

5

7
(𝑔 sin 𝑥3)

𝑥4

𝐵𝑒𝑞,𝑣𝑥4 ]
 
 
 
 

+ [

0
0
0
𝐹𝑚

] 𝑉𝑚𝑥 
(114) 
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Para o eixo y: 

 

[

𝑥̇5

𝑥̇6

𝑥̇7

𝑥̇8

] =

[
 
 
 
 

𝑥6

5

7
(𝑔 sin𝑥7)

𝑥8

𝐵𝑒𝑞,𝑣𝑥8 ]
 
 
 
 

+ [

0
0
0
𝐹𝑚

] 𝑉𝑚𝑦 
(115) 

 

4.5. Resumo 

Como alvo de estúdio para a dissertação, escoliou-se o dispositivo Ball-Balancer da companhia 

Quanser. Tal dispositivo representa um problema de controle não linear, MIMO, com quatro graus 

de liberdade (dois no mecanismo, um por cada eixo, mais dois pelo movimento da esfera sobre o 

prato). Depois, teve-se que desenvolver a representação matemática do comportamento do 

dispositivo, dividendo a análises na etapa elétrica, mecânica, e finalmente acoplada. 

A dinâmica do mecanismo pôde ser determinada, com certas restrições, como não ter 

deslizamento nem atrito entre a esfera e o prato, mudanças nos ângulos de inclinação limitados, 

além de que as duas partes devem estar sempre em contato. Obtendo-se um conjunto de 

equações lineares e não lineares que se representaram por meio de equações de estado para 

facilitar a sua simulação, encontrando que o sistema original de quarto ordem, procurado,  pode 

ser abordado como dos sistemas de ordem dois que agem em cascada. 

O sistema Ball-Balancer pode ser, além de modelado, simulado como dois subsistemas 

independentes, devido a simetria das direções x e y. Ou seja, nesta altura o sistema que 

originalmente é MIMO pode ser tratado com dois conjuntos SISO, para os quais os algoritmos de 

controle adaptativo não linear têm uma aplicação mais simples. 
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5. DESENVOLVIMENTO DO CONTROLADOR 

 

O objetivo deste capítulo é projetar um controlador, e um mecanismo de ajuste de parâmetros de 

maneira que todos os sinais da planta em malha fechada sejam delimitados e a saída da mesma, y, 

siga a saída do modelo de referência, ym, tão perto como seja possível, segundo determina 

(Ioannou e Fidan 2006). 

Lembrando que o sistema Ball-Balancer em conjunto é um problema de quarta ordem, que 

segundo a sua representação em espaço de estados, expressão matemática (113), tem uma 

estrutura mista de equações diferenciais lineares (que descrevem o comportamento do 

servomotor DC) e equações diferencias não lineares (que representam a dinâmica da esfera sobre 

o prato). Vai se abordar o projeto do controlador como um sistema em cascata,  

Figura 19, empregando unicamente o enfoque MRAC como alternativa de controle. 

Inicialmente, na seção 5.1 vai se apresentar o sistema de controle linear desenvolvido pelo 

fabricante do dispositivo Ball-Balancer, focado só no eixo y (por conta das suposições feitas na 

secção 4.2), para o qual se usou um esquema em cascata de duas malhas que representam o 

controle da posição da esfera e o controle do servo motor DC, (Quanser 2010).   Nas seções 

posteriores vai se desenvolver o controlador proposto nesta dissertação. 

Na seção 5.2 será desenvolvido um controlador MRAC para a planta linear do servomotor DC com 

um modelo de referência de segunda ordem, também linear, que visa minimizar o erro no 

seguimento do sinal de referência conforme transcorre o tempo. Tendo na conta que os 

parâmetros da planta são conhecidos e realizando a sintonização dos parâmetros do controlador 

em tempo real. 

Posteriormente, na seção 5.3 usa-se o sinal de saída da planta linear do servomotor como sinal de 

referência para a planta não linear da esfera sobre o prato no desenvolvimento de mais outro 

controle MRAC, mais desafiante e complexo quanto à aquisição da lei de adaptação e a obtenção 

do mecanismo de ajuste de parâmetros. 
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Figura 19. Proposta de controle em cascada. 

É muito importante enfatizar que o sistema Ball-Balancer pode ser modelado como um sistema 

desacoplado, isto é, pode-se simular o comportamento controlado de cada eixo separadamente 

como se fossem dois sistemas SISOs independentes, assim só vai se projetar o controle da variável 

y, sem perda de generalidade.  

5.1. Controle Derivativo da Variável do Processo (PV) 

 

Nesta seção segue-se o método indicado por (Quanser 2010), para quem o sistema completo em 

malha aberta do Ball-Balancer é representado pelos dos diagramas de blocos da Figura 20, onde se 

ensina que Ps(s) representa a dinâmica entre o servo e a sua entrada de voltagem, obtendo-se 

com ela o valor do ângulo . E, a dinâmica entre o ângulo do servo e a posição da esfera é descrita 

pela função de transferência Pbb(s),  
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Figura 20. Diagrama de blocos em malha aberta para o Ball-Balancer nos dois eixos. 

Assim a função de transferência da posição da esfera seria: 

𝑃𝑠(𝑠) =
Θ(𝑠)

V𝑚(𝑠)
=

𝐾

𝑠(𝜏𝑠 + 1)
 (116) 

 

Com, K e τ como parâmetros do modelo, com: 

𝐾 = 1.53𝑟𝑎𝑑/(𝑉 ∙ 𝑠) 

 𝜏 = 0.0248𝑠 

A partir da linearização da equação (111), se tem que: 

𝑃𝑏𝑏(𝑠) =
𝑌(𝑠)

Θ(𝑠)
=

𝐾𝑏𝑏

𝑠2
 (117) 

 

O esquema de controle proposto por (Quanser 2010), o fabricante do dispositivo, pode-se apreciar 

na Figura 21. Ali se observa que baseado na posição medida da esfera, Y(s), uma malha de 

controle computa o deslocamento angular, θ(s), para obter a posição desejada da esfera Yd(s). 

Posteriormente a malha interna controla a posição do Servo,  empregando um ganho 

proporcional, KP.  

 

 

 

  

Figura 21. Sistema de controle PV da posição da esfera para um eixo só.  (Quanser 2010) 

Como se mostra na Figura 21, a malha exterior é um controle PV, (Quanser 2010). Segundo (Nise 

2011) o controlador PV é um caso onde o PID mede a derivada da variável do processo observado 

e não a derivação do erro. Para o dito diagrama, se tem: 

𝑌𝑑(𝑆) Θ𝑑(𝑆) 𝑌(𝑆) 

Malha interna 
Controle Servo 

Malha externa 

Controle de posição da esfera 
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Θ(s) = kP(Yd(s) − Y(s)) − kdsX(s) (118) 

 

Substituindo a equação (122) dentro da função de transferência da planta, (117), e resolvendo 

para 𝑌(𝑠)
𝑌𝑑(𝑠)⁄ , se obteria a função de transferência em malha fechada do sistema Ball-Ballancer 

acoplado,  (Quanser 2010). A dita equação seria: 

𝑌(𝑠)

𝑌𝑑(𝑠)
=

𝐾𝑏𝑏𝑘𝑝

𝑠2 + 𝐾𝑏𝑏𝑘𝑑𝑠 + 𝐾𝑏𝑏𝑘𝑝
 (119) 

De onde,  

Kbb= 1.0873 m/s2/rad 

kp=3.45rad/m 

kd =2.11rad.s/m      

 
Os resultados da simulação deste sistema podem se apreciar no Capítulo 6  referente a Simulações 

e Resultados. 

5.2. Controle Linear MRAC para o Servomotor 

Nesta seção o esquema MRAC aplica-se a um sistema linear de segunda ordem usando a lei de  

adaptação obtida na seção 3.3.1, equação (23), e  para garantir operação estável, o máximo 

overshoot deve ser tão baixo quanto possível (idealmente zero), isso procurando um 

comportamento sub-amortecido (Swarnkar, Jain e Nema 2011). Porém, um sistema criticamente-

amortecido oferece características sem oscilações, mudando-o praticamente para um sistema de 

primeira ordem, mas, que não é fatível de conseguir na pratica (Nise 2011).   

Definindo a função de transferência para o modelo de referência, Gm(s), como uma função padrão 

de segunda ordem, equação (121). Nesse sentido,  para representar a planta G(s) usam-se as 

equações obtidas para o servomotor no capítulo anterior. Assim, passa-se eleger as especificações 

do modelo de referência em função do tempo de estabelecimento e a ração de amortecimento: 

Settling Time (Tempo de estabelecimento), 𝑇𝑠 = 5𝑠 

Ração de amortecimento, ξ = 0.707 
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𝜔𝑛 =
4

𝑇𝑠𝜉
=

4

5 ∗ 0,707
= 1,132    𝐻𝑧 (120) 

 

Assim,  

𝐾𝑚 = 𝜔𝑛
2 = 1,280 

 

A função de transferência do modelo terá a forma geral de segundo ordem, a partir da equação : 

𝐺𝑚(𝑠) =
𝐾𝑚

𝑠2 + 𝐴1𝑠 + 𝐾𝑚
 =

𝜔𝑛
2

𝑠2 + 2𝜉𝜔𝑛𝑠 + 𝜔𝑛
2

 (121) 

 

Com isto, numericamente se obtém: 

 

𝐺𝑚(𝑠) =
1,280

𝑠2 + 1,600𝑠 + 1,280
 (122) 

 

Tal função de transferência deve ter um comportamento estável segundo (Aström e Wittenmark 

1994), (Khalil 2002) e (Ding 2013).  

 A função de transferência da planta, que representa a dinâmica do servomotor DC obtém-se a 

partir da equação (110) que se vem a repetir a continuação. 

𝛼̈𝑥 + 𝐵𝑒𝑞,𝑣𝛼𝑥̇ = 𝐹𝑚𝑉𝑚  (123) 

 

Cuja representação no espaço da frequência pode ser vista abaixo, considerando todas as 

condições iniciais a zero: 

𝐺(𝑠) =
𝛬

𝑉𝑚
=

𝐹𝑚

𝑠2 + 𝐵𝑒𝑞,𝑣𝑠
 (124) 

 

𝐺(𝑠) =
𝛬

𝑉𝑚
=

0,1284

𝑠2 + 0,084𝑠
 (125) 
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Então, empregando a lei de controle (23), que por comodidade se apresenta novamente como a 

equação ¡Error! No se encuentra el origen de la referencia., e junto com ela as leis de adaptação 

cobertas pelas equações (30) a (32), se projetará o esquema de simulação que se apresentará no 

capítulo 6. Finalmente, na próxima seção vai se realizar o projeto do controlador MRAC para a 

planta não linear, acoplada com a saída do sistema obtido nesta seção. A partir das equações que 

foram obtidas previamente: 

𝑈 = 𝑄1𝑟 − 𝑄2𝑦 − 𝑄3𝑦̇ (126) 

 

𝑄1 = −
𝛾

𝑠
𝑒𝑟 = −

𝛾

𝑠
(

𝐾𝑒

𝑠2 + 𝐴𝑠 + 𝐾𝑚
) 𝑟 (127) 

 

𝑄2 =
𝛾

𝑠
𝑒𝑦 =

𝛾

𝑠
(

𝐾𝑒

𝑠2 + 𝐴𝑠 + 𝐾𝑚
)𝑦 (128) 

 

𝑄3 = 𝛾 (
𝐾𝑒

𝑠2 + 𝐴𝑠 + 𝐾𝑚
) 𝑦̇ (129) 

 

5.3. Controle MRAC para Planta Não linear 

Segundo o discutido nas seções 4.3 e 4.4, parte da planta sob estudo é constituída pela esfera do 

dispositivo Ball-Balancer rodando sobre seu prato. A dinâmica da dita situação foi desenvolvida no 

percurso das equações (73) a (94). Para projetar o controlador do Ball-Balancer acoplado se 

emprega a teoria desenvolvida na seção 3.3.2, assumindo como foi feito na seção 5.2 os valores 

para razão de amortecimento e o tempo de estabelecimento, assim conservando os mesmos 

valores, tem-se: 

Tempo de estabelecimento, 𝑇𝑠 = 5𝑠 

Ração de amortecimento, ξ = 0.707, com o qual: 

𝜔𝑛
2 = 1,280 
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Assim, a matriz simétrica e definida positiva, P,  que é a solução da condição 𝐴𝑚
𝑇 𝑃 + 𝑃𝐴𝑚 = −𝑄, 

fica numericamente como: 

𝑃 = [
𝑝11 𝑝12

𝑝21 𝑝22
] =

[
 
 
 
 
1

2
(
2𝜉

𝜔𝑛
+

1 + 𝜔𝑛
2

2𝜉𝜔𝑛
)

1

2𝜔𝑛
2

1

2𝜔𝑛
2

1

4𝜉𝜔𝑛
(1 +

1

𝜔𝑛
2
)
]
 
 
 
 

 (130) 

 

𝑃 = [
𝑝11 𝑝12

𝑝21 𝑝22
] = [

1,3374 0,3905

0,3905 0,5566
] (131) 

 

Dessa forma os termos que aparecem na matriz P, são obtidos a partir do modelo de segunda 

ordem que age como sinal de referência, equação (36), a qual se repete novamente para maior 

claridade. 

𝐺𝑚(𝑠)  =
𝜔𝑛

2

𝑠2 + 2𝜉𝜔𝑛𝑠 + 𝜔𝑛
2

 

 
(132) 

 

As expressões para a adaptação dos parâmetros seriam: 

𝑄1 = 𝛾(0,3905𝑒 + 0,5566𝑒̇)
𝑟

𝑠
 

 

𝑄2 = −𝛾(0,3905𝑒 + 0,5566𝑒̇)
𝑦

𝑠
 

 

𝑄3 = −𝛾(0,3905𝑒 + 0,5566)
𝑦̇

𝑠
 

(133) 

Com os valores do , sendo iguais para as três parâmetros de adaptação. 

O esquema que traduz a metodologia aqui proposta, e desenvolvida no capítulo 6, junto com os 

resultados da simulação. 
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5.4. Resumo 

Foram apresentadas as abordagens linear e não linear do controle adaptativo por modelo de 

referência para o servomotor DC e para  a dinâmica da esfera sobre o prato, respectivamente.  

Para o qual se usaram os algoritmos obtidos no Capítulo 3. 

Observou-se que os enfoques nas duas situações são diferentes por causa do uso, no caso não 

linear, dos resultados da solução da equação 𝐴𝑚
𝑇 𝑃 + 𝑃𝐴𝑚 = −𝑄, a qual é a matriz P, cuja ultima 

coluna é empregada no desenvolvimento do controlador. Tal expressão é o resultado da eleição 

de uma função de Lyapunov que garantiu a estabilidade do sistema. 
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6. SIMULAÇÕES E RESULTADOS 

 

Inicialmente, vai se gerar os gráficos da resposta das plantas: linear do servomotor DC, e não linear 

da esfera sobre o prato do Ball-Balancer. Na Figura 22 e Figura 23 se observa o comportamento 

sem controle destes componentes desacoplados, e pode-se ver como o sinal de saída de ambos 

cresce sem limite ante a excitação ingressada.  

 

 

Figura 22. Resposta do servomotor sem controle. 

 

Além da forma que tem a equação diferencial não linear que descreve o comportamento da esfera 

sobre o prato, equação (109) e (111), a Figura 23 mostra como o crescimento da posição em 

função do tempo (para o sistema sem controle) ajusta-se a uma das suposições feitas no inicio do 

modelamento, que estabelece que a esfera se desloque com aceleração constante, pois a figura 

não tem mudanças no sentido da concavidade e tem um crescimento continuo. 
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Figura 23. Resposta do Ball-Balancer sem controle. 

 

Nas Figura 24 e Figura 25 apresentam-se os esquemas de controle MRAC para o servomotor DC e 

para o sistema Ball-Balancer acoplado. No primeiro mostram-se com detalhe todos os 

componentes que fazem parte do controle: o sinal de referência, a planta, o mecanismo de ajuste 

com as equações de adaptação de parâmetros implementadas, e um bloco PD que teve que ser 

incluído devido a forte instabilidade que a planta tem em malha aberta. 

 

A Figura 25, é uma representação em blocos funcionais que contem o controlador projetado na 

Figura 24 como sinal de referência. Conta também com todas as partes de um controlador MRAC 

convencional, com a diferença que o mecanismo de ajuste é projetado segundo o 

desenvolvimento apresentado na seção 3.3.2. 
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Figura 24. Esquema de simulação controle MRAC para a planta linear do servomotor. 
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Figura 25. Esquema de simulação controle MRAC para a planta do Ball-Balancer Acoplada. 
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A próxima Figura revela o bom comportamento que apresenta o sinal de saída (ângulo do eixo do 

servomotor) ao seguir o sinal de referência de segunda ordem, estabelecido por uma função de 

transferência que foi obtida pela equação  (122), e que garante a sua estabilidade por conta da 

locação de seus polos no lado esquerdo do plano imaginário. 

 

 

Figura 26. Resposta do servomotor com controle MRAC. Ts=5s, γ=50 

 

Posteriormente se ensina uma simulação do sistema com uma entrada de pulso, Figura 27, na qual 

se pode observar que o controle tem um comportamento típico para uma abordagem MRAC sem 

cooperação de outro enfoque, embora, teve-se que empregar um bloco proporcional derivativo à 

causa da instabilidade natural da planta em malha aberta. 
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Figura 27. Convergência do erro da planta do servomotor. 

 

Na Figura 28, pode-se observar como o valor arbitrado do ganho de adaptação não ajudou na 

convergência do erro, mostrando um pobre seguimento do sinal de referência, sem evidenciar 

melhoria no tempo.  Fazendo testes de ensaio e erro se obteve um valor de  que fornece 

resultados mais de acordo com o previsto pela teoria. 

Com um valor de =0,07 se geraram os gráficos, novamente, da saída do sistema acoplado, 

conseguindo melhores resultados, segundo se aprecia na Figura 29. 
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Figura 28. Resposta da planta acoplada, com controle MRAC. Ts=5s, γ=0.001 

 

Como se aprecia na Figura 28, os resultados não foram satisfatórios por conta da elevada variação 

que apresentou a saída em relação ao sinal de referência.  Depois de vários ensaios se encontrou 

um valor de  que fornecia uma convergência mais rápida, e ainda com melhores resultados. 

A  Figura 29 apresenta o crescimento do parâmetro Q1, que mostra um comportamento quase 

constante em cada fase de estabilização do sinal de referência, a qual é a conduta normal do 

parâmetro quando na saída não contem a derivada na sua definição. 
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Figura 29. Resposta da planta acoplada, com controle MRAC. Ts=5s, γ=0.07 

 

Figura 30. Variação do parâmetro Q1 para a planta acoplada. 
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Figura 31. Variação do parâmetro Q2 para a planta acoplada. 

 

Figura 32. Variação do parâmetro Q3 para a planta acoplada. 
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Figura 33. Convergência do erro da planta acoplada. 

A Figura 31 e Figura 32 mostram o comportamento complementário que tem os parâmetros Q2 e 

Q3 tem, porém, os níveis das incursões do sinal são diferentes nos dois casos. 

Neste ponto cabe lembrar que no desenvolvimento do controlador para o Ball-Balancer acoplado 

usaram-se valores de ganhos, , da mesma magnitude sem que isso seja um procedimento único. 

Finalmente, na Figura 34 se apresenta o esquema obtido mediante Simulik do comportamento da 

planta linear descrita pelo fabricante, segundo foi tratado na seção 5.1.  Pode se apreciar, 

inclusive, que dito comportamento e inferior ao obtido nesta dissertação. 
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Figura 34. Saída da Planta acoplada com controlador linear PV, segundo (Quanser 2010). 

 

 

  



90 
 

7. CONCLUSÕES E DISCUSSÃO 

 

7.1. Comentários sobre o Controlador Desenvolvido 

Na tentativa de lidar com a parte não linear da planta, observou-se o que a teoria predisse, que  

não é possível à aplicação da abordagem de controle MRAC a qualquer conjunto de equações não 

lineares, mais especificamente, o algoritmo não deu certo quando os componentes que continham 

a aceleração angular foram inclusas dentro da análise. 

Escolheram-se, da literatura pesquisada, as funções de Lyapunov que permitiram e garantiram um 

promissório comportamento do sinal de controle, conforme a função de referência selecionada. A 

Dita abordagem afastou o risco que tem o uso das regras de gradiente, como a regra do MIT, que 

favorecem a convergência do controle, mas não incluem dentro de seu tratamento a estabilidade 

dele. 

Para enfrentar o desenvolvimento de um controlador de ordem quatro, como é o caso em 

questão, se decidiu realizar dois controladores (segunda ordem cada) adaptativos sob enfoque 

MRAC trabalhando em conjunto. Assim, a saída do controlador da planta linear virou em sinal de 

referência para a planta não linear do dispositivo em estudo, Ball-Balancer, obrigando um 

compromisso dobrado de estabilidade das duas plantas. 

No momento que tentou-se usar  o enfoque MRAC linear, desenvolvido na seção 3.3.1, com a 

planta não linear, encontrou-se que o erro convergia a zero, como é desejado, só que a 

estabilidade do sistema não permanecia por muito tempo, apresentando inclusive erros 

inesperados por overflow na plataforma de simulação. 

Comprovar a efetividade de poder desacoplar as coordenadas x e y nas equações que descrevem 

o comportamento do Ball-Balancer, só é possível testando o esquema de controle desenvolvido, 

no dispositivo real, pois simular os dois conjuntos de equações de estado que descrevem o 

comportamento do sistema nas coordenadas mencionadas seria redundante, já que tem uma 

idêntica configuração.  
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Tendo na conta o esquema do controlador adaptativo amostrado na Figura 25. Um controle 

adaptativo, é como ter um processo de sintonização em tempo real. Ali se pode apreciar que este 

tipo de controlador é não linear devido a que os parâmetros do controlador dependerão das 

medições do sistema através da malha da adaptação. É bom tem presente também que um 

controle adaptativo não é uma caixa preta que pode resolver um problema de controle em tempo 

real sem ter um conhecimento a priori da planta. Todo conhecimento obtido com antecedência 

vai definir a estrutura e complexidade do controlador.  

Neste trabalho não foi empregado método de identificação nenhuma, pois se lidou com a 

obtenção do modelo da planta, que conhecida, contou com todos seus parâmetros (também 

conhecidos) constantes e invariantes. A adaptação se justifica nos casos que por raçoes 

ambientais, por envelhecimento e/ou mudanças nos ajustes dos mecanismos, não linearidades 

dos atuadores ou qualquer outra condição, o modelo da planta varie, e assim, a maioria dos 

controladores clássicos não poderiam responder as novas condições.   

 

7.2. Sugestão para Trabalhos Futuros 

 

Seria interessante projetar uma técnica de otimização para procurar os ganhos de adaptação,, 

diferenciados por cada parâmetro de adaptação, e comparar a eficiência com a alternativa usada 

neste trabalho, onde se determinou um valor de ganho igual para todos os parâmetros. Desta 

forma, provavelmente conseguiram-se melhores resultados em termos dos tempos de 

convergência  garantindo as especificações de estabilidade. 

 

Os designs não lineares que se podem fazer sob enfoque adaptativo são praticamente infinitas, já 

que não existe uma metodologia geral para enfrentar cada problema, por isso cada conjunto de 

situações obriga ao desenvolvimento de uma metodologia. 

 

No caso da planta não linear selecionada tiveram-se que apagar certos termos das equações 

dinâmicas que descreviam alguns comportamentos não lineares que (reduziam a probabilidade de 

sucesso com o controlador desenvolvido) para poder conseguir aplicar a teoria descrita nesta 

dissertação. Assim, para lidar com as equações completas que descrevem o fenómeno, seria 
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interessante e pertinente aplicar abordagens de controle moderno como as redes neurais, a lógica 

fuzzy, os algoritmos evolutivos, entre outras técnicas, capazes de descrever não lineares e facilitar 

sua manipulação. 

 

O projetado mediante backstepping é mais flexível e não força ao sistema a parecer linear (Krstic, 

Kanellakopoulos e Kokotovic 1995). Este tipo de enfoques pode evitar cancelamento de não 

linearidades úteis, inclusive, incluindo amiúdo termos não linearidades adicionais que melhoram a 

resposta em estado transitório, assim, considerar dita técnica traria possível uma valor a mais no 

estado da arte desta classe de problemas.  
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APÊNDICE A – Exemplo de Aplicação do Teorema de Lyapunov 

 

O seguinte exemplo visa ilustrar o uso do teorema direto de Lyapunov na avaliação da estabilidade 

assintótica de um sistema não linear que descreve um pendulo simples (Ding 2013). Assim: 

Seja  

θ̈ + θ̇ + 𝑠𝑖𝑛θ = 0 (A1) 

 

Onde θ é o ângulo. Se, realiza-se a transformação em termo dos espaços de estados nomeando 

𝑥1 = 𝜃 e 𝑥̇2 = 𝜃̇. Rescreve se o sistema dinâmico como: 

𝑥̇1 = 𝑥2 
 

𝑥̇1 = −sin𝑥1 − 𝑥2 
(A2) 

 

Agora, como função candidata de Lyapunov, pode-se considerar a expressão matemática: 

V(x) = (1 − 𝑐𝑜𝑠 x1) +
x2

2

2
 (A3) 

 

Onde o primeiro termo (1 − cos 𝑥1) em A3 pode ser entendido como a energia potencial da 

esfera do pendulo numa posição angular qualquer, e o segundo termo 
𝑥2

2

2
 a sua energia cinética em 

tal posição. Esta função é definida positiva no domínio 𝐷 = {|𝑥1| ≤ 𝜋, 𝑥2 ∈ ℝ}. 

Então, uma avaliação direta da: 

𝑉̇(𝑥) = − 𝑠𝑖𝑛 𝑥1 𝑥̇1 + 𝑥2𝑥̇2 (A4) 

 

Devido a que o sistema é estável 𝑥 = 0, e empregando (A2), se obtém: 

𝑉̇(𝑥) = −𝑥̇2 (A5) 
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Embora, não se pode concluir a estabilidade assintótica do sistema a partir do estabelecido no 

Teorema de Lyapunov, seção 3.3.1.  Ao empregar-se outro tipo de teoremas mais avançados (Por 

exemplo, teorema dos conjuntos invariantes) para avaliar a estabilidade, consegue-se demostrar 

que o sistema, é de fato assintoticamente estável, o qual é tratado em textos como (Blanchini e 

Miani 2008). 

 


