UNIVERSIDADE FEDERAL DA BAHIA- UFBA
INSTITUTO DE MATEMATICA - IM

PROGRAMA DE P6s-GRADUAGAO EM MATEMATICA - PGMAT

| SCIENDI EUNDAVEY |

DISSERTACAO DE MESTRADO

CARACTERIZACAO DE IMERSOES CONFORMES COM A
MESMA APLICACAO DE (GAUSS: UMA SOLUCAO COMPLETA
DO PROBLEMA DE PIERRE SAMUEL

FELLIPE ANTONIO DOS SANTOS CARDOSO LEITE

Salvador-Bahia
Marco de 2012



CARACTERIZACAO DE IMERSOES CONFORMES COM A
MESMA APLICACAO DE (GAUSS: UMA SOLUCAO COMPLETA
DO PROBLEMA DE PIERRE SAMUEL

FELLIPE ANTONIO DOS SANTOS CARDOSO LEITE

Dissertacao de Mestrado apresentada ao
Colegiado da Pés-Graduagao em Matematica da
Universidade Federal da Bahia como requisito
parcial para obtencao do titulo de Mestre em

Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Enaldo Silva Vergasta.

Salvador-Bahia
Marco de 2012



Leite, Fellipe Antonio dos Santos Cardoso.

Caracterizagdo de imersdes conformes com a mesma aplicagdo de Gauss: uma
solugdo completa do problema de Pierre Samuel / Fellipe Antonio dos Santos Cardoso
Leite. — Salvador: UFBA, 2012.

P3f. : il

Orientador: Prof. Dr. Enaldo Silva Vergasta.

Dissertagdo (mestrado) — Universidade Federal da Bahia, Instituto de Matemdtica,
Programa de Pés-graduagao em Matemadtica, 2012.

Referéncias bibliograficas.

1. Geometria Diferencial. 2. Geometria Riemanniana. 3. Imersdes. 1. Vergasta,

Enaldo Silva. II. Universidade Federal da Bahia, Instituto de Matematica. III. Titulo.

CDU : 514
1 514.7




CARACTERIZACAO DE IMERSOES CONFORMES COM A
MESMA APLICACAO DE (GAUSS: UMA SOLUCAO COMPLETA
DO PROBLEMA DE PIERRE SAMUEL

FELLIPE ANTONIO DOS SANTOS CARDOSO LEITE

Dissertacao de Mestrado apresentada ao
Colegiado da Pés-Graduagao em Matematica da
Universidade Federal da Bahia como requisito
parcial para obtencao do titulo de Mestre em

Matematica, aprovada em de marco de 2012.

Banca examinadora:

Prof. Dr. Enaldo Silva Vergasta (Orientador)
UFBA

Prof. Dr. Marcos Dajczer
IMPA

Prof. Dr. Diego Catalano Ferraioli
UFBA



A todos aqueles que acredi-

taram em mam.



Agradecimentos

Em primeiro lugar, agradeco a Deus, sem o qual nao apenas esse projeto ou
minha carreira, mas toda a minha vida nao existiria. A Ele a honra, gloria e louvor, pelos
séculos sem fim! Obrigado pela for¢a nos momentos de fraqueza, a graga da perseveranca
e o entendimento de que tudo que ocorre em minha vida é para o meu crescimento como
ser humano.

Em seguida agradeco aos meus pais, responsaveis pela minha criagao e parte de
minha visao de mundo. Vocés me educaram e incentivaram a perseverar nos estudos,
gracas a dedicacao e amor de voces, pude chegar onde estou. Estejam certos, como estou,
de que voceés fizeram tudo o que estava ao alcance de vocés para que eu pudesse ser o
melhor que possa ser. Entre os familiares, o muito obrigado a tia Maria José que soube
exigir quando necessério, incentivar quando o desanimo batia forte, ouvir quando o mundo
me parecia surdo e acolher quando ninguém o soube fazer, sem a senhora, este momento
certamente nao teria chegado. Agradeco a todos os familiares que seguraram as pontas
enquanto estive me dedicando aos estudos; se algum dia lerem isso, peco sinceramente
que nao tentem me compreender (ja vivi o suficiente pra saber que isso é muito dificil),
apenas estejam certos de que busquei agir da melhor maneira possivel e que jamais quis
magod-los. Aos meus avos cujos exemplos de vida me servem sempre de Norte, vocés que
acreditaram antes de muitos outros que eu ainda tinha jeito, obrigado.

Agradego a meu orientador, Enaldo, por tantas coisas que jamais poderia enume-
rar aqui: por aceitar me orientar, escolher um assunto tao interessante, compreender as
limitagoes, incentivar na caminhada académica e na propria vida. Tenho plena consciéncia
que palavras e, mesmo acoes, nao sao suficientes para fazé-lo, por isso “Deus lhe pague!”.

Muito obrigado aos meus professores, todos os que ja tive até hoje, com voceés
pude aprender nao somente contetidos, macetes e Teoremas; vocés me ensinaram posturas
e valores, me mostraram o quanto esta profissao pode infuenciar pessoas. Obrigado pela
dedicacao e profissionalismo de voces, espero me tornar um profissional tao bom quanto
os que encontrei nesta vida. Lembro de mencionar uma propaganda na qual um professor
de educacao fisica olha para uma crianca e percebe que ela tem um potencial de atleta,

encontrei em minha vida muitos professores que olharam pra mim, viram algum potencial,



acreditaram e investiram nisso. Espero sinceramente que outras pessoas encontrem e
valorizem aquilo que eu encontrei.

Gostaria de agradecer explicitamente aos professores José Nelson, Paulo Varan-
das, Vilton, Ana Lucia, Joseph, Samuel, Evandro, Diego, Rita, Cristiana, Silvia Veloso,
Bahiano, Joao Nestor, Esdras, Olenéva e tantos outros, pelos conselhos e incentivos du-
rante esses ultimos dois anos.

Agradeco ao professor Marcos Dajczer, pela disponibilidade em esclarecer dividas,
a boa receptividade, as sugestoes ao trabalho e a honra de té-lo em minha banca.

Agradego imensamente ao Laboratério de Ensino de Matematica e Estatistica
da Universidade Federal da Bahia (LEMA-UFBA), a participagao deste grupo durante a
graduagao me permitiu complementar a sélida formacao académica, ampliou meus hori-
zontes e me apresentou pessoas marivilhosas, mas do que colegas de trabalho vocés sao
minha familia académica. Elinalva, Cristiana, Rita, Lia, Denise, Paulo, Luiz Claudio,
Julianna, Fabiana Laranjeiras, Renivaldo, Antonio, José Fernandes, Graca Luzia e tantos
outros, muitissimo obrigado.

Aos meus amigos e colegas de caminhada: Andréssa, Ana Paula, Dimi, Emanuele,
Felipe Moscozo, Luiz, Rodrigo, Roberto e Thiago. A PGMAT tem razao, ao estudar com
voces pude crescer em muitos aspectos e posso dizer que, além de matematica, aprendi um
pouco com cada um, pequenos detalhes que levo para vida. Nesses ultimos anos dividimos
alegrias, desesperos e muitos momentos felizes: as idéias e formas de pensar tao diversas,
a acolhida diaria, os risos, os encontros, as calourosas conversas. Levarei as melhores lem-
brancaas que puder de cada um de vocés com os quais fui moldando o profissional que hoje
sou. Aos que nos acolheram com tanto carinho: Caio, Franciscleide, Kétia e Renivaldo,
nosso muito obrigado e o registro das saudades de um tempo bom! Aos doutorandos da
UFBA: Angela, Teoéfilo, Adina, Marcio e Giovanne, pelas conversas, incentivos e troca de
informacoes. Aos que ainda em minha graduagao me davam conselhos: Elais, Fabiana,
Eliane, Manuela, Wendell, Teles, Roberto, Roberio e muitos outros que a meméria me
falha agora. Muito obrigado, ao amigo Joao Paulo Cirineu, pelos inimeros conselhos,
ajuda com TEX, conversas divertidas e grande incentivo! Aos demais amigos de vida fora
IM: Ramon Lopes, Pablo Pinto, Fernando Pinto, Simone Oliveira, Gabriela Fernandes,
Paulo Burger e tantos outros (muitos outros mesmo!), vocés que souberam compreender
a auséncia, ouvir os lamurios, acolher com alegria e incentivar, mesmo sem compreender
muito o que se passava, obrigado!

Aos esquecidos e nao mencionados, obrigado desde ja, por contar com a compre-
ensao de vocés em saber que mais importante do que uma mencao explicita é o reconhe-
cimento real pelo auxilio na jornada.

Aos funcionarios do Instituto de Matemaética da UFBA, como esquecer daque-



les que nos recebiam todo dia com um sorriso, sempre disponiveis e compreenssivos?
Obrigado por alegrarem os nossos dias! De maneira especial, obrigado ao pessoal da
CEAPG-MAT: D. Tania, Tati, Davilene, Solange, Marcio e Marcos, valeu por “quebra-
rem os galhos”.

Finalmente, agradeco a CAPES pelo apoio financeiro concedido a mim durante

todo o meu mestrado.



“Muitas vezes as pessoas s$ao egocéntricas,
1logicas e insensatas. Perdoe-as assim
mesmo.

Se voceé ¢ gentil, as pessoas podem acusd-lo
de interesseiro. Seja gentil assim mesmo.
Se wvocé ¢ um wvencedor, terd alguns fal-
sos amigos e alguns inimigos verdadeiros.
Venca assim mesmo.

Se vocé é honesto e franco, as pessoas po-
dem engand-lo. Seja honesto e franco assim
mesmo.

O que wocé levou anos para construir,
alguém pode destruir de uma hora para ou-
tra. Construa assim mesmo.

Se vocé tem paz e € feliz, as pessoas podem
sentir inveja. Seja feliz assim mesmo.

O bem que vocé faz hoje, pode ser esquecido
amanha. Faca o bem assim mesmo.

Dé ao mundo o melhor de vocé, mas isso
pode nao ser o bastante. Dé o melhor de
VOCE assim mesmo.

Veja vocé que, no final das contas, € tudo
entre vocé e Deus. Nunca foi entre vocé e

0s outros.”

Madre Tereza de Calcutéd



Resumo

O presente trabalho tem como objetivo apresentar a resposta para a seguinte
questao, proposta pelo geometra algébrico Pierre Samuel em 1947: sob que condigoes
duas imersoes, de uma variedade no espaco Euclideano, possuem a mesma aplicacao de
Gauss e induzem métricas conformes na variedade? A caracterizagao obtida é baseada no

preprint “A complete solution of Samuel’s problem” de Marcos Dajczer e Ruy Tojeiro.

Palavras-chave: Imersoes conformes; Aplicagao de Gauss; Problema de Samuel.



Abstract

The present work aims to present the answer the following question, posed by the
algebraic geometer Pierre Samuel in 1947: under which conditions two immersions, of a
manifold into Euclidean space, have the same Gauss map and induce conformal metrics
on the manifold? The obtained characterization is based on the preprint “A complete

solution of Samuel’s problem” by Marcos Dajczer e Ruy Tojeiro.

Keywords: Conformal immersions; Gauss map; Samuel’s problem.
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Introducao

Sejam M" uma variedade diferencidvel e f : M™ — RY uma imersao. E possivel

definir uma métrica (, ); em M" utilizando a imersdo f da seguinte maneira
(X,Y)r = (fX, £Y), VXY € TM.

Além disso, podemos definir uma aplicacao F' que, a cada ponto p € M™, associa o n-plano
f«(T,M), a imagem do espago tangente T, M pela diferencial da imersao f. A aplicacao
assim definida é chamada de aplicagao de Gauss de f. Dizemos que duas imersoes sao
conformes se as métricas induzidas por elas sao conformes, isto é, f,g : M™ — RY sao
conformes se existe uma fungao diferencidvel ¢ : M™ — R tal que (, ), = e*?(, );. Essas
imers6es possuem a mesma aplicagdo de Gauss se f.(T,M) = g.(T,M), Vp € M".

Em 1947 Pierre Samuel, um grande geometra algébrico, propos o seguinte pro-
blema no artigo [Sam47]: “sob que condigbes duas imersdes f e g de uma variedade
M"™ em RY sao conformes e possuem a mesma aplicacio de Gauss?” De certa forma,
esta pergunta busca entender até que ponto uma imersao f : M™ — RY depende da
estrutura conforme e da aplicagao de Gauss. Nesse contexto, é comum dizer que g é
uma deformacao conforme de f que preserva a aplicacao de Gauss. Samuel conseguiu
resolver parcialmente este problema em seu artigo, dividindo o problema em dois casos e
caracterizando completamente um deles.

Mesmo antes do trabalho de Samuel, outros matematicos estudaram casos par-
ticulares desse problema. Christoffel, em 1867, buscava entender até que ponto uma
superficie f : M? — R? é determinada por sua estrutura conforme e por sua aplicacao de
Gauss. Em 1982, Hoffman e Osserman, no artigo [HO82|, estudaram o problema para su-
perficies de codimensao arbitraria. Dajczer e Gromoll [DG85] no ano de 1985, estudaram
a versao isométrica do problema, isto é, quando ¢ = 0. Bennet Palmer [Pal88], estudou
superficies isotérmicas com a mesma aplicagao de Gauss. Vergasta [Ver92], além de contri-
buir com o caso geral, estudou deformacoes de superficies em R? que preservam a aplicacao
de Gauss mais revertem a orientacdo do plano f.(7,M). Dajczer e Vergasta [DV95],
também estudaram o problema para hipersuperficies, isto ¢, imersoes f, g : M™ — R,

com dimensao n > 3.



Cada trabalho forneceu resultados e contribuicoes proprias. Christoffel descobriu
que, em R3, além dos casos triviais (superficies isométricas ou que diferem por homotetia
e translagao), duas superficies que sdo conformes e tem a mesma aplicacao de Gauss ou
sao minimas ou sao isotérmicas, isto é, admitem uma parametrizacao isotérmica em que
as curvas coordenadas sao as linhas de curvatura. Hoffman e Osserman provaram que se
f e g sdao duas imersoes conformes de uma superficie em RY cuja aplicacdo de Gauss pre-
serva a orientacao do 2-plano (isto é, os planos f.(T,M) e g.(T,M), além de coincidirem,
tem a mesma orientacao), entao f e g sdo superficies minimas ou diferem por homotetia
e translacao. Dajczer e Gromoll provaram que se duas imersoes sao isométricas com a
mesma aplicacao de Gauss entao, localmente f e g sao produtos de subvariedades Kaeh-
lerianas que admitem uma familia associada, exatamente como ocorre com as superficies
minimas. Ja Vergasta obteve uma equagcao, envolvendo o fator conforme e um tensor, que
traduz a condicao de duas imersoes serem conformes com a mesma aplicacao de Gauss.
Esse trabalho também forneceu uma caracterizacao, em termos das curvaturas principais,
para que duas superficies em R? sejam conformes e a aplicacao de Gauss, embora seja a
mesma, reverta a orientacao dos 2-planos. Usando essa caracterizagao, Vergasta consegue
obter como exemplos as superficies minimas, as ciclides de Dupin, as superficies de rotacao
e as superficies de curvatura média constante em R?. Em [DV95], os autores obtiveram
as hipersuperficies de rotacao sobre curvas planas ou sobre superficies minimas em R3.

Quanto a Pierre Samuel, podemos dizer que ele resolveu completamente o pro-
blema, para superficies em R, mostrando que se as deformacoes de f sdao nfo triviais
entao elas ou sdo superficies minimas (caso preservem a orientagao dos planos tangen-
tes) ou superficies isotérmicas (caso revertam a orientacao dos planos). Samuel também
contribuiu enunciando formalmente o caso geral do problema e resolvendo totalmente o
chamado caso holondémico e parcialmente o caso nao-holonomico, conceitos esses que de-
pendem da integrabilidade de distribuigoes que surgiram em seu estudo. E interessante
perceber que, apesar de algumas das solucoes encontradas em trabalhos posteriores a
Samuel ja tivessem sido obtidas por ele, as demonstragdes sao diferentes (provavelmente
porque [Sam47] ndo era conhecido por esses matematicos, levando-os a reobter o mesmo
resultado por outros caminhos).

Em 2010, Dajczer e Tojeiro [DT10] resolveram completamente o problema pro-
posto por Samuel. Para a ideia central do trabalho, eles destacam outra contribuigao
de Samuel: trabalhar com tensores complexificados. Além dessa ideia, sao utilizados a
equagao obtida por Vergasta em [Ver92] (chamada por eles, e também no presente tra-
balho, de Lema de Vergasta), o Teorema de Nolker e o Teorema de Hiepko. Esses dois
ultimos teoremas fornecem condigoes para que uma imersao e uma variedade, respecti-

vamente, possam ser decompostas em produto de imersoes e produto de variedades, o



produto warped. Os dois principais resultados dessa dissertacao sao

Teorema 4.1.1(Dajczer-Tojeiro [DT10])Sejam f,g: M? — RY | duas imersoes com a
mesma aplicagcio de Gauss que induzem métricas conformes em M?. Entdo ocorre uma

das sequintes alternativas:
(i) g(M™) € composicao de homotetia e translacao aplicada a f(M™);
(ii) f(M™) e g(M™) sao superficies isotérmicas;

(111) f(M™) e g(M™) sdo superficies minimas.

Teorema 7.2.1(Dajczer-Tojeiro [DT10])Sejam f,g: M™ — RY n >3, duas imersoes
com a mesma aplicacdo de Gauss que induzem métricas conformes nao isométricas em

M™. Entao ocorre uma das sequintes alternativas:
(i) f(M"™) e g(M™) sdo cones kaehlerianos reais minimos;
(ii) f(M™) e g(M™) sao produtos warped de imersoes;

(111) f(M™) e g(M™) sdo produtos warped triplos de imersaoes.

O primeiro destes resultados ja era conhecido pelo proprio Samuel. O interessante
é que agora ele é demonstrado utilizando, essencialmente, a mesma técnica desenvolvida
para demonstrar o segundo Teorema, que é o resultado principal do artigo. Também ¢é
importante observar que o Teorema trata exatamente dos casos ainda nao comple-
tamente resolvidos, isto é, deformagoes conformes com a mesma aplicacao de Gauss nao
triviais com n > 3.

A presente dissertacao esta organizada em sete capitulos. O primeiro capitulo
lembra conceitos e resultados basicos de Geometria Riemanniana e Teoria das Subvarie-
dades que sao importantes para o desenvolvimento do trabalho. Além disso, este capitulo
também apresenta alguns conceitos e resultados nao tao conhecidos, mas que estao inti-
mamente ligados a solugao do problema como, por exemplo, o tensor de decomposicao
(em inglés splitting tensor) e alguns resultados sobre subvariedades Kaehlerianas.

O Capitulo 2 trata de pares de imersoes f e g com a mesma aplicacao de Gauss,
traduzindo essa hipdtese na existéncia de um tensor sobre M™, com determinadas carac-
teristicas, que satisfaz uma equacgao envolvendo os diferenciais de f e g. Também neste
capitulo vemos como se relacionam as segundas formas fundamentais de f e g, bem como
as conexoes de Levi-Civita da variedade M™, correspondentes as métricas induzidas por
feg.

O Capitulo 3 inicia propriamente o estudo de imersoées conformes com a mesma

aplicagao de Gauss. Nele verificamos que essas duas hipdteses correspondem a existéncia



de um par (7,¢), em que 7" é um tensor ortogonal em M™ e ¢ € C*(M) é o fator
conforme entre as métricas, o qual deve satisfazer determinadas propriedades. Depois de
enunciar e provar a versao real do Lema de Vergasta (obtido em [Ver92]), apresentamos
a versao complexificada. Em seguida, obtemos uma decomposi¢ao do fibrado tangente
complexificado ("M ® C) em auto-fibrados e verificamos que essa decomposi¢ao tem duas
caracteristicas cruciais para o restante do trabalho: além de ser ortogonal, ela é “pre-
servada” pela segunda forma fundamental da imersao f, conforme a Proposicao [3.4.3|
Terminamos esse Capitulo apresentando casos particulares do Lema de Vergasta comple-
xificado, que sao utilizados posteriormente, e simplificagoes das equacoes fundamentais
de uma imersao, ambos obtidos usando a decomposi¢ao do fibrado tangente.

O Capitulo 4 utiliza o maquinario construido nos capitulos precedentes para re-
solver o problema no caso em que f e g sao superficies, isto é, n = 2. Apresentamos a
definicdo de superficie isotérmica em RY, que é uma generalizacdo natural do conceito
dado para R3.

O Capitulo 5 apresenta, de maneira sucinta, os conceitos de produto twist e
produto warped de variedades, exemplificando o segundo deles que é mais importante
para o trabalho. O objetivo principal desse capitulo é apresentar os Teoremas de Nolker e
Hiepko. Para isso, recorremos a outros teoremas precedentes (o de de Rham e o de Moore)
que serviram de inspiracao para esses resultados. Também nesse capitulo, definimos
representacao produto warped para RY e produto warped de imersoes.

O Capitulo 6 apresenta classes de exemplos de imersoes conformes nao-isométricas
com a mesma aplicacao de Gauss, para n > 3. O primeiro deles combina uma de-
formagao isométrica com uma deformacgao conforme do ambiente, os cones Kaehlerianos
reais minimos. As duas tltimas secoes apresentam exemplos construidos com auxilio de
produto warped de imersoes. A Secao 6.3 apresenta exemplos de produto warped de duas
imersoes e a Secao 6.4 apresenta um exemplo de produto warped de trés imersoes.

Finalmente, o Capitulo 7 conclui o trabalho apresentando a demonstragao do Te-
orema de Dajczer-Tojeiro (Teorema|7.2.1]), que é o resultado principal de [DT10]. Segundo
esse teorema, todos os pares de imersoes conformes nao isométricas (de uma variedade de
dimensao n > 3) que tem a mesma aplica¢do de Gauss devem pertencer a uma das 4 clas-
ses de exemplos construidas no capitulo 6. Para isso, precisamos estudar as propriedades
dos auto-fibrados da decomposigao de T'M ® C, o que ¢ feito em dois lemas, e fazer uma
analise das possiveis decomposicoes para T'M ® C.

A dissertacao também possui um apéndice no qual o leitor poderd encontrar

algumas informagoes adicionais sobre tensores em variedades Riemannianas.



Capitulo 1
Preliminares

Neste primeiro capitulo recordamos conceitos de variedades Riemannianas e for-
necemos as definicoes de alguns objetos da teoria de imersoes, fibrados e tensores que serao
utilizados no trabalho. Além disso, apresentamos outros elementos que serao importantes
ao longo do trabalho: subvariedades Kaehlerianas reais pluriharmonicas, complexificagao
de espacos vetoriais e o tensor de decomposi¢ao de uma imersao.

Para a primeira secao, o leitor interessado em mais detalhes, poderd consultar
[Cam10], [dCO8] e [Spi75]; para segunda secao, [Dajo0] e [dCO8]; para a terceira, [Cam10],
[P1a03] e [Ham02]; para a quarta, [Daj90] e [Caml10]; para quinta segao [Dajo0], [LeeO0]
e [Spi75]; para tltima segao, [Daj90] e o artigo [DGI0].

Salvo mencao em contrario, M™ sempre denotara uma variedade Riemanniana n

dimensional e, as vezes, também escrevemos apenas M.

1.1 Alguns conceitos de geometria Riemanniana

Considere a variedade Riemanniana (M", (, )). Ao longo do trabalho, quando for
conveniente escreveremos { , s para indicar a métrica de M. Lembramos que, em uma
variedade Riemanniana, existe uma tinica conexao de Levi-Civita ou Riemanniana (isto é,
uma conexao simétrica e compativel com a métrica). Neste texto sempre trabalharemos
com conexoes Riemannianas. Portanto, sempre que nos referimos a uma conexao, estamos
subentendo que esta é a conexao Riemanniana. Denotaremos por T, M o espago tangente
de M no ponto p e por X(M) o conjunto dos campos tangentes a M. Lembramos ainda
que TM = {(p,v) : p € M,v € T,M} é o fibrado tangente de M. Além disso, o tensor de

curvatura de M ¢ a aplicacao

R:X(M) x X(M) x X(M) = X(M)



dada por
R(X, Y)Z =VxVyvZ -VyVxZ — V[X,y}Z, VX,KZ S %(M)

e, dada uma base {X;,..., X, } de T,M e X € T,M, a curvatura de Ricci de X em p é

dada por
2n

Ric(X) =) (R(X, X;)X;, X).

Jj=1
Seja ¢ : M — R uma funcgao suave. Definimos o gradiente de ¢ como o campo

vetorial suave Vg tal que
(Vo, X) = X(¢), VX € X(M). (1.1)

Dessa forma, a luz do Teorema de representacao de Riesz, o gradiente de ¢ no ponto p é

o vetor que representa o funcional linear (¢.)(p) : T,M — R.

1.2 Alguns conceitos da teoria de subvariedades

. S m . . . S m . ~ .
Sejam M™ M variedades Riemannianase f : M™ — M  uma imersao. Dizemos

que f é uma imersao isométrica se
(X, V) = (X, Y)5, VXY € X(M).

O ntimero m — n é chamado codimensao de M.

Se M é uma variedade diferencidvel e M é uma variedade Riemanniana, uma
imersdo f : M — M induz uma métrica ( )f, em M". Basta definir, em cada ponto
p € M", o produto interno (u,v), := ((fs)pu, (fi)pv). Entdo, f torna-se uma imersdo
isométrica e (M, (, )¢) uma variedade Riemanniana. De agora em diante, salvo mencao
contraria, usaremos as seguintes notacoes. Dada uma imersao f : M™ — RY, a métrica
induzida por esta imersao sera denotada por (, )r, a conexao Riemanniana dessa métrica
serd denotada por V e a conexdo do ambiente serd denotada por V. Quando tratarmos

de duas imersoes f,g: M™ — RY a conexdo da variedade (M™, (, ),) serd denotada por

V.

Se f: M™ — M ¢é uma imersao, entao para cada ponto p € M existe uma
vizinhanga U C M em que f |y é um mergulho sobre f(U). Portanto, podemos identificar
U e f(U) e pensar f, localmente, como uma inclusdo. Isto induz uma decomposi¢ao do

espaco tangente TpM em soma direta

T,M = T,M & T,M*,



em que T,M~* é o complemento ortogonal de T,M em T, M. Globalmente, esta decom-

posicao induz a decomposicao em soma de Whitney
TM =TM & TM™,
em que M+ é o fibrado normal de M. Assim, dados X,Y € T'M, tem-se
VxY = (VxY)' + (VxY)7,

em que ()7 e ()* denotam as componentes tangente e normal de V xY, respectivamente.
Na verdade, estamos utilizando um abuso de notacao quando afirmamos que X,Y € T'M,
pois a rigor, a conexdo V deT'M é uma aplicacio V : X(M) x T(TM) — TM. Isto é,
estamos dizendo que X,Y € T'M, quando deveriamos nos referir as respectivas se¢oes do
fibrado a que estes pertencem, isto é, X € X(M) e Y € I'(T'M). Durante todo o trabalho
usaremos esse abuso de notacao sem maiores comentarios.

Como consequéncia da unicidade da conexao Riemanniana, obtemos que (v)T =
V, em que V ¢ a conexao de M. Definindo agora a sequnda forma fundamental de f, oy,
como

Oéf(X, Y) = VXY - VXY,

temos a férmula de Gauss

que também pode ser escrita como
Vu(f.V) = f(VuV) + o (U, V). (1.2)

Recordamos que a segunda forma fundamental oy : TM x TM — TM* é um
tensor (pois o valor de af(X,Y)(p) sé depende dos valores X e Y no ponto p) simétrico.
Dessa forma, existe um operador linear auto-adjunto associado a o ¢, chamado de Operador
de Weingarten e denotado por A¢ : TM — T'M, dado por

{(AeX,Y) = (ap (X, Y), 6).

Para qualquer imersao isométrica, valem as equacoes a seguir

(RX.Y)ZW)~(R(X,Y)Z,W)=(as(Y, W), ap (X, Z)) (e (X, W),ap (Y, Z))  (1.3)
(Equacio de Gauss)

(R(X,Y)Z,n) = Vy{ay(X, Z),n) = Vx(as (Y, Z),n) (1.4)
(Equagio de Codazzi)

(R(X,Y)n,€) — (RH(X,Y)n,€) = ([A4,, AJ X, Y) (1.5)

(Equagao de Ricci)



Nas equacdes acima, R e R' sdo as curvaturas definidas pelas conexdes V e
V+ = (V) respectivamente e [A,, A¢] = A, A¢ — AcA,.

Dizemos que uma imersio f : M — M é totalmente geodésica se
ar(X,Y) =0, VX, Y € TM. Observe que f é totalmente geodésica se, e somente se,

VY =VyY.

Se f : M"™ — M™% é uma imersdo isométrica, um referencial ortonormal
{€1,...,€n1r} em um aberto, U c M é dito adaptado & imersdo se as restricoes de
€1,...,6, a U = U N M formarem um referencial em U. A existéncia desse objeto é
garantlda pelo Teorema de Gram-Schmidt e o leitor interessado em mais detalhes pode
consultar [Lee00]. Seja {e1,...,en,m,...,Nx} um referencial adaptado a f definido em

um aberto U. Considere o campo
1 L
= EZQf(ei’ei) S %(U) y (16)
i=1

como (as(e;, €5),m;) = (Ay,ei, €;), temos

n n k n k
Zaf(ei,el ZZ ag(e;, e;),n;)n ZZ Ay, eisei)n; (1.7)
=1 =1 j=1 =1 j=1
Substituindo ([1.7)) em (1.6]), obtemos
1 n k 1 k
= EZZMW%‘?QW = EZtT(Anj)Uj, (1.8)
i=1 j=1 j=1
de maneira que H independe tanto do referencial tangente {ei,...,e,} quanto do refe-
rencial normal {n;,...,n}. Assim, o campo H fica bem definido em X(M )+, sendo o seu

valor em p € M, H(p), chamado de vetor curvatura média de f em p. Dizemos que f é
minima se H = 0.

Dizemos que uma imersao f : M — M é umbilica em p € M™ se, para todo
£ € T,M™*, tem-se A¢ = \¢I, em que I é a identidade em T, M. Quando f ¢ umbilica em
todo ponto p € M™ dizemos que f é uma imersao umbilica . Observe que as seguintes

afirmagoes sao equivalentes:
(i) f é umbilica em p;
(ii) Ae = (H(p), I, V€ € T,M*;

(iii) (X,Y) = (X,Y)H(p), VX,Y € T,M.



Uma imersao umbilica é chamada de esférica se o vetor curvatura média é paralelo
na conexao normal, isto é,

VxH =0,VX € TM.

Para uso posterior, apresentamos aqui o Teorema de Liouville. Recordamos
que aplicagoes de semelhanc¢a sao aplicagoes conformes obtidas como composicao de
translacao, transformacoes ortogonais e homotetia, isto é, multiplicacao por uma cons-

tantes nao nula.

Teorema 1.2.1 (de Liouville). Toda aplicagdo conforme f : U — V de um aberto co-
nexo U C R™ em um aberto V- C R"™ € a restri¢cao de uma composi¢cao de semelhanca e

nversoes, de fato, no mdximo uma de cada.

O leitor interessado em mais detalhes podera consultar os volumes 3 e 4 de [Spi75].
No primeiro deles (precisamente no Capitulo 4) se encontra a versiao do Teorema em R?
e no segundo (precisamente no capitulo 7, parte A) se conclui a generaliza¢ao para o R",

aqui enunciada.

1.3 Complexificacao de um espaco vetorial

Seja V' um espaco vetorial sobre R de dimensao finita. As vezes é conveniente
interpretar solugoes de equagoes em V' como restricao do conjunto solucao da mesma
equagao vista em um espaco vetorial complexo. Analogamente, operadores em V' também
podem ser vistos como restricao de um operador sobre um espago vetorial complexo. Um
exemplo classico disso ¢ a diagonalizacao de operadores definidos sobre um espacgo vetorial
real, pois como nem sempre o polinomio caracteristico de um operador em V' tem raizes em
R, é conveniente estender esse operador (e consequentemente a equagao caracteristica) aos
complexos e definir autovalores complexos de um operador real. Isso se justifica porque
C ¢ algebricamente fechado e assim a existéncia de autovalores é garantida.

Vejamos agora como funciona a complexificacao de um espago vetorial e a ex-
tensao complexa bilinear de um produto interno sobre V. Essa secao é importante para
entender melhor como funciona a complexificagdo da métrica, da segunda forma funda-
mental e da conexao Riemanniana, que é feita para obter a versao complexificada do Lema
de Vergasta na Segao e também para apresentar alguns fatos sobre espagos vetori-
ais complexos utilizados na préxima secao quando falaremos de variedades Kaehlerianas.
Faremos aqui apenas uma apresentacao de fatos sobre espacos vetoriais complexos e dos
resultados principais relativos a complexificagao de V, cujos detalhes e demonstragoes

podem ser encontrados na segunda se¢ao do apéndice de [Cam10)].
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Seja Ve um espaco vetorial complexo de dimensao finita. A restricao do corpo de
escalares deste espaco a R da origem a um espaco vetorial real Vi e a uma transformagao
linear J : Vg — Vi tal que J?> = JoJ = —I, em que I é o operador identidade em V5.
Além disso, a dimensao complexa de V¢ é o dobro da dimensao real de V. Para entender
melhor esses fatos, escrevamos Ve = V @iV que identificaremos como Vg =V x V sendo
V um espago vetorial real. Claramente a dimensao de V¢ como espaco vetorial complexo
é metade da dimensao de Vg como espaco vetorial real. Além disso, a multiplicacao pela

unidade imaginaria ¢ em V¢ é tal que
i(vl + ivg) = (—Ug + iUl),Vvl,Ug eV

Fazendo a identificagdo (—vg + iv1) € Ve = (—wvq,v1) € Vg, essa operagdo nos permite
criar a transformagao linear J : Vg — Vg, dada por J(vy,vs) = (—va,v1) tal que J? =
Jo.J=—I.E ficil verificar que se {e1,...,en} é base para V¢ entdo {eq, Jey,...,e,, Jen}
é uma base para Vg.

Dizemos que um operador linear J : V — V é uma estrutura complexa para o
espaco vetorial real V se J? = —I. O préximo resultado permite compreender o por qué

desse nome, além de fornecer condicoes para existéncia desse objeto.

Lema 1.3.1. Se V' € um espaco vetorial real munido de uma estrutura complexa J : V —

V entdo V' tem dimensdo par. Ademais se dimV = 2n, entdo

i) podemos escolher uma base {eq, €}, ..., en, €.} para V tal que e, = Jey, para todo
1 n k
1<k <n;

(ii) a operacdo de extensio de escalares complexos definida por (a + ib)v := (av + Jbv)
torna V' um espago vetorial complexo cuja dimensdo complexa é n. Ademais, com a

notagao do item (i), {e1,...,e,} € uma base de V' sobre C.

Na discussao precedente, partindo de um espaco vetorial complexo, chegamos a
um espaco vetorial real - munido de uma estrutura complexa - por meio de restricao dos
escalares complexos a escalares reais. Agora faremos o caminho inverso, partindo de um
espaco vetorial real chegaremos a um espaco vetorial complexo, utilizando dessa vez a
extensao de escalares reais a escalares complexos.

Seja V' um espago vetorial real qualquer (perceba que nao estamos dizendo que
ele tem dimensao par). Podemos dotar o espago vetorial real V' x V' com a estrutura

complexa

J:VxV — VxV
(w,v) = (—v,u).
Aplicando o item (7i) do Lema anterior podemos ver V' x V' como espago vetorial complexo

que denotaremos por V¢ e chamaremos de complexificagao de V. Ainda pelo item (ii) do
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Lema [1.3.1, concluimos que 2dim Ve = dim Vg, isto é, a dimensao complexa de V¢ é
metade da dimenséo real de Vi. E interessante observar que, embora V possa ser incluido
em V¢ de forma canodnica, preservando as operagoes de adi¢ao e multiplicacao por escalar,
V nao é subespago de V.

Dado um operador 7' : V. — V| definimos a complexificacdo de 7' (também
chamado de complexificado de T") como sendo o tnico operador Tt : Ve — Vi que coincide
com T em V, isto é, Te(v) = T'(v), Vo € V. E possivel mostrar que T (v, +ivy) = Tvi4iT s,
que as representacoes matriciais de T¢ e T' sao as mesmas, bem como seus polinomios
minimo e caracteristico. Além disso, se A é autovalor de 7', A também o é e ambos tem a
mesma multiplicidade algébrica. Mais detalhes sobre esses fatos podem ser encontrados
em [Pla03] e [Ham02].

Seja V' um espago vetorial real munido do produto interno (, ) : V x V — R.
Lembramos que um produto interno sobre um espago vetorial real é uma forma bilinear,
simétrica e positiva definida. Ao definirmos o produto interno sobre um espaco vetorial
complexo, percebemos que este nao pode ser simultaneamente bilinear e positivo definido,
pois, supondo a bilinearidade temos —1 = *(1,1) = (i,7) < 0. Na verdade, é possivel
mostrar que, se o produto interno sobre um espaco vetorial complexo é positivo definido,
entao ele é uma forma sesquilinear (ndo é bilinear nem simétrico). Dessa forma, o produto
interno real, (, ) : V x V — R, pode ser complexificado para (, )c : Vo X Vg — C de
duas maneiras, conforme se escolha (, )¢ positivo definido ou (, )¢ bilinear e simétrico.
Essa segunda maneira é a que serd utilizada nesse trabalho para complexificar a métrica e
a segunda forma fundamental. O préximo resultado fornece algumas propriedades dessa

extensao.

Lema 1.3.2. Sejam V' um espago vetorial real munido do produto interno (,) : VxV — R

e (, )c: Ve xVe— C a extensao bilinear desse produto interno entdao
(i) (v1 + tvg, w1 + dws)c = ({(v1,w1) — (va, wa)) + i({vy, we) + (ve, w1));
(ii) (w,w)c = 0,YVw € {v =0 +ivy : (v1,v2) =0 e [|v1] = ||v2]|};

(111) (v,0)c >0 e (v,0) =0 se, e somente se, v = 0.

Prova: Todas as afirmagoes sao decorrentes de como estamos fazendo a extensao. Pro-

varemos, no entanto, o item (i) por sua importancia para cdlculos posteriores. De fato,
<U,1_)>(C = <U1 + iUg,Ul — iUg>(C = <U1,U1> + <1)2,U2> — i<Ul,U2> + i<U2,U1> = ||Ul||2 + HU2||2,

o que ja é suficiente para concluirmos o desejado. 0
Optamos por apresentar aqui o comportamento da extensao complexa bilinear
de um produto interno, dada a semelhanca que este objeto tem com a métrica e a se-

gunda forma fundamental de uma imersao. Como escolhemos manter a compatibilidade
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entre métrica e conexao, em consequeéncia da formula de Koszul, que permite obter a
conexao em funcao da métrica, ao complexificarmos a métrica estamos automaticamente
complexificando a conexao, respeitando assim as mesmas propriedades que uma conexao
real possui. Dessa forma embora trabalhando com objetos definidos num fibrado com-
plexificado, quase nao perceberiamos diferenca caso pensassemos que é um fibrado real
mesmo. Nao podemos dizer que o procedimento é exatamente o mesmo porque os deta-
lhes expressos nos itens (ii) e (iii) do Lema anterior fazem alguma diferenga nos célculos
que envolvem a métrica e a segunda forma fundamental. Observamos que existe outra
construcao para complexificacao de espagos vetoriais, utilizando produto tensorial. Este
método é rapidamente comentado em [Caml0] e justifica a notagdo V' ® C para a com-

plexificagao de V' utilizada em [DT10] e nos préximos capitulos desse texto.

1.4 Variedades Kaehlerianas

Seja M™ uma variedade diferenciavél real. Dizemos que um tensor J : TM — T M
definido em M é uma estrutura quasi-compleza se J*> = —1I.
Uma variedade Kaehleriana é um par (M",J) em que M é uma variedade Rie-

manniana complexa e J é uma estrutura quasi-complexa satisfazendo
(i) J é paralelo, isto é, (VxJ)Y :=VxJY — JVxY =0, VX,Y € TM,
(ii) J é ortogonal, isto é, (JX,JY) = (X,Y).

Com essa definicao munimos variedades com uma estrutura parecida com a unidade ima-
gindria ¢ dos nimeros complexos.
A Proposicao abaixo mostra que J se comporta bem com relagao ao tensor de

curvatura de uma variedade Kaehleriana.

Proposicao 1.4.1. Seja M?" uma variedade Kaehleriana e J sua estrutura compleza

entao
(i) JR(X,Y)Z = R(X,Y)JZ;
(ii)) R(JX,JY)Z = R(X,Y)Z,
(iii) Ric(X) = Ric(JX).

Prova: Para provar o item (i), basta observar que, como J é paralelo, temos Vi JV =
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JV V. Entao

JRIX,Y)Z = J(VxVyZ = VyVxZ =Yy Z)
= JVxVyZ — JVyVxZ — IV xyZ
VxVyJZ = VyVxJZ - VixyJZ

— R(X,Y)JZ

Para o item (ii), usando que J é ortogonal, temos

(R(JX,IJY)Z, W) = (R(Z,W)JX,JY) © (JR(Z,W)X,JY) = (R(Z,W)X,Y)
= (R(X,Y)Z,W).
Logo R(JX,JY)Z = R(X,Y)Z. Finalmente, sejam p € M e X € T,M, e considere uma
base ortonormal {Xi,..., Xs,} de T,M tal que Xy; = J X571 ¢ X1 = X, logo

2n 2n

Ric(X) = ) (R(X,X;))X;, X) =) (JR(X,X;)X;,JX)
= i(R(X, X)X, JX) = i(R(JXj, JX)JX, JX;).

Como J é ortogonal, (JX;, JX;) = (X;, X;) = 0;j, ou seja, o conjunto {JX1,...,JXs,}
ainda ¢ uma base para T,M e, como o Ric nao depende da base considerada para T,M,
concluimos que

Ric(X) = i(R(JX, JX;)JX,JX;) = Ric(JX).

Jj=1
O
Uma imersao isométrica f : M™ — RY, em que M™ é uma variedade Kaehleriana,

é chamada de subvariedade Kaehleriana real. Uma subvariedade Kaehleriana real f é dita

ser pluriharmonicdl] se
ap(JX,Y) =as(X,JY), VXY € TM.

Sejam (M, J) e (M,.J) duas variedades Kaehlerianas. Dizemos que f : M — M

é holomorfa se fooJ = Jo f,. E possivel mostrar que se f é holomorfa entao

Joas(X,Y) = ap(JX,Y) = a;(X,JY), VX,Y € TM.

1o leitor que consultar as referéncias [Daj90],[DG85] e [DT10] poderd encontrar os termos circular ou
pseudoholomorfa em lugar de pluriharmonica. Cabe observar que a nogao de pseudoholomorfa é introdu-
zida em [DGS85] e ndo corresponde & definigdo aqui colocada. Por sugestao do préprio Dajczer, optamos
pela nomenclatura mais atual em detrimento aquela que aparece nesses artigos (circular). Aqueles que
queiram entender melhor essa escolha podem buscar os trabalhos de Renato Tribuzy, como por exemplo
[RT92].
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Em particular, toda imersao holomorfa é pluriharmoénica. O leitor interessado em mais
detalhes pode consultar o Capitulo 8 de [Daj90]. O préximo resultado relaciona subvarie-
dades pluriharmonicas, imersoes minimas, condi¢oes que relacionam J e a segunda forma

fundamental ou J e o operador de Weingarten.

Proposicao 1.4.2. Seja f : M?™ — RY uma subvariedade Kaehleriana real. As sequintes

condigoes sao equivalentes:
(i) f € pluriharmonica;
(ii) ap(JX,JY) +ap(X,Y) =0, VX,Y € TM;
(11i) f € minima;
(tv) JA; = —A¢lJ.
Prova: Primeiro vamos mostrar que (i) implica (). Se f é pluriharmoénica entao
ap(JX,JY) = ap(J?X,Y) = ap(—X,Y) = —ap(X,Y).

Agora vejamos que (ii) implica (7). Para isso consideremos um referencial ortonormal
{X1, X, ... Xo,} sobre M tal que Xy; = JXy;—1. Temos

2n n n
2nH = Zaf(Xzsz) = Zaf(X%—l;X%—l) + Zaf<X2i7X2i)-
i=1

i=1 i=1

No referencial considerado, temos Xy = JXy;_1. Como ay(X;, X;) = —ay(JX;, JX;)
temos
af(X2iaX2i) = af<JX2i—1> JX22'—1) = _af(X2i—17X2i—l)v

portanto,
H=0.

Agora vejamos que (71) implica (i). Seja p € M?", basta mostrar que em uma
base {X1,..., X2, } de T,M temos

Oéf(JXZ',Xj) = Oéf(Xl', JX])
Considere uma base ortonormal { X7, Xo, ... Xs,} para T,M tal que Xy; = JX5,_1. Sejam

Vi = (af(Xi’ JXl)u cee ’af(Xiv JXQn))

w; = (af(Xl, JXZ), c. ,CYf(XQn, JXZ))
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Entao N
il = ey (I, X5)|?
7=1
€
2n
ol = > llag (X, X))
7=1

Observe que como Xq; = JX9;_1, temos

—ar(X;, X;_1), sejé par
o (X JX;) = { af(];éi,Xijl),l)sej ; inf)par.
Portanto,
lvil|* = Z llg (X, TXG)|1* = Z [Jovg (X, X)) (1.9)
1
Pela equacao de Gauss, ﬁxaéo 1, e dado j temos

(R(X;, X;)X;, X;) — (R(X;, X;)X;, X,)

I
B
=
I
gj
°
<
EN
s
T

Somando essas equagoes em j, obtemos

Z(R(Xij)XJ»XQ - Z<E(X¢,Xj)Xj,X¢> = Z(Oéf(Xjan),@f(Xi,Xz'» -
ZHOéf(Xz'an)HQ, (1.10)
Como f é minima, temos
>~ {0, X)) 0 (X0 X0) = (D {as (X5 X)) fras (X X)) =0, (111)

Além disso,

> (R(X;, X)X;, Xi) = Rie(X;) (1.13)
J#
(1.14)

e, como em RY tem curvatura seccional constante ¢ = 0,
Y (R(X:, X)X;, X)) = > K(Xi,X;)=2n—1)c=0. (1.15)
J# J#
Substituindo (1.11)), (1.12)), (1.13) e (1.15) em ((1.10)) e comparando com (1.9)),

temos

Ric(X. Z o (X5, X2 = =il (1.16)
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Analogamente,
2n

Rie(JXi) = =Y lag(J X5, X)) |* = —wil|*. (1.17)

j=1
Como Ric(Z) = Ric(JZ), as equagoes ([1.16)) e (1.17) implicam

I* =

lvill* = flaws ] *. (1.18)

Por outro lado,

2n 2n
Ric(X;) = Y (R(X:, X)X}, X;) =Y (JR(X;, X)X, JX;)

=1 =1
J2n J

= Y (R(X;, X;)JX;, JX;)
j=1
2n

= Z {<R(X1,X])JX], JX7,> - <Cl/f(Xi, JX]'), O!f(Xj, JXZ)> +

Jj=1

(g (X, I X5), ap (X, TX0)) }

- ic{pg, TXNX, X = (X0, TX) (X, TX) b+
Z(af(va JX;), ap(Xi, JXi)) — Z(O‘f(Xiv JX;), ap(X;, JX;))(1.19)

Além disso, como Xy, = JX5;_1, temos

0 (X, JX,) = 4 X Xi), s 6 par
3 ! ar(X;_1,X;), sejé impar,

de maneira que
2n

D {ap(X, X)), a5(X;, T X)) = 0.

=1
Substituindo as duas tltimas igualdades em ((1.19)) e usando que ¢ = 0 em RY temos

Ric(X;) = = (ap(Xi, JX;), ap(X;, JX)) = —(vi, wy). (1.20)

J=1

Mas pela Desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos
(03, w)?* < i *[|ws | (1.21)

e a igualdade s6 se verifica se v; e w; s@o linearmente dependentes. Dessa forma, (1.18)),

(1.20) e (1.21)) implicam que v; = +w;. Afirmamos que v; = w;. De fato, se w; = —v;,

temos

Ric(X;) = [lv]* > 0,
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por outro lado, em , temos
Ric(X;) = —|luil|*,
o que ¢é absurdo, a menos que v; = w; = 0. Logo v; = w;, o que implica
ap(JX;, Xj) =ap(X;, JX;), 1 <i<2n,1<j<2n.

Até aqui temos a equivaléncia entre (1), (ii) e (ii1). Agora mostraremos que (i) é
equivalente a (iv). De fato, dados p € M, X,Y € T,M e £ € T,M~* temos

(X, JY), &) = (A X, JY) = —(JPA:X, JY) = —(JA:X,Y)

e
(@(JX,Y),€) = (AcJX,Y).
Logo
(@(JX,Y) — a(X, JY), &) = (AcJX + JAX,Y),
0 que nos permite concluir a equivaléncia entre (i) e (iv). O

1.5 Fibrados, subfibrados e distribuicoes

Dada uma variedade diferenciavel M", um fibrado vetorial sobre M é um par
(E,7) em que F é uma variedade diferencidavel e 7 : E — M é uma aplicagao diferencidvel

sobrejetiva satisfazendo as seguintes condigoes:

(i) Existe k € N tal que, para todo p € M, o conjunto E, = 7~ !(p) possui uma estrutura

de espaco vetorial real k-dimensional;

(ii) Para cada p € M existem uma vizinhanga U C M de p e uma aplicagao
¢ Y U) = U x R* tais que

(I) Para cada ¢ € U, a restricao de ¢ a E, é um isomorfismo linear entre E, e

{q} x R¥, este tdltimo munido com a estrutura canonica de espaco vetorial real;

(I1) Se 7y : U x R¥ — U denota a projegao sobre o primeiro fator entdo
T=myot: 7 YU)— U.

Com as notagoes acima, dizemos que M ¢é base do fibrado, E é seu espaco total e cada
E, é¢ uma fibra de E sobre p. O ntimero natural k é o posto do fibrado, a aplicagao 7 ¢é
a projecao ou aplicacao de fibrado e 1) é chamada de trivializacao local. Quando nao ha
possibilidade de confusao denota-se o fibrado vetorial por E ou 7, ficando subentendido

o par. Neste trabalho denotaremos o posto k do fibrado E por rank(E).
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Uma se¢ao de um fibrado vetorial (F, ) é uma aplicagdo n : M — E tal que
nomw = Idy, em que Idy é a aplicagao identidade sobre M. O fibrado tangente T'M
tem uma estrutura natural de fibrado e os campos tangentes a M sao as secoes de T'M.
Observamos ainda que por simplicidade, chamaremos fibrados vetoriais simplesmente de
fibrados.

Sejam (F,m) e (F,ms) fibrados vetoriais sobre M, a soma de Whitney de E e F,
denotada por E @ F é o fibrado vetorial (F @ F, M, m & my) em que

E®F={(e,f) € ExF:m(e) =m(f)}

mem: EOF — M
(e,f) = m@m((e f)) =mle) =m(f).
Observe que a soma de Whitney é um fibrado cujas fibras sobre p sao exatamente a soma
direta dos espacos vetoriais I, e F,.
Um subfibrado de um fibrado (E, ) é um subconjunto D C E com as seguintes

propriedades:
(i) D é uma subvariedade mergulhada de E;
(ii) Para cada p € M, a fibra D, = D N7 !(p) é um subespago linear de E, = 7 (p);

(iii) Considerando cada D, com a estrutura de subespago vetorial de E, e a projecao

7 |p: D — M, (D,n |p) é um fibrado vetorial.

A condicao de D ser um fibrado vetorial implica que 7 |p: D — M é sobrejetiva e que
todas as fibras D, tem a mesma dimensao.

Uma distribuicao sobre M é um subfibrado D de T'M. Nesse caso, a dimensao
de cada fibra de D é chamada de dimensao da distribuicdo. Assim, podemos pensar que
uma distribui¢ao é uma aplicacao que a cada p € M associa um subespaco D, C T,M.

Uma distribuicao D C T'M ¢ integravel se, para p € N, existe uma variedade
imersa N C M tal que D, = T,N. Nesse caso, dizemos também que N ¢é uma variedade
integral para D. Dada uma distribuicao sobre M, podemos identificar geometricamente
o problema de saber se esta é integravel, com o problema de encontrar uma subvariedade
N de M tal que os espagos tangentes dos pontos de N coincidam com os subespagos
correspondentes associados pela distribuicao.

Dizemos que um subfibrado E de T'M é umbilico se existe uma secao n € E+ tal
que

(VxY,Z) =(X,Y)n, Z), ¥X,Y € E,NZ € E*+.
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Nesse caso, dizemos que 1 é a curvatura normal média de E. Observamos que, neste caso,
se X,Y € F temos

(VaY),, = (X ¥)n,

em particular, se X é unitario, temos

(@), =

Um subfibrado umbilico E de T'M ¢é esférico se
(Vxn,Z)=0,VX € ENZ € E*.
Um subfibrado E de T'M é totalmente geodésico se
VxY e E, VXY € E.

Um subfibrado E é chamado de paralelo se dados Y € L e X € TM temos
VxY e E.

As defini¢oes dos subfibrados acima tem uma certa proximidade com os respec-
tivos conceitos para imersoes (ou subvariedades). Na verdade, quando um subfibrado
E é umbilico, totalmente geodésico ou esférico entdo E é integravel e suas folhas (veja
definigao de folhas mais adiante) sdo subvariedades umbilicas, totalmente geodésicas ou
esferéricas, respectivamente.

Dizemos que uma distribuicao D C T'M é involutiva se dado um par de segoes
X,Y de D (isto é, pares de campos tangentes X, Y definidos em um aberto de M tal que
X,,Y, € D,, Vp) tem-se [ X, Y] é uma secao de D. O seguinte Teorema, cuja demonstracao
podera ser consultada no capitulo 14 de [Lee00], diz exatamente quando uma distribuigao

¢ integravel.
Teorema 1.5.1 (Frobenius). Uma distribui¢ao € integravel se, e somente se, € involutiva.

Ao tomar variedades integrais maximas em uma distribuicao k-dimensional in-
volutiva, obtém-se uma particao da variedade M em subvariedades de dimensao k. Estas
subvariedades funcionam localmente como fatias em coordenadas planas. Chamaremos
de folheacao de dimensao k da variedade M™ a colegao F de subvariedades imersas k-
dimensionais de M, disjuntas e conexas cuja uniao é M e tal que para cada vizinhanca
de um ponto p € M existe uma carta (U, x) tal que se uma folha intersecta U (aberto
de M), entao esta intersecgao é uma uniao enumerével de fatias k-dimensionais da forma

L. ") € R"F é constante (essas cartas

¥ (q) = &L 2t (g) = ¢, em que (
sao chamadas de cartas flat da folheagao ou cartas trivializadoras de F). A condigao de
intersectar em uma uniao enumeravel de fatias tem natureza topoldgica, justificada na

pégina 194 do volume I de [Spi75]. Entende-se por fatia um subconjunto da forma

{qeU:a"(q) = . 2" (q) = "}, em que (FT, ..., ¢") € R"* é constante.
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Dada uma imersao f : M — M, para cada p € M definimos o espaco de nulidade

relativa de f em p como
Ap(p) ={X €T ,M: apX,Y)=0,VY € T,M}.

A dimensao deste subespaco de T,M ¢é denotada por v(p) e é chamada de indice de
nulidade relativa do ponto p. No caso de hipersuperficies, o indice de nulidade relativa de
um ponto p é exatamente o nimero de zeros que aparece na diagonal principal da matriz
diagonalizada do operador de Weingarten na direcao normal. E possivel mostrar que, em
abertos onde o indice de nulidade relativa v : M™ — R é constante, a aplicacao que a
cada x € M"™ associa o subespago Af(x), é suave e define uma distribuigdo Ay, suave e
integrével cujas folhas sdo totalmente geodésicas em M e em M. O leitor interessado nas
demonstragoes destes fatos pode consultar os capitulos III e V de [Daj90]). Desta forma,

se v é constante entao
Af = {X eTM : af(X,Y) =0,VY e TM}

é um subfibrado de T'M chamado de distribuicio de nulidade relativa de f o qual é
totalmente geodésico.
A préxima proposicao relaciona subfibrados paralelos, totalmente geodésicos,

umbilicos e integraveis.

Proposicao 1.5.2. Seja E um subfibrado de T M. Considere as sequintes condigoes:
(i) E € paralelo;

(ii) E € totalmente geodésico;

(11i) E € umbilico;

(iv) E € integrdvel.

Entdo (i) = (i) = (iii) = (iv).

Terminamos essa secao apresentando alguns resultados que serao utilizados nesse

trabalho.

Proposicao 1.5.3. Se ¢ : M — R € tal que V(p) # 0, Vp € M entio a distribui¢do

Vot € integrdvel.

Prova: Como Vg(p) # 0, Vp € M, entdo todo a € R é valor regular para ¢. Conse-
quentemente, pelo Teorema da Fungao Implicita, ¢~!(a) é uma subvariedade de M que
tem V¢ como campo normal em M, logo a distribuicao Vit é tangente a ¢ (a) e,

consequentemente, o~ !(a) é uma variedade integral para V. Logo Vit é integravel.(J
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Lembramos que os autovalores de um tensor definido sobre M sao fungoes sobre
M. Além disso, em RY, os conceitos de paralelo implicam alguma coisa ser constante, por
exemplo, o transporte paralelo de um vetor é sempre o mesmo vetor em RY. Antes de

. ~ o , .
prosseguirmos, recordamos que uma funcao A : M™ — C é constante com respeito a um
subfibrado F se, para todo campo X € FE, temos X(A) = 0. Este conceito estd intima-
mente ligado a nogao de invariancia da funcao ao longo do campo, pois se uma funcao é
constante no subfibrado entao ela nao varia na direcao deste subfibrado. Agora mostra-

remos algumas propriedades que relacionam subfibrados paralelos e tensores paralelos.
Proposicao 1.5.4. Seja T' um tensor paralelo, entao

(i) Se X € autovetor de T entao o transporte paralelo de X ao longo de uma curva é

um autovetor de T
(ii) Se \ € autovalor de T entdo X\ € constante em M;
(11i) N(T') é um subfibrado paralelo.

Prova: Sejam {Xj,...,X,_1} uma base ortonormal de T,M, e TX = AX. Dada uma
curva qualquer ligando um ponto ¢ € M ao ponto p, vamos usar o transporte paralelo
{X(t), X1(t),...,X,(t)} da base e de X para mostrar (i), (ii) e (iii). De fato,
Y(TX(),X;(t)) = (VWWTX(1),X;(t) + (TX(t), Vy X;(t))
— (VyTX(8), X,(1)) = (TVy X (8), X)) = 0

Logo (T'X (t), X;(t)) = (I'X(0), X;(0)) = 0. Além disso,

TX(t) = AOX(),
Vy(TX(t)) = Vy(A)X(1)),
T(VyX(t) = Y(At)X(t) + At)VyX(t)

Y(A(t)) = 0.

Logo A(t) = A(0). Finalmente, dado Y € TM e X € N(T') veremos que Vy X €
N(T), ouseja, TVy X = 0. Como T é paralelo, isso é equivalente a mostrar que VyT X =

0, mas isso é claramente valido, pois T'X = 0. [l

1.6 O tensor de decomposicao de uma imersao

Vamos agora apresentar o tensor de decomposi¢do de uma imersao (“spliting

tensor” em inglés) que aparece em [Daj90], [DT10].
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Seja D uma distribuicao totalmente geodésica. Definimos o tensor de decom-
posicao C' como sendo a correspondéncia que a cada X € D associa a aplicacao
Cx : D+ — D+, dada por

h
CXy = — VX Y = —(VXy)DJ_.

Como temos a decomposicao ortogonal TM = D @ D+, chamamos as componentes dessa
decomposicao de componentes horizontal e vertical, denotadas por %G D+ e %E D,
respectivamente.

Perceba que D+ é involutivo se, e somente se, Cx é simétrico para todo X € D.
Neste caso, C'x ¢ exatamente o operador de Weingarten da inclusao das folhas de D+ em
M na diregao X.

Observe que, como D é totalmente geodésico, dados Z € D e Y € D* temos
VzY € D*. De fato, dado V € D, temos (V,Y) = 0 logo

(V,VzY)=—(VzVY) =0,

pois Y € D+ e, como D ¢ totalmente geodésico e Z,V € D, entao V,V € D. Lembramos

que a derivada do tensor de decomposicao é dada por
(VyCx)Y =Vy(CxY) - CxVyY.

A préxima proposicao nos fornece uma outra maneira de calcular a derivada do

tensor de decomposicao que nos sera ttil posteriormente.

Proposicao 1.6.1. Sejam D uma distribuicio totalmente geodésica e C : D x D+ — D+

o tensor de decomposicao de D. Entao
(VvCx)Y = CyCy + Cy, xY.
Prova: Sejam X,V € DeY € D', temos
(VyCx)Y = Vi (CxY) = Cx VY = =V (Vy X) — Cx Vi Y. (1.22)

Note que, como D ¢ totalmente geodésico, %V%y: 0. De fato, pela decomposicao
TM = D & D+, temos %y X € D. Além disso, V € D e D totalmente geodésico,
logo

Vv (Vy X) € D,

h v
assim Vy (Vy X) = 0. Portanto,

h h h n
VV VYX ZVVVY X € D .



h
Por outro lado, Vi (Vy X) € D*+. De fato,
h h
<VV<VY X), Z> = —<Vy X, sz> = 0, VZ € D,
pois, como D é totalmente geodésico, Vi Z € D. Logo

h ho h 53) h
Vv Vy X =VyVy X Vv (Vy X).

Substituindo ([1.23) em (|1.22]), obtemos

h
(Vi Ox)Y = —Vi(Vy X) = CxVyY
h
= —Vy VyX —CxVY.

Como f : M™ — R¥, temos
R, V)X = VyViX — Vi Vy X — Vi X = 0,

e consequentemente,
h h h
— Vv VyX = = Vy Vv X+ V) X.

v
Além disso, como [Y, V], X € D e D é totalmente geodésico, temos

h

Y

v,V]

logo

h h h
— Vv Vy X Vivy] X— Vy Vy X

=
||i§ I

h
V[Y,V]h X + OVVXY

h h
Vi X=V
v

VyV

=
Il

h +OVVXY
Y

\4

h h
—Cx (Vv Y)+Cx(Vy V) +Cy,xY
= (xCy +Cyx (VVY> + vaxy.

Substituindo (1.27)) em (1.24)), concluimos que

(VVCX)Y = C\/Cy + CVVXY-
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Capitulo 2

Imersoes com a mesma aplicacao de

Gauss

Neste capitulo, trataremos de pares de imersoes que possuem a mesma aplicacao
de Gauss. Veremos que tal condicao é equivalente a existéncia de um tensor de Codazzi
que comuta com a segunda forma fundamental. Além disso, analisaremos como a conexao
correspondente a métrica induzida por cada imersao e a segunda forma fundamental de
cada imersao estao relacionadas neste caso. Observamos que, nesse capitulo, ainda nao su-
pomos qualquer relacao entre as métricas induzidas na variedade pelas imersoes, diferente

do que serd feito no Capitulo 3, onde essas métricas serao consideradas conformes.

2.1 A aplicacao de Gauss e tensores de Codazzi

Seja f : M™ — RY uma imersao. Cada espaco tangente de M™ é transformado
por f em um subespago n-dimensional de RY, ou seja, se p € M" entdao f.(T,M) é
um subespaco vetorial de RY com dimensdao n. A correspondéncia que a cada ponto
p € M"™ associa o n-plano f,(7,M) ¢é conhecida como aplica¢io de Gauss da imersao
f. Observe que esta aplicacao generaliza a aplicagao normal de Gauss cldssica conhecida
para superficies orientdveis em R3. De fato, em R? a aplicacao normal de Gauss associa
a cada ponto um vetor unitario normal a superficie (orientavel) naquele ponto e, como
sabemos, neste ambiente um plano fica completamente determinado quando conhecemos
o seu vetor normal. Dessa forma, em R3, o plano f.(7,M) pode ser substituido pelo seu
vetor normal.

Recordamos que o conjunto de todos os n-planos do RY é uma variedade dife-
rencidvel, conhecida como variedade Grassmaniana que denotaremos por Gy, (o leitor
pode encontrar mais detalhes em [Caml10], [Lee00], [Tu08] e no volume IT de [KNG3]).

Assim a aplicacdo de Gauss de uma imersao f : M™ — RN é a aplicagao F' : M™ — Gy,
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tal que F'(p) = fo(T,M). As imersdes f,g: M" — R tem a mesma aplicagio de Gauss
se os planos f.(T,M) e g.(T,M) coincidem, para cada p € M™.

Consideremos agora f, g : M™ — RY imersoes com a mesma aplicacao de Gauss e
p € M". Entao, dado v € T,M, existe w € T,M tal que g,v = f.w. Seja ¢, : T,M — T,M
a aplicacao que a cada v € T,M associa w € T,M tal que g,v = f.w. Tal aplicagao ¢

claramente linear e, dessa forma, podemos definir o tensor ¢ : TM — T'M tal que

s = feo0 @ (2.1)

Como f e g sao imersoes, conclui-se que o tensor ¢ é invertivel. Veremos que
esse tensor satisfaz duas propriedades interessantes e relaciona as conexoes de f e g
determinadas pelas respectivas métricas induzidas, bem como as respectivas segundas
formas fundamentais.

Dizemos que ¢ é um tensor de Codazzi se satisfaz
(Vx9)Y = (Vyg)X, VX,Y € TM. (2.2)

Dizemos ainda que o tensor ¢ comuta com a sequnda forma fundamental de uma imersao

f se
ar(¢X,Y) = ap(X,9Y), VXY € TM. (2.3)

Dada uma imersao isométrica, a seguinte proposi¢ao nos afirma que, a existéncia
de outra imersao com a mesma aplicacao de Gauss equivale a existéncia de um tensor de

Codazzi que comuta com a segunda forma fundamental de f.

Proposicao 2.1.1. Sejam M™ uma variedade diferencidvel e f : M™ — RY uma imersao
isométrica. Se g : M™ — RN ¢ uma imersao com a mesma aplicacio de Gauss de f,
entdo o tensor ¢ : TM — TM, definido por g, = f. o ¢, € de Codazzi e comuta com a
sequnda forma fundamental de f. Reciprocamente, se M"™ € uma variedade diferencidvel
simplesmente conexa e ¢ : T'M — T'M é um tensor de Codazzi que comuta com a seqgunda
forma fundamental de f, entdo existe uma imersao g : M™ — RN (inica a menos de

translagao) tal que g. = f. o ¢.

Prova: Sejam f,g: M"™ — RY imersoes com a mesma aplicacao de Gauss. A 1-forma

w=g, = f.opem RY satisfaz
(X, Y) = X(@(Y)) = Y (@(X)) = w([X, Y]) = X(£.6(Y)) = Y(£.6(X)) — £.6(X, Y]).
Denotando por V a conexdo Riemanniana do RY, temos

dw(X,Y) = Vx(f.0(Y)) = Vy(f.0(X)) — fuo([X, Y]).
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Dai, usando a férmula de Gauss (|1.2)), obtemos

dw(X,Y) = (f(VxoY) + (X, ¢Y)) = (fo(VyoX) + oy (Y, 0X)) — f.o([X, Y])
= [VxoY = VyoX — o([X,Y]) + as(X, ¢Y) — ap (Y, pX). (2.4)

Como a 1-forma w é exata, temos que w ¢é fechada, isto é, dw = 0. Portanto, as compo-
nentes normal e tangente de dw(X,Y’) se anulam, ou seja, as(X,¢Y) — ap(Y,¢X) =0
e fo(VxoY — VyopX — ¢([X,Y])) = 0. A primeira equagao é equivalente a dizer que a
segunda forma fundamental de f comuta com ¢ e, como f é imersao, a segunda equagao
implica em Vx¢Y — Vyo X — ¢([X,Y]) = 0, ou equivalentemente

VxoY —VyopX —¢VxY —¢pVy X = (Vx9)Y — (Vy¢)X =0,

que equivale a dizer que ¢ é um tensor de Codazzi.

Reciprocamente, se existe um tensor de Codazzi ¢ : TM — T'M que comuta com
a segunda forma fundamental de f, podemos definir w como antes e obtermos a mesma
expressao para dw encontrada em . Observe que, sendo ¢ um tensor de Codazzi, a
primeira parcela dessa expressao se anula. Como ¢ comuta com a segunda forma de f,
a segunda parcela também ¢é nula, logo w é fechada. Como M ¢é simplesmente conexa, w
é exata e, portanto, existe g : M"™ — R” tal que g, = f. o ¢. Logo f e ¢g tem a mesma
aplicacao de Gauss. Como f é imersao, g também é. O

Apresentamos agora a maneira como as duas conexoes de M", correspondentes
as métricas induzidas por imersoes com a mesma aplicacao de Gauss, se relacionam, bem

como a relacao que existe entre as segundas formas fundamentais das imersoes.

Proposicao 2.1.2. Sejam f,g : M™ — RY duas imersoes com a mesma aplicagcdo de

Gauss. Entao
(i) VxoY = ¢VxY
(it) ag(X,Y) = ap(¢X,Y)

Prova: Como f e g tem a mesma aplicacao de Gauss entao Vxg.,Y = Vxf.0Y. Pela

formula de Gauss|1.2] aplicada as imersoes f e g, temos

VxfidY = f(VxoY) + as(X, ¢Y)

Vxg.Y = g*(VXY) + Oég(X, Y)
Desse modo,
(VoY) +ar(X,0Y) = g.(VxY) + 0y(X,)Y) = fuo(VxY) + 0y (X, Y),

e obtemos o resultado desejado comparando as componentes tangente e normal nesta

equacao. L]



Capitulo 3

Imersoes conformes com a mesma

aplicacao de Gauss

Neste capitulo, iniciamos o estudo de imersoes conformes com a mesma aplicacao
de Gauss. Apresentamos um resultado devido a Vergasta ([Ver92]), que fornece uma
condicao necessaria e suficiente para que duas imersoes sejam conformes com a mesma
aplicacao de Gauss. Apos estabelecermos a versao complexa desse resultado, apresen-
tamos uma decomposicao global do fibrado tangente complexificado. Em funcao dessa
decomposi¢ao obtemos algumas simplificagoes para as equagoes de Codazzi e Gauss e

alguns casos particulares do Lema de Vergasta.

3.1 O Par (T, )

Duas métricas (, )1 e (, )2, definidas em uma variedade M, sao conformes se

existe uma funcao diferenciavel ¢ : M™ — R tal que

<’ >2 = 62§D<’ >1'

Dizemos que duas imersoes sao conformes se as métricas induzidas por elas sao conformes,
isto é, f,g : M™ — RY sao imersdes conformes se existe uma funcio diferencidvel ¢ :
M"™ — R tal que métricas (, ) e (, )g, induzidas em M"™ por f e g respectivamente,

satisfazem
(,)g=€"{,)s. (3.1)

Quando as imersoes possuem a mesma aplicacao de Gauss, os planos tangentes
determinados por elas coincidem, isto ¢é, f.(T,M) = g.(T,M), Vp € M. Dessa forma é
possivel comparar os vetores desses planos. Mais precisamente, sejam p € M e f.(T,M) =
g«(T,M). Dado wv € T,M podemos extrair da relagao (3.1) que
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lg=vll = [[vllge) = e llvll sy = €[l fevll,
ou equivalentemente,
le™?guv]| = || fuvll.

Logo a transformacao T, : T,M — T,M que a cada v associa f;'e %g,v é uma trans-

formacao ortogonal. Isto define um tensor ortogonal T': TM — T'M, tal que
T(v) = [, e ?gu,

ou seja,
g =€¥f,oT. (3.2)

Comparando a tltima equacao com ([2.1)) concluimos que ¢ = e*T.

T,M /\ Fu(T,M)

9+ (T, M)

De agora em diante, se f,g : MY — RY sdao imersoes conformes com a mesma
aplicagdo de Gauss, nos referiremos ao tensor 7' e a aplicacdo ¢ dados em (3.1) e (3.2
como o par (T, ¢). Observe que nessas condi¢oes T deve satisfazer (2.2)) e , ou seja,

(VxT)Y = (VyT)X, VX,Y € TM. (3.3)

a;(TX,Y) =a,(X,TY), VX,Y € TM. (3.4)

3.2 O Lema de Kulkarni

Sejam M uma variedade diferencidvel e (, ); e (, )o duas métricas para M. O
seguinte resultado de Kulkarni [Kul70] responde a seguinte questao: “como se relacionam
as conexdes Riemanniana das variedades (M, (, )1) e (M, (, )2) se as métricas (, )1 e (, )2

sao conformes, isto ¢, se existe uma fungao positiva h € C*(M) tal que (, Yo =h-(, )17”

Lema 3.2.1 (Kulkarni[Kul70]). Sejam M wuma variedade diferencidvel, h: M — R e

()1, (, Yo duas métricas para M tais que (, ) = h-{, )1, com h = e€**. Entio as
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conexdes V e NV das variedades Riemannianas (M, (| )1) e (M, {, )3), respectivamente

satisfazem
Vi =VxY + X(p)Y +Y ()X — (X,Y), V. (3.5)
Prova: Seja )
VY = ViV + ﬁ{X(h)y LY (R)X — (X, Y)1Vh}. (3.6)

Como a conexao Riemanniana é tnica, tudo que precisamos fazer é mostrar que a ex-
pressao no lado direito de define uma conexao simétrica e compativel com a métrica.
Usaremos a mesma notacao para a conexao de (M, (, )2) e a conexao definida pela ex-
pressao . Observe que a segunda parcela de nao se altera se trocarmos a ordem
de X e Y. Portanto, a simetria de V decorre da simetria da conexio V. Queremos mostrar
que

XY, Z)y = (VxY, Z)g + (Y, VxZ)y, VX, Y € TM. (3.7)
Ora, XY, Z)o = X(WY, Z)1) = X(h){(Y, Z)1+h(VxY, Z)1 +h{(Y,VxZ);. Enquanto isso,
do lado direito de temos

(VY. Z)y = WY+ %{X(h)Y FYWX — (X)) 7).

— WYY, Z) + <%{X(h)Y FY(R)X — (X, Y>1Vh}, 7

— WVxY,Z) + %{X(h)(Y, 21+ Y (WX, 2 — (X, Y)1(Vh, Z>1}

V.9x2)s = WY, VxZ+ o { X024 200X - (X, 20,9},

= WY, VxZ), + <Y, 1{X(h)z +Z(WX — (X, Z>1Vh}>

2 1

= WY, VxZ)i + %{X(h)(Y, Zh1+ ZUY, X)1 = (X, Z)1(Y, Vhis |

Ao somar as expressoes acima, usando a definicao de gradiente, obtemos
(ﬁxY, Z)o+(Y, €XZ>2 =h(VxY, Z)1+h(Y,VxZ)1+ X (h){Y,Z)1 = XY, Z)y = X(h(Y, Z)1),

ou seja, a expressao em (3.6 define uma conexao compativel com a métrica (, )s.
Como a funcao h é uma funcao positiva, podemos escrever h = 2%, para alguma

funcao ¢ : M — R. Note que, neste caso,

ViY = VY4 L{X(e%)y FY (€)X — (X, Y>1V(62¢)}

2e2¢

1
— ViV o+ 27@{28%)((@1/ 4262V (0) X — (X, Y)1262“"Vg0}
e

= VxY+X(p)Y +Y(p)X — (X,Y), V.
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3.3 O Lema de Vergasta - versao real

Voltemos para o nosso problema de determinar os pares de imersoes conformes
com a mesma aplicagdo de Gauss. Como discutimos acima, se as métricas (, )r e (, )4
induzidas pelas imersoes f e g, respectivamente, sao conformes e estas imersoes tem a
mesma aplicagdo de Gauss existe um par (7, ¢) como na Segao . O proximo resultado

devido a Vergasta [Ver92] nos diz as condigdes que esse par deve satisfazer.

Lema 3.3.1 (de Vergasta[Ver92]). Sejam f,g : M™ — RY imersoes conformes com a

mesma aplicagio de Gauss. Entao o par (T, ), satisfaz
(VxT)Y =Y, Vp)TX — (X, Y)TVep. (3.8)

Reciprocamente, dados uma imersao f : M™ — RN de uma variedade Riemanniana
simplesmente conexa e um par (T,y) satisfazendo e (@, existe wma 1mersao

g: M"™ — RN tal que f e g sdo conformes com a mesma aplicacio de Gauss.

Prova: Sejam V e V as conexdes de (M, ( ) e (M, (, ),) respectivamente. Como as

imersoes sao conformes, pelo Lema temos (3.5). Por outro lado, pela Proposigao

2.1.2 N N
TVXY == €7¢¢ny == €7iva(bY == 67(PVX€<PTY.

Assim,
TVxY = e ?(X(eX)TY 4+ e?VxTY) = X(p)TY + VxTY.

Aplicando T em (3.5)) e subtraindo da ultima equacao, obtemos
0=TVxY +Y(p)TX —(X,Y)I'Vp —VxTY,
ou equivalentemente,
VxTY —TVxY +Y()TX — (X, Y)TVep.
Para provar a reciproca, definimos ¢ = e¥T. Assim
ap(@X,Y) = ap(e?TX,Y) = efap(TX,Y) =e?ar( X, TY) = o (X, ¢Y).
Além disso,

(Vxo)Y

VxpY — VY
Vx(efTY) — e¥TVxY

X (e?)TY + e?VxTY — TV xY
e?(X(Q)TY + VxTY —TVxY)
e?(X(Q)TY + Y (9)TX — (X,Y)TV)

= e?(Y(o)TX + X(p)TY — (Y, X)TVy)

= ?(Y(p)TX +VyTX —TVyX) = (Vyd) X
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Logo ¢ é um tensor de Codazzi que comuta com a segunda forma fundamental de f. Dessa
forma, pela Proposicao [2.1.1] existe uma imersao g, inica a menos de translacao tal que

g« = fr o ¢. Logo f e g sao conformes e tem a mesma aplicagao de Gauss. 0

3.4 O Lema de Vergasta - versao complexificada

Dados um espago vetorial V' sobre R e um operador S : V' — V nem sempre
existem autovalores para S. Isto ocorre porque R nao é algebricamente fechado. Por isso,
muitas vezes considera-se a extensao de S a V¢ ja explicada no Capitulo 1. Seguindo
esse mesmo raciocinio, queremos estudar os autovalores do tensor 1" : T'"M — T'M para
analisar o problema em questao (determinar os pares de imersoes conformes com a mesma
aplicagao de Gauss) e, para isso, precisaremos estendé-lo ao fibrado tangente complexifi-
cado. Como, pela Proposicao [3.3.1, T estd relacionado com a métrica e com a segunda
forma fundamental, precisaremos estender esses dois objetos também.

Denotaremos a complexificacao de T'M por T'M ® C e recordamos que, como
comentado no Capitulo 1, a métrica e a segunda forma complexificadas sao bilineares e
simétricas, isto é,

(,):TM®RCxTM®C—C

af : TM@CxTM®C — TM*+®C

sao bilineares e simétricas, exatamente como no caso real. Observe ainda que, consequen-

temente, as conexoes Riemannianas determinadas por f e g também sao complexificadas,
V:X(M)xTM®C—TM®C.

Observacgao 3.4.1. Apéds as complexificagoes descritas acima, o par (7', ¢) construido na
secao também pode ser complefixicado. Basta trocar o tensor T : TM — TM pela
sua extensao complexa T : TM ® C — T'M ® C. Daqui por diante, ao nos referirmos ao
par (T, ) estaremos assumindo que o tensor 1" é a complexificagdo do tensor que aparece

na segao [3.1]

A proposicao anterior assume a seguinte versao complexificada, cuja prova é a

mesma da versao real.

Lema 3.4.2 (de Vergasta, Complexificado). Sejam f,g: M™ — RY imersoes conformes
com a mesma aplicagao de Gauss. Entao o par (T, ), satisfaz
(Vo) V =(V,Vp)TU — (U, VYTV . (3.9)

Reciprocamente, dados uma imersio f : M" — RY de uma variedade Riemanniana
simplesmente conexa e um par (T, @) satisfazendo eap(TU,V) =a;(UTV), existe

uma imersao g : M™ — RY tal que f e g sao conformes com a mesma aplicagcdo de Gauss.
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Como agora T' é um tensor complexo, existem n autovalores complexos para T
e, como este ¢ um tensor ortogonal, seus autovalores tem modulo igual a um. Note
que pontualmente, TM @ C=L, & L_&® L., em que L, = N(T— 1), L_ = N(T + 1),
L.=YF | B, G Ey, = S UN(T = NI)@ N(T = M\I). Observe que \; : M™ — C associa
a cada p € M ao autovalor \;(p) de T),.

A seguinte proposicao nos diz que esta é uma decomposi¢ao ortogonal que é

“preservada” pela segunda forma fundamental da imersao f.

Proposicao 3.4.3. Sejam f : M™ — RY uma imersio e T : TM — TM um tensor

ortogonal que comuta com a sequnda forma fundamental de f. Entao
(i) (Ex,E,) =0, exceto se p = \. Em particular (Z,Z) =0,VZ € L,;
(i1) af(Ey, E,) =0, exceto se = .

Prova: Sejam X € E) e Y € E,. Queremos mostrar que (X,Y) = 0. Como T ¢

ortogonal, T" preserva produto interno, logo
(X,Y)=(TX,TY) = (A\X,uY) = \u(X,Y) =0,

1 _
ou seja, (1 — Ap)(X,Y) = 0. Como p # 1= A, temos entao (X,Y) = 0, o que conclui a
demonstragao de ().
Para o item (i7), usaremos que 7' comuta com a segunda forma fundamental de

f7
Aaf(X,Y) = ay(TX,Y) = ay(X,TY) = pas(X, ),

logo (A — p)ap(X,Y) = 0. Portanto se, A # 1, temos af(X,Y) = 0.
O
Assumiremos que
TM®@C=L,e®L_&L,, (3.10)

é uma decomposicao global, isto é, cada parcela da decomposicao acima é um subfibrado
de TM ®C. Quando for conveniente denotaremos o bloco complexo Ky, ® Ej5, por By,. Ob-
servamos ainda que escreveremos a decomposigao (3.10) ainda que algum dos subfibrados

seja trivial, isto é, L = {0}.

Observacao 3.4.4. O par (T, ¢) satisfaz se, e somente se, o par (=T, ) também
satisfaz essa equagao. Isso nos permite trocar o par (T, @) por (=T, ), promovendo
wma troca entre os fibrados L, e L_. Mais precisamente, sejam (T, @) e (T, @) tais que
T=-T. SeTM = L.eL &L.eTM = L~+ ®L_® L, sio as decomposicoes induzidas
por (T, ) e (T,¢), respectivamente, entio L, = L_ e L_ = L. De maneira que tudo

que afirmarmos ou provarmos sobre L valerd automaticamente para L_.
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A seguir, fornecemos dois casos particulares do Lema de Vergasta obtidos com
auxilio de (3.10]). Essas equagoes serao utilizadas posteriormente para provar propriedades
dos subfibrados L, L_ e L..

Lema 3.4.5. As sequintes equacgoes sao validas

(T —u)VW = Z(WW — AW (p)Z + (Z,W)TVp, VZ € E\, YW € E,; (3.11)
(T —-AV3Z = Z(NZ-NZ(9)Z +{Z,Z)TV ¢, VZ € E,; (3.12)
(T —XN)VzZ = Z(NZ—MNZ(p)Z,NZ € Ej; (3.13)
(T —A)VxZ = X(\Z-Z(p)X,V¥X € Ly, VZ € E, (3.14)

Prova: Todas as equagoes acima decorrem de substituicao direta de campos dos res-
pectivos subfibrados em . Além da definicao de cada um dos subfibrados, utiliza-se
o item (2) da Proposi¢ao [3.4.3] O

Também serao importantes alguns casos particulares das equacoes de Gauss e
Codazzi, no contexto de uma imersdo f : M™ — RY cuja segunda forma fundamental
satisfaz af(E, F') = 0, se E # F. Mais precisamente, estaremos interessados em imersoes
tais que, dados X € EeY € F tem-se af(X,Y) = 0.

Lema 3.4.6. Seja f : M™ — RN uma imersdo isométrica cuja sequnda forma fundamen-
tal satisfaz af(E, F) = 0, se E # F. Entao, dados X,Y € E e Z € F, as equagoes de

Gauss e Codazzi assumem, respectivamente as formas

RIX,Y)Z = 0 (3.15)
Oéf(VyX,Z)—l-Oéf(Z,vYZ) = Ckf(VX}/,Z)—FOéf(Y,VXz). (316)

Prova: Sejam X,Y,Z € TM, lembrando que em RY temos R = 0, pela equacio de

Gauss ([1.3]) obtemos

(RIX.Y)Z,W) = (RIX,Y)ZW) = (ag(Y.W),a5(X, 2)) — (s (X, W), as(Y, 2))
(ROXY)VZW) = (Aa, v, W) = (Aa, ) X, W)
< Off(XZ)Y Aaf Y.Z) X, W)
RX,Y)Z = Awx2)Y — AayownX, VXY, Z € TM.

Como, dados X,Y € Ee Z € F, temos ay(X, Z) = ay(Y, Z) = 0, concluimos que
R(X,Y)Z =0,VX,Y € ENZ € F.
Para a equacao de Codazzi (|1.4]), temos

Vx(ag(Y,Z),n) = Vy{as(X, Z),n). (3.17)
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Desenvolvendo o lado direito de (3.17)), temos

X((ap (Y, 2),m) = (ap(VxY, Z),m) — (o (Y, VxZ),n) — (s (Y, Z), Vin) =

(Vxar (Y, Z2),n) + (ap(Y,Z),Vxn) — (af(VxY, Z),n) — (s (Y,VxZ),n) — (as(Y, Z), Vxn)
= (Vxap (Y, Z),m) — (as(VxY, Z),n) — (s (Y, Vx Z),n)
= (Vxas(Y,Z) = ay(VxY, Z) — a;(Y,VxZ),n).

Quanto ao lado esquerdo de (3.17)), temos

Y{ap(X, Z),n) — (s (Vy X, Z),n) — (as (X, VyZ),n) — (as(X, Z), Vyn) =

(Vyap (X, Z),n) +(ap(X, Z2), Vyn) — {ap(Vy X, Z),n) — (ap(X,VyZ),n) — {as(X, Z), Vi)
= (Vyas(X,2Z),n) — (af(VyX, Z),n) — (s (X, VyZ),n)

= (Vya,(X,Z) —ay(Vy X, Z) — ap(X,Vy Z),n).

Assim, dados X,Y, Z € T M, temos
VEas(X, )+ ag(Vy X, 2) + ag(Z,VyZ) = —Vkay(¥,2) +as(ViY, Z) + as(Y, V7).
Escolhendo agora X,Y € E e Z € F, temos af(Y, Z) = ay(X, Z) =0, logo

ar(VyX,Z) +ap(Z,VyZ) = ay(VxY,Z) + as(Y,VxZ).



Capitulo 4
O caso das superficies

No presente capitulo apresentamos a solucao do problema proposto por Pierre
Samuel para o caso das superficies, isto é, classificamos todos os pares de imersoes de

uma superficie M? em RY que sdo conformes e tem a mesma aplicaciao de Gauss.

4.1 O Teorema de Dajczer-Tojeiro para superficies

Como comentamos na Introducao, muitos matematicos estudaram o Problema
de Samuel para o caso de superficies, antes mesmo de Pierre Samuel ter enunciado o
caso geral e resolvido totalmente o caso das superficies em [Sam47]. O primeiro deles
foi Christoffel, que estudou superficies em R?, concluindo que, se duas superficies em R?
sao conformes e tem a mesma aplicagao de Gauss, entao essas superficies sao superficies
minimas ou superficies isotérmicas. Dizemos que uma superficie é isotérmica em R? se
admite uma parametrizacao isotérmica em que as curvas coordenadas sao as linhas de
curvatura. Uma importante contribuigdo de Hoffman e Osserman em [HOS82| nos diz
que, se f e g sao duas imersoes conformes de uma superficie em R cuja aplicacao de
Gauss preserva a orientagdo do 2-plano (isto é, os planos f.(T,M) e g.(T,M), além de
coincidirem, tem a mesma orientagao), entdo f e g sdo superficies minimas ou diferem
por homotetia e translagao. Outras contribuicoes interessantes para o caso das superficies
foram dadas por Vergasta em [Ver92|, no qual o autor trabalhou com deformagoes de uma
imersao f : M2 — RY que invertem a orientacao, e por Palmer em [Pal8§], que estuda as
superficies isotérmicas.

Para generalizar a definicao de superficie isotérmica para codimensao maior que
um, precisamos observar melhor o que acontece em R3. As direcoes principais sao dadas
pelos autovetores da diferencial da aplicacao normal de Gauss, ou seja, sao vetores que
diagonalizam a aplicacao de Weingarten na direcao normal. Em codimensao maior que

um, o problema de encontrar uma parametrizacao isotérmica cujos vetores coordenados
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sao levados em vetores que diagonalizam a transformacao de Weingarten perde o sentido,
pois para cada direcdo normal £ temos uma aplicagdo A¢ (em codimensao um, s6 temos
uma diregdo normal e por isso uma aplicagao de Weingarten). Entao, para resolver esse
impasse sem privilegiar nenhuma direcao, podemos procurar uma parametrizacao cujos
vetores coordenados diagonalizem simultaneamente as transformacoes de Weingarten em
todas as dire¢oes normais. Como sabemos, os operadores A¢, A, sao simultaneamente
diagonalizaveis se, e somente se, eles comutam, isto é, A; o A, = A, o A¢. Tendo em
mente a Equacao de Ricci e o fato de, em RY, R = 0, concluimos que Ag, A,
sdo simultaneamente diagonalizdveis se, e somente se, o fibrado normal é flat (ou seja,
R* = 0). Dizemos que uma superficie f : M? — RN ¢ isotérmica se tem fibrado normal
flat e admite uma parametrizacao isotérmica cujas curvas coordenadas sao as linhas de
curvatura. E interessante observar que em [Dar72], o autor encontra um sistema de
equacoes que caracteriza a existéncia de coordenadas isotérmicas cujas curvas coordenadas
sao as linhas de curvatura, em R3.

O préximo teorema foi retirado de [DT10], embora ja fosse conhecido hd muito
tempo. O que torna a demonstracao aqui apresentada interessante é o fato dela utilizar
essencialmente a decomposicao e o Lema de Vergasta, exatamente como os autores

fazem na demonstracao do teorema principal do mesmo artigo.

Teorema 4.1.1 (Dajczer-Tojeiro[DTT10]). Sejam f, g : M? — RY, duas imersoes com a
mesma aplicacido de Gauss que induzem métricas conformes em M?. Entdao ocorre uma

das sequintes alternativas:
(i) g(M™) € composicao de homotetia e transla¢ao aplicada a f(M™);
(ii) f(M™) e g(M™) sao superficies isotérmicas;
(i1i) f(M™) e g(M™) sao superficies minimas.
Prova: Faremos uma analise das possiveis decomposicoes para o fibrado complexificado.
Primeiramente, observemos que a matriz que representa o tensor 7' é de ordem 2. Dessa

forma, ou L e L_ tem posto 1 (isto é, TM ® C = L, & L_) ou um deles tem posto 2
(istoé TM@C=L, ouTM®C=L_)ouTM®C=L,.=E),® E5.

o 1°Caso: TM@C=L,®L_

Sejam X,Y € TM ortonormais que geram L, e L_, respectivamente, ou seja,
(X, X) =(\Y)=1,(X,)Y)=0,TX = X e TY = =Y. Pelo Lema de Vergasta

[3-4.2] temos
(VxT)Y = (Y, Vo) TX — (X,Y)TV
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ou seja,
VxTY —TVxY ={Y,Vp)TX — 0= (Y,Vp)X.

Dai
—VXY — TVXY == Y(QO)X

Tomando o produto interno por X temos
(=VxV, X) = (T'VxY, X) = (Y(p)X, X),
ou equivalentemente,
—(VxY, X) —(VxY, T'X) = Y (o)X, X).

Donde concluimos

Analogamente, X (¢) = 2(VyY, X). Definindo n, = VxX e n_ = VyY, obtemos o

sistema,
Y(SO) = 2<77+7Y>7
X(p) = 2(n-,X).

Como TM @ C =L, @ L_ é gerado por {X,Y}, temos

ne = VxX=(n,Y)Y,
- = VyY =, X)X,
VxY = —(n, V)X

e
VyX = —(n_ XY

Dessa forma,

(Vy X =VxY)(p) = (VyX)(p) -

Y(X(¥)) = 2
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X(Y(p) = 2((Vxns,Y) + (04, VxY))
= 2(<VX77+7Y> + <77+7 _<77+7Y>X>)
= 2(<VX77+7Y> - <77+7Y><77+7X>) = 2<VX77+7Y>'
)

(Vyn-, X) = (Vxny, Y). (4.1)

Essa é exatamente a condicao para existéncia de coordenadas isotérmicas em R3, que
pode ser encontrada em [Dar72]. Se mostrarmos agora que o fibrado normal é flat,
concluiremos que essas superficies tem que ser isotérmicas. Ora, pelo item (%i) do
Lema temos a(X,Y) = 0, logo X e Y sdo diregdes principais e o fibrado normal
da superficie é flat. Portanto, f e g sao superficies isotérmicas. Reciprocamente,
qualquer superficie isotérmica simplesmente conexa admite uma tnica deformacao
conforme preservando a aplicacao de Gauss. Esta deformacao é chamada superficie

isotérmica dual.

2°Caso TM @C=LyouTM®C=1L_
Sejam X, Y ortonormais gerando L, . Por (3.9),

VXY — TVXY = Y(QD)X,
portanto
(VxY, X) = (TVxY, X) = (Y(p)X, X),
ou equivalentemente,
(VxY, X) —(VxY.T7'X) = Y (p){X, X),
isto é,
Y(y) =0.

Analogamente X () = 0, portanto, Vi L L., ou seja, Vo = 0. Neste caso,
¢ =e¥T =kT = kI, com k € R. Logo f e g diferem por homotetia e translacao.

3° Caso: TM @ C=L.=FE, ® FEx

Seja Z € E) nao nulo. Entdo tomando o produto interno com Z € E5 em (3.13))
obtemos
ZONZ,2) + NN 2.2, 2) = (TV 12, Z) = NZ(2)(Z, Z),

isto é,

(Z(\) = AZ(O)NZ, Z) + NN 22, Z) — (N 22, T Z) =0,
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onde levando-se em conta que T~'Z = \Z e (Z, Z) # 0, temos
AZ(N) = Z(p). (4.2)
Como A tem médulo um, podemos dizer que A = €%, assim
Z(\) = Z(e") =i Z(0) = irZ(0),

e comparando com a equagao (4.2)) temos Z(p) = iZ(0). Escolhendo um sistema de
0,

coordenadas isotérmicas Z = 5= 5(% - z%), temos
0 1.0p Op
Z(p) = 9.7 5(% 7’%)7
) 9, 1,00. 00
iZ(0) = 2&9 = 5(%2 + %),
ou seja,
o0 _ 00
ou v’
op _ 09
v Ou

Logo a condigao anterior é equivalente a ¢ e 6 serem harmonicas conjugadas. Como,
pelo item (ii) da Proposigao m, temos ay(Z, Z) = 0 concluimos que f é uma
superficie minima. Como M? é simplesmente conexa, se (u,v) sdao coordenadas
isotérmicas globais, entao a familia de todas as deformacoes g da imersao f tal que
f e g sao conformes e tem a mesma aplicacao de Gauss, estd em correspondéncia
com o conjunto das fungoes holomorfas ¢ = ¢ + 6. Além disso, o elemento dessa

familia que corresponde a ) é a superficie minima
g= /e¢fzdz. (4.3)

O

Observagao 4.1.2. Se Vi = 0 no 1° caso, entao é igual a zero. Isso implica
que as curvas integrais de X e Y sao geodésicas. Como pela Proposigao temos
af(X,Y) =0, segue que f = f x y é um produto de duas curvas enquanto g =  x (—7),
a menos de homotetia e translacao. No terceiro caso, Vi = 0 implica em \ constante e,
portanto, f e g sao membros de uma familia associada de superficies minimas a menos

de homotetia.



Capitulo 5
O produto warped de imersoes

Neste capitulo apresentamos as defini¢oes de produto twist e produto warped de
variedades, comparando-as e exemplificando especialmente o produto warped. Em seguida
citamos alguns teoremas de decomposi¢ao de variedades em produtos. Os teoremas de
G. de Rham[KN63] (Volume 1) e Hiepko [Hi79] dao condigoes suficientes para que uma
variedade seja isométrica a uma variedade produto Riemanniano e a um produto warped
de variedades, respectivamente. Outro teorema de decomposicao interessante é o de J.D.
Moore que fornece condicoes suficientes para que uma imersao isométrica f : M — RY
de uma variedade produto M = My x ... X M,, possa ser descrita como produto de
imersoes. Apds o Lema de Nélker que fornece todas as maneiras de escrever RV como
produto warped de variedades, definimos o produto warped de imersoes buscando tornar
este conceito mais intuitivo com um exemplo motivador. Finalmente apresentamos uma
generalizagdo do Teorema de Moore, o Teorema de Nolker no caso do RY (visto em
[Nol96], onde também encontramos o Teorema de Hiepko aqui enunciado). O Leitor
interessado em mais detalhes sobre produto warped de imersées podera consultar [Nol96].

Para apresentagao do produto twist e warped seguimos as idéias desse artigo e de [Toj06].

5.1 Produtos twist e warped de variedades

Dadas duas variedades Riemannianas (M, (, )a) ,(N,(, )n) e fungoes dife-
renciaveis p;1 : M X N — Ry e po : M x N — R, definimos o produto twist de M e

N como a variedade Riemanniana (M x” N, (, )) com a métrica

() =rp1o(m)(, Jar+p30 (aw)(, v e p=(p1, p2).

Sendo 7y : M x N — M a projecao em M e wn : M X N — N a projecao em N. Nesse

caso, dizemos que pi, pe sao as funcoes twist. Observe que esta definicao generaliza a

40
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nocao de variedade produto, em que

<7>:<7>M+<>>N7

ou seja, a variedade produto é o produto twist quando p; = py = 1. Assim, podemos
pensar o produto twist de variedades como sendo a variedade produto M x N munida
de uma métrica obtida como uma “tor¢cao” da métrica produto usual, entendemos por
“torcao” uma deformacao por uma funcao diferenciavel, que desempenha o mesmo papel
dos pesos em uma média ponderada.

Outro caso particular do produto twist é quando p; = 1 e py = pomy em
que p : M — R, isto é, quando a tor¢ao nao é feita na primeira variedade e a torgao
feita na segunda s6 depende do ponto de M. Mais precisamente, dadas duas variedades
Riemannianas (M, (, )ar), (IV, (, )n) e uma fungao diferenciavel p : M — R, definimos o
produto warped de M e N, denotado por M x, N, como sendo a variedade Riemanniana
(M x N,{,)) em que

<>>:<7>M+/02<7>N7

e nesse caso p é chamada de fun¢ao warping.

Apresentaremos a seguir as generalizacoes das defini¢bes acima ao produto de
n variedades. Sejam My, ..., M, _; variedades Riemannianas, M = My x ... X M, e
pi M — R,. Denotando por (, ); a métrica de M; e a m; a projegdo m; : M — M,
definimos a métrica produto twist de M, por

n—1

(e =D pim)ad{, )

i=0
Sob condicoes semelhantes, com a ressalva de que a pg =1 e p; : My — Ry, se i > 0,

definimos a métrica produto warped por

n—1
< ) >W = ZP?(WO)*< ) >l
i=0
A variedade Riemanniana (M, (, )r) é chamada produto twist de My, ..., M,_1 e é de-
n—1
notada por ” H M;, em que p = (po, ..., pn_1). Nesse caso, p; sdo chamadas de fun¢oes
i=0
twist. A variedade Riemanniana (M, (, )i) é chamada produto warped de My, ..., M, 4

n—1

e ¢ denotada por My x, H M;, em que p = (p1,...,pn-1). Nesse caso, p; sdo chamadas
i=1

funcoes warping.

Como neste trabalho temos um interesse maior em produtos warped, veremos

agora alguns exemplos de métrica warped e produto warped.
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Exemplo 5.1.1 (Coordenadas cilindricas). Sejam M, o semi-plano Ry x R e M a esfera

St ¢ R2. Considere a funcao warping

U:R+XR — R+

(ryz) — r
entao a variedade My X, M; é a variedade M, x M; munida com a métrica

<(‘/17 Wl); (‘/27 W2>>((r,z),cos6',sen0) = <‘/17 ‘/2>(7‘,Z) + 7"2<W1, W2>(cose,senc9)
- <%7%>+T2<W17W2>’

Note que My x, M; é isométrica a R3\{(0,0,2) : z € R}. Para verificar isto, basta

considerar a seguinte aplicagao (coordenadas cilindricas em R?)

’QZ)ZM()XJMl — R3

((r,2z),cos6,senf) +— (rcosf, rsenb, z)

De fato, considere R? parametrizado pelas coordenadas cilindricas
X(r,0) = (x(r,0),y(r,0),z(r,0)) = (rcos@,rsenb, z),
My X, My parametrizado por
Y (r,0) = ((r,2),cos6,sen )

e tomemos uma curva «(t) = (r(t),0(t)) em R% Entao as curvas X(a(t)) = X(t) e

Y(a(t)) =Y (t) sao tais que

X'(t) = (r'(t) cos O(t) — r(t)0'(t) sen O(t), ' (t) sen O(t) + ()0 (t) cos O(t), 2'(t))

Y'(t) = ((r'(t),2'(t)), —0'(t) sen O(t), &' (t) cos O(t)).
Logo
IX'OIF = (X0, X' D)@y = {7 (O +{r0)0 ()} +{='(1)}*

{
V'O = '), Y ().
= {((r,2), (", 2) + {r}*{((—=0'sen 0,0 cos ), (—0 sen 6, ¢’ cos ))

= {0 +{r@®e' 1+ {0}

Exemplo 5.1.2 (Coordenadas esféricas). Sejam My = R, e M; a esfera S"~! C R".

),cos 0,sen 6)

Considere a fungao warping
g . R+ — R+

r o= r
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entao a variedade My X, M; é a variedade M, x M; munida com a métrica

<(‘/17W1)7(‘/éaWZ»(T,cosG,senH) - <‘/17‘/2>7‘+r2<W1aW2>(cosa,sen9)
= (Vi, Vo) + (W1, Wa).

Note que My x, M; é isométrica a R3\{(0,0,0)}. Para verificar isto, basta considerar a

seguinte aplicagao (coordenadas esféricas em R?)

w:MO XUMI — R3

(r,cosf,senf) +— (rcos@,rsend)

A verificacao deste fato é inteiramente analoga aquela do exemplo anterior.

5.2 Teoremas de decomposicao

Uma ideia muito comum em matematica é procurar decompor um objeto em
partes mais simples. Assim acontece, por exemplo, com os numeros inteiros, que podem
ser decompostos em produto de primos e com os grupos finitos, que se escrevem como
produto de grupos simples. Da mesma forma, em geometria existem dois teoremas de
decomposigao, cujas generalizacoes serao importantes para o restante da dissertagao. O
primeiro deles é o Teorema de G. de Rham que fornece condi¢oes para que uma variedade

possa ser fatorada como produto riemanniano de variedades.

Teorema 5.2.1 (de Rham[KNG3]). Seja M uma variedade Riemanniana simplesmente
conexa e completa. Assuma que TM = TM; & TM;y € uma decomposicao em subfibrados
paralelos tal que, em cada ponto p € M, os subespagos T, M, T, My sdo invariantes pelo
grupo de holonomia linear Wp. Sejam My e My as variedades integrais mdzimas de T M,

e T'M,, respectivamente. Entao M € isométrica ao produto riemanniano de My por M.

O leitor interessado em mais detalhes poderd consultar o volume I de [KN63]. O
Teorema de G. de Rham foi generalizado por S. Hiepko para o caso em que a variedade
tem uma decomposicao adequada do seu fibrado tangente. Nesse caso a variedade pode
ser “fatorada” como produto warped de variedades Riemannianas. O resultado a seguir,
enunciado em [Nol96], é uma generalizacao natural do teorema obtido por Hiepko em
[Hi79] para o produto de duas variedades. Lembramos que a folheac¢ao canonica de M =

My x ... x My, determinada por M; é, em cada ponto p = (po, . ..,px) € M, dada por

Li(p) ={po} x ... x{piz1} X My x {pis1} x ... x {px}

Teorema 5.2.2 (Hiepko[Hi79]). Sejam M wma wvariedade Riemanniana e
TM = GB;LOE@- uma decomposicao ortogonal em subfibrados vetoriais nao triviais tais

que cada E; € esférico e cada Ei- é totalmente geodésico. Entio
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(i) Para cada pontop = (po,...,px) € M, existe uma isometria 1y de um produto warped

My x, My x ... %, M sobre uma vizinhanca de p em M tal que

p1(po) = ... = pr(po) =1 (5.1)

Y(L,) € uma variedade integral de E;; (5.2)

(ii) Se M € simplesmente conexa e completa entdo, para cada ponto p € M, existe uma
isometria de um produto warped My X, My X ... X%, M sobre M satisfazendo

e (53).

O segundo teorema de decomposicao a que nos referimos na introducao desta
secao ¢ o analogo extrinseco do Teorema de de Rham. O préximo teorema devido a J.D.
Moore [Mo71], fornece uma condi¢ao para que uma imersao isométrica f : M — RY possa

ser fatorada em produto de imersoes f; : M; — N; em que N; sao subespacos euclidianos
de RV.

Teorema 5.2.3 (J.D. Moore). Seja f : M — RN wuma imersao isométrica, em que a
variedade produto M = My X ... x My, € tal que cada M; € conexa. Além disso, a sequnda

forma fundamental de f satisfaz
ap(X,Y)=0,V(X,Y)eT,L, x T,L;, comi# j.

em que Lqg, ..., L, sao as folheacoes canonicas de M determinadas por My, ..., M res-
pectivamente. Entdo existem uma isometria ¢ : Ny x ... x Ny — RN e k imersoes

fi s M; — N;, em que cada N; € um espaco euclideano, satisfazendo

f=vo(fox...xfi),
ou seja, f € um produto Riemanniano de fy, ..., fx.

Note que, para o Teorema de Moore, o ambiente em questao ja possui em si
uma estrutura natural como produto ou, seguindo a nomenclatura de [Nol96], uma repre-
sentacao produto 1) que nos permite “encaixar” cada f;. Em outras palavras, a estrutura
natural de RY como produto, permite definir facilmente o produto extrinseco de imersoes
(como faremos na préxima se¢ao) utilizando uma isometria existente entre o espago ambi-
ente e o produto cartesiano dos subespacgos N;. Dessa forma, antes de qualquer tentativa
de generalizacao desse Teorema, precisamos nos perguntar quais as representacoes de RY
em produtos twist ou warped. Nolker encontrou as representacoes em produto warped de
ambientes de curvatura seccional constante no Teorema 7 de [Nol96]. Para uso posterior

enunciamos abaixo o caso de RY.



45

Lema 5.2.4 (Nolker[Nol96]). Sejam f : M — RY uma imersdio isométrica, p um ponto de
RN, N >2 eV, C T,M subespacos vetoriais nao triviais tais que T,M = EBf:oVi, k>1,
¢ uma decomposicao ortogonal de T, M. Sejam ainda z ...z, € Vi vetores dois a dois
ortogonais. Denote por Ny, i = 1,...,k a esfera de RN determinada por (p,V;, z;), isto é,
a esfera de RN tangente a V; em p com vetor curvatura média (normal) z;. Defina

Zj _ _
NO =p—- Z HZ||2 + {p S % : <Z’L'7p> < O,VZ,L' 7é O}
21750 ¢

e, parat=1,...,k,
o; - Ng — R+
Entao a aplicacao

Y :NyXg, Ny X...x N, — RN
k

(po, - - -+ Pr) = po+ZUi(po)(pz‘—p)

i=1

€ uma 1sometria sobre o subconjunto aberto denso
<5
N =R\ (=Y i+ Ul e W),
==l =

Cada isometria ¢ determinada por (p; @ ,Vi; z1,...,2,) serd chamada de re-
presentacdo produto warped de RN e as vezes também se diz que 1 é determinada por
(p; No, N1, ..., Ni). Na verdade, segundo o Corolario 18 de [Nol96], toda representacao de
RY em produto warped ou coincide com a representacao acima ou é uma restricao dela,
de modo que o lema anterior fornece todas as representacoes produto warped de R¥Y.

E interessante observar que a existéncia de uma esfera determinada por (p, V] z) se
assemelha muito ao Axioma das r-esferas. Uma subvariedade umbilica de uma variedade
Riemanniana é uma esfera extrinseca quando tem vetor curvatura média paralelo na
conexao normal. Dizemos que uma variedade Riemanniana M", n > 3, satisfaz o azioma
das r-esferas, com r > 2 fixo se, para todo ponto p € M e todo subespago L C T,,M, existe
uma esfera extrinseca passando por p cujo espago tangente em p é L. Foi demonstrado
por Leung e Nomizu em [LNTI] que se M satisfaz o axioma das r-esferas entdo M tem
curvatura seccional constante. O leitor interessado podera encontrar mais detalhes sobre
isto na Segao 1.3 de [Dajo0]. Assim, num espago de curvatura constante, dados um ponto
p e um subespacgo V, existe uma esfera extrinseca que é tangente a V' no ponto p. O
resultado anterior admite que dados um ponto p, um subespaco V C RY e um vetor z
¢ possivel obter uma esfera extrinseca que é tangente a V' em p e cujo vetor curvatura
média € z.

Antes de apresentarmos a generalizacao do Teorema de Moore, precisaremos de-

finir o produto warped de imersoes.
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5.3 Produtos warped de imersoes

Como comentamos na secao anterior, a representacao de RY em produto é tao
natural que nos induz a definir o produto extrinseco de variedades Riemannianas ou,
mais precisamente, o produto de imersoes Riemannianas. Sejam f; : M; — N;, i =1...n,
imersoes em que cada N; é um subespago de RY satisfazendo Y ;" | dim(N;) = N, dizemos

que a imersao
f:M x...xM, — RN

(P1s -+ -5 Pn) = (filpr)s - fa(pa)

é o produto extrinseco de variedades Riemannianas ou, simplesmente, produto de imersoes
Riemannianas, denotado por f = f; X ... X f,.
Antes de definir o produto warped de imersoes vejamos um exemplo que motiva

essa definicao.
Exemplo 5.3.1 (Superficie de Rotagao). Sejam J um intervalo aberto e

c:J — Ry xR
t = (p(t),5(t))

uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. Consideremos agora as variedades
My = J, My =S', My x, M;. A imersao

f : MO Xp M1 — R3

(t,cos@,senf) +— (p(t)cosh,psend, 5(t))
parametriza globalmente a superficie obtida pela rotagao de ¢ em torno do eixo z. Note

que f pode ser obtida pela composicao das coordenadas cilindricas de R? com o produto

cartesiano de ¢ e ids1, isto é, sendo

U:R+XR — R+

(r,z) =T
e
P (Ry xR) x, St — R3
((r,2z),cos6,senf) +— (rcosf,rsenb, z)
temos

f= w(c X idgl) = w(paﬁvcoseasene)a

além disso, p =0 o c.

Seja ¥ 1 No X, Ny X ... X5, Np — RY a representagio produto warped de
RY, determinada por (p, No, Ny, ..., N;) ou o = Id : RN — RN, Sejam f; : M; — N;,

1 =10,...,k, imersoes isométricas e p; := ;0 fy : Ng — R. O produto warped extrinseco ou,
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simplesmente, produto warped de imersoes é a imersao isométrica f := 1o (fox ... x fi),

dada por

fiMyx, Myx...x, — RN

Pl .
(Do, D1, - - - » Dk) = fo(p) +Zp?(po)(fi(pi) —p).

Observe que, na definicao acima, o produto warped das imersoes f; : M; — N;
é uma imersao f : M — RY em que M é um produto warped de cada M;, dado por
M = My x, My X ... X, e p;:=0;0 fo.

Agora estamos em condigoes de enunciar uma generalizagao do Teorema de J.D.

Moore.

Teorema 5.3.2 (Nolker[Nol96]). Seja f : M — RY wma imersio isométrica de um
produto warped M = My x, My x ... X,k > 1, de variedades Riemannianas conexas

tal que a sequnda forma fundamental de f satisfaz
ap(X,Y)=0,V(X,Y)eT,L; xT,L;, comi# j,

em que Lg, ..., L, sao as folheacoes canonicas de M determinadas por My, ..., M res-
pectivamente. Seja p = (po,-..,px) € M tal que p1(po) = ... = pr(po) = 1. Entao f é um

produto warped de imersoes f;, mais precisamente:
(i) Para cadai=0,... k definimos f; - M; — R por

fl<x) = <p07 co s Pi—1, T, Pig 1,y - - 7pk)7

entdo cada f; é uma imersao isométrica e
k
F(w) = folwo) + Y pi(wo)(filw:) = f(p)), Vo € M.
i=1

(i) Se N; é a menor esfera de f;, para i =1,... k e V;, z; sdo, nessa ordem, o espago
tangente e o vetor curvatura média de N; em f(p), entdao (Vi;,V;) = 0, sei #
jezi...,z, € Vo = (@le V;)l. Portanto, (f(p), N1,...,Ng) determina uma
representagdo produto warped de RN 1. Ademais, f(My) C Ny e p; = a; 0 fy para
i=1,..., k. Consequentemente, f = o (fo X ... X fi), onde f; : M; — N;.

Como neste trabalho o fibrado de M esta sendo decomposto em no maximo trés
subfibrados (a saber L,,L_ e L.), sendo que L. sempre tem dimensao par, usaremos
as seguintes representacoes produto warped de RY. A primeira, para o produto de duas

imersoes, ¢ dada por

YR %, SV — RN (5.3)

(X)) = (21, T, T Y) = (T15 - oy Tone 1, Tty -+ - s TinYm ) -
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Para o produto de trés imersoes, usaremos

Vo 1R Xy, S™ %, §™ — RY (5.4)
(Xa}/layé) = ($‘1,...,$m_2,$m_1}/1,$m}/2),
emque N=m+my+mg e R ={(x1,...,2m) : Tpm_1, Ty > 0}.

Dessa forma, podemos utilizar as seguintes defini¢des (como feito em [DTT10]).
Dadas imersoes fi : My — R, fo: My — SV=™ definimos o produto warped das imersoes

f1, f2 como sendo a imersao f : M; x My — RY dada por

f=v10(f1 X f2) :==U(f1, f2).

Analogamente para o produto warped de 3 imersoes f;: My — R, fo: My — S™ e
f3: M3 — S™ definimos o produto warped triplo das imersoes fi, fa, f3 como sendo a
imersao f : M; x My x M3 — RY dada por

f=1v20(fi x fax fs).



Capitulo 6
Mais alguns exemplos

Neste capitulo, apresentamos exemplos de imersoes conformes com a mesma
aplicagao de Gauss em adicao as superficies obtidas no Capitulo 4. Esses exemplos apa-

recerao na classificacao obtida no teorema principal deste trabalho.

6.1 O caso trivial

Nesta secao estudamos o caso em que a variedade M, dominio de duas imersoes

conformes com a mesma aplicacao de Gauss, é um aberto de um espago euclideano.

Exemplo 6.1.1. Sejam f : U C R™ — RY uma imersao isométrica totalmente geodésica
e ¢ : U — U um difeomorfismo conforme. Entao f e g = f o ¢ sao imersoes conformes

com a mesma aplicacao de Gauss.

A proposicao seguinte nos afirma que se f e g sao imersoes conformes com a
mesma aplicacao de Gauss, com f : U C R™ — R" totalmente geodésica, entdo g é como

no exemplo acima.

Proposicao 6.1.2. Seja f : U C R™ — RY uma imersdo isométrica totalmente geodésica.
Se U ¢ simplesmente conexo entdo qualquer imersao g : U — RY tal que f e g sao con-
formes com a mesma aplicacao de Gauss tem a forma g = fo¢p, em que ¢ : U — U € um

difeomorfismo conforme.

Prova: Como f e g tem a mesma aplicacao de Gauss, existe ¢ : TU — TU tal que
gx» = f» o ¢. Considerando g, como uma 1-forma em U com valores em RY, procedemos
como na demonstragao da Proposi¢ao[2.1.1} derivamos essa 1-forma e obtemos a expressao
(2.4). Logo ¢ ser um tensor de Codazzi que comuta com a segunda forma fundamental
de f é equivalente a g, ser fechada, isto é, dg, = 0. Portanto, como U ¢ simplesmente

conexo, g, ¢ exata e g = f o ¢. U

49
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6.2 Cones Kaehlerianos reais minimos

Podemos considerar ainda uma outra classe pouco interessante de exemplos, com-
pondo uma inversao com transformagoes conformes do ambiente, como a homotetia e a
inversdo em esferas. Dado um cone em RY, podemos tomar a esfera de raio um centrada
em seu vértice. A interseccao do cone com a esfera da origem a uma subvariedade da
esfera. O cone sobre essa subvariedade da esfera, isto é, o cone cujo vértice é o centro
da esfera e cujas retas passam por essa subvariedade, coincide com o cone dado inicial-
mente. Além disso, inversoes sao transformagoes conformes do ambiente que preservam
a aplicagao de Gauss desses cones. De fato, a aplicacao de Gauss é constante ao longo
de retas e retas sao preservadas por inversao. Assim, o cone inicial e sua inversao com
respeito ao centro da esfera sao imersoes conformes com a mesma aplicacao de Gauss.
Observe, no entanto, que nesse caso a subvariedade é invariante pela deformacao, pois
cones sobre esferas sao invariantes por inversao com respeito ao centro da esfera.

Nessa secao usaremos esse exemplo mais conhecido para construir uma classe
interessante de imersoes conformes com a mesma aplicacao de Gauss. Combinaremos a
construcao precedente com deformacoes isométricas que preservam a aplicacao de Gauss
de subvariedades Kaehlerianas. Assim estaremos construindo um exemplo de imersoes
conformes que nem ¢ isométrico nem é uma deformacao conforme do ambiente.

Seja f : M™ — RY uma subvariedade Kaechleriana real. Tomando 6 € [0, g]

podemos definir a familia de 1-formas
Jy = cosOI +senbJ.

Note que, fixado #, como J é um tensor paralelo, Jy também o é pois

(VxJp)Y = Vx(JY)— JpVxY
Vx(cosOY +senfJY) —cos OV xY +sen0JVxY
= cosOVxY +senVxJY —cosOVxY —sen6JV yY
= senf(VxJ)Y =0.

Assim como a estrutura quasi-complexa J, o tensor Jy é ortogonal. De fato,

(JoX, JyY) = (cosX +senfJX, cosfY +senfJY)
= cos?0(X,Y) + cosfsen (X, JY) +senfcosO(JX,Y) + sen? 0(J X, JY)
(X,Y) + cosfsen (X, JY) —senfcos 0(JX, J?Y)
(X,Y) + cosfsenb(X, JY) —senfcos (X, JY)
- XY

Além disso, se J comuta com a segunda forma fundamental de f o mesmo ocorre
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com .Jy, pois, neste caso, temos

ap(JpX,Y) = oay(cosfX +senfJX,Y)
cos Oy (X,Y) +senfays(JX,Y)
cosfap(X,Y) +senfar(X,JY)
ap(X,cosfY +senbJY)
= ap(X, JpY).

Como vimos no Capitulo 1, se f é minima, entao f é pluriharmonica. Observe
ainda que f pluriharmonica significa que a segunda forma fundamental de f comuta com
J. Assim, se f é minima, Jp é um tensor paralelo (logo de Codazzi) que comuta com a
segunda forma fundamental de f. Pela Proposigao , existe uma imersao g : M" — RV
satisfazendo g, = fy = f.o0Jy, portanto, com a mesma aplicacao de Gauss que f. Como Jy
também é ortogonal, cada fp : M™ — RY ¢ uma deformacao isométrica de f que preserva
a aplicacao de Gauss. Ademais, pela Proposicao 2.1.2] temos

ap(X,Y) = a;(JoX,Y), VX,Y € TM,

logo fy é pluriharmonica e, portanto, minima.

Da discussao anterior, concluimos que toda subvariedade Kaehleriana real minima
simplesmente conexa define uma familia de variedades Kaehlerianas reais minimas fy, 6 €
[O, g] (exatamente como ocorre com as superficies minimas) que é chamada de familia as-
sociada { fy}. Em [DGS85], Dajczer e Gromoll resolveram a versao isométrica do problema
proposto por Pierre Samuel, isto é, eles determinaram os pares de imersoes isométricas
nao triviais que tem a mesma aplicagdo de Gauss. A solugao encontrada diz que, local-
mente, essas imersoes sao produtos de variedades Kaehlerianas reais minimas as quais,
globalmente, admitem uma familia associada. Dessa maneira, familias associadas de uma
subvariedade Kaehleriana real minima constituem uma classe de exemplos de imersoes
conformes com a mesma aplicacao de Gauss.

Um cone Kaehleriano real minimo é uma subvariedade Kaehleriana real minima
f: M™ — RY que admite uma folheacao por linhas retas concorrentes num mesmo ponto.
Ora, cones Kaehlerianos reais minimos admitem uma familia associada de variedades
Kaehlerianas reais minimas e todos os elementos dessa familia sao isométricos com a
mesma aplicacao de Gauss. Nosso objetivo é mostrar que os elementos da familia associada
a um cone Kaehleriano real minimo também sao cones. Em seguida, consideraremos esses
cones como cones sobre esferas, os quais sao invariantes por inversao com respeito ao
centro da esfera (que é o vértice desse cone). De maneira que, cada fy é um cone obtido
como deformacao isométrica de f e, apds a inversao com respeito ao vértice desse cone,
encontramos g tal que f e g sao cones Kaehlerianos reais minimos, conformes e com a

mesma aplicacao de Gauss. Dessa forma, o cone Kaehleriano real minimo inicial e o
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cone obtido com essa deformagao, que é a combinacao de deformagao isométrica com
deformacao conforme do ambiente, constituem um exemplo de imersoes conformes com a

mesma aplicacao de Gauss.

Exemplo 6.2.1 (cones Kaehlerianos reais minimos). Seja f : M™ — RY um cone Kaeh-
leriano real minimo. Seja fy qualquer elemento de sua familia associada e denotemos por
7 a inversao com respeito ao centro da esfera centrada no vértice de fy. Entao, definindo

g =2To fy, temos que f e g sao imersoes conformes com a mesma aplicagao de Gauss.

A questao agora é: como construir explicitamente um cone Kaehleriano real
minimo? Além do mais, resta ver que realmente os elementos da familia associada a
um cone Kaehleriano real minimo também sao cones. Para responder a essas questoes,
precisamos de alguns comentarios adicionais. Observamos que, se f é pluriharmonica, Ay
é J-invariante. De fato, se X € Ay, temos ay(X,Y) =0,VY € TM logo

a;(JX,Y) =ay(X,JY) =0,

o que nos leva a concluir que para qualquer X € Ay, temos JX € Ay. Isso nos permite

mostrar que Ay = Ay,. De fato, seja X € Ay temos
ch(X, Y) = Oéf(JgX, Y) = Oéf(X, JQY) = O,

logo Ay C Ay,. Usando que f, = fyo J_y concluimos que Ay, C Ay.

Também em [DG85], os autores mostraram que imersoes pluriharménicas, além
de apresentarem familia associada, tem outra caracteristica muito parecida com as su-
perficies minimas. Lembramos que uma superficie minima parametrizada em coordenadas
isotérmicas tem fungoes harmonicas como coordenadas e, que dada uma funcao harmonica
u em um conjunto simplesmente conexo, existe uma funcgao , inica a menos de constante,
chamada de harmonica conjugada tal que f(u,v) = w + i@ é uma fungdo holomorfa (ver
detalhes na Se¢ao 3.5 de [dC06], - particularmente as paginas 240 e 254). E este fato essen-
cialmente que permite a construcao da familia associada e, de certa forma, isso também
é respeitado por imersoes pluriharmonicas. Mais precisamente, seja f : M™ — RY uma
imersao pluriharmonica com familia associada nao trivial (isto é, cujos membros nao sao
todos iguais) e considere X = {F': M" — R™ : I’ é imersao, m € N}, entdo X possui um

unico representante holomorfo dado por

1 1
F:—2f@ fz: M" —CV.

V2T V2
1

V2

a familia associada de uma imersao pluriharmonica f : M"™ — RY & trivial se, e somente

Ou seja, a imersao f é parte real da imersao F' = (fepi fg) E interessante comentar que
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se, f é holomorfa (o que implica N ser par). A seguinte proposigdo nos mostra como
construir cones Kaehlerianos reais minimos e nos permite concluir que cada membro da

familia associada de um cone Kaehleriano real minimo é um cone Kaehleriano real minimo.

Proposicao 6.2.2. Seja f : M™ — RY n > 4, uma imersdo isométrica minima de
uma variedade Kaehleriana simplesmente conexa. Entao f é um cone se, e somente
se, f é parte real de uma imersdo isométrica holomorfa F : M™ — CN obtida como o

levantamento de uma imersio holomorfa f : M™ — CPN! pela projecao m : C — CPV L,

C

=

M — > CpN!
f
f=moF

Prova: A reciproca desse resultado nao traz nenhuma novidade, pois se F' é obtida como

levantamento de uma imersao de M™ em CPY ™!, entdo sua parte real é claramente um
1

V2

f ja é a parte real dessa F' que é a unica representante holomorfa do conjunto X citado

cone. Basta mostrar que F = (fei fg) é obtida como descrito no enunciando, pois

acima. Para isso, encontraremos uma folheacao de F'(M) por retas complexas de CV
que concorrem num mesmo ponto, logo m o F(M) é uma curva  em cpV ~1 ou seja,
F é o levantamento de f : M™ — CPY™! que leva a variedade M™ na curva . Vamos
primeiro mostrar que, assim como f, g = fz ¢ um cone. Como f ¢ um cone, existe um
campo R e uma funcao suave v sobre M™ tal que h = f + vy 1 f,R é constante. Assim,
devemos mostrar que | = g + v !g,R também é constante. Como h é constante, temos
que h,X =0, VX € TM; por outro lado,

h.X = dhX =dfX +d(v 'f.R)X
= X+ X(DAR+AYTHAR)X = LX + X(V)AR+ 7T X(fR)
= X+ X(D)AR+YHAVXR+ af(X, R)) (6.1)

Dessa forma, h,R = 0 implica em

R(y) =77, (6.2)
ViR =0 (6.3)

ap(R,R) =0 (6.4)
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. Para S L R, h,S =0, implica

S(v) =0, (6.5)
VsR = —’78 (66)
as(R,S) = 0. (6.7)

Dessa forma, derivando | = g + v g, R temos

LX = ¢ X+ XYV DNaR+7(9VxR+ a,(X,R))
= fIX+ X ODAIJR+y IV R+ ap(JX, R)) (6.8)

Observe que [,R = 0. De fato, trocando X por R em , vemos que as duas
primeiras parcelas de se anulam porque R( %) = —1 (por causa de ) Além disso,
por conta de , a terceira parcela é nula. Finalmente, af(JR, R) = 0, porque sendo
f+R a diregao do vértice (para cada ponto p), temos R € A.

Se S L R também temos [,S = 0. De fato, trocando X por S em , Vemos
que a primeira e a terceira parcelas de se anulam em decorréncia de . Além
disso, o segundo termo é zero por e ay(JS, R) =0, porque R € A. Logo a aplicacao
[ é constante, o que nos faz concluir que g = fz ¢ um cone.

Agora, mostraremos que L = ger{R, JR} é uma distribuigao integrével cujas
folhas sdo levadas por f e g em subespacos de RY. Considerando as equacoes e

vemos que L é totalmente geodésica. Além disso, de (6.4]) e (6.7)), temos L C A. De fato,
como af(R,R) = af(R,JR) = 0, resta apenas ver que ay(JR, JR) = —af(R,R)™="

Logo as folhas de L sao subespacos afins de R, o que conclui a prova.

0.

O

6.3 Deformacoes conformes e a métrica do plano hi-

perbdlico

Antes de apresentar os préximos exemplos, faremos um pequeno parénteses para
estudar a relacao entre deformagcoes de superficies minimas contidas no semi-espaco supe-
rior R’ que preservam a aplicagao de Gauss e a métrica induzida pela métrica do plano
hiperbdlico.

Sejam f,g : M™ — R’ imersoes isométricas que preservam a métrica do plano
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hiperbdlico, dadas por f = (a1,...,am-1,a) € g = (b1,...,bn_1,b). Entao

1
—(f. X, f.Y), pois f preserva a métrica do plano hiperbdlico;
a

<X, Y>L2 =

(9:X,9:+Y), pois g preserva a métrica do plano hiperbdlico,

SN =

logo ;
(9.X.9.Y) = Z(LX 1Y),

ou seja, dizer que f e g induzem a mesma métrica do plano hiperbélico R”? significa que
[ e g induzem métricas conformes a métrica Euclideana de R’ cujo fator conforme e¥
satisfaz

e?a =b. (6.9)

Sabemos que uma superficie ¢ minima se, e somente se, as funcoes coordenadas
numa parametrizacao isotérmica sao harmonicas. Além disso, se a superficie for simples-
mente conexa, existem as funcoes harmonicas conjugadas dessas funcoes coordenadas, as
quais parametrizam outra superficie minima. Essas duas superficies juntas dao origem
a uma familia associada de superficies minimas isométricas com a mesma aplicacao de
Gauss (ver exercicio 14 de [dCO06]).

O proéximo resultado utiliza as informacoes dos dois pardgrafos precedentes para
caracterizar pares de imersoes isométricas de uma superficie minima no espaco hiperboélico

™ que preservam a aplicacao de Gauss. Essas deformacoes sao importantes porque, além
de constituirem um exemplo, darao origem a outros exemplos de imersoes conformes com

a mesma aplicacao de Gauss.

« ~ , . s . 2 m . ~
Proposicao 6.3.1. Duas superficies minimas f,g : M* — R tem a mesma aplicagdo
de Gauss (orientada) e sao isométricas com respeito a métrica hiperbolica de R} se, e
somente se, f e g estdo relacionadas da sequinte maneira: se f € parametrizada em

coordenadas isotérmicas por f = (ay,...,am_1,a) € A =a+ia é holomorfa entao
1
g=— ﬁfzdz (6.10)

1
Além disso, a ultima coordenada da fungao g € a parte real de —.

A
Prova: Diferenciando temos

b, = e¥(a, + ayp,) = €?(a, + ialb,),
onde 1) = ¢ + 6. Por outro lado, pelas expressoes de f e g e por (4.3]) temos

b, = eva.., (6.11)
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logo
e?(a, + iab,) = e¥a,
e
9 a,(e? —1) (1 ie)wz (6.12)
p = = — € —_— .
ai a

0. . - ; : )
Como — ¢ harmonica, entdo {(e? —1)/a}; = 0. Portanto, k = (¢! —1)/a é uma
a, ‘
funcao holomorfa, k = u + iv. Logo € = 1 + au + iav e, portanto,

1=’ = (14 au)? + (av)?.

— -2 —2(u —1
Assim, a = —2u/(u® + v?). Por outro lado, — = — = ( U), ou seja, a =
k U+ 1 u? + v?

—2
Re<7> e —2/k ¢é holomorfa. Dessa forma, se A = a + ia é holomorfa, temos k = —2/A,

ou seja,

4

, —2a
0
=ak+1l=—+1= .
e ak + 1 + A

Logo as funcoes holomorfas ¢¥ e —1/A42 tem o mesmo argumento e, portanto, coincidem.
Assim, trocando e¥ por —1/A? em (4.3)) obtemos (6.10). Agora, se A = b+ ib é holomorfa
entdo juntando este fato e (6.11)) temos A, = eV A, = —A,/A? = (1/A)., ou seja, b é parte

real de 1/A, a menos de constante. 0

Observacao 6.3.2. Se f : M? — R’ é totalmente geodésica, munindo M? com a métrica
induzida pelo plano hiperbdlico sobre R”" temos que M? ou é um aberto de R? ou um
aberto do plano hiperbélico H?, ¢ € [—1,0), dependendo se f(L?) é paralelo ao bordo de
R ou nao, conforme f seja uma restricao a M? de uma imersao isométrica de R? ou HZ,
respectivamente. Consequentemente, a menos de translacao, g é dada por g = f o h onde

h é a restricio a M? de uma isometria de R? ou H?, respectivamente.

6.4 Produto warped de imersoes

Em [DT10] sdo construidos dois exemplos utilizando produto warped de duas

imersoes. Ambos utilizam a seguinte representacao produto warped para RV
1 R x,, SV — RN
(X,Y) = (T, T 1, T, - - TnYm) -
Vamos inicialmente discutir quais as condigoes para que duas imersoes, que sao

produto warped construidos com esta representacao, devem satisfazer para serem confor-

mes e terem a mesma aplicagao de Gauss. Em seguida, apresentaremos os dois exemplos
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construidos em [DTT10]: no primeiro deles a primeira imersao é uma superficie minima no
plano hiperbdlico e no segundo ela é uma curva do plano hiperbdlico.

Sejam fo, g0 : N® — RN el : L"° — SN~™ imersoes isométricas. Se M" =
N*x L"%e f,g: M" — R sao dadas por

f=v10(foxl)eg=110(goxI) (6.13)

vemos que f e g tem a mesma aplicacao de Gauss se, e somente se, fy e go também tem
a mesma aplicacao de Gauss. Além disso, se as métricas (, ) e (, )~ induzidas por f e g

sao dadas, respectivamente, por

o+ e (Yo +07( ), (6.14)

em que (, )g e (, )o sdo métricas em N* induzidas por fy e go, respectivamente, (, );
é a métrica em L"* induzida por [ e as ultimas coordenadas das funcoes fy e go sao
dadas por p = z,,, 0 fy € p = x, © go, respectivamente. Assim, existe ¢ € C°(M) tal que

(, Y =%, ) se, e somente se
(i) 1 = by o o, para alguma ¢, € C®(N);
(i) (, Jo=v2(, )

(iif) o5 - p* = p*.

Em outras palavras, as equagoes dos itens (i) e (i) implicam que, (, ) e (, )o sdo

conformes se, e somente se,
1 1

E(v >a: F(a >0;

ou seja, fy e go induzem a mesma métrica e esta é a métrica do plano hiperbdlico. Neste
caso, o fator conforme entre as métricas (, ) e (, )g é ¥ = ¥y o my com YE = p?/p?. Vamos

destacar este resultado

Proposicao 6.4.1. Sejam fo, g0 : N° — RN el : L"* — SN=™ imersdes isométricas,
M" = N*xL"%e¢ef,g: M*— RN dadas por

f=v10(foxl)eg=110(g x1). (6.15)

Entdao f e g sao conformes e tem a mesma aplicacao de Gauss se, e somente se, fo €
go tem a mesma aplicagao de Gauss e induzem a mesma métrica, a métrica do plano

hiperbolico em R™.

Vamos agora aos exemplos, destacados cada um em uma proposi¢ao. O primeiro
deles é consequéncia direta das Proposicoes el0.4.1]
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Proposicao 6.4.2. Sejam fo, go : N? — R superficies minimas e 1 : L2 — S¥=™ uma

imersao isométrica qualquer. Sejam ainda M™ = N* x L% ¢ f, g : M™ — RY dadas por

f=vio(foxl) eg=110(g0 x1).

As imersoes f e g sdo conformes com a mesma aplicacao de Gauss se, e somente se,

quando fy € parametrizada em coordenadas isotérmicas por fo = (ay,...,am_1,a) ¢ A =

1
a +ia € holomorfa tem-se gy = — / E(fo)zdz.

Observacao 6.4.3. Quando fy (e consequentemente go) é totalmente geodésica, f(M)
ou ¢ um subconjunto aberto do cilindro sobre [ ou ¢ um produto de uma reta com um
cone sobre [, dependendo de fy(N?) ser ou nao paralela ao bordo de R™. Ademais, a
menos de translagdo tem-se g(M) = f(M), pois as folhas da folheagao produto de M"
correspondentes ao primeiro fator (superficie minima) sao folhas da nulidade relativa
tanto de f quanto de g e g = f o ¢, sendo ¢ o difeomorfismo conforme de M™ dado por
o(z,y) = (h(x),y), onde h é, de acordo com a Observagao , a restricao a N2 de uma

isometria de R? ou H2, respectivamente.

O segundo exemplo é obtido quando descobrimos qual a condi¢ao que duas cur-
vas regulares do plano hiperbdlico devem satisfazer para induzirem a métrica do plano

hiperbdlico nos intervalos e terem a mesma aplicacao de Gauss.

Proposicao 6.4.4. Sejam (3,7 : I — R duas curvas requlares e | : L' — SN=m uma

imersdo isométrica qualquer. Sejam ainda M™ =1 x L™ e f,g: M™ = RY dadas por

f=v1o(foxl)eg=110(g x1I).

Entao f e g sao conformes com a mesma aplicacao de Gauss se, e somente se, existe uma

constante C' > 0 tal que

_ o [PD
v = O/ﬁfn(f)d' (6.16)

Prova: Pela Proposicao precisamos mostrar apenas que fp e go tem a mesma
aplicacao de Gauss e induzem a métrica do plano hiperbdlico. Dizer que as curvas regulares
~ e 8 tem a mesma aplicagao de Gauss significa que seus campos velocidade tem a mesma
diregao, isto é, existe A € C(I) tal que 7'(s) = A(s)5'(s), Vs € I. Por outro lado,
dizer que fy e go induzem a métrica do plano hiperbélico sobre R’} é o mesmo que dizer
que [ e 7, vistas como curvas no modelo semi-espago do plano hiperbdlico, admitem

parametrizacao comum pelo comprimento de arco, ou seja,

1" _ IV )
Bn(s) — m(s)
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Portanto, ou A(s) = vy(s)/Bm(s) ou A(s) = —v(s)/fm(s). A primeira equagdo implica na
solucao trivial v = C8 4+ v, em que C > 0 é constante e v € R™. Ja a segunda equagao
assume a forma

ls) _ Bals)

Y ($) Bin(s)
Logo Vm = C/ By, com C > 0 constante. Assim, A = —C/S2 e

[P0,
= C/ﬂmﬂd'

Observagao 6.4.5. Se m = 1 e 3,7 : I — R estao relacionadas por (6.16)), entao
v = C/p. Neste caso, f,g : M™ — RY dadas por (6.13) com M™ = I x L""! sdo cones

que diferem por uma inversao com respeito a esfera centrada no vértice comum.

U

6.5 O produto warped triplo

Na tultima secao deste capitulo apresentamos mais um exemplo de imersoes con-
formes com a mesma aplicagdo de Gauss, construido em [DT10] com auxilio do produto
warped de imersoes. Para este exemplo utilizaremos a seguinte representacao produto

warped para RV,

Py R x,  S™ x, S™ — RY
(X7Y717)/2) — (xlw'-?xm—%xm—l}/laxm%)a
emque N=m+my+mgeR"”={(xy,...,2): Tp_1,Tm >0}

Proposigao 6.5.1. Sejam fo,g0 : N*> — R™ superficies minimas, I, : L' — S™ e
ly : L3 — S™ imersoes isométricas quaisquer. Sejam ainda M™ = N? x Lj' x L§2 e
f,g: M™ = RN dadas por

f=v0(foxlixly) eg=1a0(goxlx(=1l2)). (6.17)

Entdao as imersoes f e g sao conformes e tem a mesma aplicacao de Gauss se, e somente

se, fo € go satisfazem as sequintes condicoes:

(i) Se fo € parametrizada por coordenadas isotérmicas fo = (ai,...,am_2,a,a) com
a,a > 0, entdo a fungio A = a+ia € holomorfa. Ademais, se go = (B1, - .., Bm—2, B, 5’)

com f3, B > 0, sao coordenadas isotérmicas entao A = [ + ’LB ¢ holomorfa,

(i) Se R denota a reflexdo com respeito ao hiperplano ortogonal a e, entio R o gy =

(B, B2, B, —5’) se relaciona com fo por , em particular, A= 1/A.
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Prova: Observe que f e g tem a mesma aplicacao de Gauss se, e somente se fop e Rog
tem a mesma aplicagdo de Gauss. Se as métricas (, ) e (, ) induzidas por f e g sdo,

respectivamente,

<7 >0+p%<’ >1 +p§<7 >2 e <7 >E+ﬁ2<7 >1+ﬁg<’ >2’ (618)

em que (, )g e {, )o sao métricas em N? induzidas por fy e go, respectivamente, (, );
é a métrica em L3’ induzida por [y, (, )2 é a métrica em L3? induzida por ls, e as duas
ultimas coordenadas das fungoes fj e go sao dadas por p; = x,,_10 fo e po = xmo fo, p1 =
Tpm_10 o, P2 = Tm © go, Tespectivamente. Assim, existe 1 € C°°(M) tal que (, )~ = *(,)

se, e somente se
(i) & = i 0 7, para alguma gy € C%(N);
(i) (,)o=v2(, )

(i) Y2 -p2=p2, 1 <i<2.

Portanto, se fy é parametrizada em coordenadas isotérmicas (u,v) por fo = (ai,...,an)

entao (u,v) sdo também coordenadas isotérmicas para g e

(Rogo): = €’(fo)- (6.19)

para alguma funcao holomorfa ¢y = p+16. Se chamarmos momentaneamente a = a,, _1,b =
my, B = Bm_1 €7y = Bm, entao por e pelo item (i) temos B, = eYa,, ea =
Bery, = —e¥b,, e?b = ~. Procedendo como na Proposicao concluimos das duas
primeiras equacoes que e¥ = 1/A4% e das duas 1ltimas que e¥ = —1/B?, sendo A = a + ia

e B = b+ b holomorfas. Logo, A2 = — B2, ou seja, b = a. O



Capitulo 7

Caracterizacao das imersoes
conformes com a mesma aplicacao de

Gauss

Neste capitulo concluimos a caracterizacao de todos os pares de imersoes confor-
mes com a mesma aplicagao de Gauss. Como o problema ja foi resolvido para o caso das
superficies no Capitulo 4 (Teorema e a versao isométrica ja tinha sido resolvida por
Dajczer e Gromoll em [DG85], o problema se restringe agora a determinar os pares de
imersoes f,g: M™ — RY, com n > 3 tais que f e g sdo conformes, nao isométricas, com
a mesma aplicacao de Gauss.

Para resolver esse problema necessitamos estudar a decomposicao do fi-
brado tangente complexificado em auto-fibrados do tensor 7. Por isso, na Secao [7.1],
veremos algumas propriedades desses subfibrados, pensando em utilizar os Teoremas de
Hiepko e Nolker, trabalhados no Capitulo 5, para determinar uma estrutura de produto
warped para a variedade M e para a imersao f.

De posse das propriedades dos subfibrados, enunciaremos e provaremos o resul-
tado principal deste trabalho (Teorema que também é o resultado principal de
[DTT10]. Segundo esse resultado, duas imersoes de uma variedade n-dimensional (n > 3)
em RY tem a mesma aplicacao de Gauss se, e somente se, sao como os exemplos apresen-
tados no Capitulo 6. No final desse capitulo, o leitor podera consultar um diagrama que

esquematiza a prova do Teorema Principal.

7.1 Propriedades dos subfibrados de T'M ® C

Antes de passarmos as propriedades dos subfibrados, apresentamos a seguir um

resultado 1util. Ele fornece uma condicao para garantir que um subfibrado umbilico é
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esférico.

Proposicao 7.1.1. Seja E um subfibrado umbilico de TM tal que rank(E) > 2. Se
R(X,Y)Z € B, ¥X,Y,Z € E, (7.1)

entio E € esférico. Ademais, se f : M" — RN ¢é uma imersdo isométrica tal que
as(E,E*) =0, entdo vale .

Prova: Como rank(E) > 2, podemos tomar X,Y € E ortonormais e, como o subfibrado

E é umbilico, temos
_ _ i
(VXX>EL - (VYY>EL —ne EL
Queremos mostrar que (Vyn, Z) =0, VY € E, VZ € E+. Se Z € E+, temos
<VY777 Z> = Y<7]a Z> - <777VYZ> = Y<VXX> Z> - <77v VYZ>
= <VYVXX, Z> + <VxX, VyZ) — <T],VyZ>. (72)
Como, por hipétese, R(X, Y)W € E,VX,Y,W € E,VZ € E*+, temos (R(Y, X)X, Z) = 0.

Logo, como

R(Y, X)X =VyVxX - VxVyX — Vyx X,

temos

<Vyva, Z> = <VvaX, Z> + <V[Y,X}X, Z> (73)

Como F é umbilico e X L Y temos
(Vvx) = xvm=o,

ou seja, Vy X € F. Usando mais uma vez a umbilicidade de E, obtemos (VxVy X, Z) =
(X,VyX)(n,Z) = 0, pois | X]|| = 1. Além disso, como E é involutivo (lembre que F é
umbilico e veja a Proposigao [1.5.2), dados X,Y € FE, temos [Y, X| € E. Entao
(Vyx X, 2) = (Y, X], X)(n,2) = (Vy X, X)(n. Z) — (VxY, X)(n, Z)
= (VxX,Y)(n,2). (7.4)
Logo
(VyVxX,Z) =(VxX,Y)(n,Z). (7.5)

Por outro lado,

(VxX,VyZ) = (VxX, (VYZ)EJ +(Vx X, (VYZ>E>
= (0, (Vv2) ) +(VxX, (VvZ) ). (7.6)
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Observe que (VYZ)E = (VyZ,Y)Y. De fato, seja
{Wie E: (W;,W;) = (Wi, Y) =0,i # j}
tal que {Y} U{W; € E} gera E. Entao

(VYZ)E =aY + Z b;Wi,

coma = ((VyZ),,Y)=(VyZY)eb = ((VyZ),W:) = (VyZ,W;). Como Z € E*,
temos (Z, W;) = 0 e, consequentemente, b, = (Vy Z, W,;) = —(Z, VyW;). Usando a umbi-
licidade de F, temos b; = —(Z,VyW;) = — (Y, W;)(n, Z) = 0. Dessa forma, substituindo

(VYZ)E em 1) tem-se
<VxX7 VYZ> = <T],VyZ> + <VYZ, Y) <VXX, Y> = <77, VyZ> — <Z, VyY><VXX, Y)
= ,VyZ) = {Z,n(VxX,Y). (7.7)
Substituindo (7.5)) e (7.7) em ((7.2)) concluimos que E é esférico.

Se a;(E, E+) = 0, aplicando a equaciao de Gauss (3.15) a X,Y € Ee U € E*,
temos R(X,Y)U = 0. Dessa forma dados X,Y,W € E e U € E*+ temos

0= (R(X,Y)U,W) = —(R(X,Y)W,U)

e, como U é qualquer, concluimos que R(X, Y)W € E, VX, Y, W € E. O
O proximo resultado, relaciona subfibrados totalmente geodésicos de T'M e inva-

riantes por 1" com o gradiente do fator conforme.

Lema 7.1.2. Se L é um subfibrado vetorial de T'M que é totalmente geodésico e invariante
por T, entao Vo € L. Em particular, se a distribuicao de nulidade relativa é nao trivial,

tem-se Vo € A.
Prova: Pelo Lema de Vergasta (3.9)), aplicado a X € L, temos

VXTX — TVXX = <X, VQO>TX — TVQO
TVe = —VxTX+TVxX + X(p)TX
Vo = —T'ViTX +VyX(p)X, (7.8)

pois T' é ortogonal. Observe agora que X,TX € L, pois L é invariante por T. Como
L ¢ totalmente geodésico, temos VxX,VxTX € L. Finalmente, como VxTX € L e
L é invariante por T, concluimos que T'VxTX € L, pois nesse caso VxT'X também &
invariante por 7% = T~!. Dessa forma Vi € L. Como A é totalmente geodésica, resta ver
que esta ¢ invariante por 7. De fato, se X € A, temos af(X,Y) =0,VY € TM, como T'

comuta com a segunda forma, temos

a;(TX,Y)=ap(X,TY) =0,
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o que nos leva a concluir que para qualquer X € A, temos T X € A. O
Veremos agora algumas propriedades dos subfibrados L, L_, L. e dos seus res-
pectivos complementos ortogonais. Lembramos que nao estamos interessados em casos

triviais, e por isso supomos sempre que Vi # 0.

Lema 7.1.3. Os subfibrados Ly e L_ da decomposi¢ao satisfazem as sequintes

propriedades:

(i) Ly e L_ sao umbilicos com curvaturas normais médias 1, € Li en_ € L*, respec-

tivamente, satisfazendo

(T —ny = T(VSD)Li (7.9)

(T+Dn-=T(Ve)ps; (7.10)

(ii) Se rank(Ly) > 2 (respectivamente rank(L_) > 2) entdo L, (respectivamente L_)
¢ esférico e Vo € L}r (respectivamente Vi € L1);

(111) Ly (respectivamente L_) é totalmente geodésico se, e somente se, Vo € L, (res-

pectivamente Vo € L_);

Prova: Tendo em vista a Observagao [3.4.4] faremos a prova de cada item apenas para o
fibrado L. Observamos ainda que a equagao ([7.10) pode ser obtida usando um procedi-

mento andlogo ao que serd feito no item (7).
(i) Seja Y € L, um campo unitario. Pelo Lema de Vergasta (3.9)), temos
ViY —TVxY = Y(o)TX — (X,Y)TVo,
ou seja,

(T—D)VyY = (X,Y)TVy—Y(g)TX. (7.11)

Note que (T'— I)VxY € L, logo o lado direito de também estd nesse
subfibrado. Observe que se rank(Ly) = 1, claramente L, é umbilico e, tomando
X=Yem , concluimos que X (¢) = 0, ou equivalentemente, Vi € L. Dessa
forma, lembrando que VxX = ny (pois X € L, é unitario), a equagao segue
facilmente. Se rank(L,) > 2, tomando X € L, ortogonal a Y, obtemos de
que Y (p) = 0, ou equivalentemente, Vi € Li. Dessa forma (T'— I)VyY = 0, ou
equivalentemente,
(VYX)Li =0=(X,Y)n,.

Logo L é umbilico.
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(ii) Como vimos no item anterior, neste caso, (VyX)LL = 0. Dessa forma ny = 0 e,
+

portanto, L é esférico.

(iii) Como, L, é invariante por 7', segue do Lema que se L, é totalmente geodésico
entdao Vy € L. Para reciproca, observe que se Vo € L., entdo a partir de ((7.9)

concluimos que ny € L, N Li. Logo ny = 0. Observe que, nesse caso,
(VXY) L= (XY =0, VXY €,
pois L, é umbilico. Logo VxY € E, VXY € E ou seja, L, é totalmente geodésico.
O

Lema 7.1.4. Seja L um dos subfibrados L, L}r, L., L. Entdo, L € totalmente geodésico

se, e somente se, Vi € L.

Prova: A primeira parte ja foi provada no Lema pois estes fibrados sao invariantes
por T. Para provarmos a reciproca precisamos analisar caso a caso. Como a Proposicao
anterior ja mostrou o caso L = L, e L = L_, tendo em mente a Observagao [3.4.4]

restam-nos os seguintes casos:

(i) L = L}. Queremos mostrar que dados Wy, W, € Lt = L ®L_, temos Vyy, Wy € LE.
Nesse caso Wy = X1+ Y e Wo = Xo+Y5 com X, Xy € L, e Y, Y5 € L, portanto

VW1W2 - VXIXQ + VX1}/2 + VleQ + Vyl}/é (712)
Observe que se Vo € Lt = L, & L_, das equagoes (7.9) e (7.10)), temos que

(T =D ). + (T =D ). =T(Ve)r_

(T+ D)o, +(T+ D). =T(Ve)r,,

pois ny € Lt e n_ € L*. Logo (77+)L =0 = (n_)L. Dessa forma, Vx, Xy €
L, VX1, Xo€ Ly eVy Y, e L_, VY, Y, € L_. Além disso, o Lema de Vergasta
implica em VyX,VxY € LI VX € L,,Y € L_. Portanto, Ll é totalmente

geodésico.
(ii) L = Ly. Se Vo € Li, tomando X € Li na equagao obtemos
(T—-DHVxY = 0,
ou seja, VxY € L,. De maneira que dado Z € Li, temos

0=(VxY,2)=—(Y,VxZ), VY € L.,

ouseja, VxZ € L1, VX, Z € L=.
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(iii) L = L.. Basta observar que L = L. = L1 N Lt e usar que interseccao de fibrados

totalmente geodésicos é um fibrado totalmente geodésico.
O
Lema 7.1.5. O subfibrado L. da decomposicio satisfaz as sequintes propriedades:

(i) Um autovalor \ de T é constante em By = E\ ® Ej se, e somente se, Vi € By;
(ii) Se By & A ® C entdo o autovalor A de T' é constante em By;

(11i) Se rank(L.) > 4 entao um autovalor p de T pode deizar de ser constante apenas

em B,. Ademais, isso s pode ocorrer se p tem multiplicidade 1 e B, = A ® C;
(iv) Se rank(L.) >4 e ou AN L. = {0} ourankA > 3 entio Vo € Lt;
(v) Se rank(L.) =2, rankA >3 e L. C A entdo Vi € L};
(vi) Se TM ® C = L. entdo n = 2.
Prova:

(i) Procedendo como no 3° caso da demonstragao do Teorema (4.1.1} obtemos a equagao

(4.2), renumerada a seguir
M) = 2(9): (7.13)

Aplicando a conjugacao a ultima equagao, obtemos

Z(p) = AZ(A\) = =AZ(N). (7.14)

De ([7.13)) e ([7.14]) decorre que

se, e somente se,

(V,Z) = (V,Z) = 0.

Ou seja, A é constante em By, se, e somente se, Vo € By

(ii) Nesse caso, rank(A) > 3, pois rank(By) =2 e By & A ® C. Como mostramos no
Lema , A é invariantes por 7. Assim, se ¢ é uma folha de A, entao T'(0) C o.
Além disso, como A ¢ totalmente geodésica, o ¢ um R*¥ C RV, pois toda geodésica
em o é geodésica em RY. Logo f |,: ¢ — RY ¢é uma aplicacio de R* em RY e
podemos aplicar a Proposicao [6.1.2) Concluimos assim que e¥7], ¢ a derivada da
transformacao conforme ¢ de o. Pelo Teorema de Liouville ¢ é uma composicao
de inversao com aplicacao de semelhanca, assim 71" tem autovalores constantes em

A ® C. Em particular, A é constante.
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(iii) Como rank(L.) > 4, entao existem pelo menos dois blocos complexos, digamos B)
e B,. Seja W € E,,. Tomando o produto interno de (3.14) com X € L., obtemos

(TVXW, X) = i (VxW, X) = X(u)(W, X) — W(p)(X, X)
e dai

X(p) = o. (7.15)

Analogamente, tomando o produto interno de (3.14]) com Y € L_, obtemos
Y(u) =0. (7.16)

Assim, p é constante em L, e L_, para concluir a primeira parte resta mostrar que
v € constante nos blocos By com p # A. Seja Z € E) tal que (Z, W) =0se Z € Ej.
Entdo, tomando o produto interno de (3.11)) por W, obtemos

(TVW W) = (VW W) = Z(p)(W,W) = AW (0){Z,W) +0  (7.17)
Z(w)(W,W) = 0 (7.18)

Como (W, W) # 0, concluimos que Z(u) = 0, VZ € E\, X € {u, i}. Dessa forma,
1 pode nao ser constante apenas em B,,. Observe que isto s6 pode ocorrer se p for
raiz simples (isto ¢, tem multiplicidade 1). De fato, como rank(L.) > 4 e temos
pelo menos dois blocos B, e By iguais, concluimos que p é constante em B, (pelo
item (i)) e A é constante em B,,. Mas, como os blocos sdo iguais, temos A = . Logo

se u tem multiplicidade maior que 1, entao p é constante em B,,.

Vejamos agora que, se rank(L.) > 4 e B, ¢ A®C entao u é constante em B,,. Para
isso, sejam A um autovalor de 7" com X\ & {u, i}, Z € Ex e W € E,. Como, pelo
pelo item (7i) da Proposigao temos o (E, E+) = 0, podemos usar a equagao
de Codazzi para obter

Oéf(VZZ, W) + Oéf(Z, V2W) = af(VZZ, W) + Oéf(Z, V2W) (719)
Utilizando que ay(E, E+) = 0 e lembrando que rank(E)) = rank(Ey) = 1, temos

Oéf(VZZ,W) = Oéf((VZZ)EH,W):Oéf(<VZZ,W>W,W)

= (VzZ,W)ap(W,W), (7.20)
af(ZvaW> = Oéf(Z, (VZW)E;) :af(Zv <VZVV=Z>Z)
= —<W, V2Z>Oéf(Z, Z), (721)

ap(VzZ,W) = a;(Vz22)g,, W) =a;((VzZ, W)W, W)
— (VL2 W)ap(W, W), (7.22)



af(Z7VZW) = af(Za(VZW)EA):af(Z’<VZVVvZ>Z)

= —(W,V3Z)a;(Z,2Z) =0..

Substituindo ([7.20)),(7.21)),(7.22)) e (7.23)) em (7.19)), obtemos

(12, 2),W)ay (W, W) = (Y22, W)ay(Z, 2) — (V1 2,W)ay (2, Z).
Por outro lado, tomando o produto interno de (3.13|) por W, obtemos
(TN 2Z W) = XN Z2Z, W) = ZAWZ,W) = XZ(o){(Z, W),
Logo
(L—=MVzZ,W) = 0
Trocando Z por Z no procedimento anterior, concluimos que
(i —N(VzZ,W) = 0.
Como A ¢ {u, i}, concluimos de e que
(V2Z, W) =(V2Z,W) =0,
de maneira que se torna
(2, 2], W)a,;(W,W) =0

e consequentemente

Logo
ay(W,W)=0ou ([Z,Z],W) = 0.
Como estamos supondo a (W, W) # 0, pois B, ¢ A ® C, temos
([Z,Z2],W) =0.
Mas, tomando o produto interno de por Z, obtemos
(TVZW. Z) — (V2 W, Z) = =AW (9)(Z, Z),

ou seja,

A =u)(VzZ,W) = MW (p).
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Trocando Z por Z no procedimento anterior concluimos que
(A= u)(VzZ, W) = AW (). (7.33)

Subtraindo (|7.32)) de ([7.33)), obtemos

(1= uA(V2Z, W) = (1 = pA)(VzZ, W) = 0.
Como por temos (VzZ, W) = (VzZ,W), concluimos que
A=A(VzZ, W) =0. (7.34)
Assim, se (V;Z, W) # 0, por ((7.34) terfamos A = A o que é absurdo. Logo

(V3 Z,W)=0=(V,Z,W). (7.35)

Assim, de (7.32)), (7.33) e (7.35), concluimos que Vg € By, o que pelo item (7)

)2 7
implica que g é constante em B,. Dessa forma, tendo em mente o item (i1), se

B, # A ® C temos p constante. Assim p pode néo ser constante em B, somente se

o ¢ raiz simples e B, = A ® C.

Observe que se rank(L.) > 4 e AN L, = {0} entdo todo bloco B, é tal que
B, ¢ A®C. Pelo item anterior, concluimos que todo p é constante em B,,. Assim,
pelo item (i), Vo € Lt. Caso rank(L.) > 4 e rank(A) > 3 devemos notar que
A # {0} e proceder como na prova do item (%), concluindo que todos os autovalores
de T sao constantes. Em particular, todos os autovalores complexos de 1" sao

constantes. Novamente, pelo item () conclufmos que Vo € L.

Como rank(L.) = 2, rankA > 3 e L, C A, podemos usar a prova do item (7).
Como os autovalores de T' sao constantes em A®C e L. C A, concluimos que todos

os autovalores complexos de T sdo constantes. Logo , pelo item (i), Vo € L+

Pelo item (iv) do Lemal|7.1.5, basta mostrar que se rank(L.) > 4 entao nao existe um
autovalor complexo de multiplicidade 1 tal que B, = A®C, pois nesse caso todos os
autovalores sao constantes em seus blocos e, consequentemente na variedade. Logo

pelo item (i) V¢ € Lt. Nesse caso, concluimos que Vo = 0.

Vamos assumir o contrario, isto é, que existe um autovalor ;1 que nao é constante
em B,. Como rank(Lc) > 4, sejam 0 # W € E, e Z € E\ com A & {u, i}. Logo
ap(W,W) =0 e ap(Z,Z) # 0. Repetindo o argumento para obtencao de (7.25)) e

(7.26)), podemos obter ([7.34) e

(VN Z, W) = (NzZ, W) =0. (7.36)
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Além disso, como ay(Z,Z) # 0, pelo item (4i) temos que A = [+ i7. Seja {X, Y}
um referencial ortonormal em A constante ao longo de cada folha. Segue de ((7.36)

que o tensor de decomposicao C' de A satisfaz
Cx7Z =-NyzX =(2,2)"N,Z,X)Z,VZ € E,.

Chamando S = (Z,Z)"'V4Z e p = (S, X), percebemos que OxZ = pZ e CyZ =
vZ com v = (S,Y). Escrevendo S = U + iV, obtemos de que

 ((w)
H= BV — AUy

Como pji = 1, temos ||V|| = ||V — ~1U||2. Como ~ # 0, podemos escrever
YIUI* = VI7) = 28(v.U). (7.37)

Denotando A = (S, S) = (JJU||?> — |[V]]?) — 2i{U, V), entdo (7.37) implica que A/A
¢é constante em M™. Portanto,

X(A)A = AX(A) (7.38)

Por outro lado, como VxCxZ = (C%)Z e VxCyZ = CyCxZ para Z € E,,
obtemos X (p) = p* e X(v) = vp. Como A = p* + V2, temos X (A) = 2pA. Subs-
tituindo essa tltima igualdade em (7.38)), temos (p — p)|A]*> = 0. Logo p = p, isto
é, (V,X) = 0. Analogamente (V.Y) = 0. Logo V = 0, o que é absurdo. Logo

rank(L.) = 2 o que implica n = 2.
U

Lema 7.1.6. Considere a decomposi¢cao e suponha que L. # {0}. Nessas condigoes,

L, e L_ satisfazem

(i) Vo Ly UL_;

(ii) Se rank(Ly) = 1 e Ly ¢ A (respectivamente rank(L_) = 1 e L_ ¢ A) entdo
Ve € Lt (respectivamente Vi € LE);

(1) Se L_ # {0}, rank(Ly) =1 e Ly C A (respectivamente L # {0}, rank(L_) =1
e L. C A) entao rank(L_) =1 (respectivamente rank(Ly) =1) e Ly & L_ C A;

(iv) Se L. € totalmente geodésico e Ly # {0} (respectivamente L_ # {0} ) entdo rank(L.) =

2 e Ly (respectivamente L_) é esférico.

Prova:
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Note que, apds provar o item (7i) do Lema sé precisamos mostrar (i) quando
rank(L;) =1. Dado X € L., por (3.12)), temos

(IV2Z,X) = MV2Z,X) = Z\Z,X) = MZ(p)(Z, X) + (2, Z)(TV¢, X)
(1=M(VzZ,X) = (Z,Z)X(p). (7.39)

Observe que, como (Z,Z),X(p) € Re (1 —)\) € R, a equacio implica
(VzZ,X) ¢ R. Por outro lado, como nio estamos interessados no caso isométrico,
podemos admitir que Vi # 0. Dessa forma, supondo por absurdo que Vi € L,
concluimos que Vi gera L, (lembre que rank(L,) = 1). Assim, pela Proposicao
1.5.3 concluimos que L7 é integravel. Ora, isso implica que (V;Z,X) € R, o que
¢ absurdo. Logo Vo & L.

Pela equacao , podemos escrever
NV Z —TNzZ = N(p)Z — Z(N)Z. (7.40)
Tomando o produto interno dessa igualdade com X € L., obtemos
MVzZ, X)—(VzZ,X)=0,
ou seja,
AN=1)(VzZ,X) =0.

Como A € C\R, temos
(V,Z,X) = 0. (7.41)

Pelo item (7i) da Proposigao m, temos a(E, E+) = 0, logo podemos usar a
equagao de Codazzi (3.16) na forma

a;(VzX,2)+a;(X,VzZ) = ay(VxZ,Z)+ a;(Z,VxZ). (7.42)

Utilizando que ay(F, E+) = 0 e lembrando que rank(E,) = rank(FE5) = 1, temos

Oéf(VZX,Z) = Oéf((VZX)EX,Z): (<VZX Z)Z,Z)

f
= —(X,VzZ)as(Z, )”z\ (7.43)
ar(X.V32Z) = ay(X,(V22)1,) = ap(X, (V2Z, X)X)
= (VzZ,X)ap(X, X), (7.44)
Oéf(VXZ,Z) = C(f((VXZ)EX,Z):Odf(<VXZ,Z>Z,Z)
= (VxZ,Z)as(Z,Z) =0 (7.45)
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Oéf(Z,VXZ) = Oéf(Z,(V)(Z)EX):af(Z,<VXZ,Z>Z)

Substituindo ([7.43]),(7.44]),(7.45)) e (7.47) em (7.42)), obtemos

ar(X, X)(V,Z,X) = 0.

Como rank(Ly) =1e L, ¢ A, temos a(X, X) # 0, logo (VzZ, X) = 0. Portanto,
(7.39) implica X (¢) = 0 e, como rank(Ly) =1, temos Vi € L.

Suponhamos por absurdo que rank(L;) > 2 ou rank(L_) =1e L_ ¢ A. Observe
que, em ambos os casos, Vo € L. No primeiro caso isso se justifica pelo item (7i)
do Lema e no segundo caso pelo item (i) do Lema[7.1.6] Se mostrarmos agora
que Vo € Lt concluimos que Vi € L_*nL) =L, oque contradiz o item (1v),

€

c )

concluindo a demonstracao. Para verificar que Vo € L=, vamos considerar dois

casos

(a) rank(L.) > 4. Neste caso ou AN L. = {0} ou rank(A) > 3. Em ambos os
casos, pelo item (i) do Lema [7.1.5, obtemos Vi € L. .

(b) rank(L.) = 2. Neste caso ou AN L. = {0} ou rank(A) > 3 e L. C A.
O primeiro caso, pelo item (77) do Lema , implica que A é constante em Bj,
qualquer que seja o bloco complexo By. Ora, pelo item (i) do Lema isso s6
pode ocorrer se Vi € By*, para todo bloco complexo. Logo Vi € Lt. No segundo

caso, o item (v) do Lema fornece Vo € Lt

Dessa forma, tanto rank(L,) > 2 quanto rank(L_) =1e L_ ¢ A nos conduzem a

um absurdo.

Vamos mostrar que nao ocorre rank(L.) > 4. Se supusermos rank(L.) > 4e L. C A,
pelo item (iv) do Lema e pelo Lema , temos Vi € L.N LE. Isso contraria
V¢ # 0. Supondo que rank(L.) >4 e L. ¢ A, temos que a restricao de f as folhas
de L. nao é totalmente geodésica. Mais precisamente, se o é uma folha de L. entao
f |o nao é totalmente geodésica. Como, pelo Lema Ve € L., concluimos
que g |, é uma deformacao conforme nao trivial de f |, . A esse par de imersoes
conformes com a mesma aplicacao de Gauss corresponde a restricao de 1" a folha o
como tensor ortogonal e o como auto-fibrado complexo (isto é, o é o subfibrado L.
da decomposicao para o fibrado To ® C). Logo o é invariante por 7' e To ® C
s6 tem a componente complexa, isto é, T'o ® C = L.. Assim, pelo item (vi) do Lema

7.1.5) concluimos que ¢ nao pode ter dimensao maior que 2. Logo rank(L.) = 2.
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Por causa do item (i) do Lema , SO precisamos provar que L é esférico quando
rank(L;) = 1. Como L, é totalmente geodésico, pelo Lema , temos Vp € L.
Aplicando a campos unitérios X € L, e Y € L_, concluiremos que 2(n,,Y) =
Y(¢) = 0 e consequentemente 17, € L.. Sejam A e A os autovalores complexos
de T, Z € E) e X unitdrio gerando L. Utilizando (3.14), obtemos X(\) = 0 e
Z(p) = AZ(\). Portanto

(1= XNy, Z) = AZ(N). (7.48)

Derivando com respeito a X, usando que VA € L. e que L. é totalmente geodésico,

temos

(1= M(Vxne, Z) + (1= N)(ny, Vi Z) = AXZ(X) = A[X, Z]()

=
I

=AVxZ(\) = MVxZ(\), Z)Z(\) ="(1 = A(VxZ(N), Z) {1+, Vx Z),

portanto, (Vxny, Z) = 0.

7.2 O Teorema Dajczer-Tojeiro para o caso geral

Essa se¢ao é o apice do trabalho, pois aqui enunciamos e mostramos o Teorema
principal de [DT10] que é uma caracterizagdo para imersoes conformes com a mesma
aplicacao de Gauss. Segundo essa caracterizagao todo par de imersoes conformes com
a mesma aplicacao de Gauss é como um dos exemplos construidos no capitulo anterior,
desde que a dimensao da variedade seja maior ou igual a 3 e o par nao isométrico. Ao fim

desta secao, apresentamos um diagrama que esquematiza a demonstracao.

Teorema 7.2.1 (Dajczer-Tojeiro [DT10]). Sejam f,g: M™ — RN n > 3, duas imersoes
com a mesma aplicacdo de Gauss que induzem métricas conformes ndao isométricas em

M™. Entao ocorre uma das sequintes alternativas:

(i) f(M™) e g(M™) sao cones Kaehlerianos reais minimos;
(ii) f(M™) e g(M™) sao produtos warped de imersoes;
(111) f(M™) e g(M™) sdo produtos warped triplos de imersaoes.

Prova: Analisaremos os possiveis casos para a decomposicao do fibrado tangente em
TM®C=L,®L_& L. Nosso objetivo é usar as propriedades dos subfibrados para
conseguir aplicar os Teoremas de Hiepko e Nolker, obtendo conclusoes sobre a estrutura
da variedade M.

Como M" tem dimensao maior ou igual que 3, temos os seguintes casos a consi-

derar:
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(i) TM®C=L;y ouTM®@C=L_;

i) TM®C=L,®L_

(ili) TM @ C = Lg;

(iv) TM®@C=L,®L.ouTM®@C=L_&L,
(v) TMRC=L;®L_& L.

Observe que os dois casos descritos em (i) nao sdo interessantes porque 7' = [
ouT' = —I. No segundo caso podemos supor que um dos subfibrados tem posto 1, pois
se ambos tem posto maior que 2 concluimos que V¢ = 0 pelo item (i7) do Lema .
Suponhamos que rank(Ly) = 1, logo rank(L_) > 2, pois n > 3. Assim, pelo item (4i) do
Lemal[r.1.3] L_ é esférico e Vi € L. Logo pelo Lema[7.1.4] L, é totalmente geodésico e
podemos aplicar o Teorema de Hiepko para concluir que M = Ny X, Ny com dim(N;) =1
e dim(Ny) > 2. Logo pelo Lema podemos aplicar o Teorema de Nolker e concluir
que f = ¥1(fo X, f1) e g = ¥1(go X g1) em que fy e gy sdo curvas regulares que, pela
Proposigao m, satisfazem ((6.16)).

Vejamos que (iii) ndo ocorre. Utilizando o item (vi) do Lema[7.1.5 descobrimos
que M é uma superficie, isto é, n = 2 contradizendo a hipétese n > 3.

Conforme a Observacao , podemos reduzir (iv) ao caso TM @ C = L, & L.
Se rank(L) > 2, pelo item (ii) do Lema([7.1.3|e pelo item (i) do Lema[7.1.6] concluimos
que L é esférico e Vi € L, respectivamente. Logo, pelo Lema [7.1.4] L. ¢ totalmente
geodésico e, pelo item (iv) do Lema [7.1.6, rank(L.) = 2. Utilizando novamente o Lema
e os Teoremas de Hiepko e Nélker, concluimos que f = 11(fo % f1) € g = 1¥1(g0 X g1)
em que fy e go sao superficies minimas com a mesma aplicacao de Gauss (orientada),
isométricas com respeito a métrica hiperbdlica de R’ e relacionadas como na Proposi¢ao
. Supondo agora que rank(Ly) =1e Ly C A, como n > 3, temos duas possibilida-
des: ou L, = A (caso rank(A) = 1) ou rank(A) > 3 (caso rank(A) > 1). Em ambos os
casos Vi € L., na primeira alternativa porque, sendo A totalmente geodésico, podemos
usar o Lema [7.1.4] e na segunda porque ou rank(L.) = 2 e L. C A ou rank(L,) > 4 e
rank(A) > 3 e usamos os itens (vi) ou (v) do Lema [7.1.5] Mas Vi € L. contradiz o
item (i) do Lema[7.1.6] Dessa forma, se rank(Ly) =1 tem-se L ¢ A. Pelo item (ii) do
Lema temos Vo € L. e, em consequéncia do Lema e do item (iv) Lema ,
temos rank(L.) = 2 e L, é esférico. Procedendo como no caso rank(L,) > 2, concluimos
exatamente o mesmo: f, g sao como no segundo exemplo da Se¢ao

Quanto ao item (v), precisamos analisar os possiveis valores para os postos de L

e L_. Considerando isso, podemos subdividir o caso TM  C=L, & L_ & L. em

(a) TM®@C=L,®L_® L., rank(Ly) > 2 e rank(L_) > 2;
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(b)) TM®C=Ly®L_& L., rank(Ly) =rank(L_) = 1;
(¢) TM®@C=L,®L_& L.eourank(L;)=1ourank(L_)=1.

J4 é possivel resolver o caso (a). Utilizando o item (7i) do Lemal7.1.3] conclufmos
que L, e L_ sao esféricose Vi € L, = Li N L~. Desta forma pelo Lema , concluimos
que L. é totalmente geodésico e consequentemente, pelo item (iv) do Lema temos
rank(L.) = 2. Novamente utilizamos o Lema e os Teoremas de Hiepko e Nolker,
concluindo que f e g sdo como o produto warped triplo descrito na Secao [6.5]

De acordo com a possibilidade de L, e L_ estarem, ou nao, contidos em A,
utilizando a Observagao e a relagdo expressa no item (77) da Lema , podemos
subdividir (b) em

(b)) TMRC=Ly®L_® L., rank(Ly) =rank(L_)=1e Ly, L_ ¢ A;
(by) TM®@C=L,®L_® L., rank(Ly) =rank(L_)=1e L, & L_ CA;

Se pensarmos em fazer o mesmo para o subitem (c¢), a relagdo expressa no item (i) do

Lema nos induz uma redugdo para o caso
() TM®C=L,®L_& L. rank(Ly)=1, Ly ¢ Aerank(L_)> 2.

Para os itens (by) e (¢') é possivel concluir que Vo € L.. No primeiro caso,
aplicamos o item (ii) do Lema e, para o segundo, utilizamos o item (i) do Lema
e o item (ii) do Lema para concluir que Vo € Lt N Li = L.. Assim, L. é
totalmente geodésico e, pelo item (iv) do Lema , concluimos que L, e L_ sao esféricos
e rank(L.) = 2. Como no caso (a), concluimos que f e g sdo como o produto warped
triplo descrito na segao [6.5]

Quanto ao item (by) mostraremos no Lema , a seguir, que ele corresponde
aos cones Kaehlerianos reais minimos.

Lema 7.2.2. Se TM @ C=L, ®L_ & L., rank(Ly) =rank(L_)=1e L ®L_CA
entao f é um cone Kaehleriano real minimo e g = Z o fy, em que fg ¢ um membro da

familia associada de f e I € a inversio em RY com respeito ao vértice de fy.

Prova: Dividiremos a prova desse lema em trés sublemas. No primeiro sublema desco-
briremos que s6 existe um autovalor complexo para T, que L} é totalmente geodésico e
que existe um referencial ortonormal obedecendo certas equagoes. No segundo sublemma
utilizaremos as equagoes do referencial obtido para concluir que f e g sao cones. O ultimo
sublemma ird nos dizer que a variedade M" é Kaehleriana, que a imersao f é minima e
que g ¢é obtida pela inversao de um membro da familia associada de f, ou seja, f e g sao

como no exemplo da Secao [6.2 U
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Sublema 7.2.3. Se TM®C=L, & L_& L., rank(Ly) = rank(L-) = 1 e
L,®L_CA, entao

(i) O subfibrado L := Ly & L_ ¢ totalmente geodésico e Vi € L;
(ii) O tensor T tem apenas um par de autovalores complezos \, \;

(111) Se A = a+ib entao existem vy : M"™ — R e um referencial ortonormal {R,S} em L

tais que
TR =—aR —bS (7.49)
TS =—-bR+aS (7.50)
Cr=nI1 (7.51)
Cs |py=1ivI (7.52)
VrR =0 (7.53)
VsS =9R (7.54)
R(7) =+* (7.55)
S(y) = (7.56)

Prova:

(i) Se L = Ly ® L_ = A entdo L = L} é totalmente geodésico e, pelo Lema
Vi € L. Caso contrario L & A e, consequentemente, rank(A) > 3 o que pelos itens

(iv) e (v) do Lema implica em Vi € L.

(ii) Para este item, faremos alguns célculos e concluiremos que a = Re(\) e b = Im(\)
sao determinados unicamente. Sejam X,Y campos unitarios gerando L, e L_,

respectivamente. Logo ny = VxX € Li en. = VyY € Lt. Como Vo € L, pelas

equagoes ([7.9) e (7.10)), temos

(T —1)VxX =T(Ve),

(T — )VyY = T(w)L+

Somando essas equacgoes e usandoque Vo € Lyn, =VxX e L en_.=VyY e L.,
obtemos )
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emque '} = (VxX,Y) ey = (VyY, X). Sejam {u, v} ortonormais tais que V27 =
u+ v, logo (Z,7Z) =1 e

W, 7 = (Vo — Vy0) +i(Vav + Vo), (7.58)
2V 27 = (Vyu + V) +i(Veu — V). (7.59)

Aplicando (7.41) a Z = u + iv, temos

(Vou— Vv, X) +i(Vyo+ Vyu, X) =0 (7.60)
e, analogamente
(Vou —V,0,Y) +i(Vyu+ V,0,Y) =0. (7.61)
Logo
(Vau), = (Vo), (7.62)
e
(Vw4 Vou), = 0. (7.63)

Substituindo (7.59) na equacao (7.39), usando que A\ = a+1b, (Z, Z) = 1 e que, pela
equagao ([7.57), X (p) = 2Ty, obtemos

(@ —1)(Vyu, X) + b(Vyu, X) = —2T,
(a —1)(Vyu, X) + b(Vyu, X) =0,

pois I's € R. Resolvendo esse sistema nas variaveis (V,u, X) e (V,u, X) e usando o

fato de A ser autovalor do tensor ortogonal 7', temos

b
(Vou, X) =

a—1

Ts. (7.65)

Substituindo apenas X por Y desde o inicio do processo, de maneira andloga, en-

contramos o seguinte sistema nas varidveis (V,u,Y) e (V,u,Y)

(a+1)(V,u,Y) 4+ b(V,u, X) = 2Ty,
(a+1)(Vyu,Y) = b(V,u, X) =0,

cuja solucao é

b
a+1

(Vou,Y) = — T, (7.67)
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De (7.64)), (7.66)) e (7.57)), concluimos que

(Vau), = V. (7.68)

L

Como Vg € L, temos

S
|2

<(VUU)L, (VUU)L> = %(Vgp, (Vvu)L> —%(Vgo, V..v) (7.69)

Por outro lado, como (Z,X) = (Z,Y) = 0, podemos concluir facilmente que
(u, X) = (v, X) = (u,Y) = (v,Y) = 0. Logo, u,v € L' e entdo

0 =u(v, Vo) = (V,0, Vo) + (v, V,V),
0 =v{u, Vo) = (Vyu, Vo) + (u, V, V).

Como 0 = [u, v](p) = V,u(p) — Vyu(e), temos (V,0, V) = (V,u, Vo). Logo
(v, Vo V) = (u, V, V). (7.70)
Por outro lado, Vo € L e u,v € L, implicam

(v, V,V) = —(V,u, Vo) e (u,V,Vy) = —(V,u, V). (7.71)

De ([7.63)), (7.70]) e (7.71) concluimos que (v, V, V) = (u, V,Vy) = 0. Assim, por
(7.69), temos

(Vuu),, (Vou),) = 0. (7.72)

Observe que, como a® + b? = 1, temos
b b

-1
=— : 7.73
a—1 (a + 1> ( )
Logo, usando ([7.65) e (7.67),
b b 1

(Vou, X)(V,u,Y) = (a — 1r2) (a ~ 1F1) = —I'Ty. (7.74)

Comparando ([7.74]) com (7.64) e (7.66)), concluimos que
(Vou, X)(Vyu,Y) = —(Vyu, X)(V,u,Y). (7.75)

Juntas e implicam (V,u, X)? = (V,u,Y)? e (V,u,Y)? = (V,u, X)?,
ou seja, [|(Vyu) || = [[(Vyu) || Logo, de (7.64), (7.66) , (7.65) e (7.67), obtemos

(a+ )5+ (a— 1DIF = 0. (7.76)
Dai 2
a = Re(\) = r% " rg (7.77)
e, consequentemente, oI T
b=Im(\) = £—12 (7.78)

IR ESYE
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757
(iii) Seja v = ||§Vg0|| =T%+I'3. Defina

1 1
= — = — (I, X +1I1Y .
R QVVQO 7( 2 X +T1Y) (7.79)
1

Logo R e S sdo tais que R L S e ||R| = ||S|| = 1. Mostremos agora que esse refe-

rencial satisfaz as equacgoes desejadas, utilizando relagoes obtidas no item anterior.

Observe que, por (7.62]), (7.68]) e (7.79), temos

(Vuu)L = %Vgp =R = (VUU)L. (7.81)

Como (Vyu), =R, ((Vuu),, (Veu),) =0, rank(L) =2 e R L S, temos (Vyu),
tem a mesma dire¢io de S. Além disso, como |[(Vyu) || = [[(Vuu) || = [[7R] =7,
temos (VUU)L = +~S5. Escolhendo b > 0, obtemos

(Vou), =745 =—=(Vuv),. (7.82)
Logo
1 1
enquanto
?—-r2/1 2T 1
—aR—-bS = L2 X +1Y)) - =2 ( Z(-I X + LY
aR S F%—{—F%(W( X + 1 )) T2 412 7( 1 X + oY)
1
= ————— ATy +THX - (I[5+ Y
/y(lﬁ%_'_lﬂ%){ 2( 2 1) 1( 2 1) }
1
= §(P2X—F1Y) (7.84)

Comparando ([7.83)) e ((7.84)) obtemos (7.49). A equacao ([7.50)) é obtida pelo mesmo

procedimento. Vamos agora mostrar que VzR tem a mesma direcao de Z com
VzR = —~Z. Para isso, mostraremos primeiro que VzR 1 L. Feito isso temos
VzR = AZ + BZ + 5, C;W; + Y, D;W,. Entao verificaremos que VW L R e
VW LR YW,W LZ.

Como [|R|| = 1, s6 precisamos mostrar que (VzR,S) = 0, para ver que VzR L L.
Mas VzR = V,R + iV,R e podemos utilizar e os fatos R tem a mesma
dire¢ao de Vi e R L S para concluir que

(VZR,S) = (V.R,S)+i(V,R,S) =
= (V.Ve,8) +i(V,Ve,S). (7.85)
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Como u(S(p)) — S(u(e)) = (VuS)(p) — (Vsu)(y), concluimos que (V,Vy,S) =
(u, VsV). Mas como S,V € L e L é totalmente geodésico (pelo item (i) desse

Lema) temos VsV € L e ja vimos que u € L. Consequentemente
e, analogamente,

Substituindo ((7.86) e (7.87) em ([7.85)), concluimos que VzR L L. Vejamos agora
que (V,W,R) = (V,W,R) =0,VZ L {W,W}. Orase Z L W, obtemos de (3.11)

que

ZNW + AV W —TVy =0
e, tomando o produto interno dessa equagao por X e Y, obtemos (V W, X) =
(VzW,Y) = 0. Logo Vz;W L R e, analogamente, VW L R. Finalmente como
VzR L L, podemos escrever VR = AZ + BZ + Y., C;W; + Y, D;W; com
A= (VR 7Z) = —(R,V7) = —,
Ci = (VzR,Wi) = =(R, VzW;) = 0,
D; = (VzR,W;) = (R,VW;) = 0.
Utilizando , , Ve L, e , temos
B=(VzR,7Z)=—(R,VzZ)=0.
Concluimos assim que VzR tem a mesma direcao de Z com VzR = —~vZ, ou

equivalentemente,
CRZ = _(VZR)LJ_ = ’)/Z

que é (7.51)). Como R L S temos 0 = (V,R,S) = —(R,V,S) e 0= (V,R,S) =
—(R,V,S) e como V,W,V,W L L, temos V,W,V,W L S. Assim, exatamente

como antes, concluimos que VS = —i7Z e
Csz = _(VZS)LL = —i”}/Z

que é ([7.52)). Para concluir este Sublema, mostraremos (7.53)) e (7.55). Como

|R|| =1 e L é totalmente geodésico temos Vg R = 55, logo
ViCr = CrCr + Cy,r = C; + BCs,
ou seja,
VrCrZ = Cx + BCsZ = Cr(vZ) + B(—inZ) = v*Z — ifyZ, ¥Z € Ej.

Por outro lado, VxCr = Vi(Cr)Z — Cr(VrZ) = R(v)Z. Logo B =0e R(y) = 7%
Concluindo assim (7.53)) e (7.55)). De maneira andloga, obtemos (7.56|) e (7.54)).
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O

Sublema 7.24. Se TM®C=L;®L_& L., rank(Ly) = rank(L_) = 1 e
L, ®L_CA entao f e g sao cones.

Prova: Para provar que f é um cone iremos mostrar que a aplicacao h = f + vy ' f.R é
constante. Como R € A, temos (R, X) = 0,VX € TM assim

1 1
h.R = f.R+ R(;)f*R + (;)f*VRR =0,
por causa de ([7.53)) e ((7.55)). Por outro lado,
1 1
hS = f.5 4+ S(=)f.S+ (=) f.VsR =0,
gl g
por (7.56) e de VgR = —~S. Para verificar a ultima igualdade lembremos que, como
53

(R,S) =0 e L é totalmente geodésico, temos —(S,VsR) = (VgS, R)"= 7. Finalmente
1 1
hiZ = f.Z+Z(=)fZ+ (=) fVzR=0,VZ € L.
Y Y
1
De fato, 2Z(7?) = ZZ(Z<V¢,V¢)) = (VzVp, Vo) = (Vg,Vp, Z) = 0, pois L é to-
talmente geodésico e Vi € L. Logo Z(y) = 0 e, usando que VzR = —~vZ, por ([7.88)
concluimos que h,Z = 0.
Observe que o referencial {R, S} em M™ foi obtido usando somente a imersao
f. Para provar que g é cone vamos obter um outro referencial {]:2, S } sobre M que cor-
responda & imersao ¢, transportando o referencial { R, S} para esse contexto com auxilio
do tensor 7. Como g e f sao conformes, por 1) temos que R = eYR,y = e ¥ye
S =e%8, logo
VzR=47Z,VzR=0eVsS=—-FR.
Utilizando esses fatos, procedemos como antes e concluimos que [ = g — 5 ¢, R também

¢ constante, isto ¢, g é um cone. [l

Sublema 7.2.5. Se TM®C=L, ®L_& L., rank(Ly) = rank(L_) = 1 e
L, & L_ C A entio M"™ é uma variedade Kaehleriana, f é minima e g = Z o fp, em
que fy € um membro da familia associada de f e I é a inversao em RY com respeito ao

vértice de fy.

Prova: Como concluimos no sublema anterior, g ¢ um cone com [ = g—5~ !¢, R constante,
digamos [ = Q, € RY. Seja 7 a inversao com respeito & esfera unitéria centrada em Q.

Observe que Z mantém as folhas de g(M) invariantes, porque g é um cone. Além disso,

1

L(p) = ”p_—QOHQR,
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em que R é a reflexdo com respeito ao hiperplano ortogonal ao vetor posigao (p — Qo).

Como g(p) — Qo = 7' g.R, temos [lg(p) — Qo||> = 772. Logo
(Zog). = :729*7271 = :)/2]0*6@7%71 = e—go,ny*T’

em que R ¢ definida por RR=-ReR lpi=1 |p e T = RT. Agora vamos mostrar
que I o g e f sdo homotéticas, isto é, (I o g). = kf.,k € R. Para ver isso, basta mostrar
que e %42 é constante em M. Ora, por temos Vo = 27R que junto com
implica R(e~¥y?) = 0. Além disso, se V' L R temos V(¢) = 0 = V(7). Dessa forma e~ #~?
é constante em M. Por outro lado, da defini¢ao de 7', por e , temos

T(R —iS) = A(R—i9),

logo T é um tensor ortogonal sobre M cujos autovalores sdo A e A. Além disso, como f
e I o g sao homotéticas, segue da Proposicao m que T é paralelo. Em particular, pela
Proposigao m, temos que \ é constante em M" e que Ey = N (T — AI) é um subfibrado
paralelo de TM @ C. Definido J : TM @ C — TM ® C por

A 14, se /€ EAA;
JZ = .
—1/4, se Z € Ej

e de maneira canoénica nos subfibrados de posto um (L, e L_), temos que J é uma

estrutura quasi-complexa de T'M ® C, paralela com respeito a conexao Riemanniana. De
fato, se Z € EA, W e E’;\ temos

J2Z = J(iZ)=iJZ =i-iZ =—2Z

JW = J(—=iW) = —iJW = (=i)(—=))W = —W.
Assim, J(Ey) = E\, J(E5) = F5 e J(Z) = JZ com J? = —1I, ou seja, J é uma estrutura
quasi-complexa de T'"M @ C. Como nos subfibrados de posto um este tensor é paralelo,

resta mostrar que é paralelo no bloco E\ & E;. Sejam X e TM®Ce Z € E\. Como E,\
¢ um subfibrado paralelo, VxZ € E,\ logo jVXZ =1VxZe

(Vx))Z =VxJZ—JVxZ =VxiZ —iVxZ=0.

Analogamente, (ij)Z =0se Z € E;\. Portanto, J é uma estrutura quasi-complexa
paralela de TM & C.

Como J (Z) = JZ , J d4 origem a uma estrutura quasi-complexa paralela J para
Z+7Z c

M", o que torna M uma variedade Kaehleriana. Mais precisamente, se X =
T M, definindo J : TM — TM por

7407 Jz+Jz
_Jz+Jiz _Jz+iz .

JX) = J(X) = 2 ; ,
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temos o — X S ~
J(JZ+JZ)_J2Z—|—J2Z_ Z+Z_
2 - 2 -2 T

Também é possivel mostrar que VxJ = Vyd = 0, de maneira que (M",J) é uma

—-X.

JA(X) =

variedade Kaehleriana.

Como a segunda forma fundamental de f comuta com T e T = RT, concluimos
que essa segunda forma também comuta com T e com J. Para verificar que oy comuta
com T, basta perceber que T' 5, =M e T | = M e verificar que a afirmacao vale para
esses subfibrados. Quanto a oy comuta com J, isso decorre de ay comutar com J.

Como ay comuta com J, concluimos que f é pluriharmonica e, consequentemente,
minima. Portanto, f é um cone Kaehleriano real minimo que é homotético a Z o g. Dessa
forma, existe um membro fy da familia associada {fy} tal que fo = Z o g, a menos de

homotetia. Logo g =Z o fy. U
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LEGENDAS

L1| Lema7.1.3
L2 Lema7.1.4
L4 Lema7.1.5
L5 Lema7.1.6
L6| Lema7.2
T1 | Teorema 5.
T2 | Teorema 5.

2
2
=
|._-

2
2

TM

Quadro Resumo da demonstracio do Teorema 7.2.1:
L3
— T ]———=[n = 3(ABSURDO]|
L2
;ﬂ_ﬂ.ﬁ = 0(ABSURDO)|

T L2
rank(Ly) =2
rank(L_) = 2

Jrank(Ly) =

.__.Ln. =

dim(N) =2

rank(Ly) =1

L_ éeslérico T1 M =Ny =xpNg R Exemplo 2
“Fagl Wi = HV A HWU
fipe Ly = Ly érg. dim{N) =1 (Curva)
Leétep. T1 M=0N xb._;..mHE+U = Exemplo 3

{Superficie minima)

FlrankiL_) = 1

Jrenk(L_) =
ranki Li)

_.w,ﬂfﬂ:.,.hln_ =rank(L_) = 1]

L2

L3

i

LY ﬁ}mmCmUOU_
._m.h_rm ~.rm.
rank{L:) =2|_T1 :
\ L) i
L éesférico

L6

Exemplo 1

[LZC A, L_ ¢ A(ABSURDO)|

(Cones)

dim{Ny) =

M = ..,r_.“_. x ._.f..m = ..,r..m

2

L1+T2

Exemplo 4
(Triplo)




Apeéendice A
Apeéendice

Apresentamos aqui alguns fatos sobre tensores, para mais detalhes recomendamos

[Lee00], [War83] e [Cam10].

A.1 Tensores em Variedades Riemannianas

Seja V' um espaco vetorial real de dimensao finita. Uma aplicacao k-linear com
valores reais definida sobre V' é chamada de um k-tensor covariante ou um tensor de grau
k e uma aplicacao k-linear com valores reais definida sobre V* é chamada de k-tensor
contravariante. Um tensor misto ou tensor do tipo (k,l) ou tensor k-contravariante, [-

covariante é uma aplicacao multilinear

T:V'x..V*x VxV =R
———— ——

1 fatores k fatores

Denotamos por T;(V') o conjunto dos tensores contravariantes definidos em V, por T*(V)
o conjunto dos tensores covariantes definidos em V' e por T (V) o conjunto dos tensores
mixos do tipo (k,[). Essas sdo as definigdes de tensores em espagos vetoriais. E possivel
fazer uma descrigao abstrata desse conceito, que parece se mostrar um pouco mais conve-
niente quando queremos analisar as propriedades desses objetos. Para aborda-la é preciso
primeiro definir o produto tensorial de dois tensores. Dados F' € T*(V) e G € T (V)
definimos o tensor F @ G € T**(V) dado por

F® G(X17' e 7Xk7Xk’+1a SR 7Xk+l) = F(le' .. an‘)G(Xk’-‘rla SR 7Xk3+l)‘

Mais geralmente, dados os tensores F' € TL(V) e G € T#(V) definimos o tensor FF @ G €

T} 75 (V) dado por
FRGW', . . "™ X1, X)) = FWh, ..., X1 X)GWM oM X X o).

85
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E possivel mostrar que todo k-tensor covariante pode ser escrito como combinacao
linear de produtos tensoriais de covetores. E utilizando a construcao abstrata aqui citada
(que pode ser encontrada no capitulo 8 de [Lee((], no capitulo de 2 [War83| e no apéndice

de [Cam10]) podemos mostrar que

T(V)=V®..0V

1 fatores

"V)=V'®...0V*
N’

k fatores

ThL (V) = TFHY(V),

onde as igualdades acima sao vistas a menos de isomorfismo.

Seja M uma variedade diferenciavel, podemos utilizar os espagos tangentes da
variedade para construir um fibrado vetorial cujas fibras sao um dos seguintes espacos
vetoriais T;(V), T*(V) ou TF(V). Assim, um fibrado de k-tensores covariantes em uma
variedade M ¢ o fibrado

"M = ] 78T, M),
peM

o fibrado de k-tensores contravariantes é o fibrado

M = [] T(T,M)

peEM

e o fibrado de tensores misto do tipo (k,[) é o fibrado

kar k
1M = [ THT,M).
peEM
Dizemos que qualquer um desses subfibrados é um fibrado tensorial de M. Um tensor
sobre M é qualquer secao de um desses subfibrados. Dizemos que um tensor é suave se a
secao que o define é suave. O seguinte Lema nos permite pensar tensores de uma maneira

mais intuitiva.

Lema A.1.1. Seja M uma variedade diferencidvel e seja o : M — T*M wma aplicacdo
(ndo necessariamente continua) tal que o, € T*(T,M) para cada p € M. As sequintes

afirmagoes sao equivalentes:
(i) o € suave;

(i) Em qualquer carta coordenada as fungdes componentes (ou fungoes coordenadas) de

O 840 Suaves;
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(111) Se Xi,..., Xk sdo campos de vetores definidos em qualquer subconjunto aberto U C
M, entio a fungdo o(Xy,...,Xk)(p) = 0p(X1(p), ..., Xk(p)) € suave.

Entao, podemos pensar um tensor como uma aplicacao que em cada ponto é
uma aplicacao multilinear e cujos valores s6 dependem das coordenadas dos campos no
ponto em questdao. Em particular, os tensores T, ¢ € I'(T*M @ T'M) identificados com
¢o:TM — TMeT:TM — TM aqui trabalhados, sao aplicagoes que em cada ponto
definem uma transformacao linear e o valor de ¢ no ponto p, por exemplo, s6 depende
das coordenadas dos campos no ponto p.

Tensores podem ser derivados com respeito a um campo de vetores (covetores)
com auxilio da Derivada de Lie que denotaremos por L (veja detalhes no capitulo 2 de

[War83] ou capitulo 13 de [Lee0(]). Usaremos a seguinte Proposigao
Proposicao A.1.2. Seja X um campo de vetores C™ sobre M entdo
(1) Lxf = X(f) se f € C=(M);
(1)) LxY =[X,Y] se Y € X(M);

(11i) Lx : A*(M) — A*(M) € uma deriva¢ao que comuta com o diferencial exterior, isto
€, Lxdw = dwLx;

(iv) Em A*(M), Lxw = i(X) odw + dw o i(X), em que se w € uma k — forma entao
i(X)ow é (k—1)-forma dada por w(X, Xy,..., Xp_1).
(v) Sejam w € A¥(M) e X; € X(M), 1 < j <k entdo

k
Lxw(X1,..., Xp) = Ly(w(X1, ..., Xi) = Y _w(X1,..., LxXi, ..., Xp).

=1

(vi) Sejam w € AF(M) e X; € X(M), 0 < j <k entdo (v) temos

k
dw(Xo,..., Xp) = > (1) Xw(X, X1,... . X;,..., X

~

=0
+Y (-D)Mw((X, X)), Xo, - X X X,

i<j
(vii) Dados T € Ty, X; € X(M), w; € AY (M), 1<i<lel<j<k entio
LX<T)(W1,...,wk,Xl,...,Xl) = X(T(wl,...,wk,Xl,...,Xl))

k
=3 T(wi,...,Lywi,..., w5, X1,..., X))
=1

l
= T(wr,- - wp, X, Ly Xy, X)),
j=1



88

Dizemos que um tensor é paralelo se a derivada de Lie dele é zero. No nosso caso,
como estamos trabalhando com variedades Riemannianas, temos [X,Y] = VxY — Vy X.

E trabalhamos com tensores ¢ do tipo (1, 1) logo a derivada de Lie é calculada por
Lx(¢)(Y) = (Vx@)Y = VxoY — VY.

Alguns livros denotam Lx(¢)(Y) por Vé(X,Y) como, por exemplo, [dCOg|, vendo a

derivada de um tensor covariante de grau 1 como um tensor covariante de grau 2.
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