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Resumo

Estudaremos uma familia de endomorfismos bi-dimensionais, construida por Mar-
celo Viana em [Vi97], de atratores nao-uniformemente hiperbdlicos com sensibilidade as
condicoes iniciais, em outras palavras, pontos na bacia de atracao tem apenas expoentes
de Lyapunov positivos. Estes sistemas também ilustram um novo mecanismo robusto de
dinamica sensivel. Apesar do carater nao-uniforme da expansao, o atrator persiste numa

vizinhanga do mapa inicial.

Palavras-chave: Hiperbolicidade Nao-Uniforme; Atrator; Expoentes de Lyapunov; Skew-

product.



Abstract

We will study a family of two-dimensional endomorphisms built by Marcelo Viana
in [Vi97], of non-uniformly hyperbolic attractors with sensitivity to initial conditions, in
other words, points in the basin of attraction have only positive Lyapunov exponents.
These systems also illustrate a new robust mechanism of sensitive dynamics. In spite of

the non-uniform expansion, the attractor persists in a neighborhood of the initial map.

Keywords: Non-uniform hyperbolicity; Attractor; Lyapunov Exponents; Skew-product.
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Introducao

Entre as décadas de 60 e 70 muitos dos resultados obtidos em Sistemas Dinamicos
estavam concentrados nos estudos de aplicacoes uniformemente hiperbdlicas. Um dos
principais objetivos de Sistemas Dinamicos é descrever o comportamento assintético das
orbitas, ou seja o comportamento quando o tempo vai para o infinito. Mesmo nos casos
em que a lei de evolucao é muito simples, as orbitas podem apresentar um comporta-
mento bastante complicado. Por exemplo, os sistemas podem apresentar sensibilidade as
condicoes iniciais, ou seja, uma pequena variacao sobre o estado inicial da origem a um
comportamento completamente diferente da original.

Uma medida importante para o estudo de diversos tipos de sistemas é a chamada
medida fisica ou Sinai-Ruelle-Bowen (SRB). Dada uma transformagao ¢ : X — X suave,
com X uma variedade compacta, dizemos que uma medida finita g em X é uma medida
Sinai- Ruelle-Bowen (medida SRB) para a transformagao ¢ se p é ¢-invariante e existe um
conjunto B C X com medida de Lebesgue positiva tal que para qualquer mapa continuo

f: X —>Rex € B tem-se

n—1

R SO

Dada ¢ : X — X uma transformacao suave, definimos Fxpoente de Lyapunov os

valores

1
Az) = lim —log || D¢"(z)u]l,
com z € X ev € T, X nao nulo, sempre que tal limite existir.

Das primeiras contribuigoes importantes destacamos Jakobson [Ja81], onde de-
monstrou que: dada uma familia f, de aplicagoes no intervalo [0, 1], existe um conjunto
I' de parametros a, com medida de Lebesgue positiva, para os quais f, tem uma medida
invariante absolutamente continua com respeito a Lebesgue. Isto foi provado para duas

classes de aplicagoes,

1. fu(z) =af(z),com 0 < a<4e fuma funcio C3-préxima da aplicacio quadratica
z(l —x);



2. fo(z) = af(x)(modl), onde f é de classe C*, f(0) = f(1) = 0 e f tem um tnico

ponto critico ndo degenerado em [0, 1].

Apés isto Benedicks e Carleson provaram que existe um conjunto A C (0, 2) com
medida de Lebesgue positiva tal que para todo a € A a aplicacao f,(z) =1 — az?, com x
no intervalo compacto I, tem Expoente de Lyapunov positivo no valor critico f,(0). No
segundo capitulo apresentamos o enunciado preciso deste resultado, cuja demonstracao
pode ser encontrada em [BC85].

Em um contexto mais geral, Thieullen, Tresser and Young [TTY94] provaram
que dada uma familia { f, }sc4, & um parametro, de aplicagdes nao-flat que para um certo

parametro a,, f,, satisfaz as seguintes condicoes:

(a) f.. satisfaz a condigao de Misiurewicz;
(b) fa. satisfaz uma condicao tipo Collet-Eckamann;

(c) as derivadas parciais com respeito a x e a de f(x), respectivamente no valor critico

e em a, sao comparaveis para n grande.

Entao, a, ¢ um ponto de densidade do conjunto de parametros a tais que o expoente
de Lyapunov de f, no valor critico é positivo, e f, admite uma probabilidade invariante
absolutamente continua com respeito a Lebesgue.

Além disso, Freitas [Fr06] mostrou que f, possui Expoente de Lyapunov positivo
em Lebesgue quase todo ponto.

Por outro lado, Lyubich em [Ly97] e Graczyk-Swiatek em [GS97], garantiram que
existe um conjunto aberto e denso de parametros a € [0,2] para os quais f, : [-1,1] —
[—1, 1] tem uma 6rbita periddica atratora cuja bacia de atragdo contém Lebesgue quase
todo ponto.

Diante destes resultados podemos concluir que nao existem exemplos robustos de
sistemas nao-uniformemente expansores na familia quadratica f,.

Em dimensdes maiores, Hénon [He76] introduziu as aplicagoes f,p : R? — R?
dadas por f,5(z,y) = (1 —az®+y, br), que sao chamadas de mapas Hénon, e conjecturou
que para @ = 1,4 e b = 0,3 a transformacao f,; deveria ter um “atrator estranho”.
Mais tarde, Benedicks e Carleson [BC91| conseguiram provar a existéncia de atratores
estranhos na familia de Hénon para b > 0 suficientemente pequeno. Eles mostraram que
se W¥(p) é a variedade instdvel de f,;, no seu ponto fixo p, entdo para todo ¢ < log2
existe by > 0 tal que para todo b € (0,by) existe um conjunto de parametros F(b) com

medida de Lebesgue positiva e para todo a € E(b):



e Existe aberto U = U(a,b) tal que para todo z € U

dist(f;fb(z), Wu(p)) — 0.

e Existe z) = 20(a,b) € W*(p) tal que (f3,(20))n>1 é densa em W*(p) e

a

1D fap(20)(0, D] = e

A situacao é substancialmente diferente para endomorfismos em dimensao alta.
Recentemente Viana [Vi97]| construiu transformagoes suaves e difeomorfismos exibindo
atratores nao-uniformemente hiperbdlicos multidimensionais robustos, o que mostra que
a persisténcia de hiperbolicidade nao-uniforme pode ocorrer em dimensoes altas.

Seja @, : I x R — I x R uma aplicacao de classe C? com I = S* dada por
0a(0, ) = (df(mod 1), ag + o sin 270 — %),

onde d é inteiro, o é ntimero real positivo e o parametro a € (1,2) é tal que a aplicagao
fa(x) = a—2? tem um ponto critico pré-periédico. O objetivo deste trabalho é apresentar

com detalhes a prova do seguinte teorema:

Teorema 0.0.1. (Viana,[Vi97]) Suponha que d > 16. FEntdo, existe ag > 0 tal que

para cada 0 < o < g temos
|
lim inf — log || D¢l (x)v]| > ¢ > 0,
n—oo N

em Lebesgue quase todo ponto (0,2) € S* x Iy e v € Tig)(S* x R). Além disso, o mesmo

vale para cada aplicagdo prérima de o, em C3(S! x R).

Um dos pontos cruciais na prova do teorema ¢ o fato de que ¢g(0) = df(mod 1),
(d > 16), possui uma estrutura Markoviana e é expansora. Entao é natural pensar se
o resultado acima admite extensdo ao caso em que g é uma transformacao expansora,
Markoviana com infinitos ramos e ainda |¢’| > 16. Nessa dire¢ao, Varandas em [Val2]

anunciou o seguinte resultado:

Teorema 0.0.2. (Varandas, [Va12]) Considere o skew-product ¢, : (0,1] x I —
(0,1] x I dada por ¢.(0,7) = (9(0), f.(0,2)) € tal que h(x) = ag — x* é Misiurewicz.

Entao existe ¢ > 0 tal que para cada o suficientemente pequeno vale:
NP
liminf — log || D¢l (0, z)v|| > ¢ > 0
n—oo n

para Lebesgque quase todo (0,x) e cada v € R*\{0}. Além disso, existe ¢ > 0 tal que as

mesmas propriedades valem para cada ¢ que € e-C3-prézimo a @q.



No capitulo 2 damos um exemplo de uma transformacao g que satisfaz as hipoteses
do Teorema 0.0.2.

Descreveremos agora algumas propriedades estocéasticas destas classes de siste-
mas nao-uniformemente hiperbélicos robustos. Alves em [Al00] motivado pelo trabalho de
Viana em [Vi97], mostrou que ¢, tem um ndmero finito de probabilidades invariantes ab-
solutamente continuas, implicando que qualquer probabilidade invariante absolutamente

continua é uma combinagao linear de tais medidas ergddicas. Em particular,

Teorema 0.0.3. ([Al00]) Eziste 6 > 0 tal que toda ¢ : S' x R — S x R que satifaz

| — Palles <6
tem uma medida SRB.

Araijo e Solano, em [AS11], estudaram a existéncia de probabilidades invariantes
absolutamente continuas para skew-products com dinamica da base arbitraria e apenas ex-
pansao assintética ao longo das fibras. Esse trabalho é uma generalizacao de um trabalho
de Keller [Ke90] no qual prova que para mapas do intervalo com finitos pontos criticos e
derivada Schwarziana nao-positiva, existéncia de probabilidade invariante absolutamente
continua é garantida por expoentes de Lyapunov positivos.

Ainda no sentido de obter generalizagoes de [Vi97], Schnellmann, em [Sc08], supoe
que d pode assumir valores nao inteiros implicando que ¢ ja nao é mais um mapa continuo e
consegue provar a existéncia de dois expoentes de Lyapunov positivos. Porém antes disso,
Buzzi, Sester e Tsujii em [BST02], mostraram que para d > 2, ¢, tem dois expoentes de
Lyapunov positivos. Além disso, o mesmo vale para qualquer aplicacao C'*°-proxima de
Da-

A dissertagao esta organizada da seguinte forma. No primeiro capitulo, recorda-
mos alguns conceitos e resultados da Teoria da Medida, Hiperbolicidade e Distorcao Li-
mitada. Estudamos também algumas propriedades dinamicas da transformacao de Gauss
e mostramos a existéncia de uma medida invariante absolutamente continua com respeito
a Lebesgue. Além disso, descrevemos a dinamica simbdlica de transformagcoes expansoras
do intervalo.

No capitulo 2, apresentaremos o Teorema de Oseledets que, nos garante a existéncia
de expoentes de Lyapunov para difeomorfismos e para transformagoes nao invertiveis. Em
seguida falaremos das aplicagoes quadraticas f,(z) = a — x?. Além disso, apresentaremos
a nogao de Derivada Schwarziana.

Logo em seguida, nos capitulos 3 e 4, apresentamos a prova do Teorema 0.0.1 que
segue em parte a prova de Viana [Vi97] e contém uma prova alternativa para a persisténcia

da folheacao invariante.



Capitulo 1

Medidas Invariantes e

Hiperbolicidade uniforme

Neste capitulo recordaremos alguns resultados basicos da Teoria da Medida, apre-
sentaremos os conceitos de Hiperbolicidade e Distorcao Limitada bem como suas propri-
edades, ainda mostraremos como estas duas condigoes implicam na existéncia de uma
medida, invariante para a transformacao de Gauss, absolutamente continua com respeito
a Lebesgue. Finalmente, descreveremos a dinamica simbdlica de transformacoes expan-

soras do intervalo ou circulo.

1.1 Teoria da Medida

Definiremos alguns conceitos da Teoria da Medida e apresentaremos resultados

importantes desta teoria. Entre eles o lema de Borel-Cantelli e a Desigualdade de Markov.

Sejam X um espago métrico compacto, (X, A, ) um espago de probabilidade e
f: X — X. A transformacido f é mensuravel se, somente se f~1(A) € A, para todo

A € A. Dizemos que p é invariante pela f se dado A € A,

A seguinte proposicao caracteriza as medidas f-invariantes.

Proposigao 1.1.1. Sejam f: X — X e p: A — [0,00) uma medida de probabilidade.

Entao i € f-invariante se, e somente se para toda funcdao p-integrdvel ¢ : X — R temos

/s@dﬂz/wfdw

Prova: Suponhamos que f preserva a medida u. Seja ¢ a fungao caracteristica de algum

conjunto mensuravel A, ¢ = x4. Entao,



[ o= [ adu= ) = s ),

pois u é f-invariante. Ainda temos que:

1, se z€ f 1A 1, se f(x)eA
0, se x¢ f1(A)

Xp-1(a)(z) = { =

= xa(f(z)) = o(f(x)) = (po [)(z).
Dai,
/900 fdp = /Xfl(A)d,u = p(f7H(A) = w(A) = /@du-

Assim, fica provado que
/wduz/wfdu,

quando ¢ é uma funcao caracteristica. Observe que segue diretamente da linearidade

da integral que se ¢ é uma funcao simples, ou seja existem Aj,..., A, mensurdveis e
n

ai, ..., q, constantes tais que ¢ = g ajXa4,, a igualdade acima ainda ¢é vélida.
=1

Finalmente, se ¢ é uma funcao integravel qualquer, pela definicao de integral,

/soduz lim /sonofdu,
n—-~oo

onde (¢,), é uma sequéncia de fungées simples convergindo para .
Mas, ja vimos que vale a igualdade /(pndu = /(pn o fdu, pois cada ¢, é uma

funcao simples. Tomando o limite em ambos os lados,

n—oo

lim [ p,dp = lim /gonofd,u: /god,u:/gpofd,u.
n—oo

Reciprocamente, dado um boreliano A, tomando ¢ = x4, imediatamente temos
1(A) = p(f~1(A)), basta notar que x40 f = xy-1(4).- [ |
As medidas invariantes nos conduzem a informagoes importantes sobre o com-
portamento dinamico do sistema. Em muitos casos esse estudo incide sobre a medi¢ao

das quantidades g o f™ para alguma funcao g : X — R, em média
n—1
1
n 290l
n
7=0

Quando i é uma probabilidade f-invariante ergddica, dada qualquer funcao in-
tegravel g : X — R, o limite desta média existe em pu- q.t.p. x € X. Este resultado é
devido a Birkhoff, para mais detalhes ver [M83] (Teorema 1.1, p. 102).

Considere M(X) o conjunto das probabilidades e M;(X) o conjunto das proba-

bilidades f-invariantes. Como X é compacto podemos tomar (i, ), sequéncia de fungoes



continuas densa na bola unitdria de C°(X) (J[OV11], Proposi¢ao 3.5, p.30). Entao, defi-
nimos a seguinte distancia em M (X):
/g&nd,u - /Spndy

d(v, ) = 2in
n=1

A distancia d gera a chamada topologia fraca® em M (X).

Dada f : X — X e qualquer medida 4 em X denota-se por f,u e chama-se
imagem de p por f a medida definida por

fo(E) = p(fH(E)),
para cada mensuravel £ C X. Note que u é invariante por f se e somente se fyp = .

Lema 1.1.2. A aplicagiao f, : M(X) — M(X) € continua relativamente a topologia

fraca*.

Prova: Para mostramos o lema acima, basta mostrar que se u, converge para j na

topologia fraca®, entdo para toda funcao continua ¢ temos que

tim [ dfp, = [ odton

Seja n uma medida qualquer, afirmamos que

[ odtn= [ oo san

De fato, podemos aproximar ¢ por uma sequéncia de fungdes simples ¢,, onde ||¢,|| < ||9],
com ||¢|| = sup{¢p(x) : x € X}. Observe que isto implica, em particular que ||¢, o f|| <

l|¢ o f]]. Se ¢ é a fungao caracteristica de um conjunto mensuravel qualquer A, entao

[ adn=ntr ) = [ fan

Por linearidade, a igualdade acima se estende para as funcoes simples ¢,. Para
finalizar, temos pelo Teorema da Convergéncia Dominada, [CJ08](Teorema 3.3.7, p. 54),

que

[ odtn =t [ o.tn = lims [ o0 iy = [0 fan

O que termina a prova da afirmacao. Para completar a prova do lema, basta observar que
a fungao ¢ o f também é continua uma vez que f é continua. Assim,

i [ ot = lim [ o fd, = [0 fin= [ o

n—o0

[ |
Visto a grande importancia de medidas invariantes em Sistemas Dinamicos surge
uma pergunta natural: sob que condi¢oes garantimos a existéncia dessas medidas? Para

responder este questionamento temos o seguinte teorema.



Teorema 1.1.3. Seja f : X — X uma transformacdao continua em um espaco métrico

compacto. Entao existe pelo menos uma probabilidade f-invariante.

1N . . .
Prova: Sejam m € M(M) e a sequéncia p,, = - Z fIm, onde (fIm)(A) =m(f7(A)),

]_
para todo A € A. Como M(X) é compacto [M83] temos que (u,)neny admite uma
subsequéncia convergente (i, Jren. Seja p € M(X) tal que

nkl

1
po=lim gy, = lggon—kaJ

Para concluir mostremos que o limite de (f,, )r ¢ um ponto fixo para f, e portanto uma
probabilidade f-invariante. De fato, sejam ® = {¢1,...,¢,} uma familia de fungoes
continuas limitadas e € > 0. Temos que

nE—1

L5 finern o

para todo i e todo k suficientemente grande. Como f, é continua, temos que

ni—1 Nk
.1 ;
fetr = fs <1lm— E fi ) :hinn—k;:l fim

Agora, observe que

< €/2,

Z/@ﬂ%%—Z/@ﬂMI

1
EMWH/@NWWW|

nkl |

2

< —sup ¢
ng,

< €/2

para todo 7 e todo k suficientemente grandes. Dai,

niz [0 pram — [ o

<€

ng

para todo i e todo k suficientemente grande. Isto significa que — Z ffm — 1 quando

n
k =1

k — +oc. Por unicidade do limite na topologia fraca®, f.u = pu. [ ]
Observacao 1.1.4. Para o teorema acima basta que f seja continua no conjunto dos
pontos nao-errantes Q(f), onde um ponto x € X € dito ndo-errante para f se dada uma
vizinhanga U de x qualquer existe n € N tal que f*(U)NU # (). De fato, como o conjunto
Q(f) ¢ invariante, entio podemos definir wma nova transformacio f : Q(f) — Q(f).
Além disso, QU f) € fechado e portanto compacto. Fazendo o mesmo processo do teorema
anterior para f encontramos uma medida i que é invariante pela f . Definamos p(A) =

A(ANQS)), para todo A C X mensurdvel, e p é invariante pela f.



Seguem agora algumas defini¢oes preliminares.

Definigao 1.1.5. Um conjunto A € A é dito f- invariante se f~1(A) = A. Dizemos que

a medida p € ergodica com respeito a f se so se todo conjunto f-invariante possui medida
0 ou 1.

Definicao 1.1.6. Sejam p,v duas medidas de probabilidade, v € dita absolutamente
continua com respeito a p (notagdo: v < u) se para todo A € A com p(A) = 0, te-
mos v(A) = 0.

Uma propriedade se diz satisfeita em quase todos os pontos (q.t.p.), se o conjunto
dos pontos onde a propriedade nao é satisfeita tem medida nula, ou seja se existe A € A,
1(A) =1e p(A°) = 0.

Os resultados seguintes sao poderosas ferramentas da Teoria da Probabilidade.
O lema de Borel-Cantelli nos d4 um critério para que dada uma sequéncia de conjuntos
mensuraveis A, (interpretando pu(A,) como a probabilidade de x pertencer a A,), a

probabilidade de x pertencer a uma infinidade de conjuntos A,, é zero.

Lema 1.1.7. (Borel-Cantelli) Sejam A, C X mensurdveis tais que ZM(AH) < 0.
n>0
Entao, a medida do conjunto de pontos x que pertencem a infinitos A, € zero, isto €,

()

k>0n>k

Prova: Seja A = ﬂ U A,. Entao, A C U A, e, portanto p(A) < ZM(AH) N\ 0,
k>0n>k n>k n=~k
quando k — oo, pois o limite acima é a cauda de uma série convergente. Logo, u(A) = 0.

[
Mostremos agora a Desigualdade de Markov que relaciona probabilidade a es-
peranca. O lema nos da um limite superior para a probabilidade de que uma funcao

nao-negativa de uma variavel aleatoria ser maior ou igual a alguma constante positiva.

Proposicao 1.1.8. (Desigualdade de Markov) Seja Z : Q@ — R uma varidvel aleatoria

assumindo valores reais positivos. Entao, temos para qualquer a > 0:
P(Z >a) = P(e? > %) < e_a/eZdP
Prova:

/eZdP = / eZdP+/ eZdPE/ eZdPZ/ e’dP
[eZ >ea] [eZ<e9] [eZ >eq] [eZ>e2]
—_——

>0

= e“./dP: e P(e? > e). ]
Q
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Como a medida de Lebesgue é fisicamente relevante, um problema interessante é
o de construir medidas f-invariantes absolutamente continuas com respeito a Lebesgue.

Isso sera discutido na secao seguinte sob uma hipdtese de hiperbolicidade.

1.2 Hiperbolicidade e Distorcao Limitada

Seja f : X — X um difeomorfismo em uma variedade X dotada de uma métrica
Riemanniana que induz uma norma || - || no espago tangente. Um conjunto A C X
compacto f-invariante é dito hiperbdlico se admite uma decomposicao do fibrado tangente
ThX = E° ® E", invariante pela derivada de f, e existem constantes ¢ >0e 0 < A < 1

tais que para todo n > 1 e todo x € A, valem

D" ()] ]| < A"

E3
[Df"(2)|pa|| < A"

Definicao 1.2.1. Uma transformacao diferenciavel f : X — X € dita expansora se
existem A > 1, ¢ > 0 e uma métrica Riemanniana em X, tais que para todo ponto x de

X tem-se
(D f™ () M7 > eA™

Dizemos que o ponto x € X é periddico se existe n > 1 tal que f"(x) = z. O
ponto z € X é dito pré-periddico se existe m > 1 tal que f™(z) é periddico.

Introduzimos a seguir um exemplo de uma transformacao expansora por pedagos
no intervalo e mostraremos como obter condigoes de distorcao limitada.

1 |1
Exemplo 1.2.2. Denotando [x] a parte inteira do nimero real z, seja g(6) = 7 [5] , 0 €

(0,1] a aplicagao de Gauss,
Observe que |Dg(#)| > 1 para todo 8 € (0,1] e |Dg(0)| = 1 se, e somente se
0 = 1. De fato,

. —1
DGO = | 5

1
como 0 < 6 < 1 temos que 0> < 0 < 1, logo B > 1. Suponha agora que |Dg(0)| = 1,

1
| = 1 o que implica — =1 =0 = 1. Reciprocamente se § = 1 temos

entao B

1

DGO = | 5| =1

Considere a modificacao de g do sequinte jeito:
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Figura 1.1: A aplicagao de Gauss

1

g(0) se e 0,—

9(0) : bohat]
—16<9—E)+1 se QE(E,?},]C:L,15

Note que [Dg(0)| > 16, V6 € (0, 1].

Definicao 1.2.3. Seja A um subconjunto compacto de X e f-invariante. Dizemos que A

é atrator para f se existe U C X aberto tal que f(U) C int(U), A = N,50 /"U) € fla €
transitivo.

Defini¢ao 1.2.4. O par (X, f) € dito topologicamente transitivo, se para todo par de
abertos U eV em X existe n € N tal que f*(U)NV # 0.

Lema 1.2.5. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. f € topologicamente transitiva;

2. Eziste um residual R C X tal que para todo x € R, O(x) = {f"(x)
densa.

:n € N} é

Prova: Para provar que (1) = (2) vamos mostrar que existe um residual R; tal que
w(z) == {y € X;3n; — oo e f¥(x) - y} = X, para todo z € R;. De fato, seja
{B,, : n > 1} uma base enumerdvel de abertos. Definamos A, = {y € X : f™(y) €
B, para algum m > 0}. Temos que A, é aberto, por defini¢ao, e é denso pela hipétese.
Entao Ry =

mnz1 A, é residual. Sejam x € R; e U C X aberto, por definicao existe

n tal que B, C U. Logo, como x € A, para cada n, temos que existe m tal que
f™z) € B, C U. Portanto, w(z) = X, isto é, a orbita de = é densa.
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Agora suponha que z € X é tal que sua 6rbita é densa em X, ou seja, O(z) = X,
entdo w(z) = X. Sejam U, V abertos quaisquer de X, entdo existe n; tal que f™ (z) € V

e existe ny com ng < ny tal que f™2(x) € U o que implica que f™~"2(U) NV # (). ]

Definicao 1.2.6. Dizemos que f ¢ topologicamente mixing se para todo par de abertos

nao-vazios U e V em X existe N > 0 tal que para cada n > N temos que
M U)Nnv #0.

Definicao 1.2.7. Dada f : [ — I, dizemos que uma particao P de I € Particao de
Markov completa para f se, f(P) =1, para todo P € P e flp: P — I é difeomorfismo

C' e admite extensao C* ao fecho de P.

Definicao 1.2.8. Uma transformacdao f : X — X € dita topologicamente exata se dado
qualquer aberto U C X existe N > 1 tal que, fN(U) = X.

Lema 1.2.9. A transformacao de Gauss € topologicamente exata.

Prova: Sejam U C I aberto e P a parti¢ao de (0, 1] dada no Exemplo 1.2.2. Consideremos
n—1

a particao P™ = \/ g7’ Pj, com P; € P dinamicamente gerada, isto é, P € P™ « P =
§=0

Pong Y (P)N---Ng™P,)eg": P— Iédifeomorfismo. Entao,

(P _ 1

Pl<=——"-<—
PL< gty < T

Portanto os elementos de P™ possuem diametro arbitrariamente pequeno. Entdo, existe
P eP™ tal que P C U.
Como a transformacdo de Gauss é expansora por pedacos temos P™ é uma
particio Markov completa, entdo existe N > 0 tal que I = g"(P) C ¢"(U) C I. n
Consideremos agora f : N — N uma aplicacao C'! por pedacos, onde N é o S*
ou [0,1]. Se I C N é um intervalo tal que Df(z) # 0 Yz € I definimos a distorgao de f

em [ por

Dist(f, 1) = mssgjlog%.

Definicao 1.2.10. Dizemos que f tem distor¢ao limitada em I se existe K > 0 tal que
K < Dist(f,I) < K.

A propriedade de distorcao limitada sera fundamental para a construcao de me-
didas invariantes absolutamente continuas com respeito a Lebesgue. Uma questao ¢ de

como obter distor¢ao limitada.
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Definicao 1.2.11. Dizemos que f, de classe C?, satisfaz a condicdo de Rényi se existe

c >0 tal que
|D?f ()]

Dr)p =°

para todo x € 1.

Exemplo 1.2.12. A transformacao g definida no Exemplo 1.2.2 satisfaz a condi¢do de

1 2
Rényi. De fato, quando 0 € <O, E} temos |D*g(0)| = oF logo
D? 2
DO _ 2,
[Dg(0)]> 16|
|D%g(0)] 1D?9(0)] _
Nos outros casos ———= = 0. Portanto, < ¢, para todo x € I
[Dg(0)[? [Dg(O)> ~

Proposicao 1.2.13. Seja f : [ — I, I = UI]-, C? por pedacos satisfazendo Rényi.
j>1

Entao, f tem distor¢cao limitada. Como consequéncia a transformagao g : (0,1] — (0,1]
D
do Exemplo 1.2.2 satisfaz que existe K > 0 tal que ||D§E §|| < K para cada x,y € I;
ej=>1.
2 D2
Prova: Como —c < g($2 < ¢ temos que 9() < c¢.Dg(x). Dali,
Dy(x) Dg(x)
x D2 x
g(s)ds g/ c.Dg(s)ds,
y Dg(s) y

isto implica que

logo
Dg(x) Dg(z)
log <ec(g(x)—gly)) = < e 9()—9(v))
Dyg(y) o) = gtw) Dy(y)
Como z,y € I; temos que g(x) — g(y) < m(g(Z;)) < 1. Portanto g tem distor¢ao
limitada. |

Além disso pelo Teorema do Valor Médio, distorcao limitada implica que existe

C > 0 tal que dados quaisquer dois intervalos I, J C I; temos que

Ll el _
VS e =

Proposicao 1.2.14. A transformacdio g (Ex. 1.2.2) admite uma inica medida de proba-

bilidade p, f-invariante absolutamente continua com respeito a Lebesgue (m).
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n—1
1 . ,
Prova: Definamos a sequéncia (u,),>1 dada por p, = — E glm, onde ¢Zm(A) =
= n
=0
m(gI(A)), para todo A C (0, 1] mensurdvel. Mostraremos que g/m < m, para todo

j > 1. De fato, sejam {g;} os ramos inversos de g, com g; : I; — (0,1], tal que dado

qualquer intervalo A C (0, 1] temos,
(g.m)(A) = m(g~"(A)) = >_mlg; " (A)).
Cada g; : I; — (0, 1] é um difeomorfismo. Portanto, podemos aplicar o Teorema

de Mudanca de Variavel para cada g; e obtemos,

m(A) = / DI () (1.1)

3

Pela Proposicao 1.2.13 sabemos que a condicao de Renyi implica distor¢ao limi-

tada. Entdo, existe C' > 0 tal que, para cada intervalo J C (0, 1] vale

L1 _ |detDg(x)

C ,
= |detDg(y)| —

para todo x,y € J. Logo, denotando I; = (a;, b;]

B |detDg(a;)| . dm(a
(L1) = /g,.-l(m—uewg(ai)Nd tDg(x)|dm(z)

> C~1|detDg(as)|dm(z)
9; '(A)

= C7Y|detDg(a;)|m(g; " (A)).
Isto é, m(g; '(A)) < C|detDg(a;)|"'m(A). -
Como (g.m)(A) = 3=, m(g; ' (4)) e Dg(w) = —3, segue que

(gem)(4) < €3 |detDy(ar)|'m(A)
< CZ|ai|2m(A)
< Cm(A),

onde para a ultima desigualdade devemos observar que cada a; = —, ou seja, a série
7

1
Z |a;|> = Z - e portanto converge. Desta forma concluimos a afirmacao para j = 1.
, —
Agora seja j > 1 qualquer. Temos que (¢Zm)(A) = m(g7(A)) = Zm(gi_j(A)),
para todo A C (0,1].
Considere as sequéncias finitas ¢ = (i1,...,i;) € os ramos inversos de ¢/, gi :

I; = (a;,b;] — (0,1]. Como (0,1] admite uma particdo de Markov completa entao cada
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gg : I; = (0,1] é um difeomorfismo. Como |Dg£ | é crescente pelo Teorema do Valor Médio
para gg obtemos
|det D (a:)||(ai, bi)| > |(0,1]] = 1,

o que implica em
|det Dg] (a;)| ™" < |(az, by)].
Somando em cada entrada da sequéncia ¢ e denotando Z = Z Z e Z segue-se que

1 il gl
> ldetDgl(a)| ™ <Y [(as b)| = 1.

Entao, um argumento similar ao anterior mostra que

(gim)(4) < CY,|detDg](a;)| " m(A)
C.

<
< C.m(A).

O que conclui a afirmacao para 7 > 1.
Além disso, pelo Teorema de Radon-Nikodym ([CJ08], Teorema 4.4.3, p.67), te-

mos que '
dglm

C.m(A) < (¢'m)(A) = dm,
()< (m)a) = [
, dglm . :
para todo A mensuravel. Portanto, 7 < C'. Repetindo o processo acima para os
m
da’?
valores b; obtemos ct< g*m, Vi > 1. ]

A sequéncia (i, ),>1 admite pelo menos uma subsequéncia convergente na topo-

logia fraca®. Para provar a afirmacao provaremos um resultado mais geral.

Lema 1.2.15. Toda sequencia de probabilidades em um espagco métrico compacto X ad-

mite uma subsequéncia convergente na topologia fraca™

De fato, seja F = {¢, : n € N} um subconjunto enumeravel denso na bola

unitdria de C°(X). Para cada n € N, a sequéncia de niimeros reais /Qﬁndpk, ke NE¢

limitada por 1. Portanto, para cada n € N existe uma sequéncia (k?)jeN tal que / ¢nduk;z
converge para algum numero ®,, € R quando 7 — oc.

Além disso, cada sequéncia (k:;”“l)jeN pode ser escolhida como subsequéncia da
anterior (k7)jen. Definamos I; = k:j para cada 7 € N. Por construcao a menos de um
ntimero finito de termos, (/;)jen € uma subsequéncia de cada uma das (k});en. Logo,

/and,ul]- - q)na

para todo n € N.
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Dad,

() = lim [ @dpu, (1.2)

j—00
existe para toda funcao ¢ € C°(X). De fato, suponha primeiro que ¢ € C°(X). Dado
qualquer € > 0 podemos encontrar ¢,, € F tal que ||¢ — ¢,|lo < €. Entao,

/ pd; — / Pndpu,

para todo j. Como ([ @dpy,); converge para ®,, segue que

lim sup/god/uj — lim inf/godulj < 2e.
J—00

Jj—00

<

Como € é arbitrario, concluimos que lgglo / ¢dpy; existe. Para o caso geral segui-
mos 0 mesmo argumento substituindo ¢ por jgo/ |||

Finalmente, o operador ® : C°(X) — R definido por (1.2) é linear e positivo.
Além disso, ®(1) = 1. Logo, pelo Teorema de Riez-Markov ([CJ08|, Teorema 10.2.2.
p.124), existe alguma probabilidade p em X tal que ®(p) = / wdu, para toda ¢ continua.
Assim,

/ pdp = jlggo edpu,

para todo ¢ € C°(X).

Mostramos que p é equivalente a Lebesgue, falta mostrar que p é unica pro-
babilidade f-invariante absolutamente continua com respeito a Lebesgue. Pelo mesmo
argumento usado no Teorema 1.1.3 temos que p é f-invariante. Para provar a unicidade

vejamos o seguinte fato.

Proposicao 1.2.16. Sejam i e v probabilidades invariantes em X tais que p é ergodica

e v € absolutamente continua com relacao a p, entao = v.

Prova: Seja ¢ : X — R uma funcao mensuravel limitada qualquer. Segue do Teorema

de Birkhoff que como g ¢é invariante e ergédica a média temporal
1 n—1
~ _ 1 - j
Plw) = lim — Z;sf)(f (2))
J:

é constante igual a / wdp em 1 quase todo ponto. Segue que esta igualdade também vale
em v quase todo ponto, ja que v < pu.
Em particular, [ ¢dv = | ¢dv = / wdu, onde para a primeira igualdade usa-
mos o Teorema de Birkhoff. Considerando fun¢oes caracteristicas, temos que u(A) = v(A)
para todo Boreliano A, i.e., u = v. [ ]
Suponha que ¢ admita outra medida v invariante absolutamente continua com
respeito a Lebesgue, entao v < pu, pois u é equivalente a Lebesgue que é ergddica em

(0,1]. Logo, pela Proposi¢ao 1.2.16 temos que v = p.
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1.3 Dinamica Simbodlica

Nesta segao descreveremos a dinamica simbolica de transformagoes expansoras.
Embora os resultados sejam mais gerais, focamos no caso do intervalo ou circulo.

Dado m > 1 sejam A,, = {1,...,m} um alfabeto finito e %,, = AY o conjunto
de todas as sequéncias infinitas unilaterais. Definamos o mapa o : 3, — %, por o(z;) =
(xi41), i.e., a imagem de uma sequencia por o é obtida deslocando (x;) um passo a
esquerda. O par (X4,0) é chamado de shift. Note que como o simbolo a esquerda
desaparece, a aplicacao o nao ¢é inversivel, e cada ponto tem m pré-imagens.

O espaco do shift ¥,, é compacto na topologia produto. A base desta topologia

¢ formada pelos cilindros
Cil:---,ik = {ZE = (CL’[) . .l’j = ij, j = ]_, N k},

onde cada i; € A,,.
Dizemos que um conjunto A C 3, é um subshift se é compacto e o-invariante.
Um subshift A é do tipo finito se existe M = (7;;) matriz m x m, chamada matriz de

incidéncia, cujas entradas 7;; sao 0 ou 1 tal que
xTr = (IZ> eNse Tiginer — 1,

para todo k > 1.

Apesar de apresentarem uma dinamica bastante simples o shift tem muita utili-
dade em sistemas dinamicos, principalmente por servir de modelo para uma grande classe
de fungoes, inclusive para func¢oes que possuem érbitas muito complicadas.

Seja f : N — N um mapa C', com N = [0,1] ou N = S!, e seja K C N um
compacto f-invariante. Suponhamos que f é expansora em K e que existe um aberto

U D K tal que K = m f™(U), e que f é topologicamente transitivo em K. K ¢é

neN
chamado de repulsor.

Uma colecao de fechados Ry, ..., R, C K que satisfaz as seguintes propriedades

p
1. K:URiemt(Ri):Ri parai=1,...,p;

=1

2. intR; NintR; = () sempre que i # j;
3. f(R:;) D Rj sempre que f(intR;) N R; # 0,

formam uma Particao de Markov do repulsor K.

Definindo uma p x p matriz A = (7;;) com entradas
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1 ose f(intR;) NintR; # ()
E { 0 se f(intR;)NintR; =0
e considere o shift ¢ : ¥4 — X, definido por o(iyis--+) = (izig---), onde ¥, =
{(hiz--) e {1,....p}" : 734, = 1 Vk € N}
Denotemos por 3, o conjunto formado por todas as n-uplas (iyis - - -i,) tais que
existe uma sequéncia (ji1jo---) € X4 tal que ¢, = j; para [ = 1,...,n. Para cada

(1132 - - - i,) € X, definimos

n
[ ] l+1
1112 “in

e h:¥4— K dada por

00
l
h 2122 m f RZZ-H ﬂ Ozugzn
n=1

Para que h esteja bem definida devemos mostrar que ﬂ 'Ry .. # 0 e que contém

141
1=0
apenas um ponto. De fato, por definicao a sequéncia de conjuntos Cj,;,..;, € encaixante,

isto €, Cijig.iny C C’m2 in» Para todo n > 1 o que implica (', Cii..i,, # 0. Suponha

que existem x,y € ﬂf 'R

U+1”
=0

pequeno [Cm85]. Entao, dado € > 0,

Podemos tomar o diametro da particao arbitrariamente

dist(z,y) < diam(R;,) < diam(P) < e.

Dai, dist(f’(z), f’(y)) < A e, para todo j > 1, onde A = 2 é a constante de expansao de
o. Entao as érbitas futuras de x, y estarao sempre proximas o que ¢ um absurdo pois f é

exXpansora.
Além disso, h o o((iyis - ﬂf IRi,,, = f (ﬂ ijij> = foh((iria---))

e a funcao h é Holder continua (veja [PUlO]). Assim, obtemos uma funcao h: ¥4 — K

que codifica o repulsor K.



Capitulo 2

Hiperbolicidade nao-uniforme em

dimensao 1

Iniciaremos o capitulo apresentando um resultado devido a Oseledets que, sob

certas condicoes, nos garante a existéncia do limite
1 n
lim —log||Df"(x)v||.
n—soo N

Apresentaremos tal resultado para difeomorfismos e para transformagoes nao in-
vertiveis. Em seguida falaremos das aplicagoes quadraticas f,(z) = a — z?%, que sdao exem-
plos unidimensionais de aplica¢oes que possuem expoente de Lyapunov positivo para um
conjunto de parametros a com medida de Lebesgue positiva. Além disso, apresentaremos

a Derivada Schwarziana e algumas propriedades.

2.1 Expoentes de Lyapunov

Nesta sec¢ao introduziremos um conceito de grande importancia na Teoria dos
Sistemas Dinamicos, os chamados Expoentes de Lyapunov. Dada uma transformacao

diferenciavel f: X — X, para cada z € X ev € T, X, o nimero
o1
Az,v) = lim = log|[Df"(2)ol],
n—soo M

onde f" = fo---o f, é dito Expoente de Lyapunov (associado a x e v), sempre que tal
——

nvezes
limite existir. Estes nimeros fornecem informacoes preciosas acerca do comportamento

assintético da derivada de f ao longo da orbita de x através da expansao e contragao
de vetores no espaco tangente. Em geral o limite acima pode nao existir. Porém um
resultado devido a Oseledets nos diz que sob condigoes bastante gerais podemos falar em

Expoentes de Lyapunov como definidos anteriormente.

19
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Teorema 2.1.1. (Teorema de Oseledets) Sejam X variedade compacta sem bordo, f €

DifY(X) e u probabilidade f-invariante. Entao, para j quase todo ponto x € X :

1. Existe k(x) > 1 e decomposi¢io T,X = E @ - @ EX® D f-invariante (isto €,

Df(z)E. = E'), variando mensuravelmente com o x;

. 1
2. para cada v € E!\{0}, \i(p,x) = lirin —log ||Df"(x)v|| existe e varia mensuravel-
n—+oo N

mente com x, e ainda A\;(i, f(x)) = Ni(p, x).

Se p € ergddica, entdo as fungoes k(-) e N\j(, -) sdo constantes, isto €, independem

de x.

Este teorema descreve o comportamento passado e futuro da dindmica. Para

endomorfismos pode-se descrever o comportamento futuro.

Teorema 2.1.2. (Teorema de Oseledets- caso nao invertivel) Seja f um endomorfismo de
classe C' em uma variedade compacta X. Suponha que log|detD f(x)| € L (n). Entao,

existe A € A, f-invariante, com u(A) = 1 satisfazendo as sequintes propriedades:

1. Eziste uma fungdo mensurdvel invariante s : A — N (ou seja, so f = s);

2. para cada x € A, existem nimeros reais Ayz)(r) < As@-1(z) < -+ < A (2), com

Ailp, f(2)) = Ni(p, x), variando mensuravelmente com x;

8. para cada v € A existem subespagos vetoriais {0} = Viz)11(x) C Vi)(z) C ... C
Vi(z) = T, M, tais que Df(x)Vi(xz) = Vi(f(x)), variam mensuravelmente com o

ponto x.

4. para todo x € A e v € Vy(x)\Viy1(x),

1 n
Jim —log ||Df"(2)vll = Ai(p, 2)

Em dimensao um o exemplo mais simples de dinamica com expoente de Lyapunov
positivo sao as aplicacoes expansoras. De fato, dada ¢g : I — I tal que existe A > 1 tal
que [(¢")'(z)| > A", entdo

1
—log|(g") ()| = logA > 0.
n

2.1.1 A familia quadratica

Nesta secao faremos o estudo da dinamica da aplicacao quadratica f, : R — R,

dada por f,(z) = a — 2%, a € R. Estas aplicagoes sao escritas de varias formas, por

2

exemplo z — 1 — ax® e x — ax(1 — z), porém conjugadas entre si.
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A familia de aplicagoes quadréticas foi um dos objetos mais estudados na ltima
década. Isto se deve em parte a simplicidade da expressao e a complexidade da dinamica
gerada por essas aplicagoes.

Uma das questoes interessantes é a existéncia de uma probabilidade invariante ab-
solutamente continua, pois a existéncia de tal medida implica um comportamento cadtico.
Ledrapier [Le81] mostrou que se f : I — I, com [ intervalo, tem uma medida de probabi-
lidade invariante absolutamente continua com entropia métrica positiva entao existe um
subconjunto A C I de medida de Lebesgue positiva tal que o expoente de Lyapunov existe
e é igual a alguma constante positiva para cada x € A. Segundo um resultado devido a
Ruelle [Ru79], as 6rbitas de pontos préximos de A se afastam exponencialmente répido.

Estamos especialmente interessados em saber quando f, tem um comportamento
expansor. A dinamica desta aplicacao é interessante se o parametro a estiver entre —}L e
2. Caso contrério fI'(z) — —oo quando n — +00.

Observemos que f, = f exibe um ponto critico ¢ = 0, e isto é o principal mo-
tivo que impede que a aplicagao quadratica tenha comportamento expansor. De fato,

suponhamos que

[f"(e) —ef <477,
para algum n > 1. Entdo, para J = (—47",47") temos que f*(J) C J e |(f*)] < 1
em J. De fato, seja z = f"(y) com y € J, entdo |y — ¢| < 4. Por continuidade
|f"(y) — f*(c)] <€, com e > 0 dado. Por outro lado, |f"(c) — ¢| < 47", logo

W= 1" < 1" (y) = [M()] <e= " (y)] <e+47"

Como € é qualquer temos que f"(y) € J. Além disso,
n—1 n—1 N
Y (@) = [T 1Pl = T 21 ()] < 24 Em0d < 1.
J=0 =0

Isto implica que f tem uma orbita periédica atratora e entao o expoente de
Lyapunov é negativo. Assim, controlar a recorréncia a regiao critica ¢ = 0 é a estratégia
bésica para garantir que a contragao que acontece toda vez que uma orbita passa préximo
ao ponto critico ¢ = 0 nao acumule com o passar do tempo.

E importante também considerar o caso em que a érbita do ponto critico é nao

recorrente, isto é, inf,,>1 |f2(c) — ¢| > 0.
n—1 n—1 n
Entdo, [(f")(f(e)] = [T1/ (7 el =111 -2/ ol =2"T[1F () = =
j=0 Jj=0 Jj=1
—1—+v1+44a ,

€ o0 ponto
5 p

fixo com maior valor absoluto, Lebesgue quase todo ponto = € I satisfaz a propriedade

o.\",;onde A > 1 e o > 0. Além disso, se I = [¢, —¢|, onde ¢ =

anterior com o = o(x). Para mais detalhes veja [VO7]
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Observacao 2.1.3. O intervalo Iy = [q, —q] satisfaz f.(1y) C (1)
Seja x = f(y) com y € f(ly). Temos dois casos:
L g<y<0=q¢<fly)<a
2. 0<y<—q=q< fly)<a

Entéo, z € [¢,a] C [¢, —q], quando a € (—1,2).

Figura 2.1: Conjunto Invariante

Do ponto de vista probabilistico um resultado importante foi devido a Jackobson
[Ja81] o qual mostrou que para um conjunto I' de parametros a € [0, 2] com Leb(I') > 0
a aplicagdo quadratica f,(z) = ax(l — x) tem medida finita invariante absolutamente
continua. Benedicks e Carleson [BC85] provaram que o conjunto de parametros para os
quais o valor critico f,(0) para a aplicagao f, tem um expoente de Lyapunov positivo tem

medida de Lebesgue positiva. Mais precisamente,

Teorema 2.1.4. (Benedicks e Carleson)[BC85]. Seja f,: (—1,1) — (—1,1) dada
por fo(x) =1—az? coma € (0,2). Ezxistem constantes C,~v > 0 e um conjunto E C (0,2)

com medida de Lebesgue positiva, tais que para todo a € E
|(f2) (fa(0))] = C.e™, Vn =1
Do ponto de vista topologico, tem-se

Teorema 2.1.5. (Lyubich[Ly97]) Existe um conjunto aberto e denso de parémetros
a € [0,2] para os quais f, tem uma drbita periédica atratora cuja bacia de atragao contém

Lebesgue quase todo ponto.
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2.2 Derivada Schwarziana

Seja f uma fungao de classe C® definida no intervalo I C R. Se f'(z) # 0

definimos a derivada Schwarziana de f em x por

@) 3 (f”(:v))2
="y~ 2\ )
Se y é um ponto critico isolado de f definimos Sf(y) = lim Sf(z), se o limite

I*)y
existir.

Observagao 2.2.1. O operador N f = (log f')" desempenha um importante papel no es-
"
tudo da distor¢ao de fungoes. De fato, Nf = (log f') = % e assim se f é um difeomor-

fismo em x,y € I entao

O
s Gy = | g = [ Voo

Além disso este operador estd relacionado com a derivada Schwarziana da se-

guinte forma:

Sf = (Nf) = SN

Lema 2.2.2. (Principio do Minimo). Seja I um intervalo e f : I — I um mapa de classe
C3 com f'(x) # 0 para todo v € I. Se Sf <0, entdo |f'| ndo atinge um minimo local no

mterior de I.

Prova: Seja p um ponto critico de f’. Entao f”(p) = 0, dai como Sf(p) < 0 temos que
f///(p>

f'(p)

< 0. Assim, f”(p) e f'(p) tem sinais opostos.
Se f'(p) < 0, entao f”(p) > 0 e portanto p é um minimo local de f’, logo é um
maximo local de |f’|. Analogamente, se f'(p) > 0 entdo p é um ponto de maximo local

de |f'|. Como f" nunca é zero em I temos que |f’| ndo tem um minimo local em [. u

Teorema 2.2.3. Seja f : I — I, I intervalo compacto, uma aplicacao de classe C3 com
derivada Schwarziana negativa. Seja V- um aberto que contém todos os pontos criticos de
f e contém pelo menos um ponto de cada orbita periédica nao-repulsora. Entao existem
C >0, X > 1 tais que se x € I satisfaz f'(x) ¢ V para cada i = 0,...,n — 1, entdo
|Df™(z)| > CA™.

Prova: Existe um inteiro m tal que se f*(x) ¢ V para todo 0 < i < m, entao |Df™(z)| >
1. De fato, suponha, por contradicao que existe inteiro n arbitrariamente grande para o

qual existe um ponto z,, € I tal que

IDf"(@a)l < e fiwa) ¢V
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para cada 0 <1 < n.

O conjunto de pontos criticos de f e de pontos periddicos nao-repulsores € finito,
pois os pontos criticos de f sao isolados. Entao existe um aberto U contendo cada ponto
periddico nao-repulsor em V' e cujo fecho esta contido em V. Seja J, o maior intervalo

contendo x,, tal que
fi(J,) cI\U, Vj=0,...,n.

Como f" é um difeomorfismo em .J,, pois os pontos criticos de f estao em U
e Sf" < 0, segue pelo Principio do Minimo que |Df"(x)| ndo atinge minimo local no
interior de /. Entao, existe uma componente L, de J,\{z,} tal que |Df"(z)| < 1, para
todo x € L,,.

Suponhamos sem perda de generalidade que J,, é conexo, ou seja, J, é um inter-
valo, entao J,,\{z,} possui duas componentes conexas. Suponha que em toda componente
conexa L, C J,\{z,} exista z, € L, tal que |Df"(z,)| > 1. Como |Df"(x,)| < 1e|Df"|

¢ uma fun¢ao mondtona, pois nao admite minimo local em I, teriamos
zn < T = [Df"(z)| < [Df"(@n)l.

Uma contradigao pois |Df"(z,)| > |Df"(x,)].

Seja vy, # x, no bordo de L,. Pela maximalidade de J,, existe um inteiro
0 < k(n) < n tal que 5™ (y,) € U. Seja 6 de modo que cada componente de V\U tenha
comprimento > §. Como f*™(z,) ¢ V e f¥"(y,) € U obtemos

| R (L)| > 6. (2.1)

Por outro lado, como 0 < |Df"(z)| < 1 para todo = € L,, temos que

[/ (Ln)| < [ L. (2:2)

Segue que
|L,| — 0. (2.3)

De fato, suponha que esta convergéncia nao seja valida, podemos tomar uma
subsequeéncia L, convergindo para um intervalo L de comprimento positivo. Se J é um
intervalo cujo fecho estd contido no interior de L, entao existe um inteiro j tal que L,
contém J para todo n; > j. Como L, C J, e f/(J,)NU = (), para cada 0 < j < n segue
que f™(J) C I\U, para todo inteiro n. Pelo Teorema de Denjoy-Scwartz que nos diz que
dada uma aplicacao continua no intervalo compacto I que é C! por pedacos, monétona
por pedagos e é tal que a funcdo = — log|f’(x)| se estende a uma funcdo Lipschitz em
I, entdo f|; ndo tem intervalos errantes, ou seja, temos que existe um ponto em J que é
assintotico para atratores peridédicos. Isso nao é possivel porque U contém um ponto de

cada drbita periddica atratora de f.
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De 2.2 e 2.3 obtemos |f"(L,)| — 0. Como |f*™(L,)| > §, podemos tomar
uma subsequéncia n; — 0o tal que o intervalo f*™)(L, ) converge para um intervalo
S de comprimento menor ou igual a §. Como |f*(L,)| = |f**™(f)(L,))] — 0 e
| f*™(L,)| > § obtemos n — k(n) — oo. Se J é um intervalo cujo fecho esté contido no
interior de S, entdo f*")(L, ) contém J para i suficientemente grande. Como antes, segue
que fm(J) esté contido em I\U, para todo n. Usando novamente o Teorema de Denjoy-
Scwartz temos que existe pontos em J que sao assintoticos para um atrator perioddico,
uma contradicdo pois f*(J)NU = 0, ¥n > 0.

Pelo que vimos no inicio da demonstragao e a compacidade de I'\V segue que
existe um inteiro k e A > 1 tal que | D f*(x)] > A\* sempre que fi(z) ¢ V para todo i < k.
Seja p = min{|Df(x)| : z € I\V} e C > 0 tal que p' > CX', V0 < i < k. Sen é um
inteiro tal que f'(z) ¢ I\V para todo | < n, entdo podemos escrever n = jk + i com

0 <1<k etemos

7—1
D" (a (H\ka (F*() |> IDFI(fH@))] = (WY = MO = e

=0



Capitulo 3

Atrator Bidimensional Robusto com

Expansao Nao-uniforme

O objetivo deste capitulo é apresentar com detalhes a prova do Teorema 3.0.5
que foi enunciado na Introducao e que serd lembrado a seguir.
Seja o, : I x R — I x R aplicagao de classe C3, com I = S' ou I = [0,1], dada
por:
0al0,7) = (df (modl),a() — x?),

onde d > 2, a(f) = ag + a)(0), onde ¥ é uma funcao Morse e ag é fixado de tal forma
que x = 0 é ponto pré-periédico para a aplicacao h(x) = ag — z%. Durante todo o texto
estaremos considerando ¢ (6) = sin 276.

Em [Vi97], Viana mostrou que assumindo d > 16 e « suficientemente pequeno,
estes mapas admitem dois expoentes de Lyapunov positivos em Lebesgue quase todo

ponto de S x Iy, no qual I é um intervalo compacto contido em (—2,2).

Observacao 3.0.4. Lembrando a observacao 2.1.3 temos que para a < 2 existe intervalo

compacto Iy C (—2,2) tal que oo (ST x Iy) C S* x Iy;

Isto implica que para qualquer ponto (6, x) € S* xR, ou sua érbita eventualmente
intersecta a faixa invariante S' x I, ou o expoente de Lyapunov é positivo na direcao

vertical.

Teorema 3.0.5. (Viana,[Vi97]) Suponha que d > 16. FEntdo, existe ag > 0 tal que

para cada 0 < o < oy temos
|
lim inf — log || D¢l (x)v]| > ¢ > 0,
n—oo M

em Lebesgue quase todo ponto (0,2) € S* x Iy e v € Tig)(S* x R). Além disso, o mesmo
vale para cada aplicagao prézima de p, em C3(S* x R).

26
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Observacgao 3.0.6. No Teorema 3.0.5, vamos provar que @, tem expoente de Lyapunov
positivo na direcao vertical, ja que a expansao da aplicagao g nos garante que @, tem
expoente de Lyapunov positivo para todo (0,x) € S' x Iy e todo vetor ndo nulo v €

Ti0.5)(S* x R) que tem uma componente horizontal. De fato,

B g'(0) 0
Deo(8,7) = ( Ao f(0,2) B,f(0,z) )

Entao, aplicando a regra da Cadeia obtemos

@W@)0>

Dy (0, ) = ( 1

Dai, dado v = (v1,v9) € Tp(S' x Iy) tal que vy # 0 temos que

\W%&@M=H<@Z@ g><2>

Mas,
(g") ()] = H 19'(9(0))] = d" > 16"

> |(9")'(0)v ]

Para provar o teorema enunciado acima iremos seguir [Vi97] e considerar a aplicagao
@: I xR — I xR de classe C? da forma (0, z) = (¢(0), f(0,z)), com 0,f(0,z) =0 &
x = 0 tal que

| = @allez < aem S' x I (3.1)

Além disso, introduzimos o conceito de Curvas Admissiveis.

3.1 Curvas e Segmentos Admissiveis

Queremos mostrar que a expansao horizontal domina a expansao vertical na faixa
dinamica S x Ij. Essa dominacao permite concentrar-nos em curvas quase horizontais,
que permanecem assim sob iteracoes. Deste ponto em diante tomamos I = S!, com

orientacao induzida por R.

Definicao 3.1.1. Dado X c S' x Iy dizemos que X ¢ segmento admissivel se existe

intervalo w € I tal que X = graf(X) com X : w — Iy satisfazendo a sequinte condi¢do:
1. |X"(0)] < a e |X"(0)| < a, para todo 0 € w.

Se w =1 entao X € dita curva admissivel.
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Seja 6y um ponto fixo de ¢ préximo de 8 = 0. Definamos em S' a Particdo de
Markov P,, dada por

o P = {[éj_l,éj); 1 < j <d}, onde fy,---,04 = 0 sio as pré-imagens de 6, por g

(ordenados de acordo com a orientacao de S*);
e D,.1 = {componente conexa de g~ (w),w € B}, n > 1.

As curvas e segmentos admissiveis satisfazem boas propriedades que serao apre-
sentadas a seguir. Dada uma curva admissivel X, = graf(X;), denotemos por X;(f) =
©'(0, Xo(0)) para j > 0 e € S'. Durante todo o texto estaremos sempre supondo d > 16.
O lema a seguir nos garante que dada uma curva admissivel, a sua imagem por iterados

de ¢ ainda é uma curva admissivel.

Lema 3.1.2. Sejam w um intervalo e X = graf(X|,) segmento admissivel. Se g"|.
¢ injetora entio ©"(X) ¢ segmento admissivel. Ademais, se #{g7'(0)} = d para todo

0 €S e X é curva admissivel entao ©"(X) é formado por d* curvas admissiveis.

~

Prova: Para a primeira parte do lema basta vermos que ¢(X) é segmento admissivel.

e

JSIl
Figura 3.1: Curva Admissivel

Considere Y : g(w) — Iy dada por Y(g(#)) = f(A,X(0)) e denotemos ¥V =
graf(Y). Como g|, é injetora temos que g(w) # 0 e portanto Y estd bem definida. Além
disso, p(X(0)) = (6, X(0)) = (g9(6), £(6, X(0))) = (9(6), Y (g(6))) € Y.

Entao derivando ambos os lados da igualdade Y (g(0)) = f(6, X (0)) obtemos
Y'(9(6))-9'(6) = 05.f (X (6)) + 9./ (X (6))-X'(6), e entiio

YO = Tl (X(0) +0.F(X(6).X'(0)
< — @R O)] + 0. F(X )] | X(0)]
|9 (9)’ —_— Y——

<4 <a

1
< E.(Qﬂoﬁ—éla) <«
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Calculando a segunda derivada de Y temos que

Y"(9(0)-(9'(6))* +Y'(9(0)).9"(6) = uof(X(0)) + Draf (X ())X/(9)
+ 0. f(X(0)-X"(6) + 3o f (X (6)).X'(6)
+ O f(X(0)(X(6))”.

Entao,

Y (9(0))|

g 0 (K0)) + 0,01 (X(9).X(0) + 0.1 (X(0) X"(0)

+ Opa (X (0)).X'(0) + 8wf(X(9))(X'(9))2 —Y'(9(0)).9"(9)]
< 2;6(5004—1—2& + 4o + 302 ) <
Portanto, Y = go(X ) é segmento admissivel, o que prova a primeira parte do
lema.
Seja 0 € S, consideremos a seguinte sequéncia de particoes P; = {[éj,l, éj), 1<
j < d}, onde Oo, . . ., 04 sd0 as pré-imagens de 0 e P, = {componente conexa de ¢~ (w);

w € P,}. Seja w € P,, pela propriedade de Markov de g temos que ¢"(w) = S'. Entao,
dada uma curva admissivel X, temos que ¢"(Xol,) é curva admissivel. Como #(P,) = d”,

segue o resultado. [ ]

Observacao 3.1.3. Notamos que a primeira parte do lema acima nao depende da particao
de Markov que definimos anteriormente. Entao o que nos garante que |Y'| < a e Y| < «
€ o fato de que a derivada de g ser limitada por baizo por 16. Portanto, se substituirmos
g por uma aplicagao com deriwada suficientemente grande para todo o dominio ainda vale

o resultado. Por exemplo, podemos tomar g a modificacao da transformacdao de Gauss do
Exemplo 1.2.2.

O préximo lema mostra que imagens de curvas admissiveis nao sao planas. Mais

precisamente,
Lema 3.1.4. Sejam A, = {0 € S%;|sin270] < 1} e Ay = SN\A,. Entdo, se Z(f) =
o(X(6)) = (4(6), 2(6)) vale

1. 12'(0)| > 5 se f e Ay

2. 12"(0)| > 4a, se 6 € Ay

Prova: Temos que Z(6) = f(0,X(0)) entao Z'(0) = 0pf(0,X(0)) + 0.f(0,X(0)) =
2maccos 2w — 2X(0).X'(0). Tome 0 € Ay, dal | cos2m6| > % Logo,

|Z'(0)] = |2macos2ml —2X(6).X'(0)]
> 2w cos2ml| — 2| X (0)|| X' (0)|
1lro
> 27ra1 o= — 4o > —

2 6 2
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— |zen(ima) = 143

- |sen(27ma)| = 1/3

Figura 3.2: sin 276

1
Por outro lado se § € A, temos que | sin 276| > 3 Dai, Z2"(0) = —4wa?. sin 270 —
2(X'(0)* + X (0).X"()) e entio,

|1Z"(0)] = | —4mwa?. sin2m0 — 2((X'(0))? + X (0).X"(9))|
> dna’.|sin2m0] — 2|(X'(0))?| — 2| X(0)]| X" (0)|
> 4%&2.% —2a% —4a > 4o

Proposicio 3.1.5. Sejam X um segmento admissivel e Z(0) = p(X) = (g(0), Z(6)).

Entao, dado qualquer intervalo I C Iy temos

Leb({0 € S*: Z(#) e S' x I}) < @JFQVM.
« «

Prova: Tome A; e A como no lema anterior. Vamos mostrar que

Leb({0 € Ay; Z(0) e 1}) < %

Leb({0 € Ay; Z(0) € 1}) <2 %.
Note que A; e As possuem duas componentes conexas, ver Figura 3.2. Escrevamos A; =
J1UJs e consideremos o conjunto {6 € Jy; Z(0) € I} que por continuidade é um intervalo.
Pelo Teorema do Valor Médio temos que existe ¢; € {0 € Jy; Z(0) € [} C A tal
que
11| 2 |Z ()| I{0 € Ji; Z(0) € T},
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o que implica via o lema anterior que

o e z0)en <2

2|1
Analogamente temos que {0 € Jy; Z(0) € 1} < M Portanto,
«

Leb({0 € Ay 2(0) e 1}) < 21

Como A, tem duas componentes conexas podemos escrever A, = J3 U Jy. Pelo
lema anterior |Z”(0)| > 4« para todo 6§ € As e como consequéncia temos que, em cada
componente conexa de As, a funcdo Z nao muda de concavidade, podendo ter no maximo
um ponto critico.

Como a imagem de uma curva admissivel sempre tem pontos critico, a afirmacao
acima mostra que de fato Z tem tnico ponto critico § em A, . Seja € > 0, se 6 e {0 €
Js; Z(0) € I} tome 6, < 6 < 0, tais que |6, — 6] < € e |f, — ] < e. Entdo, o conjunto
{6 € Js; Z(0) € I}\(61,0,) tem duas componentes conexas que iremos chamar de D; e

Ds. Aplicando o Teorema do Valor Médio para a segunda derivada existe co € D tal que

1] > 2" (e2)|-(ID1])*.

1 /| 1 /|
Dai, |D,| < 5\/ u Analogamente temos que |Ds| < 5\/ u Fazendo o mesmo processo
« «
para J; obtemos
1

Oé

Leb({ € Ay; Z(0) € 1}) <2

concluindo a prova do lema. [ ]

Corolario 3.1.6. Eziste Cy > 0 tal que, dados Xo segmento admissivel e I C Iy intervalo

com |I| < a temos
1

Leb({# € S*: X; € ST x I}) < O i

para todo j > 1.

Prova: Seja j > 1 arbitrario. Sejam w € Pj_1, X, = @' 1(Xo|,) e Z, = p(X,,). Pela
Proposicio anterior, a medida de .J = {# € S : Z,,() € S* x I'} é limitada superiormente

411 1 1
|_|+2,/u§6fu,
« « (8

Como ¢/ : w — S é um difeomorfismo expansor temos como consequéncia que

por

ja que |I] < a.

¢’|., tem distor¢ao limitada. Dai, denotando

W={fcw:X,;0) €S xI}
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temos que

1| : 1|
m(SY) < 6K Poling m(w') < 6K\/;.m(w).

m \/

=0

Entao,

Como Pj_; é particao temos que somando sobre w € Pj:

({eeslf()eslxl}<cl\/|T \F

3.2 Algumas cotas de Expansao

Dados (f,xz) € S' x Iy e j > 1 colocamos ¢?(0,2) = (0;,z;). Introduzimos

constantes positivas 0 < n < % e 0 < k < 1. Entao temos o seguinte lema:

Lema 3.2.1. Ezistem 6; >0 e 01 > 1 e para cada o > 0 pequeno, existe N = N(«a) > 1

satisfazendo:
N-1

a) H 0. f(0;, ;)] > |z|a™ ", para todo (0,z) € ST x Iy com |z| < 2y/a.
=0
b) Dado qualquer (6,z) € S' x I, se |z| < 2y/a, entao |z;| > /&, para cada j =

1,...,N(a).
c¢) Existem constantes Cy, C1 > 0 tal que

1 1
Colog — < N(a) < Cylog —.
Q a

d) Para cada (0,z) € S* x Iy com /a < |z| < &, existe p(x) < N tal que

p(z)—1 1

[T 10:£(6;.2))] > ot

=0

Prova: (a) Seja [ > 1 o menor inteiro positivo tal que ¢ = h!(0) é um ponto periédico

repulsor de h e seja k > 1 seu perfodo. Defina p* = |(h*)(q)| e p = |W'(q)|. Fixemos p; e

n

2

p2 tais que p1 < p < pg e pi > p,

Tomemos 0y > 0 suficientemente pequeno e y € R tal que |y — ¢| < do, entdo

py < |(h") (y)| < pb.

Como |sin276| < 1 temos que f estd a-préxima de h e entdo, por continuidade

p1<H!8f (T 9)] < ph,



33

para todo (7,y) € S' x I tal que |y — q| < dp a menos de reduzir dy
Dado (0, z) € S* x I definimos d; = |2y, %; — q|, para cada i > 0. Tomemos §; > 0

pequeno de modo que |z| < §; implica que
dy < 01’2 +Ca< (50,

onde C' > 0 é uma constante que depende apenas de h.
Sel=1eq=h(0)=ag é fixo, isto é h(q) = q, entdo dado §; > 0 tal que |z| < §;

temos

dy = l|z1—q|=1f(0,z) - aol
lag — 2% + asin 270 — ay|

= |- 2%+ asin27r] <22 +a < .

Para [ > 1 temos que ¢ = h(0) = ag — (K71(0))2 e 2; = f(O,_1,21-1) = ag +

asin 276,y — (x;_1)?, entao

do = |z — h1(0)] a+ |z — hH0) ||z + RELH0)]
o+ 4|z — H(0)]
Ca + 4l2?

éCt + éx2 < do,

VAN VAN VANRR VAN

e C' > 0 é uma constante que é definida indutivamente dependendo apenas de h.
Agora seja (0,z) e i > 1 tais que |z| < 6, e dy,...,d;_1 < dp. Fixemos 6 € S' e

consideremos fy(z) = f(0,x). Aplicando o Teorema do Valor Médio a fp temos que
d; < |(for ) O)ldiz1 < (psdir + Car)
e assim, por inducao,
di < (Lt g5+ 403" V)Cat piidy < p3(Ca+ Ca?). (3.2)

Como |z| < 2y/a < 6y, entdo d; < phiCa. Definimos N = N(a) > 1 sendo o
menor inteiro tal que péN Ca > & e entdao defina N = [ 4+ kN. O argumento anterior

implica que
d; < & paratodo 0<i< N —1. (3.3)

Como 0 é pré-periddico para h, existe alguma constante € > 0 tal que |h?(0)] > €

para cada j > 0. Dali,

\z1 ],y || > %, sempre que |z| < 2v/a. (3.4)
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Como ||¢—vallcz < a, podemos escrever 0, f (0, x) = zy (0, x) com [ (0, z)+2| <

« em cada ponto (0, x) € S* x I. Entdo, tomando o < € segue que

-1

-1
[110:15.2)1 = lall(8,2 \Hmuw 0;, ;)]
j=0

AV V
T 0§
_ )
| |
=
— 1=
L (@)

|

| 3
N——

Tendo em conta que

N-1 -1 N-1
[T 10:£05,2)1 = [ [ 10:£ (65, 2)). (H |0, f 9l+kz+y»$z+kz+g)|) ,
=0 J=0

=0 7=0

deduzimos que

_n
H 0. (05, 27)] > |elod ptY > |zlapy

7=0

0 que prova a primeira parte do lema.

Para provar o item (b) observemos que pela desigualdade em 3.3 temos que
%1k — q| < 0o parai=0,..., N(a) — 1. (3.5)
Seja q; = W (q) para j =1,...,k e reduza « e & tal que
ly1 — @l lye — | < €/2 sempre que |y — g| < do. (3.6)

Por (3.5) temos as seguintes implicagoes,

)
|z —q|l < o= |11 —aql, - [Tre — @] < €/2;
|Z1k — ql < o = |Tiprs — @uls - [T — @l < €/2;
Znw(@)-1) — 4 <0 = [T u@@-n+ — @l [Tm) — Gl <€/2.
Dai, pela nossa escolha de € obtemos que |z;| > €/2 para j =1,..., N(«) e junto
com (3.4) temos |z;| > ¢/2 para j =1,..., N(a). Concluimos a prova deste item tomando

2\/a < €/2.
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(¢) Pela nossa escolha de N(a) temos que

pév(a)C'a > 6o;
POV og < 6.

Como N(a) =1+ kN(a) e [, k sio fixos, isto implica que
1 1
Colog— < N(a) < Cylog —,
o o'

para algumas constantes Cy, C; > 0 nao dependentes de a.
(d) Suponha agora que |z| > /a, entdo a desigualdade (3.2) nos dd que d; <
phiCz%  Seja p(xr) > 1 o menor inteiro positivo tal que pgﬁ(x)C’xQ > 0y e definamos

p(z) =1+ kp(x). Dai, como anteriormente temos que

p(z)—1 1 ) < L P k) < 1 (3-Dki) 1 e
e > — > (L x> — > —p 4
jl:[o ’axf(ej7x3)’ - C‘x’pl - C<\/p_2) — Cp2 - K)p ‘o

onde para a ultima desigualdade usamos o fato de que p(z) > 1 enquanto §; < d.

. 1
Concluimos a prova tomando o = p%. [ ]

Lema 3.2.2. Ezistem oo > 1, Cy > 0 tais que

k—1
[T10:£(6;,2;)] > Cav/acs
j=0

para todo (0,x) € S* x Iy com |zol,. .., |rs_1] > /. Se além disso |zy| < 0, entdo
k—1
[110:£(6;,2;)| > Caof.
=0

Prova: Seja (1,y) € S! x I. A aplicagdao h(z) = ap — z%, com = € I satisfaz as seguinte
condicoes:

3
1. Sh(z) = ~5.2 < 0, para todo = € I,;

2. ¢ =0 é o unico ponto critico;
3. (%) (q)] > o)y , para algum o > 0 e A\, > 1, pois ¢ = 0 é pré-perfodico;

Suponha que existe p € [, periddico atrator. Usando o item 1 junto com o
Teorema de Singer ([Si78], Teorema 2.7) existe ponto critico ¢ tal que w(c) = O(p). Por
outro lado, temos que o dnico ponto critico de h é ¢ = 0. Além disso, w(0) = O(q).
Absurdo, pois ¢ é um ponto periédico repulsor e p é atrator. Logo, todos os pontos de h

sao repulsores. Entao pelo Teorema 2.2.3 existe m > 1 tal que |(h™)'(y)| > 1, para todo



36

y € Iy com |y|,...,|h™ ! > 6;. Ademais, existe oy tal que para todo y € Iy na condigoes

acima vale
[(R™) (y)| > 07"

De fato, a funcdo z ~ |(h™)(z)|'/™ é continua num compacto, entdo admite

1/m

minimo oy = min{|(h™) (z)| :x € Iy}, que é maior que 1. Logo, por continuidade o

mesmo vale para d, f:

m—1

H |0, f(T5,y;)| > 00, sempre que |yol, ..., |Ym—1| > 01.
=0

Como consequéncia existe A > 0 tal que para todon > 1e (7,y) € S* x Iy com

‘y(]’v sy ’yn71| Z (51 temos
n—1
[110:f(75,u5)] = Aoy (3.7)
=0
De fato, escrevendo n = km + r tomamos A = min{o, " |0.f(T,y)|" : v ¢

(—51, (51)} Daf,

n—1 m—1 koo
H 10 f (75, y5)| = (H \azf(Tjayj)\) H 0.f(T,9)| > oi* Aol = Aoy

j=0 j=0 J=0

Além disso existe uma constante 0 < k < 1 tal que, reduzindo 6; > 0 e g9 > 1 se

necessario,
(R")' (y)| > Koy

sempre que |yl,..., A" (y)| > 6 > |h'(y)|. Entdo restringindo [ < m e usando argumen-

tos de continuidade concluimos um resultado analogo para J,f. Segue-se que

n—1
[T10:/(73.95)] = o, (38)
=0

sempre que |yol, ..., |Yn_1| > 01 > |yn| . Isto prova a segunda parte do lema no caso em

que a 6rbita de (#, z) nao intersecta a faixa S' x (y/a, d;).
Agora sejam (0, ) € S' x I cuja dérbita pode possivelmente intersectar a faixa
St x (y/a,d1). Consideremos j; < ... < j, os valores de j € {0,...,k — 1} para os
quais |z;] < ;. Podemos supor s > 0, caso contrario o lema segue imediatamente de
(3.7) e (3.8). Quando |zx| < 0; também definimos js;1; = k. Por outro lado, escrevemos
pi =p(xj,), i =1,...,s e entdo pelo lema 3.2.1,
Ji—pi—i

[T 10:7(6.)1 > ~ob (3.9)

J=Ji
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para todo 7 < s.
Além disso, (9) vale também para i = s se js+ps < k. Note que isto é exatamente

o caso |ry| < 01, de fato, como a defini¢do de p(x) implica j; + p; < jiy1 para todo i.

s-1 Jit1—1
Por outro lado, por (8) H 10, f (05, 2;)| > Kol e H 0.1 (0;,2;)| > Koy 777" para
J=0 J=Jitpi

todo i < s e novamente a segunda desigualdade permanece para ¢ = s quando |zx| < d;.

Tomando o5 = min{oy, o1}, obtemos

k-1 Jji—1 s Ji—pi—i Jiv1—1
[T10:78;,2)] = H!axf(ejjxj)\-l_[( I 10:565,21 T1 |6xf(‘9j7xj)|>
j=0 j=0 , i=1 J=Ji J=Ji+pi
> IiO'él (0_117i0_éi+1_ji_pi)
=1
> KOy,

sempre que |zy| < ;. Isto prova a segunda parte do lema.

Quanto a primeira parte, segue a partir de argumento similar e a observacao que

em geral
k-1 | |
H ‘ar(eﬁxj)’ > (2 - Oé)‘ij|AU§_JS_1 > A\/aag_]s_l
J=Js
como consequéncia de (3.7). .

3.3 Retorno a regiao critica

Nesta secao mostraremos o principal fato na prova do Teorema 3.0.5. Como o
corolario 3.1.6, a proposicao a seguir, ird nos fornecer um controle sobre os retornos de
curvas admissiveis as regioes criticas, independente de «. Antes provaremos um lema
técnico porém fundamental na prova da proposicao.

Tendo em mente a demonstragao da proposicao a seguir vamos estimar o valor
log o9

4log 32

que M =~ log —. Finalmente, fixado r > 0 definimos
«

de n em . Também definimos M = M («) o maior inteiro tal que 32Ma < 1. Note

J(r)={z € R;|z| < Vae"}.

Seja X uma curva admissivel. Paratodo 1 < 7 < d definamos Zj = <X|(9~j7175j1>.
Lema 3.3.1. Ezistem Hy, Hy C {1,...,d} com tHy,8Hy > [d/16] tais que

(0%

. _ 7. >
12,,(6) = Z3,(0)] 2 1,

para todo 6 € S, j € Hy e jo € Ho.
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Prova: Sejam Z(#) = (g(6), Z()) e x1 < x2 pontos criticos de Z. Definamos k; de tal

0 d
forma que x; € (0,1, 0k,], para cada i = 1,2. Em toda a prova {E} = a.

13
Se nenhum dos y; pertencem a L_l’ ﬂ entao

(L i L]
— arcsin —, —
Xt= A\ on 31

1
pois como vimos no Lema 3.1.4 em A; = {9 € S |sin2mf| < 5} o segmento Z nao
1

tem pontos criticos. Entao, tomamos k; < d tal que ékl < 1 e ékl_l > 2—arcsin§ e
. - _ T
Hy={ki+1,..., ki +a}, jadque O, <O, 11<...<0Oy, Além disso,
" - - s L1
Oriva = Ok = [(Oky, Ok, 4]l < (19'(O)) " = bhya < (d =)™ + 7
para algum 6 € (B, , Ox, 1a)-
~ 1 1
Como (d — )~ é pequeno temos que 0, ,, < = — — arcsin —.
2 27 3 )
Analogamente tomamos Hy = {koy — a,..., ko — 1} e 5;92,(1 > 5 + o arcsin 3
T

Além disso, Z é mondtona decrescente em (6, ,6y,—1]. Portanto, usando também que

| Z" | 4] > %, obtemos pelo Teorema do Valor Médio

. o o1 «
1an\((;j1_he~jl] — sup Z|(éj2_1,§]-2] > o arcsin 3 > 100°
para cada j; € Hy, jo € Ho.
3
Por outro lado, se y; > 2 respectivamente yo < 7 tomamos Hy = {k; — [a],..., k — 1}
e Hy ={1,...,a} respectivamente (Hy ={d—a+1,...,d} e Hy={ko +1,... ks +a})
e estimativas similares nos levam a mesma conclusao do caso anterior. [

Agora estamos com todas as ferramentas para provar a seguinte proposicao:

Proposicao 3.3.2. Fxistem constantes C3 > 0 e > 0 tais que dado qualquer segmento

. 1 1
admissivel Yy e r > <§ — 277) log— temos que
a

Leb({0 € S*: Yy (0) € S* x J(r —2)}) < Cs.e™".

Prova: Para aplicar diretamente o coroléario 3.1.6 terfamos que ter |J(r—2)| < . Entao,
surge a seguinte questao: para que valores de r a desigualdade acima é valida? Como
resposta temos: o > |J(r — 2)| = a.e~("% se, e somente se

1

1
e <o e —(r—2)< —Elog—.
Q

1
Portanto, devemos ter r > 2 + 3 log —.
o
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Por conta disto dividiremos a prova da proposicao em dois casos. No primeiro

1 1
r > (— + 277> log—.
2 «
Dai, pelo Corolario 3.1.6 temos que,

Leb({0 € S*: Yy (0) € S* x J(r —2)}) < ).

Resta provar que

assumiremos que

|/ (r = 2)]

(07

— 010471/4'67@72)/2.

041/4.6_(T_2)/2 < 6—5[31".

Esta desigualdade é verdadeira quando

1 -1 1. 1
> (= — 1+ -log— ).
r_(2 55) ( +40g&)

1 1
Como assumimos que r > (5 + 27]) log—, tomamos 3 > % e entao concluimos o resultado
«
neste caso.

O segundo caso consideraremos que

1 1 1 1
——2n)log— <r < +2n | log—.
2 o} 2 o}

Seja Y;(0) = ¢7(0,Yy(0)) = (¢°(0),Y;()). Definindo osc(Y;) = supY; — inf ¥; e

sabendo que
Yi(0) = f(g"1(0), Yj-1(0)) = ao + asin (21"~ (0)) — (¥j-1(0))?

obtemos que

;(6) - Y;(0)
20+ (50~ (0
20+ (V;-1(0) = ;-1(0)(Yi-1(8) — ;-1(6))

2a + 4OSC(Yj_1).

0se(Yy)

IA A

IN

Dai, por indugao,

osc(Y;) < 2.40.a < 2.47.327M

osc(Yyr) < 2.4M a.

Como por definicdo M é o maior inteiro tal que 32M.a < 1 e 32 = 4%/2 segue que
log4M < logof%. Entao,
0sc(Yar) < 2.0 5 .a< Va.
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Suponhamos que existe 7 € S* tal que Y (7)] < /@, caso contrario o lema seria
P q q

imediato. Entao, dado § € S! temos que
[Yar(0)] < [Yar(7)| + ose(Yar) < 2v/a.
Denotemos por O o conjunto {h(0);i > 1} e definamos d;(0) = dist(Y;(0), O).
Relembrando a desigualdade 4.2 do Lema 3.2.1 temos que
0ij(0) < C4 (o + [Y;(0)%),
paratodo # € ST, 0<j<M—-1el<i<M—j.
Lema 3.3.3. Dados 0 € S* e 0 < j < M — 1 temos que |Y;(0)] > /a.

Prova: Suponhamos que existe jo € M — 1 tal que [Y;,(f)] < /a para todo 6 € S*.
Entao,

Sa(0) < CAM=I (o + |V, (0)]%) < CAM 0 2.0 < C.aMa < C.as < C/a.

Contradicao, pois tomando a tao pequeno quanto queira temos que para cada 6 € S*,
Y1 (0) esta proximo de O, porém O é finito e ndo contém o 0, ou seja, estd longe da regiao
critica. -

Ademais, assumindo que C' > e 2¢/C < C, junto com o fato de que

[Y;(0)] > /o temos

1
dist(0,0)
1
PP >
paratodo# € Ste 0 <j< M —1.
Agora vamos obter distor¢ao limitada para os iterados de Y;. Sejam (6}, z;),
(15,y;) €Y;,0<j <M —1el1<i<M—j. Entdo,

jti—1

11

m=j

Y(Om, Tm)

10105, 2)] Y |
H V(T Ym) |

0. fi (5, 95)] U

(3.10)

m=j

Diante das estimativas anteriores temos que:

<2/CAM .o < CAM o < Va,

T, osc(Yy) 1
— -1 < —==<24".aVC
‘ - 4me/C’ - \/ 4gm—M

Logo,
(3.10) < (1 + /)% = eilos(1+Va) < 2Mlo(l+va) < 2MVa < o

porque estamos assumindo « > 0 pequeno.
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Fixemos § € Y; e definamos \; = [0, fM~7(7(5))|. Pela afirmacio 3.3.3 podemos
aplicar o lema 3.2.2 a YO, dai
)‘j Z OQ.O'éVI_j,

para todo 0 < 5 < M — 1. Por outro lado como consequéncia da distor¢ao limitada temos

que

1A

204

A
< |0, fl(9g>%)! <2

3.11
o (3.11)

para todo (0;, ;) € }A/} De fato,

0o [ (9 ()

0, fH= (G (5)).0, By 15) = Onf N Bry,04,). D0 f 6, 5).

Oy [0 (035, iy )

Entao,
|0 fM (H_])( lﬂ( N0z fl(‘gm%ﬂ <10, fM_ (05, 7;)].2,

isto é,
Ni 0z f1(0;,5)| < 2.,

. s
o que implica |0, f*(0;, ;)| < 2.>\ 7 A outra desigualdade segue analogamente.
i+j

Sejam K =400e? et; <ty <...< M taisquet; = 1le

tirn =min{s;t; <s < M e N\, >2K\}.

Observemos que para j = 0 temos que |9, fM(§)] = A\g > Cy.0)" e para j = M — 1 temos
10 f (oM ()| = Mr_1 > Ca04. Isto significa que até o iterado M estamos vendo contragao
para o passado.

Além disso, definamos k = k(r) = max{i; \;, > 2Ke™"/\/a}. Temos que k(r) >

7.1, onde y; > 0 ¢ constante. Por um lado A\, < 2K.A;,,, 1. Indutivamente

At Aty—1 Ao
A >k > k& > e > .
=K T (8K)2 T T (8K)k

Dal, A, > (8K) %Xy > (8K) *Cy0d, onde para a tltima desigualdade usamos o Lema
3.2.2.
Por outro lado, por definicao de k(r), Ay,,, < 2Ke™"/y/a. Isto com a desigualdade
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acima, obtemos

1 1
k(r)log8K > logCy+ Mlogoy — éloga—i—r—logﬂ(

1 1
= logCy —log2K + Mlogoy — =log—+7r
1 2 «@

~ 1
> C+ Mlogoy — =log— +r
2 o
> r— ——4n)log—+C
1 _y B
> 7’(1—% n)—l—C
25_277
77 ~
> +C >nr
<%—2n
Para cada [ = (Iy,...,ly) € {1,...,d}™ denotemos por w(l) o tinico w € Py, tal

que ¢ '(w) C [0, — 1,6,,), com i =1,..., M. Definamos

~

V(D) = graf (; () = &’ (Yolug)-

M

Dizemos que [, € {1,...,d}™ sdo incompativeis se

IYar(1,0) — Yas(m, 0)| > 4. "Va,

para todo # € S'. Se duas M-palavras [ e T sdo incompativeis, entdo no maximo uma das
curvas Y (1) e Yy () podem tocar S* x J(r — 2). De fato, o lado direito da inequaco
é escolhido de forma que seja maior que a soma da altura de S' x J(r — 2) e a largura
vertical da curva admissivel Y, (7).

Um limite para o minimo de palavras compativeis dara o limite para os tipos
procurados. Para estimar este niimero vamos primeiro estabelecer uma condicao suficiente
para incompatibilidade.

Pelo Lema 3.3.1 existem H, H} C {1,...,d}, com #H|,#H] > [d/16], tais que
dados [} € H{, ! € H{ temos

Yi(ls . e, 0) = Vil D, 0)] >
100
para todo (lo,...,ly) e 0 € gw(ly...,ln) = glw(ly ..., lu)).
Além disso, ¢/ (w(l] ..., Ix)) = ¢ (w(l] ... ,ly)) para cada 1 < j < M. Segue que

Yar(ly oo ) = Yar(l -l 0)] =

Supondo k(r) > 1 e usando 3.11 segue que

)\1 « 11 «
Yl ... —Yu (... > = >2400.e% 6" = —.—
Yar(ly -l 0) = Y (1o g, 0)) > 5 100 > 00.€%.e > Ja 100

= 4e*7" /.
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Figura 3.3: Dinamica dos segmentos admissiveis

Portanto, (I,...,ly) e (I{,...,ly) s@o incompativeis para cada lo, . .., [y fixos.
/ / / " " " / / /
Todos os pares (I1, ..., lg,—1, 01, .., Uay), (15 l1, U, oo 1) com I, 0, 1y €
Hyelf,lf,... 15 € HY, sdo incompativeis.

Para os pares (I1,...,ly) e (If,...,ly) temos que
Yarll, - Lo, O)=Yar (Tl - 1as, )] = 10, FY (2 (0, D) Yas 0 - Tag, O)=Yio (1L - 11, 0)

e

|Y;2(l/1 e '7lM70) - Y%Q(”ll - 7lM76>| = |azft2_1((p(97x))|‘}/1(lll e '7lM70) - YiaY Tt 7lM7‘9)|

>\1 «
> — > 4e’a.
= o, 100 7

Podemos escrever o lado esquerdo da igualdade da seguinte forma:
Yar(ly, b1, 0y 0y 0) = Yar (B - Dy, Uy U 0) + Yo (1o, 0)
= Yu (1ol 0) + Y (0, 1 08, U 0) = Yar (1], Lyt B, 1040))]
< WYar(lh, ool Uy Uy 0) = Yar (1, oo Ly 1, - 1y, 0)] + 24/a

Logo, supondo k(r) > 2 temos
Yar(lh, o1, Ly U 0) = Yar (1] o g1 0, 1, 0)]
> |a’fch—t2(90t2<97x))"thz(l/l T JM’e) - Y;fz(l/l, s 7lM70>’ - 2\/a

> %2 4e%a — 2y/a > 4Ke e — 2\/a
> 4Ke* /o — 2y/a > 4e* 7" /a.

Repetimos o argumento para cada um dos t.s. Na i-ésima etapa, fixado L; =
(1, ..., ly,_,), encontramos H;, H;' com #H;, #H; > [d/16] tais que dados qualquer [; €
Hj e lf € H, todos os pares (L, 1yl ... In), (Li, 1] liyys - .-, lar) sdo incompativeis

e 0 mesmo acontece para os pares

/ / !/ " 1 "
(Lisly Loy et U B (L U s Dm0 0 )

enquanto k(r) > i+ 1.
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1 1
Observagao 3.3.4. Como M ¢é da ordem de logl/a, para r = Elog— temos k(r) <
a
M(a) e que k(r) > 5. M. Isto ¢, k(r) é uma propor¢ao de M.

Seja Cir o conjunto formado por todas as sequéncias [ € {1,...,d}™ tais que
Y (I) intersecta S* x J(r —2). Note que nenhum par I, m em C); pode ser incompativel.

Para concluir a prova da proposicao temos que estimar a quantidade de elementos
de C);. Para isso, introduzimos o seguinte conceito: dizemos que [, € Cj; sdo i-
equivalentes para algum 1 < ¢ < k(r) se [; = m; para todo j < t;. Observemos que se
1,7 séo i-equivalentes, entdo w(l) e w(7) estdo contidos em w(ly, ..., l;) € Py e Y(w(l)),
Y (w(m)) pertencem a mesma curva admissivel.

Fixemos L; = (I1,...,l;;). Dizemos que Q(L;) é uma classe i-equivalente se todo
l € Q(L;) é da forma | = (Ll ,...,l}), onde [

tirr -+ [y S80 arbitrarios. Seja C; o

conjunto de todas as classes i-equivalentes em C;.

Da forma como os t;s foram definidos, sabemos que se nao houve afastamento
vertical até o tempo t,, entao nao havera afastamento de ¢, até M. Por conta disso
comegaremos a fazer a contagem do tltimo tempo, antes de M, que podemos ver expansao

vertical, t,. Idutivamente, vamos contar todas as possibilidades até o tempo t;.
Claramente #Cyy < dM, #C), < d'* e #Cy; < #CpdM 1.

Figura 3.4: Esquema de contagem

d
Além disso, #C, < #Cj_y.dF -1 (d — {E} ) Entao,

#Cy < #CpdM
< HC_dM e gl (d— [i])
16
k(r)—1
<

IT (o (4= i)+ o

d k(r) Mk
_ | = . —k(r)
i-[i])

VAN [\
Sy /N
<
VR
ISH
|
| — |
—_
N
_
~_
ol
=

Portanto,

Leb({# € S V() € S' x J(r—=2)}) <#Cy > |wl,

}A/]\ﬂwﬂj(T—Q):@
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onde J(r —2) = S x J(r — 2).
Mas, w = w(ly,..., ) = w(ly, . ly) N g Hw(la, .. ) NN g M(w(lag)).
Seja 0 € wy,,, entao

=M/ _ 1 1 —a —-M —M
wl < [(g7)(O)] = @) S W — <(d—a) M <d.
[T ©)
Dai,
R k(r) k(r)
Leb({0 € S*; Y (0) € S* x J(r —2)}) < <d — [%D <Oy (%) :

100
Como k(r) > yr e tomando = % log 9 concluimos o resultado para o segundo caso.

3.3.1 Tempos Hiperbdlicos

Na demonstracao da proposicao anterior consideramos tempos t; com t; < ty <

... < M que sao definidos da seguinte forma:
tivn =min{s;t; <s < M e N\, > 2K}

Estes t;, se comportam como tempos hiperbdlicos que é o assunto central desta
secao. Vamos mostrar importantes consequéncias da existéncias de tais tempos.
Seja f : M — M um difeomorfismo exceto em um conjunto C C M de pontos

criticos.

Definicao 3.3.5. Dizemos que C C M ¢é um conjunto critico nao degenerado se vale as

sequintes condigoes:

1. Existe B> 1 e > 0 tais que para todo x € M \ C
|IDf(z)v]]

1
—dist(r,C)" <
B [|v]]

< Bdist(x,C)7",
para todo v € T, M ;

2. as fungoes log |detD f(x)| elog ||Df~1|| sao localmente Lipschitz em x € M\ C com
constante de Lipschitz dependendo de dist(z,C).

Definigao 3.3.6. Dado § > 0 ex € C C M definimos a distancia d-truncada de x para
C por

1, dist(x,C) > §;

dists(x,C) =
o(,C) {dist(aj,C), c.c..
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Sejam B > 0 e 8 > 0 como na definicao de conjunto nao degenerado. Considere
b > 0 tal que 2b < min{1, 571}

Definig¢ao 3.3.7. Dados o <1 e > 0 dizemos que n é um (o, 6)- tempo hiperbdlico para
x € M se para cada 1 < k < n vale o sequinte

n—1

[T IDf(F @)t <o* e dists(f"*(x),C) > o
j=n—k
Os Tempos hiperbolicos de um dado ponto correspondem aos iterados onde a
aplicacao, localmente, se comporta como uma aplicagao uniformemente expansora.
A partir da existéncia de tempos hiperbdlicos para um dado ponto z € M con-
seguimos garantir a existéncia de ramos inversos contrativos para o passado, em uma

vizinhanga do ponto x. Precisamente,

Proposicao 3.3.8. Dado 0 <o <1 ed >0, existe 61 > 0 tal que se n € um (0,0)- tempo

hiperbolico para x, entao existe uma vizinhanca V,, de x tal que:
1. "y, : Vo — B(f"(z),01) € um difeomorfismo;

2. para cada 1 < k<ney,z€V,
dist(f"*(y), [ (2)) < o Pdist(f"(y), ["(2))-

Prova: Ver [Al03] pdgina 24.

Chamamos V,, de pré-bolas hiperbdlicas e suas imagens f"(V;,) de bolas hi-
perbdlicas.

Outra consequéncia importante da existéncia de tempos hiperbdlicos é a proprie-

dade de distorcao limitada.

Corolario 3.3.9 (Distorgao Limitada). FEziste Co > 0 tal que para cada pré-bola hi-
perbdlica V,, e cada y,z € V,,

log | 4¢t DS ”<y>|’ < Codist(f"(y), ().

® Tdet Df(z)
Prova: Ver [Al03] pagina 25.

Corolario 3.3.10. Eziste uma constante Co > 0 (dependendo apenas de 61 e Cy) tal que
para cada n > 0 p
—fr H,) < (s,

onde H, € o conjunto de pontos que tem n € N como (o, d)-tempo hiperbdlico.
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Prova: Ver [Al03] pagina 26.

Vamos ver algumas consequéncias da existéncia de muitos pontos no espaco de
fase com freqiiéncia positiva de tempos hiperbdlicos, e que aplicagoes nao-uniformemente
expansoras tém freqiiéncia positiva de tempos hiperbdlicos para Lebesgue quase todos os

pontos. Antes é preciso definir o seguinte,

Defini¢ao 3.3.11. Dizemos que a frequéncia do (o,d)-tempo hiperbdlico para x € M é
positiva, se existe algum 6 > 0 tal que para n € N grande existem | > 6n e inteiros

1<ny<ng--<n <n que sio (c,0)- tempos hiperbdlicos para x.

Teorema 3.3.12. Seja f: M — M um difeomorfismo local C* exceto em um conjunto
critico nao-degenerado C C M. Se existe H C M com m(H) > 0 cujos pontos tem
frequéncia positiva de (o,6)- tempos hiperbdlicos, entao f tem alguma medidade de proba-
bilidade invariante absolutamente continua . Além disso, se H é fechado e f(H) C H,
entao o suporte de p estd contido em ﬂ fI(H).
j>1

Prova: Ver [Al03] pagina 28.

O préximo resultado nos dird que os tempos hiperbélicos aparecem com freqiiéncia
positiva para aplicacoes nao-uniformemente expansoras. O seguinte lema, devido a Pliss
[PL72], desempenha um papel crucial no resultado principal que nés vamos apresentar

nessa dire¢ao.

Lema 3.3.13 (Pliss[P172]). Sejam 0 < ¢; < ca < A el = (o2 —c1)/(A — c1). Dados
numeros reais ai, . ..,ay satisfazendo a; < A para cada 1 <j < N e

N

Z(Ij > CQN,

j=1
eristem | > 0N el <ny <---<n; <N tais que

ng

Z a; > c(n; —n)

j=n+1
para cada 0 <n<n;ei=1,...,1[.
Proposicao 3.3.14. Suponha que f: M — M € nao-uniformemente expansora em H C

M. Entao existem 0 <o < 1,0 >0 e8>0 (dependendo apenas de \ e da aplicagao f)

tal que a frequéncia dos (o,0)-tempos hiérbolicos para pontos em H é maior que 6.

Como consequéncia imediata do Teorema 3.3.12 e da Proposicao 3.3.14 temos o

seguinte,

Corolario 3.3.15. Se f: M — M ¢é nao-uniformemente expansora e H C M com

m(H) > 0, entao f tem alguma medida invariante absolutamente continua.
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3.4 Prova do Teorema 3.0.5

Agora usaremos os lemas e proposicoes anteriores para concluir a prova do Teo-
rema 3.0.5. Veremos que uma estimativa de grandes desvios da profundidade dos retornos
nos fornece todas as informacoes necessarias para comprovar a positividade do expoente
de Lyapunov vertical.

Provaremos que existem constantes positivas ¢, C e ~ tal que para cada n sufi-
cientemente grande temos

HDSOH()AQ(@))QH _ 12[1 10, (X;(0))] > e,

ox ]
J:

exceto para um conjunto £, de valores de 6 com medida de Lebesgue Leb(E,,) < C.e WV,
Tomemos F = ﬂ U E,. e entao

n>1k>n

Leb (U Ek> < Z Ce W < )\.6_7\/%,

k>n k>n
para todo n e algum A > 0. Entao por Borel-Cantelli (ver Lema 1.1.7) , temos que
Leb(E) = 0, obtendo a prova do Teorema.

Fixemos n > 1 suficientemente grande. Definimos m > 1 tal que
m? <n < (m+1)?
e tomamos | = m — M. Considerando n > log 1/« temos que [ = m ~ \/n.

M M M M

1 N 2V/n NG NG n

Figura 3.5: y/n langamentos

Sejam 1 < v <n, X'O curva admissivel e w,; € P,y;. Temos pelo lema 3.1.2 que
= @”(XOLJVH) é um segmento admissivel, ou seja, grafico de uma fungao Y : ¢"(w, ;) —
Iy com derivada primeira e segunda < a.

Dado 6 € S, dizemos que v é uma I,-situaciao para @ se, e somente se
¥(0) N J(0) # 0 mas v(0) N J(m) = 0.

Por outro lado, dizemos que v é uma II,-situacao para 6 se, e somente se y(0)N.J(m) # 0.

Definamos By(n) = {0 € S*;algum v é I, — sit. para 0}. Primeiro observemos
que o diametro de v na diregao x ¢ limitado por a(d — o)~ < /ae™™. De fato,

v—1

)1 = 1196 O < [T~ ) = (d—0)™
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____T.___I
Stox J(O)o ‘ | St x J(m)
,,,ﬂ‘L,,JIr ,,,,,,,,,,,
I
| ~
S B 4
-
i i
l"-Jp+f

ST J(0) K St J(m)

Xo

Figura 3.7: I1,-situacao

Entao, sempre que v é uma I1,-situacao em w,; teremos que v C (S* x J(m — 1)). Por
isso, podemos escrever

By(n) = | J{0 € S"7(0) € " x J(m — 1)}

v=1

Pelo Corolario 3.1.6,

[J(m —1)|

Leb(Bsy(n)) < zn:Leb({Q € Sty(0) € St x J(m—1)}) < n.Cy | -

< Ce .
o

Agora consideraremos apenas 6 € S'\ By(n). Sejam

1<y<...<v

I,,-situagoes de 6. A definicao de N implica que para cada i, v;.1 > v; + N, em particular

(s —1)N < n. Para cada v = v; defina r = r; € {1,..., m} minimo tal que
N (ST x J(r)) = 0.

Note que cada r; depende de 6.
Denotemos X;(6) = (8;, X;(0)), 6 € w,4;. Pelo Lema 3.2.1 temos que para cada
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(0, X0(0)) € wyyy X Iy com | Xo(0)] < 2\/av, existe N > 1 tal que

v;i+N—1 .
[T 10:£(X500)] = [Xo(6)|a .
J=v;i

Do modo como os r}s foram definidos temos que |Xo(0)| > /ae™"i. Entao,

l/i—‘rN—l
[1 10.£(X5(0)] = e a3+
J=vi

Por outro lado, de 1 até ;1 —1 e v; + N até ;1 — 1 nao ha retorno a faixa critica

Ux [=v/a, \/al, entao |zgl, ..., |z, 1| > /a. Além disso, |z,,| < e"y/a < 2y/a < 6,

parai=1,...,s . Portanto, o Lema 3.2.2 nos da que
vi—1
H |0, f 0))] = Caoy'~ '
e
l/7;+171
s 1203 —VZ'—N
II 10:7(X500))] = Cooy ™,
j=v;+N

para todo 1 <7 < s — 1. Além disso,

H 10, f(X;(0))] > (2 — )|z, |Cooh™ > Cae "ol
]Vs
n s—1 1 1
Entéo, 1 duf(X > log C! —1)1 ~—n)log=—r;
o log [ ] 92050 o Cot (1 gy (5 ) oe g )+
s—1 1
Zlogag—i— Vis1 — vy — N)logoy) — log— — rg + (n — vs)logos > (s + 1)logoy +
e}
S SN -1+ 1 +§S:<(1 Vog £ — 1) — Slog L > (
v vy — n — vy logo ——nlog——7;) — =log— > (n —
Zl+1 1 g2i:1277ga an

1 3 1
(s—1)N logag—i—Z((——n)loga—n)—t.s—§loga.

1 1
Consideremos G := {i; r; > (5 — 277) log —}, que depende de 6. Dali,
Q@

S 1 1 1
5 ((3-n) sk —r) =T st =~ s

i€G 1€G

1
para algum 5 > 0 independente de a ou n, e N & log —. Segue entao que,
«

logH|0f |>3cn—2ri—s.t—glog$22071—27“2-,

i€G 1€G
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1
onde ¢ = gmin{’yg,logag} en>logi~ N> 1
Definindo By(n) = {6 € S%;Y",.,7: > cn} e E, = Bi(n) U By(n) temos que

log ] [10:£(X50))] = en,
=1
para todo 6 € S'\E,,.

3.4.1 Grandes Desvios

Para completar a prova sob a hipétese (3.1), falta provar que
Leb(Bi(n)) < Xe V™,

para algum v > 0. Isto sera deduzido via Lema 3.3.2 juntamente com um argumento de
grande desvios.
Seja 0 < g < m — 1 fixado e denote G, = {i € G : v; = g(mod m)}. Tomemos

também m, = max{j : mj + ¢ < n}. Para cada 0 < j < m, seja

T =1, semj+q=v;
r7; =0, c.c.

Introduzimos
Q(pos - pm,) = {0 € S"\Ba(n); #; = p; para 0 < j < mg},

1
onde para cada j ou p; = 0 ou p; > (5 — 277) log —. Assumimos que os p; nao sao
o

simultaneamente todos nulos.

cn
Note que 6 € B;(n), entdo Z r; > — para algum ¢. De fato, suponha que para
m

i€Gy
n m—1
todo ¢ € [1,n], Z ry < e Mas, G = U G, entao
i€Gy q=0
m—1 m—1 n
P IR S
q=0 ieGy q=0

isto ¢é, Z r; < en. Uma contradigdo da definigdo de By (n).
1€G
Entao temos que

con
Leb(B < L : ;> —
eb(Bi(n)) < eb 0 Z r; > -

q=0 i€Gyq
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Pela desigualdade de Markov obtemos,

cn n .
Leb 0 : E r; > — < e 2Pm /ewzﬂ;q “db, (3.13)
: m
i€Gy
onde a integral é tomada sobre a unido de todos os conjuntos ,(po, ..., p,) para todas

as possibilidades (po, - .-, pq)-

Considere 0 < 7 < my € Wmjtqti € Pmjtqri- Entao
. iranl o
}/0 = J+aq+ <X0|wmj+q+z>
é curva admissivel e [ é tal que mj+q+1=m(j+1)+q¢— M. Lembre-se que a construgao
¢ tal que o valor de 7; é constante em wyy;4q41-
Temos que Leb({0 € wmjigri : Tir1 = p}) < C.C3 P|wpniyq11], para todo
1 1
p= (— - 2n) log —.
2 «
De fato, seja 6 € wy,jiqr1, entdo 0 = g~mUHD=HM () onde 0 pertence a algum

elemento da particao Py. A igualdade 7;,1 = p significa que para v = m(j + 1) + g,
@’ (0,7) € S* x J(p).

Mas,
p"(0,x) = U (g (G) ) = (gM(0), Yar(0)).

Ou seja, estamos em condicoes de aplicar a Proposicao 3.3.2 para a curva Yy e obter um
limite superior para o conjunto {6 € S* : #;11 = p}. Por distor¢ao limitada temos que
N |Winj+q+il 1.4 -5
{0 € wmjrgt s i = p}| < C*%—lT-HQ € §4 7511 = p}| < CuCe™ P lwmignl.
Assim, concluimos a afirmacao.

(P1y-sPm

Denotando P ]\j) ={w € Ppjiq-m €7 = p;, 1 < j < mg}, temos que

m.j+q—

Leb(QUpi, ..., p2)) = Y Leb({0 € witm, = pm,})

m.'rnq+q7]\/1

Por distor¢ao limitada obtemos,

Leb({0 € w; P, = pm, }) Leb({0 € SY; Py, = Py })

< C,

Leb(w) - Leb(S1)
Entdo, Leb({0 € w; T, = pm, }) < C.Cse *Pma.Leb(w). Dal,
Leb(Qp1,- -, pm,)) = > Ce®miLeb(w)
wepymatam M

= (e Prma Z Leb(w)

= Ce™PmaLeb(Qp, ..., pmy1))-
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. .+1 + M /\_/
wm(J J+a @

, ; I i | I I
Winjtq+l g1 0 /______—-_—____-:':'_‘
”—“‘-\________.
/__-\____/

Figura 3.8: Independéncia dos eventos 7; = p;.

Repetindo o processo anterior para cada p; e observando que os eventos 7; = p;

sao independentes uns dos outros, temos que
Leb(Qq(po, - - - pmy,)) < 016—552%7&0 ”

onde Cy = C.Cs e T =1{j: p; # 0}.

Como consequéncia podemos estimar a integral na equacao em (3.13),

/625215@1 "de < Z 62’82’317’50 ijeb(Q(,Oo, e ,,qu>)

(P0s--Pmq)

= Z 026—3629j¢0pj
(va"'vpmq)

< Y Cié(r, R)e ",
R

onde £(7, R) é o numero de solugoes inteiras da equacdo xr; + - -+ + =, = R, com

1 1
v = 5= 2n|log—

para todo j existe constante K > 0 tal que usando a Formula de Stirling obtemos

| R+ T/R R
o B A s oy 102) )

onde, para a tultima desigualdade usa-se o fato de que R/T > const logé, 0 que nos
garante que os trés fatores acima podem ser tomados arbitrariamente proximos de 1, com
«a suficientemente pequeno. Por esta mesma razao, também podemos supor C] < e,

Entao, segue que

[ D S S S
7R R

)

1 1
ondet<ReR> <§ — 277) log — > 1, pois 7 > 1. Substituindo em (3.13) obtemos,
a

Leb(By(n)) < me™2Pn/m < g=Vn



para v = ¢f. Isto conclui a prova do teorema quando estamos supondo

o — alle2 < aem ST x L.

o4



Capitulo 4
Conclusao da Prova

Neste capitulo concluiremos a prova do Teorema 3.0.5 retirando a hipdtese 3.1.

Tomamos ¢ uma aplicacao C® qualquer da forma

(p(@,l‘) = (g(@,l’),f(@,[ﬂ)),

satisfazendo || — 4|3 < €, onde € > 0 é pequeno com respeito a a.

A conclusao do Teorema 3.0.5 serd obtida para ¢ como acima, por uma variagao
do argumento anterior. A primeira etapa é mostrar a existéncia de uma folheacao invari-
ante F de S x Ij. A existéncia de uma tal folheacao invariante ird substituir a hipdtese
de skew-product ¢, (0, ) = (g(0), f(0,x)).

Definicao 4.0.1. Uma folheagao continua L de uma variedade M € uma decomposicao
disjunta de M em subvariedades conexas injetivamente imersas tal que M é coberta por
cartas C°. A folheacdo é de classe C" se a carta ¢ pode ser escolhida de classe C". Cada

subvariedade é chamada de folha.

Definicao 4.0.2. Uma transformacao f de M preserva a folheacao L se e somente se,

envia a folha que passa por p € M na folha que passa por f(p).

Seja X o espago das aplicacoes continuas ¢ : S* x I, — [—1,1] munido com a
norma || - || do sup. Consideremos o campo vetorial X¢ : S* x Iy — [—1,1] x {1} dado
por Xe(z) = (£(2),1). As curvas integrais de tal campo se existirem e forem unicas
formam uma folheacdo F do cilindro S' x Iy. No caso anterior o campo que gerava a
folheacao invariante pela ¢ definida pelo skew-product, era dado pelo campo constante
Xo, z— (0,1).

Para que F seja ¢- invariante o campo X¢ deve ser De-invariante. Definamos
F . X — X por

Foe) - AR — ol
—Gef(ggé(@(Z)) + 999(2)
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z=(0,z) € S x I.

A aplicacao F estd bem definida. Lembrando que ¢,(0,z) = (df(modl), ag +

asin 270 — %) e que || — @a||3 < €, obtemos as seguinte estimativas:

102 f(2)-£(0(2)) = Oug(2)| < [0 (2)] [€(0(2))] +]029(2)]

< (d+o+e
| = 0 f(2)6(p(2)) + Oag(2)] > —0af(2)|I€(0(2))] + [Dpg(2)]
> =09 f(2)] + 0pg(2)]
> —(2ma+€)+(d—e).
Portanto,
FER))] < (4+¢€)+e _ 4+ 2€ 442 <1

—2ma+e)+(d—e€) 2ma—e+d—e€ d—2—2m«x
para « e e suficientemente pequenos. Logo F'(§) é uma funcao continua e limitada por 1
em valor absoluto, isto é, F(§) € X. u

Proposicao 4.0.3. X, é Dy-invariante se e somente se § € ponto fizo de F'.

Prova: Suponha que X é Dy-invariante. Entao, existe A tal que X¢ = 0. A1 X, ou seja

. [ Oog(2) O.g(2) £(2)
X 2)) = A"Do(2)X(z) = A .
¢(p(2)) p(2) Xe(2) <39f(z) 9 f(2) ) ( >

Dai, (£(¢(2)),1) = A7 (09(2)€(2) + 0:9(2), 0p f (2)€(2) + 0:f(2)) o que implica

| {s«o(z))Al(aeg<z>£<z>+axg<z>>;
AU ()E() + 0. f(2)) =
Fazendo 1€((2)), obtemos 9yf(2)E(2)E(¢(2)) + 0. f()E(0(2)) = Dhg(2)E(:) +
9,9(2) & D FE(9(2) — Dog(2) = (Dog(=) — Dofe(p(2)))€(). Portanto,

02 f(2)§((2)) — Org(2
9hg(2) — 09 f(2)€ ( (2)

Reciprocamente, se £ é ponto fixo de F' entao por célculos similares aos anteriores

§(2) =

; (FO)(2).

§(¢(2)[00f (2)8(2) + O£ (2)] = Bog(2)S(2) + Ozg(2).

Dai,
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_ (009(2)€(2) + 0,9(2)
(Elel) 1) = (amz)g(z) 0. () 1)

(0o9(2)€(2) + 029(2), 0.f (2)§(2) + 021 (2))

1
Opf (2)€(2) + 0u f(2)
= A 'Dp(2)X¢(2).
Portanto X¢(z) é Dy-invariante.
Diante disso precisamos mostrar a existéncia de tal ponto fixo, para isto mos-

traremos que F' é uma contragao definida num espago de Banach. Sejam &1 € X e
A Sl X ]0.

0:f (2)€(p(2)) = Fxg(2) 2] (2)1(p(2) — Deg(2)
—00f(2)&(p (Z))+f9eg( ) —89f( )iy (Z))+0eg( )
A-B

' (=00.f (2)§(0(2)) + Oag(2))(=0af (2)0(p(2)) + Fog(2)) |

[FE(2) — Fn(2)] =

onde

A= (=00f(2)n(p(2)) + 0sg(2)) (0 (2)E((2)) — Oug(2))

B = (=0sf (2)§(0(2)) + 0pg(2)) (0 f (2)n((2)) — Org(2)).
Além disso, temos que
Opg(2)  Ong(2)
Dp(z) =
e ( 0f(2) 0.f(2) )
Com,
det Dp(2) = 99g(2) 0 f (2) — 029(2) 00 f (2)-

Por outro lado,

A—B = =0pf(2)n(¢(2)).0:f(2)E(0(2)) + Oaf (2)n(0(2)).029(2)
+ 0pg(2)0:f(2).£(p(2)) + 0of (2)€(0(2))0x f (2)n(p(2))
— 0 f(2)§((2))029(2) — Opg(2) 0 f (2)n(p(2))
= 0p9(2)0:f(2).£(p(2)) — Do f(2)€(p(2)) Dz g(2)
+ Opf(2)n(0(2)).0:9(2) — Opg(2) 0 f (2)n(¢(2))
= (detDy(2)).(€(p(2)) — n(e(2)))-
Como
[detDp(2)] = |0p9(2)0sf(2) — 0ug(2)0p f(2)]
< 190g(2)|[0:.f (2)] +1029(2)||0 f (2)]
< (d+€)(4+e€)+e
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temos que,

|det Dp(2)].[€((2)) — n(e(2))]
(=00f (¢(2)) + 9ag(2))(=0af (2)n(p(2)) + Fag(2))|

|
((d+e)(4+¢€) +)[E(p(2) —nle(2))
(d — \a)?

Fé(z) — Fn(2)) §

IN

IN

%|§ =)
[

Pelo Teorema do ponto fixo para contracoes existe um tnico ponto fixo & € X
para F'. Note que como o mapa F' depende continuamente da dinamica ¢ e para (o,
o ponto fixo coincide com zero, entao para ¢ proximo de ¢, o ponto fixo & de F esta
préximo de zero.

Seja F conjunto de curvas integrais dados pelo campo X¢. Como o campo é
tomado de classe C°, nao é imediato que as curvas integrais sao tinicas. No entanto,
podemos provar a unicidade das solugoes usando a expansao de ¢ na diregao horizontal.

Poderiamos mostrar a existéncia da folheacao invariante F usando o fato de que
as retas {# = const} constituem uma folheac¢ao invariante normalmente expansora por
©Ya, veja [HPS77] (p.120, Teo. 7.1). Apresentaremos uma prova alternativa para tal fato.

Comecamos por observar a propriedade de curvas admissiveis para transformagoes

que nao sao skew-products.

Lema 4.0.4. Sew C S' € uma componente conexa com |w| < s Glwxi, € injetora e

1
(d—e)
X ¢ uma curva admissivel, entao ¢ <X|w> ¢ segmento admissivel. Além disso, para todo
n > 1 tal que |¢"(w x Iy)| < 1, temos que @" <X|w) € segmento admissivel.

Prova: Definamos Y : g(w x X (w)) — Iy dada por Y (g(6, X(0))) = f(0,X(0)). Obser-
vemos que ¢ <X|w> = graf(Y). Além disso,

9pg(0, X (0)) + 0x9(0, X (0)).X'(0)

Estimando a norma do numerador e o denominador obtemos,

Y'(9(0,X(0)))

100 (0, X(0)) + 0.f(0, X(0)).X"(0)] < [9af (0, X(0))] + |0:f(0, X(0))]-1X"(0)]
< (2ra+e€) +4a
= (2r+4)a+e

|009(0, X (9)) + 0x9(6, X (0)).X"(0)] = |0eg(0, X(0))| — |0:9(8, X (0))].|[ X" (6)]
> (d—¢€) —ea

= d—(1+a)
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Portanto,
2r+4)a+e

(00, X O < T e <

Derivando a expressao
Y'(g(0, X(0)))(0eg(0, X(0)) + 9:9(6, X(0)).X"(0)) = 9p.f (6, X (0)) + 9.1 (6, X(6)).X"(6),

obtemos:

Y (g(6, X(8)))] < (47 + 4 + 46(;—i05))0262 + (4 + 2¢)x <o

Isto completa a prova do lema. [ ]

Provaremos agora a unicidade das curvas integrais, isto é, que F é de fato fo-
lheacao. Suponha por contradicao que existem duas curvas integrais distintas Y, Y, € F

com um ponto em comum, isto é, Y] # Y, € F e supd(Y7, Ys) =0, onde
d(Y1,Yz) = min{|Y1 0 (S" x {z}) = Y2 N (S" x {z})]}.
xeclo

Sejam zg, 21,22 € S! x I distintos tais que 29 € Y1 NYs, 2z = (61,2) € Y,
29 = (09, ) € Ys. Além disso, seja € > 0 tal que |0; — 0| < 2e.

2e

Figura 4.1: 2y, 21,20 € S' x I,

Consideremos o segmento admissivel X ligando z; a z5. Observe que |0 — 0,] <

2e <

30— o) entdo pelo Lema 4.0.4 a imagem de X |(0:,00) € curva admissivel.
—€

Sejam (601, 21), (62, 2) € X|,,, entdo
|g(01,21) — g(0a, x2)| > (d — € — 4o — ) |01 — 65].
Considere o ponto (fy, 1) € X|,, entéo:

|9(61, 21) — g(0a, z2)] 9(01, 21) — g(02, 1) — [ f (62, 22) — [(02, 1)
099 ()[|01 — O] — [0z f()[|w2 — 24|

(d— )| — 2] — (4 + €)r|01 — b2
(d—e—4a —ea)|f; — 0y

AV AVAR AVARRLY,
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Pela afirmagao anterior temos que vale a seguinte desigualdade:
|g(01,2) — g(ba, )| > (d — € — da — ea) |01 — 5.

Entao, existem 2’ = (¢, 2") € p(Y1) e 2" = (0",2") € o(Y2) tais que [0" —¢'| > 4e.
Por outro lado, ¢(z9) € ¢(Y1) N ¢(Y2) o que implicaria em sup d(¢o(Y7),¢(Y2)) = 0.
Isto nos da uma contradicao. Assim, temos unicidade das solugoes do campo vetorial
z = (&(2),1).

Pelo Teorema de Depéndencia continua com respeito as condicoes iniciais segue
que as folhas de F sao tao suaves quanto o mapa ¢. Além disso, elas convergem uniforme-
mente para segmentos verticais quando € — 0. Note que em geral F nao é uma folheacao
suave, suas holonomias nao podem ser nem mesmo Lipschitz continua.

Deste ponto em diante vamos mostrar que quase todo ponto z = (6, z) € S x I
tem Expoente de Lyapunov positivo ao longo da diregdo gerada pelo vetor (&y(z),1).
Para isso introduzimos A(z) tal que Dp(2)(&0(2),1) = A(2)(&o(p(2)),1), isto é, A(z) =
0o f(2)&0(2) + 0. f(2). Também precisamos de um andlogo para a hipdtese 0, f(6,x) =
0 2=0.

Definamos o conjunto critico de ¢ por
C={zeS"xI): A(z) = 0}.

Lema 4.0.5. Temos que C = graf(n), para algum mapa n : S* — Iy, de classe C*, que

estd C? prozima de zero quando € > 0 € suficientemente pequeno.

Prova: Primeiro vamos provar que z € C < detDp(z) = 0. De fato, se z € C, entao
Dp(2)(&(2),1) = 0, pois A(z) = 0 por definigao de C. Ou seja,

( Org(2) sgl2) ) (5<z> ) —0.0)
0f(z) D:1(z) )\ 1

0p9(2)&(2) + 0x9(2) = 0 = 0,9(2) = —0gg(2)¢(2)
Do f(2)6(2) + 0. f(2) =0

Isto nos da,

Temos que

detDp(z) = 0pg(2)0.f
= f
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Reciprocamente, seja z € S' x I tal que detDyp(z) = 0. Entao temos trés
possibilidades para a dimensao da imagem de Dp(z), a saber 2, 1 e 0. Nao podemos ter a
dimensao nula pois claramente a imagem de Dp(z) possui pelo menos um elemento nao
trivial. Também ndo pode ser dois, pois caso fosse teriamos que Dy(z) é invertivel, o
que nao é verdade ja que detDy(z) = 0. Portanto, a imagem da Dy(z) é um subespago

unidimensional.
0o f(2)
0pg(2)

Além disso, seu declive < 1. De fato,

detDpo(2) =0 < 0pg(2).0.f(2) =0« 0. f(2) = 0.

Entao, Im(Dp(z)) é gerada pelos vetores (Jyg(z),0), (0af(2),0).

CERTEN)) S—

Figura 4.2: ImDyp(z)

_ Of(2) O f(2)| _ ma
L8 T = B0e(m) = ang(m)| — @ ST

Por outro 1&(:10, DSO(Z)(é'O(Z)v]-) = A(Z)(EO(QO(Z)%l)a Como (50(¢(z))71) ¢ um
vetor quase vertical temos que A(z) = 0. De fato, suponhamos que 0 < A(z) < 1,
podemos ter £(¢(z)) < 1 = A(2).£(p(2)) < 1, ou seja, A(z)(&(¢(z)),1) seria um vetor

quase vertical. Absurdo, ji que a imagem de Dg(z) é uma reta quase horizontal.

e’

Seja z € C, entao pelo lema acima temos que detDp(z) = 0. Além disso,
O:(detDp(2)) # 0, para todo z € S' x Iy. Assim, pelo Teorema da Fungao Implicita
C é o grafico de uma funcao n : St — Iy, que é tao regular quanto detDe. [ ]

Continuamos com a mesma definicdo de Curvas Admissiveis, mas precisamos
fazer algumas modificacoes relativas a definicao das partigoes P,,.

Para cada n > 1 definimos a particao P, de S' x {0} da seguinte forma: consi-
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deremos a aplicacao
X, : S'x {0} — S'xI,
(6,0)  +— ¢"(6,0)
e seja Fy a folha de F préxima de {# = 0} que é fixa por ¢. Entao definimos,

P, ={[0.0") : (¢,0") uma componente conexa de X ((S* x Iy)\Fy)}.

Esta particao induz uma particao de S* x Iy em curvas quase verticais

ﬁn:{F:UngwePn},

few

onde cada Fy é a folha de F que contém o ponto (#,0) € S* x I,. Note que para cada
zelye FeP,ocomprimento de w = (S* x {z}) N F depende de z de uma forma sem
importancia. De fato,

(d+cra)™" <|w| < (d—ca)™

para cada x € Iy e n > 1.
Consideremos a mudanga de coordenadas (0, z) — (0, z+n(0)), entdao {x = 0} —
graf(n), isto significa que podemos supor n = 0. Seja ¢ X, Uma curva integral do campo

vetorial X, construimos a aplicagao ¢ : S* x Iy — S* x Iy dada por

(6, 2) = wx, (2, (0,1(0))).

Observemos que ¢ é uma bijecao entre a folheacao dada pelo campo constante z — (0, 1)

e a folheacao F.

RSy

[D'-f’;'

e S
(8.x) L‘ \;J'Xg{] (z,(8.n(0)))
|| —_— T T |
O] T C
(6.0)
1] e

Figura 4.3: Conjugagao

Entao, induzimos uma aplicacao no espaco das folhas verticais

P(0.2) = (3(0), F (V™ px, (2, (6,1(6)))),

satisfazendo as seguintes condigoes:



63

e $ é um skew-product de classe C?;
e 0,f(0,2)=0e x=0;

e |7 (0)| > d— o.€, com p suficientemente pequeno.

n—1
Entao, H(‘?x f (0, ;) cresce exponencialmente rapido em quase todo ponto de

=0
n—1

St x Iy. Assim temos que H A(8;, ;) também cresce exponencialmente rdpido em quase
§=0
todo ponto de S* x I.

A aplicacao quadratica h(z) = ag — 2 pode ser substituida por qualquer mapa
unimodal e multimodal com derivada Schwarziana negativa e tendo todos os pontos
criticos nao degenerados e pré-periédicos. Em particular, podemos tomar tal mapa de-
finido circulo, a saber h(z) = = + agsin 27z (modl) com ag = 3/4. Entao, os mesmo
argumentos anteriores nos rendem um conjunto aberto de mapas C? no toro 7% = St x S*

exibindo com comportamento expansor multidimensional em T2
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