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Resumo

O presente trabalho tem com objetivo descrever as propriedades ergddicas e
de estabilidade dos estados de equilibrio de uma grande classe de transformacoes nao-
uniformemente expansoras, onde particao de Markov nao é assumida. Estudamos aplicacoes
nao singulares (difeomorfismos locais, eventualmente, homeomorfismos locais) que apre-
sentam prevaléncia de expansao: a variedade compacta que é o dominio da aplicacao
possui uma regiao onde a derivada da aplicacao pode até mesmo possuir diregoes con-
trativas, mas a expansao em outras regioes e a transitividade do sistema permitem dar
conta dos efeitos da regiao onde falha a expansao. Provamos que para certos potenciais
com variagao baixa existe um tnico estado de equilibrio, tal estado de equilibrio tem de-
caimento exponencial de correlacoes, satisfaz o teorema central do limite e é uma medida
exata; além disso, para essa classe de dinamicas e potenciais obtemos resultados de esta-
bilidade estatistica forte e estabilidade espectral. Todo o trabalho foi baseado num artigo
de Castro e Varandas [CV10].

Palavras-chave: Formalismo Termodinamico; Aplicagbes nao-uniformemente expanso-

ras; estados de equilibrio, operador de Ruelle-Perron-Frobenius.



Abstract

This paper is an attempt to describe the ergodic and stability properties of the
equilibrium states for a large class of non-uniformly expanding maps, where Markov par-
tition is not assumed. The applications that we study are not singular (local diffeomor-
phisms, in some cases, local homeomorphisms) which show a prevalence of expansion: the
compact manifold which is the application domain has a region where its derivative can
have contractive directions, but expansion in other regions and transitivity of the system
allow to account for the effects of the region where the expansion fails. We prove that for
certain potentials with low variance there exists a unique equilibrium state. Furthermore,
such state of equilibrium has exponential decay of correlations, satisfies the central limit
theorem and is an exact measure; in addition to this class of dynamics and potential yields
results of strong statistical stability and spectral stability. All the work was based on an
article of Castro and Varandas [CV10].

Keywords: Thermodynamic formalism; Non-uniformly expanding applications; Equilib-

rium states; Operator of Ruelle-Perron-Frobenius.
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Introducao

O objetivo dos Sistemas Dinamicos ¢ descrever a evolugao a longo prazo de sis-
temas para qual uma regra de evolucao a curtissimo prazo é conhecida. Esse tipo de
questao apresenta-se naturalmente em diversas areas como: Fisica, Quimica, Meteorolo-
gia, Ecologia, Economia, e etc.

Em alguns casos, a mudanca no sistema € observada via uma regra que é aplicada
a intervalos regulares; a que dizemos tratar-se de um sistema com tempo discreto. Ja
outros, sao sistemas em tempo continuo cuja evolugao ird ser apresentada por meio de uma
equacao diferencial; mesmo nesse caso em muitas situacoes é conveniente considerar como
primeira aproximagao um modelo em tempo discreto. Mais precisamente, dado um espaco
de fases M, a regra de evolucao de um sistema discreto é dada por uma transformacao
f: M — M que diz ao estado z € M qual serd o seu futuro em uma unidade de
tempo. Assim um problema possivel consiste em descrever o comportamento, quando o
tempo converge para o infinito, da maioria das érbitas; no contexto atual maioria pode
significar um conjunto de probabilidade total. Um outro problema importante é saber se
o comportamento assintético da transformacao é estavel sob pequenas mudancas na lei de
evolucao. Ambas as questoes sao cruciais ja que estamos interessados em usar um modelo
matematico para simplificar um sistema real.

Inicialmente para solucao de problemas dinamicos havia uma prevaléncia em ten-
tar encontrar as trajetorias, através das expressoes analiticas das equagoes diferenciais, e
tentava-se descrever o comportamento futuro; porém em muitos casos nao se conseguia se-
quer encontrar a expressao analitica que descrevia o fenémeno estudado e mesmo quando
se tinha a expressao analitica era extremamente dificil descrever o comportamento global.
No final do século XIX, Poincaré propos utilizar métodos que até entao nao tinham sido
utilizados, como argumentos de Topologia e Teoria da Medida, para encontrar informagcao
quantitativa sobre a dinamica sem precisar encontrar as solugoes das equagoes diferen-
ciais. Essa proposta de Poincaré evoluiu ao longo de seus trabalhos culminando numa
contribuicao revolucionaria para Mecanica Celeste, esta contribuicao é considerada como
o nascimento dos Sistemas Dinamicos como disciplina matematica.

A diregao proposta por Poincaré foi seguida por Birkhoff nos anos 30; particular-



mente ele ficou muito interessado no fenomeno de pontos homoclinicos transversais, ou
seja, pontos periddicos cujas variedades estavel e instavel se intersectam transversalmente.
Tal fenomeno foi descoberto no contexto do problema de N —corpos, por Poincaré; uma
compreensao definitiva deste fenomeno foi iniciada na década de 60 quando Smale [Sma67]
introduziu o conceito de ferradura, um modelo geométrico simples cuja dinamica pode ser
compreendida completamente, cuja presenca em um sistema ¢é equivalente a existéncia de
pontos homoclinicos transversais.

A ferradura e outros modelos posteriores contendo uma infinidade de Orbitas
periédicas formam uma classe robusta que foi unificada por Smale através da nocao de
conjunto uniformemente hiperbdlico: que é um subconjunto da dinamica estudada, invari-
ante pela dinamica e cujo espaco tangente de qualquer ponto admite uma decomposicao
continua em dois subespagos complementares, em um dos quais a derivada contrai uni-
formemente e no outro, a derivada expande uniformemente. Nesse bojo, Smale introduziu
a nocao de sistema dinamico uniformemente hiperbélico (Axioma A), o qual é um sistema
onde o conjunto de pontos relevantes dinamicamente tem essa estrutura rigida de con-
tracao e expansao. Assim, entre a década de 60 e meados da década de 80 a teoria de
sistemas dinamicos uniformemente hiperbélicos se desenvolveu alcancando extensoes nao
esperadas inicialmente.

Em 1968; Oseledets [Ose68] prova que dado um difeomorfismo f : M — M agindo
sobre uma variedade compacta, o conjunto de pontos onde existe uma decomposicao
do espaco tangente e faz sentido definir o valor limite da taxa de expansao da norma
da derivada (expoente de Lyapunov) é um conjunto de probabilidade total, no entanto
tal decomposicao varia s6 mensuravelmente. Nesse contexto, se p ¢ uma probabilidade
invariante tal que (f, ) tem somente expoentes de Lyapunov ndo nulos q.t.p., entao
teremos uma decomposicao do espaco tangente como no caso uniformemente hiperbdlico,
no entanto ele ocorre ¢.t.p.. Dizemos nesse caso que p é hiperbdlica; em 1976 Pesin [Pes76)]
prova a existéncia de folhas estaveis / instaveis sobre esse tipo de sistema (f, ). Esse tipo
de sistema (f, u) foi chamado de ndo-uniformemente hiperbélico (no sentido de Pesin).

Ao longo desse processo ja citado percebeu-se que uma das formas interessantes
de se estudar a dinamica era através das medidas SRB (Sinai, Bowen, Ruelle), que sao
medidas que realizam o teorema de Birkhoff em um conjunto de medida positiva em
relacdo a Lebesgue. No caso uniformemente expansor (uniformemente hiperbélico onde
sé ha expansdo) em geral a medida SRB é uma medida que é absolutamente continua
em relacao a Lebesgue e em alguns casos nao-uniformemente hiperbélicos (a medida p é
Lebesgue) a SRB é essencialmente uma medida que é absolutamente continua em relagao
a Lebesgue ao longo de diregoes estaveis.

Um outro tipo de medida importante para o estudo de uma dinamica sao os es-



tados de equilibrio, que sao medidas invariantes que carregam consigo uma informacao
métrica e topoldgica acerca do sistema; a teoria dos estados de equilibrio para sistemas
dinamicos suaves foi iniciada por trabalhos pioneiros de Sinai, Ruelle e Bowen. No
contexto de difeomorfismos uniformemente hiperbdlicos eles provaram que estados de
equilibrio existem e sao unicos para um potencial Holder continuo: a estratégia basica é
semi-conjugar a dinamica com a de um subshift de tipo finito via particao de Markov.
Fora do contexto uniformemente hiperbdlico, apesar de um importante progresso, um
cenario geral ainda nao é claro, j4 que por exemplo em muitos casos particoes de Markov
podem nao existir, e mesmo se existirem podem nao ser finitas; ademais, os estados de
equilibrio podem até nao existir.

Especificamente para um caso nao-uniformemente expansor (a menos de uma
regiao aberta onde pode haver um pouco de contracdo, o difeomorfismo local expande),
podemos citar os seguinte trabalhos: em 2003 Oliveira [Oli03] prova a existéncia de esta-
dos de equilibrio, ele trabalha num contexto em que o potencial é continuo e tem variacao
baixa, a dinamica expande bastante volume e para obter resultados sobre medidas de
maxima entropia ele exige a existéncia de uma particao de Markov; em 2007 Oliveira e
Viana [OV08] provam a existéncia e unicidade de estados de equilibrio, essencialmente eles
precisam que o potencial seja Holder e tenha variagao baixa, além de algumas condigoes
nao muito naturais como a existéncia de particoes de Markov; num contexto similar
(precisa-se de partigao de Markov), Arbieto e Matheus [AMO06] provam que o estado de
equilibrio associado a um potencial Holder tem decaimento exponencial de correlagoes.
J& Varandas [Va07| retira completamente o uso das parti¢oes de Markov obtendo resul-
tados sobre existéncia e unicidade que descrevem completamente os estados de equilibrio
para potenciais Holder continuos. Em [VV10], Varandas e Viana, estendem esses resul-
tados para o contexto de homeomorfismos locais agindo sobre uma espaco métrico de
Besicovitch. Seguindo algumas ideias presentes em Arbieto e Matheus [AMO06], em 2010
Castro e Varandas [CV10] (preprint), num contexto similar a Varandas e Viana [VV10],
descrevem propriedades das medidas que no contexto Varandas e Viana [VV10] sao es-
tados de equilibrio, obtendo decaimento exponencial de correlagoes, teorema central do
limite, estabilidade estatistica e estabilidade espectral.

Nossa dissertacao detalhara este ultimo trabalho devido a Castro e Varandas.
Como vimos acima, estudaremos aplicagdes nao singulares (difeomorfismos locais, even-
tualmente, homeomorfismos locais) que apresentam prevaléncia de expansao: a variedade
compacta que é o dominio da aplicacao possui uma regiao onde a derivada da aplicagao
pode mesmo possuir diregoes contrativas. Mas a expansao em outras regioes e a transi-
tividade do sistema permitem dar conta dos efeitos da regiao onde falha a expansao.

O corpo da presente dissertacao esta dividido em trés capitulos e trés apéndices



cujos contetudos e objetivos estao brevemente discriminados a seguir:

e Capitulo 1: Apresentacao das preliminares necessarias ao estudo. Nesse capitulo
sao definidos e discutidos propriedades a cerca do Jacobiano, Entropia e Pressao, e
Operador de Ruelle-Perron-Frobenius, vale ressaltar que esse iltimo ocupa um lugar

de extrema importancia na obtencao dos resultados que seguem.

e Capitulo 2: Apresentagao do problema sob estudo, os resultados obtidos em [VV10]
e os avancos obtidos através de [CV10]. Nesse capitulo vemos a descrigao da ex-
isténcia e unicidade dos estados de equilibrio para a nossa classe de dinamicas nao-
uniformemente expansoras e potenciais Holder de variacao baixa através do trabalho
de Varandas e Viana [VV10], nele descobrimos que existem um nimero finito de es-
tados de equilibrio ergddico e que todo estado de equilibrio é gerado por estes; tais
estados de equilibrio ergddicos sao obtidos através do estudo das medidas conformes
do operador de Ruelle-Perron-Frobenius associado a dinamica e potencial. Para
garantir a unicidade dos estados de equilibrio em [VV10] é exigido uma hipétese de

transitividade, a saber, ¢ exigido que a dinamica seja topologicamente exata.

Exigindo um controle na norma Hélder do potencial provamos que existe um tnico,
tal fato nao era conhecido em [VV10], estado de equilibrio, mesmo sem a priori exi-
girmos qualquer hipétese de transitividade, tal estado de equilibrio é obtido através
de uma medida conforme do operador de Ruelle-Perron-Frobenius e de um ponto
fixo do mesmo; vale ressaltar que descobrimos que existe uma tnica medida con-
forme, tal fato também nao era conhecido em [VV10]. A obtencao desse ponto fixo
é feita as custas da técnica de cones, na verdade com a técnica de cones provamos
que o operador de Ruelle-Perron-Frobenius tem um gap espectral em C%, devido a
tal gap obtemos que o unico estado de equilibrio tem decaimento de correlagoes em

C“, satisfaz o teorema central do limite e ¢ uma medida exata.

Em [VV10] é provado que, assumindo a hip6tese de que a pressao topolégica varia
continuamente com respeito a classe de dinamicas e potenciais estudados (o que
equivale a exigir que o raio espectral do operador de Ruelle-Perron-Frobenius varie
continuamente), entao existe estabilidade estatistica, ou seja, o estado de equilibrio
varia continuamente (na topologia fraca®) com respeito a dindmica e ao potencial.
Como ja dissemos, utilizamos a técnica de cones para obter o gap espectral do
operador de Ruelle-Perron-Frobenius; como obtivemos uma uniformidade dos cones
utilizados em relagao a dinamica e potencial, nos provamos que, de fato, o raio espe-
tral, e portanto a pressao topolégica, varia continuamente com respeito a dinamica
e ao potencial; além disso provamos que a medida conforme e o ponto fixo do op-

erador de Ruelle-Perron-Frobenius também variam continuamente com respeito a



dinamica e ao potencial.

Usando mais uma vez a uniformidade dos cones invariantes, conseguimos resul-
tados de estabilidade espectral, a saber: dada uma dinamica e um potencial ini-
ciais fazemos uma pertubacao aleatoria sobre eles, podemos entao definir o op-
erador de Ruelle-Perron-Frobenius aleatério como uma média dos operadores de
Ruelle-Perron-Frobenius de dinamicas e potenciais proximos aos inicias, onde tal
média é dada pela distribuicao aleatéria; nesse contexto provamos que, desde que
o "ruido” aleatério seja pequeno, o operador Ruelle-Perron-Frobenius aleatério tem
o mesmo tipo de gap espetral do operador associado a dinamica e potenciais ini-
ciais, além disso, o ponto fixo e a medida conforme do operador de Ruelle-Perron-
Frobenius aleatério convergem para o ponto fixo e a medida conforme do operador de
Ruelle-Perron-Frobenius associado a dinamica e potenciais iniciais quando o "ruido”

aleatério converge para 0.

Ainda nesse capitulo; exigindo regularidade da dinamica e do potencial, bem como
um controle das normas C" conseguimos melhorar alguns resultados obtidos, a saber:
obtemos que o operador de Ruelle-Perron-Frobenius tem um gap espetral em C",
que a estabilidade estatistica é C" e que a estabilidade espectral sob pertubacoes

aleatoérias é C'.

Capitulo 3: Discussao de questoes naturais que surgiram apos a dissertagao, bem
como, apresentacao, sem provas, de resultados inéditos na linha de Linear response
formula, decorrentes de um trabalho em progresso realizado conjuntamente entre
Thiago Bomfim, Armando Castro e Paulo Varandas [BCV11].

Apéndice A: Apresentacao de conceitos e resultados topolégicos que sao impor-
tantes ao longo do texto. Nele é obtido resultados de controle das pré-imagens de

homeomorfismos locais.
Apéndice B: Uma breve apresentacao da teoria de Cones e Métricas Projetivas.

Apéndice C: Apresentacao de conceitos e resultados sobre esperanca condicional,
bem como do Teorema de Gordin que é extremamente util na prova de teoremas

centrais do limite.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Jacobiano

Seja f : U C IR™ — IR"™ um difeomorfismo local C!, m a medida de Lebesgue em
IR™ e A um boreliano tal que f|, ¢ injetiva; sabemos que m(f(A)) = / | det D f(x)|dm(z).

A
A funcao J,,(f) : U m IR é chamada de determinante do Jacobiano de f no
x—| det x

ponto z. Pelo resultado citado anteriormente, percebemos que J,,(f) ajusta a integral
de forma a manter o seu valor apds aplicarmos f ao boreliano. Nosso préximo objetivo
¢ estender essa ideia de Jacobiano para uma medida g e uma aplicacao f : X — X mais

gerais.

Definigao 1.1 (Jacobiano). Seja X um espago topoldgico compacto Hausdorff, f : X —
X uma aplicagao localmente injetiva e pu uma medida boreliana sobre X. Uma fun¢ao

J.f : X = RT, J.f € L*(n), € dita um Jacobiano de p em relagio a f se:

u(f(A)) = / Jufdu

para qualquer boreliano A C X tal que f|, seja injetiva.

Notemos que, em geral, f(A) ndo é um boreliano, logo o Jacobiano sé vai fazer
sentido em contextos em que isso ocorra; se f for continua sabemos que sendo A aberto
f(A) seré aberto em f(K), pois K é compacto Hausdorff, e assim f(A) é um boreliano
qualquer que seja A boreliano com f, ¢ injetiva; desse modo o Jacobiano faz sentido no
contexto de f continua. Notemos que, se o Jacobiano existir, entao ele é tinico a menos

de um conjunto de medida nula em relagao a p.

Definigao 1.2. Sejam f: (X, A, n) — (X, A, n) mensurdvel para a frente (a imagem de
mensurdvel é mensurdvel) e p uma medida o-finita. Dizemos que f é p-absolutamente
6



continua (para a frente) se po f < p.

Podemos notar na definicao do Jacobiano que ela nos induz a pensar que J,f =

dg;f , porém para isso ocorrer precisamos que i o f seja uma medida e que po f < . A
proxima proposicao serd tutil na prova da existéncia do Jacobiano pois ela dird que existe

uma medida que se confunde com o f em borelianos onde f seja injetiva.

Lema 1.3. Sejam K um espaco topologico compacto, j um medida boreliana finita e
f: K — K mensurdvel para a frente, localmente injetiva. Entao existe, e € unica, uma

medida finitamente aditiva sobre os borelianos v tal que

para todo A boreliano com f, injetiva. Ademais, v € o—aditiva e € finita.

Prova. Seja C := {C,...,C,} um cobertura de K por abertos tais f é injetiva sobre

cada um deles. Consideremos os borelianos

Al = 01
AQ = CQ\Al

n—1
A, = C,\ U Aj;
j=1
(1.1)

Ay, ..., A, é uma familia de borelianos disjuntos cuja uniao cobre K e tal que f é injetiva

sobre cada um deles.

Seja B boreliano, entao B = | |_, (B N A;). Definamos entao v
v(B) =) n(f(BNA4y),
j=1

inicialmente iremos provar que v é uma medida. Obviamente v()) = 0; seja B = >~ B;,

onde cada B; é um boreliano:

Afirmagao: {f(B; N A;) : i € IN} é uma familia de conjuntos dois a dois dis-
juntos. Com efeito; suponha por absurdo que existe i # k e y € K tal que y €
f(BiNA;)N f(BrNA;), logo existem z;; € BiNA;j e xy; € f(BrNA;) tais que y = f(x;5)
ey = f(xy;). Como B; e By, sao disjuntos, em particular existem dois elementos de A;

que possuem a mesma imagem por f, absurdo, pois f ¢ injetiva em A;.



Sendo assim:

=D n(FQoBinA) = n(Y_f(BiN A4y) ZZM F(BiNA) =

-Sus
i=1
desse modo v é uma medida o—aditiva sobre os borelianos. Pela definicao de v e con-
strugao dos A;,, teremos que v é finita e v(A) = pu(f(A)) para todo A boreliano com f|,

injetiva.

Provemos que v é tnica. Seja n uma medida sobre os borelianos tal que

para todo A boreliano com f|, injetiva. Entao, para B boreliano:

n

n(B):n(Z (BN A)) ZanA Zu(f(BﬂAj)):Zu(BﬂAj):y(B);

ou seja, n = v sobre os borelianos. |

Pela unicidade obtida no lema anterior ao tratarmos po f como medida na verdade
estamos tratando de v.
Usando a proposicao anterior e o teorema de Radon-Nikodym (veja [Rud70],

pégina 122 e 124) vemos que:

Teorema 1.4. Seja K um espacgo topologico compacto Hausdorff, f : K — K uma
aplicagao mensuravel para a frente (em relagao a o—dlgebra dos borelianos) localmente
injetiva e p uma medida boreliana de probabilidade. Se f € pu—absolutamente continua

(para a frente). Entdo, existe o Jacobiano de f com respeito a medida p; ademats, J, f =

duof
dp *

1.2 Operador de Ruelle-Perron-Frobenius

Nesta secao faremos uma apresentacao de um operador importantissimo para

Teoria Ergodica, o operador de Ruelle-Perron-Frobenius.

Definigao 1.5 (Definigao classica). Sejam f : X — X wum homeomorfismo local agindo
sobre um espaco topologico compacto Hausdorff e ¢ : X — IR uma funcdo continua. O

operador de Ruelle-Perron-Frobenius Ly : C(X) — C(X) € dado por:

Log(x):= Y e*Wy(y)

yef~(z)



para g € C(X) ex € X.

A préxima proposigao nos dird que L, estd bem definido, bem como algumas

propriedades.

Proposicao 1.6. Seja X um espaco topolégico compacto Hausdorff e f : X — X um
homeomorfismo local. Entdo:

i) Ly estd bem definido e é um operador linear positivo e continuo dotando C(X)
da norma do sup;

i) Suponhamos que X é um espago métrico, ¢ € C* e existe uma fun¢ao x — L(x)
tal que, qualquer que seja x € X emiste uma vizinhanca aberta U, de x com f, == fiu, :
U:. — f(U) invertivel e d(f, *(y), f,*(2)) < L(x)d(y,z). Desse modo L4(C*(X)) C
CH(X);

Prova. i)] Devido ao teorema A.l, para mostrarmos que L, estd bem definido basta
mostrarmos que L4(C(X)) C C(X). Sendo assim; seja g € C(X), z € X e xy,..., %y
os elementos de f~!(z). Dado € > 0, como g e ¢ sdo continuas existe V;, vizinhanga
aberta de z;, tal que qualquer que seja z € V; teremos [e?*)g(2) — e?@i)g(z;)| < £ para
i =1,...,k. Pelo corolario A.2 existe U, vizinhanca aberta de x, tal que qualquer que
seja y € U existem &1,...,3, € f~(y) tais que Vi € {1,...,k} teremos #; € V;. Desse

modo, para y € U teremos:

€

k
1£6(9)(y) = Lo(9)(2)] = | Z(emag(@) — e?g(2)| <k =e

ou seja, L,(g) € C(X).
A linearidade de L4 decorre da linearidade do somatério e a sua positividade

decorre da positividade da exponencial. Notemos que:

Log()| =1 D gy < > [e"Wg(y)] < (max#f " (x)) - ?|gllo =

rxeX
yef~1(x) yef~1(x)

= ([Collo < (max #/ 7 (2)) - e,

ii)] Seja g a—Hdlder. Mostremos inicialmente que e?)g(-) é a—Holder; sejam

Y,z € X, entao:

2@ g(y) — e?Pg(2)] < |e?Wg(y) — e gy)] + [?Pgly) — e?Pg(z)] <
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< |glloc€™ ™0 (y) — d(2)| + €*?|g(y) — g(2)| <
< {19/l €™ p] o + €| |g]|a td(z, y)*

Agora mostremos que L,(g) é localmente a—Holder. Seja X = |_|i:1 V;, onde V;

¢ uma componente conexa de X; ja sabemos que G : X IN é constante em V;

o f~ 1 (2)
(veja Apéndice A), denotemos o valor atingido nessa componente por k. Sejam = € V; e

Ty,...,x € f1(x). Pelo corolario A.2 podemos tomar uma vizinhanga aberta U C V; de
r tal que, qualquer que sejay € U e z; € f~!() existe um tnico y; € f~'(z) N U,, onde
U,, é uma vizinhanca aberta de x; onde f é injetiva e a inversa é Lipschitz. Desse modo

tomemos u,v € U, entao:

yeT—1(u) yeT—1(v)
k k
|Ze¢(uﬂ)g(u3) Ze¢ vi) g(vj)| < Z |e?ui) g — e g(v;)| < ZC d(uj,v)* <
j=1 j=1 J=1
k
Z (x)%d(u,v)” ZCL% ~d(u,v)*.

Desse modo £¢(g) ¢é localmente a—Holder. Como X é compacto, teremos que
Ls(g) é a—Holder. [

Usamos no final da prova da proposicao anterior que localmente Holder implica
Holder em um espaco topoldgico compacto, veremos ao longo do texto que quando X é
conexo a constante de Holder global é acotada superiormente por um multiplo da con-
stante de Holder local (veja lema 2.14).

Pelo teorema de Riesz-Markov (veja [Rud70], pagina 40) sabemos que o operador
adjunto de L4 age sobre um espaco de medidas. As automedidas (autovetores) asso-
ciadas ao adjunto do operador de Ruelle-Perron-Frobenius sao chamadas de medidas
conformes, a préxima proposicao nos mostrara que tais medidas possuem Jacobiano de

facil computacao.

Proposicao 1.7. Sejam X um espaco métrico compacto e f : X — X localmente injetiva.
Se existe uma probabilidade boreliana v tal que Lyv = Av, A > 0, entdo existe o Jacobiano

de v em relagdo a f e J,f = \e™®

Prova. Seja A um boreliano tal que f4 ¢ injetiva.Tomemos uma sequéncia (gn)n>1 de

fungoes continuas tais que: g, (z) roatpe, xa(x), sup g, < 2 e o suporte de cada g, nao
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intersecte f~(f(A)) N A¢. Entao:

Ly(eg,)(7) = Z e?We=tWg (y) = Z 9n(y) MXJC(A)(JU)'

yef~!(=z) yef~1(x)

Logo, pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue:

[reir = [ eegudtein) = [ Late iy - vir().

/Ae_¢gndu—>/A6_¢dy.
A

Sendo assim v(f(A)) = [, Ae %dv. [

Definigao 1.8 (Gap espectral). Seja V' um espaco de Banach e T :'V — V um operador
linear e continuo. Dizemos que T tem gap espectral se existe uma decomposicao do espec-
tro, spec(T'), como a sequir: existem r3 > 19 > 11 > 0 tais que spec(T) = 3y U Xs; com

YoC{zeC:|z|<m}, X1 C{zeCry <|z] <r3}.

No nosso contexto trabalharemos com o operador de Ruelle-Perron-Frobenius,

nesse sentido trabalharemos com uma definicao mais restritiva de gap espectral:

Seja E C C(X) um espago de Banach tal que L4(E) C E. Dizemos que o
operador de Ruelle-Perron-Frobenius L4 atuando sobre E tem gap espectral se existe
uma decomposicao do espectro, spec(Ly),) C C, como a sequir: spec(Ly),) = {\} UX;
onde X\ € o maior autovalor de Ly, A tem um autoespaco unidimensional associado e

YC{zeC:|z| <A} para Ay < .

1.3 Entropia e Pressao

Discutiremos nesse se¢ao acerca dos conceitos de entropia (que mede o grau de
caoticidade do sistema) e pressdo, bem como eles se relacionam através do Principio
Variacional.

Nos concentraremos agora na definicao de entropia métrica seguindo a linha de
Kolmogorov, ou seja, através de entropia de partigoes.

Seja (X, .A) um espago de medida fixado.

Definicao 1.9. Dada uma particao finita @ de X, a entropia da particao © com respeito

a probabilidade 11 € o nimero,
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H,(Q) == u(Q)logu(Q),

QEeQ

onde se convenciona que 0log(0 = 0.

Fixada uma medida, para cada particao obteremos a sua entropia associada, desse
modo é natural que refinemos o tipo de particao a qual iremos calcular a entropia para
que tal valor expresse melhor alguma informacao sobre o sistema. Dadas duas partigoes

P e Q de X podemos definir uma nova particao PV Q de X do seguinte modo:

PVQ:={ANB;AcPeB e Q}.

Dada a particao P e f : X — X uma transformagao mensuravel, denotaremos por
n—1

P™ a particao \/ f7%(P). Como H(P") é uma sequéncia subaditiva, podemos definir a
i=0

entropia da part_igéo ‘P com respeito a transformacao f e a probabilidade i, f—invariante,

como o seguinte nimero:
H(P"
h,(f,P) = lim ( )

n—-4oo n

A partir dessa entropia podemos definir uma entropia que s6 dependa da medida

e da dinamica escolhidas.

Definigao 1.10 (Entropia métrica). A entropia métrica de f : X — X com respeito a

probabilidade 1, f—invariante, é:
hu(f) = Sup hu(f, P),

onde o supremo € tomado sobre todas as particoes finitas de X .

Se (f1, 1) e (f2, po) s@o sistemas equivalentes entdo hy, (f1) = hy,(f2), ou seja, a
entropia é um invariante. A reciproca em geral nao vale, no entanto temos o importante

resultado:

Teorema 1.11 (Orstein). Dois shifts de Bernoulli com a mesma entropia métrica sao

necessariamente equivalentes

Prova. Veja [Orn70] |

Quando temos uma particao que através da dinamica gera a o-algebra inicial

veremos que ¢ mais simples calcular a entropia de f : X — X com respeito a medida .
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Definigao 1.12 (Partigdo geradora). Seja f : X — X uma transformagdao invertivel

+oo
preservando uma probabilidade p; uma particao P é dita geradora se \/ 7Y (P) gera a
. |
o—dlgebra A. No caso que f é nao-invertivel, entao P € geradora se \/ f7H(P) gera a
=0

o—dlgebra.

Teorema 1.13 (Kolmogorov-Sinai). Seja P uma particio geradora para f : X — X

preservando uma probabilidade . Entao:

hu(f) = hu(f, P).
Prova. Veja [Wal82], pagina 95. [ |
A partir desse momento iremos supor que X é um espaco métrico compacto, A é
a o—algebra dos borelianos, f : X — X ¢é uma transformacao continua e p é uma medida

f—invariante. Nesse contexto apresentaremos outra forma de calcular a entropia métrica,

devido a Brin-Katok, usando as bolas dinamicas.

Defini¢ao 1.14 (Bola dinamica). A bola dinamica de tamanho n e raio € em torno do

ponto x € X € o conjunto:

Bi(n,x) = {y € X;d(f'(z), ['(y)) <e,i=0,...,n =1},
ou equivalentemente,

Bu(nx) = () £ (B @),

A entropia métrica de p é a média da taxa exponencial de decrescimento da
medida p das bolas dinamicas. Ou seja, definindo

h*(z,€) := —limsup 1 log pu(Be(n, x))

n—oo n

h(z) :=limh*(z,¢)

e—0

teremos:

Teorema 1.15 (Brin-Katok). A fun¢ao h(z) definida acima é p—integrdvel e, além disso,

vale:
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Prova. Veja [BK81]. |

Agora discutiremos acerca da pressao topoldgica. Nesse momento fixemos uma
fungdo continua ¢ : X — IR e denotaremos Y7 ¢(fi(z)) por Sn(z) e sup S,(x) por
zeU
Sn(U).

Definicao 1.16. Dada uma cobertura o de X definimos a pressao de ¢ com respeito a

cobertura o como:

P(f,¢,a) = lim l1og inf {3 S @)},

n—oo 1, UCam

onde o infimo é tomado sobre todas subcoberturas finitas U de o™.

O limite acima existe pois a sequéncia log infycan{d ;o €5V} é subaditiva.

Definicao 1.17 (Pressao topolégica). A pressio topoldgica Pip(f, ¢) de f com respeito

a ¢ € o supremo dos valores de P(f,p,a) sobre todas as coberturas abertas o de X .

Defini¢ao 1.18 (Pressao métrica). A pressao métrica da probabilidade p é o nimero

Pralh) = () + [ odu.
b's
O proéximo teorema relaciona os dois conceitos anteriores de pressao.

Teorema 1.19 (Principio Variacional). SejaZ o espago das probabilidades f—invariantes,

entao:

Ptop(f7 ¢) = sup Pf7¢(M)
neT

Prova. Veja [Wal82|, pagina 218. |

O sup do principio variacional pode nao ser atingido, ou seja, pode nao existir
um medida p tal que P(f, ¢) = Py (p); um dos objetivos do Formalismo Termodinamico
é encontrar condigoes que garantam a existéncia de tais medidas maximizantes, chamadas
estados de equilibrio, e descrever propriedades destas, como por exemplo se satisfazem

uma propriedade Gibbs ou possuem decaimento de correlagoes.



Capitulo 2
Formalismo Termodinamico

Dada uma transformacao f : M — M agindo sobre um espago métrico compacto,
f um homeomorfismo local, e uma funcao ¢ : M — IR, chamada potencial, estamos

interessados em responder as seguintes questoes:

1. Exigindo uma certa regularidade de f e do potencial, existem medidas borelianas v

(medida de referéncia ou conforme) tais que J,f = fe=¢, >0 7?

2. Se existem medidas de referéncia, serd que os pontos fixos do operador de Perron-

Frobenius associados a ela dao origem a estados de equilibrio ?

3. Caso 2 ocorra, quais sao as propriedades desses estados de equilibrio, serd que sé

existem finitos ou até mesmo tal medida é tinica ?

4. Se para uma dada familia de (f, ¢) os estados de equilibrio s@o tnicos, como sera

que eles variam em funcao de (f,¢) 7

Em geral quando M é uma variedade (Hausdorff) Riemanniana de dimensao d,
compacta e conexa, em termos de regularidade é exigido que f seja um difeomorfismo
local C! e que o potencial seja Holder.

A proposicao 1.7 nos indica uma forma de encontrar medidas de referéncia, para
isso basta encontrarmos um autovetor do operador L.

Apesar de a principio £, agir somente em C(M); se v for uma medida boreliana
finita teremos que C(M) serd denso em L'(v) (veja [Rud70], pdgina 68), assim aplicando
o B.L.T. (veja [RST2], pdgina 9, teorema 1.7) podemos enxergar L, agindo sobre L'(v).
Veremos que, se a dinamica possui uma hipdtese de nao singularidade, quando aplicamos o
B.L.T. em automedidas do operador L, o operador que obtemos (chamado representagao
integral do operador de Ruelle-Perron-Frobenius), a menos de normalizacao, é o adjunto
do operador de Koopman (operador de composigao) e seus pontos fixos positivos induzem

medidas que sao f—invariantes e absolutamente continuas em relagao a automedida.
15
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Defini¢ao 2.1 (Representagao integral). Seja (X, A, v) um espago de medida positiva o-
finita e f: X — X uma transformagio A-mensurdvel (nao necessariamente preservando
a medida v) tal que v(A) = 0= v(f~1(A)) =0 (f € nao-singular). Definimos o operador

de Ruelle-Perron-Frobenius (por Lasota e Yorke) como:

/P(g)duz/ gdv
A f=H(A)

para todo g € L'(v) e A € A.

A definicao de P entre outras coisas nos diz que ele é o adjunto do operador de
Koopman (operador de composicao) Us(g) :=go f.

Notemos que se definirmos p,(A) := ff*l(A) gdv, VA € A; como f é nao-singular,
teremos que p1, < v, logo pelo teorema de Radon-Nikodym 3h, € L'(u) tal que p,(A) =
[y hgdv, VA € A; assim P(g) := hy, ou seja, o operador de Ruelle-Perron-Frobenius por
Lasota e Yorke estd bem definido. O operador de Ruelle-Perron-Frobenius por Lasota
e Yorke tem grande importancia para Teoria Ergddica, pois, como veremos na préxima
proposicao seus pontos fixos positivos sao densidades de medidas, absolutamente continuas

em relagao a v, que sao f-invariantes.

Proposigao 2.2. Se P(h) = h, h > 0 e u(A) := [, hdv,VA € A entao p < v e p é

f-invariante.

Prova. Seja A € A tal que v(A) = 0, entdo como h > 0 teremos que u(A) [, hdv = 0, ou
seja, 1 < v. Seja B € A, entao u(B) := [y hdv = [, P(h)dv = [, hdv =: u(f~(B)),

ou seja, u € f-invariante. [ |

Por outro lado, ao encontrarmos uma medida finita absolutamente continua com
respeito a v e f-invariante, encontraremos um ponto fixo para o operador de Ruelle-
Perron-Frobenius, vide a proxima proposicao.

Proposicao 2.3. Se vy € uma medida finita absolutamente continua com respeito a v e

d&)_@

¢ f-invariante, entio P(F2) = 2.

Prova. Como vy < v, pelo teorema de Radon-Nikodym, existe % € L', definamos

Do = ddLVO. Devido a unicidade do teorema de Radon-Nikodym basta mostrarmos que

Lo (A) = [, dodv, YA € A, assim py,(A) = ff,l(A) dodv =: vo(f71H(A)) = r(A) =
[, bodv. m

Proposicao 2.4. i) P € operador linear;
ii) P € positivo;

iii) P € contracao fraca em relagio a || - ||1.
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Prova. i) Seja A € A, A € K e g1,90 € L'(v). Devido a unicidade do teorema de
Radon-Nikodym basta mostrarmos que fixg44,(4) = [, A - P(f) + P(g)dv, sendo as-
SIM: fiy.gy 40 (A) 1= ff,l(A) A g1+ godv = )\ff,l(A) gi1dv + ff,l(A) godv = X [, Pg1)dv +
JaP(g2)dv = [, A P(g1) + P(gz)dv.

ii) Seja A € A,g > 0, logo [, P(g)dv = ff 1(49dv = 0. Suponha por absurdo
que P(g)(x) < 0,Yx € B € A, com V(B) > 0, logo [, P(g9)dv < 0, absurdo, assim
P(g) > 0 em v-q.t.p..

iii) Seja ¢ € L'(v). Note inicialmente que |P(g)| = |P(¢" — ¢7)| = |P(g") —
Pl )l < [P +IPg)I <Plg")+Plg) <Plg"+g7) = Plgl). Assim, [[P(g)[lx :=
Jx1P(g)ldv < [ P(lgh)dv < [y |gldv =:lgl]1. u

Nosso préximo objetivo é mostrar a relagao entre a defini¢ao classica e a repre-

sentacao integral do operador de Ruelle-Perron-Frobenius.

Proposicao 2.5. Sejam X um espago métrico compacto, (X, A,v) um espago de medida
positiva o-finita; e f : X — X nao-singular, localmente injetiva e admitindo um Jacobiano
J,f >0. SeP: L' (v) — L'(v) é o operador de Ruelle-Perron-Frobenius por Lasota e
Yorke e L € o operador de Ruelle-Perron-Frobenius, de acordo com a definicao classica,

entao:
P(9)(x) = L-10g,1(9)(x)

para toda g € C(X).

Prova. Veja [Mac05], pagina 42. |

Pela unicidade do B.L.T. (veja [RS72], pagina 9, teorema 1.7), vemos que P(g) =

E*lOgJuf(Q)? vg € L1<V)'
Assim; sendo L3v = rv, onde v é uma probabilidade, pelas proposigoes 2.5 e 1.7,
L
teremos que: P = —¢, onde P é o operador de Ruelle-Perron-Frobenius por Lasota e
r
Yorke associado a v.

A questao que se impoe nesse momento € se existem probabilidades conformes.

Proposicao 2.6 (Teorema de Leray-Schauder-Tychonoff). Sejam X wum espaco local-
mente compacto e C' um subconjunto nao-vazio de X, tal que C' € convexo e compacto.

SeT :C — C é uma aplicagao continua entao T' tem um ponto fixo.

Prova. Veja [RS72], pagina 151. |
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Utilizando o Teorema de Leray-Schauder-Tychonoff podemos mostrar que L
sempre tem uma medida boreliana de probabilidade v como autovetor, ademais, essa
medida tem como autovalor associado f Lyldy. Com efeito, seja G : M; — M, definida
por:

Glr) = )
J Lo(1)dp
G estda bem definida e é continua, como o espaco das medidas de probabilidade é um
convexo e compacto, G tem um ponto fixo, ou seja, existe uma probabilidade v tal que
L;(v) = ([ Ls(1)dv)-v; notemos que L4(1) > gleaggc{#f_l(x)}einf‘t’, logo rgle%{#f_l(a:)}ei“f‘z’
¢ acotado superiormente pelo raio espectral de L} e como ||[Ly|| < r:?e%?{{# [ (z)}esr?
teremos que raio espectral de £ é acotado superiormente por gle%?({# 1 (2)}e™?. O re-
sultado anterior nos mostra que existe uma medida de referéncia; no entanto refinaremos
a busca por uma medida de referéncia, estaremos interessados em encontrar um autovetor
de L3 associado ao maior autovalor. A préxima proposigao nos indica onde procurar um

autovetor de ,C;

Proposicao 2.7. Sejam E e F espagos normados e T € L(E, F), entao ker(T* —rI) =
Ran(T —rI)*; onde Ran(T —rI)* € o anulador de Ran(T —rI), isto é, {y € F' : y/(z) =
0, Vo € Ran(T —rI)}.

Prova. y ¢ ker(T* —rl) < (T*—r)(y) =0 < (T*—rl)y,z >=0, Ve € E & <
v, (T —rl)x>=0,Ve € E<y € Ran(T —rl)*. |

Seja A o raio espectral de L; se encontrarmos um ¢ € C(M)" tal que 0 # ¢ €
Ran(Ly — M)t e que seja positivo, pelo teorema de representagao de Riesz-Markov (veja
[Rud70], pagina 40) existird uma medida boreliana v # 0 associada a ¢ tal que: v serd
finita e regular. Pela proposigao anterior descobrimos que A é um autovalor (obviamente
o maior) e v serda um autovetor associado a A.

Para mostrar a existéncia de tal v precisamos apresentar uma das versoes geométricas

do Teorema de Hahn-Banach.

Proposicao 2.8 (Teorema de Mazur). Seja E espago normado real, A, B C E conjuntos

convezos disjuntos e ndo vazios. Se A € aberto entao existe € E' e a € R tal que:

Y(xr) <a<yly), Vee Aeye€ B.

Prova. Veja [Rud91], pagina 59. [ |

Teorema 2.9. Seja T : C(M,IR) — C(M,IR) um operador linear, positivo e continuo,
dotando C(M,IR) da norma do sup. FEntao o raio espectral de T € autovalor de T*,

ademais, existe um autovetor nao-nulo positivo associado.
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Prova. Denotaremos A pelo raio espectral de 7.

Afirmagao: C(M,IR)" N Ran(T — XI) = 0.
Com efeito; suponhamos por absurdo que exista T'(g) —Ag € C(M;R)"NRan(T —
Al). Como M é compacto e g é continua, existird € > 0 tal que T'(g) > (A +¢€)g. Como T

é positivo, teremos que 17"(g) > (A + €)"g, Vn € IN; como A = lirf
que A > X + ¢, absurdo.

|T"|,p, teremos

Decorre da afirmagao anterior que C(M;IR)™ N Ran(T — XI) = 0.

Notemos que Ran(T — A\I) e C(M;IR)~ sao convexos disjuntos, pela proposi¢ao
anterior existe ¥ € C(M) e a € R tal que ¥(z) < a < Y(y), Vo € C(M;IR)” e
y € Ran(T — \I).

Afirmagao: ¢ € Ran(T — \)*.

Com efeito; para provar a proposicao usaremos fortemente que Ran(T — A\I) é
fechado para o produto por escalar. Seja y € Ran(T — AI), entdao: ¢¥(—y) > a = ¢¥(y) <
—a, ou seja, a < Y(y) < —a, para todo y € Ran(T — AI). Desse modo, para n € IN
teremos: a < ¥(ny) < —a = % <Y(y) < —%, passando ao limite temos 1(y) = 0.

Pela afirmagao anterior a < 0, logo pelo modo como foi criado v ele sera positivo,

nao nulo e pela proposi¢ao 2.7 temos T*(¢)) = Aib. [ |

Aplicando o teorema anterior a L4, via Riesz-Markov, encontramos a medida

procurada v.

2.1 Formalismo Termodindmico de aplicacoes nao-

uniformemente expansoras

Essa secao tem por objetivo responder as perguntas do inicio da se¢ao anterior
num contexto mais especifico. Inicialmente suporemos que N é um espago métrico de
Besicovitch compacto conexo com dimensao topologica d, M C N serd um compacto,
f: M — M serda um homeomorfismo local e assumiremos que existe uma funcao limitada
x — L(x) tal que, qualquer que seja © € X existe uma vizinhanca aberta U, de x com
fo 2 Uy — f(U,) invertivel e d(f, ' (y), f, ' (2)) < L(2)d(y, z). Pelo teorema A.1 j& sabemos

que #f71(z) < +oo, para x € M, e que Gy : M —1()> IN ¢ continua, logo assume
r—#f1(x
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minimo e méaximo, k; e ko respectivamente. Sendo assim: seja h,(f) := min G (M),
para n > 1, e consideremos o limite

h(f) := lim inf%loghn(f).

n—o0

O limite anterior esta bem definido, pois, k' < h,(f) < k%. h(f) nos d4 uma informacao
sobre o comportamento assintético do nimero de pré-imagens, se todo ponto de M tiver
0 mesmo numero de pré-imagens (isso ocorre por exemplo se M for conexa) entao h(f) =
log deg(f). Assumiremos que todo ponto de M tem pelo menos e/ ) pré-imagens por f
isso nao é pedir muito pois para um iterado suficientemente grande de f isso ocorrera.
Também assumiremos que existem constantes ¢ > 1 e L > 1, e uma regiao aberta

A C M tal que:

(H1) L(z) < L para todo z € A e L(x) < ¢! para todo z € M \ A; além disso,
L esta proximo de 1.

(H2) Existe kg > 1 e uma cobertura P = {P,..., Py} de M por dominios de
injetividade de f, tal que A pode ser coberto por g < e") elementos de P.

Sobre o potencial ¢ : M — IR assumiremos que ¢ é a—Holder continuo de baixa

variacao; mais precisamente:

(P) sup¢ —inf ¢ < h(f) —logg.

A condi¢ao (H1) nos diz que ocorre expansao e contragdo em M da seguinte
forma: f é uniformemente expansora fora de A e nao contrai muito dentro de A. A
condi¢ao (H2) nos garante que todo ponto tem ao menos uma pré-imagem na regiao uni-
formemente expansora. Notemos que a condi¢ao (P) é uma condi¢ao aberta sobre ¢, em

relacao a norma Holder, e é satisfeita por fungoes constantes.
Nesse contexto em [VV10] é provado que:

Teorema A: Seja f: M — M um homeomorfismo local com inversa Lipschitz
continua e ¢ : M — IR um potencial Holder continuo que satisfaz (H1), (H2) e (P). Entao,
hd um numero finito de estados de equilibrio ergodicos piy, o, - - . , ug de f com respeito a ¢
e qualquer estado de equilibrio € uma combinac¢do linear convexa de iy, fa, . . ., . Além
disso, se a aplicagao [ for topologicamente exata entdo o estado de equilibrio é inico e é

uma probabilidade exata.
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O L, limitante superior das constantes de Lipschitz, é precisado em [VV10] na
pagina 562, a condigao a qual ele esta sujeito esta relacionado a garantia da existéncia de
infinitos tempos hiperbdlicos. Nesse mesmo artigo é provado que a pressao topoldgica de
f com respeito a ¢ ¢ igual ao logaritmo do raio espectral de L,; também ¢é provado que
todos os estados de equilibrio ergdodicos p; sao absolutamente continuos em relagao a uma
medida conforme v com propriedades “boas” (veja Teorema B de [VV10]); essa medida é
uma auto-medida do adjunto do operador de Ruelle-Perron-Frobenius associado ao raio
espectral, na secao anterior provamos que sempre existe uma probabilidade desse tipo.
Quando f é topologicamente exata podemos tomar no Teorema A qualquer probabilidade
que seja uma auto-medida do adjunto do operador de Ruelle-Perron-Frobenius associado

ao raio espectral.

Nosso objetivo nesse capitulo é estudar um contexto similar a [VV10], de certo
modo mais geral, demonstrando propriedades de uma certa medida: decaimento de cor-
relacoes, teorema central do limite, estabilidade estatistica e estabilidade espectral; tais

medidas serao estados de equilibrio se também estivermos no contexto de [VV10].

M serd uma variedade riemanniana d—dimensional compacta conexa, f : M — M
serd um homeomorfismo local e assumiremos que existe uma fungao limitada x — L(z) tal
que, qualquer que seja x € X existe uma vizinhanga aberta U, de x com f, : U, — f(U,)
invertivel e d(f; ' (y), f7'(z)) < L(x)d(y, z). Inicialmente definamos uma constante de

Holder local: se g : M — IR é a—Holder entao

lg(x) — g(y)|
Jlap = SUp ———
| | 7 0<d(z,y)<p d(l’, y)

Y

ou seja, |glas ¢ a menor constante C' > 0 tal que [g(x) — g(y)] < Cd(z,y)* para
todos =,y € M com d(x,y) < (. A partir desse momento fixemos um 6 > 0 tal
que se d(x,y) < & entdo para cada z; € f~!(x) existe um unico y; € f~(y) com
z;,y; € U,, vizinhanca aberta de algum z € M, tal que f, : U, — f(U,) invertivel e
d(f7 (a), f71(b)) < L(2)d(a,b),Va,b € U,; notemos que tal § existe pelo corolario A.3.

Também assumiremos que existem constantes 0 > 1e L > 1, e A C M (nao exigiremos

que A seja uma regiao aberta) tal que:
(H1) L(x) < L para todo z € A e L(z) < 07! para todo z € M \ A, e L estd
proximo de 1 (& posteriori serd precisado quanto)

(H2) Existe q < deg(f) tal que: para todo x € M, #{f~(z)N A} <q

Sobre o potencial ¢ : M — IR assumiremos que ¢ é a—Holder continuo com
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varia¢ao baixa e norma Hoélder local controlada; mais precisamente, existe um e(f) > 0

(a ser precisado a posteriori) tal que:
(P?) supp —inf <e(f) e [e%]as <e(f)e™?

Notemos que para cada dinamica, f, 6 nao é unico, podemos diminui-lo por
exemplo, assim a exigéncia da condi¢ao (P’) é que exista um ¢ > 0 em que hd um controle
sobre as pré-imagens e que, em relacao a tal §, e? tem constante Holder local limitada por
e(f)e?; se a norma Hélder global de e? j4 satisfaz essa limitacao entdo, para qualquer
J, a constante Holder local satisfaz (P’). A hipdtese (H2’) é equivalente a exigirmos que
todo ponto & € M tenha pelo menos uma pré-imagem em M \ A (regiao expansora).

A diferenga entre esse contexto e o de [VV10] é que estamos trabalhando com
variedades compactas conexas (que é um espago métrico de Besicovitch), a hipétese (H2?)
a principio é mais fraca que a (H2) exigida em [VV10], porém estamos exigindo um con-

trole maior sobre o potencial com a hipé6tese (P7).

Exemplo 2.10. Uma forma de se obter exemplos de dinamicas nao triviais que satisfazem
as hipdteses (H1) e (H2) (chamamos de trivial o caso em que a dindmica € expansora,
pois satisfaz por exceléncia as hipdteses) € através da bifurcacao de dinamicas expansoras.
Seja M uma variedade unidimensional, fo: M — M expansora, logo f € topologicamente
transitiva e tem muitos pontos periodicos, a menos de tomar um iterado podemos supor
sem perda que f tem um ponto fixo p, como tal ponto € hiperbdlico podemos tomar uma
vizinhanga dele que nao intersecte nenhum outro ponto firo. Sendo assim, podemos fazer
uma pertubacao C" nessa vizinhanca de modo a obtermos uma aplicacao f, : M — M
topologicamente transitiva que em p tem derivada em modulo igual a 1 e fora de uma
vizinhanga € exatamente igual a fo, ou seja, expansora. Se Dfi(p) = 1, usando uma
bifurcacao do tipo saddle-node obtemos um aberto de dinamicas nao-triviais f : M — M
que satisfazem as hipdteses (H1) e (H2); se Dfi(p) = —1 usamos entdo uma bifurca¢do
do tipo flip obtendo mais uma vez um aberto de dindmicas nao-triviais que satisfazem as
hipdteses (H1) e (H2). Como ¢ = 0 satisfaz (P’), podemos tomar um aberto de potenciais
prozimos de ¢ tal que f e ¢ satisfazem (H1), (H2) e (P’).

Exemplo 2.11. Um caso particular interessante do exemplo anterior € a aplicacao de

Maneville-Pomeau e a familia de potenciais ¢, := —tlog |Df|. Para cada o € (0,1), seja
fo :10,1] — [0,1] dado por
f e z(1+42°2%), se 0<z<3;
' 2z — 1, se%<x§1.
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fa € um CYT®—homeomorfismo local (desde que identifiquemos [0,1] com a variedade S*).
Df,(x) > 1 para todo = € (0,1], logo f, expande em (0,1], ja em 0 temos f,(0) =0 e
Df,(0) =1 e assim f, € um exemplo nao-trivial de dinamica que satisfaz (H1) e (H2’). A
familia ¢, := —tlog |D f,| de potenciais C* satisfazem a hipdtese (P’) desde que tomemos
t numa pequena vizinhanca do 0. Aplicando uma bifurcacao, como no exemplo anterior,
teremos que existe um aberto de dinamicas f : [0,1] — [0, 1] que satisfazem as hipdteses
(H1) e (H2) e para qual ¢o. satisfaz a hipétese (P°) (desde que tomemos t prozimo do

0).

06
04

[l o

L L L L L
02 o4 0.6 0.8 o

Figura 2.1: Maneville-Pomeau

2.1.1 Gap espectral em C*(M,R)

Defini¢ao 2.12. Dizemos que 1) : M — IR € (C, a)— Hélder continua em bolas de raio [3

se:
[W(x) — ¥(y)| < Cd(z,y)*,
para todo y € B(x,[3) ex € M.

Antes de definirmos o cone que nos serd til para provar o gap espectral ap-
resentaremos dois lemas sobre o controle da norma Holder local; o primeiro lema nos
diz o que ocorre com essa norma quando aumentamos as bolas que analisaremos a uma
certa taxa, nesse lema veremos a necessidade de M ser uma variedade riemanniana, o
segundo lema nos da um controle sobre norma Holder global quando lidamos com fungoes

localmente Holder, nesse lema veremos a necessidade de M ser conexa.

Lema 2.13. Dado 3 > 0; se g : M — IR € (C,«)—Hdélder continua em bolas de raio [3
entdo g € (C(1+7r%), a)—Hdlder continua em bolas de raio (1+ 1), para todo 0 < r < 1.
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Prova. Seja y,z € M tal que d(z,y) < (1 +r)5; se d(z,y) < [ entao |g(z) — g(y)| <
Cd(z,y)* < C(1 +r*)d(z,y)*. Suponhamos entao que § < d(z,y) < (1 +r)5. Como a
métrica de M é induzida pelas geodésicas, existe w € M tal que d(z,w) = (e d(w,y) <
r@3 < (. Sendo assim:

19(2) = g(w)| < |g9(2) — g(w)| +|g(w) — g(y)| < Cd(z,w)* + Cd(w,y)* < C(147r*)d(z,y)

0 que prova o lema. [ |

Lema 2.14. Dado > 0; existe m > 1 (dependendo somente de (3) tal que, se g : M — IR

¢ (C,a)—Hélder continua em bolas de raio 3, entdo g é (Cm,a)—Hélder continua.

Prova. Seja B := {B(x;, g)}izly._wn uma cobertura finita de M. Como M é conexa,
podemos supor sem perda de generalidade que x; € B(xj41, ) paratodoj=1,...,n—1.
Se d(x,w) > [3, entao:

l9(z) — g(w)| < (n+1)CE* < C(n+1)d(z, w)*.

Sendo assim podemos tomar m :=n + 1. [ |

Passemos entao a definicao do cone:

A _ M. TR ’g’aﬁ
= & : il < .

Notemos que A, g é fechado para o produto por um nimero estritamente positivo. Para

provar que é fechado para somas basta observamos que dados a,b,c e d niimeros reais

2 < ket < kentho @ < k, e também teremos que
b d c+d ;

A 3N —A, 3 = {0}; sendo assim A, s é realmente um cone nos moldes tratados na se¢ao

estritamente positivos tais que

sobre ”Cones e métricas projetivas”.
Nesse momento podemos precisar €( f) presente na condigao (P’). Fixemos também
m como inteiro positivo dado pelo lema 2.14 associada ao ¢ fixado. Sendo assim, assumire-

mos que L < 2 e:

et ((deg(f) —q)o™ +qLo1 + (L — 1)°]
< deg(f) ) *
(deg(f) —q)o™* + qL*[1 + (L — 1)*]
deg(f)

+ f)( )[1 +mdiam(M)?] < 1

Notemos que ¢(f) < logdeg(f) — logq, logo, a hip6tese (P’) implica a hip6tese

(P).
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Teorema 2.15 (Invariancia de cone). Eziste 0 < A < 1 tal que Ly(Ans) C A5, 50 para
todo k > 1.

Prova. Seja g € A5 e x,w € X tal que d(z,w) < ¢. Entao:

[£o9(x) = Loglw)] _ g la(e)e?™ — glw;)e)]
inf Lyg - d(z,w)® — deg(f)-e™einf g - d(z, w)>
S 162 (glay) — g(wy)|
deg(f) et éinf g - d(z, w)®
e ]
deg(f) - e einf g - d(x, w)>

(2.1)

+ (2.2)

Inicialmente iremos estimar (2.1). Sabemos que |g|ns < xinf g, logo pelo lema

2.13 g é (kinfg(1 + (L — 1)*), a)—Holder continua em bolas de raio L. Sendo assim

(2.1) é limitado superiormente por:

eSup & Zjegﬁl o~ *kinf gd(z, w)* + 375, kinfg(1+ (L — 1)*) L*d(z, w)"

it & deg(f)inf g - d(z, w)* -
eSup @ (deg(f) — q)o™* + qL*[1 + (L — 1)*]
= Jinfe < deg(f) >E )
) (deg(f) — q)o™ + qL*[1 + (L — 1)“]
<& ( deg(f) >H'

Agora estimemos (2.2). Sabemos que e¢? é (C, a)—Hélder continua em bolas de
raio 8, logo e? é (||e?||as(1 + (L —1)*), o) —Holder continua em bolas de raio Ld; ja pelo
lema 2.14 temos que sup g —inf g < m|g|a,s diam(M)*, ndo esquegamos que m sé depende

de §. Sendo assim (2.2) é limitado superiormente por:

supg 2oy 0 elasd(z, w)® + 31 1e%as (1 + (L~ 1)) Ld(z, w)”

<
inf g deg(f)e™ed(z, w)e -

o it mllogtiom(A1)" | Flos ((degf) =)o~ +alr{L+ (L= 1y
C— : <
- inf g einf ¢ deg(f)

”a]) 1+ mr diam(M)*] <

(deg(f) —q)o™* 4+ qL*[1 + (L —
= E(f)< deg(f)

(deg(f) —q)o™* +qL*[1 + (L —
<e()( G

Juntando as duas estimativas teremos que:

1)‘*]) (1 + m diam(M)°].

"Ctﬁg‘a,é <

[egm (WeslD) =™ gl 4 (L 1)y

deg(f)

+ 8(f)<(d€g(f) — Q)U_Z;(qfl;a[l i 1)a]> <1 + mdiam(M)o‘)] kinf(Lyg):
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assim pelas nossas escolhas de L e €(f), basta tomarmos

X e (deg(f) — @)o~* +qL*[1 + (L = 1)*]
dim el ( deg(f) ) i

((deg(f) —q)o™* +qL*[1 4 (L —
deg(f)

1)°] : o
)[1 + mdiam(M)?].
[ |
Nosso préximo passo é mostrar que a imagem de A, g por £, tem diametro finito.

Para isso primeiro calculemos uma férmula explicita para a métrica projetiva associada a

Ay .

Lema 2.16. Seja 6,, a métrica projetiva associada a A, 5. Entdo: 0,.(p,) = log A”(i :ﬁ;;
onde
kd(x
An(907 1/}) inf ( w ’ )
0<d(w,y)<s,2eM Kd(x,y)*¢(2) (

)
o(z) - o(y)
)

. rd(z,y)*Y(z) — (V(z) — Yy
Bulpv) = 0<d(, y)f& zeM ’fd(x y) o(2) — (90($) o go(y))

Prova. Notemos inicialmente que inf % < <. Seja A > 0 tal que Ay < 1, por defini¢ao

Y(x) — Ap(x) >0,V € M

e
¢ — Apllas < minf(y — Ap);
logo ( )
rd(z, y)*P(z) — (V(@) — Py
A< inf )
ocatza)<s oM wd(z, 9)°0(2) — (p(2) — 9())
Seja zg € M tal que 1nf% = ( ), como

rd(z — x0)*(x0) —
kd(z — 20)*@(20) — (@(m)

teremos que

Anlp, ) = 0<d(x,;§l<fd,zeM kd(r —y)*p(z) — (gp(x) B go(y)) |

Passemos ao resultado sobre B, a prova é andloga a anterior. Notemos inicial-

mente que ¢ < sup% - . Seja B > 0 tal que ¥ < By, por defini¢ao

Bo(z) — (z) > 0,Ye € M
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1By = Yllas < kinf(By —);

logo
L () () — () — ()
B2 e o w0 (2) — (9(0) — o))

— ¥(yo)
®(yo)’

Seja yp € M tal que sup% como

kd(x,y0) " (yo) — (v(x) — ¥ (yo))
kd(z, y0)*¢(yo) — (e(x) — ©(yo))

teremos que

Bo(p,9) = sup
0<d(z,y)<d,z26 M lid(I, y)agp(z)

|
—~
5
s
|
5
<
~—

Proposicao 2.17. Dado 0 < A < 1, o cone AJ\nﬁ tem diametro finito em relagao a

métrica projetiva associada a A, g.

Prova. Seja m o inteiro dado pelo lema 2.14 associado a 3. Seja ¢ € A;, g+ por definicao

|¢]ap < Ak inf ¢ e assim:
sup ¢ < inf ¢ + mpa,g diam(M)* < [+ mAs diam(M)?] inf .

Tomemos agora 1) € Ay, 5» belo lema anterior

Oulot) < lo (/fsupgojtj\minfgo /iSU.p’QZ)—FS\/{indJ)
s = % kinfo — Aeinfo  kinf¢ — Asinf

< 2log (1 + mAk diam (M)~ + )\)

I

~

1—-A

de onde decorre a proposicao. [ |

Pelos resultados anteriores, para x > 1, A, s ¢ um cone invariante por L, e sua
imagem por L4 tem diametro finito em relacao a métrica projetiva associada a A, 5; sendo
assim podemos usar o teorema B.4. Passemos entao as propriedades espectrais de L.
Seja v uma probabilidade conforme associada ao raio espectral de Ly e [iqs = %, onde A

¢ o raio espectral de L.

Proposicao 2.18. Em C*(M,IR) existe um dnico h tal que Lsh = Ah e [hdv = 1.
Ademais; h = lim Zg(l), O<he % <m.

n—-4oo
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Prova. Seja k > 1, p,9 € A, 5 e 01 a métrica projetiva associada ao cone das fungoes

positivas. Pelo teorema B.4, para n,k > 1 temos:

0. (L5 (), L)) < 0. (L5 (), L(w)) < AT, (2.3)

onde 0 <7 <1eA éo f,—didmetro do cone Aj, 5. Notemos que (ﬁg(go))ml é Cauchy
em relacao a 0, ja sabemos que 6, é completa (veja exemplo B.3), logo existe hy, € Cy
tal que £7(¢) by, hy e [ hedv = [@dv. Como fﬁg(go)du = [ pdv podemos aplicar a
proposicao B.1 na norma do sup e na semi-norma da integral e assim Eg(go) <, h,, desse
modo Lyh, = Ah,. Como Li(p) € A, s teremos que h, € Ay, pelo lema 2.14 entao
% < km.
Mostremos agora que ker(Ls — AI) N C*(M,IR) tem dimensdo 1. Seja h :=
lim ﬁg(l) e u € ker(Lycaur) — M) N Ays. Por (2.3) existe 1 > 0 tal que tju = h;

n—-+o0o

desse modo, pela discussao anterior, para toda ¢ € A, 5 temos Eg(gp) Ca J ¢dv - h. Dado
v € ker(Lyjcoar,r) — M), seja B := max{1+]inf v],||v|ss—infv|}, entdo v = (v+B)— B
com B e v+ B elementos de A;s; logo v = limﬁg(v + B) — limﬁg(B) = [vdv - h,

vemos entao que ker(Lycammy — AI) = {th : t € R}. Em particular existe um tnico
h € C*(M,R) tal que Lyh = Ah e [ hdv =1, ademais, h = lirf ﬁg(l) ehehs; N

O préximo resultado nos da uma informagao sobre a velocidade de convergéncia

de Eg(gp) para h na norma Holder.

Corolario 2.19. Sejam £ > 1, ¢ € Ay tal que [@dv =1, e h o 0,—limite de p,, =

Eg(gp) Entao, , converge exponencialmente rapido para h na norma a— Holder.

Prova. Inicialmente estudemos a norma do sup. Assim como na proposicao anterior,
usemos a proposicao B.1 e a estimativa (2.3) na norma do sup e na semi-norma da integral

encontrando um 0 < 7 < 1 e A tal que:
l|on — hllo < e?||h|loAT" Y, Vn € IN. (2.4)

Passemos as estimativas da constante de Holder local:

Afirmagao 1: Be(h,,) > 1.
Com efeito; se ¢, = h teremos que By (h,¢,) = 1, suponhamos entao que existe
um z, € M tal que @,(2,) # h(z,). Tomemos zq € M tal que p,(z9) — h(zg) =

min{y,(w) — h(w)}. Se w # g nés teremos:

Pn(w) — @n(T0)
d(w, zo)*

>
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Como consequéncia; se ¢n(z,) > h(zy,)

p(zn) — (A(w) — h(wo)) /rd(w, o)

Bn(h, (Pn) 2 h(zn) — (@n(’LU) _ Spn(xﬂ))/lﬁd(w,xo)a > 1,
se on(zn) < h(zn)
B.(h,pn) > h(zy) _E‘Pn(w) __SOn(xo))/Iid(w,xO)a N

(h(w) h(zo )//id(w,azo)a -

©n(2n)
Afirmagao 2: Ag(h, p,) < 1.
Com efeito; se ,, = h teremos que A, (h,@,) = 1, suponhamos entao que existe
um z, € M tal que @,(2,) # h(z,). Tomemos zq € M tal que p,(z9) — h(zg) =
min{y,(w) — h(w)}. Se w # g nés teremos:

©n(w) — on(20)

h(w) — h(zo)
d(w, zo)* '

d(w, xo)™

>

Como consequéncia; se ¢, (z,) > h(z,)

h(zn) = (on(w) = pu(20)) /Kd(w, 20)"
onlzn) — (h(w) — h(xg )/ﬁd(w,xo)a -

Ai(h, pn) <

se on(zn) < h(z,)

o) — ((w) — (o) /xc(w, 20)°
Al 2n) < Y (on(w) = pulao) frd(w, a)

Assim; pelas afirmagoes 1 e 2, e a estimativa (2.3) teremos que
e 27" < Ap(h,pn) <1< By(h,pn) <27 Vn e N;

logo, para 0 < d(z,y) < 4§

o (1) = b)) (pal@) = on(®))
rd(z,y)” rd(z,y)®

< Ao, (2) — h(2).

Como [ ¢p,dv =1 e ¢, é uma fungao continua, existe z,, € M tal que p,(z,) = 1,
logo inf ¢, < 1, pelo mesmo motivo inf A~ < 1. Pela proposi¢ao anterior sabemos que

h € Ay 5, logo aplicando o lema 2.14
|h|o < m-infh < m,
e assim

|h(y) — 1] <m-d(y,z)* <m-diam(M)* = ||h]lo < 1+ m - diam(M)".
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Desse modo, usando a estimativa (2.4) teremos:

(h(l‘) - h<y>) . (Qpn(x) - Qon(y»
Kd(z,y)* rd(z,y)*

< n(z) = h(z) + (27— 1) (h2) - (iz(j) — ¢aly)) /d(z, y)*)

< eB||h|loAT™Y 4+ e2{||h||o + inf @, + 1}AT"

<A1 +m-diam(M)*}AT" + {3+ m - diam(M)*} A"
Por outro lado; usando o mesmo tipo de célculo anterior teremos:

(en(2) —enly)) _ ((x) =hly) _

rd(z,y)* rd(z,y)"

< A1 +m - diam(M)*}AT " + {3 +m - diam(M)*} AT
Sendo assim; |h — @pas < CAT", para

1+ m-diam(M)*
T

C:=e”{ +3+m - diam(M)*}.

Desse modo; sendo || - ||» @ norma a—Halder, aplicando o lema 2.14, teremos
[|h — onlla < mCAT".

Na proposicao anterior descobrimos que ker(Lg|co(m,mr) — M) tem dimensao 1, o

préximo teorema nos dird que Lg|co tem um gap espectral.

Teorema 2.20 (Gap espectral em C*(M,IR)). Eziste um 0 < Ao < A tal que Lyjco(m,r)
admite uma decomposicao de seu espectro dada por: spec(Lycommr)) = {A} U Xo, onde

Yo C B(0,X\) e A € autovalor com autoespago unidimensional.

Prova. Seja E; := ker(Lycooumy — M) e Ey := {p € C*(M,R) : [ pdv = 0}; seja h
dada pela proposicao anterior, entdo [hdv = 1 e Ey = {t-h : t € R}. Observemos
que Ey, Ey sao subespagos Ly|co(v,r)—invariantes e Ey N Ey = (). Dado ¢ € C*(M,IR),
podemos reescreve-lo como: p =h- [@dv+ (¢ —h- [@dv), e como (¢ —h- [ dv) € E,
teremos que C*(M,IR) = E, & Ey.

Para mostrarmos que o resto do espectro esta contido em uma bola basta provar-
mos que o spec(£~¢,|Eo) C B(0,A1), onde 0 < A\; < 1; bastaria entdo tomarmos A\ := A- ;.
Sendo assim; dotemos Ejy da norma a—Hélder, tomemos ¢ € Ey com ||¢||l, = 1, tere-
mos que ¢ + 2 € Ay 5. Pela prova da proposicao anterior, sabemos que ENZ(QO + 2) LN

[ (¢ + 2)dv - h = 2h; pelo coroldrio anterior:

1£6()a = [1£5(0 +2) = LE@)la < [[1£5(0 +2) = 2R]|a +[1£5(2) — 2h]|a < 2mCAT".
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Logo Egl 5, € uma contragao na norma a—Holder para n suficientemente grande e
assim spec(Lyp,) C B(0,\1), onde 0 < \; < 1. Sabemos que spec(Lyjca) = spec(Lyjz,) U

spec(Ly|g, ), € assim obtemos o gap espectral. [ |

Corolario 2.21. Eziste uma tnica probabilidade conforme de L7 associada ao seu raio

espectral.

Prova. Sejam 11,1, probabilidades conformes de L7 associadas ao seu raio espectral.
Pelo teorema anterior Ey @& Ey,, = E1 & Ey,,, onde Ey,, := {p € C*(M,R) : [ pdy; =
0},i =1,2,e By :={th:t € Reh := nl_lglooﬁg(l)} Tomemos ¢ € C*(M,IR), logo
o ="h-[edn+(p—h-[edn)="h-[edn+ (p—h- [ed), pelo teorema ante-
rior sabemos que lim ﬁg(go) =h- /gpdl/l e lim, 1o ﬁg(go) = h - [ @dvy; sendo assim

n—-+o0o

[ pdvi = [ pdis, como C*(M,IR) é denso em C°(M,IR) temos que vy = vs. |

2.1.2 Decaimento exponencial de correlagoes e teorema central

do limite

Nesse momento estamos interessados em saber se a memoéria do passado é perdida
pelo sistema (f, ), (onde p := hv, para v a unica probabilidade conforme associada ao
raio espectral de L4 e h o tnico ponto fixo a—Holder de £~¢ com f hdv = 1) ao longo
do tempo e qual a velocidade dessa perda, ou seja, queremos saber, u—q.t.p., o quanto a
observagao ¢(f™(x)) para um instante n > 1 é afetada por condigoes inicias (). Isso é

expresso pelas fungoes de correlacao

Coup(n) = /(SOOf”)wdu—/sOdu/wdu.

Cypp(n) = 0 do ponto de vista probabilistico significa que ¢ o f e 1 sao inde-
pendentes. Estudar o decaimento de correlagoes de uma medida significa escolher dois
espacos onde moraram ¢ e ¢ e assim estudar como as fungoes de correlacao convergem
a 0, quando n tende a infinito. De certo modo significa saber a velocidade com que tais
tipos de funcoes assintoticamente se misturam em relagao a medida.

Utilizando mais uma vez a técnica de cones, provaremos que ( f, 1) tem decaimento

exponencial de correlagoes se 1) morar em C*(M, R).

Teorema 2.22 (Decaimento exponencial de correlages). O estado de equilibrio de f em

relacao a ¢ tem decaimento exponencial de correlagoes para observiveis Holder, ou seja:
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existe 0 < 7 < 1 tal que para todo p € L'(p),v € C*(M,R) existe K(p,1) > 0 tal que

‘/(wf”)wdu—/sf)du/wdu’ < K(p,¥)-7", ¥n > 1.

Prova. Notemos inicialmente que

Cotn) = [0 fyohdy — [ v [ vnav

e pela linearidade da integral, se

| [0~ [ oty [wnan] < k(o) 57, vz 1

| [teo s = [ eav [ vae] < Koo, 0= 1

entao Vt € IR:

| [eorm st [ ev [(i+timan] < (Ko 0+ 1H-K (g ) 77, Y 2 1.

Suponhamos inicialmente que »h =: g € A4 5; a menos de normalizagao, podemos

supor sem perda de generalidade que f gdv = 1. Como 0 < h < oo temos que:

= f /(B2 )i | B2 | f

assim como na proposigao 2.18, usemos a proposicao B.1 e a estimativa (2.3) na norma
do sup e na semi-norma da integral encontrando 0 < 7 < 1 (7 nao depende das fungoes

envolvidas) e A (f;—didmetro do cone Aj 4) tal que:

HEZ(Q)

1
I [

hllo

0

assim

Cow(n)| < K(p,¢) - 7", Vn > L.

Pelo comentario inicial, para finalizarmos a prova basta mostrarmos que, para
toda ¢ € C*(M,IR), ¥h pode ser escrita como a diferenca de elementos de A;s5. Seja
inf ¢h|}, entdo Yh = (Yh + B) — B com B e Yh+ B

elementos de Ay .

Assim K (p,v) = [leldp-[I5]lo - |hllo - e*A - 2+ [(¥h+2B)dv. u

Coroldrio 2.23. Para toda ¢ € L'(pn), [y o ftdv — [ pdu e a convergéncia é

exponencial.
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Prova. Basta tomarmos ¢ = h™!. |

Como h é um ponto fixo para £~¢ teremos que p é f—invariante, decorre de
teorema anterior que p é mixing, logo p é ergddica.
O préximo coroldrio nos dird que se f e ¢ estao no contexto de [VV10], entao o

ponto fixo h dé origem a tinico estado de equilibrio de f com respeito a ¢.

Corolario 2.24 (Existéncia e unicidade de estados de equilibrio). Suponhamos que A é
uma regiao aberta, L estd suficientemente préximo de 1 de modo valer a hipdtese (H1)
de [VV10] e que vale a hipdtese (H2) de [VV10]. Entdo, p := hv € o tunico estado de

equilibrio para f com respeito a ¢.

Prova. A medida conforme v presente no teorema B de [VV10] é um autovetor de L}
associado ao raio espectral. No nosso contexto ja sabemos que existe uma tnica proba-
bilidade conforme associada ao raio espectral de L. Ja sabemos que p é ergddica, logo
i ¢ uma probabilidade ergodica absolutamente continua em relacao a v, decorre do lema
6.5 de [VV10] que p é um estado de equilibrio para f com respeito a ¢. Como fl—’: eC,
temos que i e v sao probabilidades equivalentes, logo todo estado de equilibrio ergddico
de f com respeito a ¢ é uma probabilidade absolutamente continua em relagao a u (pelo
lema 6.5 de [VV10]). Sendo assim, u é o unico estado de equilibrio ergdédico para f com
respeito a ¢, pelo Teorema A de [VV10], sabemos que todo estado de equilibrio é uma
combinacao convexa de estados de equilibrio ergddicos, e assim g é o Unico estado de

equilibrio para f com respeito a ¢. [ |

No contexto do coroldrio anterior, j& sabfamos por [VV10] da existéncia dos esta-
dos de equilibrio; pelo corolario anterior descobrimos que impondo um controle maior na
variacdo do potencial e um controle na norma Holder local de e?, existe um tnico estado

de equilibrio e sua densidade em relacao a medida conforme é Holder.
Corolario 2.25. A medida i1 € ezata.

Prova. Seja F a o—algebra de Borel associada a M, ¢ € F, N L'(u). Pela proposicao
C.5, temos que ¢ = ¢, o f* para alguma ¢, mensuravel. Como p é invariante, temos
que [ |onldp = [|pldp < +oo. Pelo decaimento exponencial de correlagoes obtido no
teorema anterior, dada ¢ € C*(M,IR) temos

‘/(s@-/s@duwdu) = ‘/sDnOf"-@bdM—/sodu/zbdu) < K(pp, ) - 7", ¥n > 1

e sabemos que K (¢,,¢) = [|on|ldp - K, onde K nao depende de n. Como [ |p,|dp =
[ leldp temos que | [(¢ — [ pdu)pdu| = 0. Como C*(M,IR) é denso em C°(M,IR) na
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norma do sup, temos ¢ = [ @dp em p—q.t.p.. Decorre entao que u é exata. [ |

Sabemos pelo teorema de Birkhoff (veja [Wal82], pagina 34 e 35) que dada uma
probabilidade ergédica 1, se tomarmos ¢ € L'(n) entao

n—1

1 ; —q.t.p. T

=~ e(f (@) = [ pdn
=0

no entanto, nao sabemos se ha uma uniformidade na forma como os x realizam a con-
vergéncia, ou seja, nao sabemos por exemplo se dado um erro do valor esperado, [ ¢dn,
qual o tamanho do conjunto de pontos x tais que as médias de Birkhoff calculadas neles,
para n grande, estao dentro desse erro ou como decresce o conjunto de pontos em que a
média de Birkhoff nao estda dentro do erro fixado.

Um resultado nessa linha é o teorema central do limite.

Dizemos que um observavel ¢ : M — IR satisfaz o teorema central do limite

para (f,n) se existe um ¢ > 0 tal que, para todo intervalo A C IR

n({x eM: an ((f/(x) - /gpdn) € A}) LmanaN \/21_7m /Aez;’f’dt;

satisfazer o teorema central do limite significa que a probabilidade de um dado desvio do

valor médio de um observavel ao longo da érbita em relacao a sua média assintdtica é
dada pela distribuicao Gaussiana ou Normal.

J& sabemos que p é ergédico, logo faz sentido saber se p satisfaz o teorema central
do limite.

Veremos agora que decaimento de correlagoes somavel implica teorema central

do limite.

Teorema 2.26 (Teorema central do limite). Se ¥ € uma fung¢do a— Hdélder entdo o > 0

dado por

= Pdp 23 [otae e, onde g =~ [ v,
n=0

¢ finito e o = 0 se, e somente se, ) = uo f —u para alguma u € L*(X,F, ).

Ademais; se o > 0 entdo ¢ satisfaz o teorema central do limite para (f, p)

Prova. A prova segue a técnica bastante utilizada de usar o decaimento de correla¢oes
soméavel para provar que valem as hipéteses do teorema de Gordin (veja C.3) e assim
decorre o teorema central do limite.
Tomemos g := 1 — [ 1du, pelo teorema sobre decaimento de correlagoes sabemos
que
1 !
Cogm) < [ eldi-llzllo- lIhllo - e3A -~ 25
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seja F a o—algebra de Borel, assim
IEGIE e = sup{ [ ¢odn:€ € POLF ) el =1}

= sun{ [ (o Mgdus o € LPOLF o) lolla =1}

= sup {Cgln) : o € 2O, F ) gl = 1}

1 1
< l=llo - l|hllo - €2A - = -2B - 7™
< Al llo - 1blly - €32~ 2B -+
logo
D EF) <D 15110 - lIAlo - e2A - — 2B 71" <oo.
n=0 n=0
Desse modo, basta aplicarmos o teorema de Gordin em g para findar a prova do
teorema. [ |

2.1.3 Estabilidade estatistica

Nesse momento estamos interessados em responder a seguinte questao:

Suponhamos que f : M — M ¢é uma dinamica e ¢ : M — IR é um potencial
satisfazendo as hipdteses (H1) , (H2’) e (P’) expressas no inicio do capitulo; se tomar-
mos (f, &), satisfazendo as hipdteses ja citadas, prozimos de (f, ) serd que o estado de
equilibrio de f com respeito a (;3, o ponto firo a— Hélder, a medida conforme de Efﬁ; ea

pressao topologica de f com respeito a ¢ estao proximos dos respectivos objetos relaciona-

dos a (f,¢) ?

Responder esse tipo de pergunta significa saber se (f,¢) tem estabilidade es-
tatistica ou é estavel por perturbagoes deterministicas. Em [VV10] é dada a seguinte

resposta parcial:

Teorema D: Suponhamos que (fn,dn) € (f, @) satisfazem as hipdteses (H1) ,
(H2) e (P) (com os mesmos o e «) e ainda, (frn, P, L) XX, (fs &, L) € Piop(fr, 0n) —
Piop(f,0). Se p, € uma escolha de um estado de equilibrio de f, com respeito a ¢,
entao todo ponto de acumulagdo na topologia fraca™ da sequéncia (fin)n>1 € um estado de

equilibrio de f com respeito a ¢.

A prova desse teorema se baseia num argumento de semi-continuidade da en-

tropia (presente também em [Ara07]) e no arremate final é fundamental a hipétese que
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Piop(frs on) — Piop(f, ¢). Exigir essa hipétese significa exigir que o raio espectral de Ly,
varie continuamente com respeito a (f, ¢). Descobriremos que nosso contexto, de fato o

raio espectral de Ly, varia continuamente com respeito a (f, ¢).

Seja G :={(f,¢); f: M — M e ¢ : M — IR satisfazem as hipéteses (H1) , (H2’)
e (P’), com o mesmo « e g, e f é Lipschitz }. Notemos que estamos exigindo algo que
até o momento nao necessitavamos, a dinamica precisa ser Lipschitz, essa hipotese
sO se faz presente para termos o controle das distancias de pré-imagens de dinamicas
proximas. O espago das dinamicas Lipschitz pode ser dotado de uma norma natural,
|| - ||zip = max{Lip(-),|| - ||o}, assim uma topologia natural, e que serd utilizada nessa
secdo, para G é a dada por || - ||zip X || - [|a-

Se tomarmos (f,¢) € G, existe uma vizinhanga de (f, ) em G tal que: se (f, ngS)
¢ um elemento dessa vizinhanga, entao deg(f) = deg( f), 0 ¢ associado a f é o mesmo
associado a f (como a constante m dada pelo 2.14 s6 depende de 4, entdo m serd a mesma
para todas as dindmicas) e as outras constantes presentes nas hipéteses (H1) , (H2') e
(P?) estarao préximas, fazendo com que ) associado a (f, ®) esteja préximo da respectiva
constante associada a (f, ¢E), desse modo: Ef’qg(Amg) C Apes, parak >1e A<p<l.

Inicialmente precisaremos de lemas para obter esse controle das pré-imagens
de dinamicas préximas, para assim provarmos entao que o operador de Ruelle-Perron-

Frobenius varia continuamente na topologia forte.

Lema 2.27. Seja M uma variedade Riemaniana de dimensdo d, compacta e coneza, e
f M — M localmente bi-lipschtiz. FExistem ¢ > 0 e § > 0 tais que: se f M — M ¢é
Lipschitz e ||f — f||Lip < € entdo, para todo x € M:

~

i) fis@p : Bx,8) — [(B(,5) ¢ fipws : B(x,8) — f(Bx,B)) sio bi-
lipschitz;

i) para cada x1,; € f~(x) existe um nico xo,; € fY(x) com Ta; € B(z1,, g)

Prova. i)] Dado z € M existe 8, > 0 tal que fipwg,) : B(x,B8:) — f(B(z,3;)) é bi-
lipschitz. A familia formada por B(z, 3,) cobre M. Como M é compacta podemos extrair
uma subcobertura finita {B(z1, £1),. .., B(x,, 6,)} e tomarmos o nimero de Lebesgue g
associada a tal subcobertura. Seja § := 1, entdao fipug @ B(z,8) — f(B(z,0)) é
bi-lipschitz para todo x € M. Iremos provar agora que, para dinamicas suficientemente
préximas de f, esse mesmo (3 serve para satisfazer i). Seja [ := max{Lip ;11, e ,Lz’pf;}},

Afirmacdo: Se f : M — M é Lipschitz e Lip(f — f) < I7' entdo fip.ps :
B(z,3) — f(B(z,3)) ¢ bi-lipschitz.
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Com efeito; seja f : M — M Lipschitz e Lip(f — f) < 7!, e tomemos a,b €
Blz, (], entao:

~

1/ (@) = FOII = [1f(a) = f(b) + f(a) = f(a) + F(0) = )|
> [|f(a) = FO) = I(f = @) = (f = HO)
> (SN a), £ 0) = Lip(f = )d(f; (), f71(0)

= (7' = Lip(f = P)d(f; (@), £71(0)). (2.5)

Por 2.5 teremos que ﬁB(xﬁ) ¢ injetiva, tomemos entao z,w € f(B(x,ﬁ)), por 2.5

temos

~

\V—wHEU”—LWG—f»(f()f Hw)) =
Lip(fﬁ;(x“@z)) < ( — Lip(f )

ii)] Tomemos © € M e a1; € f~'(x). Seja Ty, (2) == x — f1(f(2) — f(2)).
Tomando f suficientemente Lip—préximo de f teremos que: T estd bem definido, T(B[xy 4, g])
C Bz, g] e T" é uma contracao, logo, pelo teorema do ponto fixo de Banach existe um
Unico zy; € Bl g] tal que T'(x2,;) = X2, OU seja, existe um unico xg; € f‘l(:v) com
Ty, € B(xy,, g) [ |

Lema 2.28. Sejam f; : M — M € G e L um limitante superior das constantes de
Lipschitz das inversas locais de f,. Fxiste ¢ > 0 tal que, se fo : M — M € G e
| f1 = follLip < €, entdo dado x € M teremos: deg(fi) = deg(f>) e para cada x1,; € f;*(x)
existe To; € f5 ' (x) com d(z14,79:) < L||f1 — fallo-

Prova. Pelo lema anterior, existe ¢ > 0 tal que, se ||fi — fo||zip < € entdo deg(f1) =
deg(fs) e que para cada x1; € f; ' (z) existe x; € fy '(z) com zy ;, 72, pertencem a uma

regiao onde f; é localmente invertivel e tem inversa local Lipschitz. Logo:

d(z1,i, 2;) < Ld(f1(z1,), fi(2e,)) < d(fo(z2,), fr(wa:)) < Ll f1 — fallo-

Proposigao 2.29. Seja B(C(M,IR),C(M,R)) o espaco de operadores lineares continuos
sobre C(M,IR), onde C(M,IR) estd dotado da norma do sup. Entdo a fun¢io G > (f, ) —
Ly € B(C(M,IR),C(M,IR)) é continua, se dotarmos a imagem da topologia forte.

Prova. Seja (fj#?j) szxc

para j suficientemente grande:

(fo, o). Tomemos g € C(M,IR); entao pelo lema anterior,

deg(f
|‘ij7¢j(g)<x) - ‘Cf(wﬁo )| < Z |6¢J(wﬂ) i) T 6¢0(x0’i)g(x0,i)| <
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eg(f)
Z {]e¢f Big(age) — e g(a)| + le0dg(ay;) — e%(xo’i)g(%,z’)’} <

deg(f
Z {Supg'esuwrinwo'(!|¢j—¢0’|0+!¢0(1’j¢)—¢0(5U0,z‘)|) + esup%'\g(xj,z')—g(ﬂ?o,z'ﬂ}

e cada parcela converge para 0 quando j — —+o00, e essa convergéncia ¢ uniforme em

relacao a © € M, pois d(x;;, xo;) < L||f; — follo- [

Passemos entao a prova do teorema de estabilidade. Veremos que os pontos
chaves sao o fato de todos os operadores preservarem o mesmo cone e assim, ao iterarmos
a funcao constante igual a 1, ficaremos sempre dentro de uma margem de seguranca e a

convergéncia para o Uinico ponto fixo se da de maneira uniforme.

Teorema 2.30 (Estabilidade estatistica C°). Tomando G como dominio e dotado da

topologia Lip x C, as sequintes fungoes variam continuamente:

i) (f,0) — Apo-

i) (f,¢) — hyg; onde hyy = lim £f¢>( ), e estamos dotando a imagem da

n—-+00

topologia C°.

iii) (f,¢) — vy4; onde vy € a tinica probabilidade conforme de Ly s associada

ao raio espectral, e estamos dotando a imagem da topologia fraca®.

w) (f, ) — ppe; onde pir s = hy Ve, € estamos dotando a imagem da topologia

fraca*.

Prova. Seja ((f;, ¢;))j>1 com (f;, ;) —— (fo,d0) e (f;,¢;) € G,Vj € IN. Para fa-
cilitar a notagao, ao longo da prova iremos supor que \; ¢ o raio espectral de Ly, 4. ,

sz><C

: Ao B g — —
L= Eij‘bj? L= #7 hj = hij‘bj? Vi = Vf¢; © Hj -= Hfj¢;-

i)] Inicialmente provaremos que (f, ¢) — log As, varia continuamente.

Sabemos que [ E" (1)dv; = 1,VYn,j € IN, como E"( ) é sempre fungao continua,
existird x € M tal que E;‘( )(z) =1 (x depende de n e j), assim ||£~§‘(1)||0 >1Vn,jeN.
Por outro lado: como L}(1) € A5, Vn,j € IN, teremos

|L3(1)]o < minf £7(1) <m - L7(1)(x) <m,Vn,j € IN;
em particular

|£~§L(1)(y) — 1| <m-d(y,z)* <m-diam(M)* = ||£~?(1)||0 <1+ m-diam(M)?,
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m ¢é dado pelo lema 2.14 e depende do § associado a dinamica. No entanto, a partir de j

suficientemente grande ele sera constante, desse modo
1< ||£2(D)]Jo < 14+ m - diam(M)*,Vn, j € IN.

Sendo assim; < log HZ?(l)Ho P 0 de forma uniforme em relacao a j, ou seja,
Llog [1£72(1)]]o — log \; de forma uniforme em relacao a j.

Tomemos € > 0; pela discussao anterior, existe ng € IN tal que

]' ez
[ log 1L (1)l — log

€
<-,VjelN
37] )

pela proposicao anterior existe j, € IN tal que: se j > jg entao
1

1 €
—10g1£3* (D)llo — —log [1£5°(1)lo| < 5.
o log 1L ()l — - loa | 1£5°(1)]o] <

Desse modo, para j > jo:

1 ny ]' n
[log Ay — log ol < | log||£°(Dllo — log \j| + |~ log €3 (1)llo — log Ao| +
0 0

1 " 1 n
] togllg Wl — g ll£F(M)l] < e

Assim o logaritmo do raio espectral varia continuamente com (f, ¢), desse modo

(f,®) — A, varia continuamente.

ii)] No item anterior descobrimos que ao iterar a fungdo constante igual a 1
pelo operador normalizado teremos uma limitagdo uniforme em relagao a (f, ¢), nesse
momento veremos que também ha uma uniformidade em relacao a realizacao do limite

N’}, +(1) — hye. No final da prova do coroldrio 2.19 descobrimos que

1 - di M)*
+m - diam(M) + 3+ m - diam(M)*}AT™;

1£5(1) = hjllo < me® - {

onde 7 s6 depende de A (que é o §,—diametro do cone A;, 5) que, por sua vez, s6 depende
do \, a partir de j suficientemente grande L£;(A.;5) C Ayes, para v > 1 e )< p < 1.
Desse modo

An ce .

£0) S h v e,

n—-+o0o

uniformemente em relacao a j. Tomemos € > 0; pela discussao anterior existe ny € IN tal
que

I1£5°(1) = hylla < 5.5 € IN;
como o raio espectral varia continuamente e pela proposicao anterior, o operador de Ruelle-
Perron-Frobenius normalizado pelo raio espectral varia continuamente, na topologia forte,
em relagao a (f, ). Em particular existe jo € IN tal que: se j > jo temos
€

12(1) = £ (W) < 5
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Sendo assim, para j > jo:

1 = hollo < [1h; = £5°(Wllo + [1£7°(1) = L5°(Wllo + [[1£5°(1) = hollo < e.

iii)] Seja g € C*(M,IR). Sabemos pelo gap espectral (veja teorema 2.20) que
g =u;+t;h;,Vj € N, para [u;dv; =0 et; € R; logo

/gdl/j — /gdyg &t — to.

Notemos aue [t = | [ gdvs] < llgllo e lluslla < llglla + llgllo(mas{m, 1 +m -
diam(M)*}) ( a partir de um certo j, m ¢ constante). Se u; = 0 entao Hﬁy(g) —tih;|| =0;
se u; # 0, aplicando as estimativas de convergéncia do teorema sobre o gap espectral (veja

teorema 2.20) teremos:
1£5(9) = tihslla < (llglla + llgllo(max{m, 1 +m - diam(M)*}))2mCA7".

Logo, a convergéncia é uniforme em relacdo a j (a partir de um certo j).
Assim:
L5(9)

+[ =57 —toll, ]
0 hg Ol1o

£3(9) _zg<g>H -

L
j h; ho

B U

250 = [+ s — ol 552 - 52

pela discussao anterior, o item ii) e a proposi¢ao anterior teremos que

<|

I

0 ‘ 0

t; —— to.
j—+oo

Como C*(M,IR) é denso em C°(M,IR) teremos que

fraca*
Vy — .

iv)] Seja g € C(M,IR). Pelos item iii) e iv), existe jo € IN tal que: se j > jo temos

€
thj—gho < =

0o 2
€
‘/ghodl/g—/ghgdl/j < 5
Assim, se j > jo:

| [odus~ [ gana| < | [ ahudvs ~ [ ahads| + | [ ghodn ~ [ ghoc

€ €
</§dl/j+§:6.

<
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Coroldrio 2.31. Se estivermos também no contexto [VV10], tomando G como dominio

e dotado da topologia Lip x C* entao (f,¢) — Pi,(f, @) varia continuamente.

Prova. Basta observamos que no contexto [VV10] temos Py, (f, ¢) = log Af 4. [

2.1.4 Perturbacoes aleatérias - Estabilidade espectral

Quando modelamos um processo fisico através da formulacao matematica f :
M — M, na verdade estamos desprezando informacoes, influéncias externas e outros fa-
tores que nao podem ser detectados pela nossa aproximacao f : M — M, porém para
termos uma boa aproximacao do processo desejamos que os fatores descartados sejam
pouco ‘“relevantes”. Quando muito fatores nao sao tao irrelevantes a ponto de serem
descartados ou é extremamente complexo, do ponto de vista pratico, expressar o processo
através de uma dinamica f : M — M, podemos estudar uma dinamica f : M — M junta-
mente com um “ruido”aleatério (pertubagao aleatéria). Ou seja, ndo sabemos exatamente
o futuro de x € M em uma unidade de tempo e sim que existe uma probabilidade de
que o futuro de  em uma unidade de tempo é dado pela sua iteracao por uma dinamica
f; escolhida aleatoriamente e independentemente numa e vizinhanca de f. Para que esse
tipo de aproximacao do processo seja eficaz, precisamos que esse “ruido”tenha um efeito

pequeno sobre o comportamento assintotico de f.

Matematicamente, essa aproximacao pode ser posta da seguinte maneira que
descreveremos em seguida.

Sejam M e T espacgos métricos, f : M — M uma dinamica e ¢ : M — IR um
potencial, (f;, ¢¢)ter um espago de dinamicas agindo sobre M e potenciais, dotado de uma
topologia, indexadas por T e (6,)o<c<1 uma familia de probabilidades em T (pertubagcao

aleatoria) tal que: existe tg € T' com

(ftoa(bto) = (fa (b)a (ft7¢t) t—> (fa ¢)7 Suppee j {tO}

—to

O préximo exemplo nos mostrard um caso particular importante:

Exemplo 2.32. Seja f : M — M um homeomorfismo local agindo sobre um espaco
métrico compacto e ¢ : M — IR uma funcao continua, T'=F, onde F é uma vizinhanca
de (f, @), (fr,01) = (t,t) € (0c)oce<1 uma familia de probabilidades em F tal que existe
uma familia (Ve(f, ))o<e<1 de vizinhangas de (f, ¢) em F, dependendo monototicamente

de €, e satisfazendo

suppbe CVo((f,0)) e [ Vel(f,0) ={(f.9)}.

0<e<1



42

Estabilidade espectral

Nesse momento estamos interessados em dar um primeiro resultado no sentido de
que no nosso contexto de dinamicas e potenciais a aproximacao via perturbacoes aleatorias
é eficaz.

Suporemos que (f;, ;) € G, Vt € T, para G definido na se¢ao anterior (é o espago
de dindmicas Lipschitz e potenciais a—Holder que satisfazem as hipdteses (H1), (H2’) e
(P’)), e o muniremos da topologia LipxC®. Tomemos uma familia (L,)o<c<1 de operadores

lineares agindo sobre C(M, R) definidos da seguinte forma:

L(g)(x) = /(Efmtg)(x)d&(t), para toda g € C(M,IR) e v € M.

T
Como nao temos informacao de como estamos parametrizando (f;, ¢;), podemos perder
mensurabilidade e assim a principio £, pode néo estar definido, porém se (L. )p<c<1 estiver
bem definido, como

(ft7¢t> —:0_) (f7 ¢)7 € Suppee : {t0}7

t—

existird € tal que: para todo € < € teremos que L. esta bem definido, ¢ um operador
linear continuo com dominio em C(M, IR) e contradominio no espago das fungoes limitadas
com dominio em M (estamos dotando o dominio e contra-dominio da norma do sup), e
ele preserva o cone das funcoes estritamente positivas. Além disso, se t € supp 6., entao
deg(fi) = deg(fi,), o 0 associado a f;, é o mesmo associado a f; (como a constante
m dada pelo 2.14 s6 depende de §, entdao m serd o mesmo para f;, e f;) e as outras
constantes presentes nas hipéteses (H1) , (H2’) e (P’) estarao préximas, fazendo com que
)\ associado a (fio, P1,) esteja proximo da respectiva constante associada a (f;, ¢¢); desse
modo: Ly, 4,(As) C Apes, para s >1e X< p< 1.

Sendo assim, a partir desse momento suporemos que a parametrizacao pelo espaco
métrico T' é suficientemente “boa’ para que exista um € tal que para todo € < ¢’ temos L,
bem definido. Uma forma de pensar L. é como a média dos operadores de Ruelle-Perron-
Frobenius perturbados.

Para facilitar a notacao denotaremos Ly, 4, por L;.

Proposicao 2.33. Friste 0 < p < 1 tal que, para todo € < € teremos:
i) Existe 0 < p < 1 tal que L(A,5) C Apys, para todo k> 1;

ii) L(C*(M,R)) C C*(M,R);
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i) Leco : C* — C* € continuo se dotarmos o dominio e contra-dominio da norma
a—Holder.

iw) L.(C(M,R)) C C(M,TR).

Prova. i)] Seja ¢ € A.s. Ja sabemos que L.(g) é uma fun¢ao limitada estritamente
positiva. Pelo teorema de invariancia de cone sabemos que, para todo t € T temos
Li(Ass) C Aj,,.5- J& sabemos que para dinamicas e potenciais préximos podemos uni-
formizar essa invariancia, ou seja, para t proximo de ¢y teremos Li(A,s5) C A5 para

algum 0 < p < 1. Tomemos x,y € M tais que d(z,y) < ¢, logo:
L) = Lo < | [ (Cugle) = Lig)ab.(0)] < [ lon i (Ci9(2)) - )"0, (0) <
pr f (Leg(2))] - d(z,y)",

assim, L.g € A s.

ii)] Tomemos agora g € C*(M,R), g pode ser escrito como a diferenga de elemen-

ad — infg‘}, entdao g = (g + B) — B

tos de A, 5, com efeito: seja B := max{l + |inf g/, ||g
com B e g+ B elementos de A, 5. Assim, aplicando o item i) teremos L.g € C*(M, R).

iii)] Seja g € C*(M,IR) e ||g||lo = 1. Pela prova do teorema 2.20 temos que
1L:(g — [ gdvi)||la < 4mCAT, Vt € T; pelo item i) temos que ||Li([ gdvy)|la < pmA; +
deg(f;) exp®P?, Vt € T; sendo assim

H‘Ct(g)Ha < AmC AT + pm)\t + deg(ft) expsuqut .

Pela estabilidade estatistica e como

(ft>¢t) — (f7 (b)? € Suppee j {t0}>

t—to

podemos diminuir € se necessario de modo a ||£:(g)||o ser uniformemente limitado em

relacao a t e g; como
1L(@)]la < / 1£4(9)] a6

teremos que L ca é continuo.

iv)] Para provarmos esse item basta observarmos que C*(M,IR) é denso em
C(M,IR) (na norma do sup), £, é continuo (na norma do sup), e aplicarmos o item
if). m
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Decorre do item iv) da proposicao anterior que o raio espectral de £, é um
autovalor de L (veja teorema 2.9).

Ao longo do texto descobrimos que, para todo t € T', Ly, 4, tem um gap espectral
em C*(M,R) com o raio espectral como autovalor dominante; ndo necessariamente essa
propriedade poderia ser herdada por L.. Iremos denotar o operador nao-perturbado
Ly, .6, POT Lo € seu raio espectral por Ap; diremos que (f,¢) tem C°—estabilidade

espectral sob perturbacgoes aleatdrias se existe € > 0 tal que: para todo € < € temos

1. L. tem o mesmo tipo de gap espectral de Ly, ou seja, L(C*(M,R)) C C*(M,R) e

spec(L = {A} UX; onde A¢ é o maior autovalor de A tem um

6|CU‘(M,]R)) ‘c¢|ca(M,1R) )

autoespago unidimensional associado e X, C {z € C: |z] < A1} para A\ < A

2. Ae — Ao;

e—0

3. existe e pertence a Co(M,R) o lim <%)n(1) := h, edenotando hg := lim (&)”(1)

n— 400 n—+00 0
teremos que lim ||h, — hol|o = 0;
e—0

4. Se P, é a projecao sobre ker(AJ — L e Py é a projegao sobre ker(Agl —

E|CO‘(1\/I,]R))

Lojearmy) €ntao: dada g € C*(M;1R), temos lim |P.(g9) — Po(g)| = 0.

Teorema 2.34 (C°—Estabilidade espectral). Seja (f, ¢) € G, entao: (f, ) tem C°—estabilidade

espectral sob perturbacoes aleatorias.

Prova. 1)] Seja v, uma probabilidade conforme de L. associada ao raio espectral, ou seja,
Li(v.) = Aeve. Pela proposicao anterior sabemos que L.(A15) C A,s, assim podemos
repetir as provas da proposi¢ao 2.18, corolario 2.19 e teorema 2.20; obtendo entao que
6|CQ(MYIR)) = {AJUX, E C{z € C:|z] < A} para A\ < A, C*(M,IR) =

ker(Loco — M) & Ey onde ker(Loce — AJ) = {ahe :a € Re h = lim (ﬁ)nu)},

n—-+00 )\6
Ey = {p € C*(M,R) : [ ¢dv. = 0}. Ao longo da prova descobrimos que: se ¢ € Ej,

spec(L

entao

L

G (@lla < llella2mCAT",

desse modo, dado 8 > 0 existe nyp € IN tal que ||<%)n(1) — hella < B e ||(§—§>n(1) -

holla < B, para todo € < €.

2)] A prova é uma repetigao do argumento usado no item i) do teorema sobre
estabilidade estatistica C° (teorema 2.30). Seja v, uma probabilidade conforme associada

ao raio espectral de L, e L. = f—: Sabemos que fﬁ?(l)due =1,YneNee<¢. Como



45

L£(1) é sempre continuo, existirs x € M tal que £7(1)(z) = 1 (z depende de n e €), assim

|£7(1)]]o > 1. Por outro lado: como £*(1) € Ay 5,¥n € N e € < ¢, teremos
L7 (1)]o < minf £7(1) <m - LP(1)(z) <m,Vn €N e e <€

em particular

L) (y) =1 <m - d(y,2)* <m - diam(M)* = ||L(1)]|o < 1+ m - diam(M)®,
desse modo
1< |1£2)||o < 14 m - diam(M)*,¥n € N e e < €.

Sendo assim; & log 11£7(1)]]o — 0 de forma uniforme em relagao a €, ou seja,
n—-+0oo
Llog||L(1)]Jo —— Ae de forma uniforme em relagao a e.
n—-+oo

Tomemos 3 > 0; pela discussao anterior, existe ng € IN tal que
1 g
—log ||LM(D)]lg — A\e| < =, < €.
—tog |l (Dl —Ao| < e <

Pelo teorema sobre estabilidade estatistica C°, como

(fi, 1) —— (f,¢), e suppde — {to},

t—to
e pelo fato de
1£e(9) = Lo(g)[lo < /Hﬁt(g) — Lo(9)]]od0e,

teremos que: para todo g € C*(M,R), liné [|1Lc(g) — Lo(g)|]o = 0; logo existe e5 > 0 tal
que: se € < €g entao

1

1 g
—log £z (1)]lo — —log 15 (1)llo| < -
- log L2l — - log 1€ (Ml < 5

Desse modo, para € < €g:

1
A = Xl < [—log L2 (D]lo = A
o

]' ny
+ | tog i (Mllo — Ao +
o

1 1
+ = log £ (Wllo — —log 15" (1)lo| < 6.
Nno o

Assim A\, —— .

e—0

3)] Afirmagdo: Dadong € IN, 8> 0e g € C*(M;R), existe €5, > 0 tal que: se
€ < €gn, entao |[LI(g) — L5%(9)]]o < 5.
Com efeito; a prova sera feita por inducao, o caso ng = 1 é valido pela discussao

anterior. Suponhamos que a afirmacao ¢é valida para ng = k — 1. Notemos que

1£¢(9) = Lo(@)llo < NL(LTH(9) = L(L57 (9)llo + [1£e(L57(9)) = Lo(L5 (9))]lo <
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[4m0AT+/deg(ft) exp™ % dOc(t)]||LE (9) — L6 () o+ Le(LE(9)) = Lo(L5 ™ (9)]lo;

logo, usando a hipodtese de inducao e a estabilidade estatistica e que para todo g €

C*(M,IR), lin% |Le(g) — Lo(g)]|o = 0; teremos que a afirmagao é valida para ng = k.

B

L\
Seja 5 > 0, no tem 1) ja vimos que existe ng € N tal que H(}\—) (1) =hella < 3€

Lo\™ : - : o
I <)\—O) (1)=holla < g, para todo € < €. Pela discussao anterior e pelo item i) do teorema
0
sobre estabilidade estatistica, existe €5 > 0 tal que: se € < eg entao ||L0(1) — L5°(1)]]o <
g. Sendo assim, se € < min{€’, e5}:

e = hollo < 11(55) ") = Aullo+ 11 (52) 1) = ol +11(5) ) = (52) " Wlo < .

€ €

Decorre entao que lin% [|he — hollo = 0.
€E—

4)] A prova é uma repetigao do argumento usado no item iii) do teorema sobre
estabilidade estatistica C°.

Notemos inicialmente que P.(g) = [ gdv. e Py(g) = [ gdvy. Seja g € C*(M, R).
Sabemos pelo gap espectral (item 1)) que g = u, + tche, para [ u.dv. =0 e t. € R; logo

/gdue—>/gdy()<:>te;0> .
e—0 0

Notemos que |te| = | [gdve| < llgllo e [[uclla < llglla + |lgllo(max{m, 1 + m -

diam(M)*}). Se u. = 0 entdo ||£7(g) — the|| = 0; se u # 0, aplicando as estimativas de

convergencia do gap espectral teremos:
1£2(9) = tehella < (Ilglla + llgllo(max{m, 1 +m - diam(M)*}))2mCAT".

Assim:

-] 52 -8

~n( )
< € 'g
|t6 t0| - H he t€ he ho

1 Lr(g) 56‘(9)‘
he he hO

pela discussao anterior, o item 3) e a Afirmag¢do presente no item 3) teremos que

L(g) — tehe

I

<] :

~ 1
£30) = toho] -], + |
0+H 0(9) = toho o Ilhg 0+

0 ‘

te — to.
e—0
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2.1.5 Caso C": Gap espectral, estabilidade estatistica e espec-

tral.

Até o momento o maximo que exigimos sobre a dinamica é que ela fosse Lipschitz,
e sobre o potencial apenas que fosse Holder. A partir desse momento exigiremos difer-
enciabilidade de ambos e, reformulando a hipétese (P’) em termos de diferenciabilidade,
obteremos versoes mais fortes dos resultados de estabilidade.

Iremos continuar supondo que M é uma variedade riemanniana d—dimensional
compacta conexa e que f : M — M satisfaz as hipdteses (H1) e (H2'), o que pediremos
a mais é que f seja um difeomorfismo local C"(r > 1). Sobre o potencial ¢ : M — IR,

assumiremos que ¢ € C" (M, IR) e satisfaz a seguinte versao diferencidvel da hipdtese (P’):

” s S /
(P")supp —infp <e, e 1123;||D¢||0<6¢,

para algum &?;5, pequeno, dependendo somente de f e r. As constantes que envolvem (H1)

e (H2’) e (P”) devem cumprir a seguinte relagao:

= e T (deg(f) —g)o™

deg(f)

Notemos que se tomarmos 5;5 suficientemente pequeno, teremos que (P”) implica

(P’), desse modo o contexto atual é um caso particular do contexto j& estudado.
Inicialmente provemos que L4 tem um gap espectral em C"(M,R). A estratégia
da prova é a mesma ja utilizada, ou seja, encontrar um cone invariante cuja imagem tem

diametro finito. Passemos entao a definicao do cone:

Diopllo
A= {gp eC'(M,IR): ¢ >0 e u < kc °, para s= 1,...,r},
inf ’
onde ¢, , = 1, desprezando o caso quando 7 = s temos que ¢, s6 depende de s; ¢, s sao
constantes suficientemente pequenas para que ocorra a invariancia dos cones. Quando
r = 1 temos

Dl
A},u:{goecl(M,]R):gp>0 e H,—SDHOSK}.
inf o
O proximo lema é extremamente ttil na prova da invariancia do cone quando

r > 1.

Lema 2.35. Suponha que para todo k > k1 e i <1 > 1 temos Ly(AL) C Af»\ﬁ. Se para
k2 > 0 e para todo ¢ € Ay, com k > ko, temos ||[D"(Lgp)|lo < K, entao Ly(Ay) C AS

para todo k > K.

Prova. Seja kg := max{kg, k1 - c(r,r — 1)""}. Tomemos ¢ € A’, para Kk > kg, em

r—1
T )

particular |[|[D*(p)|lo < kc;*, parai = 1,...r — 1. Como ¢, ¢ sé depende de s (reti-

rando a diagonal) temos que ¢ € Aicrfi’ parat = 1,...r — 1. Usando a hipdtese temos
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que Ly € A/\ r—iy €Il particular ||D*(Ly)|lo < /\/icm , para ¢ = 1,...r — 1. Como

[|1D"(Lyp)lo < /<; para £ > Ko, temos Lyp € Af . |

Teorema 2.36. Se tomarmos €y suficientemente pequeno (g, s depende de f er), existe

uma constante positiva ko e 0 < A <1 tal que LyH(A]) C A;n’ para todo Kk > Kq.

Prova. Suponhamos r = 1. Tomemos £ > 0 e ¢ € AL. Para cada z € M temos

deg(f) deg(f
D(Lyp)(x) = Y e?")Dp(z;)Df; Z )e? @) D () D f; (),
Jj=1 j=1
logo
deg(f)
ID(Lsp) @)l < D [e?CD||Dep(;) Df;H ()] + o) e? ™| D () D f; ()]
j=1

Pelas hipoteses (H1) e (H2'), [|[Df; ' (x)|| < L para j =1,...,q e [|[Df; (z)]| <
ol paraj=gq+1,...,deg(f); desse modo

T deg( — T
IDLsp) @)l _u LIe?@)] |IDello + 32550 o~ e?t)| [[Deglfo
inf.en [Lop(2)] — deg(f)e ¢ inf ¢
N _y Ll()e®@)| | Dello + S5 o |io(;)e?@)] | Do
deg(f)e™inf ¢
—_ su —_
S =1 K+ lnIf):; . HD¢H0 S|
_ inf o + || Dy||pdiam (M
< 5 oy 2 EHRENEED gy

< Ei- Ak + (14 k- diam(M))e' ¢}

Desse modo, tomando €, suficientemente pequeno teremos que L4(A;) C Af ,

para todo k > 1.
Consideremos agora o caso r = 2. Tomemos x > 0 e ¢ € A%2. Usando a regra da

cadeia temos que D?(L4)(z) é uma soma dos seguintes sete termos:

D¢ (;)[Df; ! ()P’ p(x;)
Do (x;)D? f7H (x)e? @) ()

Do (a;) D (x)e?@ip(a;)
Deg(ay) D5 (2)e?*) D) D5 (x)
o(x;)De(x;) D f;  (2)e? ) Dp(a;) D f; ' ()
eaﬁ(xj)D?(p(wj) [ij_l(x)F
/) Dip(ay) D27 ().
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Como max ||D*¢|[o < €, desde que tomemos €, bequeno, os cinco primeiros
1<s<r
termos estao controlados. Desse modo existe uma constante uniforme C' > 0 dependendo

somente de f tal que

ID2Losp) @ o llD?llo 4L + (deg(f) = q)o™
inf|Lyp| T 7 inf deg(f)
=, 1[Dello 201
[
T T, it @l

< i+ Eari+ e max || D* 7 ()] - e 08

assim, desde que tomemos 5;5 e €4 pequenos, existe uma constante positiva kg tal que

ID2(Ls#)lo
inf Ed,go

satisfazendo L(AY) C A%, para todo k > k.

< Kk, para todo kK > Kkg. Aplicando o lema anterior temos que, existe 0 < <1

O caso geral é uma computagao andloga das derivadas de ordem superior de Ly¢

através da regra da cadeia e o uso do lema anterior. |

A partir desse momento fixemos 5’¢ e €4 suficientemente pequenos para que ocorra

a invariancia do cone.

Proposicao 2.37. Dado 0 < A< 1, o cone A?\H tem diametro finito em relagao a métrica

projetiva induzida em AJ.

Prova. Basta provarmos que (¢, 1) é uniformemente limitado para toda ¢ € A’;\H com

inf o = 1. Seja entao ¢ € A{ com infp =1,

Afirmagao 1: B(p,1) < L

— 1-A"
Com efeito; provaremos que para ty := ﬁ ocorrera que top — 1 € AL, Como
p<leinfo=1temostpy—1>0, ¢
D?(tgp — 1 to||D?® t -
|1D*(toe = Dlo _ tol|D*¢][o < Mec S < k.

inf(top — 1) toinfo—1 " to—1

~ . 1
Afirmagao 2: a(p, 1) > e diaman)
Com efeito; provaremos que para t; :=

1
A 1trc) tdiam(ar)

ocorrerd que 1 —t1p €

A}, Temos que 1 —t1p € A}, e

Ds(1—1t t||D? t o
||‘ ( 10)llo < 1[D%¢llo < — 1 kAT < k.
inf(1 — 1) 1 —tisupp = 1 — ke, diam(M)t, —t ’

A 1+rc; diam(ar)
1-A )

Decorre das Afirmacoes 1 e 2 que 6(p,1) < log
Teorema 2.38 (Gap espectral em C"). Ewiste um 0 < A\g < X tal que Lyer admite uma
decomposicao de seu espectro dada por: spec(Lyjcr) = {A} U Eg, onde Xg C B(0, A\g) e A

¢ autovalor com autoespaco unidimensional.
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Prova. Seja ¢, € A} e 0, a métrica projetiva associada ao cone das fungoes positivas.

Pelo teorema B.4, para n,k > 1 temos:

0 (L5 (). L5(W)) < 0ny (L5 (), L3(0)) < AT, (2.6)

onde 0 <7< 1eA éo6,,—diametro do cone A’E\HO. Notemos que (i, = Eg(<p))n21 é

Cauchy em relagao a 6., ja sabemos que 6, é completa (veja exemplo B.3), logo existe
h, € Cy tal que ﬁg(gp) o hy e [ hedv = [@dv. Como fﬁg(gp)dv = [ pdv podemos
. _— . : . & o
aplicar a proposi¢ao B.1 na norma do sup e na semi-norma da integral e assim Eg(go) —

h,, desse modo Lgh, = Ah,,.
Como [ ¢,dv = [ @mdv para todo n,m € IN e ¢, sdo fungoes continuas estrita-

mente positivas entao

Bio (0ns m) = 1> o (n, om), Vn,m € IN;

usando que ¢, é uma sequéncia de Cauchy em 6, temos que B(¢n, Pm) p——— 1 numa
n,m——+00

velocidade da ordem de 7". Seja s € {1,2,...,r}; entao:

1D*(pn = @m)llo < D> (@n = Bio (#ns om) - m)llo + |Bro (Pns om) = 1| - [[D*@mlfo <

C:;SK’O inf(on — Buo (P Om) - Pm) + [Bio (Pns om) — 1] - [[D* im0 <

C:;SHUH@TL = Bro(@ns m) = om0 + [Beo (P 0m) — 1| - [[D*omllo,

desse modo
|lon = holl- < Cllel],7",¥n € NN,

e podemos tomar C uniforme para dinamicas e potenciais préximos. Em particular h, €
AL
Afirmagao 1: ker(Ly — AI) NC"(M,IR) tem dimensdo 1.

Com efeito; seja h := nEIJPoo Eg(l) e u € ker(Lyjeroumy — M) N A}, por (2.6)
existe t; > 0 tal que t;u = h; desse modo, pela discussao anterior, para toda ¢ € A}
temos Eg(w) <, J ¢dv - h. Dado v € ker(Lyer(m,r) — M), existe um niimero B > 0 tal
que v + B é um elemento de AJ, ; logo v = lim ﬁg(v + B) — lim ﬁg(B) = [wdv - h, vemos

entao que ker(Lgieriury — M) = {th:t € R}.

Seja Ey = ker(Lyeriumr) — M) e Ey :== {p € C"(M,R) : [@dv = 0}; seja h
definido na afirmacao anterior, entdo [hdv =1e E; = {t-h:t € R}. Observemos que

Ey, Ey sdo Lyjcr(u,r)—invariantes e C"(M,IR) = E, @ Ej.



o1

Afirmacao 2: spec(ﬁ@Eo) C B(0,A1), onde 0 < A\ < 1.

Com efeito; dotemos Ejy da norma C" e tomemos ¢ € Ey com ||p||, = 1. Existe

um nimero B > 0 tal que o+ B € A}, e tal B é o mesmo para qualquer fun¢ao de norma
. : - : An cr
C"igual a 1. Pelas discussoes anteriores, sabemos que Lj(¢+B) — /(gﬁ—B)du-h = B-h;
assim:
L@l = [1£6(p + B) = LEB)Il» < [I£5(p + B) = B - hl|,+
I£3(B) = B h||, < (1+2B)CT™.

Logo /jg| 5, € uma contragao na norma C" para n suficientemente grande e assim

spec(Lyjz,) C B(0,\1), onde 0 < Ay < 1.

Decorre entao das afirmagoes o gap espetral. [

Nesse momento estamos interessados em provar uma versao forte da estabilidade
estatistica. Seja G" := {(f,¢);f: M — M e ¢ : M — IR satisfazem as hipdteses (H1),
(H2’) e (P”), para o mesmo 7 e ¢}, dotaremos G" da topologia C" x C". Assim como no caso
CY precisaremos de um resultado sobre variacao do operador de Ruelle-Perron-Frobenius

em relagao a (f, ¢).

Proposigao 2.39. Seja B(C"(M,R),C"(M,1R)) o espaco de operadores lineares e continuos
sobre C"(M,IR), onde C"(M,IR) estd dotado da topologia C". Entio a fungio G" >
(f,¢) — Ly € B(C"(M,IR),C"(M,IR)) € continua, se dotarmos a imagem da topolo-
gia forte.

Prova. Sejam (f, ¢), (f,$) € G" com deg(f) = deg(f). Fixemos g € C"(M,R) e z € M,
entao:
1D(Lf39)(x) = D(Lys9)(@)|] <

deg(f) ~ N ~ .
> e Dg(a)) D) + g(w;)e” ™ Do) Df ()
j=1

—e*) Dg(a;) D ;! (x) = g(w;)e”™) De(a;) D f; (@)

usando a desigualdade triangular teremos que D(L 7 d;g) converge na topologia CY para
D(L¢s9) quando ( f,®) converge para (f,¢). O caso geral segue de maneira natural,

desde que computemos as derivadas de ordem superior de Ly 4g. [ |

Teorema 2.40 (Estabilidade estatistica C"). Tomando G" como dominio e dotando ele

da topologia C" x C", as sequintes funcoes variam continuamente:
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i) (f, ¢) — Ptop(fa ¢)

i) (f,¢) — hgg; onde hyy = lim E;%(l), e estamos dotando a imagem da

n—-+o00

topologia C".

i) (f, @) — vy, onde vy € a unica probabilidade conforme de Ly 4 associada

ao raio espectral, e estamos dotando a imagem da topologia fraca*.

W) (f, ) — ppe; onde pir.s = hy Vs, € estamos dotando a imagem da topologia

fraca®.

Prova. Os itens i) , iii) e iv) decorrem da estabilidade estatistica C° (veja teorema 2.30),
falta provarmos uma versao mais forte do item ii) presente na estabilidade estatistica CY,
como veremos a prova ¢ analoga.

ii)] Seja ((f,65))521 com (f5,6;) <= (fo,d0) € (f1.0;) € G.¥j € N; para

facilitar a notacao, ao longo da prova iremos supor que A; o raio espectral de ;ij7¢j ,
~ Lo
Lj:=Ly o, Lj:= %, hj := hy, 4,. No teorema anterior descobrimos que
1L} (1) = hyl|, < CT™

onde 7 s6 depende do NeC depende continuamente de f e ¢ (na topologia C" x C"), a

partir de j suficientemente grande £;(A} ) C A}, , para A < p<1. Desse modo

£7(1) —=— h;,Vj € N,

n—-+o0o

uniformemente em relacao a j. Tomemos € > 0; pela discussao anterior existe ny € IN tal
que
~ € .
1E2(1) — hlle < S5 € N,

como o raio espectral varia continuamente e pela proposicao anterior, o operador de Ruelle-
Perron-Frobenius normalizado pelo raio espectral varia continuamente, na topologia forte,
em relagao a (f, ¢), em particular existe jo € IN tal que: se j > jo temos

~ 5 €
1£5°(1) = Lo" W] < 5.

Sendo assim, para j > jo:

1 = hollo < 1y = L5 (W]l + [1£5°(1) = £5° (W] + 1£5°(1) = hol |- < e.
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O préximo objetivo é obter uma versao mais forte do que a estabilidade espectral
C°. Suporemos que (fi, ¢;) € G", Vt € T, para G” definido anteriormente e o muniremos
mais uma vez da topologia C" x C". Como a topologia Lip x C* é mais fina que a
topologia C" X C", se a parametrizagao pelo espago métrico T' é suficientemente “boa” para
que exista um € tal que para todo € < € temos L. bem definido (para isso basta por
exemplo que a parametrizagao seja mensuravel), entdo L. tem as mesmas propriedades ja
expressas na secao sobre C’—estabilidade espectral. Além destas, se t € supp 0., entao as
constantes presentes nas hipdteses (H1) , (H2') e (P”) estardo préximas, fazendo com que
)\ associado a (fio, P1y) esteja proximo da respectiva constante associada a (f;, ¢¢); desse

modo: Ly, 4,(Ars) C Ayrs, parax > 1e )< pr < 1.

Proposicao 2.41. Para todo € < €' teremos:
1) L(C"(M,IR)) C C"(M,R);

i) Existe 0 < p, <1 tal que L (A},)) C A} . ;
i) Leger @ C7 — C" € continuo de dotarmos o dominio e contra-dominio da

topologia C".

Prova.
i)] Basta usarmos o fato de £; preserva C"(M,IR) e o teorema da convergéncia

dominada.

ii)] Seja g € A}, pelo teorema de invariancia de cone sabemos que, para todo
t € T temos Ly(A},) C A?\m, ja sabemos que para dinamicas e potenciais préximos
podemos uniformizar essa invariancia, ou seja, para t proximo de ¢ teremos L;(A], ) C
A7,.,- Diminuindo € se necessario, podemos supor ¢, , podem ser tomadas uniformes para

t € suppdb,, logo:

1D(Ello < | [ D(Cag)ab. (0o < [ inf Legdb.0) - ooy < int Lug- povoct

r
Pro”

assim, L.g € A

iii)] Seja g € C"(M,R) e ||g||, = 1. Pela prova do teorema sobre o gap es-
pectral em C” temos que |[L:(g — [ gdwy)||, < MCyr, Vt € T, pelo item ii) temos que
[1L:( [ gdv)|| < [prko + deg(fi)e™ P ], para todo ¢ préximo de #o; sendo assim

1L:(9)||r < [Co + prio + deg(fi)e™™ )\,

para todo t proximo de .
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Pela estabilidade estatistica e como

(ft7¢t) Q (f> ¢)7 € Suppee j {tﬂ}v

podemos diminuir € se necessario de modo a ||L£(g)||, ser uniformemente limitado em

relacao t e g; como
Il < [ 1) lde

teremos que Lcr é continuo. [ |

Diremos que (f, ¢) tem C"—estabilidade espectral sob perturbacoes aleatérias

se existe € > 0 tal que: para todo € < ¢’ temos

1. L. tem o mesmo tipo de gap espectral de Ly, ou seja, L(C"(M,IR)) C C"(M,IR) e

spec(L = {A} U3 onde A, é o maior autovalor de A tem um

€|CT(1W,IR)) £¢|CO‘(]VI,IR) )

autoespago unidimensional associado e X, C {z € C: |z] < A1} para A\ < A

2. A — Ao;

3. existe e pertence a C"(M,IR) o lim (%)n(l), e denotando h. := lim <%)n(1),

n—-+o0o n—-+o00
L

Py— 3 O " 3 — .
0= = . — . =0;
h lim < ) (1) teremos que hr% ||he — hol| 0

n—-+00o 0

€

4. Se P, é a projecao sobre ker(A 1 — L
Lojer,

ler ]R>) e Py é a projegao sobre ker(Agl —

;) entdo: dada g € C"(M;IR), temos lir% |P.(g9) — Po(g)| = 0.

M,R

Teorema 2.42 (C"—Estabilidade espectral). Seja (f,¢) € G", para r > 1, entao: (f, )

tem C"—estabilidade espectral sob perturbacoes aleatorias.

<z

Prova. Os itens 1) e 3) seguem o mesmo argumento de versio C° e os itens 2) e 4) ja
estao provados pela C®—Estabilidade espectral.
1)] Seja v. uma probabilidade conforme de L. associada ao raio espectral, ou

seja, L (ve) = Acve. Pela proposigao anterior sabemos que L(A],)) C A7, , assim pode-

pPrO?
mos repetir a prova do teorema sobre o gap espectral em C"(M,IR); obtendo entao que

spec(Lejerrmy) = (A UBe, e C {2z € C = [2] < Ay} para Ao < A, C"(M,IR) =
ker(Ler = Ad) © Ey onde ker(Ler = Ad) = {ahe :a € Roe h = lim (%)”(1)},

€

Ey :={p € C"(M,R) : [@dv. = 0}. Ao longo da prova descobrimos que: se ¢ € E,
entao
L.

15" @l = o7
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COHE C e 7 independentes %e e. Em particular, dado § > 0 existe ng € IN tal que
H()\—E) (1) =he|r<pe H()\—O) (1) — hol|, < B, para todo € < €.
€ 0

3)] Pelo teorema sobre estabilidade estatistica C", como

(ft,dt) — (f, ), e supp0. : {to},

t—to

e pelo fato de
1£e(g) = Lo(g)llr < /Hﬁt(g) — Lo(9)l]-d0e,

teremos que: para todo g € C"(M,R), lin% |Le(g) — Lo(g)]|» = 0; logo existe e5 > 0 tal
que: se € < €g entao

1 1 3
—log ||L2°(1)]], — — log || Lo (D[] < =-
—tog ez (1), = ——log 1.6 (]I, | < 5

Afirmagao: Dado ny € IN e B > 0, existe €5, > 0 tal que: se € < €3, entao
1£20(1) = Lo (D] < 8.
Com efeito; a prova sera feita por indugao, o caso ng = 1 é valido pela discussao

anterior. Suponhamos que a afirmacao é valida para ny = k£ — 1. Notemos que
1£E(1) = L5l < L(LEHQ)) = L(Lg™ W) + 1L(L571(1)) = Lo(L5 Q)] <

(Cor + priso + deg(fr) e PN [LETH (1) = L5 Dl + [1£6(L571 (1) = Lo(L£5 (W)

logo, usando a hipodtese de inducao e a estabilidade estatistica e que para todo g €

C"(M,R), lil% [|1Lc(9) — Lo(9)]|» = 0; teremos que a afirmagao é valida para ny = k.

L\
Seja > 0, no tem 1) ja vimos que existe ng € N tal que || ()\—> (1) = hel| < g
Lo\ 6
e H()\—2> (1) — hol|» < g, para todo € < €. Pela discussdo anterior e pelo item i)

do teorema sobre estabilidade estatistica C", existe eg > 0 tal que: se € < €3 o entao
37
1£70(1) — £5°(1)]], < £. Sendo assim, se € < €5

e = holle < 11(55) "0 = Rl + 1(52) ") = molle + 1(5) "0 = (52) "l <

€ €

Decorre entao que lin(l) [|he = hol| = 0. |
€e—



Capitulo 3

Questoes, resultados paralelos e

perspectivas

3.1 Estados de equilibrio

Ja sabemos que se também estivermos no contexto de [VV10] a probabilidade
i = hv é um estado de equilibrio, uma pergunta natural é se essa probabilidade p con-
tinua sendo um estado de equilibrio no contexto da dissertacao. O cerne da questao é que

enquanto em [VV10] é exigido que

(H2) Eziste ko > 1 e uma cobertura P = {Py,..., Py} de M por dominios de
injetividade de f, tal que A pode ser coberto por q < V) elementos de P,

ou seja, uma condi¢ao combinatéria sobre a regiao boa e a regiao ma, ao longo

da dissertacao utilizamos uma hipétese mais fraca
(H2’) Existe q < deg(f) tal que: para todo v € M, #{f~(z) N A} <gq,

sobre a existéncia de pré-imagens boas; lembremos que em [VV10] essa combi-
natéria de regiao boa e regiao mé é de fundamental importancia no estudo dos estados

de equilibrio.

3.2 Transitividade do sistema

Se estivermos ao mesmo tempo no contexto da dissertagao e no [VV10] ja sabemos
que a probabilidade p := hr é o tnico estado de equilibrio, lembremos que em [VV10)]

para que fosse garantida a unicidade dos estados de equilibrio foi necesséria uma hipotese

26
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de transitividade do sistema, f precisava ser topologicamente exata. Desse modo, uma
pergunta natural é se as hipdteses usadas na dissertacao ja nao implicariam em algum
tipo de transitividade sobre o sistema; em geral isso nao é verdade, basta que a dinamica
tenha por exemplo dois pontos fixos atratores. Porém; serd que, retirando as dinamicas
que possuem atratores, genericamente as dinamicas estudadas ao longo da dissertacao

tem algum tipo de transitividade ?

3.3 Linear response formula

Essa secao tem como objetivo a apresentacao, sem provas, de resultados inéditos
paralelos a dissertacao na linha de Linear response formula, no contexto do trabalho de
Castro e Varandas [CV10], decorrentes de um trabalho em progresso realizado conjunta-

mente entre Thiago Bomfim, Armando Castro e Paulo Varandas [BCV11].

Suponha que para cada par (f,¢) podemos associar uma certa medida (SRB,
estados de equilibrio, a.c.i.m. e etc) e que a fungdo que associa (f,¢) a essa medida é
continua se dotarmos o espago das medidas da topologia fraca*. Uma pergunta natural é
se essa funcao é diferenciavel, mesmo que seja num sentido fraco, nesse caso gostariamos
de poder encontrar uma féormula que expresse para pequenas pertubacoes de um certo
tipo como essa funcao varia. Esse tipo de questao é chamada de Linear response e
Linear response formula.

No contexto hiperbdlico temos o seguinte resultado estabelecido por Ruelle [Rue97]:

Teorema: Seja Ko um atrator hiperbdlico (i.e. axioma A) para um C? difeomor-
fismo fo, e suponha que fok, € mizing. Se f € um elemento de uma pequena vizinhanga
de fo, existe um atrator hiperbolico K para f, dependendo continuamente de f e uma
unica medida SRB p para f com suporte em K. Além disso,

(a) existe uma C* vizinhanga N de fy tal que se A : M — TR éC?, entio f +— p(A)
é diferencidvel em N,

(b) a variagao de 1%-ordem dp(A) quando f € trocado por f+ X o f é dada por
dp(A) = ¥(1), onde a série de poténcias

w() =3 A / p(dz)X (z) - V(Ao f1)

tem raio de convergéncia > 1.
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Na prova desse resultado é utilizado fortemente a rigida estabilidade estrutural
existente no contexto hiperbdlico, isso nos indica a dificuldade de se obter resultados de
Linear response formula no contexto nao-uniforme. No contexto unidimensional existem
trabalhos recentes de V. Baladi e D. Smania (veja [BaS08] e [BaS10]).

No nosso contexto ja sabemos que dada uma fungao g € C(M;R) temos G >
(f,¢) — [ gdu continua, desse modo faz sentido nos perguntarmos a cerca do Linear
response formula nesse contexto.

Seja DIt .= {f : M — M e C'**;(f,0) € G'} e dotemos D' da topologia
C't: entao em [BCV11] é provado que:

Teorema: Seja g € C***(M;IR), e ¢pg = ¢ € R, entdo: a aplicagao D'T* > f —
[ gdpiss, € diferencidvel e sua derivada agindo em H € CY*(M; M) é dada por

Dinsan(@hn - H =3 [ Dis(L,(Plo)) - Hay,
=0

Em particular a medida de maxima entropia varia diferenciavelmente com respeito
a dinamica. Uma questao que se impoe é obter um resultado de variacao diferenciavel
em relagao a dinamica para potenciais mais gerais que os constantes, porém um resultado
desse tipo ainda néo foi alcangado, o que sabemos por [BCV11] é que em geral a pressiao
topoldgica varia diferenciavelmente, rigorosamente: seja G'7 := G' N (C*(M; M) x
C'**(M;1R)) e dotado da topologia C*T*(M; M) x C*™*(M;IR), nesses termos

Teorema: Se estivermos também no contexto [VV10]. A aplicagio G'T* >
(f, @) — Pip(f, @) € diferencidvel. Ademais, dado (fo, ¢o) € G e (Hy, Ha) € CHH(M; M) x
CH(M;R) temos:

Df,¢Pt0P<fa ¢) | fo,d0 (Hlv HQ) = /hfo,% - Hy de0,¢o+

d (.
Zjigl(fO) f eolfos0) . tho,tﬁolfo,j(') ) [(Tj\fo ) Hl)()] deo@o

+
)‘f07¢o
a0 [ eotos O b o (foi()) - Déborgo, 0 - [(Tyigo - HO(fo ()] dvg 0
Af07d)0 '

Fixando uma dinamica e perturbando os potenciais conseguimos provar em [BCV11]
a diferenciabilidade do estado de equilibrio, rigorosamente: fixemos f : M — M satis-
fazendo as hip6teses (H1) e (H2’), seja G := {¢ : M — IR;(f,¢) € G} e dotemos G; da
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topologia C®, nesses termos

Teorema: Dada g € C*(M;IR), a aplicagio Gy > ¢ — [ gdug € diferencidvel.
Ademais, dado ¢o € Gy e H € C*(M;1IR) temos:

D<¢>/gdu¢ b - H = / (1 = Ly 15) " (g oo — /gdwo < hg,)| - Hdvg,+

/gd/hzﬁo / [([ - Z(ﬁo |Eo)71<1 - h¢>o)] 'Hdl/¢0'

Uma generalizagao desses resultados foi feita no sentido das perturbacgoes aleatorias.
Ja sabemos que ao fazer uma pertubacao aleatoria o operador L, tem estabilidade espec-
tral, desse modo, h, — ho e dada uma func¢ao g € C(M;IR) temos [ gdv. — [ gdvo,
logo para fi. := hev, teremos [ gdpi — [ gduo para toda g € C(M;IR). Desse modo; faz
sentido estudarmos a diferenciabilidade da aplicagao € — [ gdu, no ponto € = 0 (estamos
considerando que 6y := dy, ).

Impondo condigoes sobre a aplicagao € — L.(g), em [BCV11] é provado que:

Teorema: i) Suponhamos que f; = fi, para todot € T e (fo, o) € Gy,, entdo: a

aplicacao € — X, € diferencidvel em uma vizinhanca do 0 e sua derivada em € € dada por

/ DEEE (hg) ‘gdl/g.

i) Suponhamos que (fo, do) € G'T®, entdo: a aplicagdo € — X, € diferencidvel

em uma vizinhanga do 0 e sua deriwada em € é dada por

/ Deﬁg(hg)‘gdl/g.

Teorema: Suponhamos que (fo,¢0) € G, (fi, ) = (fi,d0) = (fi,a) para
a € R, entao: dada g € C***(M;1R), a aplicacao € — [ gdu. € diferencidvel em uma

vizinhanga do 0 e sua derivada em € é dada por

g/Deﬁe(@é(g— /ngg))é dpe.
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As condigbes impostas sobre a aplicacdo € — L(g) estao diretamente associadas
as probabilidades 0, (pertubacao aleatdria), essas condigoes sao satisfeitas no contexto de
pertubagoes deterministicas (ja discutido ao longo do capitulo) e também em contextos

mais gerais que o deterministico, vide os proximos exemplos:

Exemplo 3.1. O espago parametrizante serd T := [0, 1], a familia de probabilidades serd

0. := ex[o.qLeb+ (1 — €2)dy onde Leb é a medida de volume na reta.

Exemplo 3.2. O espaco parametrizante serd T := [0, 1], a familia de probabilidades serd

Oc := €“X[0,ec—11Leb + (1 — e* 4 e%)dy onde Leb € a medida de volume na reta.



Apeéendice A
Topologia

Essa secao tem por objetivo discutir e apresentar conceitos e resultados topolégicos
que sao importantes ao longo do texto.
O préximo teorema, bem como seu coroldrio, desempenha um papel importante

no estudo do operador de Ruelle-Perron-Frobenius.

Teorema A.1l. Seja K um espago topologico compacto Hausdorff, Y espago topolégico
Hausdorff e f : K — Y continua e localmente injetiva entao: qualquer que seja x € Y

temos #f 1 (z) < +oo0. Ademais, G:Y IN € continua.

o3 f 1 (z)

Prova. Seja x € Y, como f é continua e K é compacto f~!(z) serd compacto, como f
é localmente injetiva teremos que f~!(z) é discreto; porém conjunto compactos discretos
sao sempre finitos.

Mostremos agora que GG : Y m IN é continua. Seja k € IN. Se G 1(k) =0
nao ha nada a provar. Suponhamos entao que exista x € G~1(k); se f~!(z) = 0 (significa
que k = 0), como f(K) é compacto e Y é Hausdorff existe uma vizinhanca V' de x que
nao intersecta f(K) e assim G(V) = k = 0. Suponhamos agora que k # 0 e que exista
r € G7(k), ja sabemos que f~'(z) = {z1,..., 7.}, sejam U; vizinhangas abertas de z;
tais que f é um homeomorfismo em U; para i =1,...k. Como K é compacto Hausdorff;

para cada y € K \ f~!(x) podemos tomar uma vizinhanga aberta U, de y tal que f ¢é

um homeomorfismo em U, e U, N f~*(z) = (), podemos entdo extrair uma subcobertura

k k41

Ui, ..., Uk, Ups1,Upyy de K. Nesses termos: seja U := ﬂ FU)\ m f(U;), entdo U serd
i=1 j=k+1

uma vizinhanga aberta de z e G(U) = k, logo G serd continua. |

No contexto do teorema anterior; como IN é espaco topoldgico discreto entao G
sera constante nas componentes conexas de Y, mas Y é compacto pois f ¢é continua, logo

Y s6 tem um nuimero finito de componentes conexas. Desse modo G s6 atinge um niimero
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finito de valores. Quando G é constante (isso ocorre por exemplo se K for conexo) pode-

mos definir o grau topoldgico de f como sendo o valor que G atinge e denota-lo por

deg(f).

Corolario A.2. Seja K um espago topologico compacto Hausdorff, Y espago topologico
Hausdorff, f : K — Y continua e localmente injetiva, e x € Im(f). Se Uy,...,U; sao
vizinhangas abertas de xy,...,x; € f~1(x), respectivamente, entao existe uma vizinhanga
aberta U de x tal que qualquer que seja y € U teremos #f 1 (x) = #f ' y) e cada

vizinhanca U; contém um tnico elemento y; € f~1(y).

Prova. A prova desse fato é uma repeticao de um argumento usado no teorema anterior.

J& sabemos que f~1(x) = {z1,..., 21}, sejam V; C U; vizinhancas abertas de x; tais que
I

f é um homeomorfismo em V;, para i = 1,...[. Nesses termos: seja V := m f(Vi), entao
i=1
tomando U := V N G~1(k), pelo teorema anterior, teremos que U serd uma vizinhanca

aberta de x tal que para y € U teremos #f~'(x) = #f 7' (y) e cada vizinhanga V; contém
um tnico elemento y; € f~!(y). Para findar a prova basta observamos que por construgio
Vi C Us. [ |

Corolario A.3. Seja K um espago topologico compacto Hausdorff, X espaco métrico
compacto, f : K — X continua e localmente injetiva. Para cada x € K tomemos U,,
vizinhangas abertas de x; entao existe um 0 > 0 tal que qualquer que seja y,z € X, com
dy,z) <0, #f y) = #f7'(2) e se tomarmos y; € [~ (y) existe um tnico z; € f~1(2)
com z;,y; € Uy, para algum x € K.

Prova. Para cada w € X, pelo coroldrio anterior, existe uma vizinhanca aberta V,, de w
tal que qualquer que seja a € V,, teremos #f~}(w) = #f7!(a) e cada vizinhanca U,,,,
onde w; € f~'(w), contém um tnico elemento a; € f~!(a). Desse modo {V,, : w € X} ¢é
uma cobertura de X, seja § > 0 o nimero de Lebesgue associado a tal cobertura; tomemos
entao ¢ = g Sendo assim, para y,z € X com d(y,z) < ¢ entdo existe w € X tal que
x,z € Vy, logo por construgao #f 1 (y) = f~Hw) = #f71(2) e se tomarmos w; € f~(w)
existe um tinico y; € f'(y) e z; € f~1(2) tal que z;,y; € U,,. Logo para cada y; € f~*(y)

existe um unico z; € f71(2) com 2, y; € U,,. [



Apeéendice B
Cones e métricas projetivas

Seja E um espago vetorial, ) # C' C E \ {0} é dito ser um cone (convexo) se
Vi, vg € C et > 0 tivermos tv; + vy € C. Exigindo C'N (—C') = () podemos induzir uma

ordem sobre E que preserva a sua estrutura de espaco vetorial; com efeito:
u=vev—ueCU{0}

=< serd uma ordem parcial sobre E com as seguintes propriedades: (u,v,w € F e
A > 0)

o uXv=u+t+w v+ w

o u=<v=Au=<J\.

Se E for um espago vetorial topolégico e se C'U {0} for fechado topologicamente
entao =< é ”continua’, ou seja, u, — u e u, = v = u =< v. Ademais; se I for metrizavel
vale a reciproca, basta observamos que em espacos topolégicos em que vale o 1° axioma
de enumerabilidade (todo elemento de E tem uma base local enumeravel de abertos)
fechado e sequencialmente fechado sao conceitos equivalentes e que para espagos vetoriais
topologicos satisfazerem o 1° axioma de enumerabilidade é equivalente a ser metrizavel
(veja [Rud91], pagina 18).

Reciprocamente, se temos um espaco vetorial £ munido de uma ordem parcial
= que preserva sua estrutura de espaco vetorial entao naturalmente obtemos um cone
(convexo) tal que C'N(—C) = (. Com efeito; seja C := {v € E\ {0} : v = 0}, da hipdtese
de < preservar a estrutura de espaco vetorial e transitividade decorre que C' é um cone e
da anti-simetria decorre que C'N (—=C') = 0.

O fecho C de C sera definido por:

w e C & existev e Cet, \,0 tal que (w+t,v) € C, ¥n € IN.
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Notemos que se E é um espagco vetorial topologico entao fecho do cone C' esta contido no
fecho topoldgico de C', no entanto é uma nocao mais adaptada a convexidade.
Trabalharemos a partir daqui com cones que C' N (—C) = {0}, isso nos permitirs

definir uma pseudo-métrica sobre os elementos do cone. Dados v, e v € C, definamos:

e a(vy,v9) :=sup{t > 0;vy — tv; € C'}

o [(vy,vy) :=1inf{t > 0;tv; — vy € C}.

Por convencao, supf) = 0 e inf ) = +oo . a e 3 tem as seguintes propriedades:
o a(vi,v2) < B(vi,va);Vor,v0 € C
o a(vy,v9) < 400; Yy, 09 € C

o (B(vy,v9) > 0; Vv, v € C

(As provas desses resultado podem se encontradas em [Vi97], pdgina 17).

Seja 0 : C' x C — [0, +00] definida por:
ﬁ(vl7 U2)

0(vq,v9) = log (01, 02)

(Por convengao 0(u,v) = 400 se a(u,v) = 0 ou f(u,v) = 4+00) 6 é conhecida como

métrica de Hilbert e tem as seguintes propriedades:
e O(v1,v9) = B(vg,v1); YUy, 09 € C
o O(vy,v3) < 0(vy,v9) + O(va, v3); VU, v9,u3 € C
e O(vy,v2) =0« 3t >0 tal que vy =ty

[ ] 9(@1,1)2) = G(tlvl,t2vz);‘v’vl,vg S Ce tl,tz > 0.

(As provas desses resultados podem ser encontradas em [Vi97], pagina 17).

Desse modo 6 é uma pseudo-métrica. Denotando R pelo {(u,v) € C'xC : u = tv,
para algum ¢ > 0}, R é uma relagdo de equivaléncia, se existir um zy € C tal que
Ay = {v € C : 0(v,xy) < 400} # 0, teremos que 0 : A, /R X Ay /R — [0, +00)

definida por ([v1], [va]) := 6(v1,v5) é uma métrica sobre A,, /R, por esse motivo # também



65

¢ chamada métrica projetiva.

Observacao: Notemos que

inf{t > 0;tv; —vy € C} inf{t > 0;tv; —ve € C U{0}}

= Og =
sup{t > 0;vy — tvy € C'} sup{t > 0;vy —tv; € CU{0}}
inf{t > 0;tvy = v}
sup{t > 0;vy = tvy}

0(1}17 Uz) = lOg

log

E natural se perguntar sobre a relagao entre a métrica projetiva e a métrica pré-
existente em um espago vetorial topolégico metrizavel; em geral depende do cone (ordem)
a qual se estd perguntando, a proxima proposi¢ao nos da um resultado nesse sentido sob

uma certa uma hipotese.

Proposicao B.1. Seja E um espago normado, || - ||; semi-normas sobre E para i = 1,2
e = uma ordem parcial que preserva sua estrutura de espaco vetorial e suponha que para
todo v,u € C' temos:

—v =<u=xv=|lull; <|v|i,i=1,2.

Entao; dados f,g € C, com ||f|l1 = ||g|l1 teremos:

1f = gll2 < ("P9 = 1)]| f[]2.

Prova. Sejam f,g € C, com ||f||l1 = ||g|[1. Se 6(f,g9) = +oo teremos a desigualdade
requerida, suponhamos entao que 6(f,g) < +o0o. Seja A := sup{t > 0;9 —tf € C}
e B :=inf{t > 0;tf —g € C}; logo Af X g X Bf, eassim —g <0 <X Af < ge
—Bf =g 2 Bf, desse modo Al[f|]y < [[gll1 e [lgll < BI|fl[1- Como [[f[ly = [lg|l, por

hipdtese, teremos A < 1e B > 1 e assim:

—(B-A)f2(A-1f=2g—-f2(B-1f=2(B-A)/,

usando mais uma vez nossa hipdtese teremos:

B-A
llg = fllo < (B = Allfll: < == IIfll2 = (" = D[|f]]>.

Corolario B.2. Seja E um espago normado, || - ||; semi-normas sobre E para i = 1,2
e = uma ordem parcial que preserva sua estrutura de espaco vetorial e suponha que para
todo v,u € C' temos:

—v=u=v=|ull; <||ii=1,2.
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Se wy, 5w e llwl|li = ||wnl|1, entdo w, LiLI

Prova. Pela proposicao anterior ||w, —w||s < (e?®»®) —1)||w]|2, como w, 2, w teremos

[RIE
que w, — w. [

Exemplo B.3. Seja X um espago métrico compacto e Cy := {p € C°(X,R) : p(z) >

0,Vx € X}, Cy serd um cone nos termos apresentados anteriormente; e para ¢y, ps € Cy

teremos:
a1, pa) ==sup{t > 0: (g2 — ty1)(x) > 0,Vr € X} = inf%
1
e
5(9017 SDQ) = sup ﬂ
P1
Desse modo (afo1)
su
9+(S01, @2) = log M
inf s /1

Esse cone tem a importante propriedade de completude, ou seja, se (pp)n>1 € uma
sequéncia em Cy que é Cauchy em rela¢io a 64 entdo (pn)n>1 € 04 convergente em C
(para prova veja [Vi97], pdgina 24). Seja ¢ € Cy tal limite entdo aplicando o coroldrio

anterior teremos que (% “On)n>1 € uma sequéncia em C que converge uniformemente
" >

ap.

Sejam FE., E5 espacos vetoriais, C; C FE;,i = 1,2, cones e L : F; — FE, um

operador linear tal que L(C4) C Cs; entao:
o a1<uav> < a2<L<U)7L(U))

o Si(u,v) > Bo(L(u), L(v)).

Desse modo, 0a(L(u), L(v)) < 61(u,v),Vu,v € Cy. Assim L, ¢é Lipschitz, a
principio, nao necessariamente uma contragao; a préxima teorema nos mostrara que sob
uma hipétese muito razodvel (diametro de L(C}) finito) L., ¢ uma contragao, sua con-
stante de Lipschitz é diretamente proporcional ao diametro e converge exponencialmente

rapido para 0 quando o diametro diminui.
Teorema B.4. Seja D := {0(L(u), L(v)) : u,v € C1}. Se D < +o0 entdo:
05(L(u), L(v)) < (1 — e )0y (u,v),Yu,v € Ci.

Prova. Veja [Vi97], pagina 18. |
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Proposicao B.5. Seja E um espaco vetorial, L : E — E um operador linear, C C E um
cone tal que L(C) C C e D := {0(L(u), L(v)) : u,v € C} < +oo. Se existe xy € C tal
que Az = {v € C: 0(v,19) < +00} #0, 7o € L(Asy) € (Auy/R,0) € um espaco métrico

completo entdo:
i) Existe um unico autovalor positivo de L em C;

ii) Seja v € C' é um autovetor associado ao autovalor positivo. Se u € C' entao
L™ (u) — % v, ademais, 3k > 0; O(L"(u),v) < k(1 —e )",

)
n—-4oo

iii) Se vy,vo € C sao dois autovetores associados ao autovalor positivo entao

dt > 0; vy = tws.

Prova. A demonstracao é uma aplicacao do teorema do ponto fixo de Banach.
Afirmagao 1: L(Ag,) C Ag,-

Com efeito; seja v € L(Ay,) e u,ug € Ay, tal que v = L(u) e xg = L(ug). Assim:

0(v,20) = O(L(w), L(u)) < (1 — e )0(u,v) < +o0

Seja C' := Ay /R e L([v]) := [L(v)],Yv € A,,, pela Afirmacio 1 L([v]) € C e
como L ¢ linear L([v]) € C ndo depende da escolha do representante.

Pelo teorema anterior 6(L(u), L(v)) < (1—e~P)0(u,v),Vu,v € C = 0(L([u]), L([v])) <
(1 — e )0([u], [v]); ou seja, L é uma contracio, como C' por hipétese é completo, pelo

teorema do ponto fixo de Banach:
i)] 3 [wo] € C tal que L([vg]) = [vo]. Notemos que:

3! [v] ponto fixo de L < 3! autovalor positivo de L em A, .

ii)] Seja v € C' é um autovetor associado ao autovalor positivo entido L([v]) = [v],
pela prova do teorema do ponto fixo de Banach sabemos que o ponto fixo é um atrator e
sabemos estimar a convergencia.

iii)] Notemos que:
[v] é ponto fixo de L < v é um autovetor de L associado a um autovalor positivo.

Logo se v1,vy € C sao dois autovetores associados ao autovalor positivo entao

L([vi]) = [vi],i = 1,2; como L tem um tnico ponto fixo decorre iii). |
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Essa teoria de cones e métricas projetivas é frequentemente utilizada no estudo
de decaimento de correlacoes; o método é encontrar um cone invariante pelo operador de
Ruelle-Perron-Frobenius que tenho diametro finito e que tenha uma certa propriedade de
completude, através desse cone encontramos propriedades sobre o espectro do operador e
dai pode derivar o decaimento de correlagoes.

A primeira sistematizagao desta técnica foi feita por Birkhoff em [Bir57], onde foi

aplicada no estudo de cadeias de Markov e de certos operadores integrais.



Apéndice C

Esperanca condicional e Teorema de
Gordin

Essa secao tem por objetivo apresentar o teorema de Gordin que é extremamente
util na prova de teoremas centrais do limite.

Ao longo dessa segao (X, A, p) serd um espaco de medida fixado.

Definigao C.1 (Esperanca condicional). Seja ¢ : X — R € LY (X, A,u) e B C A uma
o—dlgebra de X. A esperanc¢a condicional E(p|B) de ¢ com respeito a B € a derivada de

Radon-Nikodym da medida ji,, definida por

to(B) = / wdu, VB € B,
B

em rela¢ao a restri¢ao de p para B. Em outras palavras: E(p|B) € a unica, a menos de

um conjunto de medida nula pertencente a B, funcao B—mensurdvel satisfazendo

/ odp = / E(¢|B)du, VB € B.
B B

Como tomamos ¢ integravel em relagao a p, entdo sempre existe E(p|B). A
esperanga condicional de ¢ com respeito a B pode ser interpretada como o representante
de ¢ nos B—mensuraveis.

A defini¢ao de E(p|B) foi feita via teoria da medida, porém, veremos que quando
¢ é quadrado integravel em relacdo a pu podemos enxergar E(p|B) sob um prisma de

andlise funcional.

Proposigao C.2. Seja B C A uma o—dlgebra de X. Entao; L*(X, A, ) = L*(X, B, 1) &
LX(X, B, p)* e

E: L*(X, A u) L*(X, A, )

p—E(¢|B)
¢ a projecdo ortogonal em relagdo a L*(X, B, ).
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Prova. Seja p € L*(X, A, ); sabemos que ¢ = E(p|B) + (X — E(p|B)), pela defini¢ao
de esperanca condicional X — E(p|B) ¢é ortogonal a todas as fungdes B—mensurdveis (em

particular E(p|B)), assim

/ Py = / (E(olB) + (X — E(g|B)))*du = / (E(0lB)® + (X — E(o|B))du

Desse modo E(p|B) e (X —E(p|B)) € L*(X, A, u); ademais, E(p|B) € L*(X, B, i)
e (X—E(¢|B)) € L*(X, B, u)*, o que implica em L*(X, A, i) = L*(X, B, p) ®L*(X, B, u)*
e por conseguinte E(p|B) é a projecao ortogonal de ¢ em relacao a L?(X, B, ). [

Teorema C.3 (Gordin). Seja (X, F,u) um espago de probabilidade, f : X — X men-
surdvel, p f—ergddica e ¢ € L*(X,F,u) tal que [pdm = 0. Seja F, a sequéncia
nao-decrescente de o—dlgebras F,, = f~™"(F),n > 0. Se

Y E@IF)2 < oo,

n=0

entdo o > 0 dado por
o’ =/¢2du+22/@(¢0f )dp
n=0

¢ finito e 0 = 0 se, e somente se, ¢ = uo f —u para alguma u € L*(X,F,u). Ademais;

se o > 0 entdo, dado uma intervalo A C IR:

-1

p({we X Z yeay = [ e
A

e 2ro

Prova. Veja [Vi97], pagina 29. |

Definicao C.4 (Medida exata). Seja (X, F,u) um espago mensurdvel, f : X — X

mensurdvel. Uma medida j1 f—invariante € dita exata se a o—dlgebra
Foo =[] Fn
n>0
€ p—trivial, ou seja, todas as funcoes Foo—mensurdveis sao constantes p—q.t.p..

A préxima proposigao nos dird como fungoes F,,—mensuraveis podem ser vistas

através de fungoes mensuraveis.

Proposicao C.5. Seja (X, F, ) um espago mensurdvel, f: X — X mensurdvel. Uma
funcao & : M — IR é F,—mensurdvel se, e somente se, & = &, o f* para alguma &,

mensuradavel.
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Prova. Seja y € R, entao £'(y) = f"(A,) para algum A, € F. Definamos &,4, = y.
Como A, N A, = 0 se y # z, teremos que &, estd bem definida. Por construgao &, ¢

mensuravel e £ =&, o f". |
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