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Resumo

O presente trabalho tem o intuito de estudar o problema de otimização de portfó-

lio. O portfólio será composto por dois tipos de investimento: um sem risco, que será uma

conta poupança, e outro com risco, que será uma conta de ações no mercado �nanceiro.

O preço das ações será modelado por uma equação diferencial estocástica hereditária, e o

objetivo do trabalho será encontrar uma estratégia de consumo-negociação que maximize

o funcional consumo, sem causar dé�cit na conta poupança.

Palavras-chave: Equações Diferenciais hereditárias estocásticas; Teoria do

Portfólio; Controle ótimo estocástico.



Abstract

The present work intends to study the problem of portfolio optimization. The

problem consists of two investment types: a safe one, which is a savings account, and

a risky one, which is an account of shares in the �nancial market. The shares price is

modeled by a hereditary stochastic di�erential equation, and the main goal is to �nd

a tranding-consumption strategy that maximizes the consumption functional leaving no

de�cit in the savings account.

Keywords: Stochastic functional-di�erential equations; Optimal stochastic

control; Portfolio theory.



Sumário

Introdução 1

1 Preliminares 3

1.1 Preliminares Probabilísticas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.2 Esperança condicional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2 Movimento Browniano e Integral de Itô 22

2.1 Martingale e Tempo de Parada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.2 Movimento Browniano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.3 Integral Estocástica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3 Equação Diferencial Estocástica Hereditária com Memória Ilimitada 40

3.1 Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.2 Existência e Unicidade de Soluções . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

4 Otimização de Portfólio Hereditário 52

4.1 O Problema de Otimização de Portfólio Hereditário . . . . . . . . . . . . . 54

4.1.1 Estrutura de Preço Hereditário com Memória Ilimitada . . . . . . . 55

4.1.2 O espaço dos inventários das ações . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4.1.3 Estratégias de consumo-negociação . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4.1.4 Região de Solvência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

4.1.5 Dinâmica do Portfólio e Estratégias Admissíveis . . . . . . . . . . . 59

4.1.6 Formulação do Problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

4.2 O Processo Controlado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4.3 A HJBQVI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.3.1 O Princípio da Programação Dinâmica . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.3.2 Dedução da HJBQVI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

4.3.3 Valores de fronteira da HJBQVI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

4.4 O Teorema de Veri�cação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

Conclusão 79



Referências 80



Introdução

Este trabalho tratará do problema de otimização de portfólio hereditário com

tempo in�nito no mercado �nanceiro, que consiste em uma conta poupança e uma conta

de ações. Vamos supor que a conta poupança tem juro composto contínuo e o processo

preço unitário segue uma equação diferencial não linear estocástica hereditária com uma

memória in�nita, mas desaparecendo. Na dinâmica de preços de ações, assumiremos

duas funções: a que representa a taxa de retorno médio e a que representa a volatilidade

dos preços das ações, que vão depender de toda a história dos preços das ações sobre o

intervalo de tempo (−∞, t] em vez de depender apenas do preço atual no tempo t ≥ 0.

Trabalharemos numa região chamada região de solvência, sob os requisitos de

pagamento �xo mais proporcional dos custos de transação e impostos de ganho de capital.

O investidor será permitido consumir da sua conta poupança de acordo com um processo

taxa de consumo e poderá fazer transações entre suas contas poupança e de ações de

acordo com uma estratégia de negociação. O investidor vai seguir um conjunto de regras

de consumo, transação e tributação.

Neste trabalho, queremos buscar uma estratégia de consumo-negociação ideal

para o investidor, com o propósito de maximizar a utilidade esperada a partir do con-

sumo total de desconto. Este documento contém o teorema de veri�cação para a melhor

estratégia.

No Capítulo 1, introduziremos os conceitos básicos de probabilidade e resultados

fundamentais para o entendimento futuro.

No Capítulo 2, apresentaremos a de�nição de movimento Browniano para que

possamos de�nir a integral estocástica.

No Capítulo 3, estudaremos a equação diferencial hereditária estocástica com

memória ilimitada mas desaparecendo. O resultado mais importante obtido neste capítulo

é o teorema de existência e unicidade de soluções. Vale ressaltar que este tipo de equação

é mais realístico, por envolver o passado. Explica-se então o porquê de modelarmos os

preços das ações através desta equação.

No Capítulo 4, exibiremos o problema de portfólio ótimo. Em seguida, deduzi-

remos a desigualdade quasi variacional de Hamilton Jacobi Bellman, esta que nos dá as

condições necessárias que a função valor deve satisfazer. Por �m, chegaremos ao Teorema

de Veri�cação que nos fornece as condições su�cientes que a função valor deve atender.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste primeiro capítulo, apresentaremos os conceitos elementares que serão de

fundamental importância para o desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Preliminares Probabilísticas

Seja Ω um conjunto não vazio, talvez com um número �nito de elementos.

Exemplo 1.1.1. Consideremos os possíveis resultados de três moedas sendo lançadas.

Ω = {KKK,KKT,KTK,KTT, TKK, TKT, TTK, TTT}, K representa coroa e T re-

presenta cara.

De�nição 1.1.2. Seja Ω 6= ∅. Uma σ-álgebra, F , é uma coleção de subconjuntos de Ω

com as propriedades:

(i) ∅ ∈ F

(ii) Se A ∈ F , então AC ∈ F .

(iii) Se {Ai}i∈N ⊂ F , então
⋃
i∈N

Ai ∈ F .

Exemplo 1.1.3. Olhando para Ω como no exemplo 1.1.1, temos que

F0 = {∅,Ω}

F1 = {∅,Ω, {KKK,KKT,KTK,KTT}, {TTT, TTK, TKT, TKK}}

F2 = todos os subconjuntos de Ω

são σ-álgebras.

De�nição 1.1.4. Seja F uma σ-álgebra de subconjuntos de Ω. Chamamos de probabili-

dade sobre F à aplicação P, P : F → [0, 1] tal que:

3
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(i) P(Ω) = 1

(ii) Se {Ai}i∈N ⊂ F , então P
(⋃
i∈N

Ai

)
≤
∑
i∈N

P (Ai).

(iii) Se {Ai}i∈N ⊂ F , com Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j, então P

(⋃
i∈N

Ai

)
=
∑
i∈N

P (Ai).

Observação 1.1.5. Se A,B ∈ F , com A ⊂ B, então P(A) ≤ P(B). De fato, como

B = B\A ∩ A, então P(B) = P(B\A) + P(A). Portanto, P(B) ≥ P(A).

De�nição 1.1.6. Um espaço de probabilidade é uma tripla (Ω,F ,P) onde Ω é um con-

junto dado, F uma família de subconjuntos de Ω, que é uma σ-álgebra, P uma medida de

probabilidade (sobre F).

Terminologia:

• Ω é chamado de espaço amostral

• os elementos A de F são chamados eventos

• os pontos w ∈ Ω são chamados pontos amostrais

• P(A) é a probabilidade do evento A.

• uma propriedade que é verdade exceto para um evento de probabilidade zero é

chamada a ser satisfeita quase certamente.

Exemplo 1.1.7. Seja Ω = {w1, w2, . . . , wN} �nito e suponha que damos números 0 ≤

pj ≤ 1 para 1 ≤ j ≤ N , tal que
N∑
j=1

pj = 1. Tomamos como F todos os subconjuntos de

Ω. Para cada A = {wj1 , wj2 , . . . , wjn} ∈ F , com 1 ≤ j1 ≤ j2 ≤ . . . ≤ jn ≤ N . De�nimos

P(A) := pj1 + . . .+ pjn.

Observemos que (Ω,F ,P) é espaço de probabilidade. De fato, P(Ω) = 1. Se

{Ai}M≤2N

i=1 , Ak ∩ Aj = ∅, k 6= j.

A1 = {wj11 , wj12 , . . . , wj1n}

A2 = {wj21 , wj22 , . . . , wj2n}

· · ·

Ai = {wji1 , wji2 , . . . , wjin}

Logo
M⋃
i=1

Ai = {wj1 , wj2 , . . . , wj(1n+2n+...+Mn)
}.
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Daí,

P

(
M⋃
i=1

Ai

)
= pj1 + pj2 + . . .+ pj(1n+2n+...+Mn)

= P(A1) + . . .+ P(AM) =
M∑
i=1

P(Ai).

Além disto, se tomarmos Bi's disjuntos tais que Bi ⊂ Ai, ∀i, e
M⋃
i=1

Ai =
M⋃
i=1

Bi,

P

(
M⋃
i=1

Ai

)
= P

(
M⋃
i=1

Bi

)
= P(B1) + . . .+ P(BM) ≤ P(A1) + . . .P(An).

De�nição 1.1.8. A σ-álgebra que contém todos os subconjuntos abertos de Rn é chamada

a σ-álgebra de Borel e é denotada por B(Rn).

Exemplo 1.1.9. Consideremos Ω = Rn, n ≥ 1. Seja f : Rn → R não negativa, integrável,

tal que
∫
Rn
f(x) dx = 1. De�nimos

P(A) =

∫
A

f(x) dx, A ∈ B(Rn).

Então (Rn,B(Rn),P) é um espaço de probabilidade. De fato,

P(Ω) = 1 =

∫
Rn
f(x) dx.

Se {Ai}i∈N, Ak ∩ Aj = ∅, k 6= j então

P

(⋃
i∈N

Ai

)
=

∫
⋃
i∈N

Ai

f(x) dx =

∫
A1∪A2∪...∪An

f(x) dx =
∑
i∈N

P(Ai).

De maneira análoga ao que �zemos no caso anterior, concluímos que (Rn,B(Rn),P) é um

espaço de probabilidade.

De�nição 1.1.10. Seja (Ω,F ,P) um espaço de probabilidade. A aplicação X : Ω→ Rn é

chamada uma variável aleatória (v.a.)n-dimensional se para B ∈ B(Rn), X−1(B) ∈ F .

Observação 1.1.11. Equivalentemente dizemos que X é F-mensurável. Usualmente es-

crevemos X e não X(w). Denotamos P(X−1(B)) por P(X ∈ B).

Exemplo 1.1.12. Seja A ∈ F . Então a função indicadora de A, dada por:

1A(w) =

{
1 se w ∈ A

0 caso contrário
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é uma variável aleatória. De fato, observemos que para B ∈ B(R) temos:

1−1
A (B) =


A, B tal que 1 ∈ B, 0 /∈ B
Ω, B tal que 1 ∈ B, 0 ∈ B
AC , B tal que 1 /∈ B, 0 ∈ B
∅, B tal que 1 /∈ B, 0 /∈ B

Como todas as possíveis imagens inversas então em F , é uma variável aleatória.

Exemplo 1.1.13. Combinação linear de funções indicadoras X =
n∑
i=1

αi1Ai, em que αi

são números e Ai ∈ F , com
n⋃
i=1

Ai = Ω, i = 1, . . . , n é uma variável aleatória.

Lema 1.1.14. Seja X : Ω→ Rn uma variável aleatória. Então

F(X) =
{
X−1 (B) : B ∈ B(Rn)

}
é uma σ-álgebra, chamada a σ-álgebra gerada por X. É a menor σ-álgebra de F com

respeito a qual X é mensurável.

Demonstração. Como X é uma variável aleatória, temos que X−1(∅) = ∅ ∈ F . Logo

∅ ∈ F(X). Se B ∈ F(X) então X−1(B) ∈ F e como F é σ-álgebra temos que X−1(Rn\B) =

Ω\X−1(B) ∈ F , donde Rn\B ∈ F(X). Finalmente, se (Bk)k≥1 é uma sequência em F(X)

então X−1(Bk) ∈ F para todo k ≥ 1 e portanto X−1

(
∞⋃
k=1

Bk

)
=
∞⋃
k=1

X−1 (Bk) ∈ F , já que

F é σ-álgebra. Logo
∞⋃
k=1

Bk ∈ F(X). Provamos então que F(X) é uma σ-álgebra.

Vamos supor que G é uma σ-álgebra, G ⊂ F tal que X é G-mensurável. Pela de�nição

do F(X), temos que X é F(X)-mensurável. Nos resta provar que F(X) ⊂ G. Dado

X−1(B) ∈ F(X) com B ∈ B(Rn), como X é G-mensurável, X−1(B) ∈ G. Como X−1(B) foi

arbritário, temos que F(X) ⊂ G.

Observação 1.1.15. Se uma variável aleatória Y é função de X, isto é, se Y = Φ(X) para

Φ : Rn → R, então Y é uma variável aleatória F(X)-mensurável.

Demonstração. Suponha Y uma variável aleatória em função de X. X : Ω → Rn variável

aleatória. Logo

Y = Φ(X)⇒ Y = Φ ◦ X⇒ Y : Ω→ R.

Dado K ∈ B(R),

Y−1(K) = (Φ ◦ X)−1 (K) = X−1
(
Φ−1 (K)

)
.

Como X é uma variável aleatória, F(X)-mensurável,

Φ−1(K) ∈ B(Rn), X−1
(
Φ−1(K)

)
∈ F(X).
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Logo Y é uma variável aleatória F(X)-mensurável.

De�nição 1.1.16. Se (Ω,F ,P) é espaço de probabilidade e X =
n∑
i=1

αi1Ai é uma função

simples. De�nimos a integral de X por:∫
Ω

X(w) dP(w) :=

∫
Ω

X dP :=
n∑
i=1

αiP (Ai) .

Para X uma variável aleatória não negativa, de�nimos∫
Ω

X(w) dP(w) :=

∫
Ω

X dP := sup
Y≤X

∫
Ω

Y dP, Y função simples.

E se X : Ω→ R uma variável aleatória de�nimos∫
Ω

X dP :=

∫
Ω

X+ dP−
∫

Ω

X− dP

desde que pelo menos uma das integrais do lado direito seja �nita.

Neste caso, X+ = max{X, 0} e X− = max{−X, 0}, de onde X = X+ − X−.
Para X : Ω→ Rn, variável aleatória, X = (X1,X2, . . . ,Xn), escrevemos∫

Ω

X dP :=

(∫
Ω

X1 dP,

∫
Ω

X2 dP, . . . ,

∫
Ω

Xn dP

)
.

De�nição 1.1.17. Chamamos

E(X) :=

∫
Ω

X dP

o valor esperado (ou valor médio) de X.

De�nição 1.1.18. Chamamos

V(X) :=

∫
Ω

|X− E(X)|2 dP

a variância de X. | · | denota a norma euclidiana.

Observação 1.1.19.

V(X) = E(|X− E(X)|2)

= E(|X|2 − 2XE(X) + |E(X)|2)

= E(|X|2)− 2(E(X1E(X1)) + . . .+ E(XnE(Xn))) + E(|E(X)|2)

= E(|X|2)− 2|E(X)|2 + |E(X)|2 = E(|X|2)− |E(X)|2
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A�nal,

E(X1E(X1)) + . . .+ E(XnE(Xn)) = E(X1)2 + . . .+ E(Xn)2 = |E(X)|2

e

E(|E(X)|2) =

∫
Ω

|E(X)|2 dP = |E(X)|2
∫

Ω

dP = |E(X)|2
∫

Ω

1Ω dP = |E(X)|2.P(Ω) = |E(X)|2.

Lema 1.1.20 (Desigualdade de Chebyshev). Seja X uma variável aleatória e 1 ≤ p ≤ ∞,

então P(|X| ≥ λ) ≤ 1
λp
.E(|X|p) para λ > 0.

Demonstração.

E(|X|p) =

∫
Ω

|X|p dP

=

∫
{|X|≥λ}∪{|X|<λ}

|X|p dP

=

∫
{|X|≥λ}

|X|p dP+

∫
{|X|<λ}

|X|p dP

≥
∫
{|X|≥λ}

|X|p dP

=

∫
Ω

1{|X|≥λ}|X|p dP.

Mas

1{|X|≥λ}|X|p =

{
|X|p se w ∈ {|X| ≥ λ}

0 caso contrário

Além disso

1{|X|≥λ}λ
p =

{
λp se w ∈ {|X| ≥ λ}
0 caso contrário

Observe que quando w ∈ {|X| ≥ λ}, |X|p ≥ λp e quando w ∈ {|X| < λ}, |X|p = λp. Logo

1{|X|≥λ}|X|p ≥ 1{|X|≥λ}λ
p. Temos então que

E(|X|p) ≥
∫

Ω

1{|X|≥λ}|X|p dP =

∫
Ω

1{|X|≥λ}λ
p dP = λpP(|X| ≥ λ).

Seja x = (x1, x2, . . . , xn) e y = (y1, y2, . . . , yn) em Rn. Denotamos x ≤ y quando

xi ≤ yi, i ∈ N.

De�nição 1.1.21. (i) A função de distribuição de X é a função µX : Rn → [0, 1] de�nida

por µX(z) := P(X ≤ z) em que z = (z1, . . . , zn).
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(ii) Se X1, . . . ,Xm : Ω → Rn são variáveis aleatórias, de�nimos a distribuição conjunta

de X1, . . . ,Xm por µX1,...,Xm : (Rn)m → [0, 1] dada por

µX1,...,Xm(z1, . . . , zm) := P(X1 ≤ z1, . . . ,Xm ≤ zm) com zi ∈ Rn, i = 1, . . . ,m.

De�nição 1.1.22. Suponha que X : Ω → Rn é uma variável aleatória com função de

distribuição µX. Se existir uma função não negativa, integrável f : Rn → R tal que:

µX(z) =

z1∫
−∞

z2∫
−∞

. . .

zn∫
−∞

f(x1, . . . , xn) dxn . . . dx1,

então f é chamada função de densidade de X.

Observação 1.1.23. Para z = (z1, . . . , zn),

P(X ≤ z) = P(X−1((−∞, z1]× (−∞, z2]× . . .× (−∞, zn]))

= P(X ∈ ((−∞, z1]× (−∞, z2]× . . .× (−∞, zn])

=

z1∫
−∞

z2∫
−∞

. . .

zn∫
−∞

f(x1, . . . , xn) dxn . . . dx1

=

∫
(−∞,z1]×(−∞,z2]×...×(−∞,zn]

f(x) dx

Observação 1.1.24. Podemos de�nir a probabilidade para B ∈ B(Rn) como

PX(B) = P(X−1(B)) = P(X ∈ B) =

∫
B

f(x) dx.

PX é chamada lei de X.

Exemplo 1.1.25. Seja X : Ω→ R, se X tem função de densidade

f(x) =
1√

2πσ2
.e
−|x−m|2

2σ2 , x ∈ R,

dizemos que X tem uma distribuição Gaussiana (ou normal), com média m e variância

σ2. Neste caso escrevemos X é uma variável aleatória N(m,σ2).

Exemplo 1.1.26. Se X : Ω→ Rn tem densidade

f(x) =
1

((2π)n detC)
1
2

.e
1
2

(x−m)C−1(x−m), x ∈ Rn,

para algum m ∈ Rn e C matriz de�nida positiva e simétrica, dizemos que X tem uma

distribuição Gaussiana (ou normal), com vetor de média m e matriz de covariância C.
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E escrevemos X é uma variável aleatória N(m,C).

Lema 1.1.27. Seja X : Ω → Rn uma variável aleatória. Assuma que sua função distri-

buição µX tem função de densidade f . Suponha que g : Rn → R, Y = g(X) é integrável.

Então

E(Y) =

∫
Rn

g(x)f(x) dx.

Em particular,

E(X) =

∫
Rn

xf(x) dx e V(X) =

∫
Rn

|x− E(X)|2f(x) dx.

Demonstração. Vamos supor que g é uma função simples em Rn:

g =
N∑
i=1

ci1Bi , Bi ∈ B(Rn), i = 1, . . . , N, ci ∈ R.

Então

E(Y) = E(g(X)) =

∫
Ω

N∑
i=1

ciχBi(X) dP

=

∫
Ω

N∑
i=1

ci1{w:X(w)∈Bi}(w) dP(w)

=
N∑
i=1

ciP(X ∈ Bi)

=
N∑
i=1

ci

∫
Bi

f(x) dx

=
N∑
i=1

ci

∫
Rn

1Bi(x)f(x) dx

=

∫
Rn

N∑
i=1

ci1Bi(x)f(x) dx

=

∫
Rn

g(x)f(x) dx

Como toda função mensurável pode ser aproximada por funções simples, vale para toda

g integrável.

Também para X : Ω→ R, Tome g : R→ R dada por g(x) = x.
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E(X) =

∫
Ω

X dP =

∫
R

xf(x) dx

e quando X : Ω → Rn, aplicamos esperança em cada coordenada. A�nal, E(Xi) =∫
Ω

Xi dP =
∫
Rn
g(x)f(x) dx =

∫
Rn
xif(x) dx, em que f é função de µX. Assim,

E(X) =

∫
Ω

X1 dP, . . . ,

∫
Ω

Xn dP

 =

∫
Rn

x1f(x) dx, . . . ,

∫
Rn

xnf(x) dx

 =

∫
Rn

xf(x) dx

Para veri�carmos a variância, consideremos g(x) = |x− E(X)|2.

V(X) = E
(
|X− E(X)|2

)
=

∫
Rn

g(x)f(x) dx =

∫
Rn

|x− E(X)|2f(x) dx.

Exemplo 1.1.28. Se X é N(m,σ2), então E(X) =
∫
R

x. 1√
2πσ2

.e
−(x−m)2

2σ2 dx = m

De�nição 1.1.29. Dizemos que os eventos A e B são independentes se P(A ∩ B) =

P(A).P(B).

Proposição 1.1.30. Se A e B são independentes, também são independentes AC, B e

AC, BC.

Demonstração. Provemos que AC e B são independentes. Como

P(AC) = 1− P(A) e B = (A ∪ AC) ∩B = (A ∩B) ∪ (AC ∩B),

temos que

P(B) = P(A ∩B) + P(AC ∩B) = P(A).P(B) + P(AC ∩B).

Logo

P(AC ∩B) = P(B)(1− P(A)) = P(B).P(AC).

Provemos que AC , BC são independentes. Como

(AC ∪ A) ∩BC = BC então P(AC ∩BC) + P(A ∩BC) = P(BC).

Mas

P(AC ∩BC) + P(A).P(BC) = P(BC)

P(AC∩BC) = P(BC)−P(A).P(BC)⇒ P(AC∩BC) = P(BC) (1− P(A)) = P(BC).P(AC).
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De�nição 1.1.31. Sejam A1, A2, . . . , Am eventos. Dizemos que estes eventos são inde-

pendentes se para qualquer escolha 1 ≤ k1 < k2 < . . . < km, temos

P

(
m⋂
i=1

Aki

)
= P (Ak1 ∩ . . . ∩ Akm) =

m∏
i=1

P (Aki) = P(Ak1).P(Ak2). . . . .P(Akm).

De�nição 1.1.32. Sejam Ui ⊆ F σ-álgebras, para i ∈ N. Dizemos que estas σ-álgebras

Ui, i ∈ N, são independentes se para toda escolha 1 ≤ k1 < k2 < . . . < km de eventos

Aki ∈ Uki, temos

P

(
m⋂
i=1

Aki

)
=

m∏
i=1

P (Aki) .

De�nição 1.1.33. Sejam Xi : Ω → Rn, i ∈ N, aleatórias. Dizemos que as variáveis

aleatórias Xi, i ∈ N são independentes se as σ-álgebras U(Xi) são independentes.

De�nição 1.1.34. Consideremos O conjunto não vazio e O coleção de subconjuntos de

O, a coleção O é chamada de um π-system se é fechado sob interseção �nita, isto é,

A,B ∈ O implica de A ∩ B ∈ O. Este é um λ-system se as seguintes condições são

satisfeitas:

(i) O ∈ O

(ii) A,B ∈ O e A ⊂ B ⇒ B − A ∈ O e

(iii) Ai ∈ O, Ai ↗ A, i = 1, 2, . . .⇒ A ∈ O

Lema 1.1.35. Seja l(O) o menor λ-system que contém O, então l(O) é σ-álgebra.

Demonstração. Ver em [6]

Lema 1.1.36. Sejam O e Õ duas coleções de subconjuntos de O com O ⊂ Õ. Suponha

O π-system e Õ λ-system. Então σ(O) ⊂ Õ, em que σ(O) é a menor σ-álgebra contendo

O.

Demonstração. O resultado segue do lema1.1.35 pois já que σ(O) é a menor σ-álgebra

contendo O e l(O) é o menor λ-system contendo O, temos σ(O) ⊂ l(O) ⊂ Õ.

Lema 1.1.37. Sejam Q,Q′ duas probabilidades em (Ω,F). Seja C um π-system, e F =

σ(C). Então Q = Q′ em C implica Q = Q′ em F .

Demonstração. Inicialmente vamos veri�car que L := {A ∈ F : Q(A) = Q′(A)} é λ-

system. Para isso, precisamos mostrar:

(i) Ω ∈ L. De fato, Q(Ω) = Q′(Ω) = 1.
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(ii) A ∈ L ⇒ AC ∈ L. De fato, pois

Q(AC) = Q(Ω)−Q(A) = 1−Q(A)

Q′(AC) = Q′(Ω)−Q′(A) = 1−Q′(A).

Como Q(A) = Q′(A) temos que Q(AC) = Q′(AC).

(iii) Ai ∈ L, Ai ↗ A, i = 1, 2, . . .⇒ A ∈ L. Basta usarmos a σ-aditividade e é verdadeiro

para toda medida.

Usando agora o lema 1.1.36, como L é λ-system que contém o π-system C então temos

que Q(B) = Q′(B) ∀B ∈ σ(C) = F

Lema 1.1.38. Sejam X1,X2, . . . variáveis independentes, (i1, i2, . . .), (j1, j2, . . .) conjuntos

disjuntos de números inteiros. Então F1 = σ(Xi1 ,Xi2 , . . .), F2 = σ(Xj1 ,Xj2 , . . .) são

independentes.

Demonstração. Considere qualquer conjunto D ∈ F2 de forma que

D = {Xj1 ∈ B1, . . . ,Xjm ∈ Bm}, Bk ∈ B1, k = 1, . . . ,m.

De�na duas medidas Q1 e Q′1 em F1, para A ∈ F1,

Q1(A) = P(A ∈ D), Q′1(A) = P(A)P(D).

Considere a classe de conjuntos C ⊂ F1 da forma

C = {Xi1 ∈ E1, . . . ,Xin ∈ En}, El ∈ B1, l = 1, . . . , n.

em que B1 é a σ-algebra de Borel de subconjuntos de [0, 1]). Note que

Q1(C) = P

(
n⋂
l=1

{Xil ∈ El}
m⋂
k=1

{Xjk ∈ Bk}

)

=
n∏
l=1

P (Xil ∈ El)
m∏
k=1

P (Xjk ∈ Bk)

= P(C)P(D) = Q′1(C)

Então Q1 = Q′1 em C, C é fechado sob interseções, σ(C) = F1 ⇒ Q1 = Q′1 em F1. (ver

lema 1.1.37).

Repetindo o argumento �xamos A ∈ F1 e de�nimos Q2, Q
′
2 em F2 por P(A∩·), P(A)P(·).

Pelo precedente, para qualquer D, Q2(D) = Q′2(D), implica Q2 = Q′2 em F2 e então para

quaisquer A1 ∈ F1, A2 ∈ F2, P(A1 ∩ A2) = P(A1)P(A2).
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Lema 1.1.39. Sejam X1, . . . ,Xm+n variáveis aleatórias independentes com valores em

Rd. Suponha que f : (Rd)n → R seja mensurável com relação à σ-álgebra B((Rd)n) e

g : (Rd)m → R seja mensurável com relação à σ-álgebra B((Rd)m), então Y = f(X1, . . . ,Xn)

e Z = g(Xn+1, . . . ,Xm+n) são independentes.

Demonstração. Queremos mostrar que Y e Z são independentes. Para isso basta mostrar-

mos que σ(Y) é independente de σ(Z), ou seja,

P[Y ∈ B1, Z ∈ B2] = P[Y ∈ B1]P[Z ∈ B2] ∀B1, B2.

Mas a σ-álgebra gerada do Y é uma sub-σ-álgebra da σ-álgebra gerada por (X1, . . . ,Xn),

e similarmente para σ(Z) e σ(Xn+1, . . . ,Xm+n). De fato, notemos que para qualquer

conjunto B ∈ B(R), temos

Y−1(B) = (f ◦ (X1, . . . ,Xn))−1 (B)

= (X1, . . . ,Xn)−1

 f−1(B)︸ ︷︷ ︸
∈ B((Rd)

n
), pois f é B((Rd)

n
)-mensurável


= (X1, . . . ,Xn)−1 (algum conjunto de Borel) ∈ σ (X1, . . . ,Xn)

Pelo lema 1.1.38, σ(X1, . . . ,Xn) é independente da σ(Xn+1, . . . ,Xn+m). Logo

σ(Y) ⊂ σ(X1, . . . ,Xn) é independente da σ(Z) ⊂ σ(Xn+1, . . . ,Xn+m)

Teorema 1.1.40. Sejam X1, . . . ,Xm : Ω → Rn variáveis aleatórias. Estas variáveis

aleatórias são independentes se e somente se

(i) µX1,...,Xm(x1, . . . , xm) = µX1(x1) . . . µXm(xm) para todos x1, . . . , xm ∈ Rn.

Se as variáveis aleatórias possuem funções de densidades respectivas fX1 , . . . , fXm, (i) é

equivalente a

(ii) fX1,...,Xm(x1, . . . , xm) = fX1(x1) . . . fXm(xm) para todos x1, . . . , xm ∈ Rn.

Demonstração. Ver em [7]

Teorema 1.1.41. Suponha que X1, . . . ,Xm : Ω→ R são variáveis aleatórias independen-

tes com

E(|Xi|) <∞ para i = 1, . . . ,m,
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então E(|X1X2 . . .Xm|) <∞ e

E(X1X2 . . .Xm) = E(X1) . . .E(Xm).

Demonstração. Sejam Z1 = 1A1 , . . . ,Zm = 1Am ∈ F . Calculemos

E (|Z1. · · · .Zm|) =

∫
Ω

|1A1(w). · · · .1Am(w)| dP

=

∫
Ω

1A1∩...∩Am(w) dP

= P (A1 ∩ . . . ∩ Am) <∞

Consideremos A1 = Z−1
1 (D1), . . . , Am = Z−1

m (Dm) com D1, . . . , Dm ∈ B(R).

Como

E(Z1Z2. · · · .Zm) =

∫
Ω

1A1(w). · · · .1Am(w) dP

=

∫
Ω

1A1∩...∩Am(w) dP

= P (A1 ∩ . . . ∩ Am)

= P(A1). · · · .P(Am)

= E(Z1). · · · .E(Zm)

Completando a prova para funções indicadoras. O que basta para completarmos a prova,

uma vez que, as funções simples são escritas como soma de funções indicadoras e são

densas no espaço das funções integráveis.

De�nição 1.1.42. Sejam A1, A2, . . . eventos em um espaço de probabilidade. Então o

evento lim supAn :=
∞⋂
k=1

∞⋃
n=k

An = {ω ∈ Ω : ω ∈ An para in�nitos valores de n } é

chamado An i− o.

Lema 1.1.43 (Borel Cantelli). Se
∞∑
n=1

P(An) <∞, então P(An i− o) = 0.

Demonstração. P(An i − o) = P

(
∞⋂
k=1

∞⋃
n=k

An

)
≤ P

(
∞⋃
n=k

An

)
≤

∞∑
n=k

P(An) ↘ 0, quando

k →∞. Logo P(An i− o) = 0.

De�nição 1.1.44. Uma sequência de variáveis aleatórias {Xk}k∈N converge para uma

variável aleatória X em probabilidade se dado ε, lim
k→∞

P (|Xk − X| < ε) = 1.

Teorema 1.1.45. Se Xk → X em probabilidade, então existe uma subsequência
{
Xkj
}∞
j=1
⊂

{Xk}∞k=1 tal que

Xkj(w)→ X(w)

para quase todos w.
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Demonstração. Para cada inteiro positivo j, vamos tomar kj grande tal que

P

(∣∣Xkj − X∣∣ > 1

j

)
≤ 1

j2

e também . . . < kj−1 < kj < . . . , kj → ∞. Seja Aj :=
{∣∣Xkj − X∣∣ > 1

j

}
. Já que

∞∑
j=1

1
j2
<∞, o lema de Borel Cantelli implica que P(Aj i-o) = 0. Portanto para quase todo

ponto w,
∣∣Xkj(w)− X(w)

∣∣ ≤ 1
j
fornecido j ≥ J , para algum J indexado dependendo de

w.

De�nição 1.1.46. Seja X uma variável aleatória tal que X : Ω→ Rn. Então

φX(λ) := E(eiλX), λ ∈ Rn,

é a função característica de X.

Lema 1.1.47. (i) Se X1, . . . ,Xm são variáveis aleatórias independentes, então para cada

λ ∈ Rn, então
φX1+...+Xm(λ) = φX1(λ). · · · .φXm(λ).

(ii) Se X é uma variável aleatória, X : Ω→ R, então

φ(k)(0) = ikE(Xk), k ∈ N.

(iii) Se X e Y são variáveis aleatórias e φX(λ) = φY(λ) para todo λ, então

µX(x) = µY(x), para todo x.

Demonstração. (i)

φX1+...+Xm(λ) = E
(
eiλ(X1,...,Xm)

)
= E

(
eiλX1 , eiλX2 , . . . , eiλXm

)
= E

(
eiλX1

)
. · · · .E

(
eiλXm

)
pela independência

= φX1(λ). · · · .φXm(λ)

(ii) Temos que φ′(λ) = iE
(
X.eiλX

)
e então φ′(0) = iE(X).

Para k = 2, temos que φ2(λ) = i2E
(
X2eiλX

)
e então φ2(0) = i2E(X2).

Suponha válido para n. Logo

φn+1(λ) = (φn(λ))′ =
(
inE
(
XneiλX

))′
= in+1E

(
Xn+1eiλX

)
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e então φn+1 = in+1E(Xn+1).

(iii) Ver [2] para prova.

Lema 1.1.48 (Desigualdade de Gronwall). Suponha que h ∈ L1([t, T ];R) e α ∈ L∞([t, T ];R)

satisfazendo, para algum β ≥ 0,

0 ≤ h(s) ≤ α(s) + β

∫ s

t

h(λ) dλ para s ∈ [t, T ]. (1.1)

Então

h(s) ≤ α(s) + β

∫ s

t

α(λ)e−β(λ−s) dλ para s ∈ [t, T ].

Se em adição, α é crescente, então h(s) ≤ α(s)e−β(s−t) para s ∈ [t, T ].

Demonstração. Assuma que β 6= 0. Caso contrário, o lema é trivial.

De�na z(s) := e−β(s−t) ∫ s
t
h(λ) dλ. Então

z′(s) = −βe−β(s−t)
∫ s

t

h(λ) dλ+ e−β(s−t).h(s)

= e−β(s−t)
(
−β
∫ s

t

h(λ) dλ+ h(s)

)
≤ e−β(s−t)α(s) paras ∈ [t, T ].

Integrando em ambos os lados,

z(s) ≤
∫ s

t

e−β(λ−t)α(λ) dλ⇒ e−β(s−t)
∫ s

t

h(λ) dλ ≤
∫ s

t

e−β(λ−t)α(λ) dλ.

Multiplicando por eβ(s−t),∫ s

t

h(λ) dλ ≤ eβs
∫ s

t

α(λ)e−βλ dλ para s ∈ [t, T ].

Usando (1.1), chegamos ao desejado.

No caso em que α é crescente,
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h(s) ≤ α(s) + β

∫ s

t

α(λ)e−β(λ−s) dλ

≤ α(s) + βα(s)

∫ s

t

e−β(λ−s) dλ

= α(s) + α(s)
(
−e−β(λ−s)|st

)
= α(s) + α(s)

(
1 + e−β(t−s))

= α(s)e−β(t−s).

1.2 Esperança condicional

Nesta sessão vamos explorar o conceito de esperança condicional, a qual será

necessária para a próxima sessão e outros. Seja (Ω,F ,P) espaço de probabilidade �xado.

Para 1 ≤ p <∞, iremos usar Lp(Ω) para denotar o espaço de todas as variáveis aleatórias

X com E(|X|p) <∞. Este é um espaço de Banach com a norma

||X||p = (E (|X|p))
1
p .

Nesta seção iremos usar o espaço L1(Ω). Em alguns momentos escreveremos L1(Ω,F)

para enfatizar a σ-álgebra F .

De�nição 1.2.1. Seja X ∈ L1(Ω,F). Suponha que temos uma outra σ-álgebra G ⊂ F . A
esperança condicional de X dado G é de�nida como uma única variável aleatória Y (sob

a medida P) satisfazendo as seguintes condições:

(i) Y é G-mensurável;

(ii)
∫
A

X dP =
∫
A

Y dP para todo A ∈ G.

Usaremos livremente E(X|G) para denotar a esperança condicional de X dado

G. Note que a G-mensurabilidade na condição (i) é crucial. Caso contrário, poderíamos

tomar Y = X para satisfazer a condição (ii), e a de�nição acima, não seria tão signi�cativa.

A esperança condicional E(X|G) pode ser interpretada como a melhor estimativa para o

valor de X baseada nas informações provenientes de G.

Exemplo 1.2.2. Suponha G = {∅,Ω}. Seja X uma variável aleatória em L1(Ω) e seja

Y = E(X|G). Já que Y é G-mensurável, ela deve ser uma constante, diremos Y = c. Então

basta usarmos a condição (ii) na de�nição acima com A = Ω para termos:∫
Ω

X dP =

∫
Ω

Y dP = c.
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Consequentemente, c = E(X) e nós temos E(X|G) = E(X). Essa conclusão é intuitiva-

mente óbvia já que a σ-álgebra G nao fornece informação.

Teorema 1.2.3. Seja X uma variável aleatória integrável. Então para cada σ-álgebra

G ⊂ F , a esperança condicional E(X|G) existe e é única sobre o conjunto G-mensurável

de probabilidade zero.

Demonstração. Ver em [7]

Observe que a esperança condicional é uma variável aleatória, enquanto que a

esperança é um número real. Abaixo iremos listar propriedades importantes sobre a

esperança condicional.

1. E(E(X|G)) = E(X).

Demonstração. Para provarmos basta tomarmos A = Ω na de�nição de esperança

condicional.

2. Se X é G-mensurável, então E(X|G) = X.

Demonstração. Se X é G-mensurável então, pela de�nição, é uma versão da espe-

rança condicional de X dado G.

3. Se a, b são constantes, E(aX+ bZ|G) = aE(X|G) + bE(Z|G).

Demonstração. Para todo A ∈ G, segue da linearidade da integral de Lebesgue e da
de�nição de esperança condicional que∫

A

E(aX+ bZ|G) dP =

∫
A

aX+ bZ dP

= a

∫
A

X dP+ b

∫
A

Z dP

= a

∫
A

E(X|G) dP+ b

∫
A

E(Z|G) dP

Logo E(aX+ bZ|G) = aE(X|G) + bE(Z|G) P-quase sempre.

4. Se X é G-mensurável e XZ é integrável, então E(XZ|G) = XE(Z|G).
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Demonstração. Suponha que X = 1B para algum B ∈ G. Então, para todo A ∈ G
temos que ∫

A

E(1BZ|G) dP =

∫
A

1BZ dP

=

∫
A∩B

Z dP

=

∫
A∩B

E(Z|G) dP

=

∫
A

1BE(Z|G) dP.

Logo E(1BZ|G) = 1BE(Z|G). Aproximando X por funções simples e usando o teo-

rema da convergência dominada obtém-se o resultado.

5. Se X é independente de G, então E(X|G) = E(X).

Demonstração. Como X é independente de G então σ(X) é independente de G. Logo
as variáveis aleatórias 1A e X são independentes para todo A ∈ G. Segue que∫

A

E(X|G) dP = E(1A.X) = E(1A)E(X) =

∫
A

E(X) dP.

Como a igualdade anterior é válida para todo A ∈ G temos que E(X|G) = E(X).

6. Se H ⊆ G então E(X|H) = E(E(X|G)|H).

Demonstração. Como H ⊆ G temos que∫
B

E(X|H) dP =

∫
B

X dP =

∫
B

E(X|G) dP, ∀B ∈ H.

Por outro lado, como E(X|G) é uma função G-mensurável, a sua esperança condici-

onal dado H satisfaz,∫
B

E(E(X|G)|H) dP =

∫
B

E(X|G) dP, ∀B ∈ H.

7. Se X ≤ Z então E(X|G) ≤ E(Z|G).
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Demonstração. Suponha X ≤ Z. Note que ∀A ∈ G∫
A

E(Z|G)− E(X|G) dP =

∫
A

E(Z− X|G) dP

=

∫
A

Z− X dP ≥ 0.

Seja

A = {E(Z|G)− E(X|G) < 0} =
∞⋃
n=1

{
E(Z|G)− E(X|G) < − 1

n

}
︸ ︷︷ ︸

An

.

0 ≤
∫
An

E(Z|G)− E(X|G) dP

=

∫
Ω

1An (E(Z|G)− E(X|G)) dP

≤
∫
Ω

1An

(
− 1

n

)
dP

=

(
− 1

n

)
P(An).

Logo P(An) = 0, ∀n ∈ N e portanto P(A) = 0. A�nal, P(A) ≤
∑
n∈N

P(An) = 0.

Concluindo assim a prova.

Lema 1.2.4. Suponha Φ : R → R convexa com E (|Φ(X)|) < ∞. Então Φ (E(X|G)) ≤
E (Φ(X)|G).

Demonstração. Seja L(x) = ax+ b uma reta tangente a curva (x,Φ(x)) no ponto

(E(X|G)(w),Φ(E(X|G)(w)).

Como L(x) ≤ Φ(x), já que é uma curva convexa, L(X) ≤ Φ(X),∀w ∈ Ω. Então, tomando

esperança condicional, temos

aE(X|G)(w) + b ≤ E(Φ(X)|G)(w), ∀w ∈ Ω

aE(X|G)(w) + b ≤ E(Φ(X)|G)(w), quase sempre.

O que implica

Φ(E(X|G)(w)) ≤ E(Φ(X)|G)(w), quase sempre.



Capítulo 2

Movimento Browniano e Integral de Itô

Neste capítulo vamos de�nir a integral estocástica relativa ao movimento Brow-

niano e estudar algumas das suas propriedades. Estas integrais também são chamadas

integrais de Itô. O objetivo é de�nir integrais do tipo

b∫
a

X(s) dW(s),

do processo estocástico X = (X(t))t≥0 relativo ao movimento Browniano W = (W(t))t≥0.

Esta integral não pode ser de�nida como

b∫
a

X(s)Ẇ(s)ds, em que Ẇ(s) =
dB(s)

ds

pois, pelo Teorema 2.2.11, as trajetórias do movimento Browniano não são diferenciáveis

em qualquer dos seus pontos. Por outro lado, o movimento Browniano não tem variação

limitada, usando o mesmo teorema, então esta integral não pode ser de�nida no sentido de

Lebesgue-Stieltjes. No entanto, é possível dar um sentido rigoroso a esta integral usando

o fato do movimento Browniano ter variação quadrática �nita, conforme Lema 2.2.13.

2.1 Martingale e Tempo de Parada

De�nição 2.1.1. Uma coleção {X(t)|t ≥ 0} de váriaveis aleatórias é chamada um pro-

cesso estocástico.

Para um espaço genérico de Banach (Ξ, || · ||Ξ), considere sub-σ-álgebra G de F .
Seja L2(Ω,Ξ, G) a coleção de todas variáveis aleatórias, X : (Ω,F ,P) → (Ξ,B(Ξ)), Ξ

22



23

avaliadas que são G-mensuráveis e satisfazem

||X||L2(Ω,Ξ) ≡ E
[
||X||2Ξ

]
≡
∫

Ω

||X(w)||Ξ dP(w) <∞.

Se G = F , vamos simpli�car a escrita de L2(Ω,Ξ, F) para L2(Ω,Ξ). Para 0 < T < ∞,

seja C([0, T ];L2(Ω,Ξ)) o espaço de todos os processos X(·) = {X(s), s ∈ [0, T} contínuos
com quadrado integrável tais que

||X(·)||C([0,T ];L2(Ω,Ξ)) ≡ sup
s∈[0,T ]

E
[
||X(s)||2Ξ

]
<∞.

De�nição 2.1.2. Uma �ltração em [0, T ] é uma família crescente, F = {F(t); t ∈ [0, T ]}
de σ-álgebras de F . Um processo estocástico X(t) ∈ C([0, T ];L2(Ω,Ξ)), t ∈ T , é dito ser

adaptado a F se para cada t, a variável aleatória X(t) é F(t)-mensurável. Denote por

C([0, T ];L2(Ω,Ξ,F)) o conjunto desses processos.

De�nição 2.1.3. Seja (Ω,F ,P,F) um espaço de probabilidade �ltrado completo, em que

F = {F(s), s ≥ 0} é a �ltração de sub-σ-álgebras de F que satisfaz as seguintes condições:

(i) F é completo, isto é,

N ≡ {A ⊂ Ω| ∃B ∈ F tal que A ⊂ B e P(B) = 0} ⊂ F(0)

(ii) F é crescente, ou seja, F(s) ⊂ F(s̃), ∀0 ≤ s ≤ s̃.

(iii) F é contínua à direita, isto é, F(s+) ≡
⋂
ε↓0F(s + ε) = F(s), ∀s ≥ 0, em que ≡

quer dizer "é de�nido como".

De�nição 2.1.4. Uma variável aleatória τ : Ω→ [0,∞) é dita ser F-tempo de parada se

para cada t ≥ 0,

{τ ≤ t} ∈ F(t).

Proposição 2.1.5. A variável aleatória τ : Ω → [0,∞) é uma F-tempo de parada se e

apenas se

{τ < s} ∈ F(s), ∀s ≥ 0.

Demonstração. Já que {τ ≤ s} =
⋂
s+ε>λ>s{τ < λ}, para qualquer ε > 0, temos

{τ ≤ s} ∈
⋂
λ>s

F(λ) =
⋂
ε↘0

(s+ ε) = F(s).

Para o inverso, {τ < s} =
⋃
s>ε>0{τ ≤ s− ε} e {τ ≤ s− ε} ∈ F(s− ε) ⊂ F(s).

Proposição 2.1.6. Seja τ e τ ′ dois F-tempos de parada. Então os seguintes também são

tempos de parada:
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(i) τ ∧ τ ′ ≡ min{τ, τ ′}

(ii) τ ∨ τ ′ ≡ max{τ, τ ′}

(iii) τ + τ ′

(iv) aτ , em que a > 1.

Seja X(·) = {X(s), s ≥ 0} o processo estocástico Ξ-avaliado de�nido no espaço

de probabilidade completo �ltrado (Ω,F ,P,F). Vamos de�nir o "hitting time"e o "exit

time"τ : Ω→ [0,∞] como segue

De�nição 2.1.7. Seja X(t) /∈ Λ para algum t ∈ [0, T ]. O hitting time depois do tempo t

do conjunto de Borel Λ ∈ B(Ξ) para X(·) é de�nido por

τ =

{
inf{s > t|X(s) ∈ Λ} se {· · · } 6= ∅

∞ se {· · · } = ∅.

De�nição 2.1.8. Seja X(t) ∈ Λ para algum t ∈ [0, T ]. O exit time depois do tempo t do

conjunto de Borel Λ ∈ B(Ξ) para X(·) é de�nido por

τ =

{
inf{s > t|X(s) /∈ Λ} se {· · · } 6= ∅

∞ se {· · · } = ∅.

Quando t = 0, a variável aleatória τ de�nida em (2.1.7) e (2.1.8) será chamada

hitting time e exit time, respectivamente, por simplicidade.

Teorema 2.1.9. Se X(·) é um processo contínuo Ξ-avaliado e se Λ é um subconjnto aberto

de Ξ, então o hitting time de Λ para X(·) depois do tempo t ≥ 0 é um tempo de parada.

Demonstração. Seja Q o conjunto dos números racionais. Pela proposição 2.1.5 temos que

{τ < s} ∈ F(s), 0 ≤ t ≤ s <∞. Mas

{τ < s} =
⋃

u∈Q∩[t,s]

{X(u) ∈ Λ} ,

já que A ⊂ Ξ é aberto e X(·) = {X(s), s ∈ [t, T ]} tem partes contínuas à direita. Como

{X(u) ∈ Λ} ∈ F(u) ⊂ F(s),

segue o resultado do teorema.

De�nição 2.1.10. Seja X uma variável aleatória de�nida em um espaço de probabilidade

(Ω,F ,P) e tomando valores em um espaço mensurável separável de Banach (Ξ, (Ξ)). Seja

G uma sub-σ-álgebra de F . Uma probabilidade condicional regular de X dada uma sub-σ-

álgebra G é uma função Q : Ω× B(Ξ)→ [0, 1] tal que:
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(i) Para cada w ∈ Ω, Q(w, ·) é uma probabilidade mensurável em (Ξ,B(Ξ)).

(ii) Para cada A ∈ B(Ξ), a aplicação w → Q(w,A) é G-mensurável.

(iii) Para cada A ∈ B(Ξ), P(X ∈ A|G)(w) = Q(w,A), P-quase sempre.

A notação P(X ∈ ·|G) será usada no lugar de Q por razão autoexplicativa.

De�nição 2.1.11. Seja X(t) um processo estocástico adaptado a F e E(|X(t)|) <∞ para

todo t ∈ T . Então X(t) é dito um martingale com respeito a {F(t)} se para qualquer

t ∈ T ,
E{X(t)|F(s)} = X(s), quase certamente. (2.1)

Submartingale e supermartingale são de�nidas substituindo na equação (2.1) por

≥ e por ≤, respectivamente, isto é, para cada s < t em T ,

E{X(t)|F(s)} ≥ X(s), quase sempre (submartingale),

E{X(t)|F(s)} ≤ X(s), quase sempre (supermartingale).

No caso em que a �ltração não especi�cada explicitamente, então a �ltração F(t)

entende-se como uma dada por F(t) = σ{X(s); s ≤ t}.

De�nição 2.1.12. Seja X(·) processo estocástico com valor real. Então σ(X(s)|0 ≤ s ≤ t),

a σ-álgebra gerada pela variável aleatória X(s) para 0 ≤ s ≤ t, é chamada a história do

processo até o tempo t ≥ 0.

Lema 2.1.13. Suponha X(·) uma martingale de valor real e Φ : R→ R é convexo. Então

se E(|Φ(X(t))|) <∞ para todo t ≥ 0, Φ(X(·)) é uma submartingale.

Demonstração. Como X é martingale, X é processo estocástico tal que E(|X(t)|) <∞, ∀t ≥
0 e

X(s) = E(X(t)|F(s)).

Se E(|Φ(X(t))|) <∞ ∀t ≥ 0, pelo lema 1.2.4,

Φ(X(s)) = Φ (E(X(t)|F(s))) ≤ E(Φ(X(t))|F(s)).

Concluindo assim a prova.

2.2 Movimento Browniano

Um exemplo muito importante de um processo estocástico é o movimento Brow-

niano. Este movimento parece ter tido origem com o botânico inglês Robert Brown, o
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qual, em 1827, observou que pequenas partículas de pólen imersas num líquido apresenta-

vam um movimento irregular e que os movimentos de duas partículas distintas pareciam

ser independentes. Em 1905, Einstein forneceu uma explicação para este fenómeno, es-

clarecendo que o referido movimento deve-se às constantes colisões das partículas com as

moléculas do meio ambiente em que se encontram inseridas. Contudo, apenas em 1918,

Wiener deu uma de�nição matemática precisa do movimento Browniano, o qual, por isso,

também é conhecido por processo de Wiener. Esta seção é dedicada a este processo no

que concerne à sua de�nição e propriedades mais comuns.

De�nição 2.2.1. Uma cinco-tupla (Ω,F ,P,F,W(·)) é dita ser um uni-dimensional mo-

vimento Browniano ou processo de Wiener de�nido em (Ω,F ,P,F) se o processo W(·) =

{W(s), s ≥ 0} é F-adaptado, e satisfaz as seguintes condições:

(i) P{W(0) = 0} = 1

(ii) Para 0 ≤ s < s̃ <∞, W(s̃)−W(s) é independente de F(s).

(iii) Para 0 ≤ s < s̃ <∞, W(s̃)−W(s) é uma variável aleatória normalmente distribuida

com média zero e variância s̃− s, isto é,

P(a ≤ W(s̃)−W(s) ≤ b) =

b∫
a

1√
2π(s̃− s)

.e−
x2

2t dx

Observação 2.2.2. Para todo t ≥ 0, E(W(t)) = 0 e E(W(t)2) = t.

Demonstração. Imediato da de�nição de movimento Browniano.

Observação 2.2.3. Se de�nirmos a σ-álgebra F(t) = σ(W(s)|0 ≤ s ≤ s̃) então o movi-

mento Browniano é um martingale.

Demonstração. De fato,

E(W(t)|F(s)) = E(W(t)−W(s) +W(s)|F(s))

= E(W(t)−W(s)|F(s)) + E(W(s)|F(s)).

Mas E(W(t) − W(s)|F(s)) é independente de F(s) e portanto, E(W(t) − W(s)|F(s)) =

E(W(t)−W(s)). Mas E(W(t)) = 0 ∀t. Logo E(W(t)−W(s)|F(s)) = 0.

Por outro lado, E(W(s)|F(s)) = W(s) já que W(s) é F(s)-mensurável. Assim concluímos

a demonstração.

Teorema 2.2.4. Seja W(·) um movimento Browniano unidimensional. Então para n ∈ N
e para qualquer escolha de instantes

0 = t0 < t1 < . . . < tn−1 < tn
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e cada função f : Rn → R temos

Ef(W(t1), . . . ,W(tn))

=

∞∫
−∞

. . .

∞∫
−∞

f(x1, . . . , xn)g(x1, t1|0). · · · .g(xn, tn − tn−1|Xn−1) dxn. · · · .dx1,

em que g(x, t|y) = 1√
2πt
.e−

(x−y)2
2t .

Demonstração. Escrevemos Xi = W(ti) e Yi = Xi−Xi−1 para i = 1, 2, . . . , n. X0 = W(t0) =

0 (pela de�nição de movimento browniano). E de�nimos h(Y1, . . . ,Yn) := f(Y1,Y1 +

Y2, . . . ,Y1 + Y2 + . . .+ Yn). Então

Eh(Y1, . . . ,Yn)

= Ef(W(t1), . . . ,W(tn)), por 1.1.27 e 1.1.40,

=

∞∫
−∞

. . .

∞∫
−∞

h(y1, . . . , yn)
1√
2πt1

e
− y21

2t1 . . .
1√

2π(tn − tn−1)
e
− y2n

2(tn−tn−1) dyn . . . dy1

Fazendo uma mudança de variáveis, tomemos yi = xi−xi−1, i = 1, . . . , n, x0 = 0

e concluímos a prova.

Corolário 2.2.5. Nas condições do teorema anterior, temos

P(a1 ≤ W(t1) ≤ b1, an ≤ W(tn) ≤ bn) =

b1∫
a1

. . .

bn∫
an

g(x1, t1|0) . . . g(xn, tn|xn−1) dxn . . . dx1.

Demonstração. Seja f(x1, . . . , xn) = 1[a1,b1](x1) . . . χ[an,bn](xn). Já que

Ef(W(t1), . . . ,W(tn)) =

∫
Ω

χ[a1,b1](W(t1)) . . . χ[an,bn](W(tn)) dP

=

∫
Ω

χB1(w) . . . χBn(w) dP

= P(
n⋂
k=1

Bk)

= P(a1 ≤ W(t1) ≤ b1, . . . , an ≤ W(tn) ≤ bn)

com Bk = {W(tk) ∈ [ak, bk]}.
Usando o teorema anterior, temos que

Ef(W(t1), . . . ,W(tn)) =

b1∫
a1

. . .

bn∫
an

g(x1, t1|0) . . . g(xn, tn|xn−1) dxn . . . dx1.
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Lema 2.2.6. Suponha que W(t) é um movimento Browniano unidimensional. Então

E(W(t)W(s)) = min{t, s} para t ≥ 0, s ≥ 0.

Demonstração. Suponha t ≥ s. Daí

E(W(t)W(s)) = E((W(t)−W(s) +W(s)).W(s))

= E((W(t)−W(s))︸ ︷︷ ︸
=0

E(W(s))︸ ︷︷ ︸
=0

+E(W(s)W(s))

= s

De�nição 2.2.7. (i) Seja 0 < γ ≤ 1. A função f : [0, T ]→ R é chamada uniformemente

Holder contínua com expoente γ > 0 se existe uma constante k tal que:

|f(t)− f(s)| ≤ k|t− s|γ, para s, t ∈ [0, T ].

(ii) Dizemos que f é Holder contínua com expoente γ > 0 no ponto s se existe uma

constante k tal que:

|f(t)− f(s)| ≤ k|t− s|γ, para t ∈ [0, T ].

Teorema 2.2.8. Seja (X(t))t≥0 um processo estocástico com caminhos amostrais contí-

nuos (quase certamente) tal que

E(|X(t)− X(s)|β) ≤ c|t− s|1+α

para constantes β, α ≥ 0, c > 0 e para todo t, s ≥ 0. Então para cada 0 < γ < α
β
, T >

0, quase certamente w ∈ Ω, existe constante k = k(w, T, γ, c) tal que

|X(t)− X(s)| ≤ k|t− s|γ para 0 ≤ t, s ≤ T.

Portanto os caminhos amostrais t 7→ X(t, w) é uniformemente Holder contínua com ex-

poente γ em [0, T ].

Demonstração. A �m de simpli�car consideraremos T = 1. Tomemos 0 < γ < α
β
e

de�nimos para n = 1, 2, . . .

An =

{∣∣∣∣X(i+ 1

2n

)
− X

(
i

2n

)∣∣∣∣ > 1

2nγ
, para algum inteiro 0 ≤ i ≤ 2n

}
.
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Então

P(An) ≤
2n−1∑
i=0

P

(∣∣∣∣X(i+ 1

2n

)
− X

(
i

2n

)∣∣∣∣ > 1

2nγ

)

≤︸︷︷︸
por1.1.20

2n−1∑
i=0

(
1

2nγ

)−β
E

(∣∣∣∣X(i+ 1

2n

)
− X

(
i

2n

)∣∣∣∣β
)

≤
2n−1∑
i=0

(
1

2nγ

)−β
c

∣∣∣∣ 1

2n

∣∣∣∣1+α

= c

2n−1∑
i=0

2n(γβ−1−α)

= c(2n − 1 + 1)2nγβ−n−nα = 2n(γβ−α)

Logo
∞∑
n=1

P(An) < ∞. Pelo lema de Borel Cantelli, P
(
∞⋃
m=1

∞⋂
m=1

ACn

)
= 1 quase todo

w ∈ Ω, ou seja,∣∣∣∣X(i+ 1

2n

)
− X

(
i

2n

)∣∣∣∣ ≤ 1

2nγ
, para 0 ≤ i ≤ 2n − 1 para n ≥ m.

Mas então temos ∣∣∣∣X(i+ 1

2n
, w

)
− X

(
1

2n
, w

)∣∣∣∣ ≤ k
1

2nγ
,

selecionando k grande para todo n > 0. Fixe w ∈ Ω. Seja t1, t2 ∈ [0, 1] diáticos, 0 <

t2 − t1 < 1. Seja n ≥ 1 tal que 2−n ≤ t < 2−(n−1) para t := t2 − t1. Podemos escrever

t1 =
i

2n
− 1

2p1
− . . .− 1

2pk
(n < p1 < . . . < pk)

t2 =
j

2n
− 1

2q1
− . . .− 1

2ql
(n < q1 < . . . < ql)

para t1 ≤ i
2n
≤ j

2n
≤ t2. Então

j−i
2n
≤ t < 1

2n−1 e então j = 1 ou i+ 1.

Em ambos os casos, ∣∣∣∣X( i

2n
, w

)
− X

(
j

2n
, w

)∣∣∣∣ ≤ k

∣∣∣∣i− j2n

∣∣∣∣γ ≤ ktγ.

Além disto,∣∣∣∣X( i

2n
− 1

2p1
− . . .− 1

2pr
, w

)
− X

(
i

2n
− 1

2p1
− . . .− 1

2pr−1
, w

)∣∣∣∣ ≤ k

∣∣∣∣ 1

2pr

∣∣∣∣γ ,
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para r = 1, . . . , k e consequentemente

∣∣∣∣X (t1, w)− X
(
i

2n
, w

)∣∣∣∣ ≤ k

k∑
r=1

∣∣∣∣ 1

2pr

∣∣∣∣γ
≤ k

2nγ

∞∑
r=1

1

2rγ

=
c

2nγ
≤ ctγ.

A mesma dedução é feita para
∣∣X (t2, w)− X

(
j

2n
, w
)∣∣ ≤ ctγ.

Usando desigualdade triangular, temos que

|X (t1, w)− X (t2, w)| ≤ c|t1 − t2|γ ∀t1, t2 ∈ [0, 1]

e alguma constante c = c(w). Já que t→ X(t, w) é contínua e como t1, t2 são densos,

|X(t)− X(s)| = lim
n→∞

|X(tn)− X(sn)| ≤ c lim
n→∞

|tn − sn|γ

vale ∀t1, t2 ∈ [0, 1].

De�nição 2.2.9. (i) Uma partição P do intervalo [0, T ] é uma coleção de pontos de

[0, T ]:

P := {0 = t0 < t1 < . . . < tn = T}.

(ii) De�nimos a medida de P por |P | := max0≤i≤n−1{|ti+1 − ti|}.

(iii) Para 0 ≤ λ ≤ 1 e P uma partição, de�nimos

τk := (1− λ)tk + λtk+1, k = 0, . . . , n− 1.

(iv) Para uma partição P e para 0 ≤ λ ≤ 1 de�ne-se

R = R(P, λ) :=
n−1∑
k=0

W(τk)(W(tk+1 −W(tk)).

De�nição 2.2.10. Seja f : [a, b]→ R, dizemos que f é de variação limitada no intervalo

[a, b] se

sup

{
n∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)|

}
<∞

em que a = x0 < x1 < . . . < xn = b é uma partição de [a, b], a < b.

Teorema 2.2.11. (i) Para cada 1
2
≤ γ < 1 e quase todo w, t 7−→ W(t, w), não é Holder

contínua com expoente γ em nenhum lugar.
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(ii) Em particular, para quase todo w, o caminho amostral t 7−→ W(t, w) não é diferen-

ciável em todo ponto e tem variação in�nita em cada subintervalo.

Demonstração. Ver em [7]

De�nição 2.2.12. Uma sequência de variáveis aleatórias {Xk}k∈N converge para uma

variável aleatória X em Lp se lim
n→∞

E {|Xk − X|p} = 0.

Lema 2.2.13 (Variação Quadrática). Seja [a, b] um intervalo em [0,∞) e suponha pn :=

{a = t0 < tn1 < . . . < tnmn−1 < tnmn = b} partições de [a, b] com |pn| → 0 quando n → ∞.

Então
∑mn−1

k=0

(
W(tnk+1)−W(tnk)

)2 → b− a em L2(Ω) quando n→∞.

Demonstração. Seja Qn :=
∑mn−1

k=0

(
W(tnk+1)−W(tnk)

)2
. Então

Qn − (b− a) =
mn−1∑
k=0

((
W(tnk+1)−W(tnk)

)2 − (tnk+1 − tnk)
)
.

Calculemos

E
(
(Qn − (b− a))2) =

mn−1∑
k=0

mn−1∑
j=0

E
([

(W(tnk+1)−W(tnk))2 − (tnk+1 − tnk)
]

.
[
(W(tnj+1)−W(tnj ))2 − (tnj+1 − tnj )

])
.

Para k 6= j, o termo na soma dupla é

E
(
(W(tnk+1)−W(tnk))2 − (tnk+1 − tnk)

)
E
(
(W(tnj+1)−W(tnj ))2 − (tnj+1 − tnj )

)
,

de acordo com os incrementos independentes e, portanto, igual a 0, quando W(t)−W(s)

é N(0, t− s) para todo t ≥ s ≥ 0. Portanto

E((Qn − (b− a))2) =
mn−1∑
k=0

E((Y 2
k − 1)(tnk+1 − tnk)2),

em que

Yk = Y n
k :=

W(tnk+1)−W(tnk)√
tnk+1 − tnk

é N(0, 1).

Portanto para alguma constante C temos

E((Qn − (b− a))2) ≤ C
mn−1∑
k=0

(tnk+1 − tnk)2

≤ C|pn|(b− a)→ 0, quando n→∞.
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Lema 2.2.14. Se Xk → X em L2(Ω) então Xk → X em probabilidade.

Demonstração. Como Xk → X em L2(Ω) então limn→∞ E{|Xk − X|2} = 0. Pela desigual-

dade de Chebyshev, para Xk − X variável aleatória e p = 2, temos

P(Xk − X| > ε) ≤ 1

ε2
E(|Xk − X|2)

mas quando k →∞, E(|Xk − X|2)→ 0. Logo

P(|Xk − X| > ε)→ 0 quando k →∞.

Lema 2.2.15. Se pn denota uma partição de [0, T ] e 0 ≤ λ ≤ 1 é �xada, de�na

Rn :=
mn−1∑
k=0

W(τnk )(W(tk+1)n −W(tnk)).

Então limn→∞Rn = W(T )2

2
+
(
λ− 1

2

)
T , o limite tomado em L2(Ω).

Demonstração. Temos

Rn :=
mn−1∑
k=0

W(τnk )(W(tk+1)n −W(tnk))

=
W2(T )

2
− 1

2

mn−1∑
k=0

(W(tnk+1)−W(tnk))2

︸ ︷︷ ︸
=:A

+
mn−1∑
k=0

(W(τnk )−W(tnk))2

︸ ︷︷ ︸
=:B

+
mn−1∑
k=0

(W(tnk+1)−W(τnk ))(W(τnk )−W(tnk))︸ ︷︷ ︸
=:D

.

Pelo Lema que vimos acima, temos que

A→ −1

2
(T − 0) = −1

2
T em L2(Ω) quando n→∞

Além disto, temos que B → λT em L2(Ω) quando n→∞. De fato,

B − λT = B −

(
mn−1∑
k=0

λ
(
tnk+1 − tnk

))
.
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E
(
(B − λT )2) =

mn−1∑
k,j=0

E
([

(W(τnk )−W(tnk))2 − λ(tnk+1 − tnk)
]

.
[
(W(τnj )−W(tnj ))2 − λ(tnj+1 − tnj )

])

Analisando agora como foi feito na demonstração do Lema 2.2.13, temos que

E
(
(B − λT )2) ≤ C

mn−1∑
k=0

λ2(tnk+1 − tnk)2 ≤ CT |pn| → 0.

Agora nos resta estudar o comportamento do termo D.

E

[mn−1∑
k=0

(W(tnk+1)−W(τnk ))(W(τnk )−W(tnk))

]2


=
mn−1∑
k=0

E([W(tnk+1)−W(τnk )]2)E([W(τnk )−W(tnk)]2)

=︸︷︷︸
incrementos independentes

mn−1∑
k=0

(1− λ)(tnk+1 − tnk)λ(tnk+1 − tnk)

≤ λ(1− λ)T |pn| → 0.

Portanto

D → 0 em L2(Ω) quando n→∞.

Combinando os limites das expressões A, B, D, concluímos o lema.

2.3 Integral Estocástica

Para de�nir a integral em relação ao movimento Browniano é natural começarmos

com processos mais simples e então estender a de�nição para processos mais gerais por

procedimentos de aproximação.

De�nição 2.3.1. Um processo estocástico g : [a, b]×Ω→ R é dito simples de for constante

por partes na variável t, isto é, se existir uma partição

a = t0 < t1 < . . . < tn = b

do intervalo [a, b] tal que

g(t) = g(ti) se ti ≤ t < ti+1, 0 ≤ i ≤ n− 1
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Para um processo simples g de�nido em [a, b], tendo a forma

g(s) =
∑
k≥0

g(tk)1[tk,tk+1)(t), (2.2)

em que 1[tk,tk+1)(t) é a função indicadora do intervalo [tk, tk+1), é natural de�nirmos

∫ b

a

g(t) dW(t) =
n−1∑
k=0

g(tk)(W(ti + 1)−W(ti)). (2.3)

O próximo exemplo indica uma di�culdade que surge quando tentamos estender

esta de�nição para processos mais gerais procedendo por aproximação conforme a integral

de Riemann-Stieltjes. Está di�culdade está relacionada com o fato das trajetórias do

movimento Browniano terem variação ilimitada.

Exemplo 2.3.2. Dado um movimento Browniano {W(t)} e um intervalo [0, b] conside-

ramos, para cada n = 1, 2, . . ., os seguintes processos:

gn(s) =
m−1∑
k=0

W k
2n
1[ k

2n
, k+1
2n

)(s) +W m
2n
1[ m

2n
,b)(s) se

m

2n
≤ m+ 1

2n
;

hn(s) =
m−1∑
k=0

W k+1
2n
1[ k

2n
, k+1
2n

)(s) +Wb1[ m
2n
,b)(s) se

m

2n
≤ m+ 1

2n
.

Então, de acordo com (2.4), temos

E

[∫ b

0

gn(s) dW(s)

]
=

m−1∑
k=0

E
[
W k

2n

(
W k+1

2n
−W k

2n

)]
+ E

[
W m

2n

(
Wb −W m

2n

)]
=

m−1∑
k=0

E
(
W k

2n

)
E
(
W k+1

2n
−W k

2n

)
+ E

(
W m

2n

)
E
(
Wb −W m

2n

)
= 0

pela independência dos incrementos do movimento Browniano, os quais têm média zero.

Por outro lado

E

[∫ b

0

hn(s) dW(s)

]
=

m−1∑
k=0

E
[
W k+1

2n

(
W k+1

2n
−W k

2n

)]
+ E

[
Wb

(
Wb −W m

2n

)]
=

m−1∑
k=0

[
E
(
W2

k+1
2n

)
− E

(
W k+1

2n
W k

2n

)]
+ E

(
W2
b

)
− E

(
WbW m

2n

)
=

m−1∑
k=0

[
k + 1

2n
− i

2n

]
+ b− m

2n
= b,

em que usamos a proposição 2.2.6 e notamos que o somatório é telescópico.
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Percebe-se neste exemplo que, embora os processos gn e hn aparentem ambos

serem boas aproximações para o processo (W(s)), suas integrais de acordo com (2.3) não

são próximas entre si, não importanto quão grande n seja escolhido. É razoável, conforme

�zemos no exemplo acima, aproximar um dado processo (X(t)) considerando-se processos

simples
∑mn−1

j=0 X(ξnj )1[tnj ,t
n
j+1)(t), em que Pn = {a = tn0 < . . . < tnmn = b} é uma partição

de [a, b] e ξnj é um ponto do intervalo [tnj , t
n
j+1]. A partir disso, esperaríamos de�nir∫ b

a
X(t) dW(t) como o limite das integrais destes processos simples quando a norma da

partição tende a zero. Entretanto, o exemplo acima mostra que este limite vai depender

dos pontos ξnj 's escolhidos. A integral estocástica de Itô corresponderá, como veremos a

seguir, à escolha ξnj = tnj , o extremo esquerdo do intervalo [tnj , t
n
j+1].

Fixemos agora um movimento brownianoW(·) e uma �ltração F. Seja L2
F

(0,∞;R)

o espaço de Hilbert de todos processos R-avaliados (também de�nidos em (Ω,F ,P,F))

g(·) = {g(s), s ≥ 0} tais que satisfazem os seguintes:

(i) g(·) é mensurável; isto é, a aplicação (s, w) 7→ g(s, w) é B([0,∞)) × F , em que

B([0,∞)) é a σ-álgebra de Borel de subconjuntos do intervalo [0,∞).

(ii) g(·) é F-adaptado.

(iii) g(·) satisfaz a seguinte propriedade global de integrabilidade:

E

 ∞∫
0

|g(s)|2 ds

 <∞.
Vamos considerar também a extensão do espaço L2,loc

F
(0,∞;R) de todos os processos

g(·) = {g(s), s ≥ 0} tais que as condições (i), (ii) e (iii') são satisfeitas para todo 0 ≤ a <

b <∞.

(iii') g(·) satisfaz a seguinte propriedade local de integrabilidade:

E

 b∫
a

|g(s)|2 ds

 <∞, P-quase sempre, ∀0 ≤ a < b <∞.

Nesta seção nós iremos usar a idéia original de Itô, em seu artigo [9], para de�nir

a integral estocástica.

Primeiro passo,
b∫
a

g(s) dW(s) é de�nido como

b∫
a

g(s) dW(s) =
∑
k≥0

gk(w)[W(tk+1, w)−W(tk, w)] (2.4)
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para toda g(·) ∈ L2,loc
F

(0,∞;R) elementar que tem a seguinte forma:

g(s) =
∑
k≥0

gk(w)1[tk,tk+1)(s), (2.5)

em que

tk = t
(n)
k =


k2−n se a ≤ k2−n ≤ b

a se k2−n < a

b se k2−n > b,

gk são variáveis aleatórias que são F(tk)-mensuráveis para todo k = 0, 1, 2, . . ., e 1[tk,tk+1)

é a função indicadora no intervalo [tk, tk+1).

Lema 2.3.3. Se g(·) ∈ L2,loc
F

(0,∞;R) é limitado e elementar então E

[
b∫
a

g(s) dW(s)

]
= 0

e

E


 b∫

a

g(s) dW(s)

2
 = E

 b∫
a

g2(s) ds

 . (2.6)

A igualdade (2.6) é chamada de Isometria de Itô.

Demonstração. Para cada 0 ≤ k ≤ m− 1 temos
∫
g dW =

∑m−1
k=0 gk(w) [W(tk+1)−W(tk)].

Logo

E [gk(W(tk+1)−W(tk))] = E(gk)E [W(tk+1)−W(tk)] = 0,

pela independência das σ's álgebras.

Para provar a Isometria de Itô, temos que
∫ b
a
g dW =

∑m−1
k≥0 gk

W(tk+1)−W(tk)︸ ︷︷ ︸
Dk

.

,
em que E(Dk) = 0 e diferentes Dk's são independentes.

Logo

(∫ b

a

g dW

)2

=

(
m−1∑
k≥0

gkDk

)2

=
m−1∑
k≥0

g2
kD

2
k + 2

m−1∑
k≥0

gjgkDjDk.

Mas se j < k, então Dk é independente de gkgjDj. Daí,

E(gkgjDjDk) = E(gkgjDj).E(Dk).
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Consequentemente,

E

[(∫ b

a

g(s) dW(s)

)2
]

= E

(
m−1∑
k≥0

g2
kD

2
k

)

=
m−1∑
k≥0

E(g2
k)E(D2

k)

=
m−1∑
k≥0

E(g2
k)E
[
(W(tk+1)−W(tk))

2]
= E

(
m−1∑
k≥0

g2
k(tk+1 − tk

)

= E

(
m−1∑
k≥0

∫ tk+1

tk

g2
s ds

)

= E

(∫ b

a

g2
s ds

)

Segundo passo, precisamos mostrar um lema de aproximação a �m de sermos

capazes de de�nir integral estocástica para processos estocásticos em geral, ou seja, g(·) ∈
L2,loc
F

(0,∞;R).

Lema 2.3.4. Suponha f(·) ∈ L2,loc
F

(0,∞;R). Então existe uma sequência de processos

elementares limitados Φk(·) ∈ L2,loc
F

(0,∞;R) tais que

lim
k→∞

E

 b∫
a

(f(s)− Φk(s))
2 ds

 = 0. (2.7)

Demonstração. Ver em [10]

Terceiro passo, usando o que vimos nos passos anteriores, vamos de�nir a integral

estocástica. Aplicando o lema de aproximação temos uma sequência de processos esto-

cásticos elementares Φk tais que a equação (2.7) acontece. Para cada k,
b∫
a

(Φk) é de�nido

pelo primeiro passo. Pelo lema 2.3.3 temos

E

(∣∣∣∣∫ b

a

Φk(t) dW(t)−
∫ b

a

Φm(t) dW(t)

∣∣∣∣2
)

= E

(∫ b

a

|Φk(t)− Φm(t)|2 dt
)

→ 0, quando k,m→∞.

Portanto a sequência
∫ b
a

Φk(t) dW(t) é de Cauchy em L2(Ω). Além disso, o limite
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não depende da sequência escolhida.

De�nição 2.3.5 (Integral de Itô). Seja f(·) ∈ L2,loc
F

(0,∞;R). Então a integral de Itô,
b∫
a

f(s) dW(s), de f(·) com respeito ao movimento browniano W(·) de a até b é de�nida por

b∫
a

f(s) dW(s) = lim
k→∞

b∫
a

Φk(s) dW(s), em L2(Ω). (2.8)

em que {Φk(·)} ⊂ L2,loc
F

(0,∞;R) é a sequência de processos elementares limitados tais que

lim
k→∞

E

 b∫
a

(f(s)− Φk(s))
2 ds

 = 0, (2.9)

e
b∫
a

Φk(s) dW(s) é de�nido em (2.4) para cada k.

Exemplo 2.3.6. Um exemplo de cálculo de integral estocástica do movimento Browniano

é o lema 2.2.15. Basta considerar que λ = 0 e temos∫ T

0

W dW =
W2(T )

2
− T

2
.

Teorema 2.3.7. Se g ∈ L2,loc
F

(0,∞;R), então o processo estocástico

X(t) =

∫ t

0

g(s) dW(s), 0 ≤ t <∞,

é um martingale com relação a �ltração F.

Demonstração. Ver em [10]

Teorema 2.3.8. Seja f(·), g(·) ∈ L2,loc
F

(0,∞;R) e seja 0 ≤ a ≤ c ≤ b.Então

(i)
∫ b
a
f(s) dW(s) =

∫ c
a
f(s) dW(s) +

∫ b
c
f(s) dW(s), P-quase sempre.

(ii)
∫ b
a

(αf(s) + βg(s)) dW(s) = α
∫ b
a
f(s) dW(s) + β

∫ b
a
g(s) dW(s), ∀α, β ∈ R

(iii) E
[∫ b

a
f(s) dW(s)

]
= 0.

Demonstração. Ver em [11].

Teorema 2.3.9 (Desigualdades de Burkholder-Davis-Gundy). Seja (Ω,F ,P,F,W(·)) um
movimento Browniano uni-dimensional e seja g(·) ∈ L2,loc

F
(0,∞;R). Então, para cada
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p > 0, existe uma constante K(p) > 0 tal que para qualquer F-tempo de parada, τ ,

1

K(p)
E

[(∫ τ

0

|g(s)|2 ds
)p]

≤ E

[
sup

0≤t≤τ

∣∣∣∣∫ τ

0

g(s) dW(s)

∣∣∣∣2p
]

(2.10)

≤ K(p)E

[(∫ τ

0

|g(s)|2 ds
)p]

. (2.11)

Corolário 2.3.10 (Desigualdade Maximal de Doob). Seja g(·) ∈ L2,loc
F

(0,∞;R). Então,

para cada T > 0, existe uma constante K tal que

E

[
sup
s∈[0,T ]

∣∣∣∣∫ s

0

g(t) dW(t)

∣∣∣∣2
]
≤ K

∫ T

0

E[|g(s)|2] ds. (2.12)



Capítulo 3

Equação Diferencial Estocástica

Hereditária com Memória Ilimitada

O objetivo deste capítulo é demonstrar a existência e unicidade de solução da

Equação Diferencial Estocástica Hereditária com Memória Ilimitada.

3.1 Preliminares

Vamos trabalhar com espaço de Hilbert com peso ρ, M ≡ R × L2
ρ((−∞, 0];R)

equipado com o produto interno

〈(x, φ) , (y, ϕ)〉ρ = xy + 〈φ, ϕ〉2 = xy +

∫ 0

−∞
ρ(θ)φ(θ)ϕ(θ) dθ,

∀(x, φ), (y, ϕ) ∈ R× L2
ρ((−∞, 0];R), e a norma Hilbertiana

||(x, φ)||ρ = 〈(x, φ) , (y, ϕ)〉
1
2
ρ ,

onde L2
ρ é o espaço de Hilbert das funções mensuráveis φ : (−∞, 0) → R tais que∫ 0

−∞ |φ(θ)|2ρ(θ) dθ < ∞ e ρ : (−∞, 0] → [0,∞) é uma função que satisfaz as seguin-

tes suposições:

Suposição 3.1.1. A função ρ satisfaz as seguintes condições:

1. ρ é somável em (−∞, 0], isto é,

0 <

0∫
−∞

ρ(θ) d(θ) <∞ (3.1)

40
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2. Para todo t ≤ 0 tem um

K(t) = ess sup
θ∈(−∞,0]

ρ(t+ θ)

ρ(θ)
≤ K <∞, (3.2)

K(t) = ess sup
θ∈(−∞,0]

ρ(θ)

ρ(t+ θ)
<∞. (3.3)

Lema 3.1.2. Para cada 0 < T <∞, a função memória m : [0, T ]× L2
ρ(−∞, T ;R)→M

de�nida por m(t, ψ) = (ψ(t), ψt), (t, ψ) ∈ [0, T ]× L2
ρ(−∞, T ;R) é juntamente contínua.

Demonstração. Para 0 ≤ T ≤ ∞, nós vamos extender a função ρ : (−∞]→ [0,∞) a um

domínio maior (−∞, T ] colocando ρ(t) = ρ(0) ∀t ∈ [0, T ]. Seja Cρ((−∞, T ],R) (0 ≤ T ≤
∞) o espaço das funções contínuas φ : (−∞, T ]→ R tais que limθ→−∞

√
ρ(θ)φ(θ) = 0.

Como o espaço Cρ((∞, T ],R) é denso, pode ser continuamente encaixado em L2
ρ((−∞, 0];R).

Para mostrarmos que m(t, ψ]) = (ψ(t), ψt), (t, ψ) ∈ [0, T ] × L2
ρ(−∞, T ;R) é juntamente

contínua, tomemos t, s ∈ [0, T ] e φ(i) ∈ L2
ρ(−r, T ;Rn) para i = 1, 2, . . .. Para qualquer

ε > 0, queremos encontrar δ > 0 tal que se |t − s| < δ e ||ψ(1) − ψ(2)||ρ,2 < δ então

|ψ(1)(t)− ψ(2)(s)|+ ||ψ(1)
t − ψ

(2)
s ||ρ,2 < ε.

Seja φ(i) ∈ Cρ((−∞, T ];R) para i = 1, 2, . . . tal que

||ψ(i) − φ(i)||ρ,2 < ε0, i = 1, 2, . . . ,

em que ε1 >
√
K̄ε0 > 0 pode ser abitrariamente pequeno. Assim, para t ∈ [0, T ],

||ψ(i)
t − ψ(i)

s ||ρ,2 =

[∫ 0

−∞
ρ(θ)

∣∣ψ(i)(t+ θ)− φ(i)(t+ θ)
∣∣2 dθ] 1

2

=

[∫ 0

−∞

ρ(θ)

ρ(t+ θ)
ρ(t+ θ)

∣∣ψ(i)(t+ θ)− φ(i)(t+ θ)
∣∣2 dθ] 1

2

=
√
K̄

[∫ t

−∞
ρ(θ)

∣∣ψ(i)(θ)− φ(i)(θ)
∣∣2 dθ] 1

2

≤
√
K̄

[∫ T

−∞
ρ(s)

∣∣ψ(i)(s)− φ(i)(s)
∣∣2 ds] 1

2

=
√
K̄||ψ(i) − φ(i)||ρ,2

<
√
K̄ε0

< ε1.

Tomando δ < ε1,
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||φ(2) − φ(1)||ρ,2 ≤ ||φ(2) − ψ(2)||ρ,2 + ||ψ(2) − ψ(1)||ρ,2 + ||ψ(1) − φ(1)||ρ,2
< 3ε1.

Já que
√
ρφ(i), i = 1, 2, são uniformemente contínuas em (−∞, T ], podemos escolher

δ0 > 0 tal que, se t, s ∈ (−∞, T ] e |t − s| < δ0, então |
√
ρ(t)φ(i)(t) −

√
ρ(s)φ(i)(s)| < ε1.

Suponha t, s ∈ [0, T ] tais que |t− s| < δ0. Então

||φ(i)
t − φ(i)

s ||ρ,2 =

[∫ 0

−∞
ρ(θ)|φ(i)(t+ θ)− φ(i)(s+ θ)|2 dθ

] 1
2

≤ ε1.

Suponha |t− s| < δ < min{δ0, ε1}. Então as desigualdades acima implicam que

||φ(2)
t − φ(1)

s ||ρ,2 ≤ ||φ(2)
t − φ

(1)
t ||ρ,2 + ||φ(1)

t − ψ(1)
s ||ρ,2

≤ ||φ(2) − φ(1)||ρ,2 + ||√ρφ(1)
t −

√
ρφ(1)

s ||

≤ 3ε1 + ε1 = 4ε1.

Portanto,

||ψ(2)
t − ψ(1)

s ||ρ,2 ≤ ||ψ(2)
t − φ

(2)
t ||ρ,2 + ||φ(2)

t − φ(1)
s ||ρ,2 + ||φ(1)

s − ψ(1)
s ||ρ,2

≤ ε1 + 4ε1 + ε1 = 6ε1.

Tomando ε1 < ε
6
, o resultado segue. A análise acima também implica que

|ψ(1)(t)− ψ(2)(t)|2 também pode ser arbitrariamente pequeno. Isso prova o lema.

Corolário 3.1.3. A aplicação memória estocástica

m∗ : [0, T ]× L2(Ω, L2
ρ((−∞, T ],R))→ L2(Ω,R× L2

ρ((−∞, 0],R))

de�nida por (t, ψ(·)) 7−→ (ψ(t), ψt) é aplicação contínua.

Demonstração. Ver em [4]

NOTAÇÃO:

Ξ = M ≡ R × L2
ρ((−∞, 0],R). Por exemplo, L2(Ω,M) é o espaço de variáveis aleatórias

(x,Υ) M-avaliadas de�nidas no espaço de probabilidade (Ω,F ,P) tais que

||(x,Υ)||L2(Ω,M) ≡ E
[
|x|2 + ||Υ||2ρ

]
= E

[
|x|2 +

∫ 0

−∞
|Υ(θ)|2ρ(θ) dθ

]
<∞.
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Seja (Ω,F ,P,F,W(·)) o movimento Browniano padrão uni-dimensional. Queremos estabe-

lecer existência e unicidade de soluções fortes para o processo S(·) = {S(s), s ∈ (−∞,∞)}
do seguinte tipo da equação diferencial hereditária estocástica uni-dimensional com me-

mória in�nita mas desaparecendo (r =∞):

dS(s)

S(s)
= f(Ss)ds+ g(Ss)dW(s), s ∈ [0,∞), (3.4)

com estado inicial (S(0), S0) = (ψ(0), ψ) ∈ L2(Ω,M).

Suposição 3.1.4 (Continuidade Lipschitz). Existe uma constante klip > 0 tal que

|φ(0)f(φ)− ψ(0)f(ψ)|+ |φ(0)g(φ)− ψ(0)g(ψ)|

≤ klip (||φ(0), φ)− (ψ(0), ψ)||M) , ∀(φ(0), φ), (ψ(0), ψ) ∈M.

Suposição 3.1.5 (Crescimento Linear). Existe uma constante KG tal que

|ψ(0)f(ψ)|+ |ψ(0)g(ψ)| ≤ KG(1 + ||ψ(0), ψ||M), ∀(ψ(0), ψ) ∈M.

3.2 Existência e Unicidade de Soluções

De�nição 3.2.1. Seja (φ(0), φ) ∈M ≡ R×L2
ρ((−∞, 0];R). Um processo uni-dimensional

S(·) = {S(s), s ∈ (−∞,∞)} é dito ser uma solução forte de (3.4) no intervalo in�nito

(−∞,∞) e através da condição inicial (φ(0), φ) ∈M se satisfaz as seguintes condições:

1. S(θ) = φ(θ), ∀θ ∈ (−∞, 0]

2. S(·) = {S(s), s ∈ [0,∞)} é F-adaptado em [0,∞).

3. P
[∫∞

0
(|S(t)f(st)|+ S2(t)g2(st)) dt <∞

]
= 1.

4. Para cada s ∈ [0,∞), o processo {S(s), s ∈ [0,∞)} satisfaz a seguinte equação

integral estocática P-quase sempre

S(s) = φ(0) +

∫ s

0

S(t)f(St) dt+

∫ s

0

S(t)g(St) dW(t) (3.5)

De�nição 3.2.2. Uma solução forte {S(s), s ∈ (−∞,∞)} da equação (3.4) é dita única

se {S̃(s), s ∈ (−∞,∞)} é também uma solução forte de (3.4) no intervalo (−∞,∞) e,

através da mesma condição inicial (φ(0), φ) ∈M, tem-se

P
{
S(s) = S̃(s) ∀s ∈ [0,∞)

}
= 1.
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O próximo lema é necessário para estabelecer a existência e unicidade do processo

solução forte {S(s), s ∈ (−∞,∞)} de (3.4).

Lema 3.2.3. Assuma que f, g : L2
ρ((−∞,R) → R satisfazem a condição lipschitz. Seja

x(·) = {x(t), t ∈ R} e y(·) = {y(t), t ∈ R} dois processos F-adaptados que são contínuos

para t ≥ 0 e tais que

(x(0), x0), (y(0), y0) ∈M quase sempre.

Denote

R(s, x(·)) =

∫ s

0

x(t)f(xt) dt+

∫ s

0

x(t)g(xt) dW(t)

≡ R(s, x(·)) +Q(s, x(·)). (3.6)

Similarmente,

R(s, y(·)) =

∫ s

0

y(t)f(yt) dt+

∫ s

0

y(t)g(yt) dW(t)

≡ R(s, y(·)) +Q(s, y(·)).

Seja δ(·) = x(·) + y(·). Então a seguinte desigualdade acontece para T > 0:

E

[
sup
s∈[0,T ]

|R(s, x(·))−R(s, y(·))|2
]
≤ AE

[
||(δ(0), δ0)||2ρ

]
+BE

[∫ T

0

|δ(s)|2 ds
]
, (3.7)

em que A e B são constantes positivas que dependem apenas de L, T e ||ρ||1.

Demonstração. Pelo lema 3.1.2 temos que (x(s), xs), (y(s), ys) ∈M para cada s ∈ [0, T ].

Os processos M-avaliados {(x(s), xs), s ≥ 0} e {(y(s), ys), s ≥ 0} são contínuos e progres-
sivamente mensuráveis com respeito a G(0) ∨ F(s). Usando o teorema 2.3.9 temos:

E

[
sup

0≤t≤T
|R(t, x(·))−R(t, y(·))|2

]
= E

[
sup

0≤t≤T
|R(t, x(·)) +Q(t, x(·))−R(t, y(·))−Q(t, y(·))|2

]
≤ k2E

[
sup

0≤t≤T
|R(t, x(·))−R(t, y(·))|2 + sup

0≤t≤T
|Q(t, x(·))−Q(t, y(·))|2

]
≤ k2E

[
T

∫ T

0

|x(s)f(xs)− y(s)f(ys)|2 ds+ c

∫ T

0

|x(s)g(xs)− y(s)g(ys)|2 ds
]

≤ k2E

[
TL

∫ T

0

||(x(s), xs)− (y(s), ys)||2ρ ds
]

+ k2cLE

[∫ T

0

||(x(s), xs)− (y(s), ys)||2ρ ds
]

≤ k2L(T + c)E

[∫ T

0

||(δ(s), δs)||2ρ ds
]
. (3.8)
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Agora,

||(δ(s), δs)||2ρ = |δ(s)|2 +

∫ 0

−∞
|δ(s+ θ)|2ρ(θ) dθ

e ∫ 0

−∞
|δ(s+ θ)|2ρ(θ) dθ =

∫ −s
−∞
|δ(s+ θ)|2ρ(θ) dθ +

∫ 0

−s
|δ(s+ θ)|2ρ(θ) dθ

≤
∫ −s
−∞
|δ(s+ θ)|2 ρ(θ)

ρ(s+ θ)
dθ +

∫ s

0

|δ(ν)|2ρ(ν − s) dν

≤ K̄

∫ −s
−∞
|δ(s+ θ)|2ρ(s+ θ) dθ +

∫ s

0

|δ(ν)|2ρ(ν − s) dν

= K̄

∫ 0

−∞
|δ(θ)|2ρ(θ) dθ +

∫ s

0

|δ(ν)|2ρ(ν − s) dν

em que K̄ é a constante da suposição 3.1.1.

Portanto

||(δ(s), δs)||2ρ ≤ |δ(s)|2 + K̄

∫ 0

−∞
|δ(θ)|2ρ(θ) dθ +

∫ s

0

|δ(ν)|2ρ(ν − s) dν.

Substituindo a desigualdade acima em (3.8) temos

E

[
sup

0≤t≤T
|R(t, x(·))−R(t, y(·))|2

]
≤ k2L(T + c)E

[∫ T

0

||(δ(s), δs||2ρ ds
]

≤ k2L(T + c)E

[∫ T

0

|δ(s)|2 ds
]

+ k2L(T + c)E

[
K̄

∫ T

0

(∫ 0

−∞
|δ(θ)|2ρ(θ) dθ

)
ds

]
+ k2L(T + c)E

[∫ T

0

(∫ s

0

|δ(ν)|2ρ(ν − s) dν
)
ds

]
Note que ∫ T

0

(∫ s

0

|δ(ν)|2ρ(ν − s) dν
)
ds ≤

(∫ 0

−∞
ρ(θ) dθ

)(∫ T

0

|δ(s)|2 ds
)

= ||ρ||1
(∫ T

0

|δ(s)|2 ds
)
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Segue então que

E

[
sup

0≤t≤T
|R(t, x(·))−R(t, y(·))|2

]
≤ k2L(T + c)E

[∫ T

0

|δ(s)|2 ds
]

+ K̄E

[∫ T

0

(∫ 0

−∞
|δ(θ)|2ρ(θ) dθ

)
ds

]
+ ||ρ||1E

[∫ T

0

|δ(s)|2 ds
]

≤ L(T + c)

[
E

[∫ T

0

|δ(s)|2 ds
]

(1 + ||ρ||1)

]
+ L(T + c)K̄TE

[
||δ(0), δ0)||2ρ

]
Chamemos A = k2LK̄T (T + c) e B = k2L(T + c)(1 + ||ρ||1) e isto prova o lema.

Corolário 3.2.4. Sob as condições do lema 3.2.3, as seguintes desigualdades são satis-

feitas para cada T > 0:

E

[
sup
s∈[0,T ]

|R(s, x(·))−R(s, y(·))|2
]
≤ AE

[
||(δ(0), δ0)||2ρ

]
+M(T )E

[
sup
s∈[0,T ]

|δ(s)|2
]
, (3.9)

em que A é o mesmo acima, M(T ) depende apenas de T e B, e

M(T )→ 0 quando T → 0.

Demonstração. Inserindo |δ(t)| ≤ sup0≤t≤T δ(t) com 0 ≤ t ≤ T em (3.7), obtém-se (3.9)

com as apropriadas constantes A e M(T ).

Teorema 3.2.5. Assuma as Suposições 3.1.4 e 3.1.5 são satisfeitas. Então para cada

(ψ(0), ψ) ∈M, existe um único e não negativo processo solução forte {S(t), t ∈ (−∞,∞)}
através da condição inicial (ψ(0), ψ) ∈M.

Demonstração. A existência e a unicidade do processo solução forte {S(t), t ∈ (−∞,∞)}
segue usando o método padrão de aproximações sucessivas.

Existência

Vamos assumir que o processo inicial (ψ(0), ψ) ∈M é F(0)-mensurável. Para cada T > 0,

de�na uma sequência de processos {S(k)(s), s ∈ (−∞, T ]} para k = 0, 1, . . ., como segue:

S(0)(s, w) =

{
ψ(0) se s ≥ 0

ψ(s) se s ≤ 0,

e para k = 1, 2, . . .,
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S(k)(s, w) =

{
ψ(0) +R(s, S(k−1)(·)) se s ∈ [0, T ]

ψ(s) se s ≤ 0,

em queR(s, S(k−1)(·)) é de�nido em (3.7) e, novamente, S(k)
s (θ) = S(k)(s+θ), θ ∈ [−∞, 0].

A partir dessa de�nição, das condições (veja 3.1.4 e 3.1.5) e do lema 3.1.2, segue que os

processos {S(k)(s), s ∈ [0, T ]}, k = 0, 1, . . . são F adaptados, mensuráveis e contínuos, e

(S(k)(s), S
(k)
s ) ∈M, para s ≥ 0.

Por indução, iremos provar que para qualquer T > 0,

E

[
sup
s∈[0,T ]

|S(k)(s)|p
]
<∞.

Inicialmente, para k = 0, temos (S(0)(0), S
(0)
0 ) ∈ M, e pela construção acima para t ∈

[0, T ],

||(S(0)(0), S
(0)
0 )||M ≤ K||(S(0), S0)||M, ∀t ∈ [0, T ]

para uma constante K > 0 dependendo de K̄.Portanto,

E

[
sup
s∈[0,T ]

|(S(0)(0), S
(0)
0 )|p

M

]
≤ KE [||(S(0), S0)||M] <∞.

Pelo processo de indução, suponha que

E

[
sup
s∈[0,T ]

|S(k−1)(s)|p
]
<∞.

Avaliando como no lema 3.2.3 e a desigualdade de Holder, temos

E

[
sup
t∈[0,T ]

||(S(k)(t), S
(k)
t )||p

M

]

≤ k̄pE

[
|ψ(0)|p + T p−1

∫ T

0

|S(k−1)(t)f(S
(k−1)
t )|p dt

+ cp

(∫ T

0

|S(k−1)(t)g(S
(k−1)
t )|2 dt

) p
2

]

≤ k̄pE

[
|ψ(0)|p + T p−1c2

∫ T

0

(1 + ||(S(k−1)(t), S
(k−1)
t )||p

M
dt

+ cp2cp

(∫ T

0

(1 + ||(S(k−1)(t), S
(k−1)
t )||p

M
dt

) p
2

]
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≤ k̄pE
[
|ψ(0)|p + cp2(T p + cpT

p
2 )

×

(
1 + sup

t∈[0,T ]

||(S(k−1)(t), S
(k−1)
t )||M

)p]
<∞.

Com isso garantimos que essas iterações estão no espaço das funções contínuas tais que

E [sup |S(s)|2] <∞.

Vamos provar por indução que

E
[
|S(k+1)(t)− Sk(t)|2

]
≤ 4(BT )k+1K2

G(t+K(2))k+2

(k + 2)!
.

Para k = 0 temos,

E
(
|S1(t)− S0(t)|2

)
= E

(
|R(t, S0(·))|2

)
= E

(∣∣∣∣∫ t

0

S(0)(s)f(S(0)
s ) ds+

∫ t

0

S(0)(s)g(S(0)
s ) dW(s)

∣∣∣∣2
)

≤ 2E

(∣∣∣∣∫ t

0

ψ(0)f(ψ(s))

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∫ t

0

ψ(0)g(ψ(s)) dW(s)

∣∣∣∣2
)

≤ 2E

((∫ t

0

|ψ(0)f(ψ(s))|
)2

+K(2)

(∫ t

0

|ψ(0)g(ψ(s))|2 ds
) 1

2

)

≤ 2E

((∫ t

0

12 ds

) 1
2
(∫ t

0

K2
G(1 + ||ψ(0), ψ(s)||M)2 ds

) 1
2

)2


+ 2K(2)E

(∫ t

0

K2
G(1 + ||ψ(0), ψ(s)||M)2 ds

)
≤ 2E

(
2tK2

G

∫ t

0

1 + ||ψ(0), ψ(s)||2
M
ds

)
+ 2K(2)E

(
2K2

G

∫ t

0

1 + ||ψ(0), ψ(s)||2
M
ds

)
= 4tK2

GE

(∫ t

0

1 + ||ψ(0), ψ(s)||2
M
ds

)
+ 4K(2)K2

GE

(∫ t

0

1 + ||ψ(0), ψ(s)||2
M
ds

)
= 4K2

G(t+K(2))E

(∫ t

0

1 + ||ψ(0), ψ(s)||2
M
ds

)
= 4K2

G(t+K(2))∆

Lembrando que a passagem da primeira para a segunda desigualdade foi obtida

ao aplicar o supremo e em seguida utilizar a desigualdade de Burkholder-Davis-Gundy.
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Pelo processo de indução, suponha que

E
[
|S(k)(t)− S(k−1)(t)|2

]
≤ 4(BT )kK2

G(t+K(2))k+1∆

(k + 1)!

Usando o lema 3.2.3 e o corolário 3.2.4, temos

E
[
|S(k+1)(t)− S(k)(t)|2

]
≤ E

[∣∣R (t, S(k)(·)
)
−R

(
t, S(k−1)(·)

)∣∣2]
≤ BE

[∫ t

0

∣∣S(k)(s)− S(k−1)(s)
∣∣2 ds]

≤ BT4K2
G∆

∫ t

0

(s+K(2))k+1(BT )k

(k + 1)!
ds

≤ 4(BT )k+1K2
G(t+K(2))k+2∆

(k + 2)!

Logo, temos que

E

[
sup

0≤t≤T
|S(k+1)(t)− S(k)(t)|2

]
≤ 4(BT )k+1K2

G(T +K(2))k+2∆

(k + 2)!
.

Pela Desigualdade de Chebyshev e pelo Lema de Borel Cantelli, temos

P

(
sup

0≤t≤T

∣∣S(k+1)(t)− S(k)(t)
∣∣ ≥ λ

)
≤ 1

λ2
E

[
sup

0≤t≤T

∣∣S(k+1)(t)− S(k)(t)
∣∣2]

≤ 1

λ2

4(BT )kK2
G(T +K(2))k+1∆

(k + 1)!

e
∞∑
k=1

1

λ2

4(BT )kK2
G(T +K(2))k+1∆

(k + 1)!
<∞.

À luz disto, para quase todos os w,

S(k) = S(0) +
k−1∑
j=0

(
S(k+1) − S(k)

)
,

converge em [0, T ] para algum processo S(·) ∈ L2(Ω,M) e que o processo limitante S(·)
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satisfaz (3.4). De fato, usando as suposições 3.1.4 e o teorema 2.3.9,

E

[
sup

0≤t≤T

∣∣∣∣∫ t

0

g(S(k)
s )S(k)(s)− g(Ss)S(s) dW(s)

∣∣∣∣2
]

≤ K(2)E

[∫ T

0

|g(S(k)
s )S(k)(s)− S(s)g(Ss)|2 ds

]
≤ K(2)KlipE

[∫ T

0

||(S(k)(s)− S(s), S(k)
s − Ss)||M ds

]
≤ K(2)KlipE

[∫ T

0

(
|S(k)(s)− S(s)|2 +

∫ 0

−∞
ρ(θ)|S(k)

s (θ)− Ss(θ)|2 dθ
)
ds

]
−→ 0 quando k →∞.

A�nal, quando |S(k)
s (θ)− Ss(θ)| = 0 ∀θ ∈ (−∞, 0). Assim como,

E

[∣∣∣∣∫ t

0

f(S(k)
s )S(k)(s)− f(Ss)S(s)d(s)

∣∣∣∣2
]

≤ KlipE

[
sup

0≤t≤T

∫ t

0

||(S(k)(s)− S(s), S(k)
s − Ss)||M ds

]
−→ 0 quando k →∞.

Além disto, temos que o processo S(·) é F-adaptado, uma vez que é limite de sequências

em que cada elemento é F-adaptado. Para completarmos a prova da existência de solução

forte, devemos provar que

P

[∫ ∞
0

(
|S(t)f(St)|+ S2(t)g2(St)

)
dt <∞

]
= 1.

De fato,

∫ ∞
0

(
|S(t)f(St)|+ S2(t)g2(St)

)
dt

≤
∫ ∞

0

KG (1 + ||S(t), St||M) dt+

∫ ∞
0

KG (1 + ||S(t), St||M)2 dt

≤ KG

∫ ∞
0

(
1 + |S(t)|2 +

∫ 0

−∞
ρ(θ)|St(θ)|2 dθ

)
︸ ︷︷ ︸

<∞

dt

+ KG

∫ ∞
0

(
1 + |S(t)|2 +

∫ 0

−∞
ρ(θ)|St(θ)|2 dθ

)2

︸ ︷︷ ︸
<∞

dt

< ∞.
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Unicidade

Sejam {S(t), t ∈ (−∞,∞)} e {S̄(t), t ∈ (−∞,∞)} dois processos solução fortes
de (3.4) através da condição inicial (ψ(0), ψ) ∈M. Nós precisamos mostrar que

P{S(s) = S̄(s), ∀s ≥ 0} = 1.

Observe que S(t) − S̄(t) = 0 ∀t ≤ 0, a�nal para todo t ∈ (−∞, 0) temos S(t) = ψ(t).

Temos

S(t)− S̄(t) =

∫ t

0

S(λ)f(Sλ)− S̄(λ)f(S̄λ) dt+

∫ s

0

S(λ)g(Sλ)− S̄(λ)g(S̄λ)dW(λ)

Logo, pelo lema 3.2.3, temos ∀T > 0

E
[
|S(t)− S̄(t)|2

]
≤ E

[
sup
t∈[0,T ]

|S(t)− S̄(t)|2
]

= E

[
sup
t∈[0,T ]

∣∣R(t, S(·))−R(t, S̄(·))
∣∣2]

≤ AE
[
||S(0)− S̄(0), S0 − S̄0||2ρ

]
+BE

[∫ T

0

|S(t)− S̄(t)|2 ds
]
.

Mas

AE
[
||S(0)− S̄(0), S0 − S̄0||2ρ

]
= 0,

uma vez que S(0) = S̄(0) e S(θ) = S̄(θ), θ ∈ (−∞, 0).

Basta então de�nir h(t) := E
[
|S(t)− S̄(t)|2

]
, e temos

h(t) ≤ B

∫ t

0

E
[
|S(λ)− S̄(λ)|2

]
dλ para todo 0 ≤ t ≤ T.

Assim, pelo lema de Gronwall, com α(t) = 0, implica h ≡ 0. Portanto S(t) = S̄(t) quase

sempre para todo t ∈ Q
⋂

[0, T ]. Pela continuidade dos processos S e S̄, concluímos que

P{S(t) = S̄(t), ∀t ∈ [0, T ]} = 1.



Capítulo 4

Otimização de Portfólio Hereditário

Este capítulo irá tratar do problema de otimização de portfólio hereditário com

tempo in�nito no mercado �nanceiro, que consiste em uma conta poupança e uma conta

de ações. Supõe-se que a conta poupança tem juro λ > 0 composto contínuo, e o processo

preço unitário da ação tratada em questão, {S(t), t ≥ 0}, satisfaz a equação

dS(t)

S(t)
= f(St)dt+ g(St) dW(t), t ∈ [0,∞). (4.1)

O objetivo principal da conta de ações é manter o controle dos inventários, isto

é, controlar os instantes de tempo onde foram compradas partes de ações ou onde hou-

veram vendas a descoberto para efeitos de cálculo dos impostos sobre o capital ganho

e créditos sobre a perda de capital. Na região de solvência Sk (que será tratada na em

4.1.4) e sob as exigências de pagar os custos de transação �xo mais proporcional e im-

postos sobre o capital ganho, o investidor é permitido consumir a partir da sua conta

poupança de acordo com um processo taxa de consumo C = {C(t), t ≥ 0} e pode fazer

transações entre suas contas poupança e de ações de acordo com a estratégia de nego-

ciação: T = {(τ(i), ζ(i)), i = 1, 2, . . .}, onde τ(i), i − 1, 2, . . ., denota a sequência de

tempos de transação e ζ(i) representa a quantidade de transações no tempo τ(i) (ver

de�nição (4.3)). Neste capítulo deduziremos também a desigualdade quase-variacional de

Hamilton-Jacobi-Bellman (HJBQVI) para a função valor (de�nida em 4.13), o que será

de extrema importância para chegarmos ao Teorema de Veri�cação, este que nos dá a

condição su�ciente para obtermos uma estratégia de consumo-negociação ótima.

Consideremos alguns conceitos básicos de economia:

• POSIÇÕES:

� Curta: Quando o investidor vende algo que não tem, para ser liquidado em

data futura.

� Longa: Quando o investidor compra algo.

52
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• VENDA A DESCOBERTO: prática �nanceira que consiste na venda de um

ativo �nanceiro que não se possui esperando que o preço caia para recomprá-lo e

lucrar na transação com a diferença.

• INVENTÁRIO: Estoque de ações.

O investidor vai seguir o seguinte conjunto de regras de consumo, transação e de

tributação (regras (a)-(f)). A ação do investidor no mercado é chamada uma transação

se envolve negociação de ações, como compra e venda.

Regra (a) No momento de cada transação, o investidor tem de pagar um custo de tran-

sação, que consiste de um custo �xo κ > 0 e um custo de transação proporcional

com a taxa de µ ≥ 0 tanto para compra e venda de ações da conta de ações. Todas

as compras e vendas de qualquer quantidade de ações será considerada uma transa-

ção se forem executadas no mesmo instante de tempo e, portanto, incorrerá apenas

uma taxa �xa κ > 0 (além de um custo de transação proporcional).

Regra (b) Dentro da região de solvência Sk, o investidor é permitido consumir e pedir o

dinheiro de sua conta de poupança para a compra de ações. Ele também pode vender

e/ou recomprar as ações pelo preço que ele comprou e/ou vendeu a descoberto em

um momento anterior.

Regra (c) As receitas das vendas de ações menos os custos de transação e impostos sobre

o capital ganho serão alocadas em sua conta poupança e as compras de participações

acionárias em conjunto com os custos de transação associados e imposto sobre o

capital ganho (nas operações curtas da conta de ações foram compradas de volta

com um lucro) será �nanciada a partir de sua conta poupança.

Regra (d) Sem perda de generalidade, assume-se que a receita de juros na conta pou-

pança corresponde à taxa líquida λ > 0, onde esta taxa de juros é igual à taxa de

juros paga pelo banco, menos a taxa de imposto correspondente a respectiva receita.

Regra (e) No momento de uma transação (digamos t ≥ 0), o investidor é obrigado a

pagar um imposto sobre o capital ganho (a ser pago respectivamente como crédito

perda de capital), no valor que é proporcional à quantidade de lucro (respectiva-

mente, perda ou prejuízo). A venda de ações é dita resultar em lucro se o preço

atual da ação S(t) for maior do que o preço base B(t) da ação e caso contrário,

é dita resultar em um prejuízo. O preço base B(t) é de�nido como sendo o preço

pelo qual as ações foram previamente compradas ou vendidas a descoberto, isto é,

B(t) = S(t− τ(t)), em que τ(t) > 0 é o tempo de duração para que essas ações (de

longa ou curta duração) têm sido mantidas até o tempo t. O investidor também

vai pagar imposto sobre o capital ganho (a ser pago respectivamente como crédito
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sobre a perda de capital) pela quantidade de lucro (respectivamente, prejuízo) por

venda de ações a descoberto e, em seguida, comprar de volta as ações a um menor

(respectivamente, maior) preço em um momento posterior. O imposto será pago

(ou o crédito será dado) no momento da recompra. Ao �nal, um valor negativo

de imposto será interpretado como crédito de perda de capital. O imposto sobre

o capital ganho e a taxa de crédito sobre a perca de capital são considerados o

mesmo que β > 0 por simpli�cação. Portanto, se |m| (m > 0 signi�ca comprar e

m < 0 signi�ca vender) ações da bolsa são negociadas ao preço atual S(t) na base

B(t) = S(t− τ(t)), então o valor do imposto devido no tempo de transação é dada

por

|m|β(S(t)− S(t− τ(t)))

Regra (f) O imposto e/ou crédito não poderá exceder todas as outras receitas brutas

e/ou custos totais das partes de ações, isto é,

m(1− µ)S(t) ≥ βm|S(t)− S(t− τ(t))| se m ≥ 0

e

m(1 + µ)S(t) ≤ βm|S(t)− S(t− τ(t))| se m ≤ 0,

em que m ∈ R denota a quantidade de ações negociadas, com m ≥ 0 é o número de

ações compradas e m < 0 é o número de ações vendidas.

Assumiremos que µ + β < 1. Isto implica que as despesas associadas com uma

negociação não excederá os proventos.

Sob todas as condições e regras acima, o objetivo do investidor é buscar uma

estratégia ideal de consumo-negociação a �m de maximizar a seguinte utilidade esperada

a partir do consumo total de desconto:

Jκ(x, ξ, ψ(0), ψ; π) = Ex,ξ,ψ(0),ψ;π

 ∞∫
0

e−αt
Cγ(t)

γ
dt

 , (4.2)

em que α > 0 representa a taxa de desconto e 0 < γ < 1 representa o fator de aversão ao

risco do investidor.

De�nição 4.0.6. Se t ≥ 0 e φ : R → R é função mensurável, de�na φt : (−∞, 0] → R

por φt(θ) = φ(t+ θ), θ ∈ (−∞, 0].

4.1 O Problema de Otimização de Portfólio Hereditário

Esta seção é dedicada a formulação do problema de otimização de portfólio he-

reditário com impostos sobre capital ganho e custos de transação �xo mais proporcional.
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4.1.1 Estrutura de Preço Hereditário com Memória Ilimitada

Sejam ρ a função in�uência que satisfaz a suposição 3.1.1 e M = R × L2
ρ o

espaço do histórico da dinâmica dos preços das ações. Para t ∈ (−∞,∞), seja S(t) o

preço unitário da ação no tempo t. É assumido que o processo preço unitário da ação

{S(t), t ≥ 0} satisfaz a equação (3.4):

dS(t)

S(t)
= f(St)dt+ g(St)dW(t), t ∈ [0,∞).

Assumiremos que f(St) e g(St) representam respectivamente a taxa de retorno médio e a

volatibilidade dos preços das ações no tempo t ≥ 0. Note que a ação é dita ter estrutura

de preço hereditário com memória in�nita mas desaparecendo porque os termos S(t)f(St)

e S(t)g(St) dependem explicitamente do histórico do preços (S(t), St) ∈ [0,∞) × L2
ρ,+.

Usamos a seguinte notação:

L2
ρ,+ = {φ ∈ L2

ρ|φ(θ) ≥ 0, ∀θ ∈ (−∞, 0)}.

É assumido por simplicidade e para garantir a existência e unicidade de solução

forte S(t), t ≥ 0 que a função preço inicial (S(0), S0) = (ψ(0), ψ) ∈ R+ × L2
ρ,2 é dado e as

funções f, g : L2
ρ → [0,∞) são contínuas e satisfazem as suposições 3.1.4, 3.1.5 e

Suposição 4.1.1 (Limites superior e inferior). Existem constantes positivas α e σ tais

que

0 < λ < b ≤ f(φ) ≤ b̄ e 0 < σ ≤ g(φ); ∀φ ∈ L2
ρ,+.

4.1.2 O espaço dos inventários das ações

O espaço dos inventários das ações, N, será o espaço da funções limitadas ξ :

(−∞, 0)→ R da seguinte forma:

ξ(θ) =
∞∑
k=0

n(−k)1{τ(−k)}(θ), θ ∈ (−∞, 0], (4.3)

em que {n(−k), k = 0, 1, 2, . . .} é uma sequência em R com n(−k) = 0 para todos exceto

para um número �nito de k,

−∞ < . . . < τ(−k) < . . . < τ(−1) < τ(0) = 0,

e 1{τ(−k)} é função indicadora para τ(−k). Seja || · ||N a norma no espaço N de�nida por

||ξ||N = sup
θ∈(−∞,0]

|ξ(θ)|,∀ξ ∈ N. (4.4)



56

A função ξ : (−∞, 0] → R de�nida acima denota o inventário da conta de ações

do investidor. n(−k) > 0 (respectivamente, n(−k) < 0) representa o número de partes

compradas (respectivamente, vendidas a descoberto)no tempo τ(−k). A suposição que

n(−k) = 0 para todos exceto para um número �nito de k, implica que o investidor só

pode ter um número �nito de posições longas ou curtas abertas em sua conta de ações.

Portanto, o número de posições longas e/ou curtas abertas pode aumentar ao longo do

tempo. O investidor é dito ter uma posição longa (respectivamente, curta) no tempo τ se

ele ainda possui (respectivamente, deve) todas ou parte das ações que foram originalmente

adquiridas (respectivamente, vendidas a descoberto) num momento anterior τ . A única

maneira de fechar uma posição é vender tudo o que possui e comprar de volta tudo o que

ele deve.

Observação 4.1.2. O inventário no tempo t = 0 descrito em (4.3) também pode ser

escrito como segue a sequência dupla:

ξ = {(n(−k), τ(−k)), k = 0, 1, 2, . . .},

em que n(−k) > 0 (rescpectivamente, n(−k) < 0) denota o número de ações com-

pradas (respectivamente, vendidas a descoberto) pelo investidor no tempo τ(−k) para

k = 0, 1, 2, . . ..

Se η : R→ R é uma função limitada da forma

η(t) =
∞∑

k=−∞

n(k)1{τ(k)}(t), −∞ < t <∞,

em que

−∞ < · · · < τ(−k) < · · · < 0 = τ(0) < τ(1) < · · · < τ(k) < · · · <∞,

então para cada t ≥ 0, de�nimos, usando a de�nição 4.0.6, a função ηt : (−∞, 0]→ R por

ηt(θ) = η(t+ θ), θ ∈ (−∞, 0].

Neste caso,

ηt(θ) =
∞∑

k=−∞

n(k)1{τ(k)}(t+ θ)

=

Q(t)∑
k=−∞

n(k)1{τ(k)−t}(t), θ ∈ (−∞, 0],

em que Q(t) = sup{k ≥ 0|τ(k) ≤ t}. Note que se ηt representa o inventário da conta de
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ações do investidor, então ηt pode ser expressa como uma sequência dupla:

ηt = {(n(k), τ(k)), k = . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . , Q(t)}.

4.1.3 Estratégias de consumo-negociação

Para descrevermos o nosso problema e os resultados obtidos , considere

((X(0−), N0−, S(0), S0) = (x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ R×N× R+ × L2
ρ,+ ≡ S

o portfólio inicial do investidor imediatamente antes a t = 0; que é, o investidor começa

com x ∈ R doláres em sua conta poupança, o inventário da ação inicial

ξ(θ) =
∞∑
k=0

n(−k)1{τ(−k)}(θ), θ ∈ (−∞, 0],

e o per�l inicial do histórico dos preços das ações (ψ(0), ψ) ∈ R+×L2
ρ,+. Dentro da região

de solvência Sk, o investidor é permitido consumir a partir da sua conta de poupança e

pode fazer transações entre sua conta poupança e sua conta de ações sob as regras (a) -

(f) e de acordo com a estratégia de consumo-negociação π = (C, T ), de�nida a seguir:

De�nição 4.1.3. 1. O processo taxa de consumo C = {C(t), t ≥ 0} é não negativo

G-progressivamente mensurável tal que

T∫
0

C(t) dt <∞ P− quase sempre, ∀T > 0

.

2. T = {(τ(i), ζ(i)), i = 1, 2, . . .} é uma estratégia de negociação, com τ(i), i = 1, 2, . . .,

sendo uma sequência de tempos de negociação, que são G-tempos de parada tais que

0 = τ(0) ≤ τ(1) < . . . < τ(i) < . . .

e para cada i = 0, 1, . . .,

ζ(i) = (. . . ,m(i− k), . . . ,m(i− 2),m(i− 1),m(i))

é uma vetor aleatório N-avaliado G(τ(i))-mensurável que representa a quantidade

negociada no tempo de negociação τ(i). Acima, G = {G(t), t ≥ 0} é a �ltração

gerada pelos preços das ações {S(t), t ≥ 0} e m(i) > 0 (respectivamente,m(i) < 0)

é o número de ações recém adquiridas (respectivamente, vendidas a descoberto) no

momento atual τ(i) e no preço atual S(τ(i)) e, para k = 1, 2, . . . ,m(i − k) > 0
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(respectivamente, m(i−k) < 0) é o número de ações recompradas (respectivamente,

vendidas) no momento atual τ(i) e no preço atual S(τ(i)) em sua posição curta

aberta (respectivamente, longa) no momento anterior τ(i−k) e no preço base S(τ(i−
k)).

Para cada inventário da ação ξ com sua forma expressa em (4.3), as regras de

(a)-(f) também determinam que o investidor pode comprar ou vender a descoberto novas

ações (isto é, (−∞ < m(0) <∞)), pode vender tudo ou parte do que ele possui, isto é,

m(−k) ≤ 0 e n(−k) +m(−k) ≥ 0 se n(−k) > 0,

e/ou pode comprar de volta tudo ou parte do que ele deve, isto é,

m(−k) ≥ 0 e n(−k) +m(−k) ≤ 0 se n(−k) < 0,

tudo no mesmo instante. Portanto, a quantidade de negociação {m(−k), k = 0, 1, . . .}
devem satisfazer o conjunto restrição R ⊂ N de�nido por

R(ξ) = {ζ ∈ N|ζ =
∞∑
k=0

m(−k)1{τ(−k)},−∞ < m(0) <∞, e

ambos n(−k) > 0,m(−k) ≤ 0, e n(−k) +m(−k) ≥ 0

ou n(−k) < 0,m(−k) ≥ 0 e n(−k) +m(−k) ≤ 0 para k ≥ 1}.

4.1.4 Região de Solvência

Assumiremos que o espaço de estados do investidor S é dado por S = R × N ×
[0,∞) × L2

ρ,+. Um elemento (x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ S é chamado portfólio, em que x ∈ R é

a participação do investidor na conta poupança, ξ é o inventário da ação do investidor

e (ψ(0), ψ) ∈ [0,∞) × L2
ρ,+ é o per�l histórico dos preços das ações. De�na a função

Hκ : S→ R como segue:

Hκ(x, ξ, ψ(0), ψ) = max {Gκ(x, ξ, ψ(0), ψ),min{x, n(−k)ψ(τ(−k)), k = 0, 1, 2, . . .}} ,
(4.5)

em que Gκ : S→ R é a função liquidação de�nida por

Gκ(x, ξ, ψ(0), ψ) = x− κ+
∞∑
k=0

[min{(1− µ)n(−k), (1 + µ)n(−k)}ψ(0)

−n(−k)β(ψ(0)− ψ(τ(−k)))],

que representa o valor em dinheiro depois de fechar todas as posições abertas e pagar

todos os custos de transação.

Do lado direito da expressão acima,

• x− κ representa a quantidade na sua conta poupança depois de deduzir o custo de
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transação �xo,

e para cada k = 0, 1, . . .

• min{(1 − µ)n(−k), (1 + µ)n(−k)}ψ(0) representa os custos proporcionais de tran-

sação para venda (n(−k) > 0 ou recompra n(−k) < 0 de ações;

• −n(−k)β(ψ(0)− ψ(τ(−k))) representa o imposto sobre o capital ganho a ser pago

pela venda de n(−k) partes das ações com preço atual de ψ(0) e preço base de

ψ(τ(−k)).

A região de solvência Sk de um problema de otimização de porfólio é de�nida

como:

Sκ = {(x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ S|Hκ(x, ξ, ψ(0), ψ) ≥ 0}

= {(x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ S|Gκ(x, ξ, ψ(0), ψ) ≥ 0} ∪ S+ (4.6)

em que S+ = R+ ×N+ × R+ × L2
ρ,+ e N+ = {ξ ∈ N|ξ(θ) ≥ 0,∀θ ∈ (−∞, 0]}.

Note que dentro da região de solvência Sκ existem posições que não são fechadas,

nomeadamente aqueles (x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ Sκ, tais que

(x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ S+ e Gκ(x, ξ, ψ(0), ψ) < 0.

Isto é devido à insu�ciência de recursos para pagar os custos de transação e/ou impostos.

4.1.5 Dinâmica do Portfólio e Estratégias Admissíveis

No tempo t ≥ 0, o portfólio do investidor no mercado �nanceiro será denotado

pela quádrupla (X(t), Nt, S(t), St)), em que X(t) denota as participações do investidor

em sua conta poupança, Nt ∈ N é o inventário da sua conta de ações, e (S(t), St) descreve

o per�l dos preços unitários das ações sobre a história do passado (−∞, t] como descrito

em (3.4).

Dado o portfólio inicial (X(0−), N0−, S(0), S0) = (x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ Sk e aplicando uma

estratégia de consumo-negociação π = (C, T ), a dinâmica do portfólio

{Z(t) = (X(t), Nt, S(t), St), t ≥ 0}

pode ser descrita como segue:

Primeiro, a conta de poupança {X(t), t ≥ 0} satisfaz a seguinte equação diferen-

cial entre os tempos de negociação:

dX(t) = [λX(t)− C(t)]dt, τ(i) ≤ t < τ(i+ 1), i = 0, 1, 2, . . . , (4.7)
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e a seguinte quantidade de saltos no momento de negociação τ(i):

X(τ(i)) = X(τ(i)−)− κ−
∞∑
k=0

m(i− k)[(1− µ)S(τ(i))

−β(S(τ(i))− S(τ(i− k)))]1{n(i−k)>0,−n(i−k)≤m(i−k)≤0}

−
∞∑
k=0

m(i− k)[(1 + µ)S(τ(i))

−β(S(τ(i))− S(τ(i− k)))]1{n(i−k)>0,0≤m(i−k)≤−n(i−k)} (4.8)

Como um lembrete, m(i) > 0 (resp., m(i) < 0) signi�ca a compra (respectiva-

mente, de venda) de novas ações em τ(i) e m(i− k) > 0 (respectivamente, m(i− k) < 0)

signi�ca comprar de volta (respectivamente, revender) alguns ou todos o que devia (res-

pectivamente, que possuia).

Segundo, o inventário da conta de ações do investidor no momento t ≥ 0, Nt ∈ N, não

muda entre os tempos de troca e pode ser expresso como a seguinte equação:

Nt = Nτ(i) =

Q(t)∑
k=−∞

n(k)1τ(k) se τ(i) ≤ t < τ(i+ 1), i = 0, 1, . . . , (4.9)

em que Q(t) = sup{k ≥ 0|τ(k) ≤ t}.
Este tem a seguinte quantidade de saltos no tempo de negociação τ(i):

Nτ(i) = Nτ(i)− ⊕ ζ(i), (4.10)

em que Nτ(i)− ⊕ ζ(i) : (−∞, 0]→ N é de�nido, para θ ∈ (−∞, 0], por

(Nτ(i)− ⊕ ζ(i))(θ) =
∞∑
k=0

n̂(i− k)1{τ(i−k)}(τ(i) + θ)

= m(i)1{τ(i)}(τ(i) + θ) +
∞∑
k=1

[n(i− k)

+ m(i− k)(1{n(i−k)>0,0≤m(i−k)≤−n(i−k)}

+ 1{n(i−k)>0,−n(i−k)≤m(i−k)≤0}]1{τ(i− k)}(τ(i) + θ). (4.11)

Terceiro, uma vez que o investidor é pequeno, o processo unitário do preço das

ações, {S(t), t ≥ 0}, não será de forma alguma afetado pela ação do investidor no mercado

e é novamente descrito como em (3.4).
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De�nição 4.1.4. Se o investidor começa com o portfólio inicial

(X(0−), N0−, S(0), S0) = (x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ Sk

a estratégia de consumo-negociação π = (C, T ) é dita ser admissível a (x, ξ, ψ(0), ψ) se

ζ(i) ∈ R(Nτ(i)−), ∀i = 1, 2, . . . ,

e

(X(t), Nt, S(t), St) ∈ Sk,∀t ≥ 0.

A classe das estratégias de consumo-negociação em (x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ Sk será denotada por

Uκ(x, ξ, ψ(0), ψ).

4.1.6 Formulação do Problema

Dado o estado inicial (X(0−), N0−, S(0), S0) = (x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ Sk, o objetivo do

investidor é encontrar uma estratégia consumo-negociação admissível π∗ ∈ Uκ(x, ξ, ψ(0), ψ)

que maximiza a seguinte utilidade esperada a partir do consumo total de desconto:

Jκ(x, ξ, ψ(0), ψ; π) = Ex,ξ,ψ(0),ψ;π

 ∞∫
0

e−αt
Cγ(t)

γ
dt

 , (4.12)

entre a classe das estratégias de consumo-negociação admissíveis Uκ(x, ξ, ψ(0), ψ), em que

Ex,ξ,ψ(0),ψ;π[· · · ], é a esperança com respeito a Px,ξ,ψ(0),ψ;π{· · · }, a medida de probabilidade

induzida pelo processo controlado {(X(t), Nt, S(t), St), t ≥ 0} (por π) e condicionada pelo
estado inicial

(X(0−), N0−, S(0), S0) = (x, ξ, ψ(0), ψ).

α > 0 indica o fator de desconto, e 0 < γ < 1 indica que a utilidade da função

U(c) = cγ

γ
, para c > 0, é uma função do tipo HARA (aversão ao risco absoluto hiperbólica).

A estratégia admissível π∗ ∈ Uκ(x, ξ, ψ(0), ψ) que maximiza Jκ(x, ξ, ψ(0), ψ; π) é chamada

de uma estratégia ótima (negociação-consumo) e a função Vκ : Sk → R+ de�nida por

Vκ(x, ξ, ψ(0), ψ) = sup
π∈Uκ(x,ξ,ψ(0),ψ)

Jκ(x, ξ, ψ(0), ψ; π) = Jκ(x, ξ, ψ(0), ψ; π∗) (4.13)

é chamada a função valor do problema de otimização de portfólio.

PROBLEMA: Para cada estado dado inical (x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ Sκ, indenti�car a

estratégia ótima π∗ e sua função correspondente Vκ : Sκ → [0,∞).
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4.2 O Processo Controlado

Considere os processos soluções {(S(t)), St); t ≥ 0}, [0,∞) × L2
ρ-avaliados, onde

St(θ) = (t + θ), θ ∈ (−∞, 0], e (S(0), S0) = (ψ(0), ψ). Nós precisamos das seguintes

notações e resultados auxiliares:

Seja M∗ o espaço dos funcionais lineares limitados equipado com a norma do

operador ‖ . ‖∗
M

de�nido por:

‖ Φ ‖∗
M

= sup
(φ(0),φ)6=(0,0)

| Φ(φ(0), φ) |
‖ (φ(0), φ) ‖M

,Φ ∈M∗.

Note que M∗ pode ser identi�cado com M = R × L2
ρ, pelo teorema de representação de

Riez, este que garante a identi�cação de um funcional por uma integral de medida regular.

Seja M+ o espaço dos funcionais lineares limitados Φ : M ×M → R; isto é,

Φ((φ(0), φ), (·, ·)),Φ((·, ·), (φ(0), φ)) ∈ M∗ para cada (φ(0), φ)) ∈ M, equipado com a

norma do operador ‖ . ‖+
M

de�nido por

‖ Φ ‖+
M

= sup
(φ(0),φ) 6=(0,0))

‖ Φ((·, ·)φ(0), φ)) ‖∗
M

‖ ((·, ·), (φ(0), φ)) ‖M
,Φ ∈M∗

= sup
((φ(0),φ)6=(0,0))

‖ Φ((·, ·)φ(0), φ)) ‖∗M
‖ (φ(0), φ) ‖M

,Φ ∈M∗.

Seja Φ : M → R. A função Φ é dita ser Fréchet diferenciável em (φ(0), φ) ∈ M
se para cada (φ(0), φ) ∈M,

Φ((φ(0), φ) + (φ(0), φ))− Φ(φ(0), φ) = DΦ(φ(0), φ)(φ(0), φ) + o(‖ (φ(0), φ) ‖M),

onde DΦ : M → M∗ e o : R → R é a função tal que o(‖(φ(0),φ)‖M
‖(φ(0),φ)‖M

→ 0 quando

‖ (φ(0), φ) ‖M→ 0.

Neste caso, DΦ(φ(0), φ) ∈ M∗ é dita derivada de Fréchet (primeira ordem) de

Φ em (φ(0), φ) ∈ M. A função Φ é dita ser continuamente Fréchet diferenciável se sua

derivada de Fréchet DΦ : M→M∗ é contínua sob a norma do operador ‖ . ‖∗
M
. A função

Φ é dita ser duas vezes Fréchet diferenciável em (φ(0), φ) ∈M se sua derivada de Fréchet

DΦ(φ(0), φ) : M → R existe e se existe um funcional bilinear limitado D2Φ(φ(0), φ) :

M×M→ R, onde para cada (φ(0), φ), (S(0), S) ∈M,

D2Φ(φ(0), φ)((·, ·), (φ(0), φ)), D2Φ(φ(0), φ)((φ(0), φ), (S(0), S)) ∈M+
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e onde

(DΦ((φ(0), φ) + (ϕ(0), ϕ))−DΦ(φ(0), φ)) (ς(0), ς)

= D2Φ(φ(0), φ)((ς(0), ς), (ϕ(0), ϕ)) + o(‖ (ς(0), ς) ‖M, ‖ (ϕ(0), ϕ) ‖M).

Aqui, o : R× R→ R é tal que

o(·, ‖ (ϕ(0), ϕ) ‖M)

‖ (ϕ(0), ϕ) ‖M
→ 0 quando ‖ (ϕ(0), ϕ) ‖M→ 0

e
o(‖ ϕ(0), ϕ) ‖M, .)
‖ (ϕ(0), ϕ) ‖M

→ 0 quando ‖ (ϕ(0), ϕ) ‖M→ 0.

Neste caso, o funcional bilinear limitado D2Φ(φ(0), φ) : M ×M :→ R é a derivada de

Fréchet de segunda ordem de Φ em (φ(0), φ) ∈M.

A derivada de segunda ordem de Fréchet D2Φ é dita ser globalmente Lipschitz

em M se existe uma constante K > 0 tal que

‖ D2Φ(φ(0), φ)−D2(φ(0), φ) ‖+
M
≤ K ‖ (φ(0), φ)− (φ(0), φ) ‖M

∀(φ(0), φ), (ϕ(0), ϕ) ∈M.

Seja C2,2(R × L2
ρ) ≡ C2(M) o espaço das funções Φ : R × L2

ρ → R que são duas

vezes continuamente diferenciáveis com respeito a primeira e a segunda variável. O espaço

de Φ ∈ C2,2(R×L2
ρ) com D2Φ sendo globalmente Lipschitz será denotado por C2,2

lip (R×L2
ρ)

(ou equivalentemente C2
lip(M)).

O gerador fraco in�nitesimal Γ

Para cada (φ(0), φ) ∈ R× L2
ρ, de�na φ̃ : R→ R por

φ̃(t) =

{
φ(0) para t ∈ [0,∞)

φ(t) para t ∈ (−∞, 0)

Então para cada θ ∈ (−∞, 0] e t ∈ [0,∞),

φ̃t(θ) = φ̃(t+ θ) =

{
φ(0) para t+ θ ≥ 0

φ(t+ θ) para t+ θ < 0)

Uma função mensurável limitada Φ : R × L2
ρ → R (i.e., Φ ∈ Cb(R × L2

ρ)), é dita

pertencer a D(Γ), o domínio do operador fraco in�nitesimal Γ, se existir o seguinte limite
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para cada (φ(0), φ) ∈ R× L2
ρ �xado:

ΓΦ(φ(0), φ) =
limt↓0 Φ(φ(0), φ̃t)− Φ(φ(0), φ)

t
(4.14)

Teorema 4.2.1. Se Φ ∈ C2,2
lip (R× L2

ρ) ∩ D(Γ), então

lim
t↓0

E[Φ(S(t), St)− Φ(ψ(0), ψ)]

t
= AΦ(ψ(0), ψ), (4.15)

onde

AΦ(ψ(0), ψ) = ΓΦ(ψ(0), ψ)
1

2
δ2
xΦ(ψ(0), ψ)ψ2(0)g2(ψ) + δxΦ(ψ(0), ψ)ψ(0)f(ψ) (4.16)

e Γ(Φ)(ψ(0), ψ) de�nido em (4.14).

NOTAÇÃO:

Seja C1,0,2,2
lip (O) a coleção de funções contínuas Φ : O → R(Sκ ⊂ O) tal que

Φ(·, ξ, ψ(0), ψ) ∈ C1(R) para cada (ξ, ψ(0), ψ), e Φ(x, ξ, ·, ψ) ∈ C2,2
lip (R× L2

ρ) ∪ D(Γ) para

cada (x, ξ).

Proposição 4.2.2 ( Fórmula de Dynkin ). Seja o processo controlado Sκ-avaliado {Z(t) =

(X(t), Nt, S(t), St), t ≥ 0} (pela estratégia admissível π). Então

E[e−ατΦ(Z(τ))] = Φ(Z(0−)) + E

[∫ τ

0

e−αtLC(t)Φ(Z(t)) dt

]
+ E

[ ∑
0≤t≤τ

e−αt (Φ(Z(t))− Φ(Z(t−)))

]
, (4.17)

para todo Φ : R×N×R×L2
ρ → R tal que Φ(·, ξ, ψ(0), ψ) ∈ C1(R) para todo (ξ, ψ(0), ψ) ∈

N× R× L2
ρ e Φ(x, ξ, ·, ·) ∈ C2,2

lip (R× L2
ρ) ∪ D(Γ) para todo (x, ξ) ∈ R× N, onde

LcΦ(x, ξ, ψ(0), ψ) = (A− αI + (rx− c)∂x)Φ(x, ξ, ψ(0), ψ) (4.18)

e A de�nido em (4.16). Note que E[· · · ] acima representa Ex,ξ,ψ(0),ψ;π[· · · ]

Demonstração. Ver em [4]

De�nição 4.2.3. Uma função tame Φ : R×C(−∞, 0]→ R é de�nida da seguinte forma:

Φ(φ(0), φ) = h(q(φ(0), φ)) = h(φ(0), φ(−θ1), . . . , φ(−θk))
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onde C(−∞, 0] é o espaço das funções contínuas φ : (−∞, 0] → R equipadas com a

topologia uniforme, 0 < θ1 < θ2 < . . . < θk < ∞, e h(x, y1, . . . , yk) é tal que h ∈
C∞(Rk+1).

Observação 4.2.4. No caso em que Φ ∈ C(R × N × R × L2
ρ) é tal que Φ(x, ξ, ·, ·) :

R × L2
ρ → R é uma tame em R × L2

ρ, então a seguinte fórmula de Itô para o processo

controlado {Z(t) = (X(t), Nt, S(t), St), t ≥ 0} acontece.

Teorema 4.2.5. Se Φ ∈ C(R ×N × R × L2
ρ) é tal que Ψ(x, ξ, ·, ·) : R × L2

ρ → R é uma

função tame em R× L2
ρ , então

e−ατΦ(Z(τ)) = Φ(Z(0−)) +

∫ τ

0

e−αtLC(t)Φ(Z(t)) dt

+

∫ τ

0

e−αtδψ(0)Φ(Z(t))S(t)f(St) dW (t)

+

[ ∑
0≤t≤τ

e−αt (Φ(Z(t))− Φ(Z(t−)))

]
, (4.19)

para todo τ G-tempo de parada �nito P quase certamente.

4.3 A HJBQVI

4.3.1 O Princípio da Programação Dinâmica

O princípio da programação dinâmica é uma propriedade importante da função

valor, que se traduz na idéia de que, para otimizar é necessário otimizar a cada instante.

Proposição 4.3.1. Seja (x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ Sκ dado e seja O um subconjunto aberto de Sκ
contendo (x, ξ, ψ(0), ψ). Para π = (C, T ) ∈ Uκ(x, ξ, ψ(0), ψ), seja {(X(t), Nt, S(t), St), t ≥
0} dado por (7.7)-(7.11) e (3.4). De�na

τ = inf{t ≥ 0|(X(t), Nt, S(t), St) /∈ Ō},

onde Ō denota o fecho de O. Então, para cada t ∈ [0,∞), nós temos a seguinte equação

de otimização:

Vκ(x, ξ, ψ(0), ψ) = supπ∈Uκ(x,ξ,ψ(0),ψ) E

[
t∧τ∫
0

e−αs C
γ(s)
γ

ds

+ 1{t∧τ<∞}e
−α(t∧τ)Vκ(X(t ∧ τ)), Nt∧τ , S(t ∧ τ), St∧τ

]
,

(4.20)

onde usamos a notação a ∧ b = min{a, b} para todo a, b ∈ R.

Demonstração. Ver em [4]
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4.3.2 Dedução da HJBQVI

(A) Consumo sem transação

Assuma inicialmente que não há transação. Então o processo de estado corres-

pondente {Z(t) = (X(t), Nt, S(t), St), t ≥ 0} satisfaz o seguinte conjunto de equações:

dX(t) = [λX(t)− C(t)]dt, t ≥ 0, (4.21)

dS(t)

S(t)
= f(St)dt+ g(St)dW (t), t ≥ 0, (4.22)

Nt = ξ, t ≥ 0, (4.23)

com estado inicial (X(0−), N0−, S(0), S0) = (x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ Sκ. Neste caso,

Vκ(X(t), Nt, S(t), St) = Vκ(X(t−), Nt−, S(t), St)

para todo t ≥ 0, já que não há saltos de transação. Assuma que a função valor Vκ : Sk →
R+ é su�cientemente suave. Pela proposição 4.3.1 e (4.15) temos

0 ≥ lim
t↓0

E[e−αtVκ(X(t), Nt, S(t), St)− Vκ(x, ξ, ψ(0), ψ)]

t

+ lim
t↓0

1

t
E

[∫ t

0

e−αs
Cγ(s)

γ
ds

]
Portanto,

0 ≥ lim
t↓0

E[e−αt(Vκ(X(t), Nt, S(t), St) + Vκ(x, ξ, ψ(0), ψ))]

t

+ lim
t↓0

[(e−αt − 1)Vκ(x, ξ, ψ(0), ψ)]

t

+ lim
t↓0

1

t
E

[∫ t

0

e−αs
Cγ(s)

γ
ds

]
.

Primeiro, notemos que

lim
t↓0

1

t
E

[∫ t

0

e−αs
Cγ(s)

γ
ds

]
=
cγ

γ
,

já que a estratégia de consumo C(·) = {C(t), t ≥ 0} é contínua à direita no t = 0 com
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limt↓0C(t) = c.

Segundo, notemos que

lim
t↓0

[(e−αt − 1)Vκ(x, ξ, ψ(0), ψ)]

t
= −αVκ(x, ξ, ψ(0), ψ).

Terceiro, notemos que

lim
t↓0

E[e−αt(Vκ(X(t), Nt, S(t), St)− Vκ(x, ξ, ψ(0), ψ))]

t

= lim
t↓0

[e−αt(Vκ(X(t), Nt, S(t), St)− Vκ(x,Nt, S(t), St))]

t

+ lim
t↓0

E[e−αt(Vκ(x,Nt, S(t), St)− Vκ(x, ξ, S(t), St))]

t

+ lim
t↓0

E[e−αt(Vκ(x, ξ, S(t), St)− Vκ(x, ξ, ψ(0), ψ))]

t
.

Usando (4.21) e (4.23), temos

lim
t↓0

E[e−αt(Vκ(X(t), Nt, S(t), St)− Vκ(x, ξ, S(t), St))]

t

= (λx− c)∂xVκ(x, ξ, ψ(0), ψ)

e

lim
t↓0

E[e−αt(Vκ(x,Nt, S(t), St)− Vκ(x, ξ, S(t), St))]

t
= 0

Também por (4.15), temos

lim
t↓0

E[e−αt(Vκ(x, ξ, S(t), St)− Vκ(x, ξ, ψ(0), ψ))]

t
= AVκ(x, ξ, ψ(0), ψ).

Combinando os termos acima, chegamos que

0 ≥ (A+ (λx− c)∂x − αI)Vκ(x, ξ, ψ(0), ψ) +
cγ

γ
,∀c ≥ 0

Isso mostra que
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0 ≥ AVκ(x, ξ, ψ(0), ψ)

≡ sup
c≥0

(
LcVκ(x, ξ, ψ(0), ψ) +

cγ

γ

)
= (A+ λx∂xVκ − αI)V κ(x, ξ, ψ(0), ψ)

+ sup
c≥0

(
cγ

γ
− c∂xVκ(x, ξ, ψ(0), ψ)

)
= (A+ λx∂x − αI)Vκ(x, ξ, ψ(0), ψ)

+
1− γ
γ

(∂xVκ)
γ
γ−1 (x, ξ, ψ(0), ψ),

já que o máximo da expressão acima é alcançado em

c∗ = (∂xVκ)
1

γ−1 (x, ξ, ψ(0), ψ).

Note que o operador diferencial de Fréchet A e S são de�nidos em (4.15) e (4.14)

respectivamente.

(B) Transações sem consumo

No próximo caso vamos considerar que existem transações e não há consumo.

Para cada Φ : Sκ → [0,∞) localmente limitada e cada (x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ Sκ de�na
o operador intervenção

MκΦ(x, ξ, ψ(0), ψ) = sup
{

Φ(x̂, ξ̂, ˆψ(0), ψ̂)|ζ ∈ R(ξ)− {0}, (x̂, ξ̂, ˆψ(0), ψ̂) ∈ Sκ
}
(4.24)

onde (x̂, ξ̂, ˆψ(0), ψ̂) é de�nido como segue:

x̂ = x− κ− (m(0) + µ|m(0)|)ψ(0)

−
∞∑
k=1

[(1 + µ)m(−k)ψ(0)

− βm(−k)(ψ(0)− ψ(τ(−k)))]1{n(−k)<0,0≤m(−k)≤−n(−k)}

−
∞∑
k=1

[(1− µ)m(−k)ψ(0)− βm(−k)(ψ(0)− ψ(τ(−k)))]

· 1{n(−k)>0,−n(−k)≤m(−k)≤0}, (4.25)

e para todo θ ∈ (−∞, 0],
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ξ̂(θ) = (ξ ⊕ ζ)(θ)

= m(0)1{τ(0)}(θ)

+
∞∑
k=1

(
n(−k) +m(−k)

[
1n(−k)<0,0≤m(−k)≤−n(−k)

+ 1{n(−k)>0,−n(−k)≤m(−k)≤0}
])
1{τ(−k)}(θ), (4.26)

e, novamente,

(ψ̂(0), ψ̂) = (ψ(0), ψ). (4.27)

Se (x̂, ξ̂, ψ̂(0), ψ̂) /∈ Sκ para todo ζ ∈ R(ξ)−{0}, fazemosMκΦ(x, ξ, ψ(0), ψ) = 0.

Se para todo (x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ Sκ existe (x̂, ξ̂, ψ̂(0), ψ̂) ∈ Sκ tal que

MκΦ(x, ξ, ψ(0), ψ) = Φ(x̂, ξ̂, ψ̂(0), ψ̂),

então fazemos

ζ̂(x, ξ, ψ(0), ψ) = ζ̂Φ(x, ξ, ψ(0), ψ) = (x̂, ξ̂, ψ̂(0), ψ̂) ∈ Sκ. (4.28)

Vamos denotar ζ̂(x, ξ, ψ(0), ψ) por uma selação mensurável da aplicação

(x, ξ, ψ(0), ψ) 7−→ (x̂, ξ̂, ψ̂(0), ψ̂)

de�nida em (4.28).

Fazemos o seguinte pressuposto técnico sobre a existência de uma seleção men-

surável

ζ̂(x, ξ, ψ(0), ψ) = ζ̂Vκ(x, ξ, ψ(0), ψ)

para a função valor Vκ : Sκ → R; isto é, existe uma função mensurável ζ̂Vκ : Sκ → R tal

que

Vκ(ζ̂(x, ξ, ψ(0), ψ)) =MκVκ(x, ξ, ψ(0), ψ), ∀(x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ Sκ. (4.29)

Suposição 4.3.2. Para cada (x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ Sκ, existe uma função mensurável ζ̂V κ :

Sκ → R tal que (4.29) é satisfeita para todo (x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ Sκ.

Assuma sem perda de generalidade que o portfólio do investidor imediatamente

antes do tempo t é (X(t−), Nt−, S(t), St) = (x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ Sκ. Uma transação imediata

da quantidade ζ ∈ R − {0} sem consumo no tempo t (isto é, C(t) = 0) rende que
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(X(t), Nt, S(t), St) = (x̂, ξ̂, ψ̂(0), ψ̂), onde x̂, ξ̂ e (ψ̂(0), ψ̂) são dadas em (4.25)-(4.27). É

claro que

Vκ(x, ξ, ψ(0), ψ) ≥MκVκ(x, ξ, ψ(0), ψ), ∀(x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ Sκ.

Combinando as seções 4.3.2(A) e 4.3.2(B), temos a seguinte desigualdade:

max {AVκ,MκVκ − Vκ} ≤ 0 em S◦κ,

onde S◦κ denota o interior da região de solvência Sκ.
Usando uma técnica padrão em deduzir a desigualdade HJBQVI (ver em [4]),

mostra-se que no conjunto.

{(x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ S◦κ|MκVκ(x, ξ, ψ(0), ψ) < Vκ(x, ξ, ψ(0), ψ)},

temos AκVκ = 0, e no conjunto

{(x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ S◦κ| AVκ < 0},

temosMκVκ = Vκ. Portanto temos a seguinte HJBQVI em S◦κ:

max {AVκ,MκVκ − Vκ} = 0 em S◦κ, (4.30)

onde

AΦ = (A+ rx∂x − α)Φ + sup
c≥0

(
cγ

γ
− c∂xΦ

)
, (4.31)

MκΦ é dado em (4.24), e o operador A é dado em (4.16).

4.3.3 Valores de fronteira da HJBQVI

(A) A região de solvência para κ = 0 e µ > 0.

Quando existe custo de transação proporcional mas não existe custo de transação

�xo, a região de solvência pode ser escrita como

S0 = {(x, ξ, ψ(0), ψ)|G0(x, ξ, ψ(0), ψ) ≥ 0} ∪ S+,

onde G0 é a função liquidação dada em (4.6) com κ = 0, isto é,
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G0((x, ξ, ψ(0), ψ)) = x+
∞∑
k=0

[min{(1− µ)n(−k), (1 + µ)n(−k)}ψ(0)

− n(−k)β(ψ(0)− ψ(τ(−k)))] . (4.32)

No caso κ = 0, a�rmamos que

S+ ⊂ {(x, ξ, ψ(0), ψ)|G0(x, ξ, ψ(0), ψ) ≥ 0}.

Isto acontece pois

x ≥ 0 e n(−i) ≥ 0, ∀i = 0, 1, 2, . . .⇒ G0(x, ξ, ψ(0), ψ) ≥ 0.

Neste caso, todas as ações que possua ou deva poderão ser liquidadas quando há uma

ausência de custo �xo de transação κ = 0. Portanto,

S0 = {(x, ξ, ψ(0), ψ)|G0(x, ξ, ψ(0), ψ) ≥ 0}.

(B) Decomposição da ∂Sκ

Para I ⊂ N0 ≡ {0, 1, 2, . . .}, a fronteira ∂Sκ de Sκ pode ser decomposta como

segue:

∂Sκ =
⋃
I⊂N0

(∂−,ISκ ∪ ∂+,ISκ), (4.33)

onde

∂−,ISκ = ∂−,I,1Sκ ∪ ∂−,I,2Sκ, (4.34)

∂+,ISκ = ∂+,I,1Sκ ∪ ∂+,I,2Sκ, (4.35)

∂+,I,1Sκ = {(x, ξ, ψ(0), ψ)|Gκ(x, ξ, ψ(0), ψ) = 0, x ≥ 0, n(−i) < 0

para todo i ∈ I e n(−i) ≥ 0 para todo i /∈ I} , (4.36)
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∂+,I,2Sκ = {(x, ξ, ψ(0), ψ)|Gκ(x, ξ, ψ(0), ψ) < 0, x ≥ 0, n(−i) = 0

para todo i ∈ I e n(−i) ≥ 0 para todo i /∈ I} , (4.37)

∂−,I,1Sκ = {(x, ξ, ψ(0), ψ)|Gκ(x, ξ, ψ(0), ψ) = 0, x < 0, n(−i) < 0

para todo i ∈ I e n(−i) ≥ 0 para todo i /∈ I} (4.38)

∂−,I,2Sκ = {(x, ξ, ψ(0), ψ)|Gκ(x, ξ, ψ(0), ψ) < 0, x < 0, n(−i) = 0

para todo i ∈ I e n(−i) ≥ 0 para todo i /∈ I} (4.39)

Por exemplo, se I = N0, então n(−i) < 0, ∀i = 01, 2, . . . e

Gκ(x, ξ, ψ(0), ψ) ≥ 0⇒ x ≥ κ.

Neste caso, ∂−,N0Sκ = ∅,

∂+,N0,1Sκ = {(x, ξ, ψ(0), ψ)|Gκ(x, ξ, ψ(0), ψ) = 0, x ≥ 0, n(−i) < 0

e n(−i) < 0 para todo i ∈ N0} ,

∂+,N0,2Sκ = {(x, ξ, ψ(0), ψ)|Gκ(x, ξ, ψ(0), ψ) < 0, x ≥ 0,

e n(−i) = 0 para todo i ∈ N0}

= {(x,0, ψ(0), ψ)|0 ≤ x ≤ κ}.

(C) Condições de fronteira para a função valor

Agora vamos examinar a função valor Vκ : Sκ → R+ na fronteira de ∂Sκ da região
de solvência Sκ de�nida em (4.33)-(4.39).

Faremos as seguintes observações sobre o comportamento da função valor na

fronteira ∂Sκ.

Lema 4.3.3. Seja (x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ Sκ e seja x̂, ξ̂, e (ψ̂(0), ψ) como foi de�nido em

(4.25)-(4.27). Então

G0(x̂, ξ̂, ψ̂(0), ψ) = G0(x, ξ, ψ(0), ψ)− κ (4.40)
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Demonstração. Suponha que (x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ Sκ seja o portfólio inicial do investidor.

Então, uma transação instantânea da quantidade ζ = {m(−k), k = 0, 1, . . .} ∈ R(ξ) irá

resultar um pulo do estado (x, ξ, ψ(0), ψ) para o novo estado (x̂, ξ̂, ψ̂(0), ψ). O resultado

segue ao substituir (x̂, ξ̂, ψ̂(0), ψ) em G0 de�nido em (4.32).

Lema 4.3.4. Se não há custo de transação �xo e se (x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ ∂I,1S0, isto é,

G0(x, ξ, ψ(0), ψ) = 0,

então a única estratégia admissível é de não fazer consumo mas fechar todas as posições

abertas, a �m de trazer seu portfólio para {0} × {0} × [0,∞) × L2
ρ,+ depois de pagar os

custos proporcionais de transações, impostos sobre o capital ganho e assim por diante.

Demonstração. Ver em [4]

Teorema 4.3.5. Sejam κ > 0 e µ > 0. Em ∂I,1Sκ para I ⊂ N. Então o investidor não

poderá consumir mas fechar todas as posições abertas a �m de trazer seu portfólio para

{0}× {0}× [0,∞)×L2
ρ,+. Neste caso a função valor Vκ : ∂I,1Sκ → R+ satisfaz a seguinte

equação:

(MκΦ− Φ) (x, ξ, ψ(0), ψ) = 0.

Demonstração. Suponha que o portfólio inicial do investidor é (x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ ∂I,1Sκ para
algum I ⊂ N0. Uma transação da quantidade ζ = {m(−k), k = 0, 1, 2, . . .} ∈ R(ξ)−{0}
irá facilitar um pulo do estado (x, ξ, ψ(0), ψ) para o novo estado (x̂, ξ̂, ψ̂(0), ψ̂) dado em

(4.25)-(4.27).

Observamos que já que ζ = {m(−k), k = 0, 1, 2, . . .} ∈ R(ξ) − {0}, n(−k) < 0

implica n̂(−k) = n(−k)+m(−k) ≤ 0 e n(−k) > 0 implica que n̂(−k) = n(−k)+m(−k) ≥
0 para k = 0, 1, . . ..

Levando em conta o novo portfólio (x̂, ξ̂, ψ̂(0), ψ), nós temos pelo lema 4.3.3 que

G0(x̂, ξ̂, ψ̂(0), ψ) = G0(x, ξ, ψ(0), ψ)− κ.

Portanto, se (x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ ∂I,1Sκ para algum I ⊂ N0, então

Gκ(x, ξ, ψ(0), ψ) = G0(x, ξ, ψ(0), ψ)− κ = 0 = G0(x̂, ξ̂, ψ̂(0), ψ̂).

Isso implica que (x̂, ξ̂, ψ̂(0), ψ̂) ∈ (x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ ∂I,1S0. Pelo lema 4.3.4, provamos

que a única estratégia admissível é de não fazer consumo mas fazer uma transação

para o novo estado (x̂, ξ̂, ψ̂(0), ψ̂) ∈ (x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ ∂I,1S0. Portanto, começando em

(x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ ∂I,1Sκ, fazemos duas transações imediatas (as quais serão contadas como
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uma única transação), com a quantidade total especi�cada pelas seguintes equações:

0 = x− κ+
∑
i∈IC

[n(−i)(1− µ− β)ψ(0) + βn(−i)ψ(τ(−i))]

+
∑
i∈I

[n(−i)(1 + µ− β)ψ(0) + βn(−i)ψ(τ(−i))] ,

0 = ξ ⊕ ζ

para chegar no destino �nal (0,0, ψ(0), ψ). Isto prova o teorema.

Condição de Fronteira (i)

No hiperplano

∂−,∅,2Sκ = {(0, ξ, ψ(0), ψ) ∈ Sκ|Gκ(0, ξ, ψ(0), ψ) < 0, n(−i) ≥ 0∀i},

a única estratégia para o investidor é de não fazer transação e não consumir, já que x < 0 e

Gκ(0, ξ, ψ(0), ψ) < 0, mas deixar que o preço das ações cresçam como em (3.4). Portanto,

a função valor Vκ em ∂−,∅,2Sκ satisfaz a equação

L0Φ ≡ (A− α + rx∂x)Φ = 0,

desde que seja su�cientemente suave.

Condição de Fronteira (ii)

Em ∂I,1Sκ para I ⊂ N0, o investidor não poderá consumir mas recomprar n(−i)
partes de ações para i ∈ I e vender n(−i) partes de ações para i ∈ IC a�m de trazer seu

portfólio para {0}×{0}× [0,∞)×L2
ρ,+ depois de pagar os custo de transação, taxas sobre

o capital ganho e assim por diante. Neste caso a função valor Vκ : ∂I,1Sκ → R satisfaz a

seguinte equação

(MκΦ− Φ)(x, ξ, ψ(0), ψ) = 0.

Condição de Fronteira (iii)

Em ∂+,I,2Sκ para I ∈ N, a única estratégia admissível é de não fazer transação

mas consumir otimamente de acordo com a função taxa de consumo ótima

c∗(x, ξ, ψ(0), ψ) =

(
∂Vκ
∂x

) 1
γ−1

(x, ξ, ψ(0), ψ),

na qual é obtida por

argmax
c≥0

{
LcVκ(x, ξ, ψ(0), ψ) +

cγ

γ

}
,
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onde Lc é de�nido em (4.18) e argmax f(x) := {x|∀y : f(y) ≤ f(x)}.
Isto acontece pois o dinheiro na conta poupança não é su�ciente para recomprar

qualquer parte de ações mas sim de consumir otimamente. Neste caso, a função valor

Vκ : ∂+,I,2Sκ → R+ satisfaz a equação

AΦ ≡ (A− α + rx∂x) Φ +
1− γ
γ

(∂xΦ)
γ
γ−1 = 0

desde que seja su�cientemente suave.

Condição de Fronteira (iv)

Em ∂−,I,2Sκ a única estratégia admssível de consumo-investimento é de não consu-

mir e de não fazer transação mas deixar que o preço das ações cresçam como na Condição

de Fronteira (i).

Condição de Fronteira (v)

Em ∂+,N0,2Sκ = {(x, ξ, ψ(0), ψ)|0 ≤ x ≤ κ, n(−i) = 0, ∀i = 0, 1, . . .}, a única

estratégia admissível de consumo-investimento é de não fazer transação mas consumir

otimamente como na Condição de Fronteira (iii).

(D) A HJBQVI com Condições de Fronteira

Concluímos a partir do que vimos acima que a HJBQVI pode ser expressa como

HJBQV I(∗) =


max {AΦ,MκΦ− Φ} = 0 em S◦κ

AΦ = 0 em
⋃
I⊂N0

∂+,I,2Sκ
L0Φ = 0 em

⋃
I⊂N0

∂−,I,2Sκ
MκΦ− Φ = 0 em

⋃
I⊂N0

∂I,1Sκ

onde AΦ, L0, eMκ são de�nidos em (4.31), (4.18), e (4.24), respectivamente.

Observe que a HJBQVI que acabamos de deduzir nos dá a condição necessária

que a função valor deve satisfazer, isto é, com a HJBQVI conseguimos encontrar bons

candidatos a função valor.

4.4 O Teorema de Veri�cação

De�nição 4.4.1. Seja (Ω,F ,P) um espaço de probabilidade. Uma família {f(j)}j∈J de

funções reais mensuráveis é chamada uniformemente integrável se

lim
M→∞

(
sup
j∈J

{∫
{|fj |>M}

|fj| dP

})
= 0.
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Teorema 4.4.2. Suponha {fk}∞k=1 sequência de funções reais mensuráveis em Ω tais que

lim
k→0

fk(w) = f(w) quase todos w.

Então as seguintes são equivalentes:

1. {fk} é uniformemente integrável

2.
∫
fkdP→

∫
f dP quando k →∞

Teorema 4.4.3. (a) Seja Uκ = Sκ −
⋃
I⊂Z+

∂I,1Sκ. Suponha que existe uma função não

negativa localmente limitada Φ ∈ C1,0,2,2
lip (Sκ) ∩ D(Γ) tal que

ÃΦ ≤ 0 em Uκ, (4.41)

Φ ≥MκΦ em Uκ, (4.42)

onde

ÃΦ =


AΦ em Soκ ∪

⋃
I⊂Z+

∂+,I,2Sκ

L0Φ em
⋃

I⊂Z+

∂−,I,2Sκ

então Φ ≥ Vκ em Uκ

(b) De�na D ≡ {(x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ Uκ|Φ(x, ξ, ψ(0), ψ) >MkΦ(x, ξ, ψ(0), ψ)}. Suponha

ÃΦ(x, ξ, ψ(0), ψ) = 0 em D (4.43)

e que ζ̂(x, ξ, ψ(0), ψ) = ζ̂Φ(x, ξ, ψ(0), ψ) existe para todo (x, ξ, ψ(0), ψ) ∈ Sκ. De�na

c∗ =

{
(∂xΦ)

1
γ−1 em Soκ ∪

⋃
I⊂Z+

∂+,I,2Sκ
0 em

⋃
I⊂Z+

∂−,I,2Sκ

e de�na a estratégia de negociação T ∗ = {(τ ∗(i), ζ∗(i)), i = 1, 2, . . .} indutivamente

como se segue.

Primeiro, ponha τ ∗(0) = 0 e indutivamente

τ ∗(i+ 1) = inf{t > τ ∗(i)|X(i)(t), N
(i)
t , S(t), St)) /∈ D}, (4.44)

ζ∗(i+ 1) = ζ̂(X(i)(τ ∗(i+ 1)−), N
(i)
τ∗(i+1), S(τ ∗(i+ 1)), Sτ∗(i+1)), (4.45)

onde {(X(i)(t), N
(i)
t , S(t), St, t ≥ 0)} é o estado do processo controlado obtido apli-

cando a combinação de controles

τ ∗(i) = (c∗, (τ ∗(1), τ ∗(2), . . . , τ ∗(i); ζ∗(1), ζ∗(2), . . . , ζ∗(i))), i = 1, 2, . . . .
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Suponha π∗ = (C∗, T ∗) ∈ Uκ(x, ξ, ψ(0), ψ) e que

e−δtΦ(X∗(t), N∗t , S(t), St)→ 0, como t→∞ quase sempre

e que a família

{e−δτΦ(X∗(τ), N∗τ , S(τ), Sτ )|τ é G-tempo de parada} (4.46)

é uniformemente integrável. Então Φ(x, ξ, ψ(0), ψ) = Vκ(x, ξ, ψ(0), ψ) e π∗ obtida

em (4.44)-(4.45) é ótima.

Demonstração. (a) Suponha π = (C, T ) ∈ Uκ(x, ξ, ψ(0), ψ), onde C = {C(t), t ≥ 0}
é o processo taxa de consumo e T = {(τ(i), ζ(i)), i = 1, 2, . . .} é a estratégia de

negociação. Denote o processo controlado (por π) com estado inicial (x, ξ, ψ(0), ψ)

por

{Z(t) = (X(t), Nt, S(t), St), t ≥ 0}.

Para R > 0, ponha

T (R) = R ∧ inf{t > 0| ||Z(t)|| ≥ R},

e de�na θ(i + 1) = θ(i + 1;R) = τ(i) ∨ (τ(i + 1) ∧ T (R)), onde ||Z(t)|| é a norma

de Z(t) em R ×N × R × L2
ρ na topologia produto. Então pela fórmula de Dynkin

(4.17), temos

E
[
e−αθ(i+1)Φ(Z(θ(i+ 1)−)

]
= E

[
e−ατ(i)Φ(Z(τ(i)))

+

∫ θ(i+1)

τ(i)

e−αtLC(t)Φ(Z(t)) dt

]
≤ E

[
e−ατ(i)Φ(Z(τ(i)))

]
− E

[∫ θ(i+1)

τ(i)

e−δt
Cγ(t)

γ
dt

]
, (4.47)

já que ÃΦ ≤ 0.

Equivalentemente, nós temos

E
[
e−ατ(i)Φ(Z(τ(i)))

]
− E

[
e−αθ(i+1)Φ(Z(θ(i+ 1)−))

]
≥ E

[∫ θ(i+1)

τ(i)

e−αt
Cγ(t)

γ
dt

]
.
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Tomando R→∞, usando o lema de Fatou, temos que

E
[
e−ατ(i+1)Φ(Z(τ(i+ 1)−))

]
≤ lim inf E

[
e−αθ(i+1)Φ(Z(θ(i+ 1)−))

]
.

Dado ε > 0, ∃R0 �xado tal que

E
[
e−ατ(i+1)Φ(Z(τ(i+ 1)−))

]
− ε

k
< lim inf E

[
e−αθ(i+1)Φ(Z(θ(i+ 1)−))

]
.

Pela de�nição de lim inf tem-se que

−E
[
e−αθ(i+1)Φ(Z(θ(i+ 1)−))

]
< −E

[
e−ατ(i+1)Φ(Z(τ(i+ 1)−))

]
+
ε

k
.

Somando então de i = 0 a i = k nos dá que

ε+ Φ(x, ξ, ψ(0), ψ) +
k∑
i=1

E
[
e−ατ(i) (Φ(Z(τ(i)))− Φ(Z(τ(i−))))

]
− E[e−ατ(k+1)Φ(Z(τ(k + 1)−))]

≥ E

[∫ θ(k+1)

0

e−δt
Cγ(t)

γ
dt

]
.

Agora,

Φ(Z(τ(i))) ≤MκΦ(Z(τ(i)−)) para i = 1, 2, . . .

e, portanto,

ε+ Φ(x, ξ, ψ(0), ψ) +
k∑
i=1

E
[
e−ατ(i) (MκΦ(Z(τ(i)−))− Φ(Z(τ(i)−)))

]
≥ E

[∫ θ(k+1)

0

e−δt
Cγ(t)

γ
dt+ e−ατ(k+1)Φ(Z(τ(k + 1)−))

]
. (4.48)

É claro que

MκΦ(Z(τ(i)−))− Φ(Z(τ(i)−)) ≤ 0. (4.49)

logo,

ε+ Φ(x, ξ, ψ(0), ψ) ≥ E

[∫ θ(k+1)

0

e−δt
Cγ(t)

γ
dt

+ e−ατ(k+1)Φ(Z(τ(k + 1)−))
]
. (4.50)

Tomando k →∞ e ε→ 0 (já que foi tomado arbitrariamente), temos

Φ(x, ξ, ψ(0), ψ) ≥ E

[∫ ∞
0

e−αt
Cγ(t)

γ
dt

]
, (4.51)
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já que Φ é função não negativa localmente limitada. Portanto,

Φ(x, ξ, ψ(0), ψ) ≥ Jκ(x, ξ, ψ(0), ψ), ∀π ∈ Uκ(x, ξ, ψ(0), ψ). (4.52)

Daí,

Φ(x, ξ, ψ(0), ψ) ≥ Vκ(x, ξ, ψ(0), ψ).

(b) De�na π∗ = (C∗, T ∗), onde T ∗ = {(τ ∗(i), ζ∗(i)), i = 1, 2, . . .} por (4.44) e (4.45).

Repetindo o argumento da parte (a) para π = π∗ e usando o fato da família (4.46)

ser uniformemente integrável, temos que

Φ(x, ξ, ψ(0), ψ) = E

[∫ θ(k+1)

0

e−δt
Cγ(t)

γ
dt

+ e−ατ(k+1)Φ(Z(τ ∗(k + 1)−))
]
.

e então as desigualdades seguintes tornam-se igualdades. Tomando k → ∞ em

(4.53), por (4.46) temos

Φ(x, ξ, ψ(0), ψ) = Jκ(x, ξ, ψ(0), ψ; π∗).

Combinando isso com (4.52), obtemos

Φ(x, ξ, ψ(0), ψ) ≥ sup Jκ(x, ξ, ψ(0), ψ; π)

≥ Jκ(x, ξ, ψ(0), ψ; π∗)

= Φ(x, ξ, ψ(0), ψ).



Conclusão

Nos concentramos em um problema especí�co que surge de um problema de oti-

mização de portfólio hereditário em que um pequeno investidor deseja encontrar a melhor

estratégia de consumo-negociação, π, que lhe dê a função valor. Para isto, deduzimos a

desigualdade de Hamilton Jacobi Bellman, juntamente com as condições de fronteira e em

seguida, estabelecemos o teorema de veri�cação para a estratégia de consumo-negociação

ótima.

Neste trabalho, conseguimos ver que um pequeno investidor sob certas condições

consegue traçar uma estratégia de negociação-consumo ideal. Basta consideramos um

conjunto que representa a região de solvência menos uma região onde a função de liquida-

ção se anula. Em seguida usamos uma função não negativa localmente limitada, Φ, que

satisfaz algumas desigualdades, e de�nimos uma estratégia de negociação, π∗, de forma

conveniente. Fazendo isso temos que Φ é a função valor e π∗ é ótima.

Além disso, concluímos que a equação diferencial estocástica hereditária, que o

preço das ações satisfaz, sob as hipóteses de continuidade Lipschitz e crescimento linear,

tem solução e esta é única.
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