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Resumo

Neste trabalho estudamos o teorema de Ruelle para extensoes por grupos de uma
cadeias de Markov topologicas, esse resultado foi obtido por Stadlbauer em 2013. A prova
do resultado é baseado em uma construcao de uma familia de medidas equivalentes o-
finita conforme para uma dado potencial definido em uma extensao por grupo de uma
cadeia de Markov topologica. Vimos que as derivadas de Radon-Nikodym associadas sao
autofungoes para o operador de Ruelle e localmente log- Holder. Além disso, a extensao
por grupo nao ¢é ergddica com respeito as medidas acima na maioria dos casos.
Palavras-chave: Cadeias de Markov topolégicas; Extensao por grupo; Forma-

lismo termodinamico; Operador de Ruelle.



Abstract

In this work, we study Ruelle’s theorem for extensions groups of a topological
Markov chains, a result which was obtained by Stadlbauer in 2013. The proof is based on
a construction of a family of equivalent, o-finite measures for a given potential function
defined on a group extension of a topological Markov chain. Then the Radon-Nikodym
derivatives associated to these measures are shown to be locally log-Holder eigenfunctions
of the Ruelle operator. It is worth noting that the group extension in most cases is not
ergodic with respect the above measures.

Keywords: Group extension; Thermodynamic formalism; Topological Markov

chains; Ruelle operator.
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1 Introducao

Do ponto de vista geral, o teorema de Perron-Frobenius-Ruelle pode ser visto
como um resultado sobre o espectro de um operador L que preserva um cone. Ou seja,
existem elementos f,r do cone e do seu dual respectivamente, com Lf = pf e L*v = pv,
com p o raio espectral de L. Além disso, nos casos classicos o teorema de Perron-Frobenius-
Ruelle afirma que p~" L™ converge para f, normalmente, através da criacao de um buraco
espectral.

O primeiro resultado deste tipo foi obtido por Perron (ver[18|) como um produto
secundario da sua andlise sobre fragoes continuas periddicas. Ele mostrou que para uma
matriz A, x, estritamente positiva, o maximo autovalor p é simples. Além disso, existem
vetores estritamente positivos z,y € R" tal que 2'A = px', Ay = py e que p~"A™ converge
para y - z'. Em seguida, esse resultado foi generalizado por Frobenius (ver [9]) para
matrizes nao negativas, derivando uma decomposi¢ao de A em blocos irredutiveis. Além
disso, houve muitas contribui¢oes importantes para o teorema de operadores positivos,
por exemplo Doeblin-Fortet ([7] ) e Birkhoff (|4]), cujos métodos sdo hoje ferramentas
padrao em prova de convergéncia exponencialmente rapida (ver, por exemplo, [2, 16]).
Foi apenas no final da década de 60 que Ruelle [20, Teorema 3| mostrou o analogo do
teorema de Perron no contexto do modelo de Ising unidimensional.

No contexto de sistemas dinamicos, como observado por Bowen, o resultado de
Ruelle acima mencionado pode ser formulado em termos de espacos shift, como segue.

Para n € N, vamos definir,

Yo ={(z;:ieN):x;€{1,...,n} Vi e N},
0:%, = X, (x1,29,...) — (x2,23,...)

e suponha que ¢ : ¥, — (0,00) é uma fungao log-Holder continua em relagdo a métrica

do shift (ver detalhes abaixo). O operador de Ruelle é definido por

L(f)(z) = o) f(y).

0(y)==

Nesse ambito, o teorema de Ruelle afirma que existe uma funcao Holder con-
tinua estritamente positiva h e uma medida p tal que L(f) = pf , L*(n) = pp e
limp"L"f = [ fdu - h, onde p é igual ao raio espectral de L, e L* ¢ o dual de L agindo
sobre medidas. Hoje, sabe-se que afirmacoes semelhantes também valem para espagos de
shift topologicamente misturadoras com respeito a um alfabeto contéavel (ver [24]), e que,
no caso da propriedade de grandes-imagens e pré-imagens e do potencial somavel, p™"L" f
converge para | fdu - h exponencialmente rapido (ver [22]).

Este resultado pode ser visto como ponto de partida para o formalismo termo-

dinamico e, para sistemas dinamicos, que deu origem a uma muitos de resultados sobre



estados de equilibrio, fungoes zeta ou limites probabilisticos para citar alguns exemplos.
Apesar do espago shift parecer ser uma classe muito restrita dos sistemas dinamicos, pode
ser aplicada em muitas situagoes, devido a uma teoria bem desenvolvida para a construgao
de particoes de Markov e de aplicagoes torres associadas, como por a exemplos de Bowen,
Series, Adler-Flatto e Pinheiro, Schweiger, Hofbauer e Keller, Young e muitos outros. O
elemento chave dessas construcgoes ¢ basicamente que a geometria do sistema original de
alguma forma se reflete na complexidade de .

Do ponto de vista abstrato, uma extensao por grupo de um espago shift > é dado

por um grupo discreto G, definido por
T:YxG—XxG,(x,9)— 0z, g(z)),

com 1t : X — G uma fungao localmente constante. Além disso, suponhamos que ¢ é
um potencial que s6 depende da primeira coordenada x e que satisfaz a propriedade de
grandes imagens e pré-imagens. O principal resultado deste trabalho é a seguinte versao
do teorema de Ruelle. Existe uma familia {v, : x € X} de medidas equivalentes o-finitas
com L*(v,) = pv, para todo x € X, onde a familia é construida utilizando o método de
Denker-Urbanski (ver [6]). Além disso, existe uma func¢do h estritamente positiva com

L(h) = ph. Como consequéncia obtemos que v, é ergodica se e somente se

Yo D pelw) e a) = .

n=1T7(z,id)=(zx,id)

Ademais, uma analise detalhada da constru¢ao da medida revela que x — v, (f) define
uma aplicacao das fungoes integraveis continua em X a autofuncoes localmente log Holder
continua de L.

Finalmente, a fim de ter exemplos especificos para os objetos cuja existéncia é
garantida pelo teorema, empregamos o fato de que as extensoes por grupos compreen-
dem passeios aleatorios em grupos. A continuidade Holder de ¢ é uma dependéncia de
longo alcance, enquanto caminhos aleatoérios possuem incrementos independentes corres-
pondente a uma ¢ localmente constante. Usando um conhecido teorema do limite local
para passeios aleatorios em Z¢ e para o grupo livre, em seguida , somos capazes derivar

formulas explicitas para {v, : © € X} e h.

2 Cadeias de Markov Topolégicas e extensoes por gru-
pos

Essa segdo é baseada no artigo [26], no qual vamos estudar algumas definigoes

sobre cadeias de Markov topologicas, e posteriormente para compreendermos os principais



teoremas do artigo [26|, vamos estudar a extensdao por grupo para cadeias de Markov
topologicas.

Sejam [ um conjunto enumeravel, chamado de alfabeto e A = (a;;); jer uma matriz
tal que a;; € {0,1} para todo i, j € I, e que matriz de transicdo A nao contenha linhas ou
colunas com todos os elementos iguais a 0. Vamos denotar o par (34, 6) a correspondente

cadeia de Markov topologica (ou, espago shift), o qual

Y4 = {(w)k=01,.. : Wi € I € Gy, = 1, ¥k =0,1,...},
O:34 =Y (wp: k=1,2,..)— (wgp: k=2,3,...).

Seré considerado neste contexto o shift completo se todas as transicoes sao pos-
siveis. Uma sequéncia finita w = (wy---w,) com n € Nyw, € I para k = 1,2,...,n e
Quwpwpy, = 1 para k = 1,2,...,n — 1 é chamada de uma palavra de comprimento n, e o

conjunto
[w] = {(’Uk) € Xg:w, =, Vk = 1,2,...,n}.

como sendo um cilindro de comprimento n. Denotamos como o conjunto de palavras
admissiveis de comprimento n o conjunto W", o comprimento de w € W™ por |w| e o
conjunto de todas as palavras admissiveis por W> = (J W". Além disso, 0" : [w] —
0" ([w]) ¢ um homeomorfismo (aplicagdo continua e invertivel, com inversa continua), a
sua inversa denotaremos por 7, : 0" ([w]) — [w], a qual estd bem definida. Para a,b € W

en € N com n > |a|, definimos

oy = 1wy .. wy,) € W™ com (wy ... wy|) = a,w,b admissivel }.

Temos que fazer uma escolha de uma métrica para o espago shift, para isso, iremos aplicar

a construgao seguinte. Para r € (0, 1), definimos
dy((x;), (y5)) := rinties2vil

onde (z;), (y;) € Xa. Dessa forma d, é uma métrica do espago shift e X4 é um espago
Polonés, ou seja, espago metrizavel, separével e completo, com respeito a topologia gerada
pelos cilindros. Mais ainda, ¥4 é compacto com respeito a esta topologia se, se somente
se, I ¢ um conjunto finito (ver [15]).

Diremos que X4 é topologicamente transitivo se para todo a,b € I, existe ng,, € N
tal que W,3" # 0, ou equivalentemente, podemos dizer que §"¢([a]) N [b] # 0. T, é
topologicamente misturadora se para todo a,b € I, existe N,;, € N tal que W:Zb #+ 0
para todo n > N, ;, equivalentemente, podemos denotar por "= ([a]) N [b] # (), para todo
n > Ngyp. Além disso, uma cadeia de Markov topologica ¢ dita que possui grandes imagens

e pré-imagens, se existe um conjunto finito /,;, C W tal que para todo v € W, existe



B € I,;, tal que (vB) € W? ou (Bv) € W2, respectivamente. Finalmente, uma cadeia de
Markov topologica é dita que possui a propriedade (g.i.p.) se a cadeia é topologicamente
misturadora e tem grandes imagens e pré-imagens.

Um outro objetivo fundamental para nossa analise ¢ a fungao potencial p : X4 —

R estritamente positiva. Paran € N e w € W", definimos

b= [[ 900" ¢ Cuim SUp $u()/nly). 1)

z,y€(w]

O potencial ¢ é dito que tem wvariagao localmente limitada se ¢ é continua e existe C' > 0
tal que C, < C paratodon € New € W™,

Para sequéncias positivas (a,), (b,), frequentemente escreveremos a, < b, se
existe C' > 0 com a,, < Cb,, para todon € N, e a,, < b, se a, < b, < a,.

Uma nova hipo6tese, mais forte sobre a variacao é relacionada com ser localmente

Holder continua. Portanto, definimos a n-ésima variacao de uma funcao f: >4 — R por

Vn(f):sup{|f(x)—f(y)| :xi:yiai:LQv"‘?n}'

A funcao f é referida como uma funcao localmente Hélder continua no sentido simbdlico,
se existe 0 < r < 1eC >1 tal que V,(f) < r" para todo n > 1. Podemos mostrar a

equivaléncia da notacao mais conhecida sobre funcoes Holder continua:

[f(x) = f(y)| < c-d(x,y)"

com a que acabamos de definir. Para isso basta tomar o conjunto ¥4 e a métrica dy5 e f

tal que V,,(f) < cer™, assim r = (1/2)' e t = 152?1(;)2)' Entéo, para = e y no mesmo cilindro

[w], w € W", temos
|f(z) = fy)] <er”
=c(1/2)™
= c((1/2)")

<c- d(may)t

Se uma funcado ¢ localmente Holder continua e || f|| < oo chamamos de fun¢ao Hélder
continua. Agora, vejamos a seguinte estimativa bem conhecida (ver em [21]). Paran < m,

z,y € [w] para algum w € W™, e f fungao localmente Holder continua, com constante ¢



\i:fo@k(rv) fob(y)] < 3 fob(x) —foek(y)'
<c i:d(@k(x),ﬁk(y)) =c 3 1/(r®)d(zx, y)

k=0 k=1
n—1 1
=c-r"" rk <ec.pmon
1—r
k=0
Entao,
n—1 1
|3 Fobt@) — o by < s 2)
k=0

Observe que d,(0(z),0(y)) = +d(x,y), temos r* = d((z1,22,...), (x1,22,...)) ©
r=d((0(xy,z2,...), (0(z1, xe, ...))). Além disso, como 1/r > 1 o sistema é expansor . Em
particular, a fungao exp(f) é um potencial de variagao limitada. Para um dado potencial
©, 0 objeto basico do formalismo termodinamico sao as fungoes de partigao. Uma vez que
o espaco de estados ¢ contavel, considere as fungoes parti¢oes Z!' para um fixado a € 1
que sao definidos por

AR Z On(z).
o ()=, z€[a]

Além disso, referimos a taxa de crescimento exponencial de Z, por

1
Pg(0,¢) :=limsuplog {/Z" = limsup — log Z7,
n

n—oo n—o0

como a pressao de Gurevié de (34,6, ). Essa nogao foi introduzida em [21] para cadeias
topologicamente misturadoras e ¢ potencial localmente log-Holder continua, isto €, log ¢
¢ localmente Holder continua. No qual apresenta que se (X4,6,p) ¢é transitiva e ¢ ¢
de variagao limitada, argumentos em que combinamos com a decomposicao de 07 em
componentes misturadoras, onde p representa o periodo de (X 4,6), mostra que Pg(6, @)
¢ independente da escolha de a e que

: 1 n
Ps(0,¢) = n—)oohg}” o log Z'.

A prova de tal resultado pode ser encontrado em ([21], proposi¢ao 3.2). Além
disso, ¢ facil ver que Pg(0, ) permanece inalterado substituindo a € W' com algum
a € W". Temos também que, se log ¢ ¢ Holder continua e o sistema é topologicamente

misturadora, entao possui um principio variacional. (veja Sarig 1999).



Dois objetos basicos para nossa anélise sao a concepc¢ao de medida conforme
e medida Gibbs relacionadas com um potencial ¢. Devido ao fato que a construgao
canonicamente conduzirda a medidas o-finitas, faremos uso do seguinte: uma medida de

probabilidade boreliana p o-finita é chamada ¢-conforme se

M%mz/lw

AP

para todo conjunto boreliano A tal que 6|4 é injetiva. Para (wy---w,y1) € W™ e um

potencial de variagao limitada, entao imediatamente segue que

pl[w]) = du (@) CF p(O([wnsa])), Vo € [w]

ou, equivalentemente,

O a6 ) < 2 < o)) ®)

para todo = € [wy - - - w,11]. Note que essa estimativa implica que Pg(f, ) = 0 é uma con-
digdo necesséria para a existéncia de uma medida conforme com respeito a um potencial
de variagao limitada.

A fim de introduzir um novo objeto basico, o operador de Ruelle, definimos a
acao do ramo inverso de 7, nas funcoes da seguinte forma. Parav e W"e f: ¥4 - R, a
aplicacao

f OTy : ZA — R;l’ = X@"([U])(x)f(T’U<x))7

que é for,(x):= f(1,(x)) para z € 0"([v]) e f o7, (x) :=0 para z ¢ 0"([v]). O operador
de Ruelle é definido por
L@(f) = ZQOOTU - for,.

veW
Se ¢ tem variacao limitada, entdo Z] < L,(1jq)(x), para todo x € [a]. Além disso,
h& uma agao associada no espaco das medidas o-finita medidas de Borel definido por
[ fdLL(v) == [ Ly(f)dv, para f: X4 — [0, +00] continua.

2.1 Teorema de Ruelle e aplicagoes Gibbs-Markov

Nesta parte vamos enunciar o teorema de Ruelle para sistemas com a propriedade
g.i.p. Note que um resultado ¢ chamado de teorema de Ruelle, ou teorema de Ruelle-
Perron-Frobenius, se garantir a existéncia de autofuncgoes, automedidas ou autovetores do
operador do Ruelle e o adjunto dele para o raio espectral.

Agora iremos lembrar alguns objetos da teoria ergddica infinita, nos quais serao
fundamentais para a compreensdo do proximo resultado. Sejam (X, A, ) um espago

de medida e 7" uma transformacgao nao singular, isto ¢, as medidas du e du o T sao



equivalentes. Um conjunto A € A diz-se T invariante se u(T '(A)AA) = 0, onde A
refere-se a diferenga simétrica de conjuntos. Dizemos que T é ergddica (com respeito a p)
se todos os conjuntos T-invariantes A € A satisfazem ou p(A) = 0 ou p(A°) = 0. Além
disso uma transformacao 1° é chamada de totalmente dissipativa se qualquer conjunto
mensuravel A com p(A) > 0 contém um conjunto mensuravel B C A tal que u(B) >0 e
pw(T~™(B)NT~™(B)) = 0,¥Ym # n. Dizemos que T é conservativa se e somente se nao ¢
totalmente dissipativa.

Comecaremos lembrando um conhecido teorema de Sarig.

Teorema 2.1 (Corolario 2 em [22|). Suponha que 0 tenha a propriedade g.i.p, logp é

Pg(0)

Hdlder continua e ¢ € somdvel (sup L,(1) < 00). Entdo, para p = e , temos:

1. Eziste uma unica fun¢ao h > 0, Hélder tal que L(h) = ph;

2. Existe uma tinica medida de probabilidade tal que L*(u) = pu se, e somente se, i é

conforme;
3. A medida dada por dv = hdu é uma medida finita invariante.
4. A medida € ergodica e conservativa.

5. LE(1)(z) < p", para todo x € 0"([v]).

A partir de agora , assumiremos que a transformacao de base satisfaz a propri-
edade g.i.p e que sup L,(1) < oo, de modo que valha o teorema de Sarig. Além disso

pode-se supor sem perda de generalidade que P (0, ) =0 e L,(1) = 1. De fato, defina

.. _p-h
S0'7p~ho€'
Entao,
N von(a). fon(e— S £OT@) (BN ()
L) = 3 pornlo)- fonte) = 3 F RS
1
- p.h(x)Lso(h'f)
ou seja,



Em particular, Ls(1)(z) = 1. Além disso,

/fo&-hdﬂz%/Lw(foé-h)du
= %/f-Lso(h)du

1
I—/f'/)hdﬂ
P

~ [ fhdy

o que implica que p é f-invariante. Ademais, se definirmos dv := hdu temos,

[ s = [ rau= [ roitman= [ L) nin= [ Loy

assim sendo L} (v) = v.
Uma vez que os argumentos fazem uso da propriedade g.i.p, assumiremos a partir
de agora que (X4, pt, ) € uma aplicagao Gibbs-Markov, no qual foi implicitamente definido

por [2] da seguinte forma.

Definicao 2.2. Seja p uma medida de probabilidade de Borel em ¥4 tal que, para todo
w e W uepor, sio equivalentes. Entao (Xa,0,u) é chamada de uma aplicagao
Gibbs-Markov se

inf{u(0([w])) : w € W'} >0

e existe 0 < r < 1 tal que, para todo m,n € Nyo € W™ w € W™ com (vw) € W™

dp o, dup o,

sup |log (z) —log (y)| < r" (4)

z,y€(u] It dp

Observe que existe uma equivaléncia entre aplicagoes de Gibbs-Markov e po-
tenciais localmente log-Holder, visto que, se uma aplicagao é Gibbs-Markov temos que
¢ :=dp/dp o 0 & localmente log-Holder, entao ¢ é de variagao limitada e localmente log-
Holder. Da mesma forma, se 6 tem a propriedade g.i.p e ¢ é somavel, o teorema de Sarig
garante a existéncia de uma medida u conforme. Isto é, ¢/p = du/dp o 0 e, em particular,
w satisfaz (4). Além disso, segue da propriedade g.i.p. que, para qualquer w € W1, existe
um b € [

«ip. tal que wb é admissivel. Entao

p(0(w)) = > p(la]) = p([b])

ac€Wl:wa admissivel

> min u([c]) > 0.

g.i.p.

Portanto, (X4, 0, 1) é Gibbs-Markov.



Definimos o operador de transferencia 6 : L*(p) — L'(1) associada a aplicacio
de Gibbs-Markov (24,6, 11) por

R dy o,
=3 Nd;: fory.

weW

No caso que p é dado pelo teorema de Sarig, note que § = Ly, pois pot,/p = dp o 7,/dp
para qualquer w € W1,

2.2 Extensoes por grupos de cadeias de Markov Topolégicas

Vamos agora introduzir o objeto bésico da nossa anélise, para isso notaremos que
G é um grupo discreto enumerdvel com o elemento identidade id € GG, como o conjunto

dotado de uma operacao associativa G x G — G tal que para todo g € G
i)id-.g=geg-id=g,
ii) existe um elemento inverso g7' € G parao qual g- gt =g~ - g =1id,
iii) G é enumeréavel munido com a topologia discreta.

Para definir uma extensao por grupo de uma cadeia de Markov topologica, seja
Y+ ¥4 — G uma aplicacdo tal que 1) ¢ constante em [w]| para todo w € W!. Para
X := ¥4 x G equipado com a topologia produto, a extensao por grupo (X,T) de (X4,0)
¢ definida por
T:X — X, (x,9) — (0z, g¢(z)).

Note que (X, T) também ¢é uma cadeia de Markov topolégica e os conjuntos de cilindros
sdo dados por [w, g] := [w] x {g}, para w € W™ e g € G. Vamos definir o conjunto X,
como X, =X, x {g} e

ba() = O(2)0(0) - (0" )
paran € Nex € X 4. Observe que v, : X4 — G é constante em cilindros de comprimento
n e, em particular, que ¥ (w) := 1, (z), para algum z € [w] e w € W™, esta bem definida.
Fixe uma cadeia de Markov topologica topologicamente misturadora (3 4, 0), e G-extensao
topologicamente transitiva (X, 7). Além disso fixe um potencial (positivo) ¢ : ¥4 — R
com Pg(0, ) = 0. Note que ¢ eleva para um potencial ¢ em X definindo ¢(x, g) := ¢(x).
Para facilitar a notag@o, nao sera feito distin¢ao entre ¢ e ¢. Além disso, para v € W,
o ramo inverso dado por [v, -] serd denotado por 7,, que ¢ 7,(x,g) := (7,(z), gp(v)71). A
fim de distinguir entre o operador de Ruelle e as fungoes de particao que diz respeito a 6

e a T estes objetos para extensao por grupo serao escritos em letras caligréaficas, isto é,
para a € W, £ € [a] x {id}, (f,9) € X,en €N,
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L& 9) =D e(m(€)f o7(&, 9),

veW

Zlag) = Z n(2)
T (x,9)=(2,9),x€a]

Para obtermos alguns resultados iremos contar com a seguinte propriedade topo-
logica da extensao. Vamos precisar que exista um subconjunto finito de W de forma
que para cada dois cilindros [a, g] e [b, g|, com a,b € W e g € G existe um elemento w do
subconjunto finito, de tal modo que 7,([b, g]) C [a, g]. Se a transformacao da base tiver a

propriedade g.i.p, a existéncia de tal conjunto é dada pelo seguinte lema.

Lema 2.3. Seja (X,T) uma extensao por grupo topologicamente transitiva de (34,0),
donde (X 4,0) tem a propriedade de grandes imagens e pré-imagens (g.i.p). Entao, existe
n € N e um subconjunto finito J de W™ tal que para cada par (38,58") com 5,5 € Iy,
eviste wg g € J tal que (wgp) € W™ e 1y, (wg p) = id.

Demonstracao. Como T' é topologicamente transitiva, temos que existe p € N, p o periodo
de (X,T) e By, Bs, ..., B, tal que BjU...UB, = X4 e T?|p, ¢ topologicamente misturadora
com ¢ = 1,...,p (ver [3], proposigao 4.2.2). Entao, para cada a € W, 3N, € N tal que

T%%([a, g]) D [a, g], para todo s > N, e g € G.

Por isso, para cada par (8,4') € 12,, C W? com (f', 3) admissivel, temos Ng g tal que

g-i-p
para cada s > Ngg existe vy € WP™2 tal que (8'Svgp ') ¢ admissivel e dado que
I,;, ¢ finito, segue que existe k := max{pNg g : (8,0" € I,.,)} tal que vg s pode ser
escolhido para ser um elemento de W*~2. Pela possivel inclusdao de um ntmero finito de
estados, podemos assumir sem perda de generalidade que o subsistema de X4 com I,
¢é topologicamente misturadora. Segue-se dai que existe algum [ € N tal que cada par

(Bo, B1) € 1, podem ser conectados por uma palavra admissivel da forma

Wgy.5, = (Bovsy,s B182V6,,65 0384V, 5, B1)-

A afirmacao segue com J :={wgp : 3,8 € I,.,}. o

3 Medidas conformes associadas a extensoes por gru-
pos

Nesse capitulo iremos fazer a construcao de uma medida conforme para um G-

extensao seguindo as idéias de Patterson em [17] e Denker e Urbanski em [6].
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Para a construcao da medida, vamos agora fixar £ € Y4, e definir, para todo

n e N,

E,=En (&) = {x € 07"(&) : nlx) = id}, 2*(€) = > ¢ula).

ZBGEn

Note que Z"(&) é relacionado com o operador de Ruelle por

Zn(g) = EZ(1X¢d>(£7 Zd)

Uma vez que a construgao da medida se baseia na divergéncia de uma determinada série,
lembre-se, para uma sequéncia de nimeros reais positiva (a,), o raio de convergéncia da
série > a,z" éigual a 1/p, onde p é dada pela formula de Hadamard,

p = lim sup a,.

n—0o0

Lema 3.1. Para a sequéncia (a,) com p < oo, existe uma sequéncia ndo-decrescente

(by, :mn € N) com b, > 1 para todo n € N tal que lim,,_, b, /b,+1 =1 € para todo s > 0,

o
5 boans "
n=1

=00 s<p

<oo s> p.

Além disso, existe uma sequéncia nao crescente (A(n) :n € N) com A(n) > 1 e A(n) — 1
tal que by, = Tr_, Mk).

Demonstra¢ao. Aqui, vamos fazer uso da construgdo que encontra-se em [6]. Observe
que o caso em que », a,p " diverge, cada sequéncia constante estritamente positiva
satisfaz a afirmacao acima. Assim, vamos assumir que Zn a,p~ " converge. Em particular,
lim, o0 app™™ = 0. Fixe uma sequéncia (ny) com limy_ oo ng/Ngy1 = 0, ap,p™™ N\, 0 €
limy o0 (p(an, ) "Y™) = 1 e defina § := p™ /ay, .

A sequéncia (b,,) é agora definida por, paran < ny, b, := 1l e, parang_1 < n < ng,

np—n n—ng_1

L SMETME—1 (kT Mk—1 $—1
by == 6,10, ot

Paran,m € Ncomny,_1 <n < n+m < ng, assim obetemos que by, 1, /by, = (0 /0p—1) ™ "1
Em particular, lim, b,4,,/b, = 1. Dessa forma, temos uma representacao de (b,), da se-
guinte forma. Para ny_; < n < ny, e defina A(n) := (5k/5k_1)1/(""‘_"’“‘1) e, paran < ng, e

defina A(n) := 1. Assim segue por indugao que

b, = H)\(j).

Desde que 6x/dx—1 > 1 temos que (b,) é uma sequéncia estritamente crescente, pois

bn, = P /(81a,, ), temos que b, /oo e > b,a,s " diverge para s = p. E facil ver que
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como o raio de convergéncia da série de poténcia é igual a 1/p, temos a convergéncia
para s > p. Finalmente, note que lim;_.(8;/6;)"™~™) = 1 para todo k& € N. Assim,
é possivel escolher uma sequéncia de (ny) de tal modo que a sequéncia associada A(n) é

nao decrescente. O

Agora, suponha que p = limsup T\’/Z”—(Q < oo e escolha (b,) de acordo com o
Lema 3.1 para a sequéncia (a,,) definida por a, := Z"(£). Este, em seguida, d& origem a
uma familia de medidas de probabilidade {m; : s > p} suportada em X;3 = ¥4 x {id},
dada por

mg 1= % Zs_”bn Z On(2)0,, onde (5)

neN ©€Ey,
Ps) = s b, 2" (&)
neN
e d, se refere & medida de Dirac suportada em {z}.

Para compreensao dos proximos resultados iremos definir os seguintes objetos. A
o-algebra de Borel é definida (veja [5]) da seguinte forma. Seja X um espago topologico.
A o-algebra de Borel B de X é definida como a menor (isto é, a intersec¢ao) de todas as
o-algebras que contém os abertos de X. Além disso, iremos considerar as seguinte nogao

de convergéncia de medidas.

Defini¢ao 3.2. Dizemos que uma sequéncia de medidas de probabilidade (my : k € N)
definida sobre a o-dlgebra de Borel de um espago polonés converge fraca* para a medida

de probabilidade m se e somente se
/fdm = lim [ fdmg,
k—o0
para toda f continua e limitada.

Utilizando a convergéncia fraca® obtemos a construcao de uma medida parcial-

mente conforme como enunciado no lema abaixo.

Lema 3.3. Suponha que (s;) € uma sequéncia tal que s; \, p e eziste uma medida de
probabilidade m suportada em ¥4 que € o limite fraca* de (ms, : 1 € N). Entdo, para o
par (B, k) com B € B(X4) e k € N tal que TF(B x {id}) C Xiq, TH(B x {id}) € B(X4) e

Tk|BX{,~d} € invertivel, seque que

m(0"(B)) = / o Jdndm. (6)
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Demonstragao. Nesse contexto, iremos considerar m, como a medida definida sobre B(34)

e suponha adicionalmente que B é um cilindro. Em particular, 15 ¢ continua. Da

definicao,
1 = _,
mS(B) = 73(8) ZS by, Z gbn(x)
n=1 T (,id)=(C,id),w€B
Entao,
m,(TH(B)) = 5" > On()

T (x,id)=(C,id), (z,id)€T* (B)

L bypst s Z Ok (y) (D (y)) "

Ttk (y,id)=({o,id),(y,id)€eB

Da mesma forma,

k 1 - -n k
| onim. - DI S @) )

n=1 Tk (z,id)=((,id),(z,id)eB

> bys > () - p" [ pn(2)

P(s) \ &= Tk (2,id) = (C,id), (z,id) € B

+ Z bys™" Z () - prPop(x)™ | = T+ 11

n=k+1 Tk (z,id)=(¢,id),(z,id)eB

onde [ refere-se a primeira expressao e I a segunda expressao. Note que a soma [ é

finita e converge para 0 quando s — p, pois lim,_,, P(s) = co. Portanto,

pk
lim ‘msl (T*(B)) — / —dm,

=0

= lim Z b bpiks (n+k) Z ¢n+k(y)(¢k<?/))_l

l—
> P (s1) ntk Ttk (y,id)=(Cg.id),
(y,id)eB

— > b " > P b () (Dx(y) ™

n=k+1 Tk (y,id)=(Co,id),(y,id)€B
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Considerando m = n + k,

kR pr
lhm ’msl (T"B / ™ —dmg,

) 1 bm 5 —1
~ PG O E LD SR C I

m=k+1 m T (y,id)=(o,id),(y,id)€B

~bms ™ > O (1(2)) "

Tntk (yyld):(Co :id)7(yzid)€B

T 1 - bm—k -m gbm([)j)
ol P RO R Vi

m=k+1 m T4k (y,id)=(Co.id),
(vid)eB

bm—k
b,

Aplicando a informacao de que s — p e para todo € > 0, existe mq tal que 1—e < <1

para todo m > my, alcangamos a desigualdade abaixo. Portanto,

by by
‘( b ksf‘pk) :‘( b ksf‘sf“f_”k)

para todo m > my.

Assim, pela desigualdade acima e fazendo uso de argumentos ja explorados, che-

gamos que o limite das (my,) é conforme no sentido de (5).

lim ‘msl Tk / 7' —dms,
o

1 b o .
=) > (b o ‘pk) o 2. Om () (@1(2))
: Ulm=mo+1 N 7m Tk (y,id)=(Co,id), (3:id)
1 bm—k k k —m -1
<t gt (s [t a) | £ i T et

m=mo+1 Ttk (y,id)=(Co,id), (y,id)

Como € é arbritario, segue que

o
‘ms(TkB)—/ —dmy
B Pk

— 0. Entdao m(T*B) = / o ordm.
B

Afim de aplicar o lema acima, vamos analisar os seguintes casos.
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1° Caso: Se o espaco X for compacto, qualquer sequéncia de medidas de probabilidade
tem um ponto de acumulagao, devido ao teorema de Banach-Alaoglu e pelo fato do espago

das fungoes continuas ser separavel. Isso garante a convergéncia das medidas {m}.

2° Caso: Caso contrario, idéia é mostrarmos que a familia de medidas {m,} é rigida, isto
é, Ve > 0, 3K compacto tal que ms(K) > 1 —¢, e em seguida usarmos o seguinte Teorema
de Prohorov: Seja {m; : ms; medida de probabilidade } e X espago Polonés, isto é, X é
metrizavel, separavel e completo. Se {m} for rigida, entdo Js; 0o e uma medida m

tal que

*
fraca

Mg,

Como foi notado na subsecao 2.1, podemos sem perda da generalidade substi-
tuir potenciais localmente log-Holder e somaveis por aplicacao de Gibbs-Markov com a

propriedade g.i.p.

Teorema 3.4. Seja (X,T) uma extensao de um aplicagio de Gibbs-Markov por grupo
topologicamente transitivo com propriedade g.i.p. Entao existe uma medida o- finita, nao
atomica, (p/¢)- conforme com medida v com v(X,) < oo, para cada g € G. Além disso,
existe uma sequéncia (si) com s \ p tal que, para cada fungdo continua ndao-negativa
f: X =R,

: 1 g :
[ rav = Jim > busi €€ 1) (7

Demonstracao. Primeiro vamos mostrar a conformalidade da medida. Para isso iremos
mostrar a rigidez da medida para posteriormente podermos usar o teorema de Prohorov.

Para z € ¥, defina o conjunto k := niq(x) = min{n > 1;4¢,(z) = id}. Entao
existe w € W* tal que x € [w] e ma|w) = k, k é o primeiro tempo de retorno. Observe

que definimos ¢,, := [[7—4 ¢(6*). Dessa forma

$u(y) = p(y) - 9(0y) - p(0"y) - (0%y) - (0" y) .

-

() (0% (1))

o que implica ¢, (y) =< @x(x) - dn_i(0%y). Outra observagao a ser feita é se ¢y, € injetiva,

entdo y € E, N [w] & 0%y € E,_;, N [0*w]. Assim,

1 -n - ¢k(x) -n
P(s) ans Z only) = P(s) ans Z D1 (y)

n>k yeE,N[w] n>k yEE, _1NOk[w]

= ;ég]z)gbnsnzk > buily). (8)

yeEnfkmek [w]

ms([w]) =
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Observe que usamos (3) que implicitamente faz uso da propriedade de grandes imagens
e pré-imagens por aplicagao do Teorema de Ruelle. Aplicando o Lema 2.3, com nqy dado,

com J C W™ podemos conectar palavras de modo que alcangamos o seguinte resultado

z* Z Pn—k(y) < Z Prtng © Toyuws (§) < A (9)

yEEn,kﬂek[w] v EWFK ue g vgewn—Fk
(v1uv2) €W Py 4 (viuvg)=id

Denote W* ¢ W* o conjunto de palavras de comprimento & com 7;4|,) = k para cada

w € W*. Observe que por (8) e (9) temos que

) = S S 02 S Gl

yEEn,klﬁlek [’LU]

<t g]‘:}) : st) ;bns”z“m (10)

Observe que, para qualquer s > p, temos

1 [ee]
b,s "Z" = 1.
P(s) Z °

Desta forma podemos igualar os objetos abaixo

- I < b
b,s P20 — " by S —(n+no) Zntno,
P(s) Z; § P(s) 25 oSS

n=1 "tno

E assim obtermos por argumentos ja conhecido que
I < by,

P(s) i A

ng | o—(n+nog) | Zn+no

“bpgngs™ - s

Sno - —Nn—"n n—+n,

) et
n=1

"0 i 7nb Zn no 1 i fnb Zn
— S n =S S n

7)(8) n=no+1 7)(8) n=ng+1

Dai,
no 1([w])
ma(w]) < 8" =2 (11)

Vamos agora usar essa estimativa para um dado € > 0, para a construcao de um
conjunto compacto K C X4 com my(K) > 1—¢€,Vs € (p, so], para um arbritario mas fixo

so. Portanto, para k € N, escolha um subconjunto finito j, de W* tal que
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S ) < 2Rk (12)

(w1-wy) EWF wi &,
Defina K := {(wy,ws,...) € >, : wi € ji, Vk € N}. Segue pela construgido que

K ¢é compacto, pois escolhemos j, um subconjunto finito de W* e para s € (p, so], temos

my(K°) =Y my({z € k2 nlialz) = k}) +my({z € k: nlia(x) = oo})

keN
s"o
D ID SRS DED DR )
keN ’wEWk’wkijk por (11) keN wEWkwk(;éjk
5" 5" k o—k
:Z? Z p(w]) < Zﬁ'ﬁ'za
k wEWk,wk¢jk por (12) k

oo
<e€-s5™ Z 27k,
k=1

Ou seja, mg(K°) < €-s™. Entao m, < €. Portanto
ms(K)=1—my(K)>1—c-e.

Note que o resultado ¢ valido quando my(Xiq) = 1 e ms(X5) = 0, onde Xjq := X4 x {id}.
Portanto, m, é rigida, assim pelo teorema de Prohorov temos a convergéncia fraca™ e dai
podemos usar o lema acima.

Para provar a segunda parte, que prova a construcao da medida para todo X,
usaremos a definicao de convergéncia fraca* que ja foi definida anteriormente. Para b € Wt
e g € G, existe por transitividade j € N e u € W/t com T7([u,1d]) = [b, g]. A restri¢ao
de v em [g, h] é definido por

F@)dv(a, ) — /[ oW o,

[b.g]
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onde f: X, = R. Assim,
o 090/6,dm = lim / £0°0 [ ydm,, = lim / [ o5 /(65(x)) dms,

FAST D

[u]

::hm—7;j§:@m% E:f087 (@) ()

koo P(sg o
::Jigi)iﬂiij.EE:bnjsi” _;{:. Pn—j(y)f(y)
n>j (y,9)€TI=™((,id)N[b,g]
~ Jim Pék) Zb s L) (E )

—klgglop Zsk £” £)(&,id).

O que prova a equacao (7). Por fim, usando a construgdo de m para v e a

propriedade g.i.p. obtemos que v(X,) < oo para todo g € G. ]

Proposicao 3.5. A medida v € uma automedida para o operador de Ruelle, ou seja,

L*(v) = pv.

Demonstra¢ao. Para provarmos esse resultado iremos usar o teorema acima , como au-
tomedidas sao conformes, conseguimos mostrar a conformalidade para todo X, pois até
agora tinhamos a conformalidade s6 em Xjq. Em particular, uma vez que limb,, /b, .1 = 1,

obtemos

1 = 0t o .
[ £tyir = fim o P 2 L L&)

. Sk = —(n+1) by, n+1 :
— lim [ =% E bpi1 L ,id

I .
P(Sk) Sk blﬁ(f) (5, 1d)>

—p Jim v ($) = pu(1) = [ fiv

k—o0
‘/Mﬁ /L fdv = /ﬂm

L*(v) = pv

Dali,

Como queriamos,

Com esse resultado conseguimos provar que v é uma automedida para o operador de

Ruelle, o que implica que v é conforme. O
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Proposicao 3.6. Para a medida v dada pelo teorema 3.4, temos o sequinte:

i) Se lim,, Z"p~™ = 0, entdo v(X) = o0

i) Se p € - invariante, entdo dvoT 1 = p~ldv

i) Para w € W" e g € G, temos p"v([w, g]) < ¢n(2) - ¥(Xgy,(2)) Para qualquer
x € [w].

Demonstra¢ao. Para provarmos (i) vamos usar o Teorema 2.1, e assim obtermos que existe

c > 0 tal que

<L) <e=cpt < Ly(1) <o (13)

Pelo teorema 3.4 temos que

[ fiv - mp L) id).

Tome f = 1, assim pela equagao (13) obtemos,

v(X) :/Id k—>oo73 o (L£51)(C,id)

=B ey Zb " m}:f&psk 2"

— =< i
v(x) grE D nen busy"p koo

2?:1 bnsy, " p" ZZO:1 bnsy " p"

Para € > 0, escolha N, talque Z" - p™" < € para todo n > N, assim lim,, ., Z"p~" = 0,

e bn 5. 2" < Lim (Zi\[zl bps " Z" I ZZO:NH bnsnkzn) .

entao Z" < ep” para todo n > N,. Portanto,

Lo li D oneNet1 bnsi " - €
= lim - — )
v(X) koo Do sy pn
Como
Zb s, "p" > Z bys, " p",
n=Ne¢+1
entao

21 busi "
>t busy " p"

o que implica 1/v(X) < c¢-e. Dai, lim1/v(X) = 0, ou seja, ¥(X) = co. Assim, provamos

<1

o item (i).
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Para provarmos (ii) iremos usar o seguinte resultado. £,(1) =1 se e somente se

p € invariante. Suponha que L£,(1) = 1 entéo

[ rotin= [ oiroordu= [ re.yin= [ san

entao p € invariante.

Reciprocamente, suponha que p é invariante, como p é conforme, temos

[ rotan= [ se.)n

mas /4 é invariante entdo £,(1) = 1. Note que,

Lr(foT) = LY (L(f o T)) = L2 N(f - L(1)) = L.

Assim,

/ foTdy = Z bps (L2 o T(E,id)) = D busT(LET (6 id)

neN

1
P(s)

_nbnflsin+l (ﬁgilf) (57 ld)
n—1

Uma vez que P(s) /oo es— pelimb,/b,_1 =1 como s — 0o, obtemos que

1
oTdy =lim —— bps (L foT(¢,id
ki sy 2o (LLF 0T i)

L\ b
P(S) bn,1

= s 'im

b1s "L )G id) = p / fdv.
neN
Chegamos que [ foTdv = p~! [ fdv entdo v ¢ invariante ao menos de uma
constante p~1, assim dv o T~ = p~!dv, o que prova o item (ii).
Por fim, vamos provar que p"v([w, g]) < ¢n(x) - v(Xgy, (x)) Para qualquer x € [w].

Para isso, vamos fazer uso da conformalidade, assim

V([w,g])z/T([ Dp‘%nomdv
m w7g
<0 "0u0) [ = p () (T (. 9))
T ([w,g])

Ou seja, p"v([w, g]) < ¢n(x) - v(T"([w, g])). Assim, basta mostrarmos que v(7"([w, g])) <
V(Xgpn(a))-

Observe que, T"([w, g]) = 0"([w]) x {g - ¥n(x)} C Xguy, @) Dal, v(T"w, g]) <
V(X gy (@)-
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Fazendo uso propriedade g.i.p, temos que existe b € I,;, tal que [b] C 6"([w]),
para w € W". Agora considere wyy € J, onde J é o conjunto finito de W* para k e J

dado do lema 2.3 ¢ h := g - ¢, () temos que

T*([w, h]) = 0" ([w]) x {h} = O([b]) = {h}

Como Xy = Uyey, ,, 0([V']) segue que,

Tk([wb,bx, h] : b/ - Ig.z’.p; Wh,p - J) = U Tk([wb’b/, h])

b/EIg,i,p

= | o)) x {h} =S4 x {n} = X,

belyip

Portanto,

(X)) <v( | 600) x {n})

belyip
< Y w((0) x {h})
Velyp€d
< > p" sup gy(w) - w([b,h)
Velyip TEwy, 1]
= v([b,h])- D> p" sup Gy(x).
VElyip zE€[wy, 4]

Como J ¢ finito, segue que existe ¢ > 0 tal que v(X}) < ¢- v([b, h]), para todo
be L,
[

4 O Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius para exten-
SOes por grupos

Nesse capitulo temos como principal resultado o teorema de Ruelle-Perron-Frobenius
para extensao por grupos de cadeias de Markov topologicas do artigo [26]. Para uma fami-
lia de medidas equivalentes o- finita conforme, temos como resuldado que suas derivadas
de Radon-Nikodym sao autofunc¢oes para o operador de Ruelle e localmente log-Holder.
Apresentaremos também um resultado da teoria ergddica que diz que a extensao por grupo
¢ conservativa e ergodica se, e somente se y_ p "Z% (&) diverge. No final do capitulo fa-
remos aplicagoes para tornar os resultados mais concretos. Iremos agora definir alguns
objetos da teoria da medida e integragao e enunciar um importante teorema da teoria da

medida, que é o teorema de Radon- Nikodym, tomamos como principal referéncia [5]. No
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qual define medida absolutamente continua da seguinte forma. Seja (X, .A, 1) um espago
de medida e v : A — R. v ¢é dita absolutamente continua com respeito a i se para todo
Ae Acom p(A) =0, temos v(A) = 0. Se, além disso, p for absolutamente continua em

relacao a v entao as medidas sao equivalentes.

Comentdrio: Nao vamos nos referir a medidas absolutamente continua por essa notacao

v < |4 pois ja usamos essa notacao em outro contexto.

Teorema 4.1 (Radon-Nikodym). Seja (X, A, n) um espago de medida o-finita. Seja
v: A — Ro- finita absolutamente continua com respeito a . Entao existe uma funcao
mensurdvel f : X — R integrdvel (no caso complexo) ou semi-integrdvel (caso v seja

medida com sinal) tal que
v(A) = / fdu,vA € A.
A

Além disso, quaisquer funcgoes que satisfacam tais condigoes, coincidem em pi-

quase todo ponto.

A fungao f obtida no teorema de Radon-Nikodym é chamada de derivada de

Radon-Nikodym de v em relagcao a u, e denotada por f = Z—Z. Observe que X é um

espago de Besicovich (ver [8]), logo

d—”(ac,g) _ lim v[(zy...2p, )]

dv n—0 p([x1...2,, )]
em quase todo ponto (z,g) = ((z1,x2,...),9)-
Teorema 4.2 (Stadlbauer, 2013). Seja (X,T) uma extensao de uma aplicagao de Gibbs-

Markov com a propriedade g.i.p do grupo topologicamente transitiva. Entao existe sequen-

cia (si) com sE \ p tal que
1
[ e = Jim s S b (€20
neN

define um (p/y)-medida conforme e o-finita v, para qualquer ¢ € X. Além disso, {v; ¢ €
X} € uma familia de medidas equivalentes e para as derivadas de Radon-Nikodym h :
X xX =R, (¢,2)— (dv/dv)(z), temos o sequinte.

1. Para todo z € X, a aplicagdo log h(-,z) : ¢ v+ log h((, z) € localmente Hélder conti-

nua. Além disso, as constantes associadas a continuidade Hélder sao uniformes.

2. Para todo z € X, a aplicagcdo h(-,z) : ( = h((, z) € uma autofungao para L, que é
Lo(h(,2)) = p h(-2).

3. h((z,9),2) <v(X ).

g
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Demonstragao. Comecemos com a construcao de v, para elementos em

UT {(&,1d)}

neN
para £ € ¥ 4. Dessa forma, se ( € E(&) entdo satisfaz 7" (¢) = (&,id).

Para uma fungao f : X — R continua nao-negativa e s > p, vamos definir

st L))

Decorre da prova do Teorema 3.4 que M{ restrita as fungoes com suporte em
Xiq := ¥4 X id define uma familia de medida rigida e, portanto, para uma subsequéncia

(5k,,J € N) de (s;) dada pelo Teorema 3.4,

M, —jlggp oo Zb s (L21)(C) (14)

existe para cada funcao continua nao-negativa f : X — R. Pelo teorema de
Riesz-Markov (ver [5]), o operador linear positivo M, define uma medida v.. Ademais,
E(§) ¢ contével e é possivel escolher a subsequéncia (s;) de tal modo que o limite em
(14) exista para todo ¢ € F({) e f continua nao-negativa.

Primeiro iremos provar que essas medidas sao absolutamente continuas.

Observe que se T%(¢) = (£,4d) entdo, existe v € W* tal que ¢ = 7,(§, id).

Veid = ]_mp "(L314)(E,id)
—Jlggop o) Zb s (L014) (€, id) J%OP o (L214)(6,id)

= li s "LE(LT R 0) (€, id
j—o0 'P(Skj) nZ:>k 5k ( ® A)(g t )

Note que para qualquer f, temos

LG ) = D dr(ru(&id)) f o (&, id) > ¢i(7u(8,1d)) f 0 7, (€, id)

weWk

Dessa forma,

‘Ck<£g_k1A)<§7 1d) > gbk(ﬁz(& 1d>)£g_k<1A> © (Tv(§7 ld)) = ¢k<C) (ﬁg_klAXC)

Assim,

Veia(A) > Jlim 7;, nSi k(G (L7 14)(C)
1 b —(n—k) pp
= 91 (Q)s Jk }gglo Plon) > bni- msk; DL (14)(0).

n>k
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Por argumento ja aplicado e fazendo s — p, temos

veia(A) == v(A4) > ¢r(O)p " ve(A) (15)

para cada conjunto de Borel A. Dai, se v¢;4(A) = 0 entao v¢(A) = 0, portanto v,
¢ absolutamente continua em relacao a v¢ ;4. Falta mostrarmos a reciproca para termos a
equivaléncia das medidas.

Segue-se a partir de transitividade que existem v € W™ m € N tal que 7,(() e
(£,id) estao no mesmo cilindro, essa informacao nos sera tutil para provarmos a equiva-

léncia da medida. Suponha que A é um cilindro.

= lim —— Z Sk, bn Z On © Tw(Tu(€)) - 14 0 (T 0 7(())

weWmn
Y B © T ( Tv Pn 0 Tw(T0(€))
—jli)rgOPSk Zsk by wezwn o (&, id) “ ¢p 0 Typ(§,id)14 0 (7, 0 7,(C))
= lim 7> o) Zs,:”b w;;n bn © Tu(£,1d) 14 0 7 (€, 1d) < veia(A),

onde a constante associada a =< vem da distor¢ao limitada. Ja provamos que

I/C<A) > ¢m<7—v(<>> ’ pimyTu(C)(A> = ¢m(7—v(c>) ' pim : V&,id(A)

entao,

Veid(A) X Gm(7o(C)) 7+ P 1c(A) < ($m(€)) " - P wc(A).

Ou seja,

PO(E) T e (A) K vgialA) > on(Qre(A) - p"

Entao, se v¢(A) = 0 entdo vg;q4(A) = 0. Portanto as medidas sao equivalentes, o que im-
plica que a derivada de Radon-Nikodym existe e iremos denota-la por i(¢, .) := dv¢/dv(e ;a).

Afim de estender h((,-) para uma fungao globalmente definida, nosso objetivo é
mostar que h(-, z) é log-Holder. Para isso iremos tomar k,m,n € N, (1, ( € [a, g] N E(E),
ac€ W™ beWFcomk<n,heGer <1 dada pela continuidade Holder de log ¢, assim



obtemos que

L3N = LN = D] dnomulG) - foru(C) = D dnomu(() - fomu(é)
wewmn wewmn
S Z (bnoTw Cl) foTw Cl Z (bnoTw C2) foTw(Cl)
wewn wewn
Z gbn O Tw §2) foTw Cl Z gbn O Tw §2) foTw(<2)
weWmn weWmn
- Z ’¢n OTw(Cl) — On OTw<C2)| ’ |f OTw(<1)|
weWmn

+ 3 bnomulG)1f 0 u(G) = FoTulG)l

RN )

- 3 o R e IR

3 Gu(rul@) [ 0 ulG) — o7l
weWwn T

Para f = 1p5 e (1, (2 no mesmo cilindro temos que I = 0. Assim,

|L5(F)(C) =

o que implica,

Pelo Teorema de Besicovich quando [b,h] —

c1,co > 0 tal que

Logo,

Como h(¢,.) = dve/dve q), entao ¢ — log h((, (x

N@I= 3 aulrulc 1= R 160
1y eamal(@)] o
T (@) u;;f"( »() e (ulc)
. _¢n(Tw(C2)) . rn
“1 du(ra(C)) | Letn)(C)
_¢n(7—w<<2)) n
= sup (‘1 PNENTS ) Lollean)(@)

)
< d(Gr,G2) - Lo (Apn)(G) < r™ LY (1) (G)
| M, (Lpp1)) —

Me, (Lo p))| < d(Gry o) - Me, (L ).

du, ([b, hD( )

O v (o ] = e )
log 7% (2) ~log 75 ()| < d(1, o)
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(z,h) € ¥4 temos que existem

,g)) € localmente log-Holder continua

para ¢ € E(§). Observe que os coeficientes sao independentes de (x, g). Com isso provamos

o Item (1).
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Agora provaremos o Item (2). Desde que b,,/b,+1 = 1, obtemos
; 1 —n(prn
ve([b, h]) = lim ﬁzbn% (L51p.)(C)
eN

i—00 P(sg, “

= lim % Z bns,;jnﬁ(ﬁg_ll[b,h])(f)

i—00 P sy, =
= Jim s b Y 9o (0 - (£ L) (L)
= > wo(n() lim P(i 3 D busy" (L2 ) (70(0))
veW! 77 neN
= Z po (Tv(g))pilyT’(!(C)([b’ h]) =p ' Z po (TU(C))VTU(C)([()7 h])

Portanto,

phe(z) = Ly(he(2)),V(, 2 € X.

Por fim, para provar o item (3) basta observar que

V(i) (Xg-1) = V¢ gia)(Xgg—1)
= V(¢ gid)(Xia)

:/x h((C, 9), 2)dvca)(2)

= h((C?Q)?'z)V(Xid) = h((Cﬂg)v Z)
Ou seja,
h((¢, 9), 2) = v(Xg-1)

como queriamos.

]

Além disso uma transformacao 1" é chamada de totalmente dissipativa se qualquer
conjunto mensuravel A com p(A) > 0 contém um conjunto mensuravel B C A tal que
uw(B) > 0e uw(T~™(B)NT™(B)) = 0,Ym # n. Dizemos que T é conservativa se e
somente se nao é totalmente dissipativa.

Lembre que o teorema de Sarig implica ergddicidade. No nosso caso, a extensao

sO € ergodica perante algumas condi¢oes, como estabelece a proposicao abaixo.

Proposicao 4.3. A aplicagao T ou € conservativa e ergddica ou totalmente dissipativa

em relacao a v. Além disso, T' € conservativa e ergddica se, e somente se,

D P EN(E) = oo
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Demonstracao. Seja T uma cadeia de Markov topologicamente transitiva. Pelo fato de v
ser conforme temos

V(T(A)) = / T(A)dy = / 2 dv.

AP

Esse igualdade implica que para x = (x1, 23, ...) obtemos

dv (2,9) = lim v([(z1, ..., 20), 9])

= £(a)
dvoT n—oo U(T([(x1,...,20),9])) p

Essa estimativa combinada com a continuidade Hélder local de ¢ implica que (dv/dvoT)
¢ um poténcial de variagao limitada. Dai, conseguimos mostrar que (dv/dv o T) tem
distor¢ao forte e portanto, (7', v) é um sistema de Markov fibrado com a propriedade dis-
torcao limitada como em [1]. Portanto, (7', ) ou é totalmente dissipativa ou conservativa
e ergodica (ver [1], Teorema 4.4.4 ). Assim conseguimos nosso primeiro objetivo.
Observe que p~' L, atua como o operador de transférencia em L'(v). Portanto

para W mensuréavel e n € N, temos que
/1Wp”£:;(:v,g)dl/(x,g) = /].W o Tn]_Xiddl/ = V(Tin(W) N Xid)' (16)

Agora vamos supor »_ p "Z" = oco. Defina W := {z € Xiq : T"(2) ¢ Xiq,Vn > 1}, por

(16) temos que v(W) = 0, o que implica que a aplicagao de retorno

Tx.

id

: Xia = Xia, (z,id) — T"* (2, g), com n, = min{n > 1,7"(X,id) € X4}

estd bem definida. Além disso, pela proposi¢ao 3.6 e pelo teorema 2.1 chegamos
que hdv é invariante e como T, ¢ bem definida temos que hdv restrita a Xjq € invariante
e finita, dessa forma T,, ¢ conservativa. Como T,, é também um sistema de Markov
fibrado com a propriedade distor¢ao limitada, T, é ergodica.

A afirmacao restante é consequéncia do resultado padrao em teoria ergodica,
que T é ergodica e conservadora se e somente se p "L diverge para todo f > 0 e
[ fdv > 0. (ver [1], Prop. 1.3.2). O

A familia {v, : ( € X} da origem a uma nova construcao de autofunges. Ou seja,
para uma funcao integravel f : X - Re O : 2z — v,(f) é facil ver que L,(O(f)) = pO(f).
No entanto a fim de controlar a regularidade de ©(f) temos que considerar a

restricao de © ao conjunto
D) :={f: X —1[0,00) : /|f]d1/ < 00,log f ¢ uniformemente continua
e existe n(f) € N tal que f71(0) & {[w] € W™} — mensurével}.

Desde que ¢ é log-Holder decorre da estimativa em (2) que existe r € (0,1) com

¢n OTy (Zl)

. —k
C, = sup {r Py g

—1) D21, 20 € [w,g],wEW’“,gEG,n,kGN} < 00.
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A proposicao abaixo estabelece log-Holder continuidade para fungoes positivas de

D(v) por obtenc¢ao de um limite superior

D(f) := limsup <r’k sup{’j:g;; — 1‘ D21,z € [w, gl,we W ge G}) ,

k—o00

para f : X — R. Para provarmos esse resultado iremos utilizar um argumento
parecido com o que usamos para provar log-Hélder continuidade de h(., z) no teorema 4.2

acima.

Proposicao 4.4. Suponha que f € D(v). Se f > 0, entao L,(O(f)) = pO(f) e
D(©O(f)) < C,. Se ||O(|f])]|ec < 00, entao logO(f) € localmente Hélder continua e
L,(0(f)) = rO(f)-

Demonstragao. Para facilitar a notacao, vamos definir

fv ::fOTve¢n,v 3:(,25”07'@

parav € W"en € N.
Suponha que 21,29 € [w,g] com w € W* g € G en+k > n(f). Entao, para
v € W" ou fv(zl)afv(ZQ) € f_l({o}) ou nao. Ou Sejaa ou fv(zl) = fv(z2) = 0 ou

fo(21), fo(22) # 0. Defina 0/0 := 1 e C,, := sup,cyyn H:EZ; - 1‘. Obtemos que

L3 (=1) = Lo (=) | Y (Dnul21) = dno(22)) ful21)

veW™
+ Z ¢n,v(z2) (fv(zl) - fv(z2))
veW™
< 1—Ses2) (1) fol21)
>~ Hn.o(21) n,v\~1)Jv\~1
veWn
folz1) 1
+ Z Dnw(22) fo(22) Fol(z2)
veWn
<[] cplin) + swp [ £ -] 304 (=)

< Cor™ - LY 1) (z1) + Co - LE(1 1) (22)-

Desde que lim,,_.., C,, = 0, temos

©()(21) = O(f)(22)] = 21 (f) = vz ()]

. 1 —n n
< Corva, (1) + Jim o5 > busi"Cul (1) (22)
neN

= Cor'v, (If]) = Cor* (| f)(21)-
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Além disso, se f for positiva, entao O(|f|) = ©(f) e em particular

_ C Tk
e e
ou seja

oW (o

O(f)(z1)
implicando que D(O(f)) < C,. Como ||O(|f])]|sc < 00, basta procedermos de forma
anéloga a prova para mostrar que log h((, z) é localmente Hélder continua, para chegarmos
que log O(f)) é localmente Hélder continua, e além disso L£,(0(f)) = pO(f). O

4.1 Caminhos aleatoérios sobre grupos

Para ilustracao dos resultados, vamos estudar dois exemplos da Teoria da proba-
bilidade e aplicar teoremas de limites locais a fim de ter exemplos concretos. Para isso,
primeiro faremos uma breve introducao a caminhos aleatorios sobre grupos.

Vamos considerar aqui sempre G um grupo enumeravel e g uma medida de pro-
babilidade sobre G. Vejamos a definicao de caminhos aleatoérios sobre grupos segundo o
trabalho de Kaimanovich e Vershik (ver em [12]).

Defini¢ao 4.5. Um processo estocastico (X, )nen € uma colegao de varidveis aleatorias

X, Q= RN tal que w — (X, (w) : n € N) é mensurdvel em relagio a o-dlgebra B(RY).

Observe que X, representa o estado do processo no tempo n. Como N é um
conjunto enumeravel, entdo (X, ).en ¢ dito um processo estocastico discreto no tempo.
Portanto, um processo estocastico é uma familia de variaveis aleatérias que descreve a

evolugao de algum processo através do tempo.

Definigao 4.6. O caminho aleatoério sobre G € definido por Q espag¢o mensurdvel, {P, :
g € G} medidas de probabilidade sobre Q e uma sequéncia X,, : Q@ — G com n € N tal
que para cada n € N, g; € G,

n—1

Py(Xy = g1, X = gn) = [ [ 1095 9i41) (17)

i=1
Em outras palavras, a posicao de um caminho aleatorio pode ser obtido a par-
tir do anterior, através da multiplicacao & direita com um elemento aleatério do grupo
distribuicao u. Note que a definicao de caminhos aleatoérios segue apenas pela sua proba-
bilidade de transi¢ao (sem qualquer distribuigao inicial fixada), assim o caminho aleatério
pode ser identificado com o par (G,u). O caminho aleatério esquerdo pode ser defi-

nido similarmente com a probabilidade de transicao P(g|h) = p(gh™'). Evidentemente,
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P(g7'|h™') = p(h™'g) e substituindo a medida p por uma reflexao reduz o estudo do

caminho aleatério a esquerda ao estudo da direita somente.

Exemplo 1 Este exemplo é baseado em caminhos aleatérios de Polya (ver [19]) em
Z?. Para p; € (0,1) :i € ({£1,...,%d}) com % (p; + p_;) = 1, considere o caminho
aleatério em Z< com a probabilidade de transiciao P(=%e;) = p; onde e; refere-se ao i-ésimo
elemento da base candnica de Z¢. Este passeio aleatério tem uma descricdo equivalente
através da seguinte extensao por grupo.

Seja ¥ o shift completo com 2d simbolos {—d,...,—1,1,...,d} e ¢ a funcao
localmente constante definida por ¢|i4;) := p+;. Note que Z?zl(pi +p_;) = 1 implica que
L,(1) = 1. Além disso, sabemos que a medida ¢ definida por p([iy .. .i,]) == pi, -+ pi,,. E
facil ver que p é f-invariante, ergodica e 1/p-conforme. Finalmente a extensao por grupo
é definida por
e; t11 >0
Y8 = 72 (iyig---) ' :
—e_; 111 <0

Por construcao de v(, 4 e o fato de X ser shift completo, ¢ localmente constante
temos que v(, ) = V(yq) , Para todo z,y € X e g € G. Além disso vamos escrever v, para
V(- Afim de aplicar o conhecido resultado sobre o teorema do limite local a partir da

teoria da probabilidade note que

Eg(lXidxx:g) = Z ¢n(Tw(ZE>)

wWEW™: by (w)=g
= > Py Pin = P(Xn = 9),

('Llln) wn(il“'in):g
com X,, = h refere-se ao passeio aleatério no tempo n comecando na identidade com a
distribuigao (P;) e P a probabilidade do processo de Markov associado. No entanto, o
teorema do limite local para passeios aleatorios de Polya em ([30] , teorema 13.12) temos
que (ki,...,kq) € Z¢en €N tal que n — (k; + - -+ + ky) temos,
k;

PO, = (o)~ O (2520, ) T (Vi)

i=1

Assim, para p = 2 Zle /Dib—i €, com \; := \/p;/p_;, podemos concluir que

d
Lo(1x,, )@ id) ~ Cn~ 2 TT A

,,,,,

i=1
Lembre-se que um passeio aleatério é chamado de simétrico se p; = p_;, para todo i =

1,...,d é entao imediato que p = 1 se e somente se o passeio aleatorio é simétrico. Além

disso pela proposicao 4.3, o termo ns implica que a extensao por grupo é ergddica e
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conservativa no que diz respeito a v se e somente se d = 1 ou d = 2. Observe que a
conclusao nao depende da simetria. A fim de obter estimativas para uid(X(khm’k d)), note

que a estimativa acima implica que

X lim > nen Onsy (£n1X<k 77777 (v id) : A
Via( (2 )) _k_)oo ZnENb sp (L 1Xd))(x id) H

Pela conformalidade de v4q, obtemos para o cilindro [(iy, .. .,4,), 2] em ¥ x Z%, que
via([(71 -+ n), 2]) = p""piy - 'pinyid(Xz—l-’t/Jn(il...z‘n))

=p "piy  PinVia(X:) H A= ma(X) H VPirP—iy
k=1

e e -

Em particular, o tltimo termo em (18) revela a simetria local

I/id([(il .. Zk .. Zn),Z]) = Vid([(il e Zk .. Zn),Z]), (k) € 1, e ,n),

Enquanto que a nivel global, a medida é multiplicativa com respeito ao tltimo componente
que é
Via([(i1 .. 4n), 21 + 22]) = via([(31 - - - in), 21 ia([(71 - - - 4n), 22])
Por fim ;| (18) implica que a fungao do teorema 4.2 é dada por

dv,

h((x,9), (v, 2)) =

Estas consideragoes podem ser resumidas como se segue. Se ¢ ¢é simétrica, entao

A; = 1 Para todo ¢ = 1,...,d. Em particular p = 1 e v(X,) = 1 para todo g € Z%. Se

Ty, 2) = v(X,).

¢ nao é simétrica, entdo p < 1 e {ra(X,) : g € Z} nao ¢é limitada inferiormente nem
superiormente. No entanto, a fungdo h definida por h(z, g) := v4(Xiq) é uma fungao L,
adequada pela proposicao 4.4 e portanto dm := hdv e T-invariante.

No entanto como facilmente pode ser verificado, m(X,) = 1, para todo g € Z%. e

em particular, m é a medida associada ao passeio aleatério simétrico com probabilidade
de transicio P(Fe;) = \/pip=i/(2 >}, /PrP—r)-
Exemplo 2 Neste exemplo vamos substituir o grupo Z? pelo grupo livre Fy com os

geradores g, ..., gq. Para isso, primeiro vamos dar a definicao de grupo livre. Seja F; =

{er,ert, .. eaq,eg' . O grupo livre Fy é definido por
Fy:=Unen{(v1,...,0m) € Fy* : v; # U;rll,‘v’i =1,...,m—1}

Assim, Fy x Fy — Fy, onde (vq,...,05).(w,...,w,) = (v1,...,0m, w1, ..., w,), 0 qual

1 -1

pertence a [y e a palavra reduzida por e;e;  =e; €; = @.
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Em analogia com o exemplo acima, as transigoes sdo dadas por P(g+;) = p+; com

g_i == g; '. A extensdo por grupos associada é definindo através de
VX = Fy, (i) = i

Como acima, podemos agora aplicar o teorema do limite local para o grupo
livre de Gerl e Woess em [10]. Este resultado é aplicavel para probabilidades de transigao
arbitrarias, no entanto, para facilitar a exposi¢ao, nos restringimos ao caso especial em que
q := \/pip—i ndo depende de i. Entao, por (5.3) e (5.4) em [10], temos que p = 2qv/2d — 1
e

k
. P(Xy=gi i) - ~k/2
1 n_ I Il (14 =) (2d — 1) 7R T A 19
oo P(X, = id) (L+ 5k (2d = 1) 11 e (19)
paranekeg; ---g;, em forma reduzida, ou seja, gil#giﬁl paral=1,...,k—1. Usando

os mesmos argumentos que no exemplo 1, obtemos que

Vid(Xgi1~~-gik> - (1 + d%dlk) (2/p)* HqA—ik - (1 + d%dlk) (2/p)* Hp_ik‘

i=1
Observe que os mesmos objetos que calculamos no exemplo 1, podemos calcular

de forma semelhante para F,.
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