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Resumo

Apresentamos condi¢des necessdrias e suficientes para que uma decom-
posicdo continua invariante do fibrado tangente de um conjunto compacto
invariante A seja hiperbélica ou parcialmente hiperbdlica, com respeito
a um difeomorfismo ou um fluxo C' (com ou sem singularidades). Noés
aplicamos estes resultados ao atrator solendide e ao atrator geométrico de

Lorenz.

Palavras-chave: Decomposi¢cdo dominada, conjunto parcialmente hiperbé-
lico, hiperbolicidade e hiperbolicidade seccional.



Abstract

We present necessary and sufficient conditions for a continuous in-
variant splitting over a compact invariant subset A to be hyperbolic or
partially hyperbolic, with respect to a diffeomorphism or a C! flow (with
or without singularities). We apply the results to the solenoid attractor and
the geometric Lorenz attractor.

Keywords: Dominated splitting, partial hyperbolic set, hyperbolicity, infini-
tesimal Lyapunov functions, strict separation.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria dos sistemas dindmicos tem uma longa histéria que remonta
as leis da mecanica cldssica expressa em termos de equacdes diferenci-
ais. Um exemplo relevante nessa teoria é o problema dos n-corpos: num
campo gravitacional, este problema modela, por exemplo, 0 nosso sistema
solar. F nabusca da solugao de problemas como esse que muitas ferramen-
tas matemadticas foram desenvolvidas, aprofundando a teoria de sistemas
dindmicos.

Desde Poincaré, no final do século XIX, a énfase ao desenvolvimento da
teoria tem sido o estudo do comportamento assintético das solugdes das
equagdes diferenciais, em vez de buscar explicitamente expressdes para as
solugdes.

Destacaremos, dentre as possiveis linhas de pesquisa da teoria dos
sistemas dindmicos, a teoria de sistemas dindmicos hiperbdlicos, desen-
volvida nos anos 60 e 70, apds o trabalho de Smale, Sinai, Ruelle, Bowen
[5, 6, 25, 24] entre outros. Essa teoria busca entender o comportamento de
conjuntos compactos invariantes A para fluxos e difeomorfismos em varie-
dades compactas de dimensdo finita tendo uma decomposi¢do hiperbdlica
do espago tangente.

Em muitos exemplos cléssicos vindos da Mecanica, Quimica e outros,
os modelos mateméticos envolvem um fluxo gerado por um campo de

vetores X dado em alguma variedade M. Assim, é natural se perguntar se



o sistema possui algum tipo de hiperbolicidade. Em caso afirmativo, sera
que tal hiperbolicidade pode ser caracterizada diretamente do campo de
vetores e sua derivada, isto é, das propriedades do gerador infinitesimal
do fluxo, sem lidar diretamente com o fluxo X; como requer a defini¢do?
E este o objetivo principal deste trabalho: deduzir hiperbolicidade parcial
para um conjunto compacto invariante de um fluxo X; utilizando apenas

o campo de vetores X e sua derivada DX.

1.1 Hiperbolicidade, hiperbolicidade parcial e
dominacgao

Uma variedade riemanniana M é uma variedade diferencidvel com
uma dada métrica riemannianall .

Seja M uma variedade compacta riemanniana n-dimensional C* conexa
e sem bordo. Um campo de vetores X sobre M é uma correspondéncia
associando a cada ponto x de M um vetor X(x) em T.M, o espaco de
vetores tangentes a M no ponto x. Denotamos por X!'(M) o espaco dos
campos de vetores de classe C', r > 1.

Pelo teorema de existéncia e unicidade de solugdes, para cada campo
X € XY(M), existe um tinico fluxo associado representado por X; : M — M,
t € R tal que

d
Ext(y)lt:to = X(Xy,(v), Yy € M, ty € R.

Se M é uma variedade fechada (uma variedade sem bordo), entdo o
fluxo esta definido para todo t € R. Entretanto, se d(M) # 0, o fluxo esta
definido no bordo apenas para t > 0.

Lembramos que um difeomorfismo f sobre M é uma aplicagdo diferen-

cidvel cuja inversa também é diferencidvel. Para cada t € IR fixado, temos

'Uma métrica riemanniana (ou estrutura riemanniana) em uma variedade diferenciavel
M ¢ uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M um produto interno ¢, ), (isto
é, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espago tangente T,M, que varia
diferenciavelmente (detalhes desta definicdo podem ser encontrados em qualquer livro
de geometria riemanniana, por exemplo, [7])



que X; é um difeomorfismo C! . A familia {X;};cr de difeomorfismos,

satisfaz a propriedade:
1. Xo =1d, onde Id : M — M é a aplicacdo identidade.

2. XpoXs =Xy, VE, s € R

1.1.1 Hiperbolicidade
Seja X um campo de vetores e X; o fluxo gerado por X.

Definicdo 1.1.1. Um conjunto compacto invariante A (isto é, X;(A) = A, para
todo t € R) é hiperbdlico para um fluxo X; se existe uma decomposicio continua
invariante do fibrado tangente T\M = E° ® EX ® E* e existem constantes C, A > 0
tais que

IDX; |gs I < Ce™, |IDX_; | [|<Ce™, xeAeteR

Ou seja, E° é uniformemente contraido e E* é uniformemente expandido por DX;.

Na expressdo acima EX denota o subfibrado unidimensional gerado
pela direcdo do campo e os subfibrados sdo DX; — invariantes, ou seja, sdo

invariantes pela derivada DX, do fluxo X;, no seguinte sentido
DX,(EL) = Eé(t(x), xeA teR, i=s,X u.

Observagao 1.1.2. As normas usadas sdo decorrentes de uma estrutura rieman-
niana fixada na variedade M. Como esta tem dimensdo finita, as normas sdo
equivalentes. Assim, a definicdo de hiperbolicidade ndo depende da métrica rie-
manniana escolhida.

1.1.2 Hiperbolicidade parcial e dominacao

Na tentativa de ampliar o alcance da teoria hiperbdlica, motivado,
por exemplo, em entender as propriedades do atrator de Lorenz (que
é um exemplo de dindmica ndo-hiperbdlica com singularidade) surgem

varias no¢des mais fracas de hiperbolicidade. Este é o caso do conceito



de decomposi¢do dominada que serd estudada neste trabalho. Ela foi
introduzida inicialmente nos trabalhos de Mané [14], Liao [12] e Pliss [19],
na tentativa de provar a conjectura de estabilidade E| de Palis-Smale [18].

Definigao 1.1.3. Seja A um conjunto compacto invariante de X. Uma decompo-
si¢do continua do fibrado tangente sobre A, T\M = E ® F invariante por DX; com
E., F, ndo triviais (E, # 0 e F, # 0) para todo x € A, diz-se dominada se existem
constantes positivas K, A satisfazendo

I DX Ig, |- IDX-t lgy, | < Ke ™, VxeAeVt>o0. (1.1)

Isto significa que a contracdo/expansdo ao longo da direcdo E é mais
forte que (domina) qualquer expansdo/contracdo na direcéo F.
A partir do conceito de decomposi¢do dominada, podemos definir hi-

perbolicidade parcial para conjuntos compactos invariantes.

Definicao 1.1.4. Um conjunto compacto invariante A diz-se parcialmente hi-
perbolico se existe uma decomposi¢do dominada T\M = E & F tal que uma das
seguintes propriedades é satisfeita:

o E ésubfibrado uniformemente contraido, ou seja, existe constantes positivas
C, A tal que |IDX; |g, || < Ce™, Vt>0.

o [ ésubfibrado uniformemente expandido, ou seja, existe constantes positivas
C, A tal que |IDX_; |, || < Ce™, V2> 0.

Observacdo 1.1.5. Note que as defini¢oes de hiperbolicidade, hiperbolicidade
parcial e dominagdo sio invariantes por troca de diregdo do tempo, ou seja, se uma
delas vale para o campo X e seu fluxo X;,t € R, entdo também vale para o campo
—X com fluxo sendo X_;,t € R.

Novamente, estas no¢des mais fracas de hiperbolicidade ndo dependem

da norma riemanniana fixada em M.

2Tal conjectura foi provada para difeomorfismos por Mafi¢ em [15], e para fluxos, por
Hayashi em [9].



Apresentaremos a seguir nogdes preliminares que permeiam este tra-
balho.
Um regido armadilha U para um fluxo X; é um subconjunto da variedade

M que satisfaz:

1. Xy(U) esta contido em U para todo t > 0;

2. Existe T > 0 tal que X;(U) é contido no interior de U para todo t > T.

Definimos a 6rbita de X como o conjunto O(x) :={X;(x), onde X;(x)
estiver definido}. No caso de um difeomorfismo, f : M — M, a 6rbita de
um ponto x € M é dada por O(x) := {f"(x),n € Z}.

Uma singularidade para o campo de vetores X é um ponto o € M tal que
X(0) = 0 ou, equivalentemente, X;(c) = o para todo t € R. O conjunto for-
mado pelas singularidades é o conjunto singular de X. Uma singularidade
o é hiperbdlica se os autovalores da derivada DX (o) do campo de vetores
na singularidade ¢ tém parte real ndo-nula. Se o ndo é uma singularidade
e existe t > 0 tal que X;(0) = o, dizemos que a 6rbita de o € fechada. Se o
ndo é uma singularidade ou se sua 6rbita ndo é fechada, entdo sua 6rbita é
chamada de regular.

Um conjunto A é dito isolado se existe uma vizinhanga compacta (um
bloco isolante) U de A tal que A = Ner X (U). O conjunto A é um conjunto
que atrai se é isolado e com um bloco isolante U que é uma regido armadilha.

Agora, seja U C M uma regido armadilha e seja A = Ax(U) := Nio X, (U) 0
conjunto maximal invariante associado (também chamado de sumidouro

ou atrator por alguns autores).
Defini¢ao 1.1.6. Um subconjunto compacto invariante A é ndo-trivial se
o A ndo contém singularidades;
e ou A contém, no mdximo, um niimero finito de singularidades, A contém
alguma 6rbita reqular e é conexo.

Isto significa que um conjunto compacto invariante A é nao trivial se
suas singularidades sdo acumuladas por érbitas regulares em A.

Denotaremos E; como sendo o fibrado vetorial de dimensao finita sobre
u.



1.1.3 Cones e campo de formas quadraticas ou fungdes de
Lyapunov infinitesimais

Uma das dificuldades técnicas na teoria hiperbdlica é efetivamente
provar a existéncia de uma tal estrutura, mesmo nas suas formas mais
fracas (decomposicdo dominada, hiperbolicidade parcial, hiperbolicidade
singular entre outras). O modo mais usual e geométrico para fazer isso é
através de um campo de cones.

Seja J : Ey = R um campo continuo de formas quadréticas nao-
degeneradas J, : E; — R que tém indice 0 < g < dim(E) = n, onde
U c M é uma vizinhanga de um compacto invariante A para o campo
X em M. Lembramos que o indice de uma forma quadratica é a maior
dimensdo de um subespaco vetorial restrita ao qual a forma é negativa.

A hipétese de continuidade sobre J significa que, para todo v, € T, M,
a aplicacdo x € U + J(vy) € R é continua. Assumimos também que
(dx)xeu € continuamente diferencidvel ao longo do fluxo, isto é, a aplicagdo
t € R = Jx,u(vx,) € R é continuamente diferencidvel para todox € U e
Ux,x) € Tx,(yM. Este campo J é também chamado de “funcdo de Lyapunov
infinitesimal". A partir deste, construimos os campos de cones como segue:

Denotaremos por €. = {C.(x)}xeu 0 campo de cones positivos e negati-

vos induzidos por J,, isto ¢,
Ci(x):={0}U{veE,:+d,(v) >0}, xelU

e também Cy = {Co(x)}rey a familia correspondente de vetores zeros Cy(x) =
J:1({0}) para todo x € U.

1.2 Resultados principais

Apresentaremos agora os principais resultados deste trabalho. A partir
deles podemos mostrar que um conjunto compacto invariante A é parcial-
mente hiperbdlico para um fluxo X; utilizando apenas o campo de vetores
X e sua derivada DX.



1.2.1 Hiperbolicidade para difeomorfismos

A definicdo de hiperbolicidade para difeomorfismos é similar aquela

para fluxos.

Definicdo 1.2.1. Seja f : M — M um difeomorfismo. Um conjunto compacto
e invariante A é hiperbélico se, para cada x € A\, existem subespagos E;, C T,M e
EY c T\M tais que:

1. T.M = E; @ E¥, com esta decomposi¢io variando continuamente.

2. Df,E* = E*_ e Df,ES =

S
f) Ef (69D

3. Existem constantes C > 0e 0 < A <1 tais que:

a) |IDf"0|| < CAM|v|| se Vo € ES en > 0.
b) |IDf || < CA"|[v]| se Vo € E¥ en > 0.

Figura 1.1: Hiperbolicidade em superficies

Agora, apresentamos o resultado principal para difeomorfismos. O teo-
rema é uma generalizacdo, para conjuntos parcialmente hiperbolicos,
da equivaléncia entre os itens 1, 2 e 3 do teorema a seguir .

Teorema 1.2.2. [[11]], Lewowicz;[22]], Sambarino] Seja f : M — f(M) um di-
feomorfismo e A um conjunto compacto invariante. Sdo equivalentes as seguintes
afirmagoes:



1. A € hiperbdlico

2. Existe um campo continuo B em A de formas quadrdticas nido-degeneradas
cuja dimensdo é constante ao longo das 6rbitas e tal que (f'B — B), =
By (Df.) — By € definida positiva para cada x € M.

3. Existem dois campo de cones C° e C* em A com dimensoes complementares
e dimensio constante ao longo das Orbitas tais que:
-1
a) Df,.Ct C C;i(x) eDf'C; C Cj"l(x)'
b) Existem o > 1em > 0 tais que ||Df"v|| > ol|v||, para todo v € C* e
IIDf~™v|| > ol|v||, para todo v € C°.

1.2.2 Hiperbolicidade Parcial para fluxos
O principal resultado é o que segue.

Teorema 1.2.3. [2} Teorema A]Um conjunto que atrai ndo-trivial A de uma regido
armadilha U é parcialmente hiperbdlico para o fluxo X; se, e somente se, existe um
campo J de formas quadriticas C' ndo-degeneradas com indice constante, igual
a dimensdo do subespaco estdvel de A, tal que X; é ndo-negativo e estritamente
d-separado em U.

Como haviamos dito, este teorema generaliza o resultado para difeo-
morfismos. Noés conseguimos hip6teses semelhantes para fluxos envol-
vendo cones e formas quadraticas. Chamamos atengao para a J-separagdo

e o fato do fluxo ser ndo-negativo. Vejamos a definigdo:

Definicdo 1.2.4. Dado um campo de formas quadrdticas J : Ey — R, dizemos
que um fluxo X, é estritamente J-separado sobre X se DX;(x)(C.(x) U Co(x)) C
Ci(Xi(x)) para todo t > 0ex € U (ver Figura[l.2). O fluxo X, é dito nio-negativo
se o vetor diregido do campo de vetores que o gera, X(x), estd contido no cone
positivo, isto é, J,(X(x)) > O, para todo x € U.

Dessa forma, a J-separacdo estrita implica que DX;(x)(C.(x) U Co(x)) C
C.(Xi(x)) e mostramos no capitulo [ que isto implica em DX_y(x)(C_(x) U



ALNCHD)

AX)
X(x)

CTx)UC,x)
CHX &) UC (X (0

Figura 1.2: J-separacao estrita

Co(x)) € C_(X_(x)). Esta é a propriedade equivalente a 3)a) do teorema
Além disso, veremos que a propriedade do fluxo ser J-negativo
garantird a existéncia de contragdo uniforme que aparece na defini¢do de
hiperbolicidade parcial.

Dizemos que um campo de formas quadraticas Jo em U é compativel
com g, e escrevemos J ~ Jo, se existe C > 1 satisfazendo x € A

% . 30(0) < 3(7)) <C- 30(0)/ ve Ex U Fx’

onde E @ F é uma DX;-decomposigdo invariante de TAM.
O critério que permite deduzir J-separagdo de um fluxo X; usando
apenas o campo X e sua derivada DX é dado pelo préximo resultado.

Proposicdo 1.2.5. Proposigio 1.3] Um campo de vetores J-ndo-negativo X
em U é (estritamente) J-separado se, e somente se, existe um campo compativel de
formas Jo e existe uma fungio 6 : U — R tal que o operador Jo, := Jo - DX(x) +
DX(x)" - ] satisfaz

Jox —6(x)]o € positivo (definido) semidefinido, x € U,

onde DX(x)* é a adjunta DX(x) com respeito ao produto interno adaptado.
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Observamos que a condi¢do obtida na proposic¢do é uma condicédo es-
sencialmente local ou pontual, e para ser verificada ndo é necessério usar
o fluxo X; de X, mas apenas o campo X, sua derivada e uma funcao de

Lyapunov infinitesimal J juntamente com uma func¢ao auxiliar 6 : U — R.

1.2.3 Exemplos simples de aplicacao

Vamos exemplificar o uso destes resultados no caso particular simples
de uma singularidade hiperbélica de um campo de vetores. Um exemplo

mais elaborado serd apresentado no capitulo

Exemplo 1.2.6. Vamos considerar uma singularidade hiperbélica tipo sela o =
(0,0,0) para um campo de vetores suave em R® tal que os autovalores de DX (o),
P1, P2 € P3, sdo reais e satisfazem p1 < pp < 0 < p3. Através de uma mudanga de

coordenadas, nés podemos assumir que DX (o) = diag{p1, p2, p3}-

1. Seja J1(x, y,z) = —x* + y* + z%. Entdo J; é representado pela matriz
J1 = diag{-1,1,1}, isto ¢, J1(v) =< J1(v),v >, com v € R® e o produto

interno canonico.

Dessa forma, [, = J; - DX(0) + DX(0)* - J; = diag{—2p1,2p2,2p3} e
Ji—=0-J1 >0 2p; <6< 2py <0. Logo, § tem que ser negativa
e J; é ndo positiva definida. Do teorema e da proposigdo m
nods temos Ji-separacdo estrita, entdo temos hiperbolicidade parcial
com E = {(x,0,0); € R} = R x{(0,0)} contraido uniformemente (este é
o subespago maximal invariante negativo para J;) e dominando F =
{(0,y,2); v,z € R} = {0} X R*(este é o subespaco maximal invariante

positivo para J;).

2. Como no item anterior, seja J(x, y, z) = —x?—y*+2z° representada pela
matriz ], = diag{—1,-1,1}. Entdo |, = diag{—2p1, —2p2,2p3} e Jo—6J» >
0 & 2p, < 6 < 2p3. Assim, 6 pode assumir valores positivos
ou negativos, mas ainda temos J-separagdo estrita, nesse caso 72 é
positiva definida. Portanto, pelo Teorema a decomposicdo
R® = (R? x {0}) & ({(0,0)} X R) em ¢ é parcialmente hiperbélica para
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X;, com R? X {0} o subespaco maximal invariante negativo para g,
logo contraido por DX;.

Agora, se considerarmos o campo —X com X_; o fluxo associado
e tomarmos —J, garantimos (—J)-separagdo estrita para o fluxo X_;
trocando 6 por —0 na proposicao Pelo teorema a decom-
posi¢do R® = (R* x {0}) & ({(0, 0)} X R) é parcialmente hiperbdlica para
X_t e {(0,0)} x R é o subespaco maximal invariante negativo para
—J2 (que é positivo para J,), logo contraido por DX_; (o que implica
expansdo por DX;).

Portanto, temos mais hiperbolicidade parcial, conseguimos garantir
quea decomposi¢do R* = (R? x {0}) & ({(0, 0)} X R) em ¢ é hiperbdlica.

3. Seja agora J3(x, y, z) = x* — y* + 2 representada por [; = diag{1,-1,1}.
Neste caso J5 = diag{2p1, —2p2, 2p3} ndo é positiva definidae [ -6 - J5
é dada pela matriz diag{2p; — 6, —2p> + 6,2p3 — 0} que representa uma
forma quadratica semidefinida positiva se, e somente se, 6 < 2p;,
6 >2pred < 2ps, 0 queéimpossivel. Portanto, ndo temos dominagao
do subfibrado E = {0} X R X {0} por F = R X {0} X R.

1.3 Organizacao do trabalho

Esta dissertagdo é composta de 5 capitulos. No capitulo [I}, que deno-
minamos de “Introducdo", sdo apresentados as defini¢des e os resultados
principais com os quais lidaremos ao longo deste trabalho.

No capitulo 2, “Campo de formas quadraticas ndo-degeneradas”™, nos
estudamos propriedades importantes das formas quadraticas que serdo
utilizadas nos capitulos posteriores. O resultado principal deste capitulo
é olema

A partir do capitulo 3| “Conjuntos hiperbdlicos para difeomorfismos™,
comegamos a estudar de forma detalhada a hiperbolicidade para difeo-
morfismos. Apresentamos o teorema que relaciona hiperbolicidade,
cones e formas quadréticas e encerramos o capitulo com o exemplo

para ilustrar como aplicar o teorema.
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No capitulof}, “Conjuntos parcialmente hiperbélicos para fluxos””, con-
tinuamos o estudo sobre hiperbolicidade, caracterizando um conjunto que
atrai em parcialmente hiperbdlico. Nele apresentamos uma generalizagao
para fluxos da equivaléncia entre os itens 1, 2 e 3 do teorema Esta
generalizacdo, devida a [2], é o teorema que é o principal resultado
deste trabalho. No final do capitulo, apresentamos na secaod.4como pode-
mos deduzir hiperbolicidade parcial para o atrator geométrico de Lorenz
usando os resultados apresentados.

Por fim, no capitulo[5|“Generalizagoes: hiperbolicidade seccional e fun-
¢des de Lyapunov infinitesimais”’, tratamos de algumas generalizacdes.
Uma delas é a extensdo do teorema para garantir que os resultados
mostrados no capitulo anterior vélidos para um conjunto compacto inva-
riante A também valem em uma vizinhanga deste conjunto. Além disso,
apresentamos o conceito de hiperbolicidade seccional e sua relacdo com as

fungdes de Lyapunov infinitesimais.



Capitulo 2

Campo de formas quadraticas

nao-degeneradas

Vamos agora comegar a apresentar resultados necessarios para a prova
do teorema Estes resultados dizem respeito as formas quadréticas.
O primeiro deles garante que podemos sempre, em um certo sentido,
diagonalizar uma forma quadrética. E o teorema de Lagrange. O dltimo é

o lema de Kuhne que nos dé ferramentas para provar a proposicao[1.2.5

2.1 Teorema de Lagrange de diagonalizacao de

formas quadraticas

Teorema 2.1.1. Dada f : E — R forma quadrdtica ndo-nula, existe uma base no
espago vetorial E relativamente a qual f tem uma matriz diagonal cujos elementos
ndo-nulos sio 1 ou —1, isto é,

2

f) = —w? —wk — ... —w? + WP+ .+ WP

onde v = (w1, Wy, ..., w,) nesta base, i é o indice de f e r é o posto de f.

Demonstragio. Seja U = {u, ..., u,} C E uma base qualquer na qual se tem

f(v) = Z bijxixj, parav = Z x;u;. Podemos supor que B = (b;;) é simétrica.

i,j=1 i=1

13
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Dada V = {vy, ..., v,} base de E, temos que

U=1Y101 + ..+ Y0, = yl(z ag Ug) + ... + yn(Z AjpUk)
k=1 k=1

(Y1011 + oo + Yurn)tin + oo + (V1801 + oo + Yl Uy
n

(Z Y + ... + (Z Yilnk)-
k=1

k=1

n

Logo, como v = E XjU; e a representacdo na base U é tinica, temos que

i=1
X; = Zykaik ex; = Zykajk. Assim, f(v) = Zbi]-(z ykaik)(z Yijx) =
k=1 k=1 k=1

i k=1
Zcijyiyj, onde A = (a;;) é a matriz de passagem da base U para V e
i,j=1

C = (cij) é tal que C = ATBA.

O que usaremos para demonstrar o teorema € a técnica de completar
quadrados juntamente com as mudancgas de varidveis necessarias. Cada
mudanga de varidvel corresponde a passagem de uma base para outra
como feito acima.

Podemos supor que b; # 0 para algum i € {1,...,,n}. Observe que isso
sempre é possivel pois, se b; = 0 para todo i € {1,...,n}, tome b,; # 0 ( se f
é ndo-nula, isso acontece), com r # s. Fazemos x, = y, + 5, Xs = Y, — Ys €
xi=1y;sei#r15s.Eentdo:

n n
f(v) = Z bijxix; = Z bijxixj + bpsx,Xs + beXsx,
ij=1 ij=1

n

= Z CijYiyi + 2brsxrxs
=1
= Z Cijyiy; + 2bisy; = 2brsy:
ij=1
n
= Z CijYiyj + Crryg + Cssys%/

ij=1
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COM Cyy, Cgs # 0
Supondo, entdo, que b;; # 0 ( reordenando os elementos da base, se

necessario) e uma vez que B = (b;;) é simétrica:

n

f(v) = Z(bilxixl + Z bijxix;)
=2

i=1

n n n
= bpxixg + Z b1]-x1x]- + Z(bﬂqu + Z bi]-xz-x]-)
=2 i=2 =2

= bpx + xl(zn" bijx;) + xl(zn: bix;) + Zn:(zn: bijxi)xj
j=2 i=2

=2 j=2

= bnx% + ZX1(Z b]jxj‘) + lll(Ul)

=2

- by :
= b11X% + Zbllxl(j:Zz b—nx]) + l!)(U )

= bll(x% + 2X1(Z c]x])) + IP(U/)/

=2
m
_ by ’ ’r_ : 4 4
onde ¢; = ;= e Y(v') depende apenas de v’ = ) x;u;, isto €, 1 € uma forma
=2

quadratica definida no subespago F C E, de dimensdo m — 1, gerado por

Uz, eee) Uy,
n

n
A expressao x% + 2x1(Z cjx;) € do tipo a’>+2abcoma=x,eb = Z CjX;j.
=2 =2
Sabemos que a? + 2ab = (a + b)* — b?, assim:

n

2
n n
2 . . f— . . — . .
x] + 2x1( E cjxj) = |x1 + E CjX; E CjX;
=2 =2 '
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n
Fazendo z; = x; + Z CiXj, 22 = X2peeerZm = X
j=2

2
n

f(z)) = bll Z% — Z c]-x]- + IP(UI) = bllz% + fZ(UI)

=2

onde f, : F — R, /(v) = —bn(z cix)> + (@) edim F=n—1.

=2
Agora, escrevendo z; = % ezj = wj, j > 2, chegamos em f(v) = +w} +
f2(v") (observe que f(v) = %w% + f2(v"), deixando claro que o coeficiente +1

depende diretamente de b;;) . Repetindo o processo para f, e escolhendo
um b%l # 0 (o indice 2 indica que, na 2% etapa, escolhemos b;; como antes),
vamos obter f(v) = w? + +wj + f3(v”). Se agora tivermos b’ = 0e b}, = 0
caso em que f; é identicamente nula, o processo se encerra aqui. Caso
contrario, continuamos da mesma forma até que na r-ésima (r < n) etapa
(dependendo do sinal de cada b;):

2 o2 2, 2 2
f(©) = —w] —w; — ... —W; + Wi,y + ... + Wy,
ondeiéoindice de f eréopostode f (o posto da matriz que a representa).
Os nimeros w; sdo as coordenadas de v na base E obtida apds a tltima

mudanca de coordenadas. O

2.1.1 Persisténcia e continuidade da diagonalizacao de um
campo continuo nao-degenerado de formas quadrati-

cas

Considere um campo de formas quadréticas ¢, : E, € T\M — R
definida para cada x € M, com ¢,(v) = Z?,j:l bijxixj, onde v = (xq,...,x,) €
E,. Supondo que os coeficientes b;; = b;j(x) dependem continuamente de
x, mais ainda, para cada i,j € {1,..,n}, a fungdo b : M > x > b;j(x) € R
é de classe C!. Podemos escrever entdo ¢.(v) = ZZ]‘=1 bij(x)x;x;. Assim, se
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bii = bii(xy) # 0, entdo, por continuidade, b;(x) # 0, para todo x pertecente
a uma vizinhanca V C E, de x. Logo, todo o processo acima feito para ¢y,
pode ser feito para ¢,.

De forma analoga, se b; = 0, para todo i € {1, ...,,n}, podemos tomar
bs(xo) # 0 e entdo bys(x) # 0, para todo x € V, repetindo o processo de
diagonalizagdo. Estamos querendo dizer é que o processo de diagonali-
zagdo via completamento de quadrados varia continuamente. Com isso,

podemos enunciar o préximo resultado.

Proposicao 2.1.2. Se ¢, : E, € T\M — R é uma forma quadrdtica ndo-
degenerada, entdo existe uma vizinhanga V, de x tal ¢, é ndo-degenerada para
todo y € V. C E,. Além disso, a matriz de ¢, é diag{+1, ..., £1} com relagdo a

uma familia de bases que depende continuamente de x.

Demonstragio. De fato, ¢, é ndo-degenerada se, e somente se, a matriz de
¢ é F, = diag{+1, ..., +1} em relacdo a uma base de E,. Mas, como na
demonstra¢do do teorema de Lagrange, cada coeficiente +1 é encontrado
quando se tem b;;(x) # 0 (ou b,s # 0). Segue da observagdo acima que existe
uma vizinhanga V de x tal que b;;(y) # 0, para todo y € V. Como a matriz
F, ndo possui zeros na diagonal principal, cada coeficiente +1 nos daré
um b;;(x) # 0 (ou bys # 0) e, pelo Teorema de Lagrange, a matriz de ¢, é
F, = diag{+1, ..., £1}, isto é, ¢, é ndo-degenerada. ]

2.1.2 Descontinuidade da diagonalizacao de operadores

auto-adjuntos

Observe que a diagonalizacdo via completamento de quadrados varia
continuamente e por isso obtivemos os resultados acima. Sabemos que
dada uma forma quadratica f, existe uma matriz simétrica (ou operador
auto-adjunto) tal que f(v) = (Av,v). Como todo operador auto-adjunto
é diagonalizdvel, entdo existe uma base ortonormal de autovetores que
diagonaliza A. Agora, serd que a diagonalizagdo de uma matriz simétrica
varia continuamente com a matriz? A resposta é, em geral, ndo. Vejamos

o exemplo a seguir.
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Exemplo 2.1.3. [10, Exemplo 5.3, p.111]
Para cada x € R, seja

2 2
_1]COoSs = sen=
T(x) = e ( x * )
2 7
P COS

sex#0eT(x)=0,sex=0.

Observe que

.o_1 2 L1 2
lime 2 cos — = lime Zsen— =0,
x—0 X x—0 X

pois uma das fungdes tende a zero enquanto a outra é limitada. Assim,
T : R — M,(R) é continua em 0. Veja que para cada x € R, T(x) é uma

matriz simétrica e, portanto, diagonalizdvel. Observe que

e Se x =0, entdo Ay = A, = 0sdo os autovalores de T(x).

e Se x # 0, entdo, para cada x € R fixado, A1 = P e Ay = —eF
sdo os autovalores de T(x) obtidos resolvendo-se a equagdo p(A) =
det(T(x) — AlId) = 0.

e Se sen(%) # (0, entdo os autoespagos associados sao dados por V), (x) =

[(—sen%,cos% - 1)] eV, (x)= [(—sen%,cos% + 1)].

Denotamos por D : R — M, (IR) a fun¢ado “diagonaliza¢do” que a cada
x € R associa uma tnica matriz D(x) que diagonaliza T(x) ( para cada
x escolhemos um representante em V,,). Observe que, se x for tal que
sen(%) # 0, entdo lim,_,y D(x) ndo existe, isto é, D ndo é continua em 0,
mesmo T variando continuamente.

Portanto, em geral, a diagonalizacdo de uma matriz simétrica ndo varia

continuamente com a matriz simétrica.
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2.2 Propriedades de formas quadraticas  nao-

degeneradas

Provaremos agora dois lemas que serdo usados na demonstragdo do
teorema

Lema 2.2.1. Seja E um espago vetorial de dimensdo finita munido de produto
interno. Sea matriz simétrica S € M, (IR) tem todos os autovalores positivos, entio
(x,y)s = (x,Sy), para x,y € E, define um produto interno em E, denominado
produto interno associado a matriz S.

Demonstragio. A bilinearidade de (, )s segue da bilinearidade de (, ). Como
S é simétrica, entdo S = S* e assim (x, y)s = (x,Sy) = (S'x,y) = (y, Sx) =
(y,x)s, isto &, (,)s é simétrico. Toda matriz simétrica é diagonalizavel.
Além disso, o Teorema Espectral nos garante que existe uma base orto-
normal {u,...,u,} C E formada pelos autovetores de S. Dessa forma, se

x = (xq,...,X,) # 0, entdo existe x; # 0. Assim:

n

(x,x)s = (x,Sx) = (Zn: xiui,S(Zn: Xill;)) = (Zn: Xillj, i xidiu;) = Z x7A; >0,
P P i-1 1

i= i=1

pois (u;,u;) = 0,sei # je u,u;) =1,sei = je todos autovalores sao
positivos. Logo, (, )s é positivo. Portanto, {, )s € um produto interno em
E. m|

Coroldrio 2.2.2. Se f : E — R é uma forma quadrdtica positiva definida e E um
espago vetorial de dimensdo finita munido de um produto interno, entdo existem
a,b € R tais que bllo|* < f(v) < al|vll?, onde ||.|| é a norma definida em E.

Demonstragio. Toda forma quadrética possui uma matriz simétrica S as-
sociada (que é sempre diagonalizavel) tal que f(v) = (v,Sv). Se f é
definida positiva, S tem todos autovalores positivos. Por outro lado,
pelo lema (-,")s ¢ um produto interno e entdo define uma norma
Il - lls tal que ||v||‘§ = (v,v)s = f(v). Como E tem dimensao finita, todas
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as normas sdo equivalentes. Logo existem constantes 4,b € R tais que
2 2 2 . 2 2
blloll” < lolls < allvll”, ou seja, bljv]|” < f(v) < allv]|". O

Lema 2.2.3. Seja K um conjunto compacto. Se f : Ex — R é um campo continuo
de formas quadrdticas e E, é um espago vetorial de dimensio finita munido de um
produto interno para cada x € K, entdo existe ¢ € R tal que |f.(v)| < c|vll®, para
todo x € K.

Demonstragio. De fato, para cada x € K, existe um operador simétrico
A, tal que f,(v) = (Ayv,v). Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz
juntamente com o fato de que [|A,7|| < [|A.ll - [|[o]l, temos que

(@) = KA, )] < A0 - loll < AL - ol

Mas f varia continuamente com x num compacto K, o que implica que
existe um ¢ € R tal que supf{||A.|| : x € K} = c. Logo, |f(v)| < cllol. O

2.3 Espacos vetoriais pseudo-euclidianos

Agora, para cada x € M, considere o espago vetorial E, com produto
interno. Associamos a cada espaco E, a forma quadrética J, : E — E, tal
que J(v) = {Jxv,v), onde ], : E, — E, é um operador linear auto-adjunto
( sua matriz é simétrica). Assim, a forma bilinear simétrica definida por
(v,w) = {Jyv,w), v,w € E, para x € M, por ser ndo-degenerada, confere a E,
uma estrutura pseudo-euclideana.

Com isso, resultados importantes ja conhecidos da Algebra Linear para
espagos vetoriais com produto interno sdo vélidos para o espaco vetorial

E. com a forma bilinear (-, -). Listamos alguns deles a seguir.

Proposicao 2.3.1. Seja (-,-) : VXV — R uma forma bilinear real simétrica

ndo-degenerada sobre o espago vetorial real de dimensdo finita V.

1. E é um subespaco de V para o qual (-,-) é nido-degenerada se, e somente
se, V.= E® E*. Lembramos que, em fungdo de (.,.), o subespaco vetorial
Et:={veV:(v,w)=0Vw e E} é chamado de espago pseudo-ortogonal
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de E. Como em espagos euclideanos, usaremos a notagio vLw para indicar
que v € pseudo-ortogonal a w.

2. Toda base {vy, ...,v,} de V pode ser ortogonalizada pelo processo usual de
Gram-Schmidt de espagos euclideanos, isto €, existem combinagoes lineares
dos vetores da base {w;, ..., w,} tais que elas formam uma base de V e
(w;,w;j) = 0 para i # j. Além disso, essa iiltima base pode ser pseudo-
normalizada: fazendo u; = I(wi,wi)l‘%wl- obtemos (u;,uj) = *0;j, i,j =
1,..,n,0nded;j=1,sei=jed;=0,sei#].

3. Existe uma dimensio maximal p para um subespago P, de vetores J-positivos
((v) > 0) e uma dimensio maximal q para um subespago P_ de vetores J-
negativos (J(v) < 0); temos que p + q = dim V e o niimero q é conhecido
como o indice de J.

4. Para toda aplicacdo linear L : V — R existe um iinico v € V tal que
L(w) = (v,w) paracadaw € V.

5. Paracada L : V — V linear existe um iinico operador linear L* : V — V
(0 pseudo-adjunto) tal que (L(v), w) = (v, L*(w)) para todov,w € V.

6. Todo operador pseudo-autoadjunto L : V — V, isto é, tal que L = L7,
satisfaz

(a) autoespagos correspondentes a autovalores distintos sdo pseudo-ortogo-

nais;

(b) se um subespago E é L-invariante, entdo E*+ é também L-invariante.

Antes de demonstrarmos a proposicao, observe que no item 2 escre-
vemos u; = |(w;, wi)l‘%wi, ao invés de u; = IIwiII‘%wi, pois (-,-) ndo induz
uma norma em V, como acontece com o produto interno em espacos eu-
clideanos. Essa é a razdo pela qual também escrevemos (u;, u;) = +0;;.
No entanto, quando a matriz |, é definida positiva, a forma bilinear é um
produto interno (ver lema[2.2.1).
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Demonstragido. Comegamos demonstrando o item 2. Seja f = {v4,..., vy}
base de V. Construiremos uma base ortogonal {w;, ..., w,} de V a partir
desta.

Iniciamos o processo tomando w; = v; e prosseguimos por indugéo.
Suponhamos ja obtidos os vetores ndo-nulos w,...,w,_1, dois a dois orto-
gonais, gerando o subespaco W,,_; (0o mesmo que é gerado por vy,...,0,,-1).
Definimos w,, como

_ Z (ZUZ, vn
(w;, w; )
Temos que (w;, w;) = 0,sei # j,comi,j € {1,..,n—1}, por hipétese de

inducdo. Isto implica que w, é ortogonal a wy, ..., w,_1 pois:

n—1 (wi/ vn) ol (wi/ vn)
(wj/ Uy — Z (w w)w1) = (w]/ UH) - (w]’ (w w)wl)
=1 ir Wi i v
- (w0 - ZEZZ”’( )
(w;,v,)
= (ZU]', Un) (w]]’ ZU])( s wj) =0

Além disso, w, # 0 pois, se w, = 0, entdo v, € Ger{ovy, ..., v,-1}, mas isto
ndo é possivel pois {vy, ..., v,} é um conjunto linearmente independente.
O conjunto {wj, ..., w,} também é linearmente independente. De fato, se
Yo aw; =0, entdo 0 = (Z?zl a;w;, w]-)) = aj(wj, w;j) e assim a; = 0, para todo
jefl, ..., n}

Portanto, como dim V = n, o conjunto {w;, ..., w,} é uma base ortogonal
de V.

A partir desta base ortogonal, podemos pseudo-normaliza-la colocando
u; = |(w;, wi)l‘%wi e teremos < u;, u; >= +6;;. Lembrando que 6;; = 0,sei # j,
edj=1,sei=j.

Para provar o item 1, por contrapositividade, vamos assumir primei-
ramente que (-,-)|g é degenerada. Entdo existe u € E\{0} tal que (u,v) =0
para todo v € E e isto implica que u € E*+. Assim E N E* # {0} e ndo temos
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V=E®E".

Assumindo agora que (-,-)|g é ndo-degenerada, vamos mostrar que
V = E®E*. Bem, se u € ENE*, entdo, para todo v € E, temos que (1,v) =0,
mas se (-,-)|g é ndo-degenerada, devemos ter u = 0. Logo, EN E* = {0}.
Agora, pela construcdo feita no item 1, considere uma base ortogonal

{wy, ..., wr} de E. Se v € E, entdo a decomposicdo € a trivial v = v + 0. Se
k (wi,0)
i=1 (wi/wi)

v € V\E, temos que w # 0. Além disso, j4 mostramos que (w, w;) = 0 e isto

v € V\E, entdo fazemos novamente w = v — ), w;. Uma vez que

implica que (w, u) = 0 (basta usar a bilinearidade de (-, ), para todo u € E,
k (wi/v)
i=1 (wir-wi)

isto é, w € E*. Logo, fazendo u = },
Portanto, V = E® E*.

Vamos provar agora afirmagédo 3. Ja vimos no teorema que existe

2
q+1

w; € E, temos que v = u + w.

uma base {vy, ..., v,} na qual J(v) = —x%—x%—...—xﬁﬂc +...+x%. Neste caso
em que J é ndo-degenerada, r = n = dim V. Definimos P_ = Ger{vy, ..., v,}.
Observe quesev # 0ev € P_,isto é, v = Zzzl x;vx entdo J(v) < 0. Agora,

seFcVe/llr <0, entdao dimF < dim P_. De fato, se o vetor ndo-nulo

n
V= Z X or € F,
k=1

entao
2 _ .2 2, .2 2
X=Xy = =Xy X, X, <0

Assim, x>+ x2+ ...+ x2>0e (x4, ..., x;) # 0. Por isso, a transformacao linear
17X q q

n

T:F— R, T(v) = T[Z xkvk] = (X1, .-, Xy),

k=1
é injetiva e assim dimF < 4. Logo, P_ é um subespaco de vetores -
negativos de dimensdo maximal 4. De forma andloga, P, = Ger{v,1, ..., U}
é 0 subespago de vetores J-positivos de dimensdo maximal p = n — g.
Temos, portanto, dim V = p + 4.
Agora, vamos provar a afirmacdo 4. Pelo item 1, existe uma base
ortonormal {uy,...,u,} de V. Seja v = Z]'Ll L(uj)(uj, uj)u;. Para cadai €
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{1, ..., n}, temos que:

(ui,v) = (%Z L(uj)(uj, uj)uj) = (ug, LQui) (g, i) uz) = L(ug)| (i, wi)* = L(us).
1

Como esta igualdade se verifica para elementos da base, entdo L(w) =
(v,w), para todo w € V. Este v é tinico pois se L(w) = (v1, w) = (v, w), para
todo w € V, entdo (v1 — v, w) = 0 implica em v; = v,. Provamos assim o
item 4.

A fim de provar a existéncia do operador pseudo-adjunto, dadow € V,
definamos a aplicagdo linear f : V — IR tal que f(v) = (L(v),w). Pelo
item 4, existe u € V tal que f(v) = (u4,v), ou seja, (L(v), w) = (1,v) = (v, u).
Construimos a aplicagdo L* : V — V que a cada w escolhido inicialmente
associa o vetor u, isto é, L*(w) = u. Temos entdo que (L(v),w) = (v, L*(w))
para cada u,w € V. Para mostrarmos que L* é linear, considere vetores

u,v1,v, € Veum escalar A € R. Entéo,

(u, L* (01 + Ava)) = (L(u), v1 + Avy) (L(u), v1) + A(L(1), 02)
(u, L* (1)) + A(w, L (02))
(le, L+(Ul) + (u/ AL+(UZ))

(u, L™ (v1) + AL (v2)),

para todo u € V, por isso L*(v; + Avy) = L*(vq) + AL*(v;). O mesmo
argumento é usado para provar a unicidade do operador L™.
Vamos provar o item 6(a). Sejam 1,1, autovalores distintos associados

aos autovetores v;, ;. Uma vez que L é pseudo-auto-adjunto, temos:
(A1 = A1)(v1, 02) = (101, 02) — (01, Avz) = (Lvy, v2) — (01, Lp) = 0

e isto implica que v; e v, sdo pseudo-ortogonais. Por bilinearidade, V,,,
V,, 0s autoespagos associados , sdo pseudo-ortogonais, isto é, vLw, para
todov € V,, ew € V,,. No item (b), precisamos mostrar que se w € E*,
entdo L(u) € E*. Se w € E*, entdo (w,v) = 0, para todo v € E. Ja que E
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é L-invariante, se v € E, entdo L(v) € E e assim (w, L(v)) = 0, mas L = L7,
implicando que (L(w),v) = (w, L(v)) = 0. Portanto, L(w) € E*, isto é, E* é
L-invariante. O

Observagio 2.3.2. Pelo item 3 da proposigio e pelo teorema 2 ob-
servamos que se J : V. — R é uma forma quadmtzca nao—degenemda, entdo
V = P, ®P_. Assim, os cones apresentados na segio [1.1.3| podem ser definidos
como C.(x) = {0} U {(u,v) € P.(x) X P_(x) : £||u|| > %||v||}, onde ||.|| é a norma
em V. Observe que esta definigdo do cone é equivalente a inicial, basta colocarmos
J() = Il = |0l que é uma forma quadrdtica.

24 Formas bilineares simétricas ndao negativas
no cone de vetores nulos de um espaco pseu-

do-euclidiano

Mostramos a seguir o lema de Kuhne,[2][20].

Lema 2.4.1. Seja V um espago vetorial real de dimensdo finita dotado de uma
forma quadrdtica ndo-degenerada e ndo-positiva definida § : V — RR.
Se uma forma bilinear simétrica F : V XV — R é ndo-negativa em Cy, entdo

g f@O) Fuw)
T 0eCy <]U/U> B ueC- <]u'u> o

e para cada r € [r_,r.] temos que F(v,v) > r{Jv,v) para cada vetor v. Além
disso, se F é positiva em Cy\{0}, entdo r_ < r, e F(v,v) > r{Jv,v) para todo v e
re(r_,ry).

Observacgao 2.4.2. O lema mostra que se F(v,w) = (Jo, w) para algum
operador auto-adjunto TeF(o, v) > 0 para todo v € V tal que (Ju,v) = 0, entdo,
podemos encontrar a € R tal que T>af,o0 que significa que (Ju,v) > a{Jv, v).

Se, além disso, tivermos F(v,v) > 0 para todo v tal que (Jv,v) = 0, entdo
obtemos uma desigualdade estrita T>af para algum a € R desde que o infimo na
afirmagdo do lema seja estritamente maior que o supremo.
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Agora, em se tratando de um campo J : Ey — R de formas quadrdticas
ndo-degeneradas com indice constante, se, para cada x € U, valer o lema m
entdo obtemos uma fungio 6 : U — R tal que F]; > 0(x)]y, que a cada x € U

escolhe um iinico niimero real a satisfazendo |, > aj,.

Demonstragio. Suponha que

. Fv) F(u,u)
e = vleréf+ (Jov,v) < vec. (Ju,uy

-7

F(v, F(u,
com F ndo-negativa em Cy. Entdo existe u € C_ tal que vleIg N ](Z/ s; < ( ]( z, Z;

De fato, se isso ndo acontecer para algum v € C_, entdo

F(u, u) < inf F(v,v) F(u, u)

Juay = ot (Jo,0) oo ()’

para todo u € C_, o que uma contradiz a definicdo de supremo. Por sua

vez, por defini¢do de infimo, temos que

inf F(v,0) - F(u,u)
veC. (Ju,0)  (Ju, u)

implica que existe v € C, tal que

F(v,0) < F(u,u)
Ju,oy - (Ju,u)

Faca uy = % e vy = % tal que (Ju,u) = —c < 0e (Ju,v) =d > 0.
Vemos entdo que (Juy, uy) = =1 e (Jvy, vo) = 1. Logo, F(vy, vo) < —F(up, uo),
ou seja, F(vp, vg) + F(up,up) < 0. Por outro lado, existe angulo O tal que
v1 = vgcos O + upsend € Cy e u; = —vgsend + uycos 0 € Cy, com F(v1,v1) >0
e F(uy,u1) > 0, por hipédtese, e entdo F(vi,v1) + F(ui,u;) > 0. Mas, a
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bilinearidade de F nos da que:

E(vq,v1) + F(uq, 111) = cos® OF (vy, vy) + 2 cos OsenOF (vy, 1)
+ sen?OF (ug, o) + sen*OF vy, vy) — cos OsenOF (vy, 1)
— cos OsenOF (1, vy) + cos® OF (ug, 1)

= F(vo, vo) + F(uo, up) <0,

uma contradi¢do. Portanto,

. F@,0) F(u,u) _
= T 2P Gy -

Além disso, para cada r € [r,,r_], temos que F(v,v) > r - (Jv,v), para todo
v € V. De fato,

e Sev e C,, entdo % >r,isto é, F(v,v) > r-(Jv,v).

e Se v € Cy, entdo, por hipétese, F(v,v) > 0 = r-(Jv,v) (na verdade,

para todo r real).

e Se v € C_, entdo
F(v,v) > r-(Jv,v).

F(o,
, g(ffffi < r, mas como (Jv,v) < 0, chegamos em

De forma anédloga, se F é positiva em Cy\{0}, provamos os resultados
supondo que r_ > r, e encontrando F(vy, vg) + F(u, 19) < 0 para certos vy
e up. Com estes, construimos u;, v; tais que F(vy, v1) + F(u1,u1) > 0, mas
F(v1,v1) + F(u1, u1) = F(vo,vo) + F(uo, up) < 0, chegando novamente a uma

contradicao. O

Resultados adicionais como os seguintes envolvendo 7, e r_ podem ser
provados na presenca de um operador J-separado. Eles serdo tteis na

prova do teorema 4.2.14

Proposicao 2.4.3. Seja L : V — V um operador linear J-separado. Entio

1. L pode ser unicamente representado por L = RU, onde U é uma J-isometria
(isto é, J(U(v)) = J(v), v € V) e R é um operador J-pseudo-adjunto com
espectro positivo.
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2. O operador R pode ser diagonalizado por uma g-isometria. Alem disso, os
autovalores de R satisfazem

q 1 _ Lt
O<¥ <-o<rl=r_<r,=rf<---1.

3. O operador L é (estritamente) J-mondtono se, e somente se, - < (<)1 e
ry > (>)1.



Capitulo 3

Conjuntos Hiperbdlicos Para

Difeomorfismos

Neste capitulo, estudamos os conjuntos hiperbdlicos para um difeo-
morfismo f : M — f(M) € M em uma variedade riemanniana, isto &,
uma variedade diferencidvel com produto interno , ), definido em cada
espago tangente T,M e variando continuamente em x. Os resultados deste
capitulonos ajudardo a entender como chegamos aos resultados principais.
Assumiremos que M é uma variedade compacta, conexa e sem bordo.

A seguir, relembramos a defini¢do de hiperbolicidade para difeomor-
tismos. Quando M é uma superficie, a hiperbolicidade pode ser descrita

pela figura

Definicdo 3.0.4. Seja f : M — f(M) € M um difeomorfismo. Um conjunto
compacto e invariante A\ é hiperbélico se, para cada x € A, existem subespagos
E; c T\Me E} C TM tais que:

1. T,M = E; ® E¥, com esta decomposi¢io variando continuamente;

2. DfE:=EY, e DAE; =

£ By

3. Existem constantes C > 0e 0 < A <1 tais que:

a) |IDf"0|| < CAM|v|| se Vv € ES en > 0.
b) |IDf"v|| < CA"|[v]| se Vo € E¥ en > 0.

29
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Observacao 3.0.5. A aplicagio Df} : T\M —> TgxM é definida, de acordo
com a Regra da Cadeia, como Df;! = Dffuayo...oDfy,n>1,.

Observacao 3.0.6. Se u € E°, entio ||Df"ul| > C}\nllull e se u € E, temos
IDf"oll > z=lloll, paran > 0

De fato, se v € Ej, temos que ||[Df/'v|| < CA"|[v|]l. Mas Df, é um iso-
morfismo (pois f é um difeomorfismo) para todo x € M. Logo, dado

ue E}n(x), existe v € E; tal que u = Df'v e como D ffn’zx)(D fI'v) = v, entdo

llul| < CA”IIfo]’Ex)uII, ou seja,

n 1
IDf %yl = =l

Concluimos que Df ! expande vetores em E, .. Analogamente, chegamos

")
em
1

CAn
para todo u € E¥, onde u = D ff‘,,’(lx)v para algum v em EY, . Assim, Df;

ID fiull = = lul]

expande vetores em E¥. Os subespacgos E; e E¥ sdo chamados, respectiva-
mente, de estdvel e instdvel.

Segundo a defini¢do, para classificarmos um conjunto compacto e in-
variante em hiperbdlico, precisamos explicitar seus subespagos estavel e
instavel e entdo verificar se estes possuem as propriedades da definicéo.

O Teorema nos dé duas condi¢des necessarias e suficientes para
deduzir hiperbolicidade para um difeomorfismo sem precisar exibir estes
subespacos. A primeira, devida a [11], ¢ uma condi¢do dinamica envol-
vendo formas quadréticas e orbitas, enquanto que a segunda requer a
existéncia de cones com certas propriedades.

Lembramos que a equivaléncia entre os itens 1 e 2 do Teorema [1.2.3]
serd generalizada no capitulo |4 para conjuntos parcialmente hiperbdlicos
para fluxos. Esta generalizacdo deve-se a [2].
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3.1 Prova do Teorema[1.2.2

Recordamos primeiro o enunciado para conveniéncia do leitor.

Teorema 3.1.1. Seja f : M — f(M) € M um difeomorfismo C' e A um conjunto

compacto invariante. Sdo equivalentes as sequintes afirmagoes:
1. A é hiperbdlico.

2. Existe um campo continuo B em A de formas quadrdticas nido-degeneradas
cuja dimensdo é constante ao longo das drbitas e tal que (f'B — B), =
By (D fx) — By € definida positiva para cada x € A.

3. Existem doiss campos de cones C° e C* em A com dimensoes complementares
e dimensdo constante ao longo das 6rbitas tais que:
-1
a) DAECYC CyyeDf G C C;_l(x).
b) Existem o > 1em > 0 tais que ||Df"v|| > ol|v||, para todov € C* e
IIDf~™v|| > ol|vll, para todo v € C°.

Demonstracdo. (1) = (2).

Jaque 0 < A <1, entdo existe m € N tal que CA™ < 1. Pelas observagdes
feitas acima, se v € E3, entdo ||Df 0| > #IIUII > 5||v]| e se v € E¥, temos
IID f"v|| > C}mllvll > 5|[v]|. Precisamos mostrar agora que, para todo v # 0,
temos ||Df"”v||2 -2l + ||Df’”v||2 > 0. Isto sera util porque a forma
quadrética B a ser construida terd (f*B—B)(v) = ||Df"”v||2 =2|l0lI*+ ||Dfmv||2.

Dado v € T:M, ja que A é hiperbdlico, podemos escrever v = v° + v¥,

com v° € E e v* € EY. Suponhamos que [[v°|| > [[v*]|. Logo,

IDf™0|l = [IDf™(@° + 09|

||Df_mZ)S + Dfmvu”

1
2 5||US||—5||U”||
S 1 S
> 5’|l - EIIU I
> 4|0°|.
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Mas, 4]|o°|| = 2l[*||+2lle°| > 2I[v*||+2][v"]| > 2][o]l. Logo, IDf™0l* > 2|[o]*.
De forma anéloga, obtemos ||Df’”v||2 > 2||0ll%, se |lo°]] < |lo¥|. Portanto, em

qualquer caso,
IDf~"|* = 2|[v|P* + [IDf"* > 0.

Agora, assumindo que || - || provém do produto interno (-, -), em T, M, a

-

partir da forma bilinear B, (v, w) = Z (Dflv, Dflwy— Z(D fx‘f‘lv, D f;]_1w>
j=0 j=0

definimos a forma quadrética

m—1 m—1
B(v) = Y IDfoll = Y ID£" "ol
j=0 j=0

Considere B : A 3 x = By, € B(T:M,R). Uma vez que f é difeomor-
tismo, a aplicagdo derivada Df é continua e j& que o produto interno (-, -)
é continuo em x, garantimos a continuidade de B. Vamos mostrar que

(f'B — B), é definida positiva. Temos que:

§
AR

Brw/(Dfx0) = By(0) ||fo(x)(Dfxv)|| Zanﬂ (DI

,_\o

3 \.

" D gl +Z||Dfxf 1

+
i

3
-

(~IDfJoll” +IDf (D))

g

I3
Lo

by (- IDf @A + DT ol).
=

O

Temos aqui duas somas telescopicas. Logo, chegamos em

—ll? + IDf" ol = ||ol® + IDf "0l
IDf~"|> = 2|jv|* + [IDf"™0|* > 0.

(f'B = B)«(v)

Portanto, (f*B — B), é definida positiva.
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Agora, se v° € E;, com v° # 0, entdo D fx_j v € EjH €

Z DA Z Dol

j=0

S

B«(v")

3

N IDFDL)IP - DA <0,

j=0

pois IDf7(Df, o)l < HIDf oIl < IDf,"%°|l. Além disso, se v* € EY, com
o* # 0, entdo Dfx o € E; e © assim |[Df™(Df 0"l > 5||Df,(_jv“|| pela
observacdo feita no inicio desta se¢do. Logo, B.(v*) > 0. Agora, seja
n = dim B, (aqui n é a dimensdo maxima entre todas as dimensdes de
subespagos F contidos em {v € T,M : B,(v) < 0}). Afirmamos que dim B, =
dim E3.

De fato, temos que dim E; < dim B, pois E} C {v € T,M : B,(v) < 0}.
Agora, seja F um subespaco tal que dim B, = dim F. Temos que FNE¥ = {0},
pois mostramos que v* € E} implica em B,(v*) > 0, com a igualdade
ocorrendo apenas se v* = (0. Mas sabemos que dados F; e F, subespacos de
um espago vetorial E, entdo dim Fy + dim F, = dim (F1 N Fy) + dim (F1 + F).
Assim, dim F + dim E¥ = dim (F + E}) < dim T.M = dim E;, + dim E¥ e entdo
dim F < dim E;,. Logo, dim B, = dim E;.

Uma vez que Df, é isomorfismo, temos que dim E; = dim Df(E}) =
dim E(,) e, consequentemente, dim Eiy = =dimE, Y Para quaisqueri, j € Z.
Portanto, dim B iy = dim B fity, iSto €, a dlmensao de B é constante ao longo
das 6rbitas de x € M.

Para concluir, nos falta mostrar apenas que B, é ndo-degenerada para
todo x € A. Bem, suponha que exista x € A tal que, para um certo
v =v° + 0" € T,M, tenhamos B,(v,w) = 0, para todo w € T,M. Assim:

By(v,v°) = By(v,v") & By(v° + v",v°) = B,(v° + v*,v") & B,(v°,v°) +
B (v",v°) = B,(v°, v") + By(v", v") &= B,(v°) = B,(v").

Isto implica que v* = 0 = %, ou seja, v = 0. Logo, B, é ndo-degenerada
para cada x € A. Portanto, vale (2).
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2)= ()

Definamos C, = {v € T:M : B,(v) < 0} e C¥ = {v € T\M : B,(v) > 0}.
Sejam F;, e F§ subespacos de dimensdo méxima em C;, e Cy respectivamente.
Por hipétese, dimensao de B é constante ao longo das 6rbitas o que implica
que dimensao de C° é constante ao longo das 6rbitas e, consequentemente,
isso acontece também para C*. Além disso, como B é ndo-degenerada, pelo
item 3 da proposigdo2.3.1} estes cones tem dimensdes complementares.

Uma vez que (f'B — B), é definida positiva, temos que By (D f,0) —
B.(v) > 0 ( onde a igualdade ¢é vélida se, e somente se, v = 0) e assim
B (Dfxv) > B(v). Se v € C§, entdo Df.(v) € C , pois By (D f,v) > Bx(v) >

f®)
0. Logo Df.C¥ C Clr Analogamente, B¢, (D f,u) — B, (1) > 0 se, e somente
se, Bx(v) > Bfy(Df;'v) com f(y) = x e Df,(u) = v. Temos entdo que
v € C implica Df;'(v) € CjH(x) pois B (Df;'(v)) < By(v) < 0, isto §,
Df;IC c C
X f (X

N Provamos assim o item (2). Mostraremos que o item

(b) também é Ve’ilido. O resultado serd mostrado para C¥, pois para C° o
processo é analogo.

Pela compacidade de A e pela continuidade de B, dado a > 0, existe
6 > 0tal que |lw—0|| < Vo implica em |B,(w) — B,(0)| < a. Observe que esta
altima implicagdo é equivalente a: se |B.(w)| > a entdo lwlf> > 6. Agora,
como (f*B — B), é definida positiva, pelo corolario existem a,b € R

tais que
allwl < (f'B — B).(w) < bllwl*, G.1)

para qualquerze€ Aew € T,M.

Pelo lema existe ¢ € R tal que [B,(v)| < clloll. Sejam 6 = 6(a)
e m tal que 0? = 22 > 1. Consideremos x € A e v € C¥ (j4 mostramos
B.(v) > 0) tal que [[o]| = 1, temos que (f*B — B) p-1(y(Dfi ') = By (D flv) -

ijfl(x)(Df,g_lv) > 0. Logo:



Brioo(Dflo) 2 Bpp(DfL'0) 2 Byay(DfL o)
>
> Bjy(Dfrv)
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paraqualquer j > 1. Masja vimos que B;,(D flv) > aimplicaem ||Dflv|| >

6. Agora, usando (3.1), chegamos em:

m—1 m—1

amd < Y alDFI <Y (Bjingy(DSL0) = Byio(DFI0)
j=0 j=0 j=0

Bfm(x)(Df;nU) - Bx(U) < Bfm(x)(Df;nU)
c||\Df™o)>.

IA

maé

Isto implica que [|Df7"0||* > 2 = 2, provando assim o item (b)

3) = (1)

Uma vez que Df,C* c C* e Df;'Ci c C8

oo iy temos que

(n+1) S (11+1 u
Df fn o Crmngey © D ity Congey € D oty C vy € D o Concey-
Definamos assim:

E = ﬂn>0fon e E = ﬂn>0fo Cu

®) f”(X) ") )

A figura 3.1 nos d4 uma ideia da construcdo do subespago estdvel E;.

A construgdo para EY é analoga.

Por definigdo, sabemos que0 € C*,, |, C%_, ., assim E, E¥ ndo sdo vazios.

n(x)l f n(x)/
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Figura 3.1: Construcdo dos subespagos invariantes

e Df,(EY) = EY. Bem,

Afirmamos que Df,(E}) = E o

S
f®)
s -n s —(n-1 s
Dfx(Ex) = mnzonx(fon(x)Cfn(x)) = nHZOfon(_l(f()x))Cfn—l (f(x))
] —-(n-1) s
Cf(x) ﬂ (nnzl fon—l (f(x)) Cfn—l (f(x)))

—(71—1) S
Nux1Df f”‘l(f(x))cf”*l(f(x))'

Pois a sequéncia é decrescente. Mas isto nos dé4, fazendo k = n — 1, que

Df.«(E}) = Mi=oD fﬁ(’E f(x))Csfk( o) = Ey: Analogamente, concluimos que

Df.(E¥Y) = E%.- Note que ainda ndo mostramos que Ej e E¥ sdo subes-

pacos vetoriais, mas ja temos que estes sdo invariantes pela derivada.
Provaremos agora que existem C > 0e 0 < A < 1 tal que se v € Eg,
entdo ||[Df"v|| < CA" se n > 0. Dado n € IN, escrevemos n = km + r com

0 <r < m, onde m é, por hipébtese, tal que ||Df 0| > ollv]| se v € C°. Seja

IDf"wll
llwll -~

C; = inf,cp{min 0 <r <m}. Facamos w = Dfl'v € C:, ., e entdo:

frx)

loll = 1D £l = IDF (D)l = CID 0wl > Cro¥lao]l.
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Logo,
1 _ r _1in n
IDfroll < =l = Cro (™) ol < CA"Jol,
1

onde C = max{Cl‘laﬁ 0<r<mleld = o, Analogamente, concluimos
que |[Df;"0|| < CA"||v||, parav € E¥. Alémdisso, E;NCy = {0} e E¥NC;, = {0}.
De fato, se v € E; N C¥, entdo ||[Df]"v|| > o||v||, mas para n = m, a construgdo
que fizemos acima nos dd que C; = C = 1 e entdo |[Dff"0|| < o7!o].
Chegamos em o7 '||[v| > of[v]l, mas ¢ > 1 e assim v = 0. Da mesma forma,
concluimos que v € E; N C¥ se, e somente se, v = 0.

Agora, para cada n escolhemos um subespaco E, C C5, , de dimensao

()

maxima tal que dim E, = dim Chi €5¢ja s, =D f~"E,. Da mesma forma,

seja F, C C;,n(x) com dim F, = dim Cjﬁ,n(x) e U, = Df"F,. Observe que as
dimensodes de E, e S, sdo as mesmas assim como as dimensodes de F,, e
U, o sdo pois Df é um isomorfismo. Temos que dim E; = dim E;, j4 que a
dimensdo de C° é a mesma ao longo da 6rbita de x € M, e isso implica que
dim S; = dim S;, também temos que dim U; = dim U;. Além disso, S, e E,
tém dimensdes complementares.

Considere ¢" = {ef, ..., ¢/} uma base ortonormal de S, isto &, ¢" € (S =
S"x..x8"e < e?,e’]? >=1,sei=je (e?,e’]?) = 0,sei # j. Observe
que (¢"),en € uma sequéncia em (S™)F que é um compacto e entdo possui
subsequéncia convergente em (S™)*. Seja e o limite dessa subsequéncia com
e = (e}, ...,e" € (S™)*. O conjunto {ey, ..., ex} é ortonormal pois liin(ej’,e’]?) =
(e;,ej). Temos que S = gerfey, ..., ex} € subespago limite de S, e, de forma
andloga, construimos U = ger{fy, ..., fi} subespaco limite de U, com k + [ =
dim T, M.

Além disso, S € E° e U C E". De fato, para cada n € IN, temos que
D ff<£’:;1)cjf'1+1 cD ff,,(x) fn( ) e entdo Df A cD ffﬂ (Chipy: Dessa
forma, f1xadok S, C fon( . fn - fok’z )Cj[k( s para todon > k. Logo, S, C

NuskDf 0 1) f" " Como intersecdo infinita de fechados ainda é um conjunto

(”+1)Cs

n+1) fn+1

fechado e S é um subespago limite de S,,, segue que S C N5 Df." 1) f" w C

NpskD ff(inl)(li)c; g C E:, ouseja, S C E}. Analogamente, U C EY.

Agora,SCE,eU cCCieentioSNU C E;NCy = {0} eassim SNU = {0}.
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Como S e U tém dimensdes complementares, segue que T,M = S @ U.
Afirmamos que S = E; e U = E¥. Suponha que v € E}, — S, com v # 0 pois
0€S. Temos quev =s+u,comu #0el||Dffo|| = IDfF(u + s)ll = ||Dfrul| —
IIDf's|l, mas ||[Df}v|]| — 0, enquanto [|[Df]ul| — oo, pois u € U C E¥, e
IIDf}'s|| — 0, jd que s € S C E°, 0 que é um absurdo. Logo, E; = S e, de
modo semelhante, E¥ = U. Portanto, T.M = E; @ E¥. Concluimos assim
que A é hiperbolico. m|

3.2 Exemplo de aplicacdo: o solendide

Como aplicacdo do teorema mostraremos que o solendide é um
conjunto hiperbélico usando os cones invariantes. Conseguimos exibir
um dos espagos da decomposigdo requirida na defini¢cdo O outro
subespaco é facilmente encontrado utilizado o teorema [1.2.2]

3.2.1 O atrator solené6ide

Sejam D ={z € C: |zl <1} e S! = {z € C: |lz]| = 1} e defina, para cada
(w,z) € Dx S', aaplicagdo f : D x S' — D x S' por f(w,z) = (¥ + ,2%).

A aplicagdo f é diferencidvel e injetiva. De fato, as fungdes f(w,z) =
st5e fh(wz) = z? sdo diferencidveis e isso se deve ao fato de g1(w) =
fi(w, z) e hi(z) = fi(w, z) serem diferencidveis, assim como g»(w) = fo(w, z)

e hy(z) = fo(w, z) o sdo. A injetividade de f segue do fato de que f(w;,z;) =
%
Zp = z3 ou z; = —zj. Se esta ultima igualdade ocorrer, chegamos em

f(wy,2) se, e somente se, T + 3 = 2+ F e z; = z3. Se z3 = z3, entdo

llzoll = 12 + 2| = el < Imltieel < 1 mag |jz,|| = 1, uma contradigéo.

T3 =+ 3. Assim, (wy,z1) = (W2, 22).

3

A aplicagdo f ndo pode ser sobrejetiva pois ||§ + 3l < (15l + 5]l <
sl + 1511 < Tell2?ll = llzII* = 1, isto é, f(D x S') (D x S'). No entanto, a
aplicacdo f : D x §' — f(D x S) é bijetiva com f~(a,b) = (82 — 4 Vb, Vb)

que também é diferencidvel. Observe que pela continuidade de f, uma

Logo, z1 = z, e entdo

vez que D x S! é compacto, f(D X S') também é compacto. Além disso,
temos que f(D x S') c f"1(D x S'), para todo n € N.
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Temos entdo que F, = f*(D x S') é uma sequéncia encaixada de con-
juntos compactos e entdo lim,_,. F,, = N,oF, é ndo-vazio e compacto. O
conjunto A = NyxoF, = Nyso (D X S éum conjunto hiperbélico chamado
de Solendide (ver Figura[3.2).

Figura 3.2: Primeiras etapas de construcdo do solenéide

O conjunto A, além de ser compacto, é invariante. De fato, como f é
injetiva, entdo f(A) = f(Nusof"(DXSY)) = Nys1 fHDXSY) = Ny f (DX S) =
A.

3.2.2 O solendide é hiperbélico

Identificamos Ty, DXS' = T,,D®T.S' = CxR. Vemos que D fi, (14, v) =
(5 + 5,2zv). Logo, E?w,z) = Ty,D ® {0} = C x {0} é um fibrado invariante e
| Dfjes ll= g (isso implica que [[Df"(v)ll < (3)"llvll, v € E¥). Observe que o
subespaco instdvel £, , ndo é dado por {0} xR, uma vez que este subespago
nem sequer é Df-invariante. Apesar disso, como na demonstracdo do
teorema podemos construir E} (onde x = (w,z)) a partir de um
cone positivamente invariante. Seja C* = {(u,v) : |lu|| < |[v]|}. Este cone
¢ invariante por Df. De fato, se (1,v) € C", entdo |5 + 5| < [g| + 5] <
151+ 1151 < 2[v]l. Além disso,

u v,2
IDf@, oI = lig + 51+ 11201 = 1201 = 2ol + 2ol
2/[ull* + 2lloll> = 2li(u, )II%,

\%
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ou seja, [Df(u,v)|| = V2||(u,v)|l. Assim, definimos E* = N,5oD f}{n @ C;i,n ey
Este é o subespaco instavel que satisfaz juntamente com E; as propriedades

requeridas na defini¢do de conjunto hiperbdlico. Portanto, o solenéide é

hiperbélico.



Capitulo 4

Conjuntos Parcialmente

Hiperbolicos Para Fluxos

Este capitulo contém os resultados principais deste trabalho. Estuda-
remos os cociclos multiplicativos. Os resultados mostrados para cociclos
sdo particularizados na subse¢ao[4.3|para fluxos, provando o teorema
e a proposigao[I.2.5

De agora em diante, consideramos M uma variedade riemanniana de
dimens&o finita compacta e conexa com ou sem bordo, U C M uma regiao
armadilha, A(U) = Ax(U) := ﬂt>om o subconjunto invariante maximal
positivo em U para um campo de vetores X e E;; um fibrado vetorial sobre
U. Assumimos que todas as singularidades de X em U (se existem) sdo

hiperbdlicas.

4.1 Cociclos lineares J-separados sobre fluxos

Seja A : EXR — E uma aplicacdo diferencidvel dada por uma colegdo

de bijegdes lineares

Ai(x) : Ex — Ex,,x € Mt €R,

41
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onde M é o espacgo base do fibrado vetorial E de dimensao finita, satisfa-

zendo a propriedade do cociclo:
Ap(x) = Id, Aps(x) = Ay(Xs(x)) 0 As(x), x €M, t,s € R,

com {X;};er um fluxo diferenciavel sobre M. Notemos que para cada t > 0
tixado a apicagdo A; : E — E, Ai(vy) = Ay(x)vy € Ex,(r) € um automorfismo
do fibrado vetorial E.

O exemplo natural do cociclo multiplicativo linear sobre o fluxo dife-
renciavel X; na variedade é o cociclo derivada A;(x) = DX;(x) no fibrado
tangente TM de uma variedade compacta M de dimensao finita.

Os resultados seguintes ddo uma caracterizagdo de cociclos J-separados
Ay(x) sobre um fluxo X; em termos do gerador infnitesimal D(x) de A(x).
O préximo teorema é mais geral que a proposigao Esta é um caso
particular quando A;(x) = DX;(x).

Seja Ay(x) um cociclo multilplicativo linear sobre um fluxo X;. Defini-

mos o gerador infinitesimal de A;(x) por

D(x) := lim Al — 1d
t—0 t

Definicdo 4.1.1. Dado um campo continuo de formas quadrdticas nio-degene-
radas J com indice constante na regido armadilha U para o fluxo X;, o cociclo
A(x) sobre X é dito:

o J-separado se Ay(x)(C4(x)) C C4(X(x)), paratodot > 0ex € U.

o estritamente J-separado se A;(x)(Ci(x) U Co(x)) € Ci(X(x)), para todo
t>0exe U

o J-mondtono se Jx,q (Ai(x)v) > J.(v), para cada v € T,M\{0} e t > 0;

o estritamente J-mondtono se di(Jx,x)(A(x)0))li=0 > 0, para todo v € T,M,
comv#0,t>0exelU;
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o J-isometria se Jx,q)(Ai(x)v) = dx(v), para cadav € T,Mex € U.

Note que a J-separacdo corresponde a invariancia simples do cone e a
dJ-separacdo estrita corresponde a invariancia estrita do cone sob a agdo do

cociclo As(x).

Observacao 4.1.2. Sabemos que, para cada x € U, existe um operador auto-
adjunto |, tal que J,(v) = {J,v,v), para todo v € E,. No entanto, no contexto
de formas quadrdticas ndo-degeneradas com indice constante, ndés garantimos,
fazendo uma mudanga de coordenadas se necessdrio, que o operador | independe
de Xi(x), para t > 0. Assim, por exemplo, afirmar que A,(x) é J-separado, é dizer
que

Ix:0(Ar(x)v) = (JAH(x)v, As(x)v) > 0 sempre que 3,(v) = (Jv,v) > 0.

Observacao 4.1.3. Quando Ai(x) = DXy(x), dizemos que X; é (estritamente) g-
separado em U, se DX,(x) for (estritamente) J-separado em TyM. Analogamente,
0 fluxo de X em U é (estritamente) J-mondtono, se DX(x) for estritamente J-
mondtono.

Se um fluxo for estritamente J-separado, entdo

DX_(C-(x) U Co(x)) € C(X_(x)),

isto é, se J,(v) < 0, para v € T,M, entdo Jx ,x(DX_v) <0, com v € E, e para
todo t > 0 e x tal que X_s(x) € U para cada s € [-t,0]. De fato, se tivéssemos
Ix_,0(DX_v) > 0, entdo, pela J-separagio estrita, J,(v) = J(DX{(DX_(v))) >
0, uma contradigdo.

Portanto, um fluxo X, é estritamente J-separado se, e somente se, seu fluxo
inverso X_; é estritamente (—d)-separado.

A seguir, demonstramos um resultado que usamos na demonstragao

do teorema

Lema 4.1.4. Seja x : I — IR tal que x(t)’ > a(t)x(t) e x(t)>0. Entdo, x(t) >
Xo eXp ft; a(s)ds, onde x(ty) = xo para algum t, € I escolhido.
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Demonstracdo. Pelo Teorema Fundamental do Célculo, obtemos: ft; a(s)ds <

f ’
fto %ds = In |x(t)| — In |x(tp)| e, tomando a exponencial, chegamos em

t
x(t) > xg exp f a(s)ds,
to

onde x(ty) = xo € uma condicao inicial dada. O

Observe que se x(t) < 0, entdo chegarfamos em x(t) < xy exp ft; a(s)ds.

4.2 Prova dos resultados principais

Nesta se¢do, demonstraremos a proposicao e o teorema 0s
resultados principais deste trabalho. Para isso, apresentamos resultados
auxiliares cujas as demonstracdes sdo apresentadas para maioria deles e
outros resultados, devido a extensdo de suas demonstrac¢des, sdo apenas
enunciados com indicac¢do sobre onde encontrar suas provas com maiores
detalhes.

Teorema 4.2.1. Seja X; um fluxo definido em um subconjunto U positivamente
invariante por este fluxo, Ay(x) um cociclo sobre Xy em U e D(x) seu gerador
infinitesimal. Entdo:

1. 3:3(Ai(x)v) = (Txt(x)At(x)v, A(x)v) para todo v € E, e x € U, onde

Jx =] D)+ D) -] (4.1)

e D(x)* denota o adjunto da aplicagdo linear D(x) : E, — E, com respeito

ao produto interno adaptado em x.

2. Ocociclo As(x) é J-separado se, e somente se, existe uma fungio 6 : U — R

tal que

fo > 0(x)], para todo x € UL 4.2)
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Em particular, obtemos que d;log |J(A+(x)v)| = 0(Xi(x)), v € E, x € U,
t>0;

3. Se as desigualdades no item anterior sdo estritas, entdo o cociclo As(x)
é estritamente J-separado. Reciprocamente, se Ai(x) for estritamente J-
separado, entdo existe um campo Jo de formas compativeis em U satisfazendo
a desiqualdade estrita do item 2.

4. Defina a fungio

Al(x) = f t 5(X(x))ds (4.3)

13(Asy (0)0)]
(At (X))
v € E,ereais ty <t tais que J(A((x)v) # 0, para todo t € [t1, t,].

Para um cociclo J-separado A;(x), temos > eprtz(x) para todo

)

<o) < veC+(x) 3(0)

5. Podemos limitar 6 em cada x € U por sup

)
veC_(x) 3( )

Antes de demonstrarmos o teorema, fazemos algumas observagdes.

Observagdo 4.2.2. Se §(x) = 0, entdo J, e um operador positivo semidefinido.

Mas, se 6(x) # 0, operador simétrico 5; pode ser uma forma quadrdtica indefinida.

Observacao 4.2.3. A condigio necessdria no item 3 do teorema ¢ provada
depois da proposi¢io
()

Observacao 4.2.4. Pela limitagdo de 6(x) por r_(x) = sup, @ 70 © ry(x) =

r_ (x)+r+ (x)

infiec, (v %, podemos tomar 6(x) = jd que, pelo lema |2.4.1, 6(x) €

[r_(x), 7, (x)]. Além disso, como os cones variam continuamente, entdo r_(x) e
r+(x) sdo continuas e a fungio 6 pode ser tomada sempre como fungdo continua de

X.

Observacao 4.2.5. Complementando a observagio a condigdo necessdria e
suficiente nos itens 2 — 3 do teorema para J-separagio(estrita), mostra que
um cociclo Ay(x) é J-separado (estritamente) se, e somente se, seu inverso A_y(x)
é (—J)-separado (estritamente).
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Observagio 4.2.6. A desigualdade [£.2| mostra que 6 é a medida da "taxa de

expansdo instdntanea minimal"de |J o Ay(x)| sobre vetores positivos;

Demonstragio. Para cada x fixado, definamos i) : RXE, — Rpor y(t,v) :=

(JA«(x)v, Ai(x)v). Usando agora o gerador infinitesimal de A;(X;(x)), com

t € R, e as propriedades do cociclo de A,(x), temos que

De fato,

91 (A(x)0)

diAi(x)o = D(Xi(x)) - A(x)o.

Asi(x) — Ay(x)v

g =

o A AR)D) = Ao
s—0 S
(A(Xi(x)) — Id)A(x)v

g ;

(i ) — 1)
S

5—0

D(X(x))As(x)v,

A (x)v

paratodot € R, x € M, v € E,. Assim,

8t1/1(t, U)

(01(JAH(x)v), A(x)0) + (JA:(x)v, d:Ar(x)0)
(J - D(Xi(x)) - At(x)v, Al(x)v) + (JAH(x)v, D(Xi(x)) - As(x))

(J - D(Xi(x)) - A(x)v, Ar(x)v) + (D(Xe(x)) (] - Ar(x)v), Ar(x)0)
(J - D(Xi(x)) - Ae(x)v + D(Xi(x))" (] - Ae(x)0), Ar(x)0).

(4.4)

Como (](At(x)v),Ai(x)v) = J(A:(x)v), fazendoﬂ = J-D(x)+D(x)"-] chegamos
em d,J(Ai(x)v) = (Jx,wAi(x)v, Ai(x)v).

Note que o argumento é 0 mesmo caso x = ¢ seja uma singularidade

de Xt.

Para provar o segundo item, vamos assumir que A;(x) é J-separado.

Assim, fixado x € U, para todo t > 0,temos que

Ix,0(Ar(x)v) = (JA((x)v, Al(x)v) > 0 sempre que J,(v) = (Jv,v) > 0.
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Agora, para todot > 0 e v € Cj, podemos encontrar w € C, tal que
v+w € C,. Assim, se A > 0, temos que para v € Cy existe w € C, com
(JA(x)(v + Aw), Ai(x)(v + Aw)) > 0. Dessa forma, por continuidade de A;(x)
ede (-, ):

(JA()o, Ai(x)o) = Im(JA(x)(0 + Aw), A(x)(© + Aw)) > 0.

Portanto, para v € Cy, temos que (t,v) = (JA:(x)v, Ay(x)v) > 0 = (Ju,v) =
Y (0,v) e assim, como 1 é diferencidvel,

¢(t/ U) - I1b(0/ U)
t

> 0.

dY(t, v)li=o = tlgg}
Com isso, temos que
Irp(t, 0)li=o = ((J - D(x) + D(x)" - J)o,v) > 0

para v € Cy. Além disso, como | é auto-adjunto, entdo (J - D(x) + D(x)* - ]) é
auto-adjunto e a forma bilinear F, : E; X E, — R,

Fi(v,w) = ((J - D(x) + D(x)" - J)v, w)

é simétrica e F(v,v) > 0 para todo v € Cy. Estamos entdo com as hipoteses
do lema que nos garante, juntamente com a observagao que
existe uma fung¢do 6 : U — R tal que J, > 6(x)], para todo x € U. Fazendo
dx(v) = (ﬂv, v), 0 lema|2.4.1|ainda nos garante que

i)

J() )
UZ’?,%) d(v) <0k < velcrifx) J(v)

(onde 6(x) é um real r € [r_,r,]), para cada x € U fixado, provando o item
6.

Vamos mostrar agora que a existéncia de uma funcdo 6 : U — R
verificando a desigualdade é suficiente para a J-separacdo de A;(x).
Bem, como X;(x) € U para t > 0 ( pois U é positivamente invariante pelo
fluxo), entdo vale 5Xt(x) (Ai(x)v) = 6(Xi(x))d(A(x)v), mas isto quer dizer que
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d:d(Ar(x)v) = 0(Xi(x))I(Ai(x)v). Seja v € E, tal que (Ju,v) > 0. Temos que
x(t) = J(Ai(x)v é continua e x(0) > 0, assim, conseguimos um intervalo
[—s, s] tal que x(t) = J(Ai(x)v > 0 para todo t € [—s,s]. O lema[4.1.4garante
que

|[d(Ai(x)v)| = |d(v)l exp ( f 5(Xs(x))ds) = |d(v)lexp A(x, t) > 0.
0

Assim, J(Ai(x)v) # 0 para todo t € [0,s]. Suponha que exista um t, > 0 tal
que J(Ay(x)v) < 0. Por hipétese, J(Ai(x)v) > 0 para t = 0, entdo, por causa
da continuidade de J(A(x)v), o Teorema do Valor Intermedidrio garante
um t; € (0, 1) tal que J(As (x)v) = 0, uma contradi¢do. Seja sy = sup S :=
sup{s > 0 : x(t) > 0,t € [0,s]} < co. Consideremos agora uma sequéncia
(Sn)nen C S tendendo a sp. Temos que

x(sn) > x(0) exp ( f A 6(Xs(x))ds) = x(0) exp A(x,s,) > 0
0

implica, pela continuidade de x, que

x(s0) > x(0) exp (fso 6(Xs(x))ds) = x(0) exp A(x, s9) > 0.
0

e se x(sp) < 0, entdo exp ( foso 6(Xt(x))dt> = 0, a ndo ser que foso O(Xi(x))dt =
—oo0 0 que é impossivel j4 que 0 foi tomada sendo limitada e continua.
Logo, x(sy) > O e, pela continuidade de x, existe um intervalo (—€ + sy, 5o +€)
tal que x(t) > 0 para todo f neste intervalo, mas isto contradiz a escolha de
so como supremo. Portanto, sp = oo e concluimos que J(A(x)v) > 0, para
todo v € C,(x), isto é, A;(x) é J-separado.

Agora, se as desigualdades do item 2 sdo estritas, conseguimos também
que [J(Ai(x)v)| > |J(v)|exp A(x,t) = 0 e se v € Cp, entdo J(Ax)v > O,
pelo mesmo argumento anterior. Assim, A;(x)(C+(x) U Cp(x)) C C,(Xi(x)).
Portanto, A; é estritamente J-separado.

Como Ay(x) é J-separado, para cada v € Cy(x), temos que |J(A(x)v)| > 0,
para todo € R. Assim d;log|J(A:(x)v)| > 6(X;(x)), pelo lema o que
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implica, paratodov € E, e t; < t, tais que J(As(x)v) # 0 para t € [t, 2], que

|3(Atz(x )l 15 .
m > 8tlog|3(At(x)v)|dt > L S(Xi(x))dt = A(x).
Portanto, :g(ﬁ’zixivz: > exp Atz( ) |:|

4.2.1 J-separacao estrita de cociclos e dominacao

Assumimos de agora em diante que a familia A;(x) de cociclos multipli-
cativos lineares num subfibrado E; sobre o fluxo X; numa regido armadilha
U c M tem sido dada. Mostraremos que se, além disso, houver um campo
de formas quadréaticas ndo-degeneradas J em E;; com indice constante g
menor que a dimensdo de Ey; tal que A;(x) é estritamente J-separado, entdo
Ey admite uma decomposigdo dominada com respeito a A(x). Por outro
lado, se ja tivermos decomposi¢cdo dominada, entdo podemos construir
um campo J de formas quadréticas ndo-degeneradas com indice constante
menor que a dimensdo Ey; tal que A;(x) é J-separado.

Observe que como J, tem o mesmo indice g para todo x € U, entdo o
cone C_(x) = {0}U{v € E, : J(v) > 0} tem dimensdo q para todo x € U, ja que
o indice de J, é a maxima dimensao de um subespago contido em {v € E, :
Jx(v) > 0}. Consequentemente, a dimensdaode C.(x) ép =dimM—-g=n—q
para todo x € U. Assim, se  é uma base de um subespago de dimenséao g
em C_(x) e y é uma base de um subespago de dimensdo p em C,(x), entdo
a = Uy éuma base de T,.M.

Mostraremos como dominagdo implica J-separagdo estrita. Para isso,
apresentaremos alguns resultados técnicos. O primeiro deles apresenta

uma relagdo entre a norma riemanniana e uma dada forma quadrética J.

Lema 4.2.7. Suponha que |J(w)|,d(v) > 0, para todos w € F_ e v € F,, com
w,v # 0. Existe uma constante K > 0 tal que para cada par de vetores ndo-nulos
(w,v) € F_(x)XF.(x) temos que gllwl* < 13(w)| < Kllwl|* e £llol* < 3(0) < Kl[olf
e

@)l _ wl

1 [l (w)|
KN 3@ =l =°

)
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Demonstragdo. Temos que |J(w)|,d(v) > 0, se w € F_ev € F,, com w,v #
0, isto é, |J|r_, dlr, sdo positivas. Pelo coroldrio existem constantes
K_(x),K.(x) > 0 (observe que tais constantes variam com o x) tais que
ralwl? < 13@) < K- @)llwl? e Zllol’ < 3(@) < K @)llol’. Tome agora
K = max{K_(x), K;(x)} que existe pois as fungdes A 3 x — K_(x) e Re A >

x = K, (x) € R sdo continuas (pois 0s cones variam continuamente) e estdo
definidas num compacto. Logo, %Ilwll2 < 19(w)| < Kjwl* e %HUHZ < J) <
K|[v|]*. Agora, manipulando essas duas tltimas expressdes, chegamos em

1 0@l _ ol _ i3]
KN30 = ol ="V a6)

Nos estamos supondo dominagdo. Na defini¢do de decomposicdo do-

O

minada, usamos a norma riemanniana, porém o préximo resultado nos
permite trocar esta norma por uma outra equivalente tal que a nova cons-
tante C na definicdo seja igual a 1. Esta outra norma é chamada de norma
adaptada.

Seja A um conjunto compacto invariante para um campo de vetores X
C! e seja E um fibrado vetorial sobre M. Usamos a seguir o resultado de

Gourmelon[8]].

Teorema 4.2.8. Suponha que T\M = F_ & F, é uma decomposi¢cido dominada
para um cociclo linear multiplicativo As(x) sobre E. Existe uma vizinhang¢a V de
A e uma métrica riemanniana (-, -)) induzindo uma norma (norma adaptada) | - |
em Ey tal que existe A > 0 satisfazendo para todot > 0ex € A

|At(x)|F_(x)| : |(At(x)|F+(x))_1| <e M,

Observacio 4.2.9. Sejam J; e J2 formas quadrdticas de mesmo indice que nio
mudam de sinal em F.(x). Pelo lema +J% e +J2 sio produtos internos
em F.(x) e definem duas normas em F.(x) que sdo equivalentes, isto é, existem
constantes C.(x) € R tais que C+(x)"'1J1(0)| < |F2()] < Co(®)|IL(@)| com v €
F.(x). Agora, tomemos C = max{C_(x), C.(x) : x € A} jd que x — C.(x) sdo
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fungdes continuas pois x +— 3;, i =1,2, também sdo. Chegamos assim em
C3:(0)| < 183(v)| < Cld4(v)], v € F..

Além disso, temos também que a norma riemanniana ||-|| de M e a norma adaptada
| - | também sdo equivalentes: podemos assumir que C'|-| < |- || < C|-|.

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que V dado pelo Teo-
remaf4.2.8/coincide com U. Agora, usando a métrica riemanniana garantida
pelo teorema o préximo teorema nos permite construir um campo

de formas quadraticas quando se tem decomposi¢do dominada em E,.

Teorema 4.2.10. Suponha que A tem uma decomposi¢do dominada E, = F_ @
F,. Entdo existe um campo C' de formas quadrdticas J em A tal que As(x) é
estritamente J-separado em A com respeito a X. Mais precisamente, existem
constantes x, w > 0 tais que

1J(A(x)v2)| < ke ™ J(Au(x)v,), vs € Fo(x), J(vs) = +1;
onde F. sdo os subfibrados da decomposicdo dominada de E 4.

Demonstragio. Primeiramente, escolhemos um campo de bases ortonor-
mais (com respeito a métrica adaptada do teorema |4.2.8)) {e;(x), ..., es(x)} de
F_(x) e {es+1(x), ..., esc(x)} de Fi(x) parax € A, ondes = dimF_ec = dimF,.

Entao {e;(x)}I] € uma base para E,, x € A. Agora, para cada x € A, seja
s+c

V= Z a;ei(x) € TyM e considere a forma quadratica
i=1

s+c S

(o) =l P -l P =) =) (4.5)

i=s+1 j=1

onde v* € F.(x) sdo tnicos tais que v = v~ + v* ( j4 sabemos que T\M =
F_®F,). Assim, temos um campo de formas quadraticas em A.

Observe que, ja que F_ @ F, é Ai(x)-invariante para x € A, e o campo
vetorial X e o fluxo X; sdo C!, o campo de formas quadraticas construido

acima é diferenciavel ao longo da dire¢do do fluxo, porque F.(X;(x)) =
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Ay(x) - F.. é diferencidvel em t € R para cada x € A. Da construc¢do, vemos
que F_ é um subespago J-negativo e F, é um subespago J-positivo, logo
o indice de J é igual a s e a forma definida por 4.5/é ndo-degenerada pois
dimF_+dimF,.=V.

Além disso, temos J-separacdo estrita sobre A. De fato, v = v~ + v* €
Ci(x) U Co(x) para x € A significa que J(v) > 0, ou seja, [vF]| > [v7| e, pela
invariancia de F.. por A;(x), Ay(x)v* € F.(X(x)) com A;(x)v = Ay(x)(v™+0v*) =
A(x)v™ + Ai(x)v*. Temos ainda, pelo teorema que \/W =
|A(x)0*| > eM|A(x)v7| > 13(Ai(x)o7)], e daf Ay(x)v € Co(Xi(x)), isto é, A,(x)
é estritamente J-separado.

Bem, vamos agora mostrar a desigualdade.

Observe que do teoremafd.2.8| parav_ € F_ev, € F, com|o_| = [v,]| = 1,
entdo |A:(x)v_| < e M|Ai(x)v,]. Assim

Kl Ai(x)o-|* < CHA(x)o_I?
C*Ke M| Ay (x)v, > < C*Ke M| Ay(x)v_
C*KZe M J(A(x)0,),

3 (Ar(x)v-)|

IN A

IA

fazendo x = C*K? e w = 2A, temos o resultado.
O

A seguir mostraremos como a existéncia de um campo de formas qua-
draticas ndo-degeneradas nos permite concluir dominagéo.

Dado x € A, fixemos C, = C,(x) e denotemos por G,(C,) todos p-
subespacos de C,, onde p = n—gq. Esta variedade pode ser identificada com
o conjunto de todas as matrizes g X p com entradas reais tais que T"T < I,
onde I, é a matriz identidade e “<"indica que para o produto interno
candnico em R? temos (T"Tu, u) < (u,u), para todo u € R’. Daremos a
seguir um esbogo de como é feita tal identificagdo.

Lema 4.2.11. G,(C,) pode ser naturalmente identificado com

N={T e M(R,qxp): T'T < I,)
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Demonstragio. Seja E, um p-subespaco em C, e E, o g-subespago em C_.
Podemos identificd-los com IR” e RY, respectivamente. Uma vez que E, =
E, ® E;, pela observagao escrevemos C, = {0} U {(u,v) € R? X R7 :
lull > [lo|l}. Agora, seja E, = Ger{vy,...,v,} C C, onde {vy,...,v,} é LI em

R#*1. Podemos escrever v; = (v},0?), comv! € RP, v> € RT, i =1,...,pe,
1 1 1 1

2
alk

além disso, |[o|| > |lv

Afirmamos que {U%,vé,...,v;} é LI em R”. De fato, se Z‘le av} = 0,
entdo Y.\ a;(v},v?) = (0, L aiv*) € C, implica que Y./ 407 = 0. Assim,
0 =YY" a0},v?) = Y aw;, mas {vy,..,0v,} é LI em R, logo a; = 0,
parai = 1,..,p. Observe que se v; = (a,c) e v; = (a,b), com i # j, entdo
v; —v; = (0,c — b) € E,, 0 que implica que, ou v; —v; = 0 ou 0 > [[v; — v/,
logo v; = v;.

Portanto, o conjunto {v}, ), ..., ZJ;}, que é L.I, define uma aplicagdo linear
L:R? — R tal que L(v}) = v7 cujo gréfico é E,. Isto implica que |u [|>]| Lul,
para todo u € R,. Se considerarmos T, sendo a matriz de L na base

candnica (L(v) = Tv), entdo, sabendo que ||ul| > ||Tu||, temos que:
ITull® < Jul* & (Tu, Tu) < {u,uy = (T"Tu, u) < {u,u).

O

Esta identificacdo ndo depende do ponto x € A, j4 que s6 usamos
o fato de que E, C C,(x) tem dimensdo p, mas isto acontece para todo
x € A. Assim, podemos ver G,(C,(x)) e G,(C(y)) como 0s mesmos espagos.
Um operador J-separado L envia naturalmente G,(C,) em si mesmo. De
fato, se A;(x) é J-separado, entdo A;(x)C.(x) C C.(X(x)), mas como A(x)
é isomorfismo linear, entdo leva base em base e assim A;(x)E, é um p-
subespaco em C.(X;(x)). Além disso, esta operacdo é uma contragdo em

uma distancia apropriada, como afirma o teorema seguinte.

Teorema 4.2.12. Existe uma distincia dist em G,(C.) tal que G,(C,) torna-se
um espago métrico completo e, se L : V. — V é J-separado e Ty, T, € G,(C,),
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entio
dist(L(Ty), L(T2)) < :—‘dist(n,m
+

onde r+ sdo dados pela proposigido

Para ver a demonstracao deste teorema, confira [27, Teorema 1.6], onde
se usa que G,(C,) é um espago métrico e sua métrica riemanniana natural
para definir a distancia dist.

Apresentaremos agora o teorema envolvendo dominacdo e J-
separacdo estrita. Usaremos o lema a seguir que nos oferece um critério
para decomposicdo dominada quando ja se tem decomposi¢do continua.

A demonstracdo pode ser encontrada em [21],p.23.

Lema 4.2.13. Seja X; um fluxo C' e A um conjunto compacto invariante para X,
admitindo uma decomposi¢do continua invariante T\M = F_ ® F,. Entdo esta
decomposigio é dominada se, e somente se, existe uma métrica riemanniana em A
induzindo uma norma tal que

}gg A ()|l - IA—(Xe (X)) IE, x,apll = 0,

para todo x € A.

Teorema 4.2.14. O cociclo As(x) é estritamente J-separado se, e somente se, Ey
admite uma decomposi¢io dominada F_ @ F, com respeito a A(x) no subconjunto
maximal invariante A de U, com dimensoes constantes sendo dimF_ = q e
dimF, =p, dimM =p +q.

Demonstragido. Vamos iniciar provando a existéncia da decomposi¢do do-

minada quando se tem J-separacao estrita do cociclo.

Dire¢des invariantes

Pelo teorema temos que (G,(C,(x));dist) € um espago métrico
e Ai(x) é uma contracdo em G,(C,). Considere agora, para cada x € A
et € R fixado, a sequéncia (S,(x)) = (A(X_nt) - Co(X_nt))en- Esta é uma
sequéncia encaixada de cones em C. (x) com didmetro de S, (x) convergindo

a zero em relagdo a distancia dist: sup{dist(U,, V,) : U,, V, C C,(x)} — 0,
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quando n — oo. Portanto, F,(x) = N,S,(x) estd bem definido. De forma
analoga, pela observacdo A_i(x) é —J-separado e assim, pelo mesmo
argumento, existe F_(x) € G,(C_(x)) tal que A_4(x)F_(x) = F_(X_4(x)), para
todo x € A.

Mostremos que F + (x) ndo depende da escolha de t. De fato, se
s < t, entdo A;s(X_1s)Ci(X) DO An(X_)Ci(X_t) € se ms > nt temos
que Aus(Xoms)Co(Xomt) © App(X_t)Co(X_yp). Logo, F.(x) ndo depende de
s,t. Analogamente, mostramos também que F_(x) ndo depende da esco-
lha de t. Observe que, para X;(x) € A, temos que A_(X;(x))F_(Xi(x)) =
F_(X_¢(X:(x))) = F_(x) e observando que

Id = A 1(Xi(x)) = Al(X_(Xi(x))) 0 A_i(Xi(x)) = As(x) 0 A_(Xi(x))A_(Xi(x)),

entdo A_(X;(x))F-(Xi(x)) = F_(x) é equivalente a A;(x)F_(x) = F_(X(x)). As-
sim, F_(x) e F.(x) sdo invariantes pelo cociclo. Uma vez que dim(A,+(X_) -
Ci(X_y) = p, para todo x € A, o que implica que dim F.(x) = p e tam-
bém temos que dim F_(x) = g, com dim F.(x) N F_(x) = {0}. Portanto,
TM=F_&F,.

Vamos mostrar dominagdo para o cociclo.
Dominacao

Vamos fixar t > 0 no que segue. Agora, para v € E,, v = v_ + v,

v, € F.(x), consideraremos a norma | - | induzida em E, para cada x € U

por

o]l := V3(@-)? + J(v4)>

Pela contracdo dos cones C, e C_ por A;(x) e A_;(x), respectivamente,
ja temos que A;(x)F.(x) = F.(Xi(x)), para x € A. Fixadosx € Aet > 0,
considere F : E; X E, — R com F(u,v) = (JA«(x)u, Ai(x)v). Observe que
se vy € Cy, entdo F(vy,vp) = (JA:(x)vo, Ar(x)vo) = J(Ai(x)ve) > 0 pela J-
separagdo estrita de A;(x). Assim, pelo lema

F(v, F(u,
ry = in (vv)>su (uu)_

=7 4.
e, {JU,0) e (Ju, u) T (4.6)



56

mas se v € F,(x), entdo A;(x)v € C,(X;(x)) e assim |A;(x)v| = VI(Ai(x)v)? =
J(Ai(x)v) = F(v,v) e se u € F_(x), entdo A;(x)u € F_(X;(x)) e assim |A;(x)u| =
VIAx)u)? = |3(Ax(x)u)| e dai —|Ax(x)ul = J(Ai(x)u) = F(u,u). Como |u| =
—-J(u) e [v] = J(v), a expressdo nos da que

|A¢(x)ol |Ar(x)ul

>r.>r. > ——
o] ||

e assim |Ay(x)v] > [v], v € F, e |A(x)u| < |ul, u € F_. Pela proposicao 2.4.3)
[Arul o r-ful _ il
[Ae(x)o] = ol o] *

0<r_.<r. eassim

—_— t
Denotaremos a funcdo que a cada x € X;(U) associa o nimero :; 8
A

r. A funcdo r : X,(U) — R é continua e entdo r atinge o supremo no

por

compacto Xy(U). Assim, se |u| = |v| = 1, entdo

Al 1) )

= = 1
A0~ e “ =

t
ex@ +@)

Observe que

|Aze(x)ul = |A(Xe())(Arx)u)] < L (X 0))IA ()] < 1 (Xi(x)) - 72 (x)lul

1Az (x)0] = |A((Xi(x))(A(x)0)| = ' (X())A(x)0] > 7, (Xi(x)) - 7, (x)[o].

Desta tltima desigualdade, fazendo w = Axt(x)v, temos que |A_y(x)w| <
(X (x)) - . (x)lw|. Repetindo esse processo para A,(x), com n € N, chega-
mos em |A,(x)ul - |A_ (x)w| < a"lu] - [w|. Logo,

nll_{{}o |AneO|E_ )l - 1A=t ()|, (x0p] = 0
para cada t > 0 fixado e portanto
Hm Aol - A= (O)lr, (il = 0- (4.7)

Supondo que a decomposigao varie continuamente (o que mostraremos
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em seguida), o lema nos garante que a decomposicdo F_(x) ® F.(x) é
dominada.
Continuidade da decomposic¢do

Precisamos mostrar a continuidade da decomposi¢do. Mostraremos
que, quando n — oo, se x, — x, entdo F.(x,) — F.(x). A convergéncia de
F.(x,) a F.(x) significa que para todo v € F, e u € F_, existem sequéncias
(Un)nen € (Un)nen tais que v, — veu, — u,como, € F,(x,) e u, € F_(x,).

Sejam ¢} = {ef, ..., eZ} e f!' = {ff,...,fq”} bases ortonormais de F,(x,) e
F_(x,) respectivamente. Lembre que para cada x € A, F_(x) e F.(x) tém
dimensodes constantes. Como na demonstragdo do teorema|l1.2.2, obtemos
subsequéncias (e, )ien € (fy)ien © entdo subespacos E, = gerley, ..., e,} e

E_ = ger{fi,..., f;}. Afirmamos que E, = F,(x) e E_ = F_(x).
p q
Sejav e Eieu € E.,onde v = ae; e u = Zﬁlfl Observe que
i=1 i=1
p q
definindo v,, := Zaie?k € Fi(xy,) € uy, =
i=1 i=1

que v, — v e u, — u. Por (4.7), temos que

ie!' € F_(x,,), garantimos

lim |At(x11] )Mﬂl |

=0,
t—oo |At(xnk)vnk |

e quando 7y, 1; crescem teremos também

Al _
S A

(4.8)

para todo v € E; e u € E_. Em particular, se w fosse um vetor unitdrio
em E, N E,, entdo lim;_, |As;(x)w]| - IAt(x)wl_1 = 0, um absurdo. Portanto,
E.NE_={0}eassimE, = E,;®E_,jaquedim E, dim E_ = p+g = n. Entdo
temos que F.(x) ® F_(x) = E, = E + ®E_ e falta mostrar que E;, = F.(x) e
E_ = F_(x). Observe que é valida para todo u € E_ e v € E,, assim
como para todo u € F_(x) e v € F,(x). Suponha que E_ ndo esteja contido
em F_(x). Dessa forma, existe v € E_ tal que v ¢ F_(x), com v = vp, + vp_e
vr, # 0. O limite em nos da que:
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lim =

wmw<r(wm%|mwmn
———— <lim +
tooo |A(xX)0p,| T oo

|Ar(x)or, | [Ai(x)vE, |

e
Aol (Ao ] Ao
lim ————— > lim - =
t=oo [A(xX)0p,| e \JAX)OE, | AL (X)0E,|
. : Aol _ Y S
Concluimos que limy 7,7 (’x)ml =1 o0 que implica que v e vr, crescem a

mesma taxa pelo cociclo. Por outro lado, vr, = v + vg, e se vg, fosse ndo
|Ar(x)ol

|Ar(x)oE, |

jdquev € E_evr, €E,. Seguequevr, =vg. € F, NF_.

nulo, entdo, também chegariamos em lim;_, = 1, uma contradicédo

Mas também existe w € F_(x) com w ¢ E_ e w = wg_ + wg, com wg, ndo

nulo.
Fazendo
A@oe] _ 1A zwm%y@_wmmﬁ*
Ayl = JAwe, — 1A@we |~ 1A@we] | 1A

chegamos em

. |Ar()or, | _ .
lim; o A ooer = 0 contradizendo lmb

Logo, E_ = F_(x) e, analogamente, E, = F,(x). Portanto, a decomposi-

¢do do fibrado E; varia continuamente.
Concluimos que E;; admite decomposi¢do dominada F_ & F, com res-
peito a A;(x) no subconjunto A edim F_ =g,dim F, =pedim M=p+q.
Agora, supondo que exista dominagdo, usamos o teorema para
garantir a existéncia de um campo J de formas quadréticas tal que o cociclo

Ay(x) é estritamente J-separado, completando a prova do teorema. m|

Por fim, podemos agora demonstrar a reciproca do item 3 do teorema

Proposicao 4.2.15. Seo cociclo As(x) é estritamente J-separado sobre um subcon-
junto A compacto X-invariante, entdo existe um campo J de formas quadriticas
compativel e uma fungio 6 : A — R tal que Jo > 6(x)do para todo x € A.

Demonstragio. O teorema4.2.14/ja nos garante que um cociclo estritamente

J-separado admite uma decomposi¢do dominada E = F_ @ F,. Entdo,



59

construimos um campo de formas quadraticas gy de acordo com os ar-
gumentos anteriores da seguinte forma: Jo(u) = |u.|* — |u_|?>, para cada
x € A,onde u = u™ +u~. Agora, para todo t > 0, vamos escrever a forma
Jo(A(x)v) = |Ai(x)v,* — |A(x)v-[*. Sejam x € A e vy € Co(x), vg = v~ + 0"
com v* € F.(x) e [v*| = 1. Usando o

Ai(x)o*

Jo(Ay(x)vg) = |Ai(x)v (W

- 1) > |A ()0 ]* - (&2 - 1). (4.9)
Usando (4.9) e sabendo que Jo(A:(x)vg) € diferenciavel em ¢, conseguimos
que

lim Jo(Ax(x)vg) — Jo(Ao(x)vo) ~ lim Jo(As(x)vo)

N0 t N0 t
S (20
> lim |A(x)o7 |7 - (e = 1)
£\,0 t
AN A (X)o7 ? + (2 = 1), A (X))o = 24 > 0.

91(Jo(A+(x)v0))li=0

= d(|Ai(x)o-* - (¢ = 1))l=0

Argumentando agora como fizemos na demonstracdo do item 2 do

teorema chegamos em

3:(v0) = 3:9o(Ar(X)v0)lie0 = 24 > 0, x € A,

para 0 # vy € Cy(x), implicando, pelo lema que Jx > 6(x)do para
alguma funcao real 6(x).

Além disso, pela observacao as formas J e J sdo compativeis pois
ndo mudam de sinal em F,. O

4.3 Hiperbolicidade parcial: provas da proposi-
cao e do teorema(1.2.3|

Apresentaremos as demonstragdes dos resultados principais deste tra-

balho. Com eles, podemos deduzir hiperbolicidade parcial através do
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campo de vetores X, sem exibir o fluxo associado como requer a definicdo.

A partir de agora, vamos considerar o cociclo derivada DX; do fluxo di-
terenciavel X; no lugar de A;(x) e usar os resultados obtidos anteriormente.
Neste contexto, temos que o gerador infinitesimal é dado por D(x) = DX(x),
a derivada espacial do campo de vetores X.

A J-separagdo estrita em U para X; implica que qualquer subfibrado
invariante de T,M ao longo da 6rbita do fluxo X; tem que estar contido
em F.(x). Em particular, o espago caracteristico correspondente a dire¢do
do fluxo esta contido em F,(x). Mostramos isso no proximo lema. Para
prova-lo usamos a defini¢do de dngulo entre subespacos, inspirada na
nocdo de angulo entre subespagos unidimensionais. Essa definigdo estd
relacionada com a projecdo paralela de subespagos. Ndo daremos detalhes
dessa defini¢do, mas o leitor interessado pode conferir [23]. Vejamos o
seguinte lema:

Lema 4.3.1. Seja A um conjunto compacto invariante para o fluxo X; de um
campo vetorial X em M.

1. Dado uma decomposi¢io continua TAM = E@F tal que E é uniformemente
contraido, entdo X(x) € F, para todo ponto regular x € A.

2. Assumindo que A é nio-trivial e tem uma decomposi¢do dominada To\M =
E @ F tal que X(x) € F, para todo x € A, entdo E é um subfibrado unifor-
memente contraido.

Demonstragio. Denote m(Ey) : TM — E, a proje¢do de E, paralelo a F, em
TyM e ni(Fy) : TyM — F, a projecdo de F, paralelo a E, em T, M. Note que
parax € A

X(x) = n(Ey) - X(x) + m(Fy) - X(x)

e parat € R, temos pela linearidade de DX; e a invaridncia da decomposi-
¢do TaM = E® F por DX; que

DX;-X(x) = DX;-(n(Ex)- X(x) + n(Fy) - X(x))
= DX;- (n(Ey) - X(x)) + DXy(1e(Fy) - X(x))
T(Ex ) - DX - X(x) + 1t(Fx,v) - DX; - X(x)
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Considere agora z um ponto limite da érbita negativa de x. Isto &,
estamos supondo que ha uma sequéncia estritamente crescente t, — +o0
tal que x, = X (x) satisfaz, lim x, = lim X, (x) =ze lim DX, -

n—+oo n—+oo

n—+oo

X(x) = lim X(x,) = X(z) para algum z € A. Por outro lado temos que
n—+o0

| 7(Ex) - X(x) || | DX, (DX, - m(Ex) - X(x)) |l

EEth ()

ce M || DXy, - m(Ey) - X(x) ||

IA

Dai temos que || DX_;, - ((E,) - X(x)) [|> ¢~ teMn || m(E,) - X(x) |I-
Supondo que 7(E,) - X(x) € E, ndo é o vetor nulo e usando a contracao

uniforme em E,, obtemos
| DX_, - ((Ey) - X(x)) | ¢ e || m(Ey) - X(x) |[—— +o0.  (4.10)
n—+oo

S6 que ||t(Ex )l = |Imt(E,) - X(x,)Il = [IDX_y, - (1(Ey) - X(x))ll, 0 que implica
que o angulo entre E,, e F,, tende a zero quando n — +oco.

De fato, usando a metrica riemanniana em T,M, o angulo a(y) =
L(E,, F,) esta relacionado com a norma de 7t(E,) como se segue:

| m(E,) II= — +00 = sin(a(y)) — 0

sin(a(y))

Portanto,

I DX, - ((Ex) - X()) |l

| T(Ex,) - DXy, - X(x) ||

< (B |- I DXy, - X () |
1
= m' | X(x) Il

para todo n > 1. Assim se a sequéncia é ilimitada concluimos
que nl_i)rg}oo sin(a(X_,(x))) = 0. No entanto, j& que a decomposigdo E ® F
é continua no compacto A, o angulo a(y) é uma fung¢do continua e posi-
tiva de y € A e deve admitir um minimo positivo em A, mas sina(x) =
1inJrr10o sin(a(X_,(x))) = 0, implica que a(x) = 0.

n—
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Esta contradigdo mostra que mt(Ey)- X(x) é o vetor nulo e assim X(x) € F,,
Vx € A.

Provemos o item 2. Fixe x € A com X(x) # 0, tome v € E, e como
X(x) € F,, usamos a dominagdo e obtemos, para cada t > 0:

ket 5 DXl IDX ol |

-1
Z DX = X)) = ¢ 1PX@el

onde 0 < C = sup{|IX(y)|l : v € A} < oo pela compacidade de A e continui-
dade de X.

Suponha agora 0 € A com X(o) = 0. Escolhemos T > 0 tal que
CKe™T < 1
cia x, — ¢ de pontos regulares de A. Temos que ||[DX7|E, || < CKe™*T < 3.

e, j4 que A é ndo-trivial, podemos encontrar uma sequén-

Pela continuidade da decomposicdo e do cociclo derivada, E,, — E; e

1
IDX1|Es|| = lim [|[DX7|Ey, || < 5 Portanto, quando t — oo, vemos que E,

também é um subespago uniformemente contraido. |

A seguir, demonstraremos a proposicao Através dela podemos
garantir J-separacdo para o fluxo X;, usando o campo. Recordamos o

enunciado antes da prova.

Proposicao 4.3.2. [2, Proposigdo 1.3] Um campo de vetores J-ndo-negativo X
em U é (estritamente) J-separado se, e somente se, existe um campo compativel de
formas g e existe uma fungio & : U — R tal que o operador Jo, := Jo - DX(x) +
DX(x)* - ]y satisfaz

Jox —0(x)]o € positivo (definido) semidefinido, x € U,

onde DX(x)" é a adjunta DX (x) com respeito ao produto interno adaptado.

Demonstragio. Considere um campo de vetores J-ndo-negativo X em U
que é estritamente J-separado. Usamos agora a proposicao para
garantir a existéncia de um campo de formas compativeis Jy e uma fungao
0: A — Rtal que Eo,x > 8(x)Jo, isto &, Jox — 6(x)]o € positivo definido,
x €A
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[N

Vamos provar agora a reciproca da proposigdo. Se Jo, — 6(x)Jo
positivo (definido) semidefinido, pelo teorema o campo DX;(x)
(estritamente) Jy-separado, isto é, X é (estritamente) Jo-separado. Agora,
pela compatibilidade de J e Jo, C'Jo(v) < J(v) < Cdo(v). Assim, se v €
Co(x) U Cy(x), entdo Jo(DXi(x)) > 0 e entdao J(DX;(x)v) > 0. Portanto, X é

(estritamente) J-separado. O

([N

A seguir, a demonstragao do teorema [1.2.3]

No6s mostramos que J-separacdo estrita de um fluxo g-ndo-negativo
X; numa regido armadilha U implica a existéncia de uma decomposi¢do
dominada e que o fibrado dominante ( aquele onde a contragdo é mais
forte) é necessariamente uniformemente contrator; ou seja, temos de fato
decomposicdo parcialmente hiperbdlica.

Uma vez que a diregdo do fluxo EX := R- X(x) = {s- X(x) : s € R} é
DX;-invariante para todo t € IR, se U é uma regido armadilha onde X; é
J-separado e J(X(x)) > 0 para algum x € U, entdo J(DX;(X(x))) > 0 para
todo t > 0 e esta funcéo é limitada.

Teorema 4.3.3. [2, Teorema A] Um conjunto que atrai ndo-trivial A de uma regido
armadilha U é parcialmente hiperbélico para o fluxo X, se, e somente se, existe um
campo J de formas quadrditicas C' nio-degeneradas com indice constante, igual
a dimensdo do subespago estdvel de A, tal que X, é ndo-negativo estritamente
d-separado em U.

Demonstragdo. Suponha que exista um campo C' de formas quadraticas J
ndo-degeneradas com indice constante, tal que X; é ndo-negativo estrita-
mente J-separado em U. Pelo teorema A admite decomposic¢do do-
minada F, ®F_ com respeito a DX;(x). Como X; é ndo-negativo, J(X(x)) > 0
e entdo X(x) € F,. Pelolemal4.3.1] F_ é uniformemente contraido e o indice
de g é igual a dimensdo de F_, o subespago estavel de A.

Provando agora a reciproca. Por hipdtese, A admite decomposicdo
parcialmente hiperbolica E; = F_ @ F, com um subfibrado uniformemente
contraido, suponhamos que seja F_. Pelo teorema como A admite
decomposi¢ao hiperbdlica, , entdo existe um campo C' de formas quadra-

ticas J tal que DX,(x) é estritamente J-separado em U. Na construcdo deste
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campo, colocamos o subfibrado uniformemente contraido F_ para ser o

subespaco J-negativo. Pelo lemam X(x) € F,, isto é, X; é ndo-negativo.

Além disso, por construcgdo de g, a dimensdo de F_(x) é o indice de ..
Portanto, a prova do teorema @ estd completa. O

4.4 O atrator de Lorenz geométrico

Exemplo 4.4.1. O atrator Lorenz de geométrico

O Teorema [1.2.3| e a Proposigio [1.2.5 garantem que o atrator de Lorenz ge-
ométrico (ver Figura £.2), que é parcialmente hiperbélico, admite um campo J
de formas quadrdticas de indice 1 para qual o fluxo é estritamente J separado.
Reciprocamente, podemos deduzir que este conjunto é parcialmente hiperbélico,
construindo um campo diferencidvel de formas quadrdticas de indice constante
tais que o campo X seja estritamente J-separado, como mostramos a seguir.

Figura 4.1: O atrator de Lorenz

Mostraremos a seguir que o atrator de Lorenz geométrico é parcial-
mente hiperbélico. O atrator de Lorenz é onde se acumulam as 6rbitas do

fluxo X; : R® - R? associado as equacdes de Lorenz:
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X =aly-x), y =rx—y—xz, 2 =xy—bz,

ondea = 10,7 =28 e b = §, partindo da maioria dos pontos do espago. Na
tigura vemos o comportamento da 6rbita de um ponto deste sistema
se acumulando no atrator de Lorenz.

O atrator apresentado na figura acima pode ser representado geome-
tricamente por um modelo conhecido como o atrator de Lorenz geométrico
descrito na figura abaixo. Sugerimos que o leitor ndo familiarizado com tal
modelo veja sua construgdo detalhada em [3]. Mostraremos que o atrator
de Lorenz geométrico é parcialmente hiperbélico usando o teorema [1.2.3]
juntamente com a proposigao[1.2.5

Figura 4.2: O atrator de Lorenz geométrico

Observando a figura vemos que o atrator de Lorenz geométrico
é constituido por duas regides que denominaremos de “lébulos" e uma
regido contida no cubo unitario.

Analisaremos a hiperbolicidade parcial do atrator de Lorenz geométrico
, dividindo-o em trés partes.
Parte 1

Temos que 0 = (0,0, 0) é uma singularidade hiperbélica pois os autova-

V1201 Ay = 11 V1201
P2 = T

2 2

lores de DX(0) sdo ndo-nulos dados por A; = —171 +
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Az = —%. Assim, em uma vizinhanga V da origem, o teorema de Hartman-
Grobman para fluxos a seguir nos garante que as equagdes de Lorenz sdo

equivalentes a um sistema linear por uma conjugacao.

Teorema 4.4.2. Seja X : U — R" um campo C" e 0 = 0 uma singularidade
hiperbélica de X. Seja L = DX(0). Entdo X é localmente equivalente a L em 0.

No modelo geométrico do atrator de Lorenz, assumimos que X(x) =
D -x, onde D = DX(o) e entdo DX(x) = D, para todo x € V, e que V
se estende até o cubo unitario [-1,1]?> x [0,1]. Os autovalores de DX (o)
que sdo dados por Ay = 11,83, A, =~ -22,83 e A3 = —2,67 satisfazem
Ay < A3 < 0 < A;. Como no item 1 do exemplo consideramos
J(x,y,2z) = —x* + y* + z* e mostramos que temos J-separacdo estrita, pela
proposigao j& que podemos escolher 6 tal que 21, < 6 <213 <0, isto
é, O negativa e limitada por constante menor que zero. Assim, pelo teorema
temos hiperbolicidade parcial com o eixo y contraido uniformemente,
ja que dim E é igual ao indice de J e este é o subespago J-negativo, que
domina pelo plano xz, o subespago J-positivo.
Parte 2

Vamos agora mostrar hiperbolicidade parcial nos 16bulos, onde o fluxo
é uma combinagdo de uma rotacdo no plano xz, uma dilatacdo e uma
translagdo na dire¢do do eixo y (ver se¢do 3.3 em [3]).

No interior dos 16bulos, podemos escrever o sistema como X! = A-(X;—
Ci) + P;, onde C; é o centro da rotacgdo, P; é um vetor representando uma

translacéo e

™A 0 —(=1)
A= 0 CAy 0 com0<t,(<<1,i=1,2.
-1 0 A
Aqui i =1 corresponde ao l6bulo comecando com x > 1ei = 2 para o

outro l6bulo. Observamos que, fazendo Y; = X; — C; + Ai‘lPi com Y] = X!),

podemos escrever a equagdo do campo X; acima como Y/ = A;-Y;. Usando
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a mesma forma quadrética g, temos

Ji=] A+ 4]

100) (tAh, 0 —(=1) A, 0 (1)) (100
={o-10]-| 0 c&, 0o [+| 0o w, o |]o-10
001) (-1 0 <A ~(-1) 0 A ) oo 1
2tA, 0 0
= 0o -2t10, ©
0 0 27\

Assim J; é positiva definida e

Ji— 6] = diagl2tAy — 5,—20A, + 6,2CA1 — 6)

é positivo se, e somente se, 21, < 6 < 2A;.
Parte 3

Resta-nos agora verificar hiperbolicidade parcial na regido de transi¢ao
entre a regido linear e os l6bulos.

Podemos encontrar um caminho diferencidvel A indo de D na regido
linear V a A, nos loébulos através de matrizes, assegurando que Tpermane-
cerd diagonal. Vejamos:

Considere o segmento de retaem IM(IR, 3) queliga D a A;, isto é, [A;, D] =
{(1-w)A;i+uD :0 < u <1}. Paracada u, o campo Z; na regido de transicdao
serd dado pela combinagéo linear uX + (1 — u)X; dos campos associados a

regido linear e aos 16bulos. Temos que

J=T- (1= wAi+uD)+ (A - wA; +uD) -]
=(1-w-J-Ai+A;-)+p-(J-D+D"-])
= diag{2A(u + (1 — w)1), —2A(1 + (1 — w)7), 2(uA3 + (1 — p)tAq).

Para que T— 0-J]>0,devemos ter

2+ (1 = w)1) <6 < 2(uAs + (1 — p)tAy)
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,paracada0 < u <1, assim se u = 1 entdo 24, < 6 <213 < 0 < 24, como
antes.

Concluimos que, se tomarmos 0 tal que 24, < 6 < 243 < 0 < 244,
garantimos J-separacdo estrita. E, pelo teorema temos que a forma
quadrética J(x, y,z) = —x*> + y* + z? nos da hiperbolicidade parcial para
o atrator de Lorenz geométrico, com o subespago J-negativo contraido
uniformemente.



Capitulo 5

Generalizacdes: Hiperbolicidade
seccional e func¢des de Lyapunov

infinitesimais

Apresentamos neste capitulo resultados e conceitos mais gerais. Co-
mecamos com a extensdo do teorema e entdo introduzimos a nogado
de hiperbolicidade seccional bem como este conceito esta relacionado com

as fungdes de Lyapunov infinitesimais.

5.1 Extensio do teorema/4.2.10

O teorema[4.2.10|pode ser generalizado no seguinte sentido: dada uma
decomposicdo dominada de um fibrado vetorial sobre um subconjunto
compacto invariante A da base, para um campo X € C' numa regido arma-
dilha U, existem um campo diferencidvel de formas quadraticas J e uma
vizinhanga V de A tais que para cada campo de vetores Y suficientemente
C!-perto de X e cada cociclo correspondente a este campo perto o bastante
do cociclo associado a X, temos que Y é estritamente J-separado em Ey
sobre uma vizinhanca V de A.

Precisamos, antes de tudo, de definir uma distancia entre cociclos dife-

renciaveis.

69
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Sejam Dx(x), Dp(x) : E; — E os geradores infinitesimais dos cociclos
As(x),Bi(x) sobre o fluxos de X e Y respectivamente. Definimos a distancia
d entre os cociclos A; e B; por

d((At), (Br)y) = sup [IDa(x) — Dg(x)Il-
xeM

Cabe aqui algumas observagdes a respeito desta distancia. Primeira-
mente, note que o supremo sempre existe devido a compacidade de M e
continuidade do gerador infinitesimal. Além disso, dentre as proprieda-
des satisfeitas pela distancia d, temos que d((As), (By);) = 0 &= A; = B,
devido ao seguinte fato: ||[D4(x)—Dg(x)l| = 0, para todo x € M, se, e somente
se, D4 = Dg, mas, por causa da equagdo , cada cociclo A; satisfaz a
equagao diferencial ordindria ndo-autonoma

Y’ = Da(Xi(x)Y
Y(0) = Id

Assim, se Dy = Dg, entdo A; e B; satisfazem a mesma equacao diferen-
cial e, pela unicidade de solugdes, temos A; = B;.

Como antes, seja A = A(U) um subconjunto maximal positivamente
invariante para um campo vetorial X de classe C' com um cociclo multi-
plicativo A;(x) definido num fibrado vetorial sobre U. Seja agora U uma
regido armadilha para o fluxo de X e denotemos A(U) = Ax(U) o conjunto

que atrai correspondente.

Lema 5.1.1. Existe uma vizinhanca U de X em X'(M) e uma vizinhanca aberta
V de A(U) tal que V é uma regido armadilha para todo Y € U, isto ¢, existe ty > 0

para o qual

e Y (V) CcV cUparatodot >0

o Y (V)C Vparatodot > tye
e Y (V) C Uparatodot > 0.

Podemos considerar, no que segue, Ay = Ay(U) = N oY (U)paraY €V,
uma C'-vizinhanca suficientemente pequena de X.
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Usando o lema anterior e a desigualdade que define a J-separagao

estrita, é possivel demonstrar o seguinte resultado ( veja [2]).

Teorema 5.1.2. Suponha que A tem uma decomposicdo dominada Ex = F_®F,.
Entdo existe um campo C' de formas quadrdticas J numa vizinhanga V C U de
A, uma C'-vizinhanga V de X e uma C°-vizinhanga W de Ay(x) tal que By(x) é
estritamente J-separado em V com respeitoa’Y € Ve B € W. Mais precisamente,
existe constantes x, w > 0 tal que, paracada Y € V, Be€ W, x € Ay, x € Ay e
t>0.

3(Bi(x)v-)| < xe™J(By(x)v4), vs € FL(x), J(v2) = £1;

onde F& sio os subfibrados da decomposigio dominada de E .

5.2 Hiperbolicidade seccional

Seja M uma variedade compacta n-dimensional, n > 3, com ou sem
bordo e X um campo de vetores de classe pelo menos C', tal que X aponta
transversalmente para dentro do bordo, se este existir.

Motivado pelo Atrator de Lorenz temos a seguinte nogdo mais fraca

que a de expansdo uniforme.

Definicao 5.2.1. Um subfibrado DX, — invariante, F C T,M ¢é dito “seccio-
nalmente expansor” se dimF, > 2 é constante para todo x € A e existem
constantes positivas C, A tais que para todo x € A e todo subespagco bidimensional
L, C F, tem-se

|det(DX; |.,)| > Ce", ¥Vt >0. (5.1)

Noutras palavras, a expansao seccional é a expansdo de drea ao longo
de todo subespaco bidimensional do subfibrado F. Notamos que um su-
bespago invariante expansor com dimensdo maior do que ou igual a 2 é
sempre seccionalmente expansor, pois expansdo de comprimento de veto-

res em todas as dire¢des implica, em particular, expansdo de drea ao longo
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de todo plano bidimensional. Mas expansdo de drea ndo garante expansao
de comprimento de qualquer vetor: tome por exemplo, a transformacao
linear A : R> — IR? definida por A(x,y) = (2x,y) que tem detA = 2 e
autovetor e; = (0, 1) com autovalor A = 1.

A definigdo a seguir é uma extensdo da nocdo de hiperbolicidade para
tfluxos abarcando conjuntos que podem ter singularidades acumuladas por
orbitas regulares (veja defini¢ao[I.1.6), que se fez necesséria pelo estudo do
atrator de Lorenz; ver Tucker [26], Morales-Pacifico-Pujals [17] para fluxos

em dimensdo trés e Metzger-Morales [16] em dimensdes maiores.

Definicao 5.2.2. Um conjunto compacto invariante A é dito seccionalmente
hiperbdlico, se A é um conjunto parcialmente hiperbélico cujas singularidades sio

hiperbélicas e o subfibrado central é seccionalmente expansor.

Mais precisamente, temos que A é seccionalmente hiperbolico se existe

decomposicdo continua e DX;~invariante T\M = E @ F que satisfaz

L IDXile |l < Ce™™;

2. |det(DX|;,)| > Ce"; para todo subespago linear bidimensional
L, CF,

3. IDXE| - IDX g, Il < Ce™, Yo € AN Sing(X) .

para algumas constantes positivas C, A.
A nogao de hiperbolicidade seccional é uma extensdo natural da nogao
de hiperbolicidade para conjuntos invariantes com singularidades, como

mostra o teorema seguinte.

Teorema 5.2.3. (Lema Hiperbdlico). Todo subconjunto compacto invariante sem
singularidade de um conjunto seccionalmente hiperbélico é um conjunto hiperbé-

lico.
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5.3 Funcgodes de Lyapunov infinitesimais e hiper-

bolicidade seccional

No trabalho [1] se acha uma condi¢do necessdria e suficiente para hi-
perbolicidade seccional via fun¢des de Lyapunov infinitesimais no caso
de campos tridimensionais, generalizando os critérios apresentados nesta
dissertacao.

Como é sabido que o atrator das equagdes de Lorenz[13]]

X =a(y-x) a=10

y=rx-y—xz b=2

Z=xy—-bz r=28
é hiperbdlico-seccional, mas a prova conhecida foi obtida com a assisténcia
de métodos computacionais. Como as equagdes de Lorenz ddo um campo
de vetores X com componentes polinomiais de segunda ordem, os resulta-
dos obtidos para fun¢des de Lyapunov infinitesimais poderdo ser usados
para obter uma prova mais direta da hiperbolicidade seccional deste e de
outros atratores caoticos.

5.4 Consideragoes finais

Vimos, ao longo deste trabalho, como deduzir hiperbolicidade para
difeomorfismos e hiperbolicidade parcial para fluxos. Chamamos a aten-
¢do para o fato de que isto pode ser feito a partir da existéncia de um
campo de formas quadréticas e cones invariantes, o que é mais f4cil de se
garantir do que exibirmos os subespagos da decomposicao e verificarmos
as propriedades requeridas pela hiperbolicidade parcial, pois necessitaria-
mos explicitamente do fluxo. Assim, o teorema e a proposigao
aparecem como ferramentas importantes na teoria hiperbélica, garantem
hiperbolicidade parcial sem a necessidade de exibir a derivada do fluxo
X;.

Além disso, trabalhamos desde o capitulo 2| com resultados que se
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estendem para vizinhanga dos conjuntos apresentados finalizando com o
teorema Dessa forma, ampliamos o alcance da teoria apresentada
neste trabalho.

Para trabalhos futuros, podemos explorar hiperbolicidade seccional e
a relagdo desta com as fung¢des de Lyapunov infinitesimais. Estudar o
uso das fung¢des de Lyapunov infinitesimais para obter outros resultados
na teoria hiperbélica que envolvem fluxos incompressiveis e fluxos que

expandem volume.
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