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Resumo

O intuito desta dissertacdo é estudar o modelo KMP. Este é um classico
modelo de interacdo constituido por uma cadeia de osciladores harmoénicos unidi-
mensionais desacoplados que trocam energia por meio de um processo estocastico.
Cada elo tem um relégio de Poisson. Sempre que o relégio toca, dois osciladores
vizinhos redistribuem energia de maneira uniforme. Além disso, o sistema esta
em contato com reservatoérios nas extremidades, a diferentes temperaturas. Neste
trabalho, apresentamos o estudo deste modelo e mostramos a validade da Lei de
Fourier.

Palavras-chave: modelo KMP; osciladores harmonicos; Lei de Fourier.



Abstract

The purpose of this dissertation is to study the KMP model. This is a classi-
cal interacting model consisting of a chain of one-dimensional uncoupled harmonic
oscillators which interchange energy through a stochastic process. Each bond has a
Poisson’s clock. Each time the bond rings, the two neighbors oscillators redistribute
energy in a uniform way. Furthermore, the system is in contact with reservoirs at
the boundaries, at different temperatures. We present the study of this model and
show the validity of Fourier’s Law.

Keywords: KMP model; harmonic oscillators; Fourier’s Law.
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Introducao

Um oscilador harménico, em Fisica, é qualquer sistema que apresenta mo-
vimento harmonico de oscilacdo. E dito oscilador pelo fato de alguma entidade fi-
sica oscilar, isto é, mover-se de algum modo, num movimento de vai-vem, em torno

de uma posicao central. O oscilador pode ser:
(1) Oscilador harmonico simples (que nao é forcado nem amortecido);
(ii) Oscilador harmonico complexo (que é forcado e/ou amortecido).

Apesar de os osciladores harmoénicos simples sejam uma idealizacao fisico-
matematica, seu estudo justifica-se pelo fato pratico imensamente importante de
ser possivel, e até conveniente, em muitos casos de andlises reais de osciladores
harmonicos complexos, a reducéo ao tratamento como se fossem daquele tipo ideal.
Isso representa enormes ganhos em varios aspectos.

Exemplos de osciladores harmonicos sdo péndulos, massas ligadas a molas,
vibracoes acusticas, além de varios outros.

O fluxo de calor é a quantidade de energia que flui através de uma unidade
de area por unidade de tempo. A Lei de Fourier é a lei que rege a conducéo tér-
mica, estabelecendo que o fluxo de calor através de um material é proporcional ao

gradiente de temperatura. Assim, dado um fluxo de calor (), obtemos
Q = —kAT,

onde k é a condutividade térmica do material.

Este trabalho tratara do modelo KMP, um classico modelo de interacgao for-
mado por uma cadeia de osciladores harmonicos unidimensionais mecanicamente
desacoplados que trocam energia por meio de um processo estocastico. Ele é base-
ado no artigo [1] e a sigla KMP provém do nome dos seus autores.

No Capitulo 1, introduziremos os conceitos basicos de probabilidade e re-
sultados que sao fundamentais para o entendimento deste trabalho.

No Capitulo 2, apresentaremos o modelo KMP, constituido por uma cadeia
de osciladores harmonicos que interage através de um processo estocastico, redis-
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tribuindo a energia entre sitios vizinhos de maneira uniforme. Neste mesmo capi-
tulo, enunciaremos os resultados que serdo demonstrados nesta dissertacéo.

No Capitulo 3, descrevemos um processo associado de passeios aleatorios
de particulas e mostraremos a relacdo de dualidade entre este processo e o processo
das energias definido no Capitulo 2.

No Capitulo 4, definiremos o processo z, onde colocamos rétulos nas parti-
culas. Além disso, faremos as estimativas de absorcéo através do Teorema de De
Finetti, a fim de demonstrarmos que o modelo KMP obedece a Lei de Fourier.

No Capitulo 5, faremos a demonstracio dos resultados enunciados no Ca-
pitulo 2, mostrando assim a validade da Lei de Fourier.



Capitulo 1

Ferramentas Basicas

Neste capitulo, iniciaremos uma apresentacio dos conceitos fundamentais
para o desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Preliminares

Considere um experimento, isto é, qualquer processo de observacao.

Definicao 1.1.1. Um experimento é dito aleatorio quando o seu resultado ndo pode
ser previsto, ou seja, se repetirmos o experimento sob as mesmas condicoes, os resul-

tados poderdo ser diferentes.

Definicao 1.1.2. Um espaco amostral é o conjunto de todos os resultados possiveis

de um experimento aleatorio. Denotaremos esse conjunto por .
Definicao 1.1.3. Um evento é um subconjunto do espago amostral ).
Observacao 1.1.4. P(Q) := {A C Q} é chamado conjunto das partes de ().

Definicao 1.1.5. Seja 0 # @. Uma o-dlgebra, que denotaremos por F, é uma

colecdo de subconjuntos de ) que satisfaz as seguintes propriedades:
i) o€ F;
(ii) Se A € F, entdo A € F;
(iii) Se {A;}ien C F, entdo |J A; € F.
ieN
Observacao 1.1.6. Um conjunto A € F é dito F-mensurdvel.
Observacao 1.1.7. Para uma classe de conjuntos arbitrdrios C' C P({), denota-
remos por o(C) a menor o-dlgebra contendo C, definida como a interse¢do entre
todas as o-dlgebras contendo C, também chamada de o-dlgebra gerada por C. A o-

dlgebra gerada pelos subconjuntos abertos de R é chamada de o-dlgebra de Borel.

Denotaremos esta o-dlgebra por B(R?).
4



Definicao 1.1.8. Seja F uma o-dlgebra de subconjuntos de Q). Uma funcdo p: F —
R é uma medida sobre F se satisfaz os seguintes axiomas:

1) p(A) > p(@) =0, para todo A € F;

(i) Se {A;}ien C F, com A;,NA; =@, 1 # j, entdo (U Ai> = > u(A).

i€N ieN
Se 11(2) = 1, dizemos que 1 é uma medida de probabilidade. Geralmente, denotamos
uma medida de probabilidade por P.

Definicao 1.1.9. Um espaco de probabilidade é uma tripla (), F,P), onde ) é um
espaco amostral, F é uma o-dlgebra de eventos de ) e P uma medida de probabili-
dade sobre F.

Observacao 1.1.10. Sem P, (2, F) é chamado espago mensurdvel, ou seja, é um
espaco onde podemos colocar uma medida. Um espaco com uma medida ;i qualquer
é chamado de espaco de medida.

Definicao 1.1.11. Uma medida p é dita o-finita se existe uma sequéncia de conjun-
tos A, € F tal que u(A,) < celJA, =Q

Definicao 1.1.12. Sejam (2, F) em (M,G) espacos mensurdveis. Uma fungdo X :
2 — M é dita mensurdvel se

X YB)={w:X(w) € B} € F, para todo B € G.

Definicao 1.1.13. Sejam (2, F) em (M, G) espagos mensurdveis. Se M = R, entdo
uma funcdo mensurdvel X : Q0 — R é chamada varidvel aleatoria. Se M é um espaco
topolégico, entdo X é chamada elemento aleatério. Se M = R? entdo X é chamada
vetor aleatorio ou varidvel aleatéria d-dimensional.

Exemplo 1.1.14. A funcdo indicadora de um conjunto A € F é uma varidvel alea-
toria dada por

1, sewe A
1A(w)={

0, caso contrdrio

Definicao 1.1.15. A varidvel aleatoria X é dita discreta se toma um niimero finito

ou enumerduvel de valores com probabilidade 1 e é dita continua caso contrdrio.

Observacao 1.1.16. (i) Uma propriedade que é verdade, exceto para um evento de
probabilidade zero, diremos ser satisfeita quase certamente (q.c.);

(ii) Denotaremos P(X'(B)) por P(X € B).

Nesta se¢do, vamos trabalhar em um espaco de probabilidade fixo (X2, 7, P).
Vejamos algumas propriedades da medida de probabilidade.



Proposicao 1.1.17. Seja P uma medida de probabilidade sobre uma o-dlgebra F.
(i) Se Ac for o evento complementar de A € F, entdo P(A) =1 —P(A°);
(ii) Se E,F € F,E C F, entdo P(E) < P(F). Além disso, P(F\E) = P(F) — P(E);

(iii) Se (E,) é uma sequéncia crescente em F, entdo

lim P(E,) =P (L_Jl En> : (1.1)
(iv) Se (F,) é uma sequéncia decrescente em F, entdo
lim P(F,) =P (Q Fn> . (1.2)

Demonstracdo. (i) Sendo () o espaco amostral, temos que
Q=AUA"

onde esta unifo é disjunta, uma vez que A N A° = (). Utilizando o axioma (ii) da

Definicéo 1.1.8, segue que

P(Q) = P(A)+P(A°)
P(A°) = P(Q) - P(A)
= 1-P(A).

(ii) Como F = EU(F\E) e EN(F\E) = @, temos
P(F)=P(E)+P(F\E).

Ja que P(F\E) > 0, concluimos que P(F) > P(E). Além disso, acrescentando —P(E)
a ambos os lados da equacio, obtemos

P(F\E) = P(F) — P(E).

(iii) Sejam A, = F1 e A, = E, — E,_1, paran > 1. Logo, (A4,) é uma sequéncia
disjunta de conjuntos em F tais que

5-Ca o Oz -)a
j=1 n=1 n=1



Pelo axioma (ii) da Definicéo 1.1.8, temos que

P (G En> P (G An> = iIP(An) :Ji_{&iIP’(A

n=1

Por (i), temos que P(A,) = P(E,) —P(E,_1), paran > 1. Entao, a série finita do lado

direito da equacédo acima é telescépica e >  P(A,) = P(E,,). Portanto,

n=1

lim P(E,) =P (G En> .

n=1

(iv) Sejam E, = F; — F,, com (FE,) sequéncia crescente de conjuntos em F. Apli-
cando (ii) e (iii), temos que

P <O En> = lim P(E,) = lim (P(F) — P(F,)) = P(F) — lim P(F,).

n—oo n—o0 n—o0

Como |J E, = Fy — () F,, segue que

n=1 n=1
P (U En> —P(F)—P <ﬂ Fn) .
n=1 n=1
Combinando estas duas equacdes, obtemos a igualdade (1.2). O

Definicao 1.1.18. Definimos a integral de uma varidvel aleatoria simples S(w) =

> a;1,,, com respeito a P, por
=1

/ SdP =Y " a;P(A
Q i=1

Se X é uma varidvel aleatoria positiva, definimos a integral de X com respeito a P

por

XdIP’ = sup/SdIP’
S<X

Dizemos que uma varidvel aleatoria X é integrdvel em relacdo a P se
/ |X|dP < oo.
Q

Sejam X = max(0, X) e X~ = max(0, —X). Definimos a integral de X com respeito



a P como

/Xd]P’ ::/X+dIP’—/X_dP,
O 0 QO

onde [, XTdPe [, X dP sdo finitas.

Observacao 1.1.19. (i) Quando a integral estiver definida sobre todo o espaco (),
omitiremos a indicacdo deste na integral, a menos que ndo esteja claro qual é

0 espaco;

(ii) A integral de uma varidvel aleatoria X sobre o conjunto A é dada por

/XdIP’:/XIAdIP’.
A

Definicao 1.1.20. (i) Seja X uma varidvel aleatoria d-dimensional. A funcdo de
distribuicdo de X é a funcdo Fx : R? — [0, 1] definida por Fx(z) := P(X < z),

onde x = (z1,...,x4).

(ii) Se X,,...,X, : Q — R? sdo varidveis aleatérias d-dimensionais, definimos a

distribuicdo conjunta de X1, ..., X, por Fx, _x,: (R?)" = [0,1] dada por

d .
oxn (@) =PX <2, X, <x,), comx; €RY i=1,... n.

Definicao 1.1.21. Se X é uma varidvel aleatéria discreta, a funcdo p : R — [0,1]
definida por p(z;) = P(X = x;),1 = 1,...,d, com p(z;) > 0e ip(a:l) = 1 é chamada
funcdo de probabilidade de X. Para uma varidvel aleatoria i;-ldimensional discreta
X, sua funcdo de probabilidade conjunta é p : R? — [0, 1] definida por p(xy, ..., 14) =
P(X) = 21, ..., X = 24).

Definicao 1.1.22. Dizemos que X é uma varidvel aleatoria absolutamente continua
se existe uma funcdo f : R — [0,+00), denominada func¢do densidade de probabili-

dade, tal que
Fx(@) = [ roa,

para todo x € R. Para uma varidvel aleatoria d-dimensional absolutamente conti-
nua X, sua funcdo de densidade serd f : R? — [0, cc] tal que

1 T2 Tq
Fx(.fE):/ / / f(tl,,td)dtldtd

Definicao 1.1.23. A esperanca de X com respeito a P é definida por

Euy:/xw



A esperanca representa o valor médio esperado de uma experiéncia se ela
for repetida muitas vezes.

Vejamos algumas propriedades da esperanca de variaveis aleatoérias inte-
graveis.

Proposicao 1.1.24. Sejam X e Y varidveis aleatérias integrdveis e o € R.

(i) Se X <Y, entdo E(X) <E(Y),

(i) E(X+Y)=E(X)+E(®Y),

(iii) E(aX) = aE(X);

(iv) [E(X)| <E(]X]).

Demonstracdo. Ver referéncia [8]. ]

Definicao 1.1.25. A varidncia de X é definida por
Var(X) =E (X - E(X))?).

A variancia é uma medida de dispersdo estatistica, em geral indicando o
quao longe os valores se encontram da esperanca.

Vejamos algumas distribuicées que iremos utilizar no texto.

(1) Uma variavel aleatéria continua X tem distribuicdo uniforme no intervalo [a, b]
se sua funcéo densidade de probabilidade for dada por

1 .
) o sea<x <l

fla) = L
0, caso contrario

a+b

. [N ., (b—a)?
Neste caso, a esperanca é “;° e a variancia é % Denotamos X ~ U [a, b];

(ii) A variavel aleatoria continua X tem distribuicdo exponencial com parametro
A, A > 0, se tiver funcio densidade de probabilidade dada por

e ™™ sex >0
flz) = { :

0,sex < 0

Neste caso, a esperanca é i e a variancia é % Denotamos X ~ Exp());

(iii) Uma variavel aleatoéria discreta X segue a distribuicdo Poisson com parame-
tro A\, A > 0, se sua funcéo de probabilidade for dada por

e M \F
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Neste caso, a esperanca e a variancia sdo iguais a A. Denotamos X ~ Po())
ou X ~ Poisson(\).

Definicao 1.1.26. Denotaremos por LP o espaco das varidveis aleatorias X tal que
E|X|P < 4+00,1 < p < oo. Neste caso, dizemos que X tem momento de ordem p-finito.

Sua norma é dada por

B =

X1l = (E( X))

Vejamos os principais teoremas de convergéncia a respeito da integral de
Lebesgue.

Teorema 1.1.27 (Teorema da Convergéncia Monétona). Se X,, * X, com X; > 0,
entdo

lim E(X,) = E(X).

n—o0

Demonstracdo. Como X, < X,,.; < X, pela Proposicédo 1.1.17, item (ii), temos que
E(X,) < E(X,:1) < E(X), para todo n. Entéo,

lim E(X,) < E(X).

n—oo

Agora, basta mostrarmos que lim E(X,) > E(X).
n—oo
Sejam 0 < a < 1 e S uma funcgédo simples, 0 < S < X. Defina

A, ={zeQ:a5 < X,},

onde A, € F, A, C A1 e Q= |J A,. Assim, pela Proposicédo 1.1.24, item (i),

n=1

E(aS1y ) < E(X,14,) < E(X,). (1.3)

J4 que a sequéncia (A,) é monédtona crescente e tem uniao (2, segue da Proposicéo
1.1.17, item (iii), que

E(S) = lim E(S1y4,).

n—oo

Tomando o limite na desigualdade (1.3), obtemos

aE(S) < lim E(X,,).

n—oo
Como S é uma funcéo simples qualquer positiva satisfazendo 0 < S < X, conclui-

mos que

E(X) =supE(S) < lim E(X,).
S

n—o0
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Para sequéncias que ndo sdo mondétonas, temos o Lema de Fatou.

Lema 1.1.28 (Lema de Fatou). Se X,, > 0, entdo

E(liminf X,,) < liminf E(X,,).

n—o0 n—o0

Demonstracdo. Defina y,, := iI>1f X,. Observe que Y,, <Y,,,1, com

lim Y,,(z) = liminf X, (z) = X(x).

m—o0 n—oo

Assim, Y,, forma uma seqiiéncia ndo-decrescente de variaveis aleatdérias ndo-negativas
e, portanto, pelo Teorema da Convergéncia Moné6tona, temos que

lim E(Y,,) = E(X).

m—00

Da definicao de Y,,, temos ainda que Y,, < X,,, para todo m < n. Logo, pela Propo-
sicdo 1.1.17, item (ii), E(Y,,) < E(X,), para todo m < n. Tomando o infimo em n,
vale que

E(Y,,) < inf E(X,),

n>m

para todo m. Passando o limite em m, segue que

lim E(Y,,) <liminf E(X,).

m—ro0 n—o0

Como lim E(Y,,) = E(X) = E(liminf X,,), temos que

m— 00 n—o0

E(liminf X,,) < liminf E(X,,).

n—oo n—o0

]

Teorema 1.1.29 (Teorema da Convergéncia Dominada). Se lim X, = X qg.c., |X,,| <
n—0o0
Y, para todo n, e E(Y) < oo, entdo
lim E(X,,) = E(X).
n—oo
Demonstracdo. Redefinindo as variaveis aleatérias X,,, X em um conjunto de me-

dida de probabilidade nula, podemos assumir que lim X,(z) = X(z), para todo
n—o0
x € Q. Como Y + X,, > 0, pelo Lema de Fatou e a Proposicdo 1.1.24, item (ii), temos
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que

E(Y)+E(X)=EY +X) < liminfE(Y + X,,)

n—0o0

= liminf(E(Y) + E(X,)) = E(Y) + liminf E(X,,).

n—oo

Entao, E(X) < liminf E(X,,). Por outro lado, Y — X,, > 0, aplicando novamente o

n—00

Lema de Fatou e a Proposicao 1.1.24, item (ii), segue que

EY)-E(X)=EY - X) < lminfE(Y — X,,)

n—oo
= liminf(E(Y) — E(X,)) = E(Y) — limsup E(X,,),
n—00 n—00
implicando que limsup E(X,,) < E(X). O

n—oo
Proposicao 1.1.30 (Desigualdade de Jensen). Suponha que ¢ : (a,b) — R é con-
vexa, ou seja,

Ao(x) + (1= Ne(y) = Az + (1= Ay),
para toda \ € (0,1) e z,y € R. Entdo, para E|X| < oo e E|p(X)| < oo, temos que
p(E(X)) < E(p(X)). (1.4)

Demonstragdo. Sejam ¢ = E(X) e [(x) = ax + b uma funcéo linear com [(c) = ¢(c) e
o(x) > l(z), ou seja, o grafico de [ é uma reta tangente de ¢ em c. Esta funcao existe

pois a convexidade de p implica que

lim o) — ple = h) < lim

p(c+h)— ()
A\ h — R\O '

Além disso, o limite existe, ja que as sequéncias sdo monétonas. Sejam ¢ um nu-
mero qualquer entre os dois limites e I(z) = a(z — ¢) + ¢(c). Logo, [ tem as proprie-
dades que queremos, estabelecendo assim sua existéncia. Entéo, como ¢(z) > [(x)
e l(c) = ¢(c), temos que

E(p(X)) = E(aX +b) = aE(X) + b = [(E(X)) = p(E(X)).

Definicao 1.1.31. Sejam X e (X,,),>1 varidveis aleatorias.

(1) Dizemos que X,, converge a X em probabilidade se para todo ¢ > 0

lim P(|X, — X| >¢) = 0.

n—oo
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(ii) Dizemos que X, converge a X quase certamente (q.c.) se

Plw: lim X,(w) = X(w)) = 1.

n—0o0

(iii) Suponha que X e (X,,),>1 estdo em LP. Dizemos que X,, converge a X em LP se

lim | X, — X| = lim (/|Xn —X|dIP’>p = 0.
n—oo

n—oo

Definicao 1.1.32. Sejam (2, F,Py) e (23, G,Ps) espacos de medida o-finitos. Con-
sidere @ = O x Oy = {(z,y) 2 € N,y € Ww}eS ={AxB:Aec F,BeGh
Os conjuntos em S sdo chamados retdngulos. Denotaremos por F x G a o-dlgebra

gerada por S.

Teorema 1.1.33. Se (0, F;,[P;),i = 1,...,n, sdo espacos de medida o-finitos e ) =
Q X ... xQ,, entdo existe uma tinica medida de probabilidade P em F gerada pelos
conjuntos da forma A, x ... x A,, A; € F;, com

P(A; x...x A,) = ﬁ P (An).

m=1
Demonstracdo. Ver referéncia [5]. ]
Teorema 1.1.34 (Mudanca de Variaveis). Suponha que
i) ECc ACR% ondeV éabertoeT : V — R% é continuo;

(ii) E ¢é Lebesgue-mensurdvel, Té 1 : 1em E e T é diferencidvel em cada ponto de
E;

(iii) P(T(V — E)) = 0.

Entao,

XdP = /(XoT)\det(JT)|dP,
T(E) E

para toda varidvel aleatéria X : R — [0, cc].
Demonstracdo. Ver referéncia [10]. O

Vejamos agora um resultado que permite relacionar a integral em R¢,d > 1,
com a integral em R, onde a integral pode ser calculada por integracgdes sucessivas
numa variavel estando as restantes fixas. Como consequéncia, ele permite a inver-

séo da ordem de integracio em integrais multiplas.
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Teorema 1.1.35 (Teorema de Fubini). Sejam (Q,, F,Py) e (Qs, G, Py) espacos de me-
dida o-finitos. Sejam X uma varidvel aleatéria (F x G)-mensurdvel, w; € Q; e

wy € Q. Se X for positiva, entdo

X(wl)dIP’l e X(WQ)d]PQ
Q1 92

sdo G-mensurdvel e F-mensurdvel, respectivamente, e

/ ( X(WQ)dPQ) dPl = / ( X(wl)le’l) dPQ = / Xd(IP)l X ]P)Q) (15)
951 Qo Qo 0 Q1 xQ9

Se

/ ( ‘X(WQ)'dPQ) d]Pl < 00,
0 Qo

entdo X € L'(Py xPy). Se X € L'(P; xP,), entdo X (wy) € L'(Py) Pi-quase certamente,
X(wy) € L*(P,) Po-quase certamente,

X(Cdl)dP1 e X(U.)g)dpg

Ql Q2
estdo em L'(P,) e L'(IP,), respectivamente, e a igualdade (1.5) vale.
Demonstracdo. Ver referéncia [10]. ]

Definicao 1.1.36. (i) Dois eventos A e B sdo independentes se

P(AN B) =P(A)P(B);

(ii) As varidveis aleatorias X1, Xs, ..., X, sdo independentes se

n

P(X; € Ay,... . X, € A,) = [[P(Xi € 4y),

=1
para todo Ay, ..., A, € B(R");

(iii) Duas o-dlgebras F e G sdo independentes se todo par de conjuntos A € F e

B € G sdo independentes.

Definicao 1.1.37. A probabilidade condicional de um evento A, dado que ocorreu
um evento B, com P(B) > 0, é dada por

P(AN B)

PAIB) = —5
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n

Teorema 1.1.38. Sejam Ay, As, ..., A, eventos tais que P(() A;) > 0. Entdo, temos

=1

n—1
(ﬂA) JP(Ay| AP (A3|A1mA2)-...-IP’<An
=1
Demonstracdo. Escrevamos
P ﬂA :P(A)IP(AmAz)IP(AmAmAg). _ (Ql )
e YUUP(Ay) P(A, N A) —P (n_l :

que

Usando a definicdo de probabilidade condicional, podemos reescrever o lado direito
da igualdade acima como

P(A;)P(Ay|A))P(As| Ay N Ay) - ... - P(A,] ﬂ A)

concluindo a demonstracéo. O

Teorema 1.1.39 (Teorema da Probabilidade Total). Sejam A, ..., A, eventos dois
a dois disjuntos que formam uma particdo do espaco amostral ). Entdo, para qual-

quer evento B,
Z P(A)P(B|4;).

Demonstracdo. Basta observarmos que, como a sequéncia A,,..., A, forma uma
particdo, entao, para qualquer B € (), temos que B = U(Ai N B). Além disso, como

A; i =1,...,n, sdo dois a dois disjuntos, temos que B N A; também sdo disjuntos.
Pelo axioma (ii) da Definicéo 1.1.8 e o Teorema 1.1.38, temos que

=> P(ANB)= ZIP’ P(B|A,).

]

Vejamos uma importante ferramenta na Teoria da Probabilidade: a espe-
ranca condicional. Formalizando a noc¢do de condicionamento, ela serve de base
na definicdo de certos processos estocasticos que motivaram o desenvolvimento da

Probabilidade Moderna e aparecem em inimeras aplicagoes.

Defini¢do 1.1.40. Sejam F C Fy uma o-dlgebra e X € L'(Q, Fy,P) uma varidvel
aleatoria. Definimos a esperanca condicional de X dado F, que denotaremos por
E(X|F), como sendo qualquer varidvel aleatoria Y tal que
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(i) Y € F, ou seja, Y é F-mensurdvel;
(i) [, XdP = [,YdP, para todo A € F.

Intuitivamente, podemos pensar que F descreve as informacoes que temos
a nossa disposicdo. Assim, a esperanca condicional de X dado F funciona como um
filtro que reinterpreta a variavel aleatéria X em termos da informacao proveniente
de F.

Exemplo 1.1.41. Se X € F, entdo E(X|F) = X, isto é, se conhecemos X, entdo nossa
melhor suposicdo é ele mesmo. Como a condicdo (ii) é sempre satisfeita, temos que
a condigdo (i) é a tnica coisa que faz com que X = E(X|F). Um caso especial deste

exemplo ocorre quando X = ¢, onde ¢ é uma constante.

Observacao 1.1.42. A esperanca condicional E(X|Y) s6 depende da varidvel Y
através da o-dlgebra o(Y). Desta forma, definimos E(X|Y) := E(X|o(Y)).

Teorema 1.1.43. Suponha que E(X) < oo. Entdo, para cada o-dlgebra G C F,
E(X|G) existe e é tinica, a menos de um conjunto G-mensurdvel de probabilidade

zero.
Demonstracdo. Ver referéncia [7]. O
Vejamos algumas importantes propriedades da esperanca condicional.

Proposicao 1.1.44. (i) Se X ¢é independente de F, isto é, para todo A € F e B €
B(R)
P{X € B}NnA)=P(X € B)P(A),

entdo E(X|F) = E(X);
(ii) E(E(X|F)) = E(X);
(iii) E(aX + bY|F) = aE(X|F) + bE(Y|F), para todo a,b € R;
(iv) Se X <Y, entdo E(X|F) < E(Y|F);
(v) Se X € FeE|Y|,E|XY]| < oo, entdo E(XY|F) = XE(Y|F);
(vi) Se G C F, entdo E(E(X|F)|G) = E(X|G).

Demonstragdo. (i) Como a esperanca é um numero real, temos que E(X) € F. Pela
definicédo de esperanca condicional e por X ser independente de 7, para todo
A € F, temos que

/ E(X|F)dP — / XdP = E(X1,) = E(X)E(Ly) / E(X)dP.
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(ii) Se tomarmos A = () na definicdo de esperanca condicional, obtemos o resul-
tado.

(iii) Claramente, temos que é F-mensuravel. Além disso, dado A € F, pela linea-
ridade da integral e a definicdo de esperanca condicional, temos

/E(ax+bY|f)dP = a/]E(X\]—“)dIP+b/IE(Y|]-")dIP’
A A A

= a/XdIP’er/YdIP:/(aXerY)dIP’
A A A

_ / E(aX + bY|F).
A

(iv) Usando a definicédo de esperanca condicional, adquirimos

/AE(XU-")dIP:/AXdIPg /AYdP:/AE(YmdP.

Fazendo A = {E(X|F) — E(Y|F) > ¢ > 0}, temos que a fun¢éo indicadora tem
probabilidade zero, para todo ¢ > 0, concluindo a demonstracéo.

(v) Por hipétese e pela definicdo de esperanca condicional, temos que XE(X|F) €
F.Seja X =1p,com B € F. Assim, dado A € F, obtemos

/AXE(YyF)dP = /AlBE(YyF)dP:/ E(Y | F)dP

ANB

= Yd]P’-/lBYd]P’—/XYdIP’
ANB A A

_ / E(XY]|F)dP.
A

Entéo, E(15Y|F) = 15E(Y|F). Estendendo para X funcéo simples, adqui-
rimos o resultado pela linearidade da integral. Sendo X,Y > 0, se X,, séo
variaveis aleatorias simples tais que X,, \, 0, usando o Teorema da Conver-

géncia Monétona, concluimos que

/ XE(Y|F)dP = / XYdP.

A A

Para mostrar o resultado no caso geral, basta escrevermos X = X* — X~ e
Y=Y"-Y".

(vi) Por definicéo, temos que E(X|G) € G. Além disso, dado B € G, pela definicao
de esperanca condicional e por G C F , temos

/B E(X|G)dP — /B XdP — /B E(X|F)dP = / E(E(X|F)|G)dP.

B
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1.2 Teorema de De Finetti

Nesta secdo, vamos enunciar e demonstrar o Teorema de De Finetti. Ini-
cialmente, vejamos alguns conceitos preliminares que sdo necessarios para o seu

entendimento.

Passeio Aleatorio

Definicao 1.2.1. Sejam X1, X,,... independentes e identicamente distribuidas to-

mando valores em R%. S, = X, + Xy + ... + X, é dito um passeio aleatério.

Assim, o passeio aleatério, que algumas vezes é chamado de passeio do
bébado, é uma formalizacdo da ideia intuitiva da tomada de varios passos consecu-
tivos, cada qual em uma direcdo aleatoria. Por exemplo, o caminho percorrido por
uma molécula ou por um liquido ou gas e o movimento dos precos dos titulos no

mercado de valores sédo passeios aleatoérios.

Exemplo 1.2.2. O caso especial onde P(X; = 1) = P(X; = —1) = L é chamado
passeio aleatorio simples. O passeio aleatorio simples visita cada inteiro infinitas

vezes com probabilidade um.

Consideremos o espacgo de probabilidade (2, F,P), onde Q = {(w;,ws,...) :
w €S}=SxSx.... F=0(§xSx...)eP=puxpux...,comX,(w)=w,.

Definicao 1.2.3. Uma permutacdo finita de N = {1,2,...} é uma bije¢cGo 7 : N — N
tal que (i) # i, apenas para finitos i's. Dado w € SY, definimos (Tw); = wx().

Definicdo 1.2.4. A € S é permutdvel se A =n"1(A), onde 771 (A) = {w: nw € A}.

Seja ¢, a o-algebra gerada pelos eventos que sdo invariantes sobre permu-
tacoes, que deixam fixados n + 1,n + 2,.... Considere ¢ = (¢, a o-algebra dos

n

conjuntos permutaveis.

Definicao 1.2.5. Uma sequéncia de varidveis aleatérias X, X, ... é dita permutd-
vel se, para cada n e para cada permutacdo wde {1,2, ...}, temos que (X1, Xs, ..., X,)
e (Xr1), Xr(2), - - - » Xr(n)) tem a mesma distribuicdo.

Definicao 1.2.6. Seja F,, = 0(X;, Xs, ..., X,,) a informacdo conhecida até o tempo
n. Uma varidvel aletéria N tomando valores em {1,2,...} U{oc} é dita um tempo de

parada se, para cada n < oo, {N =n} € F,.
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Teorema 1.2.7 (Equacao de Wald). Sejam X, X5, ... independentes e identicamente
distribuidas com E|X;| < co. Se N é um tempo de parada com E(N) < oo, entdo

E(Sy) = E(X1)E(N),

N
onde Sy = > X..

i=1
Demonstracdo. Ver referéncia [5]. O

Exemplo 1.2.8. Sejam X, X, ... independentes e identicamente distribuidas com
P(X; = 1) = P(X; = —1) = 3. Considere a < 0 < b inteiros e seja N = inf{n : S, ¢
(a,b)}. Observe que se = € (a,b), entdo

P(z + Sy_q ¢ (a,b)) > 27~

Jjd que b — a passos de tamanho +1 em uma reta vai nos tirar do intervalo. Iterando

a ultima desigualdade, segue que
P(N > n(b—a)) < (1 -2 ¢,
Entdo, E(N) < co. Aplicando a Equacdo de Wald, obtemos
bP(Sy =b) + alP(Sy = a) = 0.
Como P(Sy = b) + P(Sy = a) = 1, temos que (b — a)P(Sy = b) = —a. Portanto,

P(Sy=b)= —— e P(SN:a):bfa.

Se T, = inf{n : S,, = a}, podemos escrever a tltima conclusdo como

P(T, < T,) =

b—a’

para a < 0 < b. Escrevendo b = M e fazendo M — oo, adquirimos
P(T, < 00) > P(T, < Ty) — 1,
para todo a < 0. Por simetria e pelo fato que T, = 0, chegamos que
P(T, < o0) =1,
para todo x € 7. Além disso, se E(T,) < oo, entdo, pela Equacdo de Wald, temos que

r = E(Sr,) = E(X,)E(T3) = 0.
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Logo, E(T,) = oo, para = # 0.

Martingal Reverso
Definicao 1.2.9. (i) Uma filtracdo é uma sequéncia crescente de o-dlgebras.
(i) X, é dito adaptado a filtracdao F, se X, € F,.

Definicao 1.2.10. Um martingal é uma sequéncia X, de varidveis aleatorias tais
que:

(i) E|X,| < +oo;
(i) X, é adaptado a F,;
(iii) E(X,1|Fn) = Xy, para todo n.

Exemplo 1.2.11. Um exemplo de martingal aparece em jogos simples de azar como
o seguinte. Suponha que no n-ésimo lancamento de uma moeda honesta acrescenta-
mos um valor A ao capital do jogador se sair cara e subtraimos a mesma quantidade
se sair coroa. O jogador comeca o jogo com um capital K e é admitido ter capital

negativo. Vamos supor também que os lancamentos sdo independentes. Fazendo

Z; =

{ A, se sair cara no j-ésimo lancamento
J

. ., . )
A, se sair coroa no j-ésimo lancamento

teremos que o capital do jogador no instante do n-ésimo lancamento serd

Observando que Zy,Z,, ... sGo varidveis aleatérias independentes com E(Z;) = 0,
temos que X, é um martingal com respeito a filtracdo natural. De fato, as condigoes

(i) e (ii) sdo satisfeitas de imediato e

E(XpnlXi=a1,...,.Xn=a,) = E(X,+Z,11)|X1i=a1,...,X, =a,)
= E((an+ Zpn1)|Xi =ar,..., X, = ayp)
= a, +E(Z, 1| X1 =a1,..., X, = ay,)
= ap+ FE(Zpi1) = an.

=0

Definicao 1.2.12. Um martingal reverso é um martingal indexado por 7Z_, ou seja,
X,,n <0, adaptado a uma sequéncia crescente de o-dlgebras F,, com X, € L' e

E(Xpi1|Fn) = Xp, paran < —1.
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Teorema 1.2.13. Seja X,, um martingal reverso. Entdo, X_., = lim X, existe
n——0o0

quase certamente e em L.

Demonstracdo. Ver referéncia [5]. O

Lema 1.2.14. Se as varidveis aleatdérias integrdveis X, convergem para X em L,

entao
n—oo
Demonstracao.
IE(X,14) —E(X1,)| < E|X,14— X1,4], pela desigualdade de Jensen

< E|X, — X| —0.

]

Teorema 1.2.15. Seja X,, um martingal reverso. Se X_,, = lim X,e F_., =) Fn

n——00

entdo
X = IET(XO]}ZOO).

Demonstracdo. (i) Claramente, X ., € F__;

(ii) Seja A € F oo C Fu(Fooo C ... C F_1 C Fy). Como X,, é martingal reverso,
temos que X,, = E(X|F,). Pela definicdo de esperanca condicional, X,, € F, e

/XndIP’: /XOdIP’.
A A

Pelo Teorema 1.2.13, temos que X,, — X_., em L;. Assim, usando o Lema
1.2.14,

n——oo

E(X,14) =E(X_14) = lim [ X,dP = / X_oodP = / XodP = / X_oodP.
A A A A

]

Teorema 1.2.16. Sejam X,, um martingal reverso e Y uma varidvel aleatoria inte-

grdvel. Se F, \, F_ quando n — —oc, entdo
E(Y|F,) — E(Y|F_«) (1.6)

quase certamente e em L.
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Demonstracado.

Afirmacao 1.2.17. X,, = E(Y|F,,) é um martingal reverso.
Provemos a afirmacéo acima.

(i) Pela definicao de esperanca condicional, temos que X,, € F,,;
(i) E|X,| =E|E(Y|F,)| < +o0;

i) E(X,1|7) = EE(Y|Fi)|F) = E(VIF) = Xo,

0 que mostra a afirmacao.

Pelos Teorema 1.2.13 e Teorema 1.2.15, temos que

X, = Xowo = E(Xo|F_o) = EE(Y|F)|F_o), pois Xo = E(Y|F)
= E(Y|F_o).

Portanto,
E(Y|F,) — E(Y|F_w).

Agora, analisemos o Teorema de De Finetti.

Teorema 1.2.18 (Teorema de De Finetti). Se X, X,,... sdo varidveis aleatorias
permutdveis, entdo, condicionado a ¢, X1, X», ... sdo independentes e identicamente
distribuidas.

Mais precisamente, se f1, fo, ..., fr sdo limitadas e mensurdveis, entdo

k

E(f1(X1)f2(X2) .- fu(X)le) = [[B(H(X))le).

Jj=1

Demonstracdo. Definamos

&

S

!
/‘\‘ .
N

Xi 7"')Xi )
e, (X, o)

onde ¢ : R¥ — R é uma funcéo a ser escolhida futuramente, a soma é sobre todas
as sequéncias de inteiros distintos 1 < iy,...,ix <ne(n)y=nn—-1)...(n —k+1)
é o numero de tais sequéncias. Por defini¢do, temos que A, (¢) € ¢,. Logo, para
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qualquer sequéncia permutavel, podemos escrever:

Anlp) = E(An(p)len) = ( 2ol X>|>
_ (n)sz oo Xy len)
= E(p(X1,...,Xp)len),

pois todos os termos na soma sdo 0s mesmos.
Pelo Teorema 1.2.16, temos que

An(p) =E(p(Xq, ..., Xi)len) — E(p(Xy, ..., Xi)le) (1.7)

quase certamente. Sejam f : R*! - Re g: R — R funcdes limitadas. Além disso,
seja I, o conjunto de todas as sequéncias de inteiros distintos 1 < iy,...,i; < n.
Entao,

( )k 1A Z f GERIER) 'Lk 1)Zg(Xm)

7felnk 1 m<n
k—1
= Z f(XZN asz_l)g(XZkZ'f’ Z (f( Xy Xy ) 9(Xi;))
ie}n,k (’D(Xl 7777 Xk) ie]nyk 1 - ]:1
kfgoj(xl ..... Xp_1)
=
Se fizermos

9

(X1, X)) = f(X0, - Xe)g(XG), 1< <k -1
(,D(Xl, e ,Xk) = f(X17 e an—l)g(Xk)
obtemos

k-1

(M1 Aa(N)ndalg) = (i1 Y Aulpy) + (WeAu(p).

j=1

Dividindo a expressdo acima por (n);, obtemos
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Dai, temos que

nn—-1)---(n=(k=2))n

a1 (k- 2))(n— (k1 A
e ZA o)+ Al
que implica
Ag) = A () AMg) — jszn(%).

Aplicando (1.7) em ¢, f, g e todas as ¢, dadas, obtemos:
E(f(X1, ..., Xe-1)9(Xp)|e) = E(f( X1, ..., Xe—1)|e)E(g(Xk)|e).

Segue, por inducio, que

s(T140)k) = [TE o)

1.3 Processos de Markov

Em 1907, Andrei Markov definiu e investigou o que ficou conhecido como
processos de Markov. A principal caracteristica dos processos de Markov é que o
modo que toda a histéria passada afeta o futuro esta completamente resumido no
valor atual do processo. Nesta secio, definiremos o processo de Markov e faremos
um estudo de seus geradores.

Definicao 1.3.1. Seja (2, F,P) um espaco de probabilidade. Um processo estocds-
tico a tempo continuo (X; : t > 0) é uma familia de varidveis aleatorias X; que

tomam valores em ).

Informalmente falando, um processo estocastico descreve uma histéria que
se desenvolve de forma aleatéria ao longo de um periodo de tempo representado
por 7. Neste trabalho, 7" sera igual ao conjunto dos nimeros reais positivos [0, o).

Observacao 1.3.2. Suponha que X; assuma valores no conjunto E. Esse conjunto
serd chamado espaco de estados ou espaco de fases.
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Definicao 1.3.3. Considere um processo estocdstico a tempo continuo (X, : t > 0),
com espaco de estados F finito ou enumerdvel. Entdo, X; é uma cadeia de Markov
se, para todo t,s > 0

P(Xits = jlXu, u < 5) = P(Xpps = jIXS), (1.8)

onde a probabilidade condicional da equacdo (1.8) é chamada de probabilidade de
transicdo. Se, além disso, a probabilidade de transicdo entre dois estados depende
somente do intervalo de tempo durante o qual ocorre a transicdo e ndo dos instantes

de tempo nos que a cadeia ocupa esses estados, ou seja, quando
P(XtJrs — ]’Xs = i) = pi,j(t)a (19)

onde p; ; é a probabilidade de passar do estado i ao estado j, a cadeia é chamada de

homogénea no tempo.

Essa definicédo diz que para uma cadeia de Markov, a previsdao do préximo
passo conhecendo-se toda a histéria passada do processo desde o inicio é tdo boa
quanto a previsao feita conhecendo-se apenas o valor do processo no presente.

Definicao 1.3.4. Uma matriz estocdstica é uma matriz (p; ;)i jcr de nimeros ndo-
negativos que satisfaz

me =1, para todoi € E.

jEE
Observacao 1.3.5. Daqui para a frente, consideraremos somente cadeias de Mar-
kov homogéneas no tempo. Para tais cadeias, chamaremos a familia de matrizes
P(t) = (pij(t))ijer de funcdo de transicdo da cadeia X;. Ela satisfaz as seguintes
propriedades:

1) P0) =1;
(ii) P, é uma matriz estocdstica, para todo t > 0;
(iii) Py, = PP, parat,s > 0.

As propriedades (i) e (it) decorrem da definicdo de P. A propriedade (iii), pode ser

provada utilizando as equacées de Chapman-Kolmogorov, que veremos a seguir.

Proposicao 1.3.6 (Equacoes de Chapman-Kolmogorov para cadeias a tempo con-
tinuo). Para todo t,s > 0,i,j € E, vale

pij(t+s) = Zpi,k(t)pk,j(s)‘

keE
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Demonstragdo. Decompondo o espaco amostral da forma 2 = |J {X; = k} e usando
kEE
a lei da probabilidade total e a propriedade de Markov temos

pij(t+s) = P(Xis =j|Xo=1)
= Y P(Xpps = j1X0 = k, Xo = )P(X, = k| Xo = i)

keE

= Y P(X, = j|Xo = k)P(X, = k| X, = i)
keE

= > pei()pir(t).
keE

]

Considere o periodo de tempo que a cadeia permanece no estado que ela
ocupa no instante ¢t. Esta sera uma variavel aleatéria que chamaremos de W, e

pode ser definida da seguinte maneira:
Wi(w) = inf{s > 0: Xyys(w) # Xi(w)}.

Segundo o comportamento desta variavel, os estados podem ser classificados como:

(1) i sera chamado de estado instantaneo se P(W, = 0|X; = i) = 1 Neste caso, a
cadeia fica no estado i somente no instante que ela chegou;

(ii) i sera chamado de estado absorvente se P(IV; < co|X; = i) = 0. Uma vez que a
cadeia chega num estado absorvente, ela fica nele para sempre;

(iii) i sera chamado de estado estavel se P(0 < W; < oo|X; = 7) = 1. Toda vez que a
cadeia chega num estado estavel, ela fica nele durante um periodo de tempo
finito.

Teorema 1.3.7. Seja (X, : t > 0) uma cadeia sem estados instantdneos. Para todo
1€ Eetodot >0,

P(Wy > u| X, =1) =e %, u >0,

para algum q; € [0, 0).
Demonstracdo. Ver referéncia [12] ]

Observacao 1.3.8. Cadeias sem estados instantdneos sGo chamadas de processos
de saltos.

Alternativamente, podemos definir uma cadeia de Markov em tempo con-
tinuo como um processo estocastico que se move de estado para estado de acordo
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com uma cadeia de Markov em tempo discreto, no qual o tempo de permanéncia em
cada estado tem um distribuicédo exponencial. Além disso, o tempo de permanéncia
num estado e o préximo estado visitado sdo variaveis aleatérias independentes.

Observacao 1.3.9. Uma funcdo f em X é uma funcdo cilindrica se existe um con-
junto finito A’ = {x,,... z,,} no espaco de estados E e uma funcdo f em {0,1}™
tal que f(n) = f'(n(x1),...,n(xy)). Um outro termo para uma fungdo cilindrica é
funcao local.

Generalidades sobre os Espacos de Banach

Definicao 1.3.10. Seja M um espaco arbitrdrioe d : M x M — R, uma funcdo tal
que

(i) d(z,y) = 0 se, e somente, se v = y;

(ii) d(z,y) > 0, para todo x,y € M;

(iii) d(z,y) = d(y,x), para todo z,y € M;

(iv) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y), para todo z,y,z € M.

Dizemos que d é uma métrica (distdncia) sobre M e que (M, d) é um espago métrico.

Definicao 1.3.11. Uma norma em um espacgo vetorial real X é uma funcdo ||.|| de
niimeros reais ndo-negativos, que satisfaz as seguintes propriedades, para vetores

f,g € X e numero real «a:

@) [[f +gll < 111+ llgll;

Gi) [|af]] = af[f]l;

(iii) [|f|| > O se, e somente se, f # 0.

Definicao 1.3.12. Um espaco vetorial com uma norma (X, ||.||) é chamado espaco
vetorial normado. Este é um espago métrico com distancia d(f,g) = ||f — gl|.

Assim, todo espacgo vetorial normado é um espaco métrico com a métrica

induzida pela norma.

Definicao 1.3.13. Um espaco métrico é dito separdvel se existe um conjunto enume-
rdvel E C M que é denso em M, isto é, tal que todo aberto de M contém pelo menos
um ponto de E.
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Exemplo 1.3.14. Denotamos por C|0,1] o espago das funcgées continuas reais com
dominio [0,1]. O espago C|0,1] é um espaco vetorial real. Para cada fungdo f €
C10, 1], definimos

flloe = sup [f(s)]

s€[0,1]

||.|| € uma norma sobre C|0,1], chamada de norma do supremo. Portanto, ||f —
Jlleo, f,9 € C[0,1], é uma métrica. Com esta métrica, temos que C|0, 1] é um espaco

métrico separduvel.

Definicao 1.3.15. Um espaco de Banach é um espaco vetorial normado cuja mé-
trica é completa, ou seja, toda sequéncia de Cauchy converge.

Exemplo 1.3.16. O espaco R? de vetores reais © = (x,...,14) é um espaco de Ba-
nach com qualquer norma |z|y = (|x1|P + ... + |md|p)%, para 1 < p < oco. Sep =2,
entdo temos a norma Euclidiana.

Exemplo 1.3.17. Para qualquer espago métrico S, o espago Cy(S) das fungoes con-

tinuas e limitadas em S com a norma do supremo || f||.. = sup |f(z)| é um espago de
z€S

Banach.

Definicao 1.3.18. O espaco dual X* de um espaco de Banach X é o espaco de todas
as funcoes lineares continuas de X em R. O valor de v* € X* aplicadoem f € X é
denotado por v*f ou <;27 ?>

Observacao 1.3.19. X* também é um espaco de Banach, com norma
o] = sup{(uF, F) + £ € X, I1A11 < 1},
Definicao 1.3.20. Um operador linear em X é uma funcdo linear A cujo dominio
D(A) ={f € X : Af estd definido }

e o alcance
R(A) ={Af: f € D(A)}

sdo subespacos lineares de X. O grdfico
G(A) ={(f,Af): f € D(A)}
é um subespaco linear do espaco produto X x X.

Definicao 1.3.21. Seja A um operador linear.
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(i) A é um operador linear fechado em X se G(A) é um subespaco fechado de X x X,
ou seja, se f, — fe Af, — g, entdo f € D(A)e g = Af;

(ii) A é um operador linear limitado em X se seu dominio é todo X e sua norma

[A[| = sup{[|Af[|; f € X, [|f]| <1}
é finita;

(iii) A é uma contragdo se ||A|| < 1.

Convergéncia Fraca de Medidas

Nesta subsecéo, consideraremos um espaco métrico M como um espaco
mensuravel dotado da o-algebra dos borelianos B(M). Assim, quando dito medida
ou probabilidade sobre M, a o-dlgebra é sempre B(M), exceto seja mencionada

outra o-algebra.

Definicao 1.3.22. Sejam P,,P,n > 1, medidas de probabilidades sobre um espaco
métrico M. Dizemos que P, converge fracamente para P, se para toda func¢do conti-

nua e limitada [ : X — R temos que

lim [ fdP, = / fdP,

n—oo
que denotaremos por P, = P.

Definicao 1.3.23. Um conjunto A € B(M) com P(0A) = 0 é dito um conjunto P-
continuo.

Teorema 1.3.24 (Portmanteau). Sejam P,,P,n > 1, medidas de probabilidades
sobre um espaco métrico M. Sdo equivalentes:

1) P, = P;

(i) lim [ fdP, = [ fdP, para toda funcdo real f limitada e uniformemente conti-
n—0o0

nua;
(iii) limsupP,(F) < P(F), para todo conjunto F fechado;
(iv) limn inf P,,(G) > P(G), para todo conjunto G aberto;
(v) lim P,(A) = P(A), para todo conjunto A P-continuo.

n—oo

Demonstracdo. Ver referéncia [13]. ]
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Definicao 1.3.25. Uma classe de subconjuntos A C B(M) é dita uma classe deter-
minante de probabilidade se o fato de duas medidas P e Q coincidirem em Aimplica
que P = Q. Uma classe de subconjuntos A C B(M) é dita uma classe determinante
de convergéncia se o fato de lim P,(F) = P(F), para todo E € A, tal que P(OE) =0
implica que P, = P. B

E imediato que toda classe determinante de convergéncia é uma classe de-

terminante. Seguem abaixo alguns exemplos:

Exemplo 1.3.26. Exemplos de classes determinante e classe determinante de con-

vergéncia:
(i) Para todos 0 < i; < ... < i; < 1lem N, definimos a projecdo candnica 7;, . ;, :
RY — R? que para cada sequéncia x € R" associa o vetor (x;,,...,x;,). A classe

dos conjuntos finito-dimensionais é a classe de conjuntos do tipo m; LB,

yeenld

para algum E € B(RY). Os conjuntos finito-dimensionais formam uma classe
determinante de convergéncia em R,

(ii) Para todos 0 <i; < ... <14y <1lem [0,1], definimos a projecdo candnica m, . ., :
C[0,1] — R? que para cada fung¢do x € C|0,1] associa o vetor (x,...,x,).

A classe dos conjuntos finito-dimensionais é a classe de conjuntos do tipo

—1
Tty eeta

uma classe determinante em C|0, 1], porém ndo é classe determinante de con-

(E), para algum E € B(RY). Os conjuntos finito-dimensionais formam

vergéncia.

Baseados na definicdo de classe de conjuntos determinantes de convergén-
cia, podemos falar também em classes de funcoes determinantes de convergéncia,
isto €, um subconjunto V' das fungoes reais continuas sobre o espaco métrico tal que
se nh~>nolo [ fdP, = [ fdP, para toda f € V, entédo P, = P.

Definicao 1.3.27. Seja Il uma familia de medidas de probabilidade.

(i) Dizemos que 11 é relativamente compacta se toda sequéncia de elementos de 11
contém uma subsequéncia que converge fracamente;

(ii) II ¢ dita rigida se, para todo ¢ > 0, existe um conjunto compacto K tal que
P(K) > 1—¢, para toda P € 1L

Teorema 1.3.28 (Prohorov). Seja Il uma familia de medidas de probabilidade.

(1) Se Il é rigida, entao 11 é relativamente compacta;

(ii) Suponha que M é completo e separduvel (contém um subconjunto enumerdvel e
denso). Se 11 é relativamente compacta, entdo 11 é rigida.

Demonstracdo. Ver referéncia [13]. O
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1.3.1 Semigrupos e Geradores

Sejam Y um espago métrico e Dy o espacgo de todas as fungdes w de [0, o0)
em Y que sdo continuas a direita com limites a esquerda. No espaco Dy, considere
X. = (X; : t > 0) o processo definido por X;(w) = w(t), F;: = o{X; : 0 < s <t} a
o-algebra gerada pelas coordenadas até o tempo ¢t e (0(¢) : t > 0) as funcoes shift
0, : Dy — Dy, definidas por 6,w(s) = w(s + ).

Definicao 1.3.29. Um processo de Markov é uma colegao {P* : x € Y} de medidas

de probabilidade em Dy com as seguintes propriedades:

(i) P*lw € Dy : w(0) = z] = 1, para todo = € Y, isto é, x é o estado inicial sobre a
medida P*;

(ii) A funcdo x — P*(A) é mensurdvel, para todo A € F;

(iii) Propriedade de Markov: P*(0; ' A|F;)(w) = P*®(A), para P*- quase todo w, para
todoreYeAcF.

A esperanca correspondente a P* sera denotada por [E*. Logo,
E*(Z) = / Zdp*, (1.10)
Dy

para toda funcdo mensuravel Z em Dy, que é integravel relativo a P*.
Para comecar o processo com uma distribuicédo y diferente de um ponto de
massa 0,, coloquemos em Dy a medida P* definida por

PH(A) = / P*(A)u(dz), para A € F.

Sejam C(Y) o espaco das funcgées continuas em Y e Cy(Y) o espaco das

funcoes continuas e limitadas em Y.

Definicao 1.3.30. Para um dado processo (X, :t > 0)em Y, para cada f: Y — R

funcdao mensurdvel limitada e t > 0, definimos o operador S(t)f em Y por
S(t)f(x) :=E*(f(Xy)). (1.11)

Observacao 1.3.31. A mensurabilidade do operador S(t)f segue de imediato da
condicdo (ii) da Definicdo 1.3.29.

Definicao 1.3.32. Um processo de Markov {P* : x € Y'} é dito um processo Feller se
S(t)f € Cy(Y), paratodot > 0e f € Cp(Y).
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Definicao 1.3.33. Seja (X, : t > 0) um processo Feller em Y. Uma familia {S(t) :
t > 0} de operadores lineares em C,(Y) é um semigrupo de Markov se satisfaz as

seguintes propriedades:
(1) S(0) = I, o operador identidade em C,(Y');
(1) S(t+s)f =S(t)S(s)f, para toda f € Cy(Y),s,t > 0.

Proposicao 1.3.34. Seja (X, : t > 0) um processo Fellerem Y. A familia {S(t) : t >
0} de operadores lineares da forma (1.11) é um semigrupo de Markov.

Demonstracao. (i)

S(0)f(z) =E*(f(Xo)) =E*(f(2)) = f(=),
ja que X, = z, que é equivalente a (i) da Definicao 1.3.29;

(ii) Pela propriedade de Markov, temos que:

St+s)f(x) = E°(f(Xits)) = EY(E"(f(Xegs)|F2))
= EUEY(f(X.)) = E*(S(s) f(X)) = S()S(s)f ().

]

O semigrupo {S(¢) : t > 0} descreve a evolugédo no tempo dos valores espe-
rados das funcoes observaveis [ em Y, para um dado processo de Markov.

Observacao 1.3.35. A norma do supremo de funcées é dada por
1 flleo = sup | f(2)]-
zeY

Entao, temos que

1S(#) fllsc < [1f]loo-

Assim, os operadores S(t) contraem as distdncias entre as fungées. Desta forma,

chamamos {S(t) : t > 0} um semigrupo de contragdo.
Definicao 1.3.36. Seja S(t) um operador linear limitado em X, para cada t > 0.

(1) {S(t) : t > 0} é um semigrupo fortemente continuo se ||S(t)f — f|| — 0 quando
t — 0, para toda f € X.

(ii) Secada S(t) é uma contragdo, entdo {S(t) : t > 0} é um semigrupo de contracdo.

Lema 1.3.37. Suponha que {S(t) : t > 0} é um semigrupo de contragdo fortemente
continuo em X. Entdo, para toda f € X, S(t)f é uma fun¢do uniformemente conti-
nua det € [0,00) em X.
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Demonstracdo. Para t,h > 0, temos que

I1S(E+h)f=SOF =SOSR = HIF<[IS(R)f = fII-

Além disso, para 0 < h < t, obtemos

1St =h)f = SOF =St =R)(SR)f = DI <SS = FlI

Em ambos os casos, fazendo » — 0, temos que o lado direito vai para zero. Por-

tanto, S(t)f é uniformemente continua. O
Vejamos agora a definicdo de gerador de um semigrupo.

Definicao 1.3.38. O gerador de um semigrupo {S(t) : t > 0} é o operador definido
por

Lf .= limM

t—0 t

5 (1.12)

onde o dominio D(L) é o conjunto das funcées f € X cujo limite existe.

Lema 1.3.39. Suponha que {S(t) : t > 0} é um semigrupo de contragdo fortemente
continuo em X com gerador L.

(i) Paratoda f € Xet >0, [, S(s)fds € D(L) e
SW)f - f = L/Ot S(s) fds: (1.13)
(i) Para toda f € D(L) et >0, S(t)f € D(L) e
CS(0)f ~ f = L) = S()LS: (1.14)
i) Para toda f € D(L) et >0,

S f—f = /0 LS(s)fds — /O S(s)Lfds. (1.15)

Demonstracdo. (i) Note que um operador linear limitado é automaticamente fe-
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chado. Logo, temos
Sh)y—1 [* I I
—/ S(s)fds = —/ S(s—i—h)fds——/ S(s)fds
h 0 h Jo h Jo
1 t+h 1 t

_ EA S@ﬁ@—EAS@V%

t+h 1 [P
- E%: ﬂ@ﬂm—EAAﬂﬁMs%S@f—ﬁ

quando &\ 0, pelo Lema 1.3.37. Assim, paratoda f € X et > 0, fot S(s)fds €
D(L) e

S@f—f:LAS@ﬁ@.

(ii) Primeiramente, vamos mostrar a diferenciabilidade a esquerda. Fixemos ¢ > 0

e seja h > 0. Fazendo uma manipulacdo algébrica, obtemos

Sit+h)f-S@)f Sh)f—-1I
h B h

S@f—swﬁﬂ%:if (1.16)

Fazendo h \, 0, por hipétese h='(S(h)f — I)f — Lf. Como S(t) é uma fungéo
continua em X, concluimos que o ultimo termo da igualdade (1.16) converge
para S(t)Lf. Desta forma, o termo do meio também converge, implicando
que S(t)f € D(L) e LS(t)f = S(t)Lf. Entdo, a convergéncia do termo mais a
esquerda nos diz que S(t)f é diferenciavel a direita e a derivada é dada pela
equacao (1.14). Para mostrar a diferenciabilidade a esquerda, seja h > 0.

S(t=h)f=5St)f
—h

—S@Lf:sa—m(gﬁ%:i—Jj)+S@—hﬂf—5@Lﬁ

Usando a propriedade de contracéo, adquirimos

' _

Fazendo h N\ 0, a ultima linha vai para 0, o primeiro termo pela hipétese que

S(t—h)f =S f
—h

Shf—f
h

—S(t)Lf — Lf|| + IS =h)Lf = SE)LSII.

f € D(L) e o segundo pelo Lema 1.3.37, provando assim a diferenciabilidade
a esquerda.

(iii) Segue do fato de S(¢)Lf ser uma funcdo continua em ¢ e de propriedades da
integral.
L]
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Corolario 1.3.40. Se L é o gerador de um semigrupo de contracdo fortemente con-
tinuo em X, entdo D(L) é denso em X e L é um operador fechado.

Demonstracdo. Seja f € X. Pela equacéo (1.13) do Lema anterior, ¢! fot S(s)fds e
D(L), para cada t > 0. Pela continuidade forte do semigrupo, obtemos que

N0

t
limtl/ S(s)fds = f.
0
Consequentemente, D(L) é denso em X. Para mostrar que L é um operador fe-

chado, suponha que (f;,Lf;) — (f,g9) em X x &, para alguma sequéncia {f;} de
elementos de D(L). Pela equacéo (1.15) do Lema anterior,

S~ f; = / S(s)Lfds.

Fazendo j — oo, pela propriedade de contracéo,

Desta forma, no limite, adquirimos

/0 S(s)Lfyds — / S(s)gds|| < 1S(s)(LS; — g)llds < t|LS; — gl

swr-s= [ " S(s)gds,

implicando que f € D(L) e Lf = g. Portanto, L é um operador fechado. O
Seja P o conjunto de todas as medidas de probabilidade em Y.

Definicao 1.3.41. Suponha que {S(t) : t > 0} é um semigrupo de Markov em Cy(Y)
com distribuicdo inicial u € P. Denotamos por 11S(t) € P a distribui¢do do processo

no tempo t, que é unicamente determinada por

/ Fd(uS(t)) = / S() fdg, (1.17)
Y Y
para todo f € Cyp(X).
De maneira explicita, para subconjuntos de Borel 5 € Y,
pS((B) = [ F(X, € Bus).

Probabilisticamente falando, 11S(t) é a distribuicdo de probabilidade de X;, quando
a distribuicéo inicial do processo é .
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Definicao 1.3.42. Uma medida i € P é invariante para o processo X, se j1S(t) = p,
para todo t > 0. Equivalentemente,

/YS(t)fdﬂz/deﬂ, (1.18)

para toda f € Cy(Y). O conjunto de todas as medidas invariantes u € P de um

processo é denotado por T.

Alguns termos alternativos para as medidas de probabilidade invariantes
sao distribuicoes invariantes e distribuicoes de equilibrio. A invariancia implica
que, se o estado inicial X, tem distribuicdo de probabilidade i, entdo o mesmo
acontece com X; em todos os tempos posteriores ¢ > 0. Além disso, o processo
(X, : t > 0) é estacionario, ou seja, a distribuicdo do processo deslocado (X, : ¢t > 0)
é a mesma distribuicdo do processo original. As medidas invariantes sio essenciais

para uma descricdo do comportamento de um processo de Markov.

Definicao 1.3.43. Para um operador linear fechado L, um subespaco linear ) de
D(L) é um cerne se o grdfico de L é o fecho do grdfico de L restrito a ), ou seja,
para cada f em D(L), existe uma sequéncia g, € Y tal que g, — f e Lg, — Lf.

Expressamos isso dizendo que L é o fecho de sua restricdo a ).

Vejamos uma maneira conveniente de verificar se uma determinada me-

dida é invariante.

Proposicao 1.3.44. Seja L o gerador do semigrupo de contragdo fortemente {S(t) :
t > 0} em Cy(Y), definido por um processo de Markov X,. Sejam p uma medida
de probabilidade em Y e ) um cerne para L. Entdo, i é invariante para X; se, e

somente se,

/(Lf)du =0, (1.19)

para toda f € Y. Uma possivel escolha para o cerne ) é o proprio dominio D(L).

Demonstragdo. Suponhamos que p € invariante e f € D(L). Pela definicédo de gera-
dor, temos que t~!(S(¢)f — f) — Lf limitadamente e uniformemente quando t — 0.
Logo, podemos tomar o limite das integrais

/Lfd,u_hm/ du—hm (/fd )—/fd,u)
i (f o frae) -

Reciprocamente, suponhamos que [ Lgdu = 0, para toda g € X. Pela defini¢do de
um cerne, para toda f € D(L), existe g, € ) tal que Lg, — Lf limitadamente e
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uniformemente. Consequentemente, [ Lfdy = 0, para toda f € D(L). Fixemos
f €D(L). Pelo Lema 1.3.39, S(t)f € D(L), para todo ¢t > 0. Além disso, S(t)f — f =

fot LS(s)fds. Assim, integrando esta igualdade em relagéo a 1, temos

Jsws—nan= [ ([ ssinas) an

Separando as integrais no lado esquerdo e usando o Teorema de Fubini no lado
direito, obtemos

[ ssan- [ au= [ ([ rsernin)as=o

pois S(s)f € D(L), o que implica que [ L(S(s)f)du = 0. Consequentemente, obte-
mos

[ #tausten = [ san (1.20)

para toda f € D(L). Pelo Corolario 1.3.40, D(L) é denso em C,(Y'). Entao, a igual-
dade (1.20) vale para toda f € Cy(Y). Desta forma, uS(t) = p. Portanto, u é

invariante.

1.3.2 Processo de Poisson

O processo de Poisson é o processo estocastico a tempo continuo que conta
o numero de eventos de interesse até um determinado tempo. Vejamos alguns

conceitos necessarios para sua definigéo.

Definicao 1.3.45. Um processo estocdstico a tempo continuo {N(t) : t > 0}, definido
sobre um espaco amostral (), com espaco de estados E = N e tal que, para todo evento
elementar w € (), a trajetoria correspondente, t — N (t), satisfaca

(i) E ndo decrescente;

(ii) Cresce somente com saltos, ou seja, é constante entre os saltos;
(iii) E continua & direita e tem limite & esquerda;

(iv) Ny(w) =0.

¢ chamado processo de contagem.

Definicao 1.3.46. Um processo estocdstico {N, : t > 0} é dito possuir incrementos

independentes se para todo tq,ty,t3, -+ ,t,, com 0 <t; <ty <---<t, temos que

N07Nt1 - NO7Nt2 - Nt17 T JNtn - Ntn,1
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sdo varidveis aleatorias independentes.

Assim, o numero de eventos que tenham ocorrido até tempo ¢ (V;) deve
ser independente do nimero de eventos que ocorrem entre os tempos de t e t + s
(Nt+s - Nt)

Definicao 1.3.47. Um processo estocdstico {N, : t > 0} é dito ter incrementos esta-
ciondrios se P(Ny.s — N, = k) = P(N; = k), para todo t > 0.

Definicao 1.3.48. Um processo de contagem {N; : t > 0} é dito ser um processo de
Poisson homogéneo se:

(i) Os saltos tem comprimento um;
(ii) {N;:t > 0} possui incrementos independentes;
(iii) {NV, :t > 0} possui incrementos estaciondrios.

Como consequéncia desta definicédo, temos que N; ~ Poisson(\t), para al-

gum )\ € R, ou seja,

e—)\t )\t n
S

para todon € Ne A € R (de unidade inversa da unidade do tempo).

Exemplo 1.3.49. Seja {N; : t > 0} um processo de Poisson homogéneo com taxa \ >
0. Este processo é uma cadeia de Markov a tempo continuo. De fato, consideremos
t,s > 0.

P(Nys = j§|Ns =4, Ny =i(u),u <s) = P(Nys— Ng=7—i|Ns =1, N, =i(u),u <s)
= P(Nt+5—Ns:j—i)

Assim, o
exp~M(\t)I ¢

. . — , SejZ’i

0, caso contrdrio

1.3.3 Dualidade

Suponha que 7, e (; sdo processos de Markov com espacos de estados U e V,
respectivamente. Seja f(7, () uma funcdo mensuravel limitada em U x V. Entéo,
n; e (; sdo ditos duais um em relagdo ao outro, com respeito a f, se

E"(f(ne, €)) = Ec(f(m G))
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para todo n € U e ( € V. Dado um processo 7; de interesse, é frequentemente tutil
encontrar uma funcéo f conveniente e um processo (; que é dual a r; com respeito
a f. Varios problemas envolvendo 7, podem ser remodelados em termos de (;, e

muitas vezes resolvidos mais facilmente nesse novo contexto.



Capitulo 2

Modelo e Resultados

Neste capitulo, introduziremos o modelo KMP e enunciaremos os resulta-

dos que serdo verificados.

2.1 Sistema Unidimensional de Osciladores

Definicao 2.1.1. Consideremos um sistema de osciladores harmoénicos unidimen-
sionais mecanicamente desacoplados. Dado o oscilador x, x € {—L,—L+1,...,L},
considere (q,,p.) € R x R descrevendo a sua posi¢do e sua velocidade, respectiva-
mente. Consequentemente, o espaco de estados é (R x R)*1, Seja ¢, v € {—L,—L+
1,..., L}, varidvel aleatoria que determina a energia do x-ésimo oscilador, com
& € R.. A energia total do sistema é a soma das energias dos osciladores indi-
viduais, ou seja, > (q.)? + (p.)?. O sistema passa por uma evolugdo estocdstica no

tempo, definida dof seguinte maneira:

Escolhamos um par de sitios vizinhos préximos e deixemos que os osciladores tro-
quem energia de acordo com um procedimento microcandnico, isto é, mantendo a
energia total fixa e redistribuindo-a com uma distribuicdo uniforme sobre a super-
ficie de energia constante. Nas fronteiras, +L, o sistema estd em contato com reser-
vatorios a diferentes temperaturas. Nelas, distribuamos a energia dos osciladores
de acordo com a distribuicdo de Gibbs com temperaturas Ty (T, # T-).

Em vez de trabalharmos com (¢,,p.) € R x R, enunciaremos na Defini¢do
2.1.2 uma nova notacéo, de acordo com a descri¢cdo do modelo feito acima.

Definicdo 2.1.2. Os valores £, £, ., das energias em x, x + 1, quando o par x, x + 1

é escolhido, sdo dados por

5; = p(gm + fa:—f—l) € §;+1 = (1 _p)(fx + gz—&-l)a pE [Oa 1]7 (2'1)

40
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onde &, e &,.1 sdo os valores das energias antes do rearranjo. A distribuicdo de p é
uniforme, isto é, a medida de Lebesgue em [0, 1].

A Figura 2.1 mostra essa evolucéo das energias. Note que, apds o processo,
o par z,z + 1 tem a energia redistribuida com p ~ UJ0, 1].

Antes
T €x+1
$x -
-L X x+1 L
Depois

T p(fx + fx+1) (1- p)(fx + fx+1)

[ 1 T

-L X x+1

-

Figura 2.1: Evolucao das energias.

Definicao 2.1.3. Seja ¢V = (¢_p,...,¢&) € R2T O gerador G da evolucdo
estocdstica que descrevemos acima é dado por

(G(L)f)(g(L)) = i /0 (f(g—La"wp(Sl‘—{_gl‘-‘rl)?(l _p>(€az+£:c+l)>"'a5L) _f(g(L))) dp

r=—1L

o ) pe®)) e
" /0 (F6-rr- &) = F(EW) Bre~?+de 2.2)

com f funcdo em R > Be=P4d¢ a distribuicdo de Gibbs para a energia de um os-
cilador harmoénico a temperatura T = Kiﬂ, B_ a temperatura inversa do reservatorio
da esquerda, . a temperatura inversa do reservatério da direita e K a constante

de Boltzmann. O processo de Markov com gerador G\) tem uma medida invariante

KL
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Observacao 2.1.4. Vamos assumir nesta dissertacdo que a medida invariante é

tnica e que o processo converge em distribuicdo para jiz, quando t — oc.

A préxima proposicdo ndo se encontra no artigo [1], material base desta
dissertacdo. Seu enunciado é intuitivo: em contato com reservatérios com mesma

temperatura, a medida invariante é produto de exponenciais.

Proposigﬁo 2.1.5. Se p, = (B_, entdo a medida produto de exponenciais de para-

metro =, é tnvariante.

KT’

Demonstracdo. Suponha que § = §, = _. Pelo resultado (1.3.44), basta mostrar-

mos que

/ / )dM—L<f—L) T dﬂL(SL) = 0. (2.3)

Por definicdo, [ ... [ (GW )W) dp_r(¢-r) - ... - dur(€,) é igual a

/Om.../om

L-1

1
Z /0 (f(g—L7"'7p<£$+€$+1>7(1_p)(€$+§$+1)a"'7§L>_f(é(L)))dp

r=—L

)

+ / (F(€, &) = F(EP))pe P de’ + / (f(&ryer &) = F(EP))Be ™ !
0 0

(1) (I11)
dp—r(&-r) - - dpr(€r)-

Vamos calcular separadamente cada termo da integral acima. Primeiramente, calculemos

a integral de (II):

L [T e e = e e dnen),

Separando as integrais, a expressio acima é igual a

/ /f o E)Be P A A (1) . dpur(Er)
| [ re®se Fagdnsie s e,
0 0

Calculando o segundo termo acima, obtemos

/ T / TR B e du (e ). . dus(Er)

0 0

— (11— / / FE)dp-r(¢-1) ... dur(ér).
S————J0 0

=1
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Como a funcgéo f no primeiro termo néo depende de _;, a expressio anterior é igual a

/ / FE, .. &) Be P dedu_r 1 (Eopyr) . dur(Er)
/0 . /0 FED)dp_ 1€ 1) dpr(Er).

Ja que Be PEdg’ = du—r(£-1), reescrevemos o acima como

/ / FE N du_r(¢-r) ... dpL(Er) / / FEMdp_ (1) dur(ér) =0.

Analogamente, calculamos a integral de (III):

L [T e €= 1950 ) dsln) . dualen)
0 0 0
Separando as integrais, a expresséo acima é igual a

/ L / FE 1 €8P A dp_ (€ 1) .. durEr)

S R A R S s e )
Calculando o segundo termo acima, obtemos

/ . / F(E o €)Be P de A (€ 1) . dus(£r)

- 0= [ [T HE () - dn ()

Como a funcgéo f no primeiro termo néo depende de £}, a expressdo anterior é igual a

/ / F(eopsee o €)dpop(6-r)) - dup1(Ep_1)Be € d¢
/0 /o FEPYdp_(¢-1) .. dur(&r).

Ja que Be P d¢’ = dpy (€1), reescrevemos o anterior como

/OO.../OO f(g@))du_L(g_L)...duL(gL)—/OO.../OO FEE N du_r (&) ... dur(Er) = 0.
0 0 0 0

Agora, vamos calcular a integral de (I). Consideremos somente um termo do soma-

torio, digamos o termo z:

/ / </ 5L,...,p<fx+£x+1>7<1—p)(&ﬁgm,...,&)—f<£<L>>>dp>
dp—r(&-r)-..dpr(&r).
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Separando as integrais, a expressao acima é igual a

/ //ffL,... €+ Ern)s (L= D) (Ex + Evar). o En)dpdp_r(€_1) .. dpp (Er)

/0 / / FED)dpdp_p(€-1) .. . dpus(E).

Calculando a integral no segundo termo acima, como f(¢(1)) é constante em relacdo a dp,
obtemos

/ / / JCE-rssp(&a +&et1), (1= p) (e +E&at1)s - &n)dpdp—r(§-1) - . - dpr(§r)
/0 /0 FE N du_r(é-r) ... dpr(r).

Aplicando o Teorema de Fubini, reescrevemos o acima como

1 (%) [e%¢]
S R L R R T RO I S T AL
/ /f Ndp_r(é-r)...dur(Er). (2.4)

Para resolver o primeiro termo acima, vamos fazer uma mudanca de variaveis, analisando
somente os elementos que se alteram em relacdo aos elementos correspondentes do se-

gundo termo. Desta forma, basta mostrarmos que

1 [e’) ')
/ / / £ (o +9), (1 - p)(& + 9)) Be~ P Be~Wdadydp =
0 0 0
/ / f(,y)Be P Be P dady. ©.5)
0 0

Dai, utilizamos o mesmo procedimento feito na integral de (II) e de (III).

Iremos partir do lado esquerdo da expressio (2.5).

/OOO /OOO f(:):—l—y)dxdy:/ooo SF(S)dsS

De fato, chamando

Afirmacao 2.1.6.

S=x+y
a=x—y
temos que x = 53¢ ey =
1 1 1
_ 2 2 | _
det J = det PO Rt
2 T2
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Aplicando o Teorema de Mudanca de Variaveis, obtemos

/Ooo/ooof(:c+y)d:1:dy /m/slf( S)dadS = / /_dads
= /f idS /Sf

S

0 que prova a afirmacédo acima.

Desta forma, pela Afirmacio 2.1.6, reescrevemos o lado esquerdo da expresséo (2.5) como

1 00
/ / Sf(pS, (1 —p)S) Be P Be " YdSdp. (2.6)
0o Jo
Chamando
x=pS
y=(1-p)S
temosque S=z+yep= Ter Calculando o determinante da matriz jacobiana, obtemos
1 1 1
det J = det < y - > = — .
Cae N G Tty

Aplicando o Teorema de Mudanca de Variaveis, reescrevemos a expressio (2.6) como

/OO /Oo(x +y)f(z,y) |det J| Be~7*Be™Vdxdy.
0 0

Substituindo os valores, a expressio acima é igual a

> > 1 —Bz3,—B — > > —Bx n, —p
/0 /0 (491 (29) gy B Be Py = /0 /0 F(z,y)Be Be P dzdy,

Voltando a equacéo (2.4), obtemos

1 00 00
/O /0 /0 f(ffLa-”ap(fz‘f‘fx-&-l)v(l_p)(&t+€m+l)v"'7€L)dM*L(€*L)"'d'uL(gL)dp
/Ooo . ../Ooo FEDYdu_r(e-r). .. dur(Er).

Como e P%dx = dp, (&) e Be ™ PYdy = dpyy1(£241), @ expressdo anterior é igual a

[ [T o sten) duaten) - [T [ € sl dun(en) =0,

Portanto, para 5, = $_, a medida p;, é invariante. O
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2.2 Resultados

Seja O a algebra das funcoes cilindricas limitadas e continuas em (R x R)Z.

Entao, provaremos nos capitulos seguintes:

Teorema 2.2.1. Seja 7,1 a translacdo de [ul] = parte inteira de ul, u € (—1,1);
entao,

Jim o () = vr (), VS € O, @7

onde a convergéncia (2.7) é uma convergéncia de numeros que, quando satisfeita

para toda f € O, implica na convergéncia fraca definida em (1.3.22),

T(u) =T (1;“>+T+ (“;“) 2.8)

e vr é a medida de Gibbs para os osciladores (independentes) a temperatura T, a

saber,

dvr = H (kiTe(_%)d§$> . (2.9)

Nosso objetivo é calcular o fluxo médio de energia entre os osciladores nos
sitios z,x + 1,—L <z < L — 1. Por definicdo, temos que

-/ / P& + &) dpdus
_ / <5$ 25”1)(%. (2.10)

Teorema 2.2.2. O fluxo de calor ();, é independente do oscilador x:

1 _ _
Qu=—77 (B =57 (2.11)
e
Q:—Eﬂ(u),—l <u<l, (2.12)
2 du
onde T'(u) é definido pela equacdo (2.8), K é a constante de Boltzmann e () =
Lhm LQr.

A segunda equacdo prova a Lei de Fourier com coeficiente de condutividade

de calor %.



Capitulo 3

Dualidade e Processo Associado de
Passeios Aleatorios Absorvidos

Neste capitulo, vamos introduzir uma familia de processos de Markov a
tempo continuo, que est4 relacionada com aquele processo gerado por G»), através

do Teorema 3.0.6, que sera apresentado a seguir.

Definicao 3.0.3. Dado L € N, sejam

5(£) = £(L + 1)

I, =[-L,L]Ud(—=)Udo(+).

Consideremos o processo de Markov em Nt (N = 0, 1,...), cujo gerador Ay, é dado por

(ALf)(ns—y,n—r, ..., N, Ns(+))

L— ni+ni41

Z T 1+1 Z (f(né(—)anfb---aniflaQani+nz’+1_Qa---ynL>n6(+))
11— q=0
—f(n(;(,% e ,n5(+)))
+ (o) +n-r,0,n_r41, - ns4)) = f(nsy ner, -, L, Mo (4))
+  f(nsy, - np-1,0,n80) +nr) — f(nsy, nor, .., L, Ns(4))- (3.1)

Denotemos por Q,") o processo de Markov gerado por A;, n, sendo a familia
de varidveis aleatdrias ns—y,...,ns4) no tempo t, com ny = n. Q.Y descreve o
movimento de |n| = ns—y + ... + ns4) particulas indistinguiveis que se movem em

I}, e ficam presas quando chegam em 6(+), absorvendo as condigées de fronteira em
47
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d(+£). No interior, o movimento é especificado pela seguinte regra:

Em cada par de sitios x,x +1,—L < x < L — 1, existe um relégio que toca
com lei exponencial de pardmetro 1. Os relogios tocam independentemente uns dos
outros. Quando o relégio em x,x + 1 toca, as particulas em x e x + 1 redistribuem-se
entre estes sitios. Em outras palavras, sejam n, e n, 1 o nimero de particulas em x
e r + 1, respectivamente. Entdo, escolhemos p uniformemente entre 0,1, ... n,+ny11
e coloquemos p particulasem x e n, +n, 1 —pem x+ 1. Além disso, existem reldgios
também em 0(L), que descrevem a absor¢do de particulas nestes sitios, a saber,
quando os reldgios em 6(+) e §(—) tocam, as particulas em L e —L vdo para i(+) e
d(—), respectivamente, onde permanecerdo indefinidamente.

A Figura 3.1 mostra essa evolucao das particulas. Observe que, depois que
o relégio do par z,z + 1 toca, as particulas nestes dois sitios sdo redistribuidas

uniformemente.

Antes

X

8(-) -L x+1 L 8(+)
Depois
®,
$ § 3 I
[ [ @
8(-) -L X x+1 L 8(+)

Figura 3.1: Evolucédo das particulas.

Observacao 3.0.4. Geralmente, nos referimos as fronteiras 6(+) e 6(—) como cemi-

térios, pois quando as particulas vao para ld, ndo voltam nunca mais.

E digno de nota que, durante esta evolucéo, o nimero total de particulas é
constante e que o nimero daquelas que estdo presas nas fronteiras deve aumen-

tar. Eventualmente, todas as particulas saem de [-L,—L + 1,..., L]. Portanto, as
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propriedades assintéticas deste movimento sdo completamente descritas pela dis-
tribuicdo de saida.

Na sequéncia, usaremos a seguinte notacao:

Definicao 3.0.5. Sejam

k= (k_p,....kr),  k=(0k_p,... kp,0),

n = (nd(—)u n_r,...,Nr, n5(+))7 n' = (n—LJ s 7nL>7

F(n, W) = F(n/, 8,0 g "0, (3.2)

Entao,
F(k,&") = F(k,¢W). (3.3)

A funcao F definida acima é escolhida de forma que possamos relacionar
o processo das particulas com o processo das energias. O préoximo teorema mostra
essa dualidade entre os dois processos.

Teorema 3.0.6. Para todot € R,
[P ant) = [P aq).

I e . L
onde Wéo) denota o processos de Markov para as varidveis aleatorias §§ ) geradas

por GV e comecando em 5&2) = SSL).

Demonstracdo. Esta é a classica relacdo que mostra a dualidade nos dois processos.
Fixemos &") € (RZ+1)* e k € N2+1, Sabemos que

[ Fneantt) = B(E¢)

[ P 6100 = E(Fn ).
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Lembrando da definicao de gerador, obtemos

(Lf)(x) = lim

= lim

t—0 t
= Tgrx)
i t))|t=0-

Assim, A, F(k, 1)) é derivada no tempo t = 0 da funcéo E(F(k, &) e GO F (k, £©))
é a derivada no tempo ¢ = 0 da funcédo E(F(n,, féL))). Logo, é suficiente mostrar que

GOF(k, W) = AL F(k, ™).

Esta heuristica é detalhada em [2].

Vamos calcular separadamente cada termo que aparece na definicdo de
GH). Primeiramente, vejamos o somatério, que descreve o que ocorre no inter-
valo [-L +1,...,L — 1]. Consideremos somente um termo do somatério, digamos o
termo x:

1 A~ —_ A
/0 (F(k7£*ln s 7p(§76 + £r+1>7 (1 - p)<§’r + £I+1)7 s 7€L) - F(k7£(L)>)dp

Aplicando a definicdo da funcéo F, a expressdo acima é igual a

1
/ (F(k, & py (€ Eir)y (1= D) (& + Earr)s -, E) — F(k, €W)) - (82 8°) dp.
0 =1

Aplicando a definicdo da funcéo F' e separando as integrais, obtemos

,L! k,L+1! kwl kz+1! kL'

1 k_r k_r+41 kg kzi1 kr,
_/ Sp b & G G0
N P R S R S R

Observe que, nas duas integrais acima, ha uma mudanca somente no termo

k_ k_r41
/1 < —LL —LL—:I . pkx (éx + £x+1>kw (1 - p)kIH (51 + £x+1)k1+1 . §§L> dp
k
0

ka
glmcz . £x++ll
kol kpr!

Este termo é alterado para

1 1
Bim i ([ 6 b - - el ).



51

Como (&, + &,41)"H*++1 é constante em relacéo & dp, obtemos

1 1
E=-— (gm + §r+1)km+kz+l / pkr<1 - ) *tidp — nggerll .
Falkop] i

Desenvolvendo este termo através do binémio de Newton, reescrevemos a expres-
sd0 acima como

kz+kac+1 1
kolkyiq! ( Z ( + >£ £x+—’1— +1 /0 pkz<1 — ) *Hdp — gkz£x++11

k=0
kz +k1+1

kcc T+1— z+1
§x+J1rk o (kz + kos1)! /lpkx(l — p)keridp — 51%5334:1
Z klkiprr! (ko + kusr — K)IE! J, koolhipir!

Afirmacao 3.0.7.
1 In!
m!n!
(1 — p)dp = .
/Op (1=p)dp (m+n)i(m+n+1)
Provemos a afirmacéo acima. Seja F'(m,n) fo p)*dp, com m,n > 0.

Observe que F(m,n) = F(n,m) e

1 1 pm+1
(m,0) /Op( p) dp | pdp (m+1>0

Além disso, considere

=—. (3.4)

F(mn) —_ fypm(L—p)dp
F(m+1,n—1) fopm-i—l 1_p)n ldp'

Vamos resolver pelo método de integracéo por partes. Sejam u = p™ e dv = (1 —

p)"dp. Logo, du = mp™tdpev = [(1—p)"dp = —(1_71’2:“. Entéo, como fol udv =

[uv]]h — fo vdu, temos que

1 m n+1 n+1
p" (1 —p) —p)
(1 —p)*dp = — —d
/Op ( p) P ( n+1 )‘ / —mp"” n+1 P

[

:0
1

= p" (1 —p)"dp.
0

Logo, obtemos

F(m,n) fo p)tdp n

F(m+1,n—1)_m7+1f0 _ )ndp:m+1- (3.5)
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Ainda mais,

ﬁ F(m+k,n—k)
- OF(m—i-k—i-l,n—k—l)
F(m,n) Fim+1n-1 Fm+n-1,1) F(m,n)

Fim+1,n—1) F(m+2n—2) F(m+n,0)  F(m+n,0)

Assim, pelas expressoes (3.4) e (3.5), segue que

n—1

1
F(m.n) =
(mn) m—l—n—i—lkl_[()

n—k 1 n!
m+k+1 m+n+1l (n+1)-n+2)---(n+m)

Sabemos que

|

(n+mﬂ:nWH4xn+mu4n+my¢0H4xn+m~4n+my:@%$i.

Portanto,
2 mln!
(m,n) = (m+n)l(m+n+1)
0 que prova a afirmacao.
Assim, pela Afirmacéo 3.0.7, obtemos
E ki S (O ) ko] &t

L hylhgn! (et Raer — B) (B b)) (ke + ot +1) Figlhy!

ke4kei1 Skgkz—l-szrl—k 5k$§km+1
X x

1 z+1 z+1
= — — . 3.6
Ko + ko + 1 kZ:O Kl (ky + kst — K)! Feplhysr] (3.6)

Agora, vamos calcular o termo correspondente na definicdo de A;. Consideremos
um termo do somatério, digamos i, e facamos i = x:

1 kz+kx+1
S FO,k_p,... ky1,q ke + kpsr,... kp,0,5
(R —— Z: (( L 1,4 +1 L 5 ) 3.7)
q=0 .

CF(0, kg, ... k0, 5@))).
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Aplicando diretamente a definicdo da funcdo F, obtemos

ke+kzi1 k_rg, k_r+41 kotkgi1— k
q x z4+1—4q L
1 § : ( —L —L+1 é.z £x+1 .. L)

kZ_L! k—L—i—l! q! (km + kx—l—l - q)' k‘L'
k_ k_ kz k
_ ( A & & &t )

Fw+ ke +1 kopa! gl

k_pl k_po! k! ked! kg
Analogamente, na diferenca acima, h4 uma mudanca somente em

kz
5’; ¥ 53} ++11

kp! kgl
Este termo é alterado para
kx+ket1 kz+ker1—q ko ket
1 g1k gk

z+1
= E,

ou seja, é exatamente igual & equacdo (3.6). Portanto, nos geradores G e A}
aplicados na funcédo F, os termos que descrevem o que ocorre no intervalo [—L +
1,...,L — 1] séo iguais.

Vamos agora calcular os termos dos sitios da fronteira. Inicialmente, con-
sideremos o sitio L. Assim, na definicdo de G), temos

| (Flhgre ) =Pl ™)) - g <.
0
Aplicando a definicdo de F, a expressdo acima é igual a

/ TP, Epy . € — Pk, €9)) - (8 6°) Bre P de
0 N——

=1

Empregando a definicdo da funcao F e separando as integrais, obtemos

> fﬁiL f;;kL —B4g * fﬁf 5’“ e
R de’ — sl B+€ ¢’
/0 bl grore A /0 iRt

k7LL ]zL—l oo ¢tk kr  poo
-L .. SL=1 ). SL_ g ,~B+€ ge! _ SL_ Be€ge | (3.8
(k_L! k’L_1!> . kL!BJre 3 kL!/Q Be § (3.8)

~~

=1

Afirmacao 3.0.8. Para uma lei exponencial, temos que

oo .k
T e dy = A7,
. K
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De fato, vamos mostrar por inducéo sobre k. Para k = 1, temos que

oo .k
x—)\e’)‘mdx.
o 1

Vamos resolver esta integral pelo método de integracéo por partes. Sejam u = x
e dv = e *dx. Logo, du = dz e v = [ e *dx = —e . Entéo, como [~ udv =

(wo)|g° — [ vdu, temos que

o0 xk: oo e—)\x
/ e Mdr = (—xe )| —/ —e Mdr = (— )

Suponha que seja valido para k. Vamos mostrar que vale para k + 1.

00 :L’k+1
/ e Mdx.
o (k+1)!

Analogamente, Vamos resolver esta integral pelo método de integracéo por partes.
Considere u = (k+1 e dv = \e dr. Assim, du = (k + 1)(,€Jrl dvev = [deMdx =

—**, Desta forma, como [;° udv = (uwv)| — [;* vdu, segue que

0okl s
Y f)\md —_ o -z
/0 (k+1)! ‘ v ( (k+1)!€ )

=1L
0

OO—/OO—(k—i—l) il e Mdy
0 0 (k+1)!

Portanto,

mostrando a afirmacédo acima.
Desta forma, pela Afirmacéo 3.0.8, a expressédo em (3.8) é igual a

k_r kr_1 kr
—L L—-1 —k L
g~ 3.9

Agora, vamos calcular o termo correspondente na definicdo de A;:

F(0,k_py... kp—1,0,kp, &5 = F(0,k_p, ..., kr,0,65).



Aplicando a definicdo da funcéo F, reescrevemos a expressio acima como

Fk_p,. k1,0, (B 8% — F(k_p, ... kp, €8) (B2 B°).

Empregando a definicdo da funcio F, obtemos
k_p, kr_1 0 k_r kr_1 k1,
LS S0 gk go| (S S S
kor! kpg! oo T kor! kpa! kg

k_r, kr—1 kr
- R S I -1

que é igual a equacio (3.9).

De forma analoga, calculamos os termos referentes ao sitio —L.

forma, na definicdo de G'*), temos
| (Flg ) = Fllg®)) - pe <.
0
Aplicando a definicdo de F, a expresséo anterior é igual a

/ (F(k, £/7 s 7§L) - F(ka g(L))) ' (Bg 59> 6—6_575/6%/‘
0 R_/—/

=1

Empregando a definicdo da funcio F e separando as integrais, obtemos

ot gk ¢ el / oghE e
e B ge — e B-E ¢!
/ et~ e g

k_p! kgl k_p! kgl
k_r+1 kr, 0 é’k/‘—L k_r 00
S=L+L 5L ), >=L —B-& qet _ >=L_ —B-¢ g¢’
(km! kL!) /0 L S M f/

Assim, pela Afirmacéo 3.0.8, reescrevemos o acima como

k_ri1 kr, k_r
—L+1 5L ) kL _ ffL

Agora, vamos calcular o termo correspondente na definicdo de A;:

F(k_p,0 k o1, kp, 0,6 —F(0,k_p, ... kg, 0,60).
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Desta

(3.10)
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Aplicando a definicdo da funcéo F, a expressdo acima é igual a

FO, koo ki, EONBL ) = Fkopy. . ki, €9) (89 82).

Empregando a definicdo da funcio F, obtemos
0 k_ri1 kr, k_r k_ri1 kr,
So Sren Sp g0 k| (S Sra S
0 k_py! K THUT kgl k_po! k!

k_r+1 kr, k_r
— S=L41 SL ). ﬁ*k*L _ =L
Kl kgl - )

que é igual a equacao (3.10).

T

Portanto,

GOF(k, ey = A F(k, D).

[
Corolario 3.0.9. Temos que
[T D e a AN (3.11)
ke +h_=|k|
onde 11, é a tinica medida invariante para o processo gerado por GI) e
qr(k; ke k) = QF ({k+particulas sairdo em 6(+)ek_em (5(—)}) : (3.12)
Demonstracdo. Pelo Teorema 3.0.6, paratodot € R,
/ Fi(h,67)dn), = / Fln, &)dQ". (3.13)

Fazendo t — oo, no lado esquerdo da equacéo (3.13), pela convergéncia fraca, temos

i [ P &)in) = [Pl g,
0

t—o00

onde 117, é a inica medida invariante para o processo gerado po G*). Assim, obte-
mos a distribuicao limitante £;, para o processo §t(L). Pela equacéo (3.3) da Definicao
3.0.5, temos

[ s = [ P60
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Ja no lado direito da equacao (3.13), pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

adquirimos
lim [ Fn,¢§”)dQl" = / F(n, &§")aQ"
t—o00
onde tlim ny = n quase certamente, com n = (k_,0,...,0,k;) com probabilidade
—00

qr(k; ko, k_), ou seja, QL ({k, particulas sairdo emd(+)ek_emd(—)}). Pela equacéo
(3.3) da Definicao 3.0.5, obtemos

[Fugaal = [ Feg)sts a0
= Z ﬁlmﬁ_hQL(k ki k).

ki +k_=|k|

Portanto,

RGN S A )

ke Ak =|k|



Capitulo 4

Estimativas de Absorcao via
Teorema de De Finetti

O estudo da medida estacionaria y; é reduzido para o de ¢;, através do
Corolario 3.0.9. Assim, precisaremos de estimativas de probabilidade para a dis-
tribuicdo de saida de particulas que se movem de acordo com o processo definido
na Definicdo 3.0.5. Sera conveniente considerar este processo como embutido em
outro, onde cada particula tem um rétulo. Este sera o processo x, que definiremos

a seguir.

Definicao 4.0.10 (Processo ). Neste processo, as particulas tem um rotulo e se
movem em I} da seguinte maneira:

Escolhamos o par de sitios x,z+1,—L <z < L — 1, como da Defini¢do 3.0.5,
com mesma probabilidade. As particulas localizadas em outros sitios, diferentes de
x,x+ 1, ndo se movem. Calculemos o niimero total de particulas em x,x +1; seja este
nimero igual a n, + n,1. Escolhamos o nimero inteiro p uniformemente entre 0 e
Nz + neq1 e independentemente uma permutacdo de n, + n,1 rotulos das particulas
em x e x + 1. Entdo, coloquemos as primeiras p particulas (isto é, aquelas particulas
com o0s rotulos correspondendo aos primeiros p elementos da permutacdo) em x e
as outras em x + 1. Como na Defini¢cdo 3.0.5, quando 6(+) e §(—) sdo escolhidos,
as particulas em —L e L sdo transferidas para 6(+) e (—), respectivamente, onde

permanecerdo indefinidamente.

Podemos observar que, a partir da Definicédo 4.0.10, este processo satisfaz
as propriedades do processo n da Definicdo 3.0.5, ou seja, se somente observarmos
o numero de particulas localizadas em cada sitio, recuperaremos o processo n da
Definicéo 3.0.5.

Denotemos por py(z1,...,xN;€1,...,6n),6i = £1,2 = 1,..., N, a probabili-
dade no processo x que a particula i ird para §(¢;), dada a posicédo inicial x4, ..., xy,

onde N = #particulas.
58
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Por exemplo, considere py(4,4,6;1,—1,1). Temos que esta é a probabilidade
de inicialmente a primeira e a segunda particulas estarem no sitio 4 e a terceira no
sitio 6, mas depois do processo, a primeira e a terceira irdo para j(+) e a segunda
para §(—).

Assim, temos que

QL(n;k%*akl*):ZpL('le"‘JxN;gly"'ugN>7 (41)

onde

1, sey==x

195(3/) = )

0, sey #zx
N
S>> 1.(x;) = ng, |n| = N ed_." é a soma sobre todas sequéncias ¢;,i = 1,..., N, tal que
i=1

N

o ndmero total de 1’'s é k., isto é, > ¢; = 2k, — N.
i=1
Vamos estabelecer agora uma permutabilidade assintética para as nossas

medidas estacionarias ;..

Proposicao 4.0.11. Seja ngf)xn 0 processo x com n particulas inicialmente em

r1,..., T Para m < n, seja {iy,...,i,} um subconjunto de {1,...,n}, y; = ;,,j =
~ L ., . . ,
1,...,m. Entdo, o processo p&l)xn para as varidveis aleatorias x; (t),...,x; (t) é
. (L) d oul dicdo inicial £
isomorfo ao processo py, ...y, de m particulas com condi¢do inicial vy, ... ,y,. Em

particular, para qualquer 1 < i <n,

Z pL(xla'-'>xi7"'7xn;51a"'7€i7"'7€n)
g;=*1

= PL(SUh s i1 T 1y -5 Ty €Ly - E 1 Eip Ly - - 7€n)-

Observacao 4.0.12. Em palavras, colocar mais particulas no sistema ndo afeta o
comportamento das particulas que jd estavam ld.

A demonstracdo abaixo da Proposicdo 4.0.11 ndo é a mesma demonstra-
cao do artigo. Fizemos esta outra demonstracéo pois a do artigo nao nos pareceu

convincente.

Demonstracdo. Escolhamos o par de sitios =,z + 1 envolvidos no deslocamento de
particulas em um dado tempo. Claramente, a distribuicéo uniforme na permutacéo
de N particulas induz a distribuicdo uniforme nas permutacées de M delas. Assim,
nés somente precisamos mostrar que o namero de particulas no sitio x, depois
do rearranjo, tem a lei correta. Isto é equivalente a dizer que, se escolhermos
unifomemente um subconjunto de M nimeros entre 1 e N e entdo escolhermos um

numero 0 < p < N, temos que o nimero de elementos do subconjunto que é menor
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que p deve ter lei uniforme em 0, ..., M. Em outras palavras, tomemos X;,..., Xy
varidveis aleatérias independentes com P(X; = 0) = P(X; = 1) = 1. Logo, queremos

mostrar que, para cada 0 < ¢ < M,

N

ke (L

1
> -t

Porém, considerando L como o nimero de particulas no sitio = depois do processo,

temos que

P Lr (S e

Assim, basta mostrarmos que

<ZX—q ZX M) M1+1 (4.2)

Exemplo 4.0.13. Considere Q2 = {a,b,c,d,e, f,g,h,i}. Analisemos o exemplo da Fi-

gura 4.1. Sejam N o niimero total de particulas, M o nimero de particulas azuis, L
a quantidade de particulas no sitio x depois do processo e q a quantidade de parti-
culas azuis no sitio x depois do processo. Assim, X1, ..., Xy sdo varidveis aleatorias
independentes com P(X; =0) =P(X,; =1) = 3

Desta forma, no exemplo, temos que N =9, M =3, L =5e q = 2. O processo
funciona da seguinte maneira: fixamos os rotulos, que neste caso sdo as letras, e
sorteamos as varidveis X; para as cores das bolas.

Assim, obtemos
X1 = 1 representa que a bola com a letra a passa a ser azul;
X1 = 0 representa que a bola com a letra a passa a ser vermelha;
Xy = 1 representa que a bola com a letra b passa a ser azul;
Xo = 0 representa que a bola com a letra b passa a ser vermelha;
e assim por diante.
Entdo, no exemplo, obtemos X; = 0,X, =0, X3 =0, X, =1, X5 = 1,X5 =0, X7 =
1,Xg=0e Xg=0.

Mostremos agora a igualdade (4.2). Seja 2 = {escolha de ¢ bolas azuis}. A

1= ()

cardinalidade de Q2 é
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Antes Depois
a
C
d
e
X x+1 X x+1

Figura 4.1: Antes e depois das particulas vermelhas e azuis.

Vejamos que a igualdade (4.2) vale para ¢ = 0.

N
1 .
IP’(haver 0 bolas azuis antes de L) = — E IP’(haver zero bolas azuis antes de p)
N+1

1 () <NM; (%) )
_N+1<(ﬁ)+ ]\]\2) (1\]\2) +...+ 5 +0+...+O>,

( (1)

onde os zeros representam que sempre havera bolas azuis no sitio z. Dai, a expres-

0
_|_
sdo anterior é igual a
1 1 ZN: ( k >
N + 1 (M) k=N-—-M M

Utilizando o Teorema das Colunas do Tridngulo de Pascal, que diz que a soma
dos elementos de uma coluna do triangulo (comecando no primeiro elemento da
coluna) é igual ao elemento que esta avancado uma linha e uma coluna sobre a
dltima parcela da soma, obtemos

1 ;L.(N+1>
N + (ﬁ) M+1

.

1 MYN-M) (N +1)!

CN+1 N! (M + 1)/(N — M)!
1 MY{(N+1)N! 1

T N+1L N(M+1D)M M+1
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Agora, vamos mostrar para um ¢ qualquer.

N
]P’(haver q bolas azuis antes de L) = Z ]P’(haver q bolas azuis antes de p)

p=0

) —'ﬁv;() (r-3)

Afirmacao 4.0.14.

N

SO (M) = (YY) (4.3)
=\ M —q M+1

Provaremos a identidade acima por um argumento combinatério.

No lado direito da identidade, temos uma combinacédo, onde escolhemos
M + 1 objetos de N + 1.

Ja para o lado esquerdo, seja A,= {listas nas quais o objeto p + 1 esté pre-

N
sente e ha nessa lista ¢ objetos antes dele e M/ —¢ depois dele}. Observe que |J A4, =

000 0O OO

—— N-p —

{listas}.

N+1
M+1

> (0)-(h ) -()

p=0

Assim, na lista do escolhidos em ( ), o objeto p + 1 sera o de posigao

relativa ¢ + 1. Logo,

o que mostra a afirmacao.

Desta forma, utilizando a Afirmacéo 4.0.14, obtemos

. 1 1 /N+1
P(haver q bolas azuis antes de L) = Ni1 m ( M4 1)
B 1 M!(N — M)! (N +1)!
- N+1 NI (M + DN = M)
1 M{(N+DN' 1

N+1 N(M+1)M!~ M+1
N

Proposicao 4.0.15. Dados qualquer niimero inteiro positivo N, qualquer x1, ..., xzy,
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€1,...,EN, qualquer u € (—1,1) e qualquer permutagdo o(1),...,0(N),
Llim (pL(xl—i-[uL],...,xN—i-[uL],al,...,aN)
—00
- m@a+ma,“@N+mu¢dWHW%mﬂ):Q (4.4)

onde [uL] é a parte inteira de uL.

Observacao 4.0.16. A parte inteira de ulL, [ulL], é o sitio mais proximo (a esquerda)

de u.

A demonstracao desta proposicdo no artigo o qual este trabalho é baseado
remete para um outro artigo que também toma como referéncia um outro artigo,
encontrando-se em um contexto diferente do que é analisado aqui. Devido a isso,
faremos um esboco da demonstracdo. Enfatizamos que apresentaremos apenas

uma heuristica da demonstracao.

Demonstragdo. Sejam X, e Y; passeios aleatérios independentes com X, = g+ [ul)]
e Yy = yo + [uLl]. Considere 7, = inf{t : X; = Yo}, 7o = inf{t : V; = Xy}, 7% = inf{¢ :
Xi=LouX;,=—-L}er  =inf{t:Y,=LouY,=—L}.

Afirmacao 4.0.17. Llim P(¢ < min{7%,7Y}) =1, onde ¢ := min{t : | X; - Y;| < 1}.
— 00

Demonstracao.

P(( <min{r*,7"}) > P(n <7t n<7t’})

= P(n<7%) P(ry <7Y).

Dai, obtemos

Yo — Zo

P N=1-P N=1-—F "
(n<77) (n>77) Yo+ [uL] + L

Logo, Jim P(r; < %) = 1. Analogamente, Jim P(r, < %) = 1. Portanto,
—00 —00

lim P(¢ < min{r* 7"}) = 1.

L—oo
[

Seja ) o espaco das realizacoes dos processos de Poisson. Pela Afirmacéo
4.0.17, quando duas particulas dadas estdo em sitios vizinhos, elas tem uma pro-
babilidade positiva de trocar seus nomes. Assim, sejam as particulas com rétulos
a e d fixadas, como na Figura 4.2. Seja G = {w € 2; existe um primeiro tempo no
qual a e d sao vizinhas e o reldégio do elo ligando a e d toca}. Considere a funcéo
S Q — Q, que troca os réotulos a e d apés o relégio tocar. No complementar de
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g, G¢, S age como a identidade. A transformacéo S ndo muda a probabilidade. O
ponto essencial é que, em G, a transformacéo S é de forma que as trajetorias para
todas as particulas diferentes de i e j sdo a mesma para w ou S(w) e sdo trocadas
para i e j depois deste momento fatal. Em particular, temos que

pr(T1, .o Ty T, N, w € G) =pr(T1, . T Ty TN, W € ).

8 o : @ t=0
O x

© | O¢x
© 10

Figura 4.2: Descrig¢ao das particulas com rétulos a e d.

Temos que Llim pr(G) = 1. Isso ocorre devido a dois fatos:
—00

(1) cada vez que as particulas sdo vizinhas, existe uma probabilidade % que haja
um relégio entre suas posicoes antes que as duas particulas se separem;

(2) quando separadas, as duas particulas se movem de acordo com um passeio ale-
atorio simples independente, movendo-se ao menos uma determinada quan-

tidade de vezes antes que uma delas seja absorvida na fronteira.

Assim, prova-se para qualquer transposicao de indices, logo, para qualquer
permutacio, ja que toda permutacéo pode ser escrita como um produto de transpo-

sicoes. ]
Proposicao 4.0.18. Dados qualquer niimero inteiro positivo N, qualquer x4, ..., zy,
£1,...,EN, qualquer u € (—1,1),

N
[}gIolo (pL(ZL‘l + [UL], e, TN+ [UL],ZEl, PN ,EN) — HpL(.I'Z + [UL],{-:J) =0. (45)

=1
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Demonstracdo. Para o caso N = 2, um argumento analogo ao empregado na re-
feréncia [3] prova o Teorema 3.2. N&o entraremos em detalhes, assumindo sua
validade. Nosso objetivo sera portanto provar o resultado a partir do caso N = 2.

Fixado u, vamos construir uma medida v; em {—1,+1}? da seguinte ma-
neira. Primeiro, denote um elemento qualquer de {—1,+1}Z por 7. Portanto, dado
z; € Z, temos que 7(z;) vale £1.

Sejam zq,...,r, elementos distintos de Z. Definamos a marginal de v,
neste conjunto de pontos por

VL({T} S (_17+1)ZXN ) 77(%) = €i,i = ]-7 B 7n})
= pr(xy + [ul],...,x, + [ul],e1,...,6n).

Pela Proposicdo 4.0.11, as marginais sdo consistentes, o que quer dizer que estas
definem uma dnica medida v, em {—1,+1}2 pelo Teorema de Extensdo de Kolmo-
gorov.

A Proposicao 4.0.15 nos diz que qualquer limite fraco de v, é permutavel, ou
seja, a medida permanece a mesma se realizamos qualquer permutacéao de finitas
entradas.

Denote por v um limite (via alguma subsequéncia) de v;,. Note que o con-
junto {—1,+1}* é um espaco compacto, e o0 Teorema de Prohorov garante a exis-
téncia de tal limite por alguma subsequéncia (ja que, por Prohorov, {v;}; é um
conjunto relativamente compacto de medidas).

O Teorema de De Finetti, por sua vez, nos diz que qualquer medida permu-
tavel em {—1,+1}Z é combinagéo convexa de medidas produto, ou seja, combinacéo
convexa de medidas produto Bernoulli. Logo, a medida v é combinacéo convexa de
medidas produto Bernoulli. Seja o a lei da mistura.

Nosso objetivo é mostrar que a medida v esta unicamente determinada.
Como {v;}; é um conjunto relativamente compacto de medidas, isto implica a con-
vergéncia da sequéncia inteira v, para v, o que implicara em dltima instancia a
convergéncia de p;.

Para N = 2, sabemos que a marginal em (z,y) € Z? da medida limite v é
uma medida produto Bernoulli de parametro constante c. Lembrando que « é a lei
da mistura, nao € dificil ver que

/Olpga(dp) = (/Olpoz(dp))%

Como f(p) = p* é uma fungdo estritamente convexa, a unica possibilidade é que o
seja uma Delta de Dirac, o que implica que v é medida produto, que por sua vez

implica a convergéncia de v, que por sua vez implica a convergéncia de p; para



uma medida produto, que implica o enunciado.
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Capitulo 5

Demonstracao da Lei de Fourier

No Capitulo 2, nés introduzimos as variaveis ¢, p, € & = ¢ + p2, © € Z,
que denotavam, respectivamente, a posicdo, a velocidade e a energia do oscilador
no sitio . Dai, definimos uma evolucgao estocastica para o sistema de osciladores.
Neste capitulo, demonstraremos o Teorema 2.2.1 e o Teorema 2.2.2, que mostram
a validade da Lei de Fourier.

Primeiramente, demonstremos o Teorema 2.2.1.

Demonstracdo. E suficiente estudarmos a convergéncia das funcdes F(k,§), pois
elas sdo classe determinante de convergéncia. Assim, usando o Corolario 3.0.9,
precisamos calcular o limte de ¢ (k; k4, k_):
; (L) = i —k+ gk :
lim F(k, ") dpg lim Y BB gk ke ko)

L—oo
ky+k_=|k|

ey ok [ K] 1+u\"™ /1—u\"
- @) )
ke k=]

onde na segunda igualdade acima usamos a Proposicéo 4.0.18. Alterando os indices

do somatério, utilizando a definicdo de Binémio de Newton e lembrando que 57! =
KT, onde K é a constante de Boltzmann, obtemos

|| ket |k|—ky
_ |k:|) (1+u) (1—u>
g:o (k:+ 28, 283_
B <1+u+ 1—u)|k|
o\ 25, 283_

- (s (5)+n (57))

~ (KT)".
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Por outro lado, sendo k = (ky,...,k,) e £ = (&,...,&,), obtemos

v (F(h.€) = / F(k, &)dvr
&g

Pela igualdade (2.9), temos que o parametro é KT( . Assim, reescrevemos a expres-

sdo anterior como

gh
k! KT (u)

k
&'

én
S “RF de,.
kol KT (u) c .

__&
e KT(uw) dfl ce

Usando a Afirmacéao 3.0.8, obtemos

b (K;w)_kl i (K;<u>)_k2 3 <KT1(u))_kn
()™ - (KT ()" -+ (KT(u))"

KT(u))
KT(U))k1+k2+...+kn
KT ()",

(
=
(

Mostraremos agora o Teorema 2.2.1.

Demonstracdo. Primeiramente, vejamos que o fluxo de calor (), independe do osci-

QL:/<§’E _2§$+1)d,uL-

Pelo Corolario 3.0.9, temos

lador x. Sabemos que

PO = 3 57 qulhik k),

ky+k_—

onde /7, é a inica medida estaciondria para o processo gerado por G e
qr(k; ke k_) = QF ({k:+ particulas sairao em j(+) e k_em 6(—)}) .
Logo,

1
QL _ /(gz 2£m+1)dluL:%( L_/€x+1d )

_ &&ﬂﬁqu—%@+um»+mwy%mLm—%@+hLm%D
2 -
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Como sabemos que

L
P(x chega em L antes de —L) = %,
L—=x
P(x chega em — L antes de L) = 57
e
L 1
P(x + 1 chega em L antes de —L) = %,
L—z-1
P(x 4+ 1 chega em —L antes de L) = %7

concluimos que a expresséo (5.1) é igual a

1 51 L—z L-z-1 4 g L+x L+x+1
2\~ 2L 2L * 2L 2L

= — (B =87 = ~L (851 =821

Vamos agora mostrar que

K dT(u)

5 " du —l<u<, (5.2)

Q=

onde T'(u) é definido pela equacdo (2.8), K é a constante de Boltzmann e @ =

Llim L(Qr. Por um lado, usando o que acabamos de mostrar, temos
—00

Q = Lh_{ﬂ L@y
. 1 _1
= LIEI;O_LE(5+1_B—)
= Jim —5(57 - )
1
= —Z(/Bll—ﬁ:l)-

Por outro lado, usando que 5! = KT, obtemos

KdT(w) K (Ty,-T\ 1
2 du 2 N

2 2



Conclusao

Inicialmente, vimos as preliminares fundamentais para o entendimento
desta dissertacao, que fora baseado no artigo [1].

Neste trabalho, descrevemos uma cadeia de osciladores harmonicos unidi-
mensionais desacoplados que interage através de um processo estocastico, redistri-
buindo a energia entre sitios vizinhos de maneira uniforme. Posteriormente, nos
concentramos em um processo de particulas e verificamos a relacido de dualidade
entre este processo e o das energias definido no Capitulo 2, através da igualdade
dos geradores para uma determinada funcéo F(k, £@)).

Além disso, definimos o processo x, onde colocamos rétulos nas particulas
e fizemos as estimativas de absorcédo através do Teorema de De Finetti. Por fim,
demonstramos os resultados enunciados no Capitulo 2, mostrando assim a validade

da Lei de Fourier.
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