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Resumo

O intuito desta dissertação é estudar o modelo KMP. Este é um clássico
modelo de interação constituído por uma cadeia de osciladores harmônicos unidi-
mensionais desacoplados que trocam energia por meio de um processo estocástico.
Cada elo tem um relógio de Poisson. Sempre que o relógio toca, dois osciladores
vizinhos redistribuem energia de maneira uniforme. Além disso, o sistema está
em contato com reservatórios nas extremidades, a diferentes temperaturas. Neste
trabalho, apresentamos o estudo deste modelo e mostramos a validade da Lei de
Fourier.

Palavras-chave: modelo KMP; osciladores harmônicos; Lei de Fourier.



Abstract

The purpose of this dissertation is to study the KMP model. This is a classi-
cal interacting model consisting of a chain of one-dimensional uncoupled harmonic
oscillators which interchange energy through a stochastic process. Each bond has a
Poisson’s clock. Each time the bond rings, the two neighbors oscillators redistribute
energy in a uniform way. Furthermore, the system is in contact with reservoirs at
the boundaries, at different temperatures. We present the study of this model and
show the validity of Fourier’s Law.

Keywords: KMP model; harmonic oscillators; Fourier’s Law.
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Introdução

Um oscilador harmônico, em Física, é qualquer sistema que apresenta mo-
vimento harmônico de oscilação. É dito oscilador pelo fato de alguma entidade fí-
sica oscilar, isto é, mover-se de algum modo, num movimento de vai-vem, em torno
de uma posição central. O oscilador pode ser:

(i) Oscilador harmônico simples (que não é forçado nem amortecido);

(ii) Oscilador harmônico complexo (que é forçado e/ou amortecido).

Apesar de os osciladores harmônicos simples sejam uma idealização físico-
matemática, seu estudo justifica-se pelo fato prático imensamente importante de
ser possível, e até conveniente, em muitos casos de análises reais de osciladores
harmônicos complexos, a redução ao tratamento como se fossem daquele tipo ideal.
Isso representa enormes ganhos em vários aspectos.

Exemplos de osciladores harmônicos são pêndulos, massas ligadas a molas,
vibrações acústicas, além de vários outros.

O fluxo de calor é a quantidade de energia que flui através de uma unidade
de área por unidade de tempo. A Lei de Fourier é a lei que rege a condução tér-
mica, estabelecendo que o fluxo de calor através de um material é proporcional ao
gradiente de temperatura. Assim, dado um fluxo de calor Q, obtemos

Q = −k∆T,

onde k é a condutividade térmica do material.
Este trabalho tratará do modelo KMP, um clássico modelo de interação for-

mado por uma cadeia de osciladores harmônicos unidimensionais mecanicamente
desacoplados que trocam energia por meio de um processo estocástico. Ele é base-
ado no artigo [1] e a sigla KMP provém do nome dos seus autores.

No Capítulo 1, introduziremos os conceitos básicos de probabilidade e re-
sultados que são fundamentais para o entendimento deste trabalho.

No Capítulo 2, apresentaremos o modelo KMP, constituído por uma cadeia
de osciladores harmônicos que interage através de um processo estocástico, redis-
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tribuindo a energia entre sítios vizinhos de maneira uniforme. Neste mesmo capí-
tulo, enunciaremos os resultados que serão demonstrados nesta dissertação.

No Capítulo 3, descrevemos um processo associado de passeios aleatórios
de partículas e mostraremos a relação de dualidade entre este processo e o processo
das energias definido no Capítulo 2.

No Capítulo 4, definiremos o processo x, onde colocamos rótulos nas partí-
culas. Além disso, faremos as estimativas de absorção através do Teorema de De
Finetti, a fim de demonstrarmos que o modelo KMP obedece a Lei de Fourier.

No Capítulo 5, faremos a demonstração dos resultados enunciados no Ca-
pítulo 2, mostrando assim a validade da Lei de Fourier.



Capítulo 1

Ferramentas Básicas

Neste capítulo, iniciaremos uma apresentação dos conceitos fundamentais
para o desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Preliminares

Considere um experimento, isto é, qualquer processo de observação.

Definição 1.1.1. Um experimento é dito aleatório quando o seu resultado não pode
ser previsto, ou seja, se repetirmos o experimento sob as mesmas condições, os resul-
tados poderão ser diferentes.

Definição 1.1.2. Um espaço amostral é o conjunto de todos os resultados possíveis
de um experimento aleatório. Denotaremos esse conjunto por Ω.

Definição 1.1.3. Um evento é um subconjunto do espaço amostral Ω.

Observação 1.1.4. P(Ω) := {A ⊂ Ω} é chamado conjunto das partes de Ω.

Definição 1.1.5. Seja Ω 6= ∅. Uma σ-álgebra, que denotaremos por F , é uma
coleção de subconjuntos de Ω que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) ∅ ∈ F ;

(ii) Se A ∈ F , então AC ∈ F ;

(iii) Se {Ai}i∈N ⊂ F , então
⋃
i∈N

Ai ∈ F .

Observação 1.1.6. Um conjunto A ∈ F é dito F-mensurável.

Observação 1.1.7. Para uma classe de conjuntos arbitrários C ⊂ P(Ω), denota-
remos por σ(C) a menor σ-álgebra contendo C, definida como a interseção entre
todas as σ-álgebras contendo C, também chamada de σ-álgebra gerada por C. A σ-
álgebra gerada pelos subconjuntos abertos de Rd é chamada de σ-álgebra de Borel.
Denotaremos esta σ-álgebra por B(Rd).
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Definição 1.1.8. Seja F uma σ-álgebra de subconjuntos de Ω. Uma função µ : F →
R é uma medida sobre F se satisfaz os seguintes axiomas:

(i) µ(A) ≥ µ(∅) = 0, para todo A ∈ F ;

(ii) Se {Ai}i∈N ⊂ F , com Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j, então µ
(⋃
i∈N

Ai

)
=
∑
i∈N

µ (Ai).

Se µ(Ω) = 1, dizemos que µ é uma medida de probabilidade. Geralmente, denotamos
uma medida de probabilidade por P.

Definição 1.1.9. Um espaço de probabilidade é uma tripla (Ω,F ,P), onde Ω é um
espaço amostral, F é uma σ-álgebra de eventos de Ω e P uma medida de probabili-
dade sobre F .

Observação 1.1.10. Sem P, (Ω,F) é chamado espaço mensurável, ou seja, é um
espaço onde podemos colocar uma medida. Um espaço com uma medida µ qualquer
é chamado de espaço de medida.

Definição 1.1.11. Uma medida µ é dita σ-finita se existe uma sequência de conjun-
tos An ∈ F tal que µ(An) <∞ e

⋃
n

An = Ω.

Definição 1.1.12. Sejam (Ω,F) em (M,G) espaços mensuráveis. Uma função X :

Ω→M é dita mensurável se

X−1(B) = {ω : X(ω) ∈ B} ∈ F , para todo B ∈ G.

Definição 1.1.13. Sejam (Ω,F) em (M,G) espaços mensuráveis. Se M = R, então
uma função mensurávelX : Ω→ R é chamada variável aleatória. SeM é um espaço
topológico, então X é chamada elemento aleatório. Se M = Rd, então X é chamada
vetor aleatório ou variável aleatória d-dimensional.

Exemplo 1.1.14. A função indicadora de um conjunto A ∈ F é uma variável alea-
tória dada por

1A(ω) =

{
1, se ω ∈ A
0, caso contrário

.

Definição 1.1.15. A variável aleatória X é dita discreta se toma um número finito
ou enumerável de valores com probabilidade 1 e é dita contínua caso contrário.

Observação 1.1.16. (i) Uma propriedade que é verdade, exceto para um evento de
probabilidade zero, diremos ser satisfeita quase certamente (q.c.);

(ii) Denotaremos P(X−1(B)) por P(X ∈ B).

Nesta seção, vamos trabalhar em um espaço de probabilidade fixo (Ω,F ,P).
Vejamos algumas propriedades da medida de probabilidade.
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Proposição 1.1.17. Seja P uma medida de probabilidade sobre uma σ-álgebra F .

(i) Se Ac for o evento complementar de A ∈ F , então P(A) = 1− P(Ac);

(ii) Se E,F ∈ F , E ⊂ F , então P(E) ≤ P(F ). Além disso, P(F\E) = P(F )− P(E);

(iii) Se (En) é uma sequência crescente em F , então

lim
n→∞

P(En) = P

(
∞⋃
n=1

En

)
; (1.1)

(iv) Se (Fn) é uma sequência decrescente em F , então

lim
n→∞

P(Fn) = P

(
∞⋂
n=1

Fn

)
. (1.2)

Demonstração. (i) Sendo Ω o espaço amostral, temos que

Ω = A ∪ Ac

onde esta união é disjunta, uma vez que A ∩ Ac = ∅. Utilizando o axioma (ii) da
Definição 1.1.8, segue que

P(Ω) = P(A) + P(Ac)

P(Ac) = P(Ω)− P(A)

= 1− P(A).

(ii) Como F = E ∪ (F\E) e E ∩ (F\E) = ∅, temos

P(F ) = P(E) + P(F\E).

Já que P(F\E) ≥ 0, concluímos que P(F ) ≥ P(E). Além disso, acrescentando −P(E)

a ambos os lados da equação, obtemos

P(F\E) = P(F )− P(E).

(iii) Sejam A1 = E1 e An = En − En−1, para n > 1. Logo, (An) é uma sequência
disjunta de conjuntos em F tais que

En =
∞⋃
j=1

Aj e
∞⋃
n=1

En =
∞⋃
n=1

An.
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Pelo axioma (ii) da Definição 1.1.8, temos que

P

(
∞⋃
n=1

En

)
= P

(
∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

P(An) = lim
n→∞

m∑
n=1

P(An)

Por (i), temos que P(An) = P(En)−P(En−1), para n > 1. Então, a série finita do lado

direito da equação acima é telescópica e
m∑
n=1

P(An) = P(Em). Portanto,

lim
n→∞

P(En) = P

(
∞⋃
n=1

En

)
.

(iv) Sejam En = F1 − Fn, com (En) sequência crescente de conjuntos em F . Apli-
cando (ii) e (iii), temos que

P

(
∞⋃
n=1

En

)
= lim

n→∞
P(En) = lim

n→∞
(P(F1)− P(Fn)) = P(F1)− lim

n→∞
P(Fn).

Como
∞⋃
n=1

En = F1 −
∞⋂
n=1

Fn, segue que

P

(
∞⋃
n=1

En

)
= P(F1)− P

(
∞⋂
n=1

Fn

)
.

Combinando estas duas equações, obtemos a igualdade (1.2).

Definição 1.1.18. Definimos a integral de uma variável aleatória simples S(ω) =
n∑
i=1

ai1Ai, com respeito a P, por

∫
Ω

SdP :=
n∑
i=1

aiP(Ai).

Se X é uma variável aleatória positiva, definimos a integral de X com respeito a P
por ∫

Ω

XdP := sup
S≤X

∫
Ω

SdP.

Dizemos que uma variável aleatória X é integrável em relação a P se∫
Ω

|X|dP <∞.

Sejam X+ = max(0, X) e X− = max(0,−X). Definimos a integral de X com respeito
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a P como ∫
Ω

XdP :=

∫
Ω

X+dP−
∫

Ω

X−dP,

onde
∫

Ω
X+dP e

∫
Ω
X−dP são finitas.

Observação 1.1.19. (i) Quando a integral estiver definida sobre todo o espaço Ω,
omitiremos a indicação deste na integral, a menos que não esteja claro qual é
o espaço;

(ii) A integral de uma variável aleatória X sobre o conjunto A é dada por∫
A

XdP =

∫
X1AdP.

Definição 1.1.20. (i) Seja X uma variável aleatória d-dimensional. A função de
distribuição de X é a função FX : Rd → [0, 1] definida por FX(x) := P(X ≤ x),
onde x = (x1, . . . , xd).

(ii) Se X1, . . . , Xn : Ω → Rd são variáveis aleatórias d-dimensionais, definimos a
distribuição conjunta de X1, . . . , Xn por FX1,...,Xn :

(
Rd
)n → [0, 1] dada por

FX1,...,Xn(x1, . . . , xn) := P(X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn), com xi ∈ Rd, i = 1, . . . , n.

Definição 1.1.21. Se X é uma variável aleatória discreta, a função p : R → [0, 1]

definida por p(xi) = P(X = xi), i = 1, . . . , d, com p(xi) ≥ 0 e
∞∑
i=1

p(xi) = 1 é chamada

função de probabilidade de X. Para uma variável aleatória d-dimensional discreta
X, sua função de probabilidade conjunta é p : Rd → [0, 1] definida por p(x1, . . . , xd) =

P(X1 = x1, . . . , Xd = xd).

Definição 1.1.22. Dizemos que X é uma variável aleatória absolutamente contínua
se existe uma função f : R → [0,+∞), denominada função densidade de probabili-
dade, tal que

FX(x) =

∫ x

−∞
f(t)dt,

para todo x ∈ R. Para uma variável aleatória d-dimensional absolutamente contí-
nua X, sua função de densidade será f : Rd → [0,∞] tal que

FX(x) =

∫ x1

−∞

∫ x2

−∞
. . .

∫ xd

−∞
f(t1, . . . , td)dt1 . . . dtd.

Definição 1.1.23. A esperança de X com respeito a P é definida por

E(X) :=

∫
XdP
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A esperança representa o valor médio esperado de uma experiência se ela
for repetida muitas vezes.

Vejamos algumas propriedades da esperança de variáveis aleatórias inte-
gráveis.

Proposição 1.1.24. Sejam X e Y variáveis aleatórias integráveis e α ∈ R.

(i) Se X ≤ Y , então E(X) ≤ E(Y );

(ii) E(X + Y ) = E(X) + E(Y );

(iii) E(αX) = αE(X);

(iv) |E(X)| ≤ E(|X|).

Demonstração. Ver referência [8].

Definição 1.1.25. A variância de X é definida por

Var(X) = E
(
(X − E(X))2) .

A variância é uma medida de dispersão estatística, em geral indicando o
quão longe os valores se encontram da esperança.

Vejamos algumas distribuições que iremos utilizar no texto.

(i) Uma variável aleatória contínua X tem distribuição uniforme no intervalo [a, b]

se sua função densidade de probabilidade for dada por

f(x) =

{
1
b−a , se a ≤ x ≤ b;

0, caso contrário
.

Neste caso, a esperança é a+b
2

e a variância é (b−a)2

12
. Denotamos X ∼ U [a, b];

(ii) A variável aleatória contínua X tem distribuição exponencial com parâmetro
λ, λ > 0, se tiver função densidade de probabilidade dada por

f(x) =

{
λe−λx, se x ≥ 0

0, se x < 0
,

Neste caso, a esperança é 1
λ

e a variância é 1
λ2

. Denotamos X ∼ Exp(λ);

(iii) Uma variável aleatória discreta X segue a distribuição Poisson com parâme-
tro λ, λ > 0, se sua função de probabilidade for dada por

P(X = k) =
e−λλk

k!
.
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Neste caso, a esperança e a variância são iguais a λ. Denotamos X ∼ Po(λ)

ou X ∼ Poisson(λ).

Definição 1.1.26. Denotaremos por Lp o espaço das variáveis aleatórias X tal que
E|X|p < +∞, 1 < p <∞. Neste caso, dizemos que X tem momento de ordem p-finito.
Sua norma é dada por

||X||p = (E(|X|p))
1
p .

Vejamos os principais teoremas de convergência a respeito da integral de
Lebesgue.

Teorema 1.1.27 (Teorema da Convergência Monótona). Se Xn ↗ X, com X1 ≥ 0,
então

lim
n→∞

E(Xn) = E(X).

Demonstração. Como Xn ≤ Xn+1 ≤ X, pela Proposição 1.1.17, item (ii), temos que
E(Xn) ≤ E(Xn+1) ≤ E(X), para todo n. Então,

lim
n→∞

E(Xn) ≤ E(X).

Agora, basta mostrarmos que lim
n→∞

E(Xn) ≥ E(X).
Sejam 0 < α < 1 e S uma função simples, 0 < S < X. Defina

An = {x ∈ Ω : αS ≤ Xn},

onde An ∈ F , An ⊂ An+1 e Ω =
∞⋃
n=1

An. Assim, pela Proposição 1.1.24, item (i),

E(αS1An) ≤ E(Xn1An) ≤ E(Xn). (1.3)

Já que a sequência (An) é monótona crescente e tem união Ω, segue da Proposição
1.1.17, item (iii), que

E(S) = lim
n→∞

E(S1An).

Tomando o limite na desigualdade (1.3), obtemos

αE(S) ≤ lim
n→∞

E(Xn).

Como S é uma função simples qualquer positiva satisfazendo 0 ≤ S ≤ X, concluí-
mos que

E(X) = sup
S

E(S) ≤ lim
n→∞

E(Xn).
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Para sequências que não são monótonas, temos o Lema de Fatou.

Lema 1.1.28 (Lema de Fatou). Se Xn ≥ 0, então

E(lim inf
n→∞

Xn) ≤ lim inf
n→∞

E(Xn).

Demonstração. Defina Ym := inf
n≥m

Xn. Observe que Ym ≤ Ym+1, com

lim
m→∞

Ym(x) = lim inf
n→∞

Xn(x) = X(x).

Assim, Ym forma uma seqüência não-decrescente de variáveis aleatórias não-negativas
e, portanto, pelo Teorema da Convergência Monótona, temos que

lim
m→∞

E(Ym) = E(X).

Da definição de Ym, temos ainda que Ym ≤ Xn, para todo m ≤ n. Logo, pela Propo-
sição 1.1.17, item (ii), E(Ym) ≤ E(Xn), para todo m ≤ n. Tomando o ínfimo em n,
vale que

E(Ym) ≤ inf
n≥m

E(Xn),

para todo m. Passando o limite em m, segue que

lim
m→∞

E(Ym) ≤ lim inf
n→∞

E(Xn).

Como lim
m→∞

E(Ym) = E(X) = E(lim inf
n→∞

Xn), temos que

E(lim inf
n→∞

Xn) ≤ lim inf
n→∞

E(Xn).

Teorema 1.1.29 (Teorema da Convergência Dominada). Se lim
n→∞

Xn = X q.c., |Xn| ≤
Y , para todo n, e E(Y ) <∞, então

lim
n→∞

E(Xn) = E(X).

Demonstração. Redefinindo as variáveis aleatórias Xn, X em um conjunto de me-
dida de probabilidade nula, podemos assumir que lim

n→∞
Xn(x) = X(x), para todo

x ∈ Ω. Como Y +Xn ≥ 0, pelo Lema de Fatou e a Proposição 1.1.24, item (ii), temos
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que

E(Y ) + E(X) = E(Y +X) ≤ lim inf
n→∞

E(Y +Xn)

= lim inf
n→∞

(E(Y ) + E(Xn)) = E(Y ) + lim inf
n→∞

E(Xn).

Então, E(X) ≤ lim inf
n→∞

E(Xn). Por outro lado, Y − Xn ≥ 0, aplicando novamente o
Lema de Fatou e a Proposição 1.1.24, item (ii), segue que

E(Y )− E(X) = E(Y −X) ≤ lim inf
n→∞

E(Y −Xn)

= lim inf
n→∞

(E(Y )− E(Xn)) = E(Y )− lim sup
n→∞

E(Xn),

implicando que lim sup
n→∞

E(Xn) ≤ E(X).

Proposição 1.1.30 (Desigualdade de Jensen). Suponha que ϕ : (a, b) → R é con-
vexa, ou seja,

λϕ(x) + (1− λ)ϕ(y) ≥ ϕ(λx+ (1− λ)y),

para toda λ ∈ (0, 1) e x, y ∈ R. Então, para E|X| <∞ e E|ϕ(X)| <∞, temos que

ϕ(E(X)) ≤ E(ϕ(X)). (1.4)

Demonstração. Sejam c = E(X) e l(x) = ax + b uma função linear com l(c) = ϕ(c) e
ϕ(x) ≥ l(x), ou seja, o gráfico de l é uma reta tangente de ϕ em c. Esta função existe
pois a convexidade de ϕ implica que

lim
h↘0

ϕ(c)− ϕ(c− h)

h
≤ lim

h↘0

ϕ(c+ h)− ϕ(c)

h
.

Além disso, o limite existe, já que as sequências são monótonas. Sejam a um nú-
mero qualquer entre os dois limites e l(x) = a(x− c) + ϕ(c). Logo, l tem as proprie-
dades que queremos, estabelecendo assim sua existência. Então, como ϕ(x) ≥ l(x)

e l(c) = ϕ(c), temos que

E(ϕ(X)) ≥ E(aX + b) = aE(X) + b = l(E(X)) = ϕ(E(X)).

Definição 1.1.31. Sejam X e (Xn)n≥1 variáveis aleatórias.

(i) Dizemos que Xn converge a X em probabilidade se para todo ε > 0

lim
n→∞

P(|Xn −X| > ε) = 0.



13

(ii) Dizemos que Xn converge a X quase certamente (q.c.) se

P(ω : lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω)) = 1.

(iii) Suponha que X e (Xn)n≥1 estão em Lp. Dizemos que Xn converge a X em Lp se

lim
n→∞

|Xn −X| = lim
n→∞

(∫
|Xn −X|dP

) 1
p

= 0.

Definição 1.1.32. Sejam (Ω1,F ,P1) e (Ω2,G,P2) espaços de medida σ-finitos. Con-
sidere Ω = Ω1 × Ω2 = {(x, y) : x ∈ Ω1, y ∈ Ω2} e S = {A × B : A ∈ F , B ∈ G}.
Os conjuntos em S são chamados retângulos. Denotaremos por F × G a σ-álgebra
gerada por S.

Teorema 1.1.33. Se (Ωi,Fi,Pi), i = 1, . . . , n, são espaços de medida σ-finitos e Ω =

Ω1× . . .×Ωn, então existe uma única medida de probabilidade P em F gerada pelos
conjuntos da forma A1 × . . .× An, Ai ∈ Fi, com

P(A1 × . . .× An) =
n∏

m=1

Pm(Am).

Demonstração. Ver referência [5].

Teorema 1.1.34 (Mudança de Variáveis). Suponha que

(i) E ⊂ A ⊂ Rd, onde V é aberto e T : V → Rd é contínuo;

(ii) E é Lebesgue-mensurável, T é 1 : 1 em E e T é diferenciável em cada ponto de
E;

(iii) P(T (V − E)) = 0.

Então, ∫
T (E)

XdP =

∫
E

(X ◦ T )| det(JT )|dP,

para toda variável aleatória X : Rd → [0,∞].

Demonstração. Ver referência [10].

Vejamos agora um resultado que permite relacionar a integral em Rd, d > 1,
com a integral em R, onde a integral pode ser calculada por integrações sucessivas
numa variável estando as restantes fixas. Como consequência, ele permite a inver-
são da ordem de integração em integrais múltiplas.
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Teorema 1.1.35 (Teorema de Fubini). Sejam (Ω1,F ,P1) e (Ω2,G,P2) espaços de me-
dida σ-finitos. Sejam X uma variável aleatória (F × G)-mensurável, ω1 ∈ Ω1 e
ω2 ∈ Ω2. Se X for positiva, então∫

Ω1

X(ω1)dP1 e
∫

Ω2

X(ω2)dP2

são G-mensurável e F-mensurável, respectivamente, e∫
Ω1

(∫
Ω2

X(ω2)dP2

)
dP1 =

∫
Ω2

(∫
Ω1

X(ω1)dP1

)
dP2 =

∫
Ω1×Ω2

Xd(P1 × P2). (1.5)

Se ∫
Ω1

(∫
Ω2

|X(ω2)|dP2

)
dP1 <∞,

entãoX ∈ L1(P1×P2). Se X ∈ L1(P1×P2), então X(ω2) ∈ L1(P2) P1-quase certamente,
X(ω1) ∈ L1(P1) P2-quase certamente,∫

Ω1

X(ω1)dP1 e
∫

Ω2

X(ω2)dP2

estão em L1(P2) e L1(P1), respectivamente, e a igualdade (1.5) vale.

Demonstração. Ver referência [10].

Definição 1.1.36. (i) Dois eventos A e B são independentes se

P(A ∩B) = P(A)P(B);

(ii) As variáveis aleatórias X1, X2, . . . , Xn são independentes se

P(X1 ∈ A1, . . . , Xn ∈ An) =
n∏
i=1

P(Xi ∈ Ai),

para todo A1, . . . , An ∈ B(Rn);

(iii) Duas σ-álgebras F e G são independentes se todo par de conjuntos A ∈ F e
B ∈ G são independentes.

Definição 1.1.37. A probabilidade condicional de um evento A, dado que ocorreu
um evento B, com P(B) > 0, é dada por

P(A|B) =
P(A ∩B)

P(B)
.
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Teorema 1.1.38. Sejam A1, A2, . . . , An eventos tais que P(
n⋂
i=1

Ai) > 0. Então, temos
que

P

(
n⋂
i=1

Ai

)
= P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1 ∩ A2) · . . . · P

(
An

∣∣∣∣∣
n−1⋂
i=1

Ai

)
.

Demonstração. Escrevamos

P

(
n⋂
i=1

Ai

)
= P(A1)

P(A1 ∩ A2)

P(A1)

P(A1 ∩ A2 ∩ A3)

P(A1 ∩ A2)
· . . . ·

P
(

n⋂
i=1

Ai

)
P
(
n−1⋂
i=1

Ai

) .
Usando a definição de probabilidade condicional, podemos reescrever o lado direito
da igualdade acima como

P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1 ∩ A2) · . . . · P(An|
n−1⋂
i=1

Ai),

concluindo a demonstração.

Teorema 1.1.39 (Teorema da Probabilidade Total). Sejam A1, . . . , An eventos dois
a dois disjuntos que formam uma partição do espaço amostral Ω. Então, para qual-
quer evento B,

P(B) =
∑
i

P(Ai)P(B|Ai).

Demonstração. Basta observarmos que, como a sequência A1, . . . , An forma uma
partição, então, para qualquer B ∈ Ω, temos que B =

⋃
i

(Ai ∩B). Além disso, como

Ai, i = 1, . . . , n, são dois a dois disjuntos, temos que B ∩ Ai também são disjuntos.
Pelo axioma (ii) da Definição 1.1.8 e o Teorema 1.1.38, temos que

P(B) =
∑
i

P(Ai ∩B) =
∑
i

P(Ai)P(B|Ai).

Vejamos uma importante ferramenta na Teoria da Probabilidade: a espe-
rança condicional. Formalizando a noção de condicionamento, ela serve de base
na definição de certos processos estocásticos que motivaram o desenvolvimento da
Probabilidade Moderna e aparecem em inúmeras aplicações.

Definição 1.1.40. Sejam F ⊂ F0 uma σ-álgebra e X ∈ L1(Ω,F0,P) uma variável
aleatória. Definimos a esperança condicional de X dado F , que denotaremos por
E(X|F), como sendo qualquer variável aleatória Y tal que
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(i) Y ∈ F , ou seja, Y é F-mensurável;

(ii)
∫
A
XdP =

∫
A
Y dP, para todo A ∈ F .

Intuitivamente, podemos pensar que F descreve as informações que temos
à nossa disposição. Assim, a esperança condicional de X dado F funciona como um
filtro que reinterpreta a variável aleatória X em termos da informação proveniente
de F .

Exemplo 1.1.41. SeX ∈ F , então E(X|F) = X, isto é, se conhecemosX, então nossa
melhor suposição é ele mesmo. Como a condição (ii) é sempre satisfeita, temos que
a condição (i) é a única coisa que faz com que X = E(X|F). Um caso especial deste
exemplo ocorre quando X = c, onde c é uma constante.

Observação 1.1.42. A esperança condicional E(X|Y ) só depende da variável Y
através da σ-álgebra σ(Y ). Desta forma, definimos E(X|Y ) := E(X|σ(Y )).

Teorema 1.1.43. Suponha que E(X) < ∞. Então, para cada σ-álgebra G ⊂ F ,
E(X|G) existe e é única, a menos de um conjunto G-mensurável de probabilidade
zero.

Demonstração. Ver referência [7].

Vejamos algumas importantes propriedades da esperança condicional.

Proposição 1.1.44. (i) Se X é independente de F , isto é, para todo A ∈ F e B ∈
B(R)

P({X ∈ B} ∩ A) = P(X ∈ B)P(A),

então E(X|F) = E(X);

(ii) E(E(X|F)) = E(X);

(iii) E(aX + bY |F) = aE(X|F) + bE(Y |F), para todo a, b ∈ R;

(iv) Se X ≤ Y , então E(X|F) ≤ E(Y |F);

(v) Se X ∈ F e E|Y |,E|XY | <∞, então E(XY |F) = XE(Y |F);

(vi) Se G ⊂ F , então E(E(X|F)|G) = E(X|G).

Demonstração. (i) Como a esperança é um número real, temos que E(X) ∈ F . Pela
definição de esperança condicional e por X ser independente de F , para todo
A ∈ F , temos que∫

A

E(X|F)dP =

∫
A

XdP = E(X1A) = E(X)E(1A) =

∫
A

E(X)dP.
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(ii) Se tomarmos A = Ω na definição de esperança condicional, obtemos o resul-
tado.

(iii) Claramente, temos que é F-mensurável. Além disso, dado A ∈ F , pela linea-
ridade da integral e a definição de esperança condicional, temos∫

A

E(aX + bY |F)dP = a

∫
A

E(X|F)dP + b

∫
A

E(Y |F)dP

= a

∫
A

XdP + b

∫
A

Y dP =

∫
A

(aX + bY )dP

=

∫
A

E(aX + bY |F).

(iv) Usando a definição de esperança condicional, adquirimos∫
A

E(X|F)dP =

∫
A

XdP ≤
∫
A

Y dP =

∫
A

E(Y |F)dP.

Fazendo A = {E(X|F)− E(Y |F) ≥ ε > 0}, temos que a função indicadora tem
probabilidade zero, para todo ε > 0, concluindo a demonstração.

(v) Por hipótese e pela definição de esperança condicional, temos que XE(X|F) ∈
F . Seja X = 1B, com B ∈ F . Assim, dado A ∈ F , obtemos∫

A

XE(Y |F)dP =

∫
A

1BE(Y |F)dP =

∫
A∩B

E(Y |F)dP

=

∫
A∩B

Y dP =

∫
A

1BY dP =

∫
A

XY dP

=

∫
A

E(XY |F)dP.

Então, E(1BY |F) = 1BE(Y |F). Estendendo para X função simples, adqui-
rimos o resultado pela linearidade da integral. Sendo X, Y ≥ 0, se Xn são
variáveis aleatórias simples tais que Xn ↘ 0, usando o Teorema da Conver-
gência Monótona, concluimos que∫

A

XE(Y |F)dP =

∫
A

XY dP.

Para mostrar o resultado no caso geral, basta escrevermos X = X+ − X− e
Y = Y + − Y −.

(vi) Por definição, temos que E(X|G) ∈ G. Além disso, dado B ∈ G, pela definição
de esperança condicional e por G ⊂ F , temos∫

B

E(X|G)dP =

∫
B

XdP =

∫
B

E(X|F)dP =

∫
B

E(E(X|F)|G)dP.
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1.2 Teorema de De Finetti

Nesta seção, vamos enunciar e demonstrar o Teorema de De Finetti. Ini-
cialmente, vejamos alguns conceitos preliminares que são necessários para o seu
entendimento.

Passeio Aleatório

Definição 1.2.1. Sejam X1, X2, . . . independentes e identicamente distribuídas to-
mando valores em Rd. Sn = X1 +X2 + . . .+Xn é dito um passeio aleatório.

Assim, o passeio aleatório, que algumas vezes é chamado de passeio do
bêbado, é uma formalização da ideia intuitiva da tomada de vários passos consecu-
tivos, cada qual em uma direção aleatória. Por exemplo, o caminho percorrido por
uma molécula ou por um líquido ou gás e o movimento dos preços dos títulos no
mercado de valores são passeios aleatórios.

Exemplo 1.2.2. O caso especial onde P(Xi = 1) = P(Xi = −1) = 1
2

é chamado
passeio aleatório simples. O passeio aleatório simples visita cada inteiro infinitas
vezes com probabilidade um.

Consideremos o espaço de probabilidade (Ω,F ,P), onde Ω = {(ω1, ω2, . . .) :

ωi ∈ S} = S × S × . . . ,F = σ(S × S × . . .) e P = µ× µ× . . ., com Xn(ω) = ωn.

Definição 1.2.3. Uma permutação finita de N = {1, 2, . . .} é uma bijeção π : N→ N
tal que π(i) 6= i, apenas para finitos i′s. Dado ω ∈ SN, definimos (πω)i = ωπ(i).

Definição 1.2.4. A ∈ S é permutável se A = π−1(A), onde π−1(A) = {ω : πω ∈ A}.

Seja εn a σ-álgebra gerada pelos eventos que são invariantes sobre permu-
tações, que deixam fixados n + 1, n + 2, . . .. Considere ε =

⋂
n

εn a σ-álgebra dos

conjuntos permutáveis.

Definição 1.2.5. Uma sequência de variáveis aleatórias X1, X2, . . . é dita permutá-
vel se, para cada n e para cada permutação π de {1, 2, . . .}, temos que (X1, X2, . . . , Xn)

e (Xπ(1), Xπ(2), . . . , Xπ(n)) tem a mesma distribuição.

Definição 1.2.6. Seja Fn = σ(X1, X2, . . . , Xn) a informação conhecida até o tempo
n. Uma variável aletória N tomando valores em {1, 2, . . .}∪{∞} é dita um tempo de
parada se, para cada n <∞, {N = n} ∈ Fn.
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Teorema 1.2.7 (Equação de Wald). SejamX1, X2, . . . independentes e identicamente
distribuídas com E|Xi| <∞. Se N é um tempo de parada com E(N) <∞, então

E(SN) = E(X1)E(N),

onde SN =
N∑
i=1

Xi.

Demonstração. Ver referência [5].

Exemplo 1.2.8. Sejam X1, X2, . . . independentes e identicamente distribuídas com
P(Xi = 1) = P(Xi = −1) = 1

2
. Considere a < 0 < b inteiros e seja N = inf{n : Sn /∈

(a, b)}. Observe que se x ∈ (a, b), então

P(x+ Sb−a /∈ (a, b)) ≥ 2−(b−a),

já que b− a passos de tamanho +1 em uma reta vai nos tirar do intervalo. Iterando
a última desigualdade, segue que

P(N > n(b− a)) ≤ (1− 2−(b−a))n.

Então, E(N) <∞. Aplicando a Equação de Wald, obtemos

bP(SN = b) + aP(SN = a) = 0.

Como P(SN = b) + P(SN = a) = 1, temos que (b− a)P(SN = b) = −a. Portanto,

P(SN = b) =
−a
b− a

e P(SN = a) =
b

b− a
.

Se Ta = inf{n : Sn = a}, podemos escrever a última conclusão como

P(Ta < Tb) =
b

b− a
,

para a < 0 < b. Escrevendo b = M e fazendo M →∞, adquirimos

P(Ta <∞) ≥ P(Ta < TM)→ 1,

para todo a < 0. Por simetria e pelo fato que T0 ≡ 0, chegamos que

P(Tx <∞) = 1,

para todo x ∈ Z. Além disso, se E(Tx) <∞, então, pela Equação de Wald, temos que

x = E(STx) = E(X1)E(Tx) = 0.
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Logo, E(Tx) =∞, para x 6= 0.

Martingal Reverso

Definição 1.2.9. (i) Uma filtração é uma sequência crescente de σ-álgebras.

(ii) Xn é dito adaptado à filtração Fn se Xn ∈ Fn.

Definição 1.2.10. Um martingal é uma sequência Xn de variáveis aleatórias tais
que:

(i) E|Xn| < +∞;

(ii) Xn é adaptado à Fn;

(iii) E(Xn+1|Fn) = Xn, para todo n.

Exemplo 1.2.11. Um exemplo de martingal aparece em jogos simples de azar como
o seguinte. Suponha que no n-ésimo lançamento de uma moeda honesta acrescenta-
mos um valor A ao capital do jogador se sair cara e subtraimos a mesma quantidade
se sair coroa. O jogador começa o jogo com um capital K e é admitido ter capital
negativo. Vamos supor também que os lançamentos são independentes. Fazendo

Zj =

{
A, se sair cara no j-ésimo lançamento
−A, se sair coroa no j-ésimo lançamento

,

teremos que o capital do jogador no instante do n-ésimo lançamento será

Xn = K + Z1 + Z2 + . . .+ Zn.

Observando que Z1, Z2, . . . são variáveis aleatórias independentes com E(Zi) = 0,
temos que Xn é um martingal com respeito à filtração natural. De fato, as condições
(i) e (ii) são satisfeitas de imediato e

E(Xn+1|X1 = a1, . . . , Xn = an) = E((Xn + Zn+1)|X1 = a1, . . . , Xn = an)

= E((an + Zn+1)|X1 = a1, . . . , Xn = an)

= an + E(Zn+1|X1 = a1, . . . , Xn = an)

= an + E(Zn+1)︸ ︷︷ ︸
=0

= an.

Definição 1.2.12. Um martingal reverso é um martingal indexado por Z−, ou seja,
Xn, n ≤ 0, adaptado a uma sequência crescente de σ-álgebras Fn, com X0 ∈ L1 e

E(Xn+1|Fn) = Xn, para n ≤ −1.
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Teorema 1.2.13. Seja Xn um martingal reverso. Então, X−∞ = lim
n→−∞

Xn existe

quase certamente e em L1.

Demonstração. Ver referência [5].

Lema 1.2.14. Se as variáveis aleatórias integráveis Xn convergem para X em L1,
então

lim
n→∞

E(Xn1A) = E(X1A).

Demonstração.

|E(Xn1A)− E(X1A)| ≤ E|Xn1A −X1A|, pela desigualdade de Jensen

≤ E|Xn −X| −→ 0.

Teorema 1.2.15. Seja Xn um martingal reverso. Se X−∞ = lim
n→−∞

Xn e F−∞ =
⋂
n

Fn,

então

X−∞ = E(X0|F−∞).

Demonstração. (i) Claramente, X−∞ ∈ F−∞;

(ii) Seja A ∈ F−∞ ⊂ Fn(F−∞ ⊂ . . . ⊂ F−1 ⊂ F0). Como Xn é martingal reverso,
temos que Xn = E(X0|Fn). Pela definição de esperança condicional, Xn ∈ Fn e∫

A

XndP =

∫
A

X0dP.

Pelo Teorema 1.2.13, temos que Xn −→ X−∞ em L1. Assim, usando o Lema
1.2.14,

E(Xn1A) = E(X−∞1A)⇒ lim
n→−∞

∫
A

XndP =

∫
A

X−∞dP⇒
∫
A

X0dP =

∫
A

X−∞dP.

Teorema 1.2.16. Sejam Xn um martingal reverso e Y uma variável aleatória inte-
grável. Se Fn ↘ F−∞ quando n→ −∞, então

E(Y |Fn) −→ E(Y |F−∞) (1.6)

quase certamente e em L1.
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Demonstração.

Afirmação 1.2.17. Xn = E(Y |Fn) é um martingal reverso.
Provemos a afirmação acima.

(i) Pela definição de esperança condicional, temos que Xn ∈ Fn;

(ii) E|Xn| = E|E(Y |Fn)| < +∞;

(iii) E(Xn+1|Fn) = E(E(Y |Fn+1)|Fn) = E(Y |Fn) = Xn,

o que mostra a afirmação.
Pelos Teorema 1.2.13 e Teorema 1.2.15, temos que

Xn → X−∞ = E(X0|F−∞) = E(E(Y |F0)|F−∞), pois X0 = E(Y |F0)

= E(Y |F−∞).

Portanto,
E(Y |Fn) −→ E(Y |F−∞).

Agora, analisemos o Teorema de De Finetti.

Teorema 1.2.18 (Teorema de De Finetti). Se X1, X2, . . . são variáveis aleatórias
permutáveis, então, condicionado a ε, X1, X2, . . . são independentes e identicamente
distribuídas.
Mais precisamente, se f1, f2, . . . , fk são limitadas e mensuráveis, então

E(f1(X1)f2(X2) . . . fk(Xk)|ε) =
k∏
j=1

E(fj(Xj)|ε).

Demonstração. Definamos

An(ϕ) =
1

(n)k

∑
(i1,...,ik)∈{1,2,...}

ϕ(Xi1 , . . . , Xik),

onde ϕ : Rk → R é uma função a ser escolhida futuramente, a soma é sobre todas
as sequências de inteiros distintos 1 ≤ i1, . . . , ik ≤ n e (n)k = n(n − 1) . . . (n − k + 1)

é o número de tais sequências. Por definição, temos que An(ϕ) ∈ εn. Logo, para
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qualquer sequência permutável, podemos escrever:

An(ϕ) = E(An(ϕ)|εn) = E

(
1

(n)k

∑
i

ϕ(Xi1 , . . . , Xik)|εn

)
=

1

(n)k

∑
i

E(ϕ(Xi1 , . . . , Xik)|εn)

= E(ϕ(X1, . . . , Xk)|εn),

pois todos os termos na soma são os mesmos.
Pelo Teorema 1.2.16, temos que

An(ϕ) = E(ϕ(X1, . . . , Xk)|εn) −→ E(ϕ(X1, . . . , Xk)|ε) (1.7)

quase certamente. Sejam f : Rk−1 → R e g : R → R funções limitadas. Além disso,
seja In,k o conjunto de todas as sequências de inteiros distintos 1 ≤ i1, . . . , ik ≤ n.
Então,

(n)k−1An(f)nAn(g) =
∑

i∈In,k−1

f(Xi1 , . . . , Xik−1
)
∑
m≤n

g(Xm)

=
∑
i∈In,k

f(Xi1 , . . . , Xik−1
)g(Xik)︸ ︷︷ ︸

ϕ(X1,...,Xk)

+
∑

i∈In,k−1

(f(Xi1 , . . . , Xik−1
)
k−1∑
j=1

g(Xij))︸ ︷︷ ︸
k−1∑
j=1

ϕj(X1,...,Xk−1)

.

Se fizermos {
ϕj(X1, . . . , Xk−1) = f(X1, . . . , Xk−1)g(Xj), 1 ≤ j ≤ k − 1

ϕ(X1, . . . , Xk) = f(X1, . . . , Xk−1)g(Xk)
,

obtemos

(n)k−1An(f)nAn(g) = (n)k−1

k−1∑
j=1

An(ϕj) + (n)kAn(ϕ).

Dividindo a expressão acima por (n)k, obtemos

(n)k−1n

(n)k
An(f)An(g) =

(n)k−1

(n)k

k−1∑
j=1

An(ϕj) +
(nk)

(nk)
An(ϕ).



24

Daí, temos que

n(n− 1) · · · (n− (k − 2))n

n(n− 1) · · · (n− (k − 2))(n− (k − 1))
An(f)An(g) =

n(n− 1) · · · (n− (k − 2))

n(n− 1) · · · (n− (k − 2))(n− (k − 1))

k−1∑
j=1

An(ϕj) + An(ϕ),

que implica

An(ϕ) =
n

n− k + 1
An(f)An(g)− 1

n− k + 1

k−1∑
j=1

An(ϕj).

Aplicando (1.7) em ϕ, f, g e todas as ϕj′s dadas, obtemos:

E(f(X1, . . . , Xk−1)g(Xk)|ε) = E(f(X1, . . . , Xk−1)|ε)E(g(Xk)|ε).

Segue, por indução, que

E
( k∏
j=1

fj(Xj)|ε
)

=
k∏
j=1

E(fj(Xj)|ε).

1.3 Processos de Markov

Em 1907, Andrei Markov definiu e investigou o que ficou conhecido como
processos de Markov. A principal característica dos processos de Markov é que o
modo que toda a história passada afeta o futuro está completamente resumido no
valor atual do processo. Nesta seção, definiremos o processo de Markov e faremos
um estudo de seus geradores.

Definição 1.3.1. Seja (Ω,F ,P) um espaço de probabilidade. Um processo estocás-
tico a tempo contínuo (Xt : t ≥ 0) é uma família de variáveis aleatórias Xt que
tomam valores em Ω.

Informalmente falando, um processo estocástico descreve uma história que
se desenvolve de forma aleatória ao longo de um período de tempo representado
por T . Neste trabalho, T será igual ao conjunto dos números reais positivos [0,∞).

Observação 1.3.2. Suponha que Xt assuma valores no conjunto E. Esse conjunto
será chamado espaço de estados ou espaço de fases.
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Definição 1.3.3. Considere um processo estocástico a tempo contínuo (Xt : t ≥ 0),
com espaço de estados E finito ou enumerável. Então, Xt é uma cadeia de Markov
se, para todo t, s ≥ 0

P(Xt+s = j|Xu, u ≤ s) = P(Xt+s = j|Xs), (1.8)

onde a probabilidade condicional da equação (1.8) é chamada de probabilidade de
transição. Se, além disso, a probabilidade de transição entre dois estados depende
somente do intervalo de tempo durante o qual ocorre a transição e não dos instantes
de tempo nos que a cadeia ocupa esses estados, ou seja, quando

P(Xt+s = j|Xs = i) = pi,j(t), (1.9)

onde pi,j é a probabilidade de passar do estado i ao estado j, a cadeia é chamada de
homogênea no tempo.

Essa definição diz que para uma cadeia de Markov, a previsão do próximo
passo conhecendo-se toda a história passada do processo desde o início é tão boa
quanto a previsão feita conhecendo-se apenas o valor do processo no presente.

Definição 1.3.4. Uma matriz estocástica é uma matriz (pi,j)i,j∈E de números não-
negativos que satisfaz ∑

j∈E

pi,j = 1, para todo i ∈ E.

Observação 1.3.5. Daqui para a frente, consideraremos somente cadeias de Mar-
kov homogêneas no tempo. Para tais cadeias, chamaremos à família de matrizes
P (t) = (pi,j(t))i,j∈E de função de transição da cadeia Xt. Ela satisfaz as seguintes
propriedades:

(i) P(0) = I;

(ii) Pt é uma matriz estocástica, para todo t ≥ 0;

(iii) Pt+s = PtPs, para t, s ≥ 0.

As propriedades (i) e (ii) decorrem da definição de P. A propriedade (iii), pode ser
provada utilizando as equações de Chapman-Kolmogorov, que veremos a seguir.

Proposição 1.3.6 (Equações de Chapman-Kolmogorov para cadeias a tempo con-
tínuo). Para todo t, s ≥ 0, i, j ∈ E, vale

pi,j(t+ s) =
∑
k∈E

pi,k(t)pk,j(s).



26

Demonstração. Decompondo o espaço amostral da forma Ω =
⋃
k∈E
{Xt = k} e usando

a lei da probabilidade total e a propriedade de Markov temos

pi,j(t+ s) = P(Xt+s = j|X0 = i)

=
∑
k∈E

P(Xt+s = j|Xt = k,X0 = i)P(Xt = k|X0 = i)

=
∑
k∈E

P(Xs = j|X0 = k)P(Xt = k|X0 = i)

=
∑
k∈E

pk,j(s)pi,k(t).

Considere o período de tempo que a cadeia permanece no estado que ela
ocupa no instante t. Esta será uma variável aleatória que chamaremos de Wt e
pode ser definida da seguinte maneira:

Wt(ω) = inf{s ≥ 0 : Xt+s(ω) 6= Xt(ω)}.

Segundo o comportamento desta variável, os estados podem ser classificados como:

(i) i será chamado de estado instantâneo se P(Wt = 0|Xt = i) = 1 Neste caso, a
cadeia fica no estado i somente no instante que ela chegou;

(ii) i será chamado de estado absorvente se P(Wt <∞|Xt = i) = 0. Uma vez que a
cadeia chega num estado absorvente, ela fica nele para sempre;

(iii) i será chamado de estado estável se P(0 < Wt <∞|Xt = i) = 1. Toda vez que a
cadeia chega num estado estável, ela fica nele durante um período de tempo
finito.

Teorema 1.3.7. Seja (Xt : t ≥ 0) uma cadeia sem estados instantâneos. Para todo
i ∈ E e todo t ≥ 0,

P(Wt > u|Xt = i) = e−qiu, u ≥ 0,

para algum qi ∈ [0,∞).

Demonstração. Ver referência [12]

Observação 1.3.8. Cadeias sem estados instantâneos são chamadas de processos
de saltos.

Alternativamente, podemos definir uma cadeia de Markov em tempo con-
tínuo como um processo estocástico que se move de estado para estado de acordo
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com uma cadeia de Markov em tempo discreto, no qual o tempo de permanência em
cada estado tem um distribuição exponencial. Além disso, o tempo de permanência
num estado e o próximo estado visitado são variáveis aleatórias independentes.

Observação 1.3.9. Uma função f em X é uma função cilíndrica se existe um con-
junto finito Af = {x1, . . . , xm} no espaço de estados E e uma função f ′ em {0, 1}m

tal que f(η) = f ′(η(x1), . . . , η(xm)). Um outro termo para uma função cilíndrica é
função local.

Generalidades sobre os Espaços de Banach

Definição 1.3.10. SejaM um espaço arbitrário e d :M×M→ R+ uma função tal
que

(i) d(x, y) = 0 se, e somente, se x = y;

(ii) d(x, y) > 0, para todo x, y ∈M;

(iii) d(x, y) = d(y, x), para todo x, y ∈M;

(iv) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y), para todo x, y, z ∈M.

Dizemos que d é uma métrica (distância) sobreM e que (M, d) é um espaço métrico.

Definição 1.3.11. Uma norma em um espaço vetorial real X é uma função ||.|| de
números reais não-negativos, que satisfaz as seguintes propriedades, para vetores
f, g ∈ X e número real α:

(i) ||f + g|| ≤ ||f ||+ ||g||;

(ii) ||αf || = α||f ||;

(iii) ||f || > 0 se, e somente se, f 6= 0.

Definição 1.3.12. Um espaço vetorial com uma norma (X , ||.||) é chamado espaço
vetorial normado. Este é um espaço métrico com distância d(f, g) = ||f − g||.

Assim, todo espaço vetorial normado é um espaço métrico com a métrica
induzida pela norma.

Definição 1.3.13. Um espaço métrico é dito separável se existe um conjunto enume-
rável E ⊂M que é denso emM, isto é, tal que todo aberto de M contém pelo menos
um ponto de E.
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Exemplo 1.3.14. Denotamos por C[0, 1] o espaço das funções contínuas reais com
domínio [0, 1]. O espaço C[0, 1] é um espaço vetorial real. Para cada função f ∈
C[0, 1], definimos

||f ||∞ = sup
s∈[0,1]

|f(s)|

||.|| é uma norma sobre C[0, 1], chamada de norma do supremo. Portanto, ||f −
g||∞, f, g ∈ C[0, 1], é uma métrica. Com esta métrica, temos que C[0, 1] é um espaço
métrico separável.

Definição 1.3.15. Um espaço de Banach é um espaço vetorial normado cuja mé-
trica é completa, ou seja, toda sequência de Cauchy converge.

Exemplo 1.3.16. O espaço Rd de vetores reais x = (x1, . . . , xd) é um espaço de Ba-
nach com qualquer norma |x|2 = (|x1|p + . . . + |xd|p)

1
p , para 1 ≤ p < ∞. Se p = 2,

então temos a norma Euclidiana.

Exemplo 1.3.17. Para qualquer espaço métrico S, o espaço Cb(S) das funções con-
tínuas e limitadas em S com a norma do supremo ||f ||∞ = sup

x∈S
|f(x)| é um espaço de

Banach.

Definição 1.3.18. O espaço dual X ∗ de um espaço de Banach X é o espaço de todas
as funções lineares contínuas de X em R. O valor de v∗ ∈ X ∗ aplicado em f ∈ X é
denotado por v∗f ou 〈−→v∗ ,

−→
f 〉.

Observação 1.3.19. X ∗ também é um espaço de Banach, com norma

||v∗|| = sup{〈
−→
v∗ ,
−→
f 〉 : f ∈ X , ||f || ≤ 1}.

Definição 1.3.20. Um operador linear em X é uma função linear A cujo domínio

D(A) = {f ∈ X : Af está definido }

e o alcance
R(A) = {Af : f ∈ D(A)}

são subespaços lineares de X . O gráfico

G(A) = {(f, Af) : f ∈ D(A)}

é um subespaço linear do espaço produto X × X .

Definição 1.3.21. Seja A um operador linear.
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(i) A é um operador linear fechado em X se G(A) é um subespaço fechado de X ×X ,
ou seja, se fn → f e Afn → g, então f ∈ D(A) e g = Af ;

(ii) A é um operador linear limitado em X se seu domínio é todo X e sua norma

||A|| = sup{||Af ||; f ∈ X , ||f || ≤ 1}

é finita;

(iii) A é uma contração se ||A|| ≤ 1.

Convergência Fraca de Medidas

Nesta subseção, consideraremos um espaço métrico M como um espaço
mensurável dotado da σ-álgebra dos borelianos B(M). Assim, quando dito medida
ou probabilidade sobre M, a σ-álgebra é sempre B(M), exceto seja mencionada
outra σ-álgebra.

Definição 1.3.22. Sejam Pn,P, n ≥ 1, medidas de probabilidades sobre um espaço
métricoM. Dizemos que Pn converge fracamente para P, se para toda função contí-
nua e limitada f : X → R temos que

lim
n→∞

∫
fdPn =

∫
fdP,

que denotaremos por Pn ⇒ P.

Definição 1.3.23. Um conjunto A ∈ B(M) com P(∂A) = 0 é dito um conjunto P-
contínuo.

Teorema 1.3.24 (Portmanteau). Sejam Pn,P, n ≥ 1, medidas de probabilidades
sobre um espaço métricoM. Sâo equivalentes:

(i) Pn ⇒ P;

(ii) lim
n→∞

∫
fdPn =

∫
fdP, para toda função real f limitada e uniformemente contí-

nua;

(iii) lim sup
n

Pn(F ) ≤ P(F ), para todo conjunto F fechado;

(iv) lim inf
n

Pn(G) ≥ P(G), para todo conjunto G aberto;

(v) lim
n→∞

Pn(A) = P(A), para todo conjunto A P-contínuo.

Demonstração. Ver referência [13].



30

Definição 1.3.25. Uma classe de subconjuntos A ⊂ B(M) é dita uma classe deter-
minante de probabilidade se o fato de duas medidas P e Q coincidirem em A implica
que P = Q. Uma classe de subconjuntos A ⊂ B(M) é dita uma classe determinante
de convergência se o fato de lim

n→∞
Pn(E) = P(E), para todo E ∈ A, tal que P(∂E) = 0

implica que Pn ⇒ P.

É imediato que toda classe determinante de convergência é uma classe de-
terminante. Seguem abaixo alguns exemplos:

Exemplo 1.3.26. Exemplos de classes determinante e classe determinante de con-
vergência:

(i) Para todos 0 ≤ i1 ≤ . . . ≤ id ≤ 1 em N, definimos a projeção canônica πi1,...,id :

RN → Rd que para cada sequência x ∈ RN associa o vetor (xi1 , . . . , xid). A classe
dos conjuntos finito-dimensionais é a classe de conjuntos do tipo π−1

i1,...,id
(E),

para algum E ∈ B(Rd). Os conjuntos finito-dimensionais formam uma classe
determinante de convergência em RN.

(ii) Para todos 0 ≤ i1 ≤ . . . ≤ id ≤ 1 em [0, 1], definimos a projeção canônica πt1,...,td :

C[0, 1] → Rd que para cada função x ∈ C[0, 1] associa o vetor (xt1 , . . . , xtd).
A classe dos conjuntos finito-dimensionais é a classe de conjuntos do tipo
π−1
t1,...,td

(E), para algum E ∈ B(Rd). Os conjuntos finito-dimensionais formam
uma classe determinante em C[0, 1], porém não é classe determinante de con-
vergência.

Baseados na definição de classe de conjuntos determinantes de convergên-
cia, podemos falar também em classes de funções determinantes de convergência,
isto é, um subconjunto V das funções reais contínuas sobre o espaço métrico tal que
se lim

n→∞

∫
fdPn =

∫
fdP, para toda f ∈ V , então Pn ⇒ P.

Definição 1.3.27. Seja Π uma família de medidas de probabilidade.

(i) Dizemos que Π é relativamente compacta se toda sequência de elementos de Π

contém uma subsequência que converge fracamente;

(ii) Π é dita rígida se, para todo ε > 0, existe um conjunto compacto K tal que
P(K) > 1− ε, para toda P ∈ Π.

Teorema 1.3.28 (Prohorov). Seja Π uma família de medidas de probabilidade.

(i) Se Π é rígida, então Π é relativamente compacta;

(ii) Suponha queM é completo e separável (contém um subconjunto enumerável e
denso). Se Π é relativamente compacta, então Π é rígida.

Demonstração. Ver referência [13].
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1.3.1 Semigrupos e Geradores

Sejam Y um espaço métrico e DY o espaço de todas as funções ω de [0,∞)

em Y que são contínuas à direita com limites à esquerda. No espaço DY , considere
X. = (Xt : t ≥ 0) o processo definido por Xt(ω) = ω(t), Ft = σ{Xs : 0 ≤ s ≤ t} a
σ-álgebra gerada pelas coordenadas até o tempo t e (θ(t) : t ≥ 0) as funções shift
θt : DY −→ DY , definidas por θtω(s) = ω(s+ t).

Definição 1.3.29. Um processo de Markov é uma coleção {Px : x ∈ Y } de medidas
de probabilidade em DY com as seguintes propriedades:

(i) Px[ω ∈ DY : ω(0) = x] = 1, para todo x ∈ Y , isto é, x é o estado inicial sobre a
medida Px;

(ii) A função x 7→ Px(A) é mensurável, para todo A ∈ F ;

(iii) Propriedade de Markov: Px(θ−1
t A|Ft)(ω) = Pω(t)(A), para Px- quase todo ω, para

todo x ∈ Y e A ∈ F .

A esperança correspondente a Px será denotada por Ex. Logo,

Ex(Z) =

∫
DY

ZdPx, (1.10)

para toda função mensurável Z em DY , que é integrável relativo a Px.
Para começar o processo com uma distribuição µ diferente de um ponto de

massa δx, coloquemos em DY a medida Pµ definida por

Pµ(A) =

∫
Y

Px(A)µ(dx), para A ∈ F .

Sejam C(Y ) o espaço das funções contínuas em Y e Cb(Y ) o espaço das
funções contínuas e limitadas em Y .

Definição 1.3.30. Para um dado processo (Xt : t ≥ 0) em Y , para cada f : Y → R
função mensurável limitada e t ≥ 0, definimos o operador S(t)f em Y por

S(t)f(x) := Ex(f(Xt)). (1.11)

Observação 1.3.31. A mensurabilidade do operador S(t)f segue de imediato da
condição (ii) da Definição 1.3.29.

Definição 1.3.32. Um processo de Markov {Px : x ∈ Y } é dito um processo Feller se
S(t)f ∈ Cb(Y ), para todo t ≥ 0 e f ∈ Cb(Y ).



32

Definição 1.3.33. Seja (Xt : t ≥ 0) um processo Feller em Y . Uma família {S(t) :

t ≥ 0} de operadores lineares em Cb(Y ) é um semigrupo de Markov se satisfaz as
seguintes propriedades:

(i) S(0) = I, o operador identidade em Cb(Y );

(ii) S(t+ s)f = S(t)S(s)f , para toda f ∈ Cb(Y ), s, t ≥ 0.

Proposição 1.3.34. Seja (Xt : t ≥ 0) um processo Feller em Y . A família {S(t) : t ≥
0} de operadores lineares da forma (1.11) é um semigrupo de Markov.

Demonstração. (i)

S(0)f(x) = Ex(f(X0)) = Ex(f(x)) = f(x),

já que X0 = x, que é equivalente a (i) da Definição 1.3.29;

(ii) Pela propriedade de Markov, temos que:

S(t+ s)f(x) = Ex(f(Xt+s)) = Ex(Ex(f(Xt+s)|Ft))

= Ex(EXt(f(Xs))) = Ex(S(s)f(Xt)) = S(t)S(s)f(x).

O semigrupo {S(t) : t ≥ 0} descreve a evolução no tempo dos valores espe-
rados das funções observáveis f em Y , para um dado processo de Markov.

Observação 1.3.35. A norma do supremo de funções é dada por

||f ||∞ = sup
x∈Y
|f(x)|.

Então, temos que
||S(t)f ||∞ ≤ ||f ||∞.

Assim, os operadores S(t) contraem as distâncias entre as funções. Desta forma,
chamamos {S(t) : t ≥ 0} um semigrupo de contração.

Definição 1.3.36. Seja S(t) um operador linear limitado em X , para cada t ≥ 0.

(i) {S(t) : t ≥ 0} é um semigrupo fortemente contínuo se ||S(t)f − f || → 0 quando
t→ 0, para toda f ∈ X .

(ii) Se cada S(t) é uma contração, então {S(t) : t ≥ 0} é um semigrupo de contração.

Lema 1.3.37. Suponha que {S(t) : t ≥ 0} é um semigrupo de contração fortemente
contínuo em X . Então, para toda f ∈ X , S(t)f é uma função uniformemente contí-
nua de t ∈ [0,∞) em X .
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Demonstração. Para t, h ≥ 0, temos que

||S(t+ h)f − S(t)f || = ||S(t)(S(h)f − f)|| ≤ ||S(h)f − f ||.

Além disso, para 0 ≤ h ≤ t, obtemos

||S(t− h)f − S(t)f || = ||S(t− h)(S(h)f − f)|| ≤ ||S(h)f − f ||.

Em ambos os casos, fazendo h −→ 0, temos que o lado direito vai para zero. Por-
tanto, S(t)f é uniformemente contínua.

Vejamos agora a definição de gerador de um semigrupo.

Definição 1.3.38. O gerador de um semigrupo {S(t) : t ≥ 0} é o operador definido
por

Lf := lim
t→0

S(t)f − f
t

, (1.12)

onde o domínio D(L) é o conjunto das funções f ∈ X cujo limite existe.

Lema 1.3.39. Suponha que {S(t) : t ≥ 0} é um semigrupo de contração fortemente
contínuo em X com gerador L.

(i) Para toda f ∈ X e t > 0,
∫ t

0
S(s)fds ∈ D(L) e

S(t)f − f = L

∫ t

0

S(s)fds; (1.13)

(ii) Para toda f ∈ D(L) e t > 0, S(t)f ∈ D(L) e

d

dt
S(t)f − f = LS(t)f = S(t)Lf ; (1.14)

(iii) Para toda f ∈ D(L) e t > 0,

S(t)f − f =

∫ t

0

LS(s)fds =

∫ t

0

S(s)Lfds. (1.15)

Demonstração. (i) Note que um operador linear limitado é automaticamente fe-
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chado. Logo, temos

S(h)− I
h

∫ t

0

S(s)fds =
1

h

∫ t

0

S(s+ h)fds− 1

h

∫ t

0

S(s)fds

=
1

h

∫ t+h

h

S(s)fds− 1

h

∫ t

0

S(s)fds

=
1

h

∫ t+h

h

S(s)fds− 1

h

∫ h

0

S(s)fds→ S(t)f − f,

quando h↘ 0, pelo Lema 1.3.37. Assim, para toda f ∈ X e t > 0,
∫ t

0
S(s)fds ∈

D(L) e

S(t)f − f = L

∫ t

0

S(s)fds.

(ii) Primeiramente, vamos mostrar a diferenciabilidade à esquerda. Fixemos t ≥ 0

e seja h > 0. Fazendo uma manipulação algébrica, obtemos

S(t+ h)f − S(t)f

h
=
S(h)f − I

h
S(t)f = S(t)

S(h)f − I
h

f. (1.16)

Fazendo h ↘ 0, por hipótese h−1(S(h)f − I)f → Lf . Como S(t) é uma função
contínua em X , concluímos que o último termo da igualdade (1.16) converge
para S(t)Lf . Desta forma, o termo do meio também converge, implicando
que S(t)f ∈ D(L) e LS(t)f = S(t)Lf . Então, a convergência do termo mais à
esquerda nos diz que S(t)f é diferenciável à direita e a derivada é dada pela
equação (1.14). Para mostrar a diferenciabilidade à esquerda, seja h > 0.

S(t− h)f − S(t)f

−h
− S(t)Lf = S(t− h)

(
S(h)f − f

h
− Lf

)
+ S(t− h)Lf − S(t)Lf.

Usando a propriedade de contração, adquirimos∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣S(t− h)f − S(t)f

−h
− S(t)Lf

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣S(h)f − f

h
− Lf

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣+ ||S(t− h)Lf − S(t)Lf ||.

Fazendo h↘ 0, a última linha vai para 0, o primeiro termo pela hipótese que
f ∈ D(L) e o segundo pelo Lema 1.3.37, provando assim a diferenciabilidade
à esquerda.

(iii) Segue do fato de S(t)Lf ser uma função contínua em t e de propriedades da
integral.
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Corolário 1.3.40. Se L é o gerador de um semigrupo de contração fortemente con-
tínuo em X , então D(L) é denso em X e L é um operador fechado.

Demonstração. Seja f ∈ X . Pela equação (1.13) do Lema anterior, t−1
∫ t

0
S(s)fds ∈

D(L), para cada t > 0. Pela continuidade forte do semigrupo, obtemos que

lim
t↘0

t−1

∫ t

0

S(s)fds = f.

Consequentemente, D(L) é denso em X . Para mostrar que L é um operador fe-
chado, suponha que (fj, Lfj) → (f, g) em X × X , para alguma sequência {fj} de
elementos de D(L). Pela equação (1.15) do Lema anterior,

S(t)fj − fj =

∫ t

0

S(s)Lfjds.

Fazendo j →∞, pela propriedade de contração,∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∫ t

0

S(s)Lfjds−
∫ t

0

S(s)gds

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ ||S(s)(Lfj − g)||ds ≤ t||Lfj − g||.

Desta forma, no limite, adquirimos

S(t)f − f =

∫ t

0

S(s)gds,

implicando que f ∈ D(L) e Lf = g. Portanto, L é um operador fechado.

Seja P o conjunto de todas as medidas de probabilidade em Y .

Definição 1.3.41. Suponha que {S(t) : t ≥ 0} é um semigrupo de Markov em Cb(Y )

com distribuição inicial µ ∈ P. Denotamos por µS(t) ∈ P a distribuição do processo
no tempo t, que é unicamente determinada por∫

Y

fd(µS(t)) :=

∫
Y

S(t)fdµ, (1.17)

para todo f ∈ Cb(X).

De maneira explícita, para subconjuntos de Borel B ∈ Y ,

µS(t)(B) =

∫
Px(Xt ∈ B)µ(dx).

Probabilisticamente falando, µS(t) é a distribuição de probabilidade de Xt, quando
a distribuição inicial do processo é µ.
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Definição 1.3.42. Uma medida µ ∈ P é invariante para o processo Xt se µS(t) = µ,
para todo t ≥ 0. Equivalentemente,∫

Y

S(t)fdµ =

∫
Y

fdµ, (1.18)

para toda f ∈ Cb(Y ). O conjunto de todas as medidas invariantes µ ∈ P de um
processo é denotado por I.

Alguns termos alternativos para as medidas de probabilidade invariantes
são distribuições invariantes e distribuições de equilíbrio. A invariância implica
que, se o estado inicial X0 tem distribuição de probabilidade µ, então o mesmo
acontece com Xt em todos os tempos posteriores t ≥ 0. Além disso, o processo
(Xt : t ≥ 0) é estacionário, ou seja, a distribuição do processo deslocado (Xs+t : t ≥ 0)

é a mesma distribuição do processo original. As medidas invariantes são essenciais
para uma descrição do comportamento de um processo de Markov.

Definição 1.3.43. Para um operador linear fechado L, um subespaço linear Y de
D(L) é um cerne se o gráfico de L é o fecho do gráfico de L restrito à Y, ou seja,
para cada f em D(L), existe uma sequência gn ∈ Y tal que gn → f e Lgn → Lf .
Expressamos isso dizendo que L é o fecho de sua restrição à Y.

Vejamos uma maneira conveniente de verificar se uma determinada me-
dida é invariante.

Proposição 1.3.44. Seja L o gerador do semigrupo de contração fortemente {S(t) :

t ≥ 0} em Cb(Y ), definido por um processo de Markov Xt. Sejam µ uma medida
de probabilidade em Y e Y um cerne para L. Então, µ é invariante para Xt se, e
somente se, ∫

(Lf)dµ = 0, (1.19)

para toda f ∈ Y. Uma possível escolha para o cerne Y é o próprio domínio D(L).

Demonstração. Suponhamos que µ é invariante e f ∈ D(L). Pela definição de gera-
dor, temos que t−1(S(t)f−f)→ Lf limitadamente e uniformemente quando t −→ 0.
Logo, podemos tomar o limite das integrais∫

Lfdµ = lim
t→0

∫
S(t)f − f

t
dµ = lim

t→0

1

t

(∫
fd(S(t)µ)−

∫
fdµ

)
= lim

t→0

1

t

(∫
fdµ−

∫
fdµ

)
= 0.

Reciprocamente, suponhamos que
∫
Lgdµ = 0, para toda g ∈ X . Pela definição de

um cerne, para toda f ∈ D(L), existe gn ∈ Y tal que Lgn → Lf limitadamente e
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uniformemente. Consequentemente,
∫
Lfdµ = 0, para toda f ∈ D(L). Fixemos

f ∈ D(L). Pelo Lema 1.3.39, S(t)f ∈ D(L), para todo t ≥ 0. Além disso, S(t)f − f =∫ t
0
LS(s)fds. Assim, integrando esta igualdade em relação a µ, temos∫

(S(t)f − f)dµ =

∫ (∫ t

0

L(S(s)f)ds

)
dµ.

Separando as integrais no lado esquerdo e usando o Teorema de Fubini no lado
direito, obtemos∫

S(t)fdµ−
∫
fdµ =

∫ t

0

(∫
L(S(s)f)dµ

)
ds = 0,

pois S(s)f ∈ D(L), o que implica que
∫
L(S(s)f)dµ = 0. Consequentemente, obte-

mos ∫
f(dµS(t)) =

∫
fdµ, (1.20)

para toda f ∈ D(L). Pelo Corolário 1.3.40, D(L) é denso em Cb(Y ). Então, a igual-
dade (1.20) vale para toda f ∈ Cb(Y ). Desta forma, µS(t) = µ. Portanto, µ é
invariante.

1.3.2 Processo de Poisson

O processo de Poisson é o processo estocástico a tempo contínuo que conta
o número de eventos de interesse até um determinado tempo. Vejamos alguns
conceitos necessários para sua definição.

Definição 1.3.45. Um processo estocástico a tempo contínuo {N(t) : t ≥ 0}, definido
sobre um espaço amostral Ω, com espaço de estados E = N e tal que, para todo evento
elementar ω ∈ Ω, a trajetória correspondente, t→ N(t), satisfaça

(i) É não decrescente;

(ii) Cresce somente com saltos, ou seja, é constante entre os saltos;

(iii) É contínua à direita e tem limite à esquerda;

(iv) N0(ω) = 0.

é chamado processo de contagem.

Definição 1.3.46. Um processo estocástico {Nt : t ≥ 0} é dito possuir incrementos
independentes se para todo t1, t2, t3, · · · , tn, com 0 < t1 < t2 < · · · < tn, temos que

N0, Nt1 −N0, Nt2 −Nt1 , · · · , Ntn −Ntn−1
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são variáveis aleatórias independentes.

Assim, o número de eventos que tenham ocorrido até tempo t (Nt) deve
ser independente do número de eventos que ocorrem entre os tempos de t e t + s

(Nt+s −Nt).

Definição 1.3.47. Um processo estocástico {Nt : t ≥ 0} é dito ter incrementos esta-
cionários se P (Nt+s −Nt = k) = P (Ns = k), para todo t ≥ 0.

Definição 1.3.48. Um processo de contagem {Nt : t ≥ 0} é dito ser um processo de
Poisson homogêneo se:

(i) Os saltos tem comprimento um;

(ii) {Nt : t ≥ 0} possui incrementos independentes;

(iii) {Nt : t ≥ 0} possui incrementos estacionários.

Como consequência desta definição, temos que Nt ∼ Poisson(λt), para al-
gum λ ∈ R, ou seja,

P (Nt = n) =
e−λt(λt)n

n!
,

para todo n ∈ N e λ ∈ R (de unidade inversa da unidade do tempo).

Exemplo 1.3.49. Seja {Nt : t ≥ 0} um processo de Poisson homogêneo com taxa λ >
0. Este processo é uma cadeia de Markov a tempo contínuo. De fato, consideremos
t, s ≥ 0.

P(Nt+s = j|Ns = i, Nu = i(u), u < s) = P(Nt+s −Ns = j − i|Ns = i, Nu = i(u), u < s)

= P(Nt+s −Ns = j − i)

= P(Nt = j − i).

Assim,

pi,j(t) = P(Nt = j − i) =

{
exp−λt(λt)j−i

(j−i)! , se j ≥ i

0, caso contrário
.

1.3.3 Dualidade

Suponha que ηt e ζt são processos de Markov com espaços de estados U e V ,
respectivamente. Seja f(η, ζ) uma função mensurável limitada em U × V . Então,
ηt e ζt são ditos duais um em relação ao outro, com respeito à f , se

Eη(f(ηt, ζ)) = Eζ(f(η, ζt))
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para todo η ∈ U e ζ ∈ V . Dado um processo ηt de interesse, é frequentemente útil
encontrar uma função f conveniente e um processo ζt que é dual à ηt com respeito
à f . Vários problemas envolvendo ηt podem ser remodelados em termos de ζt, e
muitas vezes resolvidos mais facilmente nesse novo contexto.



Capítulo 2

Modelo e Resultados

Neste capítulo, introduziremos o modelo KMP e enunciaremos os resulta-
dos que serão verificados.

2.1 Sistema Unidimensional de Osciladores

Definição 2.1.1. Consideremos um sistema de osciladores harmônicos unidimen-
sionais mecanicamente desacoplados. Dado o oscilador x, x ∈ {−L,−L + 1, . . . , L},
considere (qx, px) ∈ R × R descrevendo a sua posição e sua velocidade, respectiva-
mente. Consequentemente, o espaço de estados é (R×R)2L+1. Seja ξx, x ∈ {−L,−L+

1, . . . , L}, variável aleatória que determina a energia do x-ésimo oscilador, com
ξx ∈ R+. A energia total do sistema é a soma das energias dos osciladores indi-
viduais, ou seja,

∑
x

(qx)
2 + (px)

2. O sistema passa por uma evolução estocástica no

tempo, definida da seguinte maneira:
Escolhamos um par de sítios vizinhos próximos e deixemos que os osciladores tro-
quem energia de acordo com um procedimento microcanônico, isto é, mantendo a
energia total fixa e redistribuindo-a com uma distribuição uniforme sobre a super-
fície de energia constante. Nas fronteiras, ±L, o sistema está em contato com reser-
vatórios à diferentes temperaturas. Nelas, distribuamos a energia dos osciladores
de acordo com a distribuição de Gibbs com temperaturas T±(T+ 6= T−).

Em vez de trabalharmos com (qx, px) ∈ R × R, enunciaremos na Definição
2.1.2 uma nova notação, de acordo com a descrição do modelo feito acima.

Definição 2.1.2. Os valores ξ′x, ξ′x+1 das energias em x, x + 1, quando o par x, x + 1
é escolhido, são dados por

ξ′x = p(ξx + ξx+1) e ξ′x+1 = (1− p)(ξx + ξx+1), p ∈ [0, 1], (2.1)

40
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onde ξx e ξx+1 são os valores das energias antes do rearranjo. A distribuição de p é
uniforme, isto é, a medida de Lebesgue em [0, 1].

A Figura 2.1 mostra essa evolução das energias. Note que, após o processo,
o par x, x+ 1 tem a energia redistribuída com p ∼ U[0, 1].

Figura 2.1: Evolução das energias.

Definição 2.1.3. Seja ξ(L) = (ξ−L, . . . , ξL) ∈ R+
2L+1. O gerador G(L) da evolução

estocástica que descrevemos acima é dado por

(G(L)f)(ξ(L)) =
L−1∑
x=−L

∫ 1

0

(
f(ξ−L, . . . , p(ξx + ξx+1), (1− p)(ξx + ξx+1), . . . , ξL)− f(ξ(L))

)
dp

+

∫ ∞
0

(
f(ξ′, . . . , ξL)− f(ξ(L))

)
β−e

−β−ξ′dξ′

+

∫ ∞
0

(
f(ξ−L, . . . , ξ

′)− f(ξ(L))
)
β+e

−β+ξ′dξ′ (2.2)

com f função em R+
2L+1, βe−βξdξ a distribuição de Gibbs para a energia de um os-

cilador harmônico à temperatura T = 1
Kβ

, β− a temperatura inversa do reservatório
da esquerda, β+ a temperatura inversa do reservatório da direita e K a constante
de Boltzmann. O processo de Markov com gerador G(L) tem uma medida invariante
µL.
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Observação 2.1.4. Vamos assumir nesta dissertação que a medida invariante é
única e que o processo converge em distribuição para µL, quando t→∞.

A próxima proposição não se encontra no artigo [1], material base desta
dissertação. Seu enunciado é intuitivo: em contato com reservatórios com mesma
temperatura, a medida invariante é produto de exponenciais.

Proposição 2.1.5. Se β+ = β−, então a medida produto de exponenciais de parâ-
metro 1

KT
, é invariante.

Demonstração. Suponha que β = β+ = β−. Pelo resultado (1.3.44), basta mostrar-
mos que ∫ ∞

0

. . .

∫ ∞
0

(G(L)f)(ξ(L))dµ−L(ξ−L) · . . . · dµL(ξL) = 0. (2.3)

Por definição,
∫∞

0
. . .
∫∞

0
(G(L)f)(ξ(L))dµ−L(ξ−L) · . . . · dµL(ξL) é igual a

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0


L−1∑
x=−L

∫ 1

0
(f(ξ−L, . . . , p(ξx + ξx+1), (1− p)(ξx + ξx+1), . . . , ξL)− f(ξ(L)))dp︸ ︷︷ ︸

(I)

+

∫ ∞
0

(f(ξ′, . . . , ξL)− f(ξ(L)))βe−βξ
′
dξ′︸ ︷︷ ︸

(II)

+

∫ ∞
0

(f(ξ−L, . . . , ξ
′)− f(ξ(L)))βe−βξ

′
dξ′︸ ︷︷ ︸

(III)


dµ−L(ξ−L) . . . dµL(ξL).

Vamos calcular separadamente cada termo da integral acima. Primeiramente, calculemos
a integral de (II):∫ ∞

0
. . .

∫ ∞
0

(∫ ∞
0

(f(ξ′, . . . , ξL)− f(ξ(L)))βe−βξ
′
dξ′
)
dµ−L(ξ−L) . . . dµL(ξL).

Separando as integrais, a expressão acima é igual a∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

f(ξ′, . . . , ξL)βe
−βξ′dξ′dµ−L(ξ−L) . . . dµL(ξL)

−
∫ ∞

0
. . .

∫ ∞
0

f(ξ(L))βe−βξ
′
dξ′dµ−L(ξ−L) . . . dµL(ξL).

Calculando o segundo termo acima, obtemos∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

f(ξ′, . . . , ξL)βe
−βξ′dξ′dµ−L(ξ−L) . . . dµL(ξL)

− (1− e−βξ′)|∞0︸ ︷︷ ︸
= 1

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

f(ξ(L))dµ−L(ξ−L) . . . dµL(ξL).
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Como a função f no primeiro termo não depende de ξ−L, a expressão anterior é igual a∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

f(ξ′, . . . , ξL)βe
−βξ′dξ′dµ−L+1(ξ−L+1) . . . dµL(ξL)

−
∫ ∞

0
. . .

∫ ∞
0

f(ξ(L))dµ−L(ξ−L) . . . dµL(ξL).

Já que βe−βξ′dξ′ = dµ−L(ξ−L), reescrevemos o acima como∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

f(ξ(L))dµ−L(ξ−L) . . . dµL(ξL)−
∫ ∞

0
. . .

∫ ∞
0

f(ξ(L))dµ−L(ξ−L) . . . dµL(ξL) = 0.

Analogamente, calculamos a integral de (III):∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

(∫ ∞
0

(f(ξ−L, . . . , ξ
′)− f(ξ(L)))βe−βξ

′
dξ′
)
dµ−L(ξ−L) . . . dµL(ξL).

Separando as integrais, a expressão acima é igual a∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

f(ξ−L, . . . , ξ
′)βe−βξ

′
dξ′dµ−L(ξ−L) . . . dµL(ξL)

−
∫ ∞

0
. . .

∫ ∞
0

f(ξ(L))βe−βξ
′
dξ′dµ−L(ξ−L) . . . dµL(ξL).

Calculando o segundo termo acima, obtemos∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

f(ξ−L, . . . , ξ
′)βe−βξ

′
dξ′dµ−L(ξ−L) . . . dµL(ξL)

− (1− e−βξ′)|∞0︸ ︷︷ ︸
= 1

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

f(ξ(L))dµ−L(ξ−L) . . . dµL(ξL).

Como a função f no primeiro termo não depende de ξL, a expressão anterior é igual a

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

f(ξ−L, . . . , ξ
′)dµ−L(ξ−L)) . . . dµL−1(ξL−1)βe

−βξ′dξ′

−
∫ ∞

0
. . .

∫ ∞
0

f(ξ(L))dµ−L(ξ−L) . . . dµL(ξL).

Já que βe−βξ′dξ′ = dµL(ξL), reescrevemos o anterior como∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

f(ξ(L))dµ−L(ξ−L) . . . dµL(ξL)−
∫ ∞

0
. . .

∫ ∞
0

f(ξ(L))dµ−L(ξ−L) . . . dµL(ξL) = 0.

Agora, vamos calcular a integral de (I). Consideremos somente um termo do soma-
tório, digamos o termo x:∫ ∞

0
. . .

∫ ∞
0

(∫ 1

0
(f(ξ−L, . . . , p(ξx + ξx+1), (1− p)(ξx + ξx+1), . . . , ξL)− f(ξ(L)))dp

)
dµ−L(ξ−L) . . . dµL(ξL).



44

Separando as integrais, a expressão acima é igual a∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

∫ 1

0
f(ξ−L, . . . , p(ξx + ξx+1), (1− p)(ξx + ξx+1), . . . , ξL)dpdµ−L(ξ−L) . . . dµL(ξL)

−
∫ ∞

0
. . .

∫ ∞
0

∫ 1

0
f(ξ(L))dpdµ−L(ξ−L) . . . dµL(ξL).

Calculando a integral no segundo termo acima, como f(ξ(L)) é constante em relação à dp,
obtemos∫ ∞

0
. . .

∫ ∞
0

∫ 1

0
f(ξ−L, . . . , p(ξx + ξx+1), (1− p)(ξx + ξx+1), . . . , ξL)dpdµ−L(ξ−L) . . . dµL(ξL)

−
∫ ∞

0
. . .

∫ ∞
0

f(ξ(L))dµ−L(ξ−L) . . . dµL(ξL).

Aplicando o Teorema de Fubini, reescrevemos o acima como∫ 1

0

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

f(ξ−L, . . . , p(ξx + ξx+1), (1− p)(ξx + ξx+1), . . . , ξL)dµ−L(ξ−L) . . . dµL(ξL)dp

−
∫ ∞

0
. . .

∫ ∞
0

f(ξ(L))dµ−L(ξ−L) . . . dµL(ξL). (2.4)

Para resolver o primeiro termo acima, vamos fazer uma mudança de variáveis, analisando
somente os elementos que se alteram em relação aos elementos correspondentes do se-
gundo termo. Desta forma, basta mostrarmos que∫ 1

0

∫ ∞
0

∫ ∞
0

f (p(x+ y), (1− p)(x+ y))βe−βxβe−βydxdydp =∫ ∞
0

∫ ∞
0

f(x, y)βe−βxβe−βydxdy. (2.5)

Daí, utilizamos o mesmo procedimento feito na integral de (II) e de (III).
Iremos partir do lado esquerdo da expressão (2.5).

Afirmação 2.1.6. ∫ ∞
0

∫ ∞
0

f(x+ y)dxdy =

∫ ∞
0

Sf(S)dS.

De fato, chamando {
S = x+ y

a = x− y
,

temos que x = S+a
2 e y = S−a

2 . Calculando o determinante da matriz jacobiana, temos

det J = det

(
1
2

1
2

1
2 −1

2

)
=

1

2
.
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Aplicando o Teorema de Mudança de Variáveis, obtemos∫ ∞
0

∫ ∞
0

f(x+ y)dxdy =

∫ ∞
0

∫ S

−S

1

2
f(S)dadS =

∫ ∞
0

1

2
f(S)

∫ S

−S
dadS

=
1

2

∫ ∞
0

f(S) a
∣∣∣S
−S︸︷︷︸

2S

dS =

∫ ∞
0

Sf(S)dS,

o que prova a afirmação acima.
Desta forma, pela Afirmação 2.1.6, reescrevemos o lado esquerdo da expressão (2.5) como∫ 1

0

∫ ∞
0

Sf (pS, (1− p)S)βe−βxβe−βydSdp. (2.6)

Chamando {
x = pS

y = (1− p)S
,

temos que S = x+ y e p = x
x+y . Calculando o determinante da matriz jacobiana, obtemos

det J = det

(
1 1
y

(x+y)2
− x

(x+y)2

)
= − 1

x+ y
.

Aplicando o Teorema de Mudança de Variáveis, reescrevemos a expressão (2.6) como∫ ∞
0

∫ ∞
0

(x+ y)f(x, y) |det J | βe−βxβe−βydxdy.

Substituindo os valores, a expressão acima é igual a∫ ∞
0

∫ ∞
0

(x+ y)f(x, y)
1

(x+ y)
βe−βxβe−βydxdy =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

f(x, y)βe−βxβe−βydxdy.

Voltando à equação (2.4), obtemos∫ 1

0

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

f(ξ−L, . . . , p(ξx + ξx+1), (1− p)(ξx + ξx+1), . . . , ξL)dµ−L(ξ−L) . . . dµL(ξL)dp

−
∫ ∞

0
. . .

∫ ∞
0

f(ξ(L))dµ−L(ξ−L) . . . dµL(ξL).

Como βe−βxdx = dµx(ξx) e βe−βydy = dµx+1(ξx+1), a expressão anterior é igual a∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

f(ξ(L))dµ−L(ξ−L) . . . dµL(ξL)−
∫ ∞

0
. . .

∫ ∞
0

f(ξ(L))dµ−L(ξ−L) . . . dµL(ξL) = 0.

Portanto, para β+ = β−, a medida µL é invariante.
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2.2 Resultados

Seja O a álgebra das funções cilíndricas limitadas e contínuas em (R×R)Z.
Então, provaremos nos capítulos seguintes:

Teorema 2.2.1. Seja τ[uL] a translação de [uL] = parte inteira de uL, u ∈ (−1, 1);
então,

lim
L→∞

µL(τ[uL]f) = νT (u)(f),∀f ∈ O, (2.7)

onde a convergência (2.7) é uma convergência de números que, quando satisfeita
para toda f ∈ O, implica na convergência fraca definida em (1.3.22),

T (u) = T−

(
1− u

2

)
+ T+

(
1 + u

2

)
(2.8)

e νT é a medida de Gibbs para os osciladores (independentes) à temperatura T , a
saber,

dνT =
∏
x

(
1

kT
e(− ξx

kT
)dξx

)
. (2.9)

Nosso objetivo é calcular o fluxo médio de energia entre os osciladores nos
sítios x, x+ 1,−L 6 x 6 L− 1. Por definição, temos que

QL :=

∫ ∫ 1

0

(ξx − p(ξx + ξx+1)) dpdµL

=

∫ (
ξx − ξx+1

2

)
dµL. (2.10)

Teorema 2.2.2. O fluxo de calor QL é independente do oscilador x:

QL = − 1

4L
(β+

−1 − β−−1) (2.11)

e

Q = −K
2

dT (u)

du
,−1 < u < 1, (2.12)

onde T (u) é definido pela equação (2.8), K é a constante de Boltzmann e Q =

lim
L→∞

LQL.
A segunda equação prova a Lei de Fourier com coeficiente de condutividade

de calor K
2

.



Capítulo 3

Dualidade e Processo Associado de
Passeios Aleatórios Absorvidos

Neste capítulo, vamos introduzir uma família de processos de Markov a
tempo contínuo, que está relacionada com aquele processo gerado por G(L), através
do Teorema 3.0.6, que será apresentado a seguir.

Definição 3.0.3. Dado L ∈ N, sejam

δ(±) = ±(L+ 1)

e

IL = [−L,L] ∪ δ(−) ∪ δ(+).

Consideremos o processo de Markov em NIL(N = 0, 1, . . .), cujo gerador AL é dado por

(ALf)(nδ(−), n−L, . . . , nL, nδ(+))

=
L−1∑
i=−L

1

ni + ni−1 + 1

ni+ni+1∑
q=0

(f(nδ(−), n−L, . . . , ni−1, q, ni + ni+1 − q, . . . , nL, nδ(+))

−f(nδ(−), . . . , nδ(+)))

+ f(nδ(−) + n−L, 0, n−L+1, . . . , nδ(+))− f(nδ(−), n−L, . . . , nL, nδ(+))

+ f(nδ(−), . . . , nL−1, 0, nδ(+) + nL)− f(nδ(−), n−L, . . . , nL, nδ(+)). (3.1)

Denotemos por Qn
(L) o processo de Markov gerado por AL, nt sendo a família

de variáveis aleatórias nδ(−), . . . , nδ(+) no tempo t, com n0 = n. Qn
(L) descreve o

movimento de |n| = nδ(−) + . . . + nδ(+) partículas indistinguíveis que se movem em
IL e ficam presas quando chegam em δ(±), absorvendo as condições de fronteira em

47
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δ(±). No interior, o movimento é especificado pela seguinte regra:
Em cada par de sítios x, x + 1,−L ≤ x ≤ L − 1, existe um relógio que toca

com lei exponencial de parâmetro 1. Os relógios tocam independentemente uns dos
outros. Quando o relógio em x, x+ 1 toca, as partículas em x e x+ 1 redistribuem-se
entre estes sítios. Em outras palavras, sejam nx e nx+1 o número de partículas em x

e x+ 1, respectivamente. Então, escolhemos p uniformemente entre 0, 1, . . . , nx +nx+1

e coloquemos p partículas em x e nx +nx+1− p em x+ 1. Além disso, existem relógios
também em δ(±), que descrevem a absorção de partículas nestes sítios, a saber,
quando os relógios em δ(+) e δ(−) tocam, as partículas em L e −L vão para δ(+) e
δ(−), respectivamente, onde permanecerão indefinidamente.

A Figura 3.1 mostra essa evolução das partículas. Observe que, depois que
o relógio do par x, x + 1 toca, as partículas nestes dois sítios são redistribuídas
uniformemente.

Figura 3.1: Evolução das partículas.

Observação 3.0.4. Geralmente, nos referimos às fronteiras δ(+) e δ(−) como cemi-
térios, pois quando as partículas vão para lá, não voltam nunca mais.

É digno de nota que, durante esta evolução, o número total de partículas é
constante e que o número daquelas que estão presas nas fronteiras deve aumen-
tar. Eventualmente, todas as partículas saem de [−L,−L + 1, . . . , L]. Portanto, as
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propriedades assintóticas deste movimento são completamente descritas pela dis-
tribuição de saída.

Na sequência, usaremos a seguinte notação:

Definição 3.0.5. Sejam

k = (k−L, . . . , kL), k̂ = (0, k−L, . . . , kL, 0),

n = (nδ(−), n−L, . . . , nL, nδ(+)), n′ = (n−L, . . . , nL),

F (k, ξ) =
∏
x

ξkxx
kx!

,
∑
x

kx <∞, k = (kx)x∈Z

e

F (n, ξ(L)) = F (n′, ξ(L))β
−nδ(+)

+ β
−nδ(−)

− . (3.2)

Então,

F (k, ξ(L)) = F (k̂, ξ(L)). (3.3)

A função F definida acima é escolhida de forma que possamos relacionar
o processo das partículas com o processo das energias. O próximo teorema mostra
essa dualidade entre os dois processos.

Teorema 3.0.6. Para todo t ∈ R+,∫
F (k̂, ξ

(L)
t )dπ

(L)

ξ
(L)
0

=

∫
F (nt, ξ

(L)
0 )dQ

(L)

k̂
,

onde π(L)
ξ0

denota o processos de Markov para as variáveis aleatórias ξ(L)
t geradas

por G(L) e começando em ξ
(L)
t=0 = ξ

(L)
0 .

Demonstração. Esta é a clássica relação que mostra a dualidade nos dois processos.
Fixemos ξ(L)

0 ∈ (R2L+1)+ e k ∈ N2L+1. Sabemos que∫
F (k̂, ξ

(L)
t )dπ

(L)

ξ
(L)
0

= E(F (k̂, ξ
(L)
t ))

e ∫
F (nt, ξ

(L)
0 )dQ

(L)

k̂
= E(F (nt, ξ

(L)
0 )).
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Lembrando da definição de gerador, obtemos

(Lf)(x) = lim
t→0

S(t)f(x)− f(x)

t

= lim
t→0

Ex(f(Xt))− f(x)

t

=
d

dt
E(f(Xt))|t=0.

Assim, ALF (k̂, ξ(L)) é derivada no tempo t = 0 da função E(F (k̂, ξ
(L)
t )) e G(L)F (k̂, ξ(L))

é a derivada no tempo t = 0 da função E(F (nt, ξ
(L)
0 )). Logo, é suficiente mostrar que

G(L)F (k̂, ξ(L)) = ALF (k̂, ξ(L)).

Esta heurística é detalhada em [2].
Vamos calcular separadamente cada termo que aparece na definição de

G(L). Primeiramente, vejamos o somatório, que descreve o que ocorre no inter-
valo [−L + 1, . . . , L− 1]. Consideremos somente um termo do somatório, digamos o
termo x:∫ 1

0

(F (k̂, ξ−L, . . . , p(ξx + ξx+1), (1− p)(ξx + ξx+1), . . . , ξL)− F (k̂, ξ(L)))dp.

Aplicando a definição da função F , a expressão acima é igual a∫ 1

0

(F (k, ξ−L, . . . , p(ξx + ξx+1), (1− p)(ξx + ξx+1), . . . , ξL)− F (k, ξ(L))) · (β0
+ β

0
−)︸ ︷︷ ︸

= 1

dp.

Aplicando a definição da função F e separando as integrais, obtemos

∫ 1

0

(
ξ
k−L
−L

k−L!
·
ξ
k−L+1

−L+1

k−L+1!
· · · p

kx(ξx + ξx+1)kx

kx!
· (1− p)kx+1(ξx + ξx+1)kx+1

kx+1!
· · · ξ

kL
L

kL!

)
dp

−
∫ 1

0

(
ξ
k−L
−L

k−L!
·
ξ
k−L+1

−L+1

k−L+1!
· · · ξ

kx
x

kx!
·
ξ
kx+1

x+1

kx+1!
· · · ξ

kL
L

kL!

)
dp.

Observe que, nas duas integrais acima, há uma mudança somente no termo

ξkxx
kx!
·
ξ
kx+1

x+1

kx+1!
.

Este termo é alterado para

E :=
1

kx!kx+1!

(∫ 1

0

(ξx + ξx+1)kx+kx+1pkx(1− p)kx+1dp− ξkxx ξ
kx+1

x+1

)
.
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Como (ξx + ξx+1)kx+kx+1 é constante em relação à dp, obtemos

E =
1

kx!kx+1!

(
(ξx + ξx+1)kx+kx+1

∫ 1

0

pkx(1− p)kx+1dp− ξkxx ξ
kx+1

x+1

)
.

Desenvolvendo este termo através do binômio de Newton, reescrevemos a expres-
são acima como

1

kx!kx+1!

(
kx+kx+1∑
k=0

(
kx + kx+1

k

)
ξkxξ

kx+kx+1−k
x+1

∫ 1

0

pkx(1− p)kx+1dp− ξkxx ξ
kx+1

x+1

)

=

kx+kx+1∑
k=0

ξkxξ
kx+kx+1−k
x+1

kx!kx+1!

(kx + kx+1)!

(kx + kx+1 − k)!k!

∫ 1

0

pkx(1− p)kx+1dp−
ξkxx ξ

kx+1

x+1

kx!kx+1!
.

Afirmação 3.0.7. ∫ 1

0

pm(1− p)ndp =
m!n!

(m+ n)!(m+ n+ 1)
.

Provemos a afirmação acima. Seja F (m,n) =
∫ 1

0
pm(1− p)ndp, com m,n ≥ 0.

Observe que F (m,n) = F (n,m) e

F (m, 0) =

∫ 1

0

pm(1− p)0dp =

∫ 1

0

pmdp =

(
pm+1

m+ 1

) ∣∣∣∣∣
1

0

=
1

m+ 1
. (3.4)

Além disso, considere

F (m,n)

F (m+ 1, n− 1)
=

∫ 1

0
pm(1− p)ndp∫ 1

0
pm+1(1− p)n−1dp

.

Vamos resolver pelo método de integração por partes. Sejam u = pm e dv = (1 −
p)ndp. Logo, du = mpm−1dp e v =

∫
(1 − p)ndp = − (1−p)n+1

n+1
. Então, como

∫ 1

0
udv =

[uv]|10 −
∫ 1

0
vdu, temos que

∫ 1

0

pm(1− p)ndp =

(
−p

m(1− p)n+1

n+ 1

) ∣∣∣∣∣
1

0︸ ︷︷ ︸
= 0

−
∫ 1

0

−mpm−1 (1− p)n+1

n+ 1
dp

=
m

n+ 1

∫ 1

0

pm−1(1− p)n+1dp.

Logo, obtemos

F (m,n)

F (m+ 1, n− 1)
=

∫ 1

0
pm(1− p)ndp

m+1
n

∫ 1

0
pm(1− p)ndp

=
n

m+ 1
. (3.5)
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Ainda mais,

n−1∏
k=0

F (m+ k, n− k)

F (m+ k + 1, n− k − 1)
=

F (m,n)

F (m+ 1, n− 1)
· F (m+ 1, n− 1)

F (m+ 2, n− 2)
· · · F (m+ n− 1, 1)

F (m+ n, 0)
=

F (m,n)

F (m+ n, 0)
.

Assim, pelas expressões (3.4) e (3.5), segue que

F (m.n) =
1

m+ n+ 1

n−1∏
k=0

n− k
m+ k + 1

=
1

m+ n+ 1
· n!

(n+ 1) · (n+ 2) · · · (n+m)
.

Sabemos que

(n+m)! = n!(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+m)⇒ (n+ 1)(n+ 2) · · · (n+m) =
(n+m)!

n!
.

Portanto,

F (m,n) =
m!n!

(m+ n)!(m+ n+ 1)
,

o que prova a afirmação.
Assim, pela Afirmação 3.0.7, obtemos

E =

kx+kx+1∑
k=0

ξkxξ
kx+kx+1−k
x+1

kx!kx+1!
· (kx + kx+1)!

(kx + kx+1 − k)!k!

kx!kx+1!

(kx + kx+1)!(kx + kx+1 + 1)
−
ξkxx ξ

kx+1

x+1

kx!kx+1!

=
1

kx + kx+1 + 1

kx+kx+1∑
k=0

ξkxξ
kx+kx+1−k
x+1

k!(kx + kx+1 − k)!
−
ξkxx ξ

kx+1

x+1

kx!kx+1!
. (3.6)

Agora, vamos calcular o termo correspondente na definição de AL. Consideremos
um termo do somatório, digamos i, e façamos i = x:

1

kx + kx−1 + 1

kx+kx+1∑
q=0

(
F (0, k−L, . . . , kx−1, q, kx + kx+1, . . . , kL, 0, ξ

(L))

− F (0, k−L, . . . , kL, 0, ξ
(L))
)
.

(3.7)
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Aplicando diretamente a definição da função F , obtemos

1

kx + kx−1 + 1

kx+kx+1∑
q=0

(
ξ
k−L
−L

k−L!
·
ξ
k−L+1

−L+1

k−L+1!
· · · ξ

q
x

q!
·

ξ
kx+kx+1−q
x+1

(kx + kx+1 − q)!
· · · ξ

kL
L

kL!

)

−

(
ξ
k−L
−L

k−L!
·
ξ
k−L+1

−L+1

k−L+1!
· · · ξ

kx
x

kx!
·
ξ
kx+1

x+1

kx+1!
· · · ξ

kL
L

kL!

)
.

Analogamente, na diferença acima, há uma mudança somente em

ξkxx
kx!
·
ξ
kx+1

x+1

kx+1!
.

Este termo é alterado para

1

kx + kx−1 + 1

kx+kx+1∑
q=0

ξqxξ
kx+kx+1−q
x+1

q!(kx + kx+1 − q)!
−
ξkxx ξ

kx+1

x+1

kx!kx+1!
= E,

ou seja, é exatamente igual à equação (3.6). Portanto, nos geradores G(L) e AL

aplicados na função F , os termos que descrevem o que ocorre no intervalo [−L +

1, . . . , L− 1] são iguais.
Vamos agora calcular os termos dos sítios da fronteira. Inicialmente, con-

sideremos o sítio L. Assim, na definição de G(L), temos∫ ∞
0

(
F (k̂, ξ−L, . . . , ξ

′)− F (k̂, ξ(L))
)
· β+e

−β+ξ′dξ′.

Aplicando a definição de F , a expressão acima é igual a∫ ∞
0

(
F (k, ξ−L, . . . , ξ

′)− F (k, ξ(L))
)
· (β0

+ β
0
−)︸ ︷︷ ︸

= 1

β+e
−β+ξ′dξ′.

Empregando a definição da função F e separando as integrais, obtemos

∫ ∞
0

ξ
k−L
−L

k−L!
· · · ξ

′kL
L

kL!
β+e

−β+ξ′dξ′ −
∫ ∞

0

ξ
k−L
−L

k−L!
· · · ξ

kL
L

kL!
β+e

−β+ξ′dξ′

=

(
ξ
k−L
−L

k−L!
· · ·

ξ
kL−1

L−1

kL−1!

)
·

∫ ∞
0

ξ′kLL
kL!

β+e
−β+ξ′dξ′ − ξkLL

kL!

∫ ∞
0

β+e
−β+ξ′dξ′︸ ︷︷ ︸

= 1

 . (3.8)

Afirmação 3.0.8. Para uma lei exponencial, temos que∫ ∞
0

xk

k!
λe−λxdx = λ−k.
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De fato, vamos mostrar por indução sobre k. Para k = 1, temos que∫ ∞
0

xk

1!
λe−λxdx.

Vamos resolver esta integral pelo método de integração por partes. Sejam u = x

e dv = λe−λxdx. Logo, du = dx e v =
∫
λe−λxdx = −e−λx. Então, como

∫∞
0
udv =

(uv)|∞0 −
∫∞

0
vdu, temos que∫ ∞

0

xk

1!
λe−λxdx = (−xe−λx)|∞0︸ ︷︷ ︸

= 0

−
∫ ∞

0

−e−λxdx =

(
−e
−λx

λ

) ∣∣∣∣∞
0

= λ−1.

Suponha que seja válido para k. Vamos mostrar que vale para k + 1.∫ ∞
0

xk+1

(k + 1)!
λe−λxdx.

Analogamente, vamos resolver esta integral pelo método de integração por partes.
Considere u = xk+1

(k+1)!
e dv = λe−λxdx. Assim, du = (k + 1) xk

(k+1)!
dx e v =

∫
λe−λxdx =

−e−λx. Desta forma, como
∫∞

0
udv = (uv)|∞0 −

∫∞
0
vdu, segue que∫ ∞

0

xk+1

(k + 1)!
λe−λxdx =

(
− xk+1

(k + 1)!
e−λx

) ∣∣∣∣∞
0︸ ︷︷ ︸

= 0

−
∫ ∞

0

−(k + 1)
xk

(k + 1)!
e−λxdx

=

∫ ∞
0

xk

k!
e−λxdx =

λ−k

λ
= λ−(k+1).

Portanto, ∫ ∞
0

xk

k!
λe−λxdx = λ−k,

mostrando a afirmação acima.
Desta forma, pela Afirmação 3.0.8, a expressão em (3.8) é igual a(

ξ
k−L
−L

k−L!
· · ·

ξ
kL−1

L−1

kL−1!

)
·

(
β−kL+ − ξkLL

kL!

)
. (3.9)

Agora, vamos calcular o termo correspondente na definição de AL:

F (0, k−L, . . . , kL−1, 0, kL, ξ
(L))− F (0, k−L, . . . , kL, 0, ξ

(L)).
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Aplicando a definição da função F , reescrevemos a expressão acima como

F (k−L, . . . , kL−1, 0, ξ
(L))(β−kL+ β0

−)− F (k−L, . . . , kL, ξ
(L)) (β0

+ β
0
−)︸ ︷︷ ︸

= 1

.

Empregando a definição da função F , obtemos(
ξ
k−L
−L

k−L!
· · ·

ξ
kL−1

L−1

kL−1!
· ξ

0
0

0!
· β−kL+ · β0

−

)
−

(
ξ
k−L
−L

k−L!
· · ·

ξ
kL−1

L−1

kL−1!
· ξ

kL
L

kL!

)

=

(
ξ
k−L
−L

k−L!
· · ·

ξ
kL−1

L−1

kL−1!

)
·

(
β−kL+ − ξkLL

kL!

)
,

que é igual à equação (3.9).
De forma análoga, calculamos os termos referentes ao sítio −L. Desta

forma, na definição de G(L), temos∫ ∞
0

(
F (k̂, ξ′, . . . , ξL)− F (k̂, ξ(L))

)
· β−e−β−ξ

′
dξ′.

Aplicando a definição de F , a expressão anterior é igual a∫ ∞
0

(
F (k, ξ′, . . . , ξL)− F (k, ξ(L))

)
· (β0

+ β
0
−)︸ ︷︷ ︸

= 1

β−e
−β−ξ′dξ′.

Empregando a definição da função F e separando as integrais, obtemos

∫ ∞
0

ξ
′k−L
−L

k−L!
· · · ξ

kL
L

kL!
β−e

−β−ξ′dξ′ −
∫ ∞

0

ξ
k−L
−L

k−L!
· · · ξ

kL
L

kL!
β−e

−β−ξ′dξ′

=

(
ξ
k−L+1

−L+1

k−L+1!
· · · ξ

kL
L

kL!

)
·

∫ ∞
0

ξ
′k−L
−L

k−L!
β−e

−β−ξ′dξ′ −
ξ
k−L
−L

k−L!

∫ ∞
0

β−e
−β−ξ′dξ′︸ ︷︷ ︸

= 1

 .

Assim, pela Afirmação 3.0.8, reescrevemos o acima como(
ξ
k−L+1

−L+1

k−L+1!
· · · ξ

kL
L

kL!

)
·

(
β
−k−L
− −

ξ
k−L
−L

k−L!

)
. (3.10)

Agora, vamos calcular o termo correspondente na definição de AL:

F (k−L, 0, k−L+1, . . . , kL, 0, ξ
(L))− F (0, k−L, . . . , kL, 0, ξ

(L)).
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Aplicando a definição da função F , a expressão acima é igual a

F (0, k−L+1, . . . , kL, ξ
(L))(β0

+ β
−k−L
− )− F (k−L, . . . , kL, ξ

(L)) (β0
+ β

0
−)︸ ︷︷ ︸

= 1

.

Empregando a definição da função F , obtemos(
ξ0

0

0!
·
ξ
k−L+1

−L+1

k−L+1!
· · · ξ

kL
L

KL!
· β0

+ · β
−k−L
−

)
−

(
ξ
k−L
−L

k−L!
·
ξ
k−L+1

−L+1

k−L+1!
· · · ξ

kL
L

kL!

)

=

(
ξ
k−L+1

−L+1

k−L+1!
· · · ξ

kL
L

kL!

)
·

(
β
−k−L
− −

ξ
k−L
−L

k−L!

)
,

que é igual à equação (3.10).
Portanto,

G(L)F (k̂, ξ(L)) = ALF (k̂, ξ(L)).

Corolário 3.0.9. Temos que∫
F (k, ξ(L))dµL =

∑
k++k−=|k|

β
−k+
+ β

−k−
− qL(k; k+, k−) (3.11)

onde µL é a única medida invariante para o processo gerado por G(L) e

qL(k; k+, k−) = QL
k

(
{k+ partículas sairão em δ(+) e k− em δ(−)}

)
. (3.12)

Demonstração. Pelo Teorema 3.0.6, para todo t ∈ R+,∫
F (k̂, ξ

(L)
t )dπ

(L)

ξ
(L)
0

=

∫
F (nt, ξ

(L)
0 )dQ

(L)

k̂
. (3.13)

Fazendo t→∞, no lado esquerdo da equação (3.13), pela convergência fraca, temos

lim
t→∞

∫
F (k̂, ξ

(L)
t )dπ

(L)

ξ
(L)
0

=

∫
F (k̂, ξ

(L)
t )dµL,

onde µL é a única medida invariante para o processo gerado po G(L). Assim, obte-
mos a distribuição limitante ξL para o processo ξ(L)

t . Pela equação (3.3) da Definição
3.0.5, temos ∫

F (k̂, ξ
(L)
t )dµL =

∫
F (k, ξ(L))dµL.
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Já no lado direito da equação (3.13), pelo Teorema da Convergência Dominada,
adquirimos

lim
t→∞

∫
F (nt, ξ

(L)
0 )dQ

(L)

k̂
=

∫
F (n, ξ

(L)
0 )dQ

(L)

k̂

onde lim
t→∞

nt = n quase certamente, com n = (k−, 0, . . . , 0, k+) com probabilidade
qL(k; k+, k−), ou seja, QL

k ({k+ partículas sairão em δ(+) e k− em δ(−)}). Pela equação
(3.3) da Definição 3.0.5, obtemos∫

F (n, ξ
(L)
0 )dQ

(L)

k̂
=

∫
F (n′, ξ

(L)
0 )β

−k+
+ β

−k−
− dQ

(L)
k

=
∑

k++k−=|k|

β
−k+
+ β

−k−
− qL(k; k+, k−).

Portanto, ∫
F (k, ξ(L))dµL =

∑
k++k−=|k|

β
−k+
+ β

−k−
− qL(k; k+, k−).



Capítulo 4

Estimativas de Absorção via
Teorema de De Finetti

O estudo da medida estacionária µL é reduzido para o de qL, através do
Corolário 3.0.9. Assim, precisaremos de estimativas de probabilidade para a dis-
tribuição de saída de partículas que se movem de acordo com o processo definido
na Definição 3.0.5. Será conveniente considerar este processo como embutido em
outro, onde cada partícula tem um rótulo. Este será o processo x, que definiremos
a seguir.

Definição 4.0.10 (Processo x). Neste processo, as partículas tem um rótulo e se
movem em IL da seguinte maneira:

Escolhamos o par de sítios x, x+ 1,−L ≤ x ≤ L− 1, como da Definição 3.0.5,
com mesma probabilidade. As partículas localizadas em outros sítios, diferentes de
x, x+1, não se movem. Calculemos o número total de partículas em x, x+1; seja este
número igual a nx + nx+1. Escolhamos o número inteiro p uniformemente entre 0 e
nx + nx+1 e independentemente uma permutação de nx + nx+1 rótulos das partículas
em x e x+ 1. Então, coloquemos as primeiras p partículas (isto é, aquelas partículas
com os rótulos correspondendo aos primeiros p elementos da permutação) em x e
as outras em x + 1. Como na Definição 3.0.5, quando δ(+) e δ(−) são escolhidos,
as partículas em −L e L são transferidas para δ(+) e δ(−), respectivamente, onde
permanecerão indefinidamente.

Podemos observar que, a partir da Definição 4.0.10, este processo satisfaz
as propriedades do processo n da Definição 3.0.5, ou seja, se somente observarmos
o número de partículas localizadas em cada sítio, recuperaremos o processo n da
Definição 3.0.5.

Denotemos por pL(x1, . . . , xN ; ε1, . . . , εN), εi = ±1, i = 1, . . . , N , a probabili-
dade no processo x que a partícula i irá para δ(εi), dada a posição inicial x1, . . . , xN ,
onde N = #partículas.
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Por exemplo, considere pL(4, 4, 6; 1,−1, 1). Temos que esta é a probabilidade
de inicialmente a primeira e a segunda partículas estarem no sítio 4 e a terceira no
sítio 6, mas depois do processo, a primeira e a terceira irão para δ(+) e a segunda
para δ(−).

Assim, temos que

qL(n; k+, k−) =
∑∗

pL(x1, . . . , xN ; ε1, . . . , εN), (4.1)

onde

1x(y) =

{
1, se y = x

0, se y 6= x
,

N∑
i=1

1x(xi) = nx, |n| = N e
∑∗ é a soma sobre todas sequências εi, i = 1, . . . , N , tal que

o número total de 1’s é k+, isto é,
N∑
i=1

εi = 2k+ −N .

Vamos estabelecer agora uma permutabilidade assintótica para as nossas
medidas estacionárias µL.

Proposição 4.0.11. Seja P
(L)
x1,...,xn o processo x com n partículas inicialmente em

x1, . . . , xn. Para m < n, seja {i1, . . . , im} um subconjunto de {1, . . . , n}, yj = xij , j =

1, . . . ,m. Então, o processo p
(L)
x1,...,xn para as variáveis aleatórias xi1(t), . . . , xim(t) é

isomorfo ao processo p
(L)
y1,...,ym de m partículas com condição inicial y1, . . . , ym. Em

particular, para qualquer 1 ≤ i ≤ n,

∑
εi=±1

pL(x1, . . . , xi, . . . , xn; ε1, . . . , εi, . . . , εn)

= pL(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn; ε1, . . . , εi−1, εi+1, . . . , εn).

Observação 4.0.12. Em palavras, colocar mais partículas no sistema não afeta o
comportamento das partículas que já estavam lá.

A demonstração abaixo da Proposição 4.0.11 não é a mesma demonstra-
ção do artigo. Fizemos esta outra demonstração pois a do artigo não nos pareceu
convincente.

Demonstração. Escolhamos o par de sítios x, x + 1 envolvidos no deslocamento de
partículas em um dado tempo. Claramente, a distribuição uniforme na permutação
de N partículas induz a distribuição uniforme nas permutações de M delas. Assim,
nós somente precisamos mostrar que o número de partículas no sítio x, depois
do rearranjo, tem a lei correta. Isto é equivalente a dizer que, se escolhermos
unifomemente um subconjunto de M números entre 1 e N e então escolhermos um
número 0 ≤ p ≤ N , temos que o número de elementos do subconjunto que é menor
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que p deve ter lei uniforme em 0, . . . ,M . Em outras palavras, tomemos X1, . . . , XN

variáveis aleatórias independentes com P(Xi = 0) = P(Xi = 1) = 1
2
. Logo, queremos

mostrar que, para cada 0 ≤ q ≤M ,

1

N + 1

N∑
p=0

P

(
p∑
i=1

Xi = q

∣∣∣∣ N∑
i=1

Xi = M

)
=

1

M + 1
.

Porém, considerando L como o número de partículas no sítio x depois do processo,
temos que

1

N + 1

N∑
p=0

P

(
p∑
i=1

Xi = q

∣∣∣∣ N∑
i=1

Xi = M

)
=

N∑
p=0

P

(
L = p,

p∑
i=1

Xi = q

∣∣∣∣ N∑
i=1

Xi = M

)

= P

(
L∑
i=1

Xi = q

∣∣∣∣ N∑
i=1

Xi = M

)
.

Assim, basta mostrarmos que

P

(
L∑
i=1

Xi = q

∣∣∣∣ N∑
i=1

Xi = M

)
=

1

M + 1
. (4.2)

Exemplo 4.0.13. Considere Ω = {a, b, c, d, e, f, g, h, i}. Analisemos o exemplo da Fi-
gura 4.1. Sejam N o número total de partículas, M o número de partículas azuis, L
a quantidade de partículas no sítio x depois do processo e q a quantidade de partí-
culas azuis no sítio x depois do processo. Assim, X1, . . . , XN são variáveis aleatórias
independentes com P(Xi = 0) = P(Xi = 1) = 1

2
.

Desta forma, no exemplo, temos que N = 9, M = 3, L = 5 e q = 2. O processo
funciona da seguinte maneira: fixamos os rótulos, que neste caso são as letras, e
sorteamos as variáveis Xi para as cores das bolas.

Assim, obtemos
X1 = 1 representa que a bola com a letra a passa a ser azul;
X1 = 0 representa que a bola com a letra a passa a ser vermelha;
X2 = 1 representa que a bola com a letra b passa a ser azul;
X2 = 0 representa que a bola com a letra b passa a ser vermelha;
e assim por diante.
Então, no exemplo, obtemos X1 = 0, X2 = 0, X3 = 0, X4 = 1, X5 = 1, X6 = 0, X7 =

1, X8 = 0 e X9 = 0.

Mostremos agora a igualdade (4.2). Seja Ω = {escolha de q bolas azuis}. A
cardinalidade de Ω é

|Ω| =
(
N

M

)
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Figura 4.1: Antes e depois das partículas vermelhas e azuis.

Vejamos que a igualdade (4.2) vale para q = 0.

P
(

haver 0 bolas azuis antes de L
)

=
1

N + 1

N∑
p=0

P
(

haver zero bolas azuis antes de p
)

=
1

N + 1

((
N
M

)(
N
M

) +

(
N−1
M

)(
N
M

) +

(
N−2
M

)(
N
M

) + . . .+

(
N−M
M

)(
N
M

) + 0 + . . .+ 0

)
,

onde os zeros representam que sempre haverá bolas azuis no sítio x. Daí, a expres-
são anterior é igual a

1

N + 1
· 1(

N
M

) · N∑
k=N−M

(
k

M

)
.

Utilizando o Teorema das Colunas do Triângulo de Pascal, que diz que a soma
dos elementos de uma coluna do triângulo (começando no primeiro elemento da
coluna) é igual ao elemento que está avançado uma linha e uma coluna sobre a
última parcela da soma, obtemos

1

N + 1
· 1(

N
M

) · (N + 1

M + 1

)
=

1

N + 1
· M !(N −M)!

N !
· (N + 1)!

(M + 1)!(N −M)!

=
1

N + 1
· M !(N + 1)N !

N !(M + 1)M !
=

1

M + 1
.
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Agora, vamos mostrar para um q qualquer.

P
(

haver q bolas azuis antes de L
)

=
1

N + 1

N∑
p=0

P
(

haver q bolas azuis antes de p
)

=
1

N + 1
· 1(

N
M

) N∑
p=0

(
p

q

)
·
(
N − p
M − q

)
.

Afirmação 4.0.14.

N∑
p=0

(
p

q

)
·
(
N − p
M − q

)
=

(
N + 1

M + 1

)
. (4.3)

Provaremos a identidade acima por um argumento combinatório.
No lado direito da identidade, temos uma combinação, onde escolhemos

M + 1 objetos de N + 1.
Já para o lado esquerdo, seja Ap= {listas nas quais o objeto p + 1 está pre-

sente e há nessa lista q objetos antes dele e M−q depois dele}. Observe que
N⋃
p=0

Ap =

{listas}.

Assim, na lista do escolhidos em
(
N+1
M+1

)
, o objeto p + 1 será o de posição

relativa q + 1. Logo,

N∑
p=0

(
p

q

)
·
(
N − p
M − q

)
=

(
N + 1

M + 1

)
.

o que mostra a afirmação.
Desta forma, utilizando a Afirmação 4.0.14, obtemos

P
(

haver q bolas azuis antes de L
)

=
1

N + 1
· 1(

N
M

)(N + 1

M + 1

)
=

1

N + 1
· M !(N −M)!

N !
· (N + 1)!

(M + 1)!(N −M)!

=
1

N + 1
· M !(N + 1)N !

N !(M + 1)M !
=

1

M + 1
.

Proposição 4.0.15. Dados qualquer número inteiro positivoN , qualquer x1, . . . , xN ,
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ε1, . . . , εN , qualquer u ∈ (−1, 1) e qualquer permutação σ(1), . . . , σ(N),

lim
L→∞

(
pL(x1 + [uL], . . . , xN + [uL], ε1, . . . , εN)

− pL(x1 + [uL], . . . , xN + [uL], εσ(1), . . . , εσ(N))
)

= 0, (4.4)

onde [uL] é a parte inteira de uL.

Observação 4.0.16. A parte inteira de uL, [uL], é o sítio mais próximo (à esquerda)
de u.

A demonstração desta proposição no artigo o qual este trabalho é baseado
remete para um outro artigo que também toma como referência um outro artigo,
encontrando-se em um contexto diferente do que é analisado aqui. Devido a isso,
faremos um esboço da demonstração. Enfatizamos que apresentaremos apenas
uma heurística da demonstração.

Demonstração. Sejam Xt e Yt passeios aleatórios independentes com X0 = x0 + [uL]

e Y0 = y0 + [uL]. Considere τ1 = inf{t : Xt = Y0}, τ2 = inf{t : Yt = X0}, τX = inf{t :

Xt = L ou Xt = −L} e τY = inf{t : Yt = L ou Yt = −L}.

Afirmação 4.0.17. lim
L→∞

P(ζ < min{τX , τY }) = 1, onde ζ := min{t : |Xt − Yt| ≤ 1}.

Demonstração.

P(ζ < min{τX , τY }) ≥ P(τ1 < τX , τ2 < τY })

= P(τ1 < τX) · P(τ2 < τY ).

Daí, obtemos

P(τ1 < τX) = 1− P(τ1 > τX) = 1− y0 − x0

y0 + [uL] + L
.

Logo, lim
L→∞

P(τ1 < τX) = 1. Analogamente, lim
L→∞

P(τ2 < τX) = 1. Portanto,

lim
L→∞

P(ζ < min{τX , τY }) = 1.

Seja Ω o espaço das realizações dos processos de Poisson. Pela Afirmação
4.0.17, quando duas partículas dadas estão em sítios vizinhos, elas tem uma pro-
babilidade positiva de trocar seus nomes. Assim, sejam as partículas com rótulos
a e d fixadas, como na Figura 4.2. Seja G = {ω ∈ Ω; existe um primeiro tempo no
qual a e d são vizinhas e o relógio do elo ligando a e d toca}. Considere a função
S : Ω → Ω, que troca os rótulos a e d após o relógio tocar. No complementar de
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G, Gc, S age como a identidade. A transformação S não muda a probabilidade. O
ponto essencial é que, em G, a transformação S é de forma que as trajetórias para
todas as partículas diferentes de i e j são a mesma para ω ou S(ω) e são trocadas
para i e j depois deste momento fatal. Em particular, temos que

pL(x1, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xN , ω ∈ G) = pL(x1, . . . , xj, . . . , xi, . . . , xN , ω ∈ G).

Figura 4.2: Descrição das partículas com rótulos a e d.

Temos que lim
L→∞

pL(G) = 1. Isso ocorre devido a dois fatos:

(1) cada vez que as partículas são vizinhas, existe uma probabilidade 1
2

que haja
um relógio entre suas posições antes que as duas partículas se separem;

(2) quando separadas, as duas partículas se movem de acordo com um passeio ale-
atório simples independente, movendo-se ao menos uma determinada quan-
tidade de vezes antes que uma delas seja absorvida na fronteira.

Assim, prova-se para qualquer transposição de índices, logo, para qualquer
permutação, já que toda permutação pode ser escrita como um produto de transpo-
sições.

Proposição 4.0.18. Dados qualquer número inteiro positivoN , qualquer x1, . . . , xN ,
ε1, . . . , εN , qualquer u ∈ (−1, 1),

lim
L→∞

(
pL(x1 + [uL], . . . , xN + [uL], ε1, . . . , εN)−

N∏
i=1

pL(xi + [uL], εi)
)

= 0. (4.5)
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Demonstração. Para o caso N = 2, um argumento análogo ao empregado na re-
ferência [3] prova o Teorema 3.2. Não entraremos em detalhes, assumindo sua
validade. Nosso objetivo será portanto provar o resultado a partir do caso N = 2.

Fixado u, vamos construir uma medida νL em {−1,+1}Z da seguinte ma-
neira. Primeiro, denote um elemento qualquer de {−1,+1}Z por η. Portanto, dado
xi ∈ Z, temos que η(xi) vale ±1.

Sejam x1, . . . , xn elementos distintos de Z. Definamos a marginal de νL

neste conjunto de pontos por

νL
(
{η ∈ (−1,+1)Z×N ; η(xi

)
= εi, i = 1, . . . , n})

= pL(x1 + [uL], . . . , xn + [uL], ε1, . . . , εn).

Pela Proposição 4.0.11, as marginais são consistentes, o que quer dizer que estas
definem uma única medida νL em {−1,+1}Z pelo Teorema de Extensão de Kolmo-
gorov.

A Proposição 4.0.15 nos diz que qualquer limite fraco de νL é permutável, ou
seja, a medida permanece a mesma se realizamos qualquer permutação de finitas
entradas.

Denote por ν um limite (via alguma subsequência) de νL. Note que o con-
junto {−1,+1}Z é um espaço compacto, e o Teorema de Prohorov garante a exis-
tência de tal limite por alguma subsequência (já que, por Prohorov, {νL}L é um
conjunto relativamente compacto de medidas).

O Teorema de De Finetti, por sua vez, nos diz que qualquer medida permu-
tável em {−1,+1}Z é combinação convexa de medidas produto, ou seja, combinação
convexa de medidas produto Bernoulli. Logo, a medida ν é combinação convexa de
medidas produto Bernoulli. Seja α a lei da mistura.

Nosso objetivo é mostrar que a medida ν está unicamente determinada.
Como {νL}L é um conjunto relativamente compacto de medidas, isto implica a con-
vergência da sequência inteira νL para ν, o que implicará em última instância a
convergência de pL.

Para N = 2, sabemos que a marginal em (x, y) ∈ Z2 da medida limite ν é
uma medida produto Bernoulli de parâmetro constante c. Lembrando que α é a lei
da mistura, não é difícil ver que∫ 1

0

p2 α(dp) =
(∫ 1

0

pα(dp)
)2

.

Como f(p) = p2 é uma função estritamente convexa, a única possibilidade é que α
seja uma Delta de Dirac, o que implica que ν é medida produto, que por sua vez
implica a convergência de νL, que por sua vez implica a convergência de pL para
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uma medida produto, que implica o enunciado.



Capítulo 5

Demonstração da Lei de Fourier

No Capítulo 2, nós introduzimos as variáveis qx, px e ξx = q2
x + p2

x, x ∈ Z,
que denotavam, respectivamente, a posição, a velocidade e a energia do oscilador
no sítio x. Daí, definimos uma evolução estocástica para o sistema de osciladores.
Neste capítulo, demonstraremos o Teorema 2.2.1 e o Teorema 2.2.2, que mostram
a validade da Lei de Fourier.

Primeiramente, demonstremos o Teorema 2.2.1.

Demonstração. É suficiente estudarmos a convergência das funções F (k, ξ), pois
elas são classe determinante de convergência. Assim, usando o Corolário 3.0.9,
precisamos calcular o limte de qL(k; k+, k−):

lim
L→∞

F (k, ξ(L))dµL = lim
L→∞

∑
k++k−=|k|

β
−k+
+ β

−k−
− qL(k; k+, k−)

=
∑

k++k−=|k|

β
−k+
+ β

−k−
−

(
|k|
k+

)(
1 + u

2

)k+ (1− u
2

)k−
,

onde na segunda igualdade acima usamos a Proposição 4.0.18. Alterando os índices
do somatório, utilizando a definição de Binômio de Newton e lembrando que β−1 =

KT , onde K é a constante de Boltzmann, obtemos

=

|k|∑
k+=0

(
|k|
k+

)(
1 + u

2β+

)k+ (1− u
2β−

)|k|−k+
=

(
1 + u

2β+

+
1− u
2β−

)|k|
=

(
K

(
T−

(
1− u

2

)
+ T+

(
1 + u

2

)))|k|
= (KT (u))|k|.
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Por outro lado, sendo k = (k1, . . . , kn) e ξ = (ξ1, . . . , ξn), obtemos

νT (u)(F (k, ξ)) =

∫
F (k, ξ)dνT (u)

=

∫
ξk11

k1!
· ξ

k2
2

k2!
· · · ξ

kn
n

kn!
dνT (u)(ξ1, . . . , ξn).

Pela igualdade (2.9), temos que o parâmetro é 1
KT (u)

. Assim, reescrevemos a expres-
são anterior como ∫

ξk11

k1!

1

KT (u)
e−

ξ1
KT (u) dξ1 · · ·

∫
ξknn
kn!

1

KT (u)
e−

ξn
KT (u) dξn.

Usando a Afirmação 3.0.8, obtemos

k1!

k1!

(
1

KT (u)

)−k1
· k2!

k2!

(
1

KT (u)

)−k2
· · · kn!

kn!

(
1

KT (u)

)−kn
= (KT (u))k1 · (KT (u))k2 · · · (KT (u))kn

= (KT (u))k1+k2+...+kn

= (KT (u))|k|.

Mostraremos agora o Teorema 2.2.1.

Demonstração. Primeiramente, vejamos que o fluxo de calor QL independe do osci-
lador x. Sabemos que

QL =

∫ (
ξx − ξx+1

2

)
dµL.

Pelo Corolário 3.0.9, temos∫
F (k, ξ(L))dµL =

∑
k++k−

β
−k+
+ β

k−
− qL(k; k+, k−),

onde µL é a única medida estacionária para o processo gerado por GL e

qL(k; k+, k−) = QL
k

(
{k+ partículas sairão em δ(+) e k− em δ(−)}

)
.

Logo,

QL =

∫ (
ξx − ξx+1

2

)
dµL =

1

2

(∫
ξ1
x

1!
dµL −

∫
ξ1
x+1

1!
dµL

)
=

β0
+β
−1
− (qL(x; 0, 1)− qL(x+ 1; 0, 1)) + β−1

+ β0
−(qL(x; 1, 0)− qL(x+ 1; 1, 0))

2
.(5.1)
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Como sabemos que

P(x chega em L antes de −L) =
L+ x

2L
,

P(x chega em −L antes de L) =
L− x

2L

e

P(x+ 1 chega em L antes de −L) =
L+ x+ 1

2L
,

P(x+ 1 chega em −L antes de L) =
L− x− 1

2L
,

concluimos que a expressão (5.1) é igual a

1

2

(
β−1
−

(
L− x

2L
− L− x− 1

2L

)
+ β−1

+

(
L+ x

2L
− L+ x+ 1

2L

))
=

1

4L

(
β−1
− − β−1

+

)
= − 1

4L

(
β−1

+ − β−1
−
)
.

Vamos agora mostrar que

Q = −K
2

dT (u)

du
,−1 < u < 1, (5.2)

onde T (u) é definido pela equação (2.8), K é a constante de Boltzmann e Q =

lim
L→∞

LQL. Por um lado, usando o que acabamos de mostrar, temos

Q = lim
L→∞

LQL

= lim
L→∞

−L 1

4L
(β−1

+ − β−1
− )

= lim
L→∞

−1

4
(β−1

+ − β−1
− )

= −1

4
(β−1

+ − β−1
− ).

Por outro lado, usando que β−1 = KT , obtemos

−K
2

dT (u)

du
= −K

2

(
T+ − T−

2

)
= −1

4
(β−1

+ − β−1
− ).



Conclusão

Inicialmente, vimos as preliminares fundamentais para o entendimento
desta dissertação, que fora baseado no artigo [1].

Neste trabalho, descrevemos uma cadeia de osciladores harmônicos unidi-
mensionais desacoplados que interage através de um processo estocástico, redistri-
buindo a energia entre sítios vizinhos de maneira uniforme. Posteriormente, nos
concentramos em um processo de partículas e verificamos a relação de dualidade
entre este processo e o das energias definido no Capítulo 2, através da igualdade
dos geradores para uma determinada função F (k̂, ξ(L)).

Além disso, definimos o processo x, onde colocamos rótulos nas partículas
e fizemos as estimativas de absorção através do Teorema de De Finetti. Por fim,
demonstramos os resultados enunciados no Capítulo 2, mostrando assim a validade
da Lei de Fourier.

70



Referências

[1] Kipnis, C., Marchioro, C., Presutti, E., Heat Flow in an Exactly Solvable Model,
Journal of Statistical Physics, Vol. 27 No. 1, pp. 65-74 (1982).

[2] Liggett, Thomas M., The Stochastic Evolution of Infinite Systems of Interac-
ting Particles, Lecture Notes in mathematics, No. 598, pp. 188-248, Springer,
Berlin, (1976).

[3] Galves, A., Kipnis, C., Marchioro, C., Presutti, E., Non Equilibrium Measures
which Exhibit a Temperature Gradient: Study of a Model , Commun. Math.
Phys. 81: 127-147 (1981).

[4] Grosskinsky, S., Interacting Particle Systems, Notes. (2009).

[5] Durrett, R., Probability: Theory and Examples, 4th edition published by Cam-
bridge University Press (2010).

[6] Liggett, Thomas M., Interacting Particle Systems, Springer-Verlag, New York
(1985).

[7] Evans, L. C., An Introduction to Stochastic Differential Equations. University
of California, Berkeley (2006).

[8] James, B., Probabilidade: Um Curso em Nível Intermediário, Projeto Euclides,
Editora: LTC, 2a edição (1996).

[9] Seppäläinen, T., Translation Invariant Exclusion Processes (Book in Progress),
Department of Mathematics, University of Wisconsin (2008).

[10] Valle, G., Apostila do Curso de Probabilidade Avançada (Curso de Doutorado).

[11] Bartle, R., The Elements of Integration, John Wiley & Sons, New York - Chi-
chester - Brisbane - Toronto (1966).

[12] Hinojosa, A., Milanés, A., Uma Introdução aos Processos Estocásticos com
Aplicações, Departamento de Estatística, ICEx. UFMG.

71



72

[13] Billingsley, P., Convergence of Probability Measures, Departments of Statistics
and Mathematics, The University of Chicago, JOHN WILEY & SONS, New
York - Chichester - Brisbane - Toronto (1968).


