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de Matemática, Salvador, 2015.

Referências bibliográficas.
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Prof. Dr. Antônio Teófilo Ataı́de do Nascimento

UNEB

Prof. Dr. Hale Aytaç
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Resumo

Provamos que existe conjunto aberto e denso de campos tridimensionais in-

compressı́veis de classe C2 tais que, se um campo neste conjunto tem um conjunto

invariante com volume positivo e decomposição dominada para o fluxo linear de Poin-

caré, então esse campo é Anosov (globalmente hiperbólico). Isto estende resultado

clássico de Bowen sobre volume zero de conjuntos hiperbólicos para contextos mais

gerais.

Palavras-chave: Fluxos incompressı́veis; Fluxo linear de Poincaré; Decomposição do-

minada; Fluxo singular; Decomposição hiperbólica; Fluxo de Anosov.
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Abstract

We prove that there exists an open and dense subset of the incompressible

3-flows of class C2 such that, if a flow in this set has a positive volume regular invariant

subset with dominated splitting for the linear Poincaré flow, then it must be an Anosov

flow. This extends a classical result of Bowen on zero volume for hyperbolic sets to a

more general setting.

Keywords: Incompressible flows; The linear Poincaré flow; Dominated splitting; Sin-

gular flows; Hyperbolic splitting; Anosov flows.
xi



xii



Sumário

Lista de Figuras xv

1 Apresentação do Teorema Principal 1
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2.6.2 Órbitas periódicas hiperbólicas e elementos crı́ticos . . . . . . . . 16

2.6.3 Variedades Invariantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.6.4 Lema de Inclinação (λ-lema) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.7 Lemas perturbativos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.7.1 O Lema de Franks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.7.2 Lema de Conexão de Hayashi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.7.3 Bifurcações de Conexões Sela . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
xiii



xiv Sumário

2.7.4 Inclination-Flip e Orbit-flip . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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3.3 Demonstração da Proposição 3.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.4 Prova do Teorema Principal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4 Perspectivas Futuras 51

4.1 Questão em dimensão maior com hiperbolicidade seccional . . . . . . . 51

4.2 Exemplo com fluxo de suspensão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4.2.1 Exemplo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.3 Conjectura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

Referências 55



Lista de Figuras

2.1 Transversalidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.2 Variedades Transversais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.3 Interseção Transversal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.4 Lema de Inclinação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.5 Conexão de Hayashi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.6 Conexão sela-foco. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.7 Bifurcação da conexão sela-foco. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.8 Inclination-flip e orbit-flip . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.1 Conexão sela-foco. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.2 Interseção Transversal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.3 Lema de Inclinação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.4 Aproximação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.1 Fluxo de Suspensão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

xv



xvi Lista de Figuras



Capı́tulo 1

Apresentação do Teorema Principal

O objetivo deste capı́tulo é enunciar o teorema principal deste trabalho. Para

isso, damos apenas as definições e fatos essenciais para enunciá-lo. A demonstração é

dividida em vários resultados auxiliares que são provados nos capı́tulos seguintes.

Em todo o texto M denotará uma variedade riemanniana, C∞, compacta, sem

bordo, conexa e de dimensão 3. Pelo teorema de Whitney podemos assumir que existe

s ∈ N, tal que M ⊂ Rs. Denotaremos por µ a medida induzida em M pela métrica

riemanniana. Vamos supor que µ já está normalizada, isto é, µ(M) = 1. Chamaremos

essa medida de medida de volume (ou simplesmente volume) ou medida de Lebesgue de M.

Denotamos porXr(M) o conjunto de todos os campos de vetores X : M→ TM ⊂

R
s de classe Cr e por (Xt)t o fluxo gerado pelo campo X. Lembramos que como M é

compacta, se X ∈ X1(M), então o fluxo (Xt)t é completo, isto é, (Xt)t está definido para

todo t ∈ R.

Dizemos que um campo de vetores X ∈ Xr(M), preserva uma medida ν, definida

na σ-álgebra dos borelianos de M, se ν(Xt(B)) = ν(B) para todo boreliano B e para

todo t ∈ R. Denotamos por Xr
ν(M) = {X ∈ Xr(M) : X preserva a medida ν}. No caso

particular em que X preserva a medida de volume µ, dizemos que X é um campo

incompressı́vel ou conservativo.

Dizemos que σ ∈ M é uma singularidade para um campo X se X(σ) = 0. Deno-

tamos o conjunto das singularidades de um campo X por S(X). Os pontos x ∈ M\S(X)

são chamados de pontos regulares.
1



2 Capı́tulo 1. Apresentação do Teorema Principal

1.1 Fluxo Linear de Poincaré

A seguinte noção pode ser definida em qualquer variedade riemanniana M de

dimensão finita. Sejam X ∈ X1(M) e x ∈M um ponto regular de X, denote por

Nx = {v ∈ TxM : 〈v,X(x)〉x = 0}

o complemento ortogonal de X(x) em TxM, onde 〈·, ·〉x representa o produto interno em

TxM. Quando Λ ⊂ M é um conjunto regular, isto é, todos os pontos de Λ são regulares,

chamamos o conjunto

NΛ =
⋃

x∈Λ

Nx

o fibrado normal de Λ.

Denote por Ox : TxM → Nx a projeção ortogonal de TxM em Nx. Para cada

t ∈ R defina

Pt
x : Nx → NXt(x) por Pt

x = OXt(x) ◦DXt(x) |Nx .

Temos que Pt
x satisfaz a relação de cociclo, isto é, Pt+s

x = Pt
Xs(x)
◦ Ps

x. Para provar isso,

usamos o seguinte

Lema 1.1. Dado um campo X ∈ X1(M), tem-se DXt(x)(X(x)) = X(Xt(x)), para todo t ∈ R e

para todo x ∈M.

Demonstração: Sejam t ∈ R, x ∈ M quaisquer e consideremos γ(s) = Xt+s(x), para todo

s ∈ R. Como, Xt+s = Xt ◦ Xs temos que γ′(s) = X(Xt+s(x)) = DXt(Xs(x))(X(Xs(x))). Em

particular, fazendo s = 0 na relação anterior, obtemos DXt(x)(X(x)) = X(Xt(x)).

Provemos agora que Pt
x satisfaz a relação de cociclo. De fato, temos que

DXt(x)v ∈ TXt(x)M, para todo v ∈ TxM. Logo,

DXs(x)v = OXs(x)(DXs(x)v) + r1 · X(Xs(x)),

para algum r1 ∈ R e para todo v ∈ Nx ⊂ TxM.

Assim, para todo v ∈ Nx temos que

Pt+s
x (v) = OXt+s(x)(DXt+s(x)v)

= OXt+s(x)(DXt(Xs(x))(DXs(x)v)

= OXt+s(x)(DXt(Xs(x))(OXs(x)(DXs(x)v) + r1 · X(Xs(x)))

= OXt+s(x)(DXt(Xs(x))(OXs(x)(DXs(x)v)) + r1 · X(Xt+s(x)) (usamos aqui o Lema 1.1)

= OXt+s(x)(DXt(Xs(x))(OXs(x)(DXs(x)v)))

= Pt
Xs(x)

(Ps
x(v)).
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Segue da relação de cociclo que o operador inverso de Pt
x : Nx → NXt(x) é dado

por P−t
Xt(x)

: NXt(x) → Nx. De fato, como idNx = P0
x = P−t+t

x . Usando a relação de cociclo,

temos que P−t
Xt(x)
◦ Pt

x = idNx.

Sendo Λ ⊂ M um conjunto regular, a famı́lia (Pt
Λ

)t = {P
t
x : x ∈ Λ e t ∈ R} é

chamada de Fluxo Linear de Poincaré de X sobre Λ.

Através do estudo do fluxo linear de Poincaré pode-se descobrir proprieda-

des do fluxo (Xt)t, com a vantagem de se trabalhar em dimensão mais baixa, mais

especificamente, em dimensão dim M − 1. (Para um exemplo veja o Teorema 2.11).

1.1.1 Decomposição Dominada para o Fluxo Linear de Poincaré

Seja Λ um conjunto invariante pelo fluxo (Xt)t (isto é, Xt(Λ) = Λ, para todo

t ∈ R) e sem singularidades. Dizemos que o fluxo linear de Poincaré sobre Λ possui

uma decomposição (C, λ)-dominada, se existe uma decomposição contı́nua do fibrado

normal NΛ = Ns ⊕Nu, onde Nx = Ns
x ⊕Nu

x , com Ns
x e Nu

x ambos não triviais, tal que

(a) Pt
x(Ns

x) = Ns
Xt(x)

e Pt
x(Nu

x) = Nu
Xt(x)

, para todo t ∈ R e para todo x ∈ Λ;

(b) existem constantes C, λ > 0 tais que ‖Pt
x|N

s
x‖ ≤ Ce−λtm(Pt

x|N
u
x), para todo t ≥ 0,

onde m representa a conorma de operador, isto é, dado um operador L entre dois

espaços vetoriais normados, m(L) = infx,0(‖Lx‖/‖x‖).

Chamamos a propriedade (a) de invariância e a propriedade (b) chamamos

de dominação. Uma vez que a conorma de qualquer operador invertı́vel é dada por

m(L) = ‖L−1‖−1, temos que a condição (b) é equivalente a

‖Pt
x | N

s
x‖ · ‖P

−t
Xt(x) | N

u
Xt(x)‖ ≤ Ce−λt.

Explicamos agora qual é o sentido da palavra contı́nua na definição anterior.

Suponhamos, mais geralmente, que dim M ≥ 3 e V = ∪x∈ΛVx, onde cada Vx ⊂ TxM

é um subespaço vetorial de dimensão k. Dizemos que essa decomposição de V é

contı́nua no sentido de Whitney, se para todo x ∈ Λ e toda sequência em (xn)n em Λ

convergindo para x, existe Bn = {vn,1(xn), vn,2(xn), ..., vn,k(xn)} base ortonormal de Vxn tal

que limn vn,i(xn) = vi ∈ Vx, para cada i ∈ {1, 2, ..., k}, e {v1, ..., vk} é base de Vx.

Na verdade, não precisamos exigir que a decomposição de NΛ seja contı́nua.

Poderı́amos ter obtido isso como consequência (veja [3, Lema 2.28]). Mas por questão

de simplicidade, acrescentamos esta hipótese na definição.

Observação 1.2. Observamos que a dominação significa que a componente na direção de Ns
x

de qualquer vetor em Nx tende a zero no futuro pela ação do fluxo linear de Poincaré quando
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comparada com a componente na direção de Nu
x . Mais precisamente, seja v = vs + vu ∈ Nx =

Ns
x ⊕Nu

x . Usando a dominação do fluxo temos

‖Pt
xvs‖

‖Pt
xvu‖

≤ Ce−λt −−−−→
t→+∞

0.

Assim, o ângulo entre Pt
xv e Nu

Xt(x)
tende a zero no futuro. Analogamente, o ângulo entre

Pt
xv e Ns

Xt(x)
tende a zero no passado. Esse comportamento garante que a decomposição de

NΛ = Ns ⊕Nu é única.

Em dimensão maior que 3, podem existir duas decomposições distintas (veja [3]).

Observação 1.3. Quando o fluxo linear de Poincaré sobre Λ admite uma decomposição domi-

nada, dizemos também que a decomposição do fibrado normal, NΛ = Ns⊕Nu, dada na definição,

é uma decomposição dominada do fibrado normal.

A decomposição dominada do fluxo linear de Poincaré é persistente no sentido

do seguinte

Lema 1.4. Sejam X ∈ X1(M) e Λ ⊂ M um subconjunto regular e invariante por (Xt)t tal

que o fluxo linear de Poincaré sobre Λ admite uma decomposição dominada. Então existe

uma vizinhança U de Λ e δ > 0 tais que o conjunto ΛY(U)∗ :=
⋂

t∈R Yt(U\S(Y)) tem uma

decomposição (C′, λ′)-dominada para o fluxo linear de Poincaré com respeito a qualquer campo

de vetores Y que está δ-próximo de X na topologia C1. Além disso C′ e λ′ são constantes que

dependem apenas de δ e U e (C′, λ′)→ (C, λ) quando δ→ 0 e U→ Λ.

Demonstração: Veja [3].

1.2 Hiperbolicidade e Campos de Anosov

Sejam X ∈ Xr(M), r ≥ 1 eΛ ⊂M um conjunto compacto e invariante pelo fluxo

(Xt)t. Dizemos que Λ é hiperbólico (com respeito a X) se existem constantes λ,K > 0,

existe uma decomposição contı́nua (no sentido de Whitney) do fibrado tangente TΛM =

Es ⊕ EX ⊕ Eu, onde TxM = Es
x ⊕ EX

x ⊕ Eu
x , para cada x ∈ Λ, tal que

(a) EX
x = {r · X(x) : r ∈ R};

(b) DXt(x)(Ei
x) = Ei

Xt(x)
, com i = s, u e x ∈ Λ;

(c) ‖ DXt(x) |Es
x
‖≤ Ke−λt, ‖ DX−t(x) |Eu

x
‖≤ Ke−λt, x ∈ Λ e t ∈ R.

A condição (c) nos diz que Es é uniformemente contraı́do e Eu é uniformemente

expandido.
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Diremos que um campo X ∈ Xr
µ(M), r ≥ 1, é de Anosov quando a variedade M

for um conjunto hiperbólico.

Para difeomorfismos, define-se de forma análoga a noção de hiperbolicidade.

Assim, diz-se que um difeomorfismo f : M → M é de Anosov, se M for um conjunto

hiperbólico.

Novamente, não precisamos exigir que a decomposição de TΛM, seja contı́nua,

mas o fazemos assim por simplicidade.

1.3 Teorema Principal

Munimos X2
µ(M) ⊂ X2(M) com a topologia relativa. Temos agora o que é

necessário para enunciar o resultado principal deste trabalho.

Teorema Principal. Existe um aberto e denso G ⊂ X2
µ(M) tal que para cada X ∈ G com um

conjunto invariante e regular Λ satisfazendo:

• o fluxo linear de Poincaré sobre Λ tem uma decomposição dominada; e

• Λ tem volume positivo: µ(Λ) > 0;

então X é um campo de Anosov e Λ = M.

Analisando a prova do teorema principal, a qual é dada no capı́tulo 3, veremos

que uma das partes complicadas da prova será garantir que Λ não possui singularida-

des. Se desde o inı́cio já temos essa informação, então temos o seguinte

Corolário 1.5. Todo campo X ∈ X2
µ(M) que admite conjunto compacto, invariante e regularΛ,

com µ(Λ) > 0 e o fluxo linear de Poincaré sobre Λ admite uma decomposição dominada é um

campo de Anosov.

Ainda analisando a demonstração do Teorema Principal, vemos que exigir que

M é uma variedade tridimensional e que o campo é conservativo é necessário para

provar que Λ é hiperbólico, já sabendo que ele é compacto, invariante, sem singulari-

dades e o fluxo linear de Poincaré sobreΛ admite uma decomposição dominada. Para o

próximo resultado, supomos que dim M ≥ 3. Acrescentando as hipóteses mencionadas

nesse parágrafo, temos o

Corolário 1.6. Seja X ∈ X2(M) um campo admitindo um conjunto hiperbólico Λ compacto,

invariante, regular, o fluxo linear de Poincaré sobre Λ admite uma decomposição dominada e

µ(Λ) > 0. Então, X é um campo de Anosov.
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A seguir definimos o conjunto G e provaremos que o mesmo é aberto na

topologia induzida por ‖ · ‖2. Não apresentaremos a prova da densidade de G por ser

um resultado muito técnico, mas ela decorre do Teorema 11 de [20].

Definição 1.1. Sejam X ∈ X1(M) e σ ∈ M uma singularidade de X. Dizemos que σ não tem

ressonância se todos os autovalores reais de DX(σ) são distintos.

Defina

G := {X ∈ Xr
µ(M) : todas as singularidades de X são hiperbólicas e não tem ressonância}.

Notamos que para mostrar que G é aberto, basta provar que o conjunto

G0 := {X ∈ Xr(M) : todas as singularidades de X são hiperbólicas e não tem ressonância}

é aberto e Xr(M). De fato, se tivermos isto provado, teremos que G = G0 ∩ X
r
µ(M) é um

aberto em Xr
µ(M).

Afirmação: G0 é aberto em Xr(M).

Seja X ∈ G0, sabemos que existe uma vizinhançaU de X tal que qualquer que

seja Y ∈ U as singularidades de Y são todas hiperbólicas (veja Teorema 3.4, cápitulo

II de [18]). Pela dependência contı́nua do espectro em relação ao operador, podemos

supor queU é suficientemente pequena, de modo que as singularidades de Y ∈ U não

tem ressonância. Logo, G0 é aberto.

1.3.1 Comentários

Em [15, Teorema F] provou-se que, se f : M → M é um difeomorfismo C1+α e

Λ ⊂ M é um conjunto transitivo (isto é, existe uma órbita densa em Λ) com volume

positivo, então Λ =M. O artigo [1] complementa o que foi feito em [15]. Nele prova-se

que todos os conjuntos compactos invariantes hiperbólicos-singulares1 para campos

C1+α têm volume zero, ou então o campo é de Anosov.

Em [9] provou-se que Λ é compacto e invariante para um difeomorfismo f :

M→M de classe C1+α, então Λ tem volume zero ou f é um difeomorfismo de Anosov.

O que se faz nessa dissertação é enfraquecer as hipóteses assumindo apenas que

o fluxo linear de Poincaré admite uma decomposição dominada. Porém, acrescenta-se

a condição de que o campo é incompressı́vel. Isto originalmente está feito no artigo [2].

1Dizemos que um conjunto Λ, compacto e invariante para um campo X ∈ X1(M), é hiperbólico-

singular para X, se todas as singularidades de X são hiperbólicas, Λ é parcialmente hiperbólico, com a

direção central expandindo área (i.e. existem C, λ > 0 tais que |det DXt | E
c| ≥ Ceλt, para todo t > 0).
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1.3.2 Estrutura da prova

Consideremos um campo vetorial X ∈ G nas condições do teorema. Usando o

fato de que o fluxo linear de Poincaré sobre Λ admite uma decomposição dominada

e µ(Λ) > 0, provamos que o fecho A dos pontos de densidade de Lebesgue de Λ

não possui singularidades. Daı́, usando um lema, que é provado ao longo do texto,

conseguimos concluir que A é um conjunto hiperbólico para X. O segundo passo é

provar que A é aberto e fechado (fechado já é, pois é o fecho de um conjunto). Com

isso, temos que A = M, uma vez que M é uma variedade conexa. Por fim, basta notar

que A = Λ.

1.4 Organização do texto

Essa dissertação é composta de 4 capı́tulos. O objetivo do capı́tulo 1, intitulado

“Apresentação do Teorema Principal”, como o nome sugere, é dar as definições e

resultados necessários para que o enunciado do teorema principal desse trabalho fique

claro.

O capı́tulo 2, “Resultados Auxiliares”, é o mais extenso de todos. Nele apre-

sentamos as ferramentas que são usadas para provar o teorema principal. Muitos

resultados são apresentados sem demonstração, uma vez que são muito técnicos. De-

talhar alguns deles poderia dar outra dissertação de mestrado. Neste capı́tulo reunimos

alguns elementos da Teoria Ergódica, da Dinâmica Hiperbólica, da Teoria não unifor-

memente hiperbólica de Pesin, dentre outros.

No capı́tulo 3, “Prova do Teorema Principal”, usamos o que foi desenvolvido

no capı́tulo 2 e conseguimos provar a proposição 3.1. Essa proposição é fundamental

no argumento para provar o teorema principal.

Terminamos a dissertação com o capı́tulo 4, “Perspectivas Futuras”, onde dis-

cutimos a mesma questão desse trabalho em dimensão mais alta. Não se sabe o que

acontece ainda, mas conjectura-se que com as mesmas técnicas usadas nesse texto,

adaptadas à dimensão mais alta, permita-nos concluir o mesmo, mas agora com a

hipótese mais forte que o fluxo linear de Poincaré admita decomposição hiperbólica e

não apenas dominada.
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Capı́tulo 2

Resultados Auxiliares

2.1 Topologia do espaço Cr(N,Rs)

Seja N uma variedade C∞ compacta de dimensão n e denotemos por Cr(N,Rs)

o conjunto das aplicações de N em Rs de classe Cr. Sejam f , g ∈ Cr(N,Rs) e r ∈ N.

Definamos as operações

f + g : N → R
s

x 7→ f (x) + g(x)

r · f : N → R
s

x 7→ r · f (x).

Com estas operações, Cr(N,Rs) é um espaço vetorial. Iremos munir este espaço

com uma norma completa.

Consideremos V1,V2, . . . ,Vk uma cobertura finita de N por abertos tal que cada

Vi está contido no domı́nio de uma carta local (ϕi,Ui), com ϕi(Ui) = B(0, 2) ⊂ Rn e

xi(Vi) = B(0, 1) ⊂ Rn. Dado f ∈ Cr(N,Rs), denotamos por f i = f ◦ ϕ−1
i

: B(0, 2) → Rs.

Podemos então definir

‖ f ‖r := max
i
{ sup
u∈B(0,1)

‖ f i(u)‖, sup
u∈B(0,1)

‖D f i(u)‖, . . . , sup
u∈B(0,1)

‖Dr f i(u)‖}.

Proposição 2.1. (Cr(N,Rs), ‖ · ‖r) é um espaço de Banach, isto é, é normado e completo.

Demonstração: É fácil ver que ‖ ·‖r é uma norma. Provemos apenas que (Cr(N,Rs), ‖ ·‖r)

é completo. Seja ( fm)m uma sequência de Cauchy em Cr(N,Rs). Para cada x ∈ N, ( fm(x))m

é uma sequência de Cauchy em Rs, logo existe lim
n→+∞

fm(x). Definamos

f : N → R
s

x 7→ lim
m→+∞

fm(x)
.

9
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Em particular, f i
m(u) −−−−−→

m→+∞
f i(u), para todo u ∈ B(0, 1). Temos também que

(D f i
m(u))n é uma sequência de Cauchy em L(Rn,Rs), logo converge para uma aplicação

linear Ti(u) ∈ L(Rn,Rs). Provemos a convergência D f i
m −−−−−→

m→+∞
Ti é uniforme em B(0, 1).

De fato, para todo u ∈ B(0, 1) temos

‖D f i
m(u) − Ti(u)‖ ≤ ‖D f i

m(u) −DXi
l(u)‖ + ‖DXi

l(u) − Ti(u)‖.

Dado ε > 0, existe m0 ∈ N, tal que se m, l > m0, então ‖D f i
m(u) − DXi

l
(u)‖ < ε/2,

para todo u ∈ B(0, 1). Para cada u ∈ B(0, 1), podemos tomar l(u) > m0, de modo que

‖D f i
l(u)

(u)−Ti(u)‖ < ε/2. Logo, se m > 0 temos ‖DXi
m(u)−Ti(u)‖ < ε, para todo u ∈ B(0, 1).

Segue que f i é C1 e D f i = T em B(0, 1). Assim, fm −−−−→
n→+∞

f na norma ‖ · ‖1. Com o mesmo

raciocı́nio mostramos que fm −−−−−→
m→+∞

f na norma ‖ · ‖r.

Pode-se mostrar que a topologia induzida em Cr(N,Rs) não depende da cober-

tura V1, . . . ,Vk utilizada.

Proposição 2.2. O subconjunto das aplicações de classe C∞ é denso em Cr(M,Rs).

Demonstração: Veja [18, Proposição 2.5]

2.1.1 Subvariedades próximas

Sejam S e S′ duas subvariedades de classe Cr de N e ε > 0. Dizemos que S

e S′ são ε − Cr-próximas se existe um difeomorfismo de classe Cr h : S → S′ tal que

‖i − i′ ◦ h‖r ≤ ε, onde i : S→ N, i′ : S′ → N são as inclusões.

2.1.2 Topologia do espaço Xr(N)

Supondo que N ⊂ Rs, temos que Xr(N) ⊂ Cr(N,Rs). Assim, nós munimos Xr(N)

com a topologia induzida por Cr(N,Rs). Pode-se provar que Xr(N) é um subespaço

fechado de Cr(N,Rs).

Como corolário da Proposição 2.2, temos o seguinte resultado.

Corolário 2.3. O subconjunto dos campos de classe C∞ é denso em Xr(M).

2.2 Transversalidade

Sejam N e P variedades diferenciáveis e S ⊂ P uma subvariedade de classe Cr,

com r ≥ 1. Consideremos ainda uma aplicação f : N → P uma aplicação de classe

Ck, com k ≥ 1. Dizemos que f é transversal à S em um ponto p ∈ N se f (p) < S ou
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d f (p)(TpN) + T f (p)S = T f (p)P. (Veja a figura 2.1). Dizemos que f é transversal à S, se f é

transversal à S em cada p ∈ N. Quando isto ocorre, usamos a notação f ⋔ S.

eplacements

TpNp f (p)

T f (p)P

S

PN

f

Figura 2.1: Transversalidade

Sejam S1 e S2 duas subvariedades de N. Dizemos que S1 é transversal à S2

quando a inclusão i : S1 → N é transversal à S2. Quando a interseção entre S1 e S2 é não

vazia, usamos a notação S1 ⋔ S2. (Veja a figura 2.2).

S1

S2

p

N

Figura 2.2: Variedades Transversais

2.3 Desigualdade do valor médio

Apresentamos aqui uma versão da desigualdade do valor médio em variedades

diferenciáveis.

Teorema 2.4. (desigualdade do valor médio) Seja f : N → P uma aplicação C1 entre

variedades riemannianas conexas. Suponha que existe K > 0 tal que ‖D f (x)‖ ≤ K, para todo

x ∈ N. Então d( f (p), f (q)) ≤ Kd(p, q), para todo p, q ∈ N.

Demonstração: Sejam p, q ∈ N. Como N é uma variedade conexa, podemos considerar

uma curva α : [0, 1] → N, C1 por partes tal que α(0) = p e α(1) = p. Defina a curva

γ : [0, 1]→ P por γ(t) = f (α(t)).

Temos que

d( f (p), f (q)) ≤

∫ 1

0

‖γ′(t)‖ dt ≤

∫ 1

0

‖D f (α(t))‖ · ‖α′(t)‖ dt ≤ K

∫ 1

0

‖α′(t)‖ dt.



12 Capı́tulo 2. Resultados Auxiliares

Tomando o ı́nfimo na expressão da direita, nas curvas α : [0, 1] → N, C1 por

partes tal que α(0) = p e α(1) = q, temos que d( f (p), f (q)) ≤ Kd(p, q), como querı́amos.

Corolário 2.5. Nas mesmas hipóteses do teorema anterior, para todo λ ≥ K tem-se f (B(x, r)) ⊂

B( f (x), λr), para todo r > 0 e para todo x ∈ N.

Teorema 2.6. Seja f : N → N um difeomorfismo de classe C1, com N uma variedade rieman-

niana compacta e conexa. Então, para todo 0 < λ ≤ ‖D f−1‖−1
0 vale f (B(x, r)) ⊃ B( f (x), λr),

para todo r > 0 e todo x ∈ N.

Demonstração: Seja 0 < λ ≤ ‖D f−1‖−1
0
, onde ‖D f−1‖0 = sup

x∈N

‖D f−1(x)‖. Como N é

compacta, temos que ‖D f−1‖−1
0
< +∞. Para todo v ∈ TxM,

‖v‖ = ‖D f−1( f (x)) ◦D f (x)v‖ ≤ ‖D f−1( f (x))‖ · ‖D f (x)v‖.

Logo

‖D f (x)v‖ ≥ λ‖v‖, para todo v ∈ TxM. (2.1)

Sejam p, q ∈ N quaisquer. Como N é conexa, podemos considerar uma curva

γ : [0, 1] → N, C1 por parte, com γ(0) = f (p) e γ(1) = f (q). Defina uma curva

α : [0, 1]→ N, por α(t) = f−1(γ(t)). Usando 2.1 vem
∫ 1

0

‖γ′(t)‖ dt =

∫ 1

0

‖D f (α(t)) · α′(t)‖ dt ≥ λ

∫ 1

0

‖α′(t)‖ dt ≥ λd(p, q).

Tomando o ı́nfimo na expressão da esquerda, nas curvas γ : [0, 1]→ N, C1 por

partes tal que γ(0) = f (p) e γ(1) = f (q), tem-se d( f (p), f (q)) ≥ λd(p, q), quaisquer que

sejam p, q ∈ N. Mas esta última desigualdade implica que f (B(x, r)) ⊃ B( f (x), λr), para

todo r > 0 e todo x ∈ N.

2.4 Decomposição Dominada

Já definimos a noção de decomposição dominada para o fluxo linear de Poin-

caré sobre um conjunto invariante e regular. Definimos agora a noção de decomposição

dominada para o fluxo gerado por um campo sobre um conjunto compacto e invari-

ante. A noção de decomposição dominada é uma forma fraca de hiperbolicidade e foi

introduzida inicialmente nos trabalhos de Mañe, Liao e Pliss na tentativa de provar a

conjectura de Palis-Smale.

Sejam X ∈ X1(M) e Λ ⊂ M um conjunto compacto e invariante por (Xt)t.

Dizemos que Λ admite uma decomposição dominada para o fluxo (Xt)t, se existe uma

decomposição contı́nua do fibrado tangente TΛM = E ⊕ F, onde TxM = Ex ⊕ Fx, e

satisfaz para cada x ∈ Λ:
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(a) Ex e Fx são ambos não nulos;

(b) DXt(x)(Ex) = EXt(x) e DXt(x)(Fx) = FXt(x);

(c) existem constantes C, λ > 0 tais que

‖DXt(x) | Ex‖ ≤ Ce−λtm(DXt(x) | Fx), para todo t > 0.

Assim como na decomposição dominada do fluxo linear de Poincaré, temos

que a condição (c) é equivalente a

‖DXt(x) | Ex‖ · ‖DX−t(Xt(x)) | FXt(x)‖ ≤ Ce−λt.

Assim, a propriedade (c) nos diz que uma contração ao longo de Ex será sempre mais

forte do que uma expansão ao logo de FXt(x).

Observação 2.7. Quando Λ admite uma decomposição dominada para (Xt)t, dizemos também

que a decomposição do fibrado tangente, TΛM = Es⊕Eu, dada na definição, é uma decomposição

dominada do fibrado tangente.

Observação 2.8. Se Λ é um conjunto hiperbólico para o campo X ∈ X1(M), então Λ admite

uma decomposição dominada para o fluxo (Xt)t.

2.4.1 Ângulo entre subespaços e ângulo afastado de zero

Sejam V,W ⊂ TxM subespaços tais que V ∩W = ∅. Definimos o ângulo entre V

e W por

∡(V,W) = inf{∡(v,w); v ∈ V\{0} e w ∈W\{0}},

onde ∡(v,w) = arccos
(〈

v
‖v‖
, w
‖w‖

〉

x

)

∈ [0, π).

Seja Λ um subconjunto de M e suponha que o espaço tangente admite uma

decomposição TxM = Ex ⊕ Fx, para todo x ∈ Λ. Dizemos que o ângulo entre Ex

e Fx é uniformemente afastado de zero em Λ, se existe uma constante θ > 0 tal que

sen(∡(Ex, Fx)) ≥ θ.

Sejam X ∈ X1(M) e Λ ⊂ M um conjunto compacto e invariante por (Xt)t. Se Λ

admitir uma decomposição dominada pelo fluxo (Xt)t, então o ângulo entre Ex e Fx é

uniformemente afastado de zero. É o que afirma o seguinte

Lema 2.9. Seja Λ ⊂ M compacto e invariante pelo fluxo gerado por um campo X ∈ X1(M).

Se Λ admite uma decomposição dominada para o fluxo (Xt)t, onde a decomposição do espaço

tangente é dada por TxM = Ex ⊕ Fx, então o ângulo entre Ex e Fx é uniformemente afastado de

zero em Λ.
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Demonstração: Veja [24, Lema 4.1.2].

QuandoΛ é um conjunto regular e invariante e o fluxo linear de Poincaré sobre

Λ admite uma decomposição dominada, então o ângulo entre Ns
x e Nu

x também é uni-

formemente afastado de zero emΛ. É o que afirma o próximo lema, cuja demonstração

é uma adaptação da prova do lema 2.9, usando o fluxo linear de Poincaré ao invés do

fluxo gerado pelo campo.

Lema 2.10. Sejam X ∈ X1(M) e Λ ⊂ M regular e invariante pelo fluxo (Xt)t. Se NΛ =

Ns ⊕Nu é uma decomposição dominada do fibrado normal deΛ, então o ângulo entre Ns
x e Nu

x é

uniformemente afastado de zero em Λ.

Demonstração: Como Ns
x e Nu

x têm dimensão 1, existem vetores unitários vs
x ∈ Ns

x e

vu
x ∈ Nu

x tal que ∡(Ns
x,N

u
x) = ∡(vs

x, v
u
x). Além disso, dados vetores unitários v ∈ Ns

x e

w ∈ Nu
x quaisquer, temos sen(∡(v,w)) = ‖v − 〈v,w〉xw‖. De fato,

‖v − 〈v,w〉xw‖2 = 1 − 〈v,w〉2x = 1 − cos2(∡(v,w)) = sen2(∡(v,w)). (2.2)

Suponhamos por absurdo que o ângulo entre Ns
x e Nu

x não é uniformemente

afastado de zero em Λ. Assim, existem uma sequência (xn)n em Λ e vetores unitários

vn ∈ Ns
xn

e wn ∈ Nu
xn

tais que ‖vn − 〈vn,wn〉xnwn‖ −−−−→
n→+∞

0, em particular, da primeira

igualdade de 2.2, segue que 〈vn,wn〉xn −−−−→
n→+∞

1. Para todo t > 0 fixo, tem-se

‖Pt
xn

(vn − 〈vn,wn〉xnwn)‖ ≥ |〈vn,wn〉xn | · ‖P
t
xn

(wn)‖ − ‖Pt
xn

(vn)‖

≥ m(Pt
xn
| Nu

xn
)

(

|〈vn,wn〉xn | −
‖Pt

xn
(vn)‖

‖Pt
xn

(wn)‖

)

.

Como 0 < m(Pt
xn
| Nu

xn
) < ∞, segue que

‖Pt
xn

(vn)‖

‖Pt
xn

(wn)‖
−−−−→
n→+∞

1. Logo, para n

suficientemente grande,
‖Pt

xn
(vn)‖

‖Pt
xn

(wn)‖
> 1/2.

Para chegar a uma contradição, usamos agora o fato do fluxo linear de Poincaré

admitir decomposição (C, λ)-dominada sobre Λ. O argumento acima foi para um t > 0

qualquer. Fixemos t >
log(2C)

λ
qualquer. Para n suficientemente grande temos que

1

2
> Ce−λt ≥

‖Pt
xn
| Ns

xn
‖

m(Pt
xn
| Nu

xn
)
≥
‖Pt

xn
(vn)‖

‖Pt
xn

(wn)‖
> 1/2.
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2.5 Hiperbolicidade do Fluxo Linear de Poincaré

No capı́tulo 1 introduzimos a noção de decomposição dominada para o fluxo

linear de Poincaré. Nesta seção damos uma noção mais forte, a hiperbolicidade deste

fluxo. Para isso consideremosΛ ⊂M um conjunto compacto e invariante com relação ao

fluxo gerado por um campo X ∈ X1(M). Suponhamos queΛ não possua singularidades.

Dessa forma, o fluxo linear de Poincaré (Pt)t está definido em cada x ∈ Λ. Dizemos

que uma decomposição do fibrado normal NΛ = Ns ⊕ Nu é hiperbólica para (Pt)t, se

esta decomposição é invariante, Ns é uniformemente contraı́do e Nu é uniformemente

expandido por (Pt)t, ou seja, existem constantes C, λ > 0 tais que ‖Pt
x | Ns

x‖ ≤ Ce−λt e

‖P−t
x | N

u
x‖ ≤ Ce−λt, para todo t ≥ 0.

O teorema seguinte é um exemplo de como podemos utilizar o fluxo linear de

Poincaré para descobrir uma propriedade do fluxo gerado pelo campo de vetores.

Teorema 2.11. Seja Λ ⊂ M um conjunto compacto e invariante pelo fluxo gerado por um

campo X ∈ X1(M). Se Λ é regular, então Λ é hiperbólico para X se, e somente se, NΛ admite

uma decomposição hiperbólica por (Pt)t.

Demonstração: Veja [24, Teorema 4.2.2]

2.6 Variedades Invariantes

2.6.1 Singularidades hiperbólicas

Dizemos que uma singularidade σ ∈ M de um campo X ∈ X1(M) é hiperbólica,

quando {σ} é um conjunto hiperbólico para X.

Seja σ ∈ M uma singularidade hiperbólica de um campo X ∈ X1(M). Pode-se

provar que σ é uma singularidade hiperbólica para X se, e somente se, o espectro

do operador DX(σ) : TσM → TσM não possui autovalores com parte real nula, logo

DX(σ) é um isomorfismo. As singularidades hiperbólicas são “persistentes”, no sentido

em que numa vizinhança do campo X em X1(M), todos os campos nessa vizinhança

admitem singularidades hiperbólicas. Para isso usamos o Teorema da Função Implı́cita

em espaços, de Banach. Para o próximo resultado, M não precisa ter dimensão 3.

Proposição 2.12. Sejam X ∈ X1(M) e σ ∈ M um singularidade hiperbólica para X. Então,

existem uma vizinhançaV de X em X1(M) e uma aplicação contı́nua ρ : V → M tal que para

cada Y ∈ V, ρ(Y) é uma singularidade hiperbólica de Y.

Demonstração: Como o problema é local podemos supor, usando uma carta local que

M = B(0, 1) = {x ∈ Rm : ‖x‖ ≤ 1} e σ = 0 ∈ Rm. Consideremos a aplicação
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F : X1(M) ×Rm → R
m

(Y, x) 7→ Y(x)
.

Temos que F é uma aplicação de classe C1, F(X, 0) = 0 e D2F(X, 0) = DX(0) : Rm → Rm

é um isomorfismo, onde D2 é a derivada na segunda coordenada. Pelo Teorema

da Função Implı́cita em espaços de Banach, segue que existem uma vizinhança V

de X em X1(M) e uma aplicação contı́nua ρ : V → Rm tal que para cada Y ∈ V ,

Y(ρ(Y)) = F(Y, ρ(Y)) = 0, isto é, ρ é uma singularidade de Y. Pela dependência contı́nua

do espectro em relação ao operador, podemos supor queV é suficientemente pequena

de modo que ρ(Y) é hiperbólica, para todo Y ∈ V.

Sejam X ∈ X1(M) e σ ∈M um singularidade hiperbólica para X. Uma função ρ :

V→M, como na proposição 2.12, é chamada de continuação analı́tica da singularidade

σ.

2.6.2 Órbitas periódicas hiperbólicas e elementos crı́ticos

Fixemos um campo X ∈ X1(M) e sejaO(p) uma órbita periódica. Temos queO(p)

é um conjunto compacto e invariante pelo fluxo (Xt)t. Dizemos que O(p) é uma órbita

periódica hiperbólica, quando esta órbita é um conjunto hiperbólico para X. Denotamos

por Per(X) o conjunto dos pontos que estão em órbitas periódicas e por Perh(X) o

conjunto dos pontos que estão em órbitas periódicas hiperbólicas.

Dizemos que x ∈ M é um elemento crı́tico para o campo X, quando x é uma

singularidade ou quando x pertence a uma órbita periódica. Denotamos por C(X) o

conjunto dos elementos crı́ticos do campo X.

2.6.3 Variedades Invariantes

Sejam X ∈ X1(M) e x ∈M, definimos a variedade estável de x por

Ws(x) = {y ∈M : dist(Xt(x),Xt(y)) −−−−→
t→+∞

0},

e o variedade instável de x por

Wu(x) = {y ∈M : dist(X−t(x),X−t(y)) −−−−→
t→+∞

0}.

Dado ε > 0, definimos o variedade estável local de x de tamanho ε por

Ws
ε(x) = {y ∈M : dist(Xt(x),Xt(y)) ≤ ε, t ≥ 0},
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e o variedade instável local de x de tamanho ε por

Wu
ε (x) = {y ∈M : dist(X−t(x),X−t(y)) ≤ ε, t ≥ 0}.

Os teoremas a seguir garantem que os conjuntos definidos acima são de fato

variedades.

Teorema 2.13. (Teorema da Variedade Estável) Seja Λ um conjunto hiperbólico para um

campo X ∈ Xr(M), r ≥ 1. Então existe ε > 0 tal que para todo x ∈ Λ tem-se:

(a) Ws
ε(x) é um disco mergulhado Cr, TxWs

ε(x) = Es
x, dim Es

x = dim Ws
ε(x) e Ws

ε(x) depende

continuamente de x;

(b) Ws
ε(x) ⊂ Ws(x);

(c) Ws(x) =
⋃

t>0

X−t

(

Ws
ε(Xt(x))

)

e é uma subvariedade imersa Cr de M.

Explicitamos agora o que queremos dizer com “Ws
ε(x) depende continuamente

de x”. Suponhamos que Ws
ε(x) tenha dimensão k e seja Dk o disco unitário de Rk.

Denotemos por Mergr(Dk,M) o conjunto de todos os mergulhos do disco Dk em M.

Podemos munir Mergr(Dk,M) com a topologia induzida por Cr(Dk,Rl), supondo que

M ⊂ Rl. Assim, dizemos que Ws
ε(x) depende continuamente de x se existem U, vizinhança

de x, e uma aplicação contı́nua Θ : U→Mergr(Dk,M) tal que Θ(y)(0) = y e Θ(y)(Dk) =

Ws
ε(y).

Vale um resultado análogo para as variedades instáveis. Mais precisamente

vale o seguinte

Teorema 2.14. (Teorema da Variedade Instável) Seja Λ um conjunto hiperbólico para um

campo X ∈ Xr(M), r ≥ 1. Então existe ε > 0 tal que para todo x ∈ Λ tem-se:

(a) Wu
ε (x) é um disco mergulhado Cr, TxWu

ε (x) = Eu
x , dim Eu

x = dim Wu
ε (x) e Wu

ε (x) depende

continuamente de x;

(b) Wu
ε (x) ⊂Wu(x);

(c) Wu(x) =
⋃

t>0

Xt

(

Wu
ε (X−t(x))

)

e é uma subvariedade imersa Cr de M.

O Teorema da Variedade Instável segue imediatamente do Teorema da Varie-

dade Estável. Basta trocar o campo X, pelo campo −X.

Observação 2.15.
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• Os espaços vetoriais Es
x e Eu

x são os mesmo dados na decomposição do espaço vetorial

tangente TxM, na definição de conjunto hiperbólico;

• Se deduz do Teorema da Variedade Estável (Instável) que existe δ > 0, tal que se dist(x, y) <

δ, então Ws
ε(x) e Wu

ε (y) se intersectam transversalmente em um único ponto, com ε

suficientemente pequeno.

Por fim, dado x ∈ Λ, com Λ hiperbólico para o campo X ∈ Xr(M), r ≥ 1,

definimos as variedades centro estáveis e centro instáveis (respectivamente) Wcs(x) =
⋃

t∈R

Xt(W
s(x)) e Wcu(x) =

⋃

t∈R

Xt(W
u(x)). Observe que estas variedades são invariantes

pelo fluxo (Xt)t.

x

Es
x

Eu
x

Ws(x)

Wu(x)

Ws
ε(x)

Wu
ε (x)

x

Ws
ε(x)

y Wu
ε (y)

Figura 2.3: Interseção Transversal

2.6.4 Lema de Inclinação (λ-lema)

Seja f : M → M um difeomorfismo de classe Cr, r ≥ 1, e p ∈ M um ponto fixo

de f , isto é, f (p) = p. Dizemos que um ponto fixo é hiperbólico, se D f (p) : TpM → TpM

não tem autovalores de módulo igual a 1. Existe um versão do Teorema da Variedade

Estável/Instável para pontos fixos hiperbólicos que garante a existência de variedades

estáveis e instáveis locais Ws
ε(p) e Wu

ε (p), respectivamente. (Define-se as variedades

estáveis e instáveis para difeomorfismos de maneira totalmente análoga à definição

para fluxos).

Seja B um disco mergulhado em Wu
ε (p) que é vizinhança de p em Wu

ε (p) e V

uma vizinhança de B em M. Consideremos D um disco transversal a Ws
ε(p) em z com

a mesma dimensão de B. Denotemos por Dn a componente conexa de f n(D) ∩ V que

contêm f n(z).

Podemos agora enunciar o

Lema 2.16. (Lema de Inclinação) Dado δ > 0, existe n0 tal que se n > n0, então Dn é

δ − Cr-próximo de B.
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zp

B Dn

D

Figura 2.4: Lema de Inclinação

2.7 Lemas perturbativos

Nesta seção reunimos alguns resultados sobre o comportamento dos campos

numa vizinhança de um determinado campo fixo.

2.7.1 O Lema de Franks

Nesta seção apresentamos um resultado muito útil que é o Lema de Franks

para fluxos. Sob determinadas condições, que explicitamos a seguir, para qualquer

pertubação C2 da derivada de um campo de vetores ao longo de um segmento de

órbita compacto, existe um campo C1 próximo que realiza essa derivada.

Para simplificar a notação enunciaremos este lema supondo que M é subcon-

junto compacto de Rn. Usando cartas locais pode-se generalizar o resultado para

variedades diferenciáveis compactas e sem bordo de dimensão finita.

Lema 2.17. (Franks) Sejam Y ∈ X2(M), p ∈ M e ε > 0. Dado um segmento de órbita

Y[a,b](p) := {Yt(p) : t ∈ [a, b]} de Y, U uma vizinhança de Y[a,b](p) e uma famı́lia de isomorfismos

lineares At : Rn → Rn, t ∈ [a, b], onde os coeficiente da At relativamente à base canônica deRn

são funções de classe C2 em [a, b]. Se para todo s, t tais que t + s ∈ [a, b] tem-se

(a) A0 = Id e At(Y(Ys(p))) = Y(Yt+s(p));

(b) ‖∂s(At+sA
−1
s )|s=0 −DY(Yt(p))‖ < ε,

então existe um campo Z ∈ X1(M) tal que ‖Y − Z‖1 < ε e Z coincide com Y em M\U. Além

disso, Yt(p) = Zt(p) e DZt(p) = At para cada t ∈ [a, b].

Demonstração: Veja [3, Apêndice B].

Notamos no Lema 2.17 que começamos com um campo de vetores de classe

C2 e obtivemos uma aproximação na norma C1. Por resultados de Pujals e Sambarino,
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mesmo se aumentarmos a classe de diferenciabilidade de Y e At, com respeito a t, só se

é capaz de controlar a norma entre o campo Y e o campo Z na norma C1. (Para mais

detalhes veja [3]).

2.7.2 Lema de Conexão de Hayashi

Nessa subseção apresentamos o lema de conexão de Hayashi adaptado a fluxos

incompressı́veis. Este lema diz que se dois pontos distintos, p e q, visitam uma dada

vizinhança de x estão afastados de um pedaço da órbita de x no passado, então é

possı́vel encontrar um campo Y ,C1-próximo de X tal que p e q estão na mesma órbita.

Veja figura 2.5.

xp

q

B(x, ε/ρ)

B(X[−L,0](x), ε)

X−L(x) Órbita do campo X
Órbita do campo Y

Figura 2.5: Conexão de Hayashi

Para o resultado a seguir, precisamos introduzir algumas notações. Dado

X ∈ X1(M) e p ∈M, definimos a órbita positiva e negativa de p por

O+X(p) = {Xt(p) : t ≥ 0};

O−X(p) = {Xt(p) : t ≤ 0},

respectivamente. Além disso, dado um intervalo I ⊂ R definimos

XI(p) = {Xt(p) : t ∈ I}.

Lema 2.18. (Lema de Conexão de Hayashi para Fluxos Incompressı́veis.) Seja X ∈

X1
µ(M) e x < S(X). Para cada vizinhançaU de X em X1

µ(M), existem ρ > 1, L > 0 e ε0 > 0 tais

que para cada ε ∈ (0, ε0) e quaisquer dois pontos p, q ∈M satisfazendo:

1. p, q < Bε(X[−L,0](x));

2. O+X(p) ∩ Bε/ρ(x) , ∅;

3. O−X(q) ∩ Bε/ρ(x) , ∅,
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existe Y ∈ U tal que Y = X fora de Bε(X[−L,0](x)) e q ∈ O+
Y
(p).

Demonstração: Veja [3, Teorema 2.20].

É uma consequência do lema de conexão de Hayashi o seguinte

Teorema 2.19. Seja X ∈ X1
µ(M), σ uma singularidade hiperbólica de X e ε > 0. Se existem

p ∈ Wu
X(σ)\{0} e q ∈ M\C(X) tais que para toda vizinhança U de p e V de q, existem x ∈ U

e t ≥ 0 tais que Xt(x) ∈ V, então existe um campo Y ∈ X1
µ(M), ε-C1- próximo de X, e T > 0

tal que p ∈ Wu
Y
(ρ1(Y)) e YT(p) = q. Além disso, se q ∈ Wss

X (x)\OX(x) para algum x ∈ C(X)

hiperbólico, então Y pode ser escolhido de modo que q ∈ Wss
Y

(ρ2(Y))\OY(ρ2(Y)), onde ρ1 e ρ2

são as continuações analı́ticas de σ e x, respectivamente.

Demonstração: Veja [3, Teorema 2.21].

2.7.3 Bifurcações de Conexões Sela

Uma órbita homoclı́nica associada a uma singularidade σ de um campo X ∈

X1(M) é uma órbita regular Γ = O(p) satisfazendo

lim
t→+∞

Xt(p) = σ = lim
t→−∞

Xt(p).

Dizemos que existe uma conexão sela-foco associada σ, quando DX(σ) admite um autova-

lor complexo e a variedade invariante associada ao autovalor real (lembre que M tem

dimensão 3) está contida na variedade invariante associada ao autovalor complexo.

Desta forma, existe uma órbita Γ homoclı́nica associada a σ.

Γ

Ws(σ)

Figura 2.6: Conexão sela-foco.

A existência de uma conexão sela-foco é um fenômeno “raro” e pode ser des-

feito por pequenas pertubações do campo. Suponha que existe uma conexão sela-foco

associada a uma singularidade σ de um campo X ∈ X1(M). A variedade invariante de

σ associada ao autovalor complexo é tem dimensão 2 e divide Bε(σ) em duas compo-

nentes conexas. Sem perda de generalidade, suponhamos que a variedade invariante



22 Capı́tulo 2. Resultados Auxiliares

associada ao autovalor complexo é a estável e a associada ao autovalor real é instável

(caso contrário, consideramos o campo −X ao invés de X). Através de pertubações

C1 do campo X, podemos considerar uma famı́lia (Xl)l∈I, onde I é um intervalo aberto

contendo o zero, de campos próximos de X tal que X0 = X, ωXl(x) intersecta uma das

componentes quando l > 0, e intersecta a outra componente quando l < 0, qualquer

que seja x ∈ Wu(x). A mudança de comportamento dos campos quando l = 0 é o que

chamamos de bifurcação da conexão sela. Dizemos que em l = 0 a dinâmica está dobrada

ou encaixada e l , 0 é um desdobramento da dinâmica. (Veja a figura 2.7).

x

y

z
l = 0

l < 0

l > 0

Γ

Figura 2.7: Bifurcação da conexão sela-foco.

O resultado a seguir garante que se um campo X admite uma conexão sela-

foco associada a uma singularidade σ, então podemos desdobrar a dinâmica de modo

a obter um campo, tal que próximo da órbita homoclı́nica Γ, existem órbitas periódicas

elı́pticas, isto é, os expoentes de Lyapunov ao longo de Γ são nulos.

Teorema 2.20. Seja (Xl)l∈I uma famı́lia de campos conservativos de classe C7, onde I é um

intervalo aberto contendo o zero e X0 admite uma conexão sela-foco Γ (como acima). Então para

l suficientemente próximo de zero, Xl possui órbitas periódicas elı́pticas C1-próximas de Γ.

Demonstração: Veja [3].
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2.7.4 Inclination-Flip e Orbit-flip

Seja X ∈ X1(M). Dizemos que uma singularidade σ de X é tipo Lorenz, se DX(σ)

tem três autovalores reais λ1, λ2 e λ3 satisfazendo λ2 < λ3 < 0 < −λ3 < λ1.

Consideremos então um campo X ∈ X1(M), com uma singularidade σ tipo

Lorenz e λ1, λ2 e λ3 como acima. Sejam Eu, Ess e Es os autoespaços associados a λ1, λ2

e λ3, respectivamente. A condição λ2 < λ3 < 0 garante a existência de uma variedade

invariante Wss(σ) ⊂ Ws(σ), chamada variedade estável forte, tangente ao autoespaço

associado a λ2. Existem também variedades invariantes Wcu(σ), chamadas de centro-

instáveis, tangentes ao espaço Es ⊕ Eu. (Para uma demonstração desses fatos veja [13]).

Seja Γ uma órbita homoclı́nica associada a σ. As seguintes condições são

genéricas, isto é, são verdadeiras em um subconjunto residual de campos em X1(M)

exibindo uma órbita homoclı́nica associada a uma singularidade tipo Lorenz (para mais

detalhes veja [3]):

(G1) Wcu(σ) interseta Ws(σ) transversalmente e Γ =Wcu(σ) ⋔Ws(σ);

(G2) Γ ∩Wss(σ) = ∅.

Quando a propriedade (G1) falha, dizemos que Γ é do tipo inclination-flip (veja

a figura 2.8(a)) e quando (G2) falha, Γ é do tipo orbit-flip (veja a figura 2.8(b)).

σ

Ws(σ) Wss(σ)

Wcu(σ)

Γ

(a) Inclination-flip.

σ

Ws(σ)

Wss(σ)

Γ

Wu(σ)

(b) Orbit-flip.

Figura 2.8: Inclination-flip e orbit-flip

Um campo de vetores C1, admitindo uma órbita homoclı́nica do tipo orbit-flip,

pode ser aproximado por outro campo C1 admitindo uma órbita homoclı́nica do tipo

inclination-flip. É o que garante o seguinte

Teorema 2.21. Seja X ∈ X1(M) admitindo uma órbita homoclı́nica do tipo orbit-flip. Então,

dado ε > 0, existe Y ∈ X1(M), admitindo uma órbita homoclı́nica do tipo inclination-flip tal

que ‖X − Y‖1 < ε.

Demonstração: Veja [3].
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Inclination-flip e a decomposição dominada do fluxo linear de Poincaré

Notamos que a existência de uma órbita homoclı́nica Γ do tipo inclination-

flip para um campo X ∈ X1(M), implica que o fluxo linear de Poincaré associado a X

não pode admitir uma decomposição dominada. De fato, a definição de inclination-flip

implica que existe uma tangência entre Wcu(σ) e Ws(σ) ao longo de uma órbita regular do

fluxo (Xt)t. Seja (Pt)t o fluxo linear de Poincaré ao longo de Γ e suponhamos por absurdo

que (Pt)t admite uma decomposição dominada. Seja NΓ = Ns ⊕Nu a decomposição do

fibrado normal de Γ dada na definição de decomposição dominada do fluxo linear de

Poincaré. Lembramos que essa decomposição é única (veja a Observação 1.2). Usando

o fato que σ é hiperbólica e a continuidade da derivada do fluxo, podemos mostrar que

lim
t→+∞

Pt
x(Nu

x) = lim
t→+∞

Nu
Xt(x) = Es, para todo x ∈ Γ.

Mas pelo fato de Γ ser do tipo inclination-flip, para pontos de Γ próximos de σ que

estão ”se afastando”de σ, tem-se que

lim
t→+∞

Pt
x(Nu

x) = lim
t→+∞

Nu
Xt(x) = Ess,

o que é um absurdo.

2.8 Elementos da Teoria Ergódica

Um dos principais objetivos do estudos dos sistemas dinâmicos é descrever o

comportamento assintótico de um ponto x ∈ M segundo a ação de uma aplicação, ou

no nosso caso, sob a ação de um fluxo. Porém, na maioria dos casos, esse trabalho

na sua total generalidade é impossı́vel. A Teoria Ergódica, a grosso modo, tentar

explicar o comportamento de pontos tı́picos, ou seja, da maioria dos pontos para uma

determinada medida invariante.

Nesta seção introduzimos conceitos e resultados que são úteis para o desen-

volvimento deste trabalho. Assumimos aqui que M tem dimensão finita, não necessa-

riamente igual a 3.

2.8.1 Recorrência de Poincaré

Apresentaremos agora as duas versões do conhecido Teorema de Recorrência

de Poincaré. Lembramos que um campo X ∈ X1(M) preserva uma medida ν, se para

todo boreliano A ⊂ M, ν(Xt(A)) = ν(A), para todo t ∈ R. Além disso, denotamos por

X1
ν(M) o subconjunto dos campos em X1(M) que preservam a medida ν.
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Teorema 2.22. (Recorrência de Poincaré versão mensurável.) Seja X ∈ X1
ν(M), onde ν

é uma medida finita definida na σ-álgebra dos borelianos de M. Se E é um boreliano tal que

ν(E) > 0, então existe uma sequência de números reais tn ր +∞ tal que Xtn(x) ∈ E, para

ν-quase todo ponto x ∈ E.

Demonstração: Basta provar o lema para X1 (o tempo 1 do fluxo (Xt)t). Sejam X ∈ X1
ν(M),

f = X1 e E um boreliano de M, com ν(E) > 0.

Definamos E0 = {x ∈ E : f n(x) < E para todo n ∈ N} e provemos inicialmente

que ν(E0) = 0. Observamos que a famı́lia ( f−n(E0))n∈N é disjunta. De fato, suponhamos

por absurdo que existem j > i ≥ 1 tais que f−i(E0)∩ f− j(E0) , ∅. Seja x ∈ f−i(E0)∩ f− j(E0)

e y = f i(x) ∈ E0. Logo f j−i(y) = f j(x) ∈ E0 ⊂ E. Absurdo, pois j − i ≥ 1 e y ∈ E0.

Temos então que

ν













+∞
⋃

n=1

f−n(E0)













=

+∞
∑

n=1

ν( f−n(E0)) =

+∞
∑

n=1

ν(E0).

Como a medida ν é finita, segue que ν(E0) = 0.

Consideremos agora F = {x ∈ E : o conjunto {n ∈ N : f n(x) ∈ E} é finito} e

provemos que ν(F) = 0. Por definição do conjunto F, temos que F ⊂

+∞
⋃

n=1

f−n(E0). Logo

ν(F) = 0 e o lema está provado.

Dizemos que x ∈M é recorrente para o fluxo (Xt)t, com X ∈ X1(M), se existe uma

sequência tn ր +∞ tal que lim
n→+∞

Xtn(x) = x. Temos o seguinte

Teorema 2.23. (Recorrência de Poincaré versão topológica.) Seja X ∈ X1
ν(M) e ν uma

medida finita definida nos borelianos de M. Então, ν-quase todo ponto x ∈M é recorrente.

Demonstração: Novamente, basta provar o teorema para o tempo 1 do fluxo (Xt)t,

f = X1. Como M é uma variedade compacta, então existe {Uk : k ∈ N} uma base

enumerável de abertos. Para cada k ∈ N, seja Ũk = {x ∈ Uk : f n(x) < Uk para todo n ∈

N}. Como vimos na demonstração do teorema 2.22, ν(Ũk) = 0, para todo k ∈ N. Logo,

sendo Ũ =

+∞
⋃

k=1

Ũk, temos que ν(Ũ) = 0. Provaremos que todo ponto de M\Ũ é recorrente

para o fluxo (Xt)t.

Sejam x ∈ M\Ũ e V uma vizinhança de x. Existe k ∈ N tal que x ∈ Ũk ⊂ V.

Como x < Ũk, existe n ∈N tal que f n(x) ∈ Ũk ⊂ V. Como V é uma vizinhança arbitrária,

existe uma sequência de naturais nk ր +∞ ta tal que f nk(x) −−−−→
k→+∞

x, como querı́amos.



26 Capı́tulo 2. Resultados Auxiliares

2.8.2 Ergodicidade

Sejam ν uma medida de probabilidade boreliana em M e X ∈ X1
ν(M). Dizemos

que ν é ergódica para X, se para todo A ⊂ M mensurável e invariante pelo fluxo (Xt)t,

tem-se ν(A) ∈ {0, 1}. Às vezes dizemos também que o par (X, ν) é ergódico.

Se (X, ν) não é ergódico, então existe A ⊂ M, mensurável e invariante, com

0 < ν(A) < 1. Dessa forma, poderı́amos estudar o fluxo (Xt)t restrito ao conjunto

A e ao seu complementar, separadamente. Portanto, quando (X, ν) é ergódico, já não

podemos decompor M em conjuntos invariantes, a menos de medida nula. Na próxima

subseção veremos que toda medida probabilidade invariante, pode ser decomposta em

uma combinação convexa generalizada de medidas ergódicas.

Antes de enunciar a proposição a seguir, vamos introduzir alguma terminolo-

gia. Sejam X ∈ X1(M) e x ∈ M. O conjunto ω-limite de x é o conjunto ωX(x) dos pontos

y ∈ M tais que existe uma sequência de números reais tn ր +∞ tal que Xtn(x) −−−−→
n→+∞

y.

Em outras palavras, o ωX-limite de x é o conjunto dos pontos de acumulação da órbita

futura de x. De modo análogo definimos o conjunto αX-limite de x, ou seja, o con-

junto αX-limite de x é o conjunto α(x) dos pontos y ∈ M tais que existe uma sequência

de números reais tn ց −∞ tal que Xtn(x) −−−−→
n→−∞

y. Quando não houver confusão,

denotaremos o α-limite e ω-limite de x simplesmente por α(x) e ω(x), respectivamente.

As noções apresentadas nessa seção, são definidas de modo natural para dife-

omorfismos de M em M.

Proposição 2.24. Sejam N uma variedade riemanniana compacta e ν uma probabilidade

ergódica para um campo X ∈ X1
ν(N). Então α(x) = ω(x) = N, para ν-quase todo x ∈ N.

Demonstração: Veja [17].

2.8.3 Decomposição Ergódica

Antes de enunciar o teorema que garante que medidas invariantes são, num

certo sentido que explicitaremos, combinação convexa de medidas ergódicas, precisa-

mos introduzir algumas terminologias.

Sejam ν uma probabilidade boreliana em M eP uma partição de M em subcon-

juntos mensuráveis. Denotaremos por π : M→ P a projeção natural que associa a cada

x ∈ M o elemento P(x) da partição que o contém. Através dessa projeção podemos

munir P de uma estrutura de espaço de probabilidade, da seguinte forma. Definimos

uma σ-álgebra de subconjuntos de P dizendo que Q ⊂ P é mensurável se π−1(Q) é um

boreliano de M. Em seguida, definimos a medida quociente ν̂ por

ν̂(Q) = ν(π−1(Q)), para cada Q mensurável de P.
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Podemos agora enunciar o Teorema da Decomposição Ergódica.

Teorema 2.25. (Decomposição Ergódica.) Seja X ∈ X1
ν(M), com ν uma probabilidade.

Então existe um boreliano M0 ⊂ M com ν(M0) = 1, uma partição P de M0 em subconjuntos

mensuráveis e uma famı́lia de probabilidades {νP : P ∈ P} em M, satisfazendo

(a) νP(P) = 1 para ν̂-quase todo P ∈ P;

(b) P→ νP(E) é uma aplicação mensurável, para todo conjunto mensurável E ⊂M;

(c) νP é ergódica para X, para ν̂-quase todo P ∈ P;

(d) ν(E) =

∫

νP(E) dν̂(P), para todo conjunto mensurável E ⊂ M.

Demonstração: Veja [17, Teorema 5.1.3].

O lado direito da relação (d) é o que chamamos de combinação convexa gene-

ralizada das probabilidade ergódicas νP, em que cada νP entra com peso igual a ν̂(P).

Chamamos cada νP de componente ergódica de ν.

Vejamos o caso particular em que a partição dada pelo teorema acima é fi-

nita. Suponhamos que P = {P1,P2, ...,Pn} e {ν1, ν2, ..., νn} são a partição e a famı́lia de

probabilidades dadas pelo Teorema 2.25. Notamos que neste caso

ν̂ =
n

∑

i=1

ν̂({Pi})δ{Pi}.

Assim, usando a relação (d) temos que

ν(E) =

∫

νP(E) dν̂(P) =

n
∑

i=1

ν̂({Pi}) · νi(E),

para todo E ⊂ M. Como
∑n

i=1 ν̂({Pi}) = 1, então neste caso, temos que ν é uma

combinação convexa, no sentido usual, das probabilidades ergódicas νi, i = 1, 2, ..., n.

O Teorema da Decomposição Ergódica tem diversas aplicações importantes.

Neste texto o usaremos para reduzir um certo argumento ao caso em que a medida é

ergódica. Isso será feito no capı́tulo 3 com a medida µA que é definida a seguir na seção

2.9.

2.9 Hiperbolicidade não uniforme

Apresentamos aqui os resultados de Teoria Ergódica Diferenciável que vamos

usar no resto do texto.
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2.9.1 Expoentes de Lyapunov e Teorema de Oseledets

Dado um campo X ∈ X1(M) definimos o expoente de Lyapunov de X em x ∈M na

direção v ∈ TxM por

L(x, v) = lim inf
t→+∞

1

t
log ‖DXt(x)v‖.

Para o próximo resultado podemos assumir que M tem dimensão finita e maior ou

igual a 3.

Teorema 2.26. (Teorema Ergódico Multiplicativo de Oseledets) Seja X ∈ X1
ν(M). Então

para ν quase todo ponto x ∈M, existe uma decomposição TxM = E1
x⊕E2

x⊕ · · ·⊕Ek(x)
x e números

χ1(x) < χ2(x) < · · · < χk(x)(x) tais que

(a) DXt(x) · Ei
x = Ei

Xt(x)
, i = 1, 2, . . . , k(x);

(b) L(x, v) = χi(x) = lim
t→+∞

1

t
log ‖DXt(x)v‖, para todo v ∈ Ei

x\{0};

(c) quaisquer que sejam, I, J ⊂ {1, 2, ..., k(x)} disjuntos, tem-se

lim
t→±∞

1

t
log ∡(

⊕

i∈I

Ei
Xt(x),

⊕

i∈J

E
j

Xt(x)
) = 0,

em ν quase todo o ponto;

(d) para µ-quase todo ponto x ∈M, tem-se

lim
t→±∞

1

t
log |det DXt(x)| =

k(x)
∑

i=1

χi(x) dim Ei
x.

Os números χ1(x) < χ2(x) < · · · < χk(x) são chamados simplesmente de expoentes

de Lyapunov de X em x. No item (c) dizemos que há decaimento subexponencial de

ângulos.

Notamos que na direção do fluxo o expoente de Lyapunov correspondente é

nulo. De fato,

lim
t→+∞

1

t
log ‖DXt(x) · X(x)‖ = lim

t→+∞

1

t
log ‖X(Xt(x))‖ = 0,

uma vez que x 7→ ‖X(x)‖ é uma aplicação limitada. Assim, a direção do fluxo é um dos

subespaços na decomposição de TxM.

Observação 2.27. Observe que no nosso caso, em que X preserva a medida de volume µ, temos

que |det DXt(x)| = 1, para todo x ∈M. Portanto,

k(x)
∑

i=1

χi(x) dim Ei
x = 0.
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Além disso, como estamos trabalhando com fluxos em dimensão 3, temos 3 expoentes de Lyapu-

nov (não necessariamente distintos), χs(x) ≤ 0 ≤ χu(x) e um terceiro na direção do campo que

é nulo.

Denotaremos Es
x (respec. Eu

x) o espaço vetorial associado ao expoente de Lyapunov χs(x)

(respec. χu(x)).

O próximo resultado nos dá uma caracterização das órbitas periódicas para

campos próximos de um campo X cujo fluxo linear de Poincaré sobre um conjunto Λ

possui decomposição dominada.

Lema 2.28. Sejam X ∈ X1(M) e um conjunto invariante e regularΛ ⊂M, tal que o fluxo linear

de Poincaré sobre Λ admite uma decomposição dominada. Então existe uma vizinhança U de

Λ, uma vizinhançaU de X em X1(M) e η > 0 tais que para cada Y ∈ U, cada órbita periódica

de Y contida em U é hiperbólica do tipo sela e os expoentes de Lyapunov (não nulos) χs e χu

satisfazem χs < −η e χu > η. Além disso, o ângulo entre as direções instáveis e estáveis dessas

órbitas periódicas é maior que η.

Demonstração: Sejam U vizinhança de Λ e U vizinhança de X em X1(M) dadas pelo

Lema 1.4. Sejam Y ∈ U e OY(q) = {Yt(q) : t ∈ R} uma órbita periódica de Y de perı́odo

τ0. Provemos primeiramente que OY é tipo sela. Seja Pt
q o fluxo linear de Poincaré com

respeito a Y. Pelo Lema 1.4 Pt
q admite uma decomposição (C, λ)-dominada. Seja m ∈ Z

tal que Ce−λτ0m < 1/2. Assim,

‖Pτ0m
q |N

s
q‖

‖Pτ0m
q |N

u
q‖
<

1

2
. (2.3)

Seja
∑

uma seção transversal que passa por q, ortogonal ao vetor Y(q). Sendo

R a transformação de primeiro retorno de Poincaré definida em uma vizinhança de q

em
∑

teremos que DR(q) = P
τ(q)
q = Pτ0

q , onde τ é a função tempo de primeiro retorno.

Logo σ(Pτ0
q ) = σ(DR(q)) = σ(DYτ0

(q)|Nq) = {λs, λu}, onde σ(T), representa o

espectro do operador T. Por (2.3) temos que (|λs|/|λu|)
m < 1/2. Logo,

log(|λs|) + 2k < log(|λu|), (2.4)

onde 2k = m−1 log(2).

Pelo Lema 1.4, k depende apenas das constantes na dominação de Λ. Como X é

incompressı́vel podemos tomar ε < k/2 de modo que

e−ε < |λs| · |λu| < eε, (2.5)
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se necessário, diminuı́mos a vizinhançaU.

Por (2.5), − log(|λu|) − ε < log(|λs|), o que implica que − log(|λu|) − ε + 2k <

log(|λs|) + 2k < log(|λu|). Logo log(|λu|) > k − ε/2 > 0. Por outro lado, ainda por (2.5),

log(|λs|) < ε − log(|λu|), o que implica que, log(|λs|) < ε − (k − ε/2) = 3ε/2 − k < 0.

Portanto, existe η > 0, que não depende de Y ∈ U (depende apenas da vizinhança U

de X em X1(M)) tal que log(|λs|) < −η e log(|λu|) > η. Segue então que OY(q) é do tipo

sela pois, |λu| > eη > 1 e |λs| < e−η < 1. Agora basta notar que χs = log |λs| e χu = |λu| são

expoentes de Lyapunov (não nulos) do fluxo gerado pelo campo Y ao longo da órbita

OY(p).

Provemos agora que o ângulo entre as direções estáveis e instáveis de órbitas

periódicas emU é afastado de zero. Suponhamos por absurdo que não. Então existe

uma sequência de campos (Yn)n em U, convergindo para X, e órbitas periódicas On

de Yn contidas na vizinhança U de Λ tais que o ângulo αn entre as direções estáveis e

instáveis de On tende a zero quando n tende a infinito.

Pelo lema 2.17 (lema de Franks), para cada n ∈ N existe Zn ∈ X
1(M) tal que

‖Zn − Yn‖1 < 1/n, On também é órbita de Zn. Podemos escolher os isomorfismos At no

lema 2.17 de modo que, para Zn, a órbita On é um poço ou uma fonte (para os detalhes

de como o lema de Franks foi utilizado aqui, veja [3, subseção 4.2.3]). Para n grande

teremos que Zn ∈ U. Isto contradiz a primeira parte deste lema. Logo o ângulo entre

as direções estáveis e instáveis de qualquer campo emU tem que ser maior que uma

constante positiva.

Podemos fazer η pequeno o suficiente que satisfaça χs < −η, χu > η e o ângulo

entre as direções instáveis e estáveis dessas órbitas periódicas é maior que η.

2.9.2 Medidas Hiperbólicas

Pontos de densidade de Lebesgue

Seja Λ ⊂ M um boreliano. Dizemos que x ∈ M é um ponto de densidade de

Lebesgue se

lim
r→0+

µ(Λ ∩ B(x, r))

µ(B(x, r))
= 1.

Denotaremos por D(Λ) o conjunto dos pontos de densidade de Lebesgue de Λ.

É conhecido da Teoria da Medida e Integração o seguinte resultado:

Lema 2.29. Se C ⊂ Rn é um boreliano e m é a medida de Lebesgue em Rn, então

lim
r→0+

m(C ∩ B(x, r))

m(B(x, r))
= 1C(x) m-q.t.p.,

onde 1C é a função indicadora do conjunto C.
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Usando cartas locais podemos demonstrar a seguinte

Proposição 2.30. Se Λ ⊂ M é um boreliano, então

lim
r→0+

µ(Λ ∩ B(x, r))

µ(B(x, r))
= 1Λ(x) µ-q.t.p..

Observação 2.31. Segue da proposição acima que µ-quase todo ponto de um boreliano Λ é um

ponto de densidade de Λ. Além disso, se x ∈ D(Λ), temos que Λ ∩ B(x, r) , ∅, para r > 0

suficientemente pequeno. Temos então que D(Λ) ⊂ Λ. Portanto, temos que D(Λ) = Λ.

Medidas Hiperbólicas

Suponhamos que X ∈ X1
ν(M), onde ν é uma probabilidade. Dizemos que ν

é uma medida não uniformemente hiperbólica (ou simplesmente hiperbólica) se todos os

expoentes de Lyapunov de X com respeito a medida ν são não nulos, exceto na direção

do fluxo.

Proposição 2.32. Sejam X ∈ X1
µ(M) e Λ ⊂ M conjunto regular invariante por (Xt)t, tal que

o fluxo linear de Poincaré sobre Λ admite uma decomposição dominada. Se µ(Λ) > 0, então a

medida µA dada por

µA(E) =
µ(E ∩ A)

µ(A)

é não uniformemente hiperbólica, onde A = D(Λ).

Demonstração: Provemos primeiramente que D(Λ) é invariante pelo fluxo. Sejam

x ∈ D(Λ) e t ∈ R. Temos

1 = lim
r→0+

µ(Λ ∩ B(x, r))

µ(B(x, r))
= lim

r→0+

µ(Λ ∩ Xt(B(x, r)))

µ(Xt(B(x, r)))
, (2.6)

pois o fluxo X é incompressı́vel e Λ é invariante pelo fluxo (Xt)t. Em seguida, provare-

mos que

lim
r→0+

µ(Λ ∩ B(Xt(x), r))

µ(B(Xt(x), r))
= 1,

que é equivalente a

lim
r→0+

µ(Λc ∩ B(Xt(x), r))

µ(B(Xt(x), r))
= 0.

Pelo Teorema 2.6, existe c1 > 0 tal que B(Xt(x), r) ⊂ Xt(B(x, r/c1)), para todo r > 0. Daı́

seque que

µ(Λc ∩ B(Xt(x), r))

µ(B(Xt(x), r))
≤
µ(Λc ∩ Xt(B(x, r/c1)))

µ(Xt(B(x, r/c1)))
·
µ(B(x, r/c1))

µ(B(Xt(x), r))
.
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De 2.6, segue que
µ(Λc ∩Xt(B(x, r/c1)))

µ(Xt(B(x, r/c1)))
−−−→
r→0+

0. Assim, basta mostrar que
µ(B(x, r/c1))

µ(B(Xt(x), r))
é limitado (como função de r) para r > 0. Usando o corolário 2.5, temos que existe uma

constante c2 > 0 tal que Xt(B(x, r/c2)) ⊂ B(Xt(x), r), para todo r > 0. Usando isto e o fato

de que µ é preservada pelo fluxo, obtemos

µ(B(x, r/c1))

µ(B(Xt(x), r))
≤
µ(B(x, r/c1))

µ(B(x, r/c2))
.

Para r suficientemente pequeno, existem números L1(x), L2(x) > 0 tais que

r3/L1(x) ≤ µ(B(x, r/c1)) ≤ L1(x)r3

r3/L2(x) ≤ µ(B(x, r/c2)) ≤ L2(x)r3
.

Portanto segue

µ(B(x, r/c1))

µ(B(Xt(x), r))
≤ L1(x)L2(x).

Com isso concluı́mos que

lim
r→0+

µ(Λc ∩ B(Xt(x), r))

µ(B(Xt(x), r))
= 0,

ou seja, D(Λ) é invariante pelo fluxo.

Usando a continuidade do fluxo, temos que A = D(Λ) também é invariante

pelo fluxo.

Claro que µA(M) = 1, logo, µA é uma medida de probabilidade. Provemos que

X preserva a medida µA. Seja E ⊂ M um boreliano. Temos, para cada t ∈ R, que

µA(E) =
µ(A ∩ E)

µ(A)
=
µ(A ∩Xt(E))

µ(Xt(A))
= µA(Xt(E)),

pois X é incompressı́vel e A é invariante por (Xt)t.

Pelo lema 3.2, temos que Λ é hiperbólico. Logo, para cada x ∈ Λ, existe

uma decomposição TxM = Es
x ⊕ EX

x ⊕ Eu
x . Sejam χs(x) := lim

t→+∞

1

t
log ‖DXt(x) | Ei

x‖ e

χu(x) = lim
t→+∞

1

t
log ‖DXt(x) | Ei

x‖ os expoentes de Lyapunov associados a Es
x e a Eu

x ,

respectivamente. Pelo Teorema de Oseledets (Teorema 2.26), esses expoentes estão

bem definidos em um conjunto com medida µA total. Provemos que estes expoentes

são não nulos.

Como Λ é hiperbólico, existem constantes K, λ > 0 tais que

‖DXt(x) | Es
x‖ ≤ Ke−λt e ‖DX−t(x) | Eu

x‖ ≤ Ke−λt, para todo t ≥ 0.
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Segue da primeira desigualdade que χs(x) ≤ −λ < 0. Como a segunda desigualdade

é equivalente a ‖DXt(x) | Eu
x‖ ≥ K−1eλt, com t ≥ 0, segue que χu(x) ≥ λ > 0. Como

µ(A △ Λ) = 0 e A ⊂ Λ, então os expoentes de Lyapunov de µA são não nulos. Portanto,

µA é não uniformemente hiperbólica.

Lema de fechamento de Katok

Dizemos que duas medidas de probabilidade ν1, ν2 : B → [0, 1] são equivalentes

se elas possuem os mesmos conjuntos de medida nula, onde B é a σ-álgebra de Borel.

Definimos o suporte de uma medida de probabilidade ν : B → [0, 1] por

supp(ν) = {x ∈M : ν(U) > 0, para toda vizinhança U de x}.

Denotaremos por X1+(M) o conjunto dos campos X : M→ TM cuja derivada é

Hölder contı́nua. Temos então o seguinte lema devido a Katok:

Lema 2.33. Seja ν uma medida hiperbólica e equivalente a medida de Lebesgue µ. Se X ∈

X1+
ν (M), então supp(ν) ⊂ Perh(X).

Demonstração: Veja [7].

Observação 2.34. Sejam X ∈ X1
µ(M) e Λ ⊂ M conjunto regular invariante por (Xt)t, tal

que o fluxo linear de Poincaré sobre Λ admite uma decomposição dominada. Como a medida

µA é hiperbólica e equivalente a µ, então temos, como corolário imediato do lema anterior, que

supp(µA) ⊂ Perh(X) ∩ A.

Componentes Ergódicas de uma Medida Hiperbólica

O seguinte resultado, devido a Pesin, descreve a decomposição de uma medida

hiperbólica que é equivalente a medida de Lebesgue.

Teorema 2.35. Seja X ∈ X1+
ν (M), com ν uma probabilidade boreliana não uniformemente

hiperbólica e equivalente a medida de Lebesgue µ. Então ν tem uma quantidade enumerável de

componentes ergódicas.

Demonstração: Veja [7, Teorema 11.3].

Como consequência do teorema acima temos o seguinte

Corolário 2.36. Nas mesmas condições da proposição 2.32, a medida µA tem uma quantidade

enumerável de componentes ergódicas.

Devido a este corolário, suporemos a partir daqui que a medida µA é ergódica.



34 Capı́tulo 2. Resultados Auxiliares

2.9.3 Variedades Invariantes

Dado X ∈ X1(M), dizemos que um conjunto Λ ⊂ M, invariante por (Xt)t, é

não uniformemente hiperbólico se existem números reais ε, 0 < λ1 < 1 < λ2 e funções

C,K : Λ→ (0,+∞) tais que, para cada x ∈ Λ

(a) existe uma decomposição TxM = Es
x ⊕ Eu

x tal que

(a1) Eu
x e Es

x dependem mensuravelmente de x;

(a2) DXt(x)(Eu
x) = Eu

Xt(x)
e DXt(x)(Es

x) = Es
Xt(x)

;

(b) ‖DXt(x)|Es
x‖ ≤ C(x)λt

1
e−εt e ‖DX−t(x)|Eu

x‖ ≤ C(x)λ−t
2 e−εt, para todo t > 0;

(c) ∡(Es
Xt(x)
,Eu

Xt(x)
) ≥ K(Xt(x)), para todo t ∈ R e para todo x ∈ Λ;

(d) C(Xt1+t2
(x)) ≤ C(Xt1

(x))eε|t2| e K(Xt1+t2
(x)) ≥ K(Xt1

(x))e−ε|t2|.

Lembramos que X1+(M) denota o conjunto dos campos X : M→ TM cuja deri-

vada é Hölder contı́nua. O teorema a seguir garante a existência de variedades estáveis

e instáveis (fortes) tangentes à direção correspondente ao expoente de Lyapunov nega-

tivo e positivo, respectivamente.

Teorema 2.37. (Teorema da Variedade Estável) Seja Λ ⊂ M um conjunto não uniforme-

mente hiperbólico para X ∈ X1+(M). Para cada x ∈ Λ, existe uma variedade estável local

Ws
ε(x)

(x), tangente a Es
x ( Es

x como na definição de conjunto não uniformemente hiperbólico), tal

que

(a) o tamanho ε(x) de Ws
ε(x)

(x) depende mensuravelmente de x;

(b) dist(Xt(x),Xt((y)) ≤ T(x)λt
1
eεtdist(x, y), para todo y ∈Ws

ε(x)
(x) e t > 0, onde T : Λ→ R

é uma função mensurável e T(Xs(x)) ≤ T(x)e10ε|s|.

Demonstração: Veja [7].

Vale um resultado totalmente análogo para variedades instáveis locais.

2.9.4 Blocos Hiperbólicos

Folheações

Para o que se segue denotamos por Bn a bola aberta centrada na origem e de

raio 1 de Rn.

Suponhamos aqui que M tem dimensão m. Seja W uma partição de M em

subvariedades de classe C1 e de dimensão k. Para cada x ∈M, seja W(x) o elemento da
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partição W que contém x. Dizemos que W é uma folheação contı́nua de dimensão k com

folhas C1 (ou simplesmente folheação) se para cada x ∈M, existe uma vizinhança U de x

e um homeomorfismo h : Bk × Bm−k → U tal que

(a) para cada z ∈ Bm−k, o conjunto h(Bk × {z}) é a componente conexa de W(h(0, z))∩U

que contém h(0, z);

(b) h(·, z) depende continuamente de z na topologia C1.

O par (U, h) é chamado de carta local da folheação. Os conjuntos h(Bk × {z}) são chamados

de folhas locais (ou placas), e os conjuntos h({y}×Bm−k) são chamados de transversais locais.

Para x ∈ U, denotados por WU(x) a folha local que contém x. Cada subvariedade W(x)

é chamada de folha. Dizemos que uma subvariedade L ⊂ M de dimensão m − k é um

transversal, se é L é transversal a cada folha da folheação.

Uma folheação contı́nua W é dita Ck, se podemos escolher a aplicação h sendo

de classe Ck.

Continuidade Absoluta da Folheação

Ainda com a suposição que M tem dimensão m, seja W uma folheação contı́nua

de M. Sejam (U, h) uma carta coordenada da folheação e L(y) = h({y} × Bm−k) um

transversal local C1. Dizemos que W é absolutamente contı́nua, se para cada L(y) e cada

U, existe uma famı́lia de funções mensuráveis positivas δx : WU(x)→ R (chamadas de

densidades condicionais) tais que para cada A ⊂ U mensurável tem-se

µ(A) =

∫

L(y)

∫

WU(x)

1A(x, y)δx(y)dµWU(x)(y)dµL(y)(x),

onde µWU(x) e µL(y) são as medidas induzidas nas subvariedades WU(x) e L(y), respecti-

vamente.

Sejam Li = h({yi} × Bm−k), para yi ∈ Bk e i = 1, 2.Definamos um homeomorfismo

p : L1 −→ L2

h(y1, z) 7−→ h(y2, z).

A função p é chamada de função de holonomia. Dizemos que a folheação W é transver-

salmente absolutamente contı́nua, se a holonomia p é absolutamente contı́nua para cada

carta coordenada de folheação h e para cada transversal Li como acima, isto é, se existe

uma função mensurável positiva q : L1 → R (chamada Jacobiano de p) tal que para cada

conjunto mensurável A ⊂ L1 tem-se

µL2
(p(A)) =

∫

L1

1Aq(z)dµL1
(z),

onde µLi
é a medida induzida em Li, i = 1, 2.
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Blocos Hiperbólicos

Sejam X ∈ X1
µ(M), A ⊂ M conjunto invariante por (Xt)t, tal que µ(A) > 0 e a

restrição normalizada de µ à A, µA, é uma medida hiperbólica. Logo, [6] nos garante a

existência de conjuntos compactos H (k), k ∈ N, que chamaremos de blocos hiperbólicos

(ver regular sets em [6]), tais que

• H (k) ⊂ H (k + 1), para todo k ∈N;

• µA(H (k))ր 1;

• As variedades estáveis e instáveis, Ws
ε(x)

(x) e Wu
δ(x)

(x), respectivamente, dependem

continuamente de x ∈ H (k), para todo k ∈N;

• os tamanhos ε(x) e δ(x) de Ws
ε(x)

(x) e Wu
δ(x)

(x), respectivamente, são afastados de

zero, para todo x ∈ H (k).

Continuidade Absoluta das Variedades Estáveis e Instáveis

Sejam X ∈ X1
µ(M) e Λ ⊂M conjunto regular invariante por (Xt)t, tal que o fluxo

linear de Poincaré sobreΛ admite uma decomposição dominada. Seja (H (k))k∈N famı́lia

de blocos hiperbólicos associada a Λ. Temos o seguinte

Teorema 2.38. [6, Teorema 11.1] Sejam x ∈ H (k), k ∈ N, L1 e L2 transversais locais

de L(x) = {Ws
ε(w)

(w); w ∈ H (k) ∩ B(x, r)}. Então a função de holonomia p : L1 → L2 é

absolutamente contı́nua.

Em outras palavras, para cada x ∈ H (k) a famı́lia L(x) é transversalmente

absolutamente contı́nua. Vale o enunciado análogo para as variedades instáveis.

2.9.5 Distorção Limitada

Sejam X ∈ X1+
µ (M) e Λ ⊂ M conjunto regular invariante por (Xt)t, tal que o

fluxo linear de Poincaré sobre Λ admite uma decomposição dominada. Vimos que

os expoentes de Lyapunov χs(x), χu(x) de X no ponto x satisfazem χs(x) ≤ 0 ≤ χu(x)

(veja a observação 2.27). Sejam Es o subfibrado de TM associado à χs e Eu o subfibrado

associado àχu. Seja (H (k))k∈N uma famı́lia de blocos hiperbólicos associados aΛ. Temos

o seguinte

Lema 2.39. [7, Teoremas 11.1 e 11.2] Seja k ∈N tal que µA(H (k)) > 0. Então a função

hs(x, y) =

∞
∏

i=0

|det D f | Es
f i(x)
|

|det D f | Es
f i(y)
|
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é Hölder contı́nua para cada x ∈ H (k) e todo y ∈ Ws
ε(x)

(x), onde f = X1 é o tempo 1 do fluxo

(Xt)t.

Tal lema é uma propriedade que chamamos de distorção limitada. Vale o enun-

ciado análogo para a variedade instável. Mais precisamente, definindo

hu(x, y) =

∞
∏

i=0

|det D f−1 | Eu
f−i(x)
|

|det D f−1 | Es
f−i(y)
|
,

com x ∈ H (k) e y ∈Ws
ε(x)

(x), teremos que hu também é Hölder contı́nua.
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Capı́tulo 3

Prova do Teorema Principal

Neste capı́tulo mostramos que o fecho A dos pontos de densidade de um

conjunto Λ regular e invariante para um campo X ∈ G ∩ X1+(M), com µ(Λ) > 0,

não admite singularidades. Isso será usado para provar o teorema principal. Mais

precisamente, vamos provar a proposição 3.1 a seguir.

Lembramos que estamos denotando por G o conjunto dos campos em X1
µ(M),

cujas singularidades são hiperbólicas e não possuem ressonância. Em outras palavras,

se X ∈ G e σ é uma singularidade de X, então os autovalores de DX(σ) são reais e

distintos.

Seja Λ ⊂ M um conjunto regular e invariante por (Xt)t, com o fluxo linear de

Poincaré sobreΛ admitindo uma decomposição dominada. A partir de agora A sempre

denotará o fecho dos pontos de densidade de Lebesgue de Λ.

Proposição 3.1. Sejam X ∈ G∩ X1+(M) e Λ ⊂M um conjunto regular e invariante por (Xt)t.

Se o fluxo linear de Poincaré sobre Λ admite uma decomposição dominada e µ(Λ) > 0, então A

não contém singularidades de X.

A demonstração da proposição 3.1 é dividida em vários passos que provaremos

ao longo deste capı́tulo.

3.1 Decomposição dominada e hiperbolicidade em cam-

pos conservativos

Lema 3.2. Se X ∈ X1
µ(M) possui um conjunto invariante Λ , ∅ tal que Λ não possui singu-

laridades e o fluxo linear de Poincaré sobre Λ admite uma decomposição dominada, então Λ é

hiperbólico.
39
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Demonstração: Numa variedade de dimensão 3, a decomposição dominada do fluxo

linear de Poincaré só pode ocorrer se a dimensão dos subfibrados na decomposição do

fibrado normal têm dimensão constante e igual a 1. ComoΛ não possui singularidades

de X, podemos estender (por continuidade) a decomposição dominada a Λ. Como M

é compacta, existe K > 1 tal que K−1 ≤ ‖X(x)‖ ≤ K, para todo x ∈ M. Pelo Lema 2.10,

existe β > 0 tal que θt := ∡(Ns
Xt(x)
,Nu

Xt(x)
) ≥ β, para todo x ∈ Λ. Como X é incompressı́vel

temos que

1 = |det DXt|

= |det DXt|E
X| · |det DXt|Nx|

= ‖DXt|E
X‖ · |det DXt|Nx|

=
‖X(Xt(x))‖

‖X(x)‖
· |det DXt|Nx|.

Temos que det Pt
x = detOXt(x) · det DXt|Nx = det DXt|Nx. Logo

1 =
‖X(Xt(x))‖

‖X(x)‖
· |det Pt

x|. (3.1)

Sejam v(1)
x ∈ Ns

x e v(2)
x ∈ Nu

x , com ‖v(1)
x ‖ = ‖v

(2)
x ‖ = 1 tais que ‖Pt

x|N
s
x‖ = ‖P

t
x(v(1)

x )‖ e

‖Pt
x|N

u
x‖ = ‖P

t
x(v(2)

x )‖. Logo

‖Pt
x(v(1)

x )‖ · ‖Pt
x(v(2)

x )‖ · | sin∡(Pt
x(v(1)

x ),Pt
x(v(2)

x ))| = |det Pt
x| · ‖v

(1)
x ‖ · ‖v

(2)
x ‖ · | sin∡(v(1)

x , v
(2)
x )|.

Portanto

‖Pt
x|N

s
x‖ · ‖P

t
x|N

u
x‖ · sinθt = |det Pt

x| · sinθ0.

Substituindo em (3.1) temos que

sinθ0 = x(t) · ‖Pt
x|N

s
x‖ · ‖P

t
x|N

u
x‖ · sinθt,

onde x(t) =
‖X(Xt(x))‖

‖X(x)‖
.Daı́, como o fluxo linear de Poincaré admite uma decomposição

(C, λ)-dominada temos

‖Pt
x|N

s
x‖

2 =
sinθ0

x(t) sinθt
·
‖Pt

x|N
s
x‖

‖Pt
x|N

u
x‖
≤

K2C

sin β
· e−λt, para todo t > 0.

Portanto Ns é uniformemente contraı́do no futuro pelo fluxo linear de Poincaré.

Analogamente podemos mostrar que Nu é uniformemente contraı́do no passado. Pelo

Teorema 2.11, temos que Λ é hiperbólico.

Como consequência da Proposição 3.1 e do Lema 3.2 temos o seguinte
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Corolário 3.3. Sejam X ∈ G∩X1+
µ (M) eΛ um conjunto regular e invariante por (Xt)t, tal que

o fluxo linear de Poincaré sobre Λ admite uma decomposição dominada. Se µ(Λ) > 0, então Λ

é um conjunto hiperbólico.

Demonstração: Pela observação 2.31, temos que Λ = A. Assim, pela proposição 3.1,

temos que Λ não contém singularidades. Assim, podemos estender a dominação do

fluxo linear de Poincaré a Λ. Agora, usando o lema 3.2, segue que Λ é um conjunto

hiperbólico.

O próximo resultado nos dá uma descrição das singularidades de um campo em

Gque estão em D(Λ). Para isso relembramos que uma singularidadeσde X é tipo Lorenz,

se DX(σ) tem três autovalores reais λ1, λ2 e λ3 satisfazendo λ2 < λ3 < 0 < −λ3 < λ1.

Lema 3.4. Se X ∈ G, então S(X) ∩ D(Λ) é formado por singularidades tipo Lorenz para X ou

para −X.

Demonstração: Se S(X)∩D(Λ) = ∅ não há o que provar. Suponhamos então que existe

σ ∈ S(X) ∩ D(Λ) , ∅. Provemos primeiramente que DX(σ) não possui autovalores

complexos. Por absurdo, suponhamos que ω é um autovalor complexo de DX(σ) :

TσM 	. Como TσM tem dimensão três, temos que λ, ω e ω são os autovalores de

DX(σ), com λ real. Como µ(D(Λ)) > 0, pelo Teorema da Recorrência de Poincaré temos

que para µ-quase todo ponto x ∈ D(Λ) é recorrente, em particular, σ tem que ser uma

singularidade tipo sela. Então, acontece λ < 0 < Re(ω) ou para o campo X ou para −X.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que a desigualdade anterior acontece para

X.

Como µ(D(Λ)) > 0, pela definição de D(Λ), dada qualquer vizinhança de σ,

existem infinitas órbitas de Λ passando por essa vizinhança. Sendo assim, podemos

utilizar o teorema 2.19 para garantir a existência de um campo conservativo Y, C1-

próximo de X, possuindo uma conexão sela-foco Γ associada a continuação σY da

singularidade σ. (Veja a figura 3.1.)

Usando o Corolário 2.3, com uma pequena pertubação do campo Y, podemos

assumir que Y é de classe C∞ e ainda é C1-próximo de X. Agora podemos usar o

teorema 2.20 para desdobrar a dinâmica e encontrar um campo Z, C1-próximo de X,

que admite uma órbita elı́ptica C1-próxima de Γ. Mas isto contradiz o lema 2.28, uma

vez que tal órbita está contida em uma vizinhança (suficientemente pequena) de Λ.

Segue então que DX(σ) não possui autovalores complexos, como afirmado.

Seja então λ2 ≤ λ3 ≤ λ1 os autovalores de DX(σ). Como σ é singularidade

hiperbólica tipo sela, temos que λ2 < 0 < λ1. Como X é incompressı́vel 0 = tr(DX(σ)) =

λ1 + λ2 + λ3), logo λ2 = −(λ1 + λ3) < 0, o que implica que −λ3 < λ1. Temos dois casos

a considerar. Se λ3 < 0, então λ2 < λ3 < 0 < −λ3 < λ1, pois os autovalores são todos
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Γ

Ws
Y
(σy)

Figura 3.1: Conexão sela-foco.

distintos. Neste caso σ é tipo Lorenz para X. Se λ3 > 0, como λ1 = −(λ2 +λ3) > 0, então

λ2 < −λ3, e como todos os autovalores são disjuntos temos que λ2 < −λ3 < 0 < λ3 < λ1.

Neste caso σ é tipo Lorenz para −X.

3.2 Variedades Invariantes contidas em A

Sejam X ∈ X1
µ(M), Λ ⊂ M conjunto regular e invariante por (Xt)t, tal que o

fluxo linear de Poincaré sobre Λ admite uma decomposição dominada. Seja A o fecho

do conjunto dos pontos de densidade de Lebesgue de Λ. Nessa seção provamos que

µA-quase todas as variedades invariantes, com x ∈ Λ, estão contidas em A.

Dado x ∈ Λ, seja

Ws(x) =
⋃

t>0

X−t(W
s
ε(Xt(x))(Xt(x)))

a variedade estável no ponto x e

Wu(x) =
⋃

t>0

Xt(W
u
δ(X−t(x))(X−t(x)))

a variedade instável.

Sejam µs,x e µu,x as medidas induzidas (a partir de µ) nas variedades Ws(x) e

Wu(x) respectivamente. Temos a seguinte

Proposição 3.5. Para µA quase todos os pontos x ∈ Λ

µs,x(Ws
ε(x)(x)\A) = µu,x(Wu

ε(x)(x)\A) = 0.

Demonstração: Pela continuidade absoluta da folheação da variedade instável local,

um conjunto com volume positivo tem que intersetar quase todas as variedades estáveis

locais em um conjunto com medida µu,x positiva, (ver [19]).
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Para k suficientemente grande, µ(H (k)) > 0. Então, pela continuidade absoluta

da variedade instável local, podemos considerar Wu
ε(x)

(x) uma variedade instável local

satisfazendo simultaneamente

• x ∈ H (k);

• µu,x(Wu
ε(x)

(x) ∩ A) > 0;

• x é um ponto de densidade de Lebesgue de Wu
ε(x)

(x) ∩ A.

Como µ(H (k)) > 0, pelo Teorema 2.23 (Recorrência de Poincaré) podemos

supor, sem perda de generalidade, que x é recorrente dentro deH (k), isto é, existe uma

sequência de números naturais nl ր +∞ tal que

xl := f nl(x) ∈ H (k) e xl −−−−→
l→+∞

x.

Definamos Vl = f−nl(Wu
ε(xl)

(xl)), onde f = X1 é o tempo 1 do fluxo (Xt)t. Temos

que Vl ⊂ Wu
ε(x)

(x) é uma vizinhança de x em Wu
ε(x)

(x). Como as variedades instáveis

dependem continuamente de x emH (k), então seus tamanhos também dependem con-

tinuamente. ComoH (k) é compacto, temos que os tamanhos das variedades instáveis

são uniformemente limitados. Daı́, segue que diam(Vl) −−−−→
l→+∞

0.

Temos que

µu,x( f−nl(Wu
ε(xl)

(xl)\A))

µu,x( f−nl(Wu
ε(xl)

(xl)))
=
µu,x(Vl\A)

µu,x(Vl)
, (3.2)

pois A é invariante por f . Como x é ponto de densidade de Wu
ε(x)

(x) ∩ A, Vl é uma

vizinhança de x em Wu
ε(x)

(x) e diam(Vl) −−−−→
l→+∞

0, então

µu,x(Vl ∩A)

µu,x(Vl)
−−−−→
l→+∞

1.

Logo,
µu,x(Vl\A)

µu,x(Vl)
−−−−→
l→+∞

0.

Pela fórmula de mudança de variável na integral, temos que

µu,x( f−nl(Wu
ε(xl)

(xl)\A))

µu,x( f−nl(Wu
ε(xl)

(xl)))
=

∫

Wu
ε(xl)

(xl)\A

|D f−nl | Eu
z |dµu,x(z)

∫

Wu
ε(xl)

(xl)

|D f−nl | Eu
z |dµu,x(z)

. (3.3)
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Temos que

|detD f−nl | Eu
z | =

nl
∏

j=1

|detD f−1 | Eu

f−nl+ j(z)
|.

Segue do lema 2.39 que

|detD f−nl | Eu
z |

|detD f−nl | Eu
z1
|
=

nl
∏

j=1

|detD f−1 | Eu

f−nl+ j(z)
|

|detD f−1 | Eu

f−nl+ j(z1)
|

é uniformemente limitada, com z ∈ H (k) e z1 ∈Wu
ε(z)

(z). Suponhamos que

|detD f−nl | Eu
z |

|detD f−nl | Eu
z1
|
≥ L ≥ 0,

com z ∈ H (k) e z1 ∈Wu
ε(z)

(z). Logo

∫

Wu
ε(xl)

(xl)\A

|D f−nl | Eu
z |dµu,x(z) ≥ L|detD f−nl | Eu

z1
| · µu,x(Wu

ε(xl)
(xl)\A) ∀z1 ∈Wu

ε(z)
(z)

Segue então que

∫

Wu
ε(xl)

(xl)\A

|D f−nl | Eu
z |dµu,x(z)

∫

Wu
ε(xl)

(xl)

|D f−nl | Eu
z |dµu,x(z)

≥ L ·
µu,x(Wu

ε(xl)
(xl)\A)

µu,x(Wu
ε(xl)

(xl))
. (3.4)

De (3.2), (3.3) e (3.4) temos que

µu,x(Wu
ε(xl)

(xl)\A)

µu,x(Wu
ε(xl)

(xl))
≤

1

L
·
µu,x(Vl\A)

µu,x(Vl)
.

Logo,

µu,x(Wu
ε(xl)

(xl)\A)

µu,x(Wu
ε(xl)

(xl))
−−−−→
l→+∞

0.

Pela dependência contı́nua das variedades instáveis locais em pontos de H (k) temos

que µu,x(Wu
ε(x)

(x)\A) = 0. Analogamente, prova-se que µs,x(Ws
ε(x)

(x)\A) = 0.

Note que a proposição foi provada para quase todo ponto e não para todo

ponto, pois nos restringimos apenas aos pontos recorrentes.

Usando o fato de que A é um conjunto fechado e cada subconjunto aberto

não vazio de Ws(x) e Wu(x) tem medida positiva com respeito às medidas µs,x e µu,x,

respectivamente, obtemos o seguinte

Corolário 3.6. Para µ-quase todo ponto x ∈ Λ tem-se

Ws(x) ⊂ A e Wu(x) ⊂ A.
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3.2.1 Variedades invariantes densas de uma órbita periódica

Usando o Lema de Fechamento de Katok, podemos mostrar que existe um

ponto em uma órbita periódica cuja variedades centro estáveis e instáveis são densas

em A. Mostrar isso é o objetivo dessa subseção.

Lema 3.7. Seja X ∈ X1+
µ (M) e Λ ⊂ M regular e invariante por (Xt)t, tal que o fluxo linear

de Poincaré sobre Λ admite uma decomposição dominada. Então, existe p ∈ Per(X) tal que

Wcs(p) =Wcu(p) = A.

Demonstração: Seja k suficientemente grande tal que o bloco hiperbólicoH (k) satisfaz

µA(H (k)) > 0. Assim, H (k) ⊂ supp(µA). Segue do lema 2.33 que H (k) ⊂ Perh(X) ∩A.

Logo, tomando x no interior de H (k) e δ > 0 qualquer, existe p ∈ A ∩ B(x, δ) tal que a

órbita de p é periódica. Podemos assumir que δ é suficientemente pequeno de modo

que p ∈ H (k) e as seguintes interseções são transversais

Wu
ε (p) ⋔Ws

ε(x) , ∅ ,Ws
ε(p) ⋔Wu

ε (x),

pois as variedades locais variam continuamente em H (k). (Veja a figura 3.2). Pelo

corolário 3.6, podemos escolher x de modo que as variedades Wu(x) e Ws(x) estão

contidas em A. Fixemos r ∈Wu
ε (p) ⋔Ws

ε(x) e q ∈Ws
ε(p) ⋔Wu

ε (x).

xr

qp

Figura 3.2: Interseção Transversal

Seja f = Xτ, onde τ é o perı́odo da órbita de p. Assim, p é um ponto fixo de

f . (Lembramos que estamos assumindo que µA é ergódica para o fluxo (Xt)t). Como

µA(H (k)) > 0, usando a proposição 2.24, podemos supor que x é tal que α(x) = A = ω(x).

Seja V uma vizinhança de p em Wu
ε (p) que assumimos ser dada por um disco

em Wu
ε (p). Pelo lema 2.16 (lema de inclinação), existe δ > 0 tal que f n(Wu

ε (x)) ∩ V

está δ-C1-próximo deste disco, para todo n suficientemente grande (usando aqui o

ponto q da figura 3.2. Veja também a Figura 3.3). Em particular, como V é acumulada

por Wcu(x), temos que Wu
ε (p) ⊂ Wcu(x) ⊂ A. Como ω(x) = A e ω(x) ⊂ Wcu(x), então
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Wcu(p) ⊂ Wcu(x) = A. Usando agora o ponto r, como ω(x) = A e r ∈ Wu
ε (p) ⋔ Wcs

ε (x),

temos que ω(r) = ω(x) = A. Isso implica que A = ω(r) ⊂ Wcu(p), uma vez que Wcu(p) é

invariante. Portanto, A = Wcu(p), como querı́amos provar.

De modo análogo se prova que A =Wcs(p).

     

qp

Dn

Wu
ε (x)

Figura 3.3: Lema de Inclinação

3.3 Demonstração da Proposição 3.1

Nesta seção usamos os resultados obtidos até agora para provar a proposição

3.1. Lembramos também o seu enunciado a seguir.

Proposição 3.1. Sejam X ∈ G ∩ X1+(M) e Λ ⊂ M um conjunto regular e invariante por (Xt)t.

Se o fluxo linear de Poincaré sobre Λ admite uma decomposição dominada e µ(Λ) > 0, então

A = D(Λ) não contém singularidades de X.

Demonstração: Suponha por absurdo que existe uma singularidade σ ∈ A. Pelo lema

3.4, σ é tipo Lorenz para X ou para −X. Sem perda de generalidade, suponha que σ é

tipo Lorenz para X. Sejam λ2 < λ3 < 0 < −λ3 < λ1 os autovalores de DX(σ). Então,

existe uma variedade estável Wss(σ) tangente ao autoespaço associado ao autovalor λ2.

Afirmamos que Wss(σ) ⊂ A. De fato, seja p dado pelo lema 3.7 e consideremos

L = αX(Ws
ε(p)) :=

⋃

y∈Ws
ε(p)

αX(y).

Como A é invariante, temos que L ⊂ A. Como vimos na demonstração do lema 3.7,

podemos escolher x ∈ A de modo queαX(x) = ωX(x) = A e Ws
ε(p) ⋔Wu

ε (x) , ∅. Tomando

r ∈ Ws
ε(p) ∩Wu

ε (x), temos que L ⊃ αX(r) = αX(x) = A. Concluı́mos então que L = A.

Como σ ∈ A, então existe uma sequência de números reais (tn)n, tendendo a infinito,

tal que X−tn(p) −−−−→
n→+∞

σ e Ws
ε(X−tn(p)) −−−−→

n→+∞
Ws
ε(σ). Como Xtn(Ws

ε(X−tn(p))) ⊂Ws
εn

(p) ⊂ A,
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usando a invariância de A, temos que Ws
ε(X−tn(p)) ⊂ A. Por A ser fechado, concluı́mos

que a variedade local Wss
ε (σ) ⊂ A. Usando novamente a invariância de A, obtemos

Wss(σ) ⊂ A.

No caso em que σ é tipo Lorenz para −X, por argumentos análogos aos anteri-

ores, obtemos Wuu(σ) ⊂ A.

Explicamos agora como Wss(σ) ⊂ A leva a uma contradição. No caso em

que Wss(σ) ⊂ A, consideremos y ∈ Wss(σ) ∩ A\{σ}. Como A é o fecho dos pontos de

densidade de Λ, existe uma sequência de pontos de densidade de Λ convergindo para

y. Considerando a ação do fluxo próximo à singularidade σ, podemos considerar uma

sequência (qn)n, convergindo para um ponto q ∈Wu(σ)\{σ}, onde qn está na órbita futura

de pn. Como µ-quase todo ponto de M é recorrente, podemos supor que pn é recorrente

para cada n. (Veja a figura 3.4).

σ

Ws(σ)

Wss(σ)

Wu(σ)

pn

qn

y

q

Figura 3.4: Aproximação

Usando o teorema 2.19, existe um campo Y, C1-próximo de X, admitindo

uma órbita homoclı́nica do tipo orbit-flip. Pelo teorema 2.21, existe um campo Z, C1-

próximo de Y, não necessariamente conservativo, admitindo uma órbita homoclı́nica

do tipo inclination-flip. (Veja figura 3.5(a) e 3.5(b), onde estamos denotando por σY e

σZ a continuação analı́tica de σ, aplicada aos campos Y e Z, respectivamente.)

Como vimos na subseção 2.7.4, a existência de uma órbita homoclı́nica contraria

o fato do fluxo linear de Poincaré admitir uma decomposição dominada.

Argumentamos de forma análoga para o caso em que Wuu(σ) ⊂ A.

3.4 Prova do Teorema Principal

Lembramos que considerando o conjunto Xr
µ(M) (r ≥ 1) dos campos vetoriais

incompressı́veis de classe Cr, denotamos porG o subconjunto deXr
µ(M) dos campos que

cujas singularidades são hiperbólicas e não possui ressonância, isto é, os autovalores

da derivada do campo reais são todos distintos.
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eplacements

σY

Ws(σY)

Wss(σY)

Wu(σY)

(a) Orbit-flip.

σZ

Ws(σZ) Wss(σZ)

Wu(σZ)

(b) Inclination-flip.

Figura 3.5:

Discutimos no capı́tulo 1 que o conjunto G é um subconjunto aberto e denso de

Xr
µ(M). Este capı́tulo é dedicado a provar a segunda parte do teorema principal desta

dissertação.

Teorema Principal. Existe um aberto e denso G ⊂ X2
µ(M) tal que para cada X ∈ G com um

conjunto invariante e regular Λ satisfazendo:

• o fluxo linear de Poincaré sobre Λ tem uma decomposição dominada; e

• Λ tem volume positivo: µ(Λ) > 0;

então X é um campo de Anosov e Λ = M.

Demonstração: Consideremos um campo X ∈ G satisfazendo as hipóteses do teorema.

Como o fluxo linear de Poincaré sobreΛ possui uma decomposição dominada e µ(Λ) >

0, pela proposição 3.1, o fecho dos pontos de densidade de Lebesgue de Λ, A = D(Λ),

não possui singularidades. Assim, podemos definir o fluxo linear de Poincaré sobre

A, o qual, por continuidade, continua possuindo uma decomposição dominada. Daı́,

pelo lema 3.2, temos que A é um conjunto hiperbólico.

A estratégia é provar que A é aberto e fechado e usar a conexidade de M.

Provemos inicialmente que Ws(x) ⊂ A e Wu(x) ⊂ A, para todo x ∈ A. De fato, se x ∈ A,

como A é o fecho dos pontos de densidade deΛ, temos que existe uma vizinhança V de

x tal que µ(V∩A) > 0. Pelo corolário 3.6, para µ-quase todo p ∈ V, tem-se que Ws
ε(p) ⊂ A

e Wu
ε (p) ⊂ A. Sem perda de generalidade, podemos considerar uma sequência (pn)n em

V, convergindo para x, tal que Ws(pn) ⊂ A e Wu(pn) ⊂ A, para todo n ≥ 1. Usando o fato

de que A é fechado e que as variedades estáveis e instáveis dependem continuamente

do ponto, temos que Ws(x) ⊂ A e Wu(x) ⊂ A.
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Tomandoγuma vizinhança de x em Wu(x), suficientemente pequena, temos que

Ws
ε(z) é transversal a Wu

ε (x), para todo z ∈ γ. Logo, Rx :=
⋃

z∈γWs
ε(z) ⊂ A. Considerando

a ação do fluxo e lembrando que A é invariante, temos que

⋃

−τ≤t≤τ

Xt(Rx) ⊂ A

é uma vizinhança de x em M. Isto mostra que A é aberto. Como A também é fechado e

M é uma variedade conexa, temos que A = M. Além disso, segue que X é um campo

de Anosov, uma vez que M = A = Λ é um conjunto hiperbólico.
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Capı́tulo 4

Perspectivas Futuras

Para dimensão mais alta ainda não se sabe a resposta, isto é: se M tem dimensão

maior ou igual a 4 e X é um campo vetorial nas condições do teorema principal, não se

sabe se X é um campo de Anosov ou não.

4.1 Questão em dimensão maior com hiperbolicidade sec-

cional

Dizemos que um conjunto compacto e invariante Λ ⊂ M é parcialmente hi-

perbólico, se o fibrado tangente possui uma decomposição continua e invariante TΛM =

Es ⊕ Eu e existem constantes λ,K > 0 tais que para todo x ∈ Λ e para todo t ≥ 0 tem-se:

(a) Es domina Ec: ‖DXt(x) | Es
x‖ · ‖DX−t(x) | Ec

Xt(x)
‖ ≤ Ke−λt;

(b) Es contrai uniformemente: ‖DXt | E
s
x‖ ≤ Ke−λt.

Dizemos que um subfibrado, DXt-invariante, F ⊂ TΛM é seccionalmente expansor, se

dimFx ≥ 2 é constante, para todo x ∈ Λ e existem constantes positivas C e λ tais que

para todo x ∈ Λ e para todo subespaço bidimensional Lx ⊂ Fx tem-se |det DXt |Lx | > Cet,

para todo t > 0. Em outras palavras, a expansão seccional é a expansão de área ao longo

de todo subespaço bidimensional do fibrado F. Um conjunto compacto e invariante

Λ é dito seccionalmente hiperbólico, se Λ é um conjunto parcialmente hiperbólico cujas

singularidades são hiperbólicas e o subfibrado central é seccionalmente expansor.

Em dimensão maior, sabe-se que se Λ é um conjunto seccionalmente hi-

perbólico, então ouΛ tem volume zero ou o campo é de Anosov (veja [3, Teorema 8.24]).

Porém, se assumimos apenas a decomposição dominada do fluxo linear de Poincaré,

a questão é mais sutil. Mesmo se o fluxo linear de Poincaré tivesse decomposição
51
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dominada globalmente em uma variedade compacta com dimensão maior ou igual a

4, isso não é suficiente para obter hiperbolicidade, como vemos na seção a seguir.

4.2 Exemplo com fluxo de suspensão

Consideremos f : M → M um difeomorfismo e r : M → (0,+∞) uma função

contı́nua. No que se segue vamos definir o fluxo de suspensão de f , com função altura r.

Na construção, suporemos que r é tal que

+∞
∑

i=0

r( f i(x)) =

+∞
∑

i=0

r( f−i(x)) = +∞.

Primeiramente, vamos construir o domı́nio N do fluxo de suspensão. Para

isso consideremos a aplicação F : M × R → M × R dada por F(x, s) = ( f (x), s − r(x)).

Observamos que F é invertı́vel. Consideremos a relação de equivalência ∼ sobre M×R

dada por

(x, s) ∼ (x′, s′) ⇔ ∃ n ∈ Z : (x′, s′) = Fn(x, s).

Denotamos N o conjunto das classes de equivalência dessa relação e por π : M×R→ N

a projeção canônica que associa a cada (x, s) ∈M ×R a sua classe de equivalência.

Agora considere o fluxo Gt : M × R → M × R dado por Gt(x, s) = (x, s + t). É

fácil verificar que Gt ◦ F = F ◦ Gt, para todo t ∈ R. Usando isso, fica bem definido o

seguinte fluxo sobre N

gt : N → N

π(x, s) 7→ π(Gt(x, s))
.

O fluxo (gt)t é o que chamamos de fluxo de suspensão de f , com função altura r. Dizemos

que f é o difeomorfismo de base de (gt)t.

0

x

f (x)

τ(x)

M

R

Figura 4.1: Fluxo de Suspensão
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4.2.1 Exemplo

Existe um exemplo de fluxo de suspensão, com função altura constante e igual

a 1, cuja transformação de base é um difeomorfismo f : T4 → T4 do toro de dimensão 4,

transitivo (isto é, admitindo uma órbita densa), com o fibrado tangente admitindo uma

decomposição TT4 = Es ⊕ Eu dominada e com pontos periódicos de diferentes ı́ndices

(o ı́ndice de um ponto periódico é a dimensão da variedade instável). Isso implica que

T
4 não é hiperbólico. Para mais detalhes veja [8, Exemplo B.12].

4.3 Conjectura

Métodos análogos estendidos para dimensão mais alta permitem conjecturar

que: se o fluxo linear de Poincaré sobre um conjunto regular invariante com volume

positivo para um campo C2 conservativo X é hiperbólico, então X é um campo de

Anosov.
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[3] Araújo, V.; Pacifico, M. J., Three-dimensional flows, Vol. 53 of Ergebnisse der

Mathematik und ihrer Grenzgebiete. 3. Folge. A Series of Modern Surveys in

Mathematics [Results in Mathematics and Related Areas. 3rd Series. A Series of Modern

Surveys in Mathematics], Springer, Heidelberg (2010), ISBN 978-3-642-11413-7. With

a foreword by Marcelo Viana.
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(Coleção Fronteiras da Matemática).
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