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"Agora se vé que nossas esperangas de voltar as origens sdo como as
mariposas tentando atingir a luz, somos puros como o homem que esta
sempre esperando com leve curiosidade, pela primavera e pelo verdo
seguinte, sempre a espera de novos meses e anos, e quando o tempo
porque ansiamos chega, sempre parece que é tarde demais, ndo notamos
que a nossa ansia carrega em si o germe da nossa propria morte, mas
deve-se saber que este anel é a esséncia da vida, e que o homem é o
modelo do mundo".

Leonardo da Vinci.



Resumo

Apresentamos uma prova detalhada do limite hidrodinamico do Pro-
cesso de Exclusdo Simples e Simétrico utilizando o método da Entropia
Relativa. No6s provamos este resultado para tal processo evoluindo no
toro discreto unidimensional T, com escala difusiva 0(n) = n2. O método
da Entropia é de grande dificuldade técnica, por isso o estudamos no caso
com intera¢do mais simples possivel (o Processo de Exclusdo Simples e

Simétrico).

Palavras-chave: Limite hidrodinamico, processo de exclusado e entropia rela-

tiva.



Abstract

We present a detailed proof of the hydrodynamic limit of Symmetric
Simple Exclusion Process through relative entropy method. We proof this
result to the process evolving in the unidimensional discrete torus T, with
diffusive scale 6(n) = n?. The relative entropy method is a very difficult
technic, them we study in the case with interacting more simple possible
(Symmetric Simples Exclusion Process).

Keywords: Hydrodynamic limit, exclusion process and relative entropy.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo dos Sistemas de Particulas Interagentes foi introduzido por Spit-
zer em [Spitzer]. O objetivo era entender a evolugdo temporal macrosco-
pica de sistemas fisicos através da dindmica microscopica subjacente, isto €,
a dindmica entre as moléculas que compoem um sistema fisico. O cendrio
é o seguinte, primeiro se supde ter duas escalas para tempo e espaco as-
sociadas, por exemplo, um fluido ou gas expandindo em um determinado
volume. A ideia é dividir este volume em um certo niamero de células, de
modo que em cada uma destas células se possa ter um ntimero aleatério
de moléculas que se movam de acordo com uma regra fixada, uma taxa de

transicdo de probabilidade.

O comportamento microscépico de um sistema fisico é muito dificil de
se obter de maneira razodvel, devido ao fato do nimero de moléculas ser
muito grande, tipicamente o nimero de Avogadro, para se ter uma des-
cri¢do significativa algumas simplicacdes devem ser feitas. Nesta teoria
se supde ter um movimento estocdstico das moléculas em vez de deter-
ministico, e com esta hipdtese pode-se fazer uma andlise probabilistica do
sistema. O movimento subjacente depende de termos cada molécula es-
perando um tempo exponencial e cada uma delas realizando um passeio
aleatério submetido por restri¢des locais. Neste contexto, um Sistema de
Particulas Interagentes consiste em um movimento aleatério de uma colegao

de particulas, cada uma esperando um tempo exponencial para se mover

X1
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de uma célula para outra de acordo com uma transigdo de probabilidade.
Probabilisticamente falando, como estes tempos sdo varidveis aleatérias
com lei exponencial, este processo pertence a classe dos processos de Mar-
kov.

Em um Limite Hidrodindmico, estamos interessados em deduzir a equa-
¢do hidrodindmica macroscépica que governa a evolucao temporal de al-
guma quantidade fisica de interesse. Para processos em que a dindmica mi-
croscopica conserva uma quantidade termodinamica macroscépica, como
por exemplo, a densidade ou energia, se deduz a equagédo diferencial par-
cial que governa a evolugdo temporal desta quantidade de interesse, atra-
vés do movimento aleatério entre as particulas. Esta equagdo diferencial
parcial é conhecida como a equagio hidrodindmica do sistema de particulas.

Neste trabalho nos concentraremos no sistema de particulas do tipo ex-
clusdo. Neste tipo de sistemas de particulas, cada célula terd no maximo
uma particula por sitio. Precisamente, estudaremos o sistema de particu-
las conhecido como processo de exclusio simples e simétrico. Com o objetivo
de capturar a ideia fundamental por trds da teoria do limite hidrodina-
mico, nos restringiremos a exposigdo deste sistema de particulas no caso
unidimensional evoluindo no toro discreto T,, = Z/nZ ={0,1, ...,n — 1}.

O processo de exclusdo simples e simétrico é descrito da seguinte maneira,
primeiro fixamos uma probabilidade p(-) em T, onde cada particula, de
forma independente, aguarda em média um tempo exponencial, sendo que
ao atingir esta marca exponencial tal particula salta do sitio x para o sitio
x+1oux—1,com taxas p(1) = p(-1) = ; respectivamente. Neste processo,
teremos no maximo uma particula por sitio, uma marca exponencial, uma
particula tentar saltar para um sitio ja ocupado, em respeito a regra de
exclusdo, este salto serd suprimido.

O espago de estados para este processo de Markov é {0, 1}T* em que 1
significa que o sitio estd ocupado e 0 denota que este esta vazio. Podemos
definir precisamente este processo através do seu gerador como faremos
adiante.

O processo de exclusio simples e simétrico é definido como o processo de

Markov 7; € {0,1}T com gerador £ dado em fungdes locais (fungdes que



xiii
s6 dependem de uma quantidade finita de sitios), f : {0,1}™ — R por

f =Y, o0 - n)F) - fol

[x=yl=1

onde
n(z), sez#x,y

mYz) =4 nx), sez=y
n(y), sez=x

Neste processo, configura¢des sdo denotadas por 1, deste modo 7(x) = 0
significa que o sitio estd vazio e n(x) = 1 denota o sitio ocupado como

mencionado acima.

Seguindo as ideias de Boltzmann da Mecanica Estatistica, o primeiro
passo a se realizar na direcdo de analisar a evolugdo temporal de uma
quantidade macroscépica de um sistema fisico, é obter informacoes de
seus estados invariantes. Para sistemas de particulas, os estados invariantes
sdo interpretados como medidas invariantes do sistema. Neste contexto, u é
uma medida invariante do sistema, se, comecando o processo por p, isto
é, se a distribuicdo de 1y é u, entdo para qualquer tempo ¢, a distribui-
¢do do sistema ainda serd dada por u — significando que a trajetéria das

distribui¢des das medidas é constante no tempo e igual a u.

Para o processo de exclusdo, definiremos um conjunto de medidas
invariantes. Para cada 0 < p < 1 fixado denote por v, a medida produto
Bernoulli em {0, 1} com densidade p, isto é, sua marginal no sitio x é dada
por:

ve(n:n(x) =1) = p.

No decorrer desta dissertacdo, veremos mais detalhes sobre a familia de

medidas invariantes definida acima para o processo de exclusao.

Com o intuito de provar o limite hidrodinamico para este processo,

introduziremos a medida empirica associada ao processo 1;. Para cada con-
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figuracao 1, denote por 7"(n, du) a medida dada por

R == Y @6y )

xe{0,1}Tn n

onde 6, é a medida de Dirac. Por fim, defina o processo para a medida
empirica por 7t}'(n,du) = n"(n;,du). Esta medida representa a evolugao
temporal da densidade espacial de particulas, e como veremos mais adi-
ante, tal medida desempenha um papel fundamental na teoria do limite

hidrodinamico.

E sabido que a equagio hidrodindmica para o Processo de Exclusio Sim-
ples e Simétrico é dada pela equagio do calor:

dip(t, u) = %Ap(t, u)
p(0,") = po(-) '

De forma mais precisa, vamos introduzir a nogao de limite hidrodina-
mico. Seja T = R/Z, considere py : T — [0, 1] um perfil inicial e denote por
(u")n=1 uma sequéncia de medidas de probabilidade definidas em {0, 1T,
Assuma que no tempo 0, o sistema comece de uma medida inicial u" que

estd associada ao perfil inicial py no seguinte sentido:

Para toda funcdo continua H : T — IR e para todo 6 > 0, vale

lim u"[1): ‘ Y HEnw) - fT H(u)po(u)du’ > 6] =0.

n—+oo
x€T,

Note que o termo do lado esquerdo da expressdo acima corresponde a
integral de H com respeito a ;. Deste modo, a condigdo acima significa
pedir que a medida empirica no tempo 0 satisfaca uma lei dos grandes
niimeros, a saber, que a sequéncia 7" (1, du) convirja em probabilidade para
po(u)du.

O objetivo do limite hidrodindmico consiste em mostrar que, se no
tempo t = 0 as medidas empiricas sdo associadas a algum perfil inicial p,

entdo no tempo macroscopico t estas medidas serdo associadas a um perfil



p: que é solucdo da correspondente equagao hidrodindmica. Em outras
palavras, o objetivo é provar que medidas aleatdrias n" convergem, em
probabilidade, para a medida deterministica p(t, u)du, que é absolutamente
continua com respeito a medida de Lebesgue e cuja densidade evolui de
acordo com a equagdo hidrodindmica.

A proposta deste trabalho é apresentar uma prova detalhada do limite
hidrodinamico para o Processo de Exclusdo Simples e Simétrico utilizando o
poderoso método da entropia relativa de Varadhan-Yau.

O presente trabalho estd organizado em trés partes fundamentais.
Neste capitulo apresentaremos o principal resultado a ser provado (a res-
peito de estimativa de entropia), bem como exibiremos duas possiveis
maneiras de obter o limite hidrodinamico a partir dele. No Capitulo 2
apresentaremos as principais ferramentas utilizadas na aplicacdo do mé-
todo da entropia, sendo assim, a definicdo de entropia, como também
algumas de suas principais propriedades serdo provadas nesse capitulo.
Finalmente, no Capitulo 3 serd aplicado de fato o método da entropia
relativa de maneira a obtermos o limite hidrodindmico para o Processo de

Exclusdo Simples Simétrico.

1.1 Resultado Principal

Nesta dissertacdo, provaremos o limite hidrodindmico para o processo
de exclusdo simples simétrico através do método da Entropia Relativa que
primeiro foi introduzido por Yau em [Yau]. Tal método exige a existéncia
de solugdo suave da respectiva equagdo hidrodindmica. Para o processo
de exclusdo simples e simétrico o gerador £ é definido para uma fungéo
local f : {0,1}T - R por

Sf = Y S~ @) ~ Fl

lx—yl=1

evoluindo em T, = Z/nZ no tempo de escala tn°.

Fixe € > 0 e seja pg : T — [0, 1] um perfil inicial de classe C*>*¢(T) onde



T = R/Z. A equagdo hidrodinamica para este processo é dada pela equacio
do calor:

1
dip(t, u) = EAp(t, u).

E sébido que esta equagio possui solucdo, a qual denotaremos por p(t, )
que é de classe C1*2*¢(T). Vamos supor que existe uma constante 6y € (0, 1)

que limita o perfil inicial da seguinte maneira:
YueT, 6g< po(u) <1 - 0. (11)

Sejavi ) a medida produto no espaco de estados {0, 1} tal que:

Voo, n(x) =1) = po(x/n). (1.2)

Isto significa que sob v’;(. , as varidveis aleatorias (1(x))yet, sdo independen-

)
tes e 17(x) tem distribuicdo Bernoulli com parametro py(x/n). E importante
observar que esta medida ndo é homogénea pois a distribuigdo de 7(x)

depende do sitio x.

Sejam u e v duas medida de probabilidade em um mesmo espaco Q.
Denotamos por H(u|v) a entropia relativa de u com respeito a v através da
férmula variacional:

= du—1 /d
H(ulv) Sl;.p{ff U ogfe v},

onde o supremo acima é tomado sobre todas as fun¢des mensuraveis li-
mitadas f : Q — R. Em nosso caso de interesse, o espaco Q é {0, 1},
Propriedades e caracteriza¢des da entropia serdo apresentados no Capi-
tulo 2] desta dissertagao.

Antes de enunciar o teorema central deste trabalho, introduziremos a
medida empirica associada ao Processo de Exclusio Simples e Simétrico {n;, t >

0}. Esta medida representa a densidade espacial de particulas e para cada



n¢ € {0, 1} é definida por

'(n,:) = 1 x)0:x (%),
') ng%m<>g>
onde 6,(-) é o delta de Dirac. Note que n" é uma medida finita no toro
continuo T.
Dizemos que uma func¢do ndo negativa f é de ordem o(n) quando n —
o0, onde denotamos f(n) = o(n), se @ — 0 quandon — oo. Dizemos ainda
que f ndo negativa é O(n), se existe uma constante C > 0 tal que f(n) < nC
quando n — oo.
Vamos agora ao principal teorema desta dissertagdo. Denote por S"(t)
o semigrupo associado ao gerador £ acelerado por n? e u!' a distribuig¢do

do processo no tempo t, ou seja, uj = u"S"(t).

Teorema 1.1. Seja po : T — [0, 1] um perfil inicial de classe C**¢(T) que satisfaz
a condigdo (L.I). Seja (u")u>1 uma sequéncia de medidas de probabilidade no
espaco de estados do processo de Markov tal que:

H("W", ) = on).

Entdo, para todo t > 0,
H("S" (O, = (),

onde p(t, u) é a solugio da equagdo do calor:

dip(t,u) = 3Mp(t, ),
p(t, u) = po(u).

(1.3)

Em posse do resultado acima, obtemos o limite hidrodindmico a partir
do seguinte resultado.

Teorema 1.2 (Limite Hidrodinamico). Seja po : T — [0, 1] um perfil inicial
de classe C**¢(T) que satisfaz a condigio (L.I). Seja (u")nx1 uma sequéncia de
medidas de probabilidade no espago de estados do processo de Markov tal que,



H("W",.)) = o(n),

onde p(t, u) é a solugdo suave da equagdo do calor. Entdo, para todo t > 0
7y (du) — p(t, u)du (1.4)

em u}-probabilidade quando n — oo, onde p(t, u) é a solucio da equagio do calor

T3).

Para a prova do teorema acima temos dois possiveis caminhos a seguir.
Seguindo [Gongalves|], facgamos um esbo¢o da demonstracdo de um pri-
meiro caminho. Seja po : T — [0, 1] um perfil de classe C**¢(T) que satisfaz
a condigdo (1.I) e seja (u"),>0 uma sequéncia de probabilidades no espaco
de estados do sistema de particulas que satisfaz

H([Jnh/zo(.)) = o(n).

Fixeum t > 0. Para provar o teorema, basta verificar que para 6 > 0, t >
OeH € C(T),
Lim 1(Arg) =0,

onde

Ars = {r] : |% Z H(%)n(x) — fTH(u)p(t, u)du‘ > 6}

xeT,

e p(t, u) é solugdo suave da equagdo do calor.

Denote por v, a medida produto com parametro de variacdo suave

(t/')

: : . o . . >
associada ao perfil p(t,-). Isto significa que sob a medida Vi) a8 varia

veis aleatérias (1(x))rer, sdo independentes e cada n(x) tem distribuicdo
Bernoulli de parametro p(t, x/n), como definido em (1.2).
Da desigualdade (2.3) provada adiante no Capitulo[2| obtemos:

. log2 + H((”?lVZ(t,.))
pi (Ags) < . (1.5)
log (1+ 1/, (A1)

Como v, € uma medida produto, podemos usar uma estimativa de



Grandes Desvios para mostrar que

lim % log vy, ) (Ars) = =C(0), (1.6)
implicando que o denominador do lado direito de é de ordem O(n).
Poderemos entdo finalizar a prova desde que H(F‘HVZ(L-)) seja de ordem
o(n), que é a tese do Teorema

Entretanto, para seguir este caminho, é necessario provar (1.6), que nado
é propriamente dificil, mas é consequéncia de resultados avancados. Por
este motivo seguiremos outro caminho, na linha de [KL]. Este caminho é

apresentado em detalhes na préxima secéo.

1.2 Limite hidrodindmico como consequéncia de

estimativas de entropia

A uma fungdo V¥ : {0,1}™ — R que s6 dependa nas configuragdes
de um nimero finito de coordenadas damos o nome de funcgéo cilindro.
Denote por 7, o operador shift ou translagdo por x em 1 € {0,1}T, i.e.
T.1(y) = n(y + x) para y € T,. Por fim, para uma fungdo cilindro W
definimos 7,V (n) = W(7,7).

Proposi¢ao 1.1. Admitindo o Teoremal[l.1} para toda fungdo continua H : T — R

e para toda fungdo cilindro limitada \V, vale

lim Eys|
n—+oo

n! Z H(x/n)t,\P(n) - fTH(u)]EVW) [W]du H =0. (1.7)

xeT,

Observemos que o limite acima é mais forte do que a convergéncia
(1.4), o que é uma consequéncia da Desigualdade de Chebyshev. Como
o principal resultado desta dissertacdo é o Teorema numa primeira
leitura pode-se assumir a Proposi¢ao[I.T, o que ndo causard nenhuma di-
ficuldade na leitura dos capitulos subsequentes. A seguir apresentamos

uma demonstracdo da Proposicdo [1.1] que requer apenas ferramentas ba-



sicas de Probabilidade e Teoria da Medida. E como ja comentado, esta
proposicdo implica o Teorema

Demonstragiio da Proposicio[1.1} Por simplicidade, vamos supor que a fun-
¢do cilindro W s6 dependa da configuracdo n através de 1(0), isto é, suponha
que W(n) = W(n(0)). Para nossos fins basta tomar W(n) = n(0). Da defi-
nicdo da medida Bernoulli produto v,, ver equacdo (1.2), obtemos que
E, . [100)] = p(t, 7). Como ambas as fungdes H(:) e p(f, -) sdo continuas e

W(-) é limitada temos que

‘n—l Z H(x/n)t,¥(n) - j;H(”)]Evn(w [‘If]du‘

xeT,

‘n_l Z H(x/n)t,W(n) - fTH(u)p(t, u)du‘

xeT,

C‘n_1 Z . V(1) — ﬁp(t,u)du

xeT,

IA

7

onde C é a constante que limita a fun¢do continua H definida no compacto
T. Notemos agora que é possivel aproximar fT p(t,u)du por somas de
Riemann indexadas por T,. Assim, para uma inteiro / > 0 fixado temos,

fT pt,wydu~n™ Y pt,H=n Y @+ Y p(t, ).

xeT, xeT, y;lx—yl<i

Note também que podemos escrever 1! Z W(n(x)) como

x€T,

i) @D Y o)) (18)

x€T, y;lx=yl<l

Logo, para provar a Proposi¢do [1.1]é suficiente mostrar que

lim sup lim sup Epsp[1 Y @21+ Y (n() - By, [nO])]| < 0.

n—+0o [—+00 xeT, y;lr—yl<l

Para y > 0, pela desigualdade de entropia que serd provada no



Capitulo 2} a esperanca na férmula anterior é limitada por

LH(H"S"WW 5 + log]E " exp yZ |(21+ 1)” Z n(y) — p(t, z)) ')]

€
*€Ty = J\<7

Assumindo o Teorema concluimos que a primeira parcela da soma
acima converge a zero quando n — oo. Por outro lado, como a medida

V(1) € produto obtemos independéncia das varidveis aleatorias
Xi=@@+)7" Y ), (19)
¥ ly—xil<l

desde que os seus centros x; estejam devidamente afastados, a saber, desde

que |x; — xj| > 2I. Usaremos este fato mais adiante. Temos que

1 [ 4 x
1o glEm,)»eXp(Z T (n(y)—p(t,;))]

xeTy, y;lx=yl<l

T ) (n(y) - p(t,%))

y;l=yl<l

1

- togy, |ow( Y, ¥

|z|<I x=z+k(21+1)
kez

)

que por sua vez é igual a

1 ' y )]
Lioges, [[Tew( T [ T (10-pt0))

Y L |71<l x= z+l€<%l+1) y;lx—yl<i -

1 [ y )]

= —IlogE, H@@(zl” (n(y)—p(t,z))) :
y L |z|<I x:z;{-i%l#—l) v; |x-y|§l |

Utilizando a desigualdade de Holder generalizada (ver Apéndice po-

demos majorar a expressdo acima por

Lios [ ]es, |{ (2111 y

|zl x=z+k(21+1)
keZ

21+1

T

Y. (n(y) - ptt, %))

yil—ylsl



a qual éigual a

—logHIE [exp( Y

|zl x=z+k(21+1)
kez

I

Pela independéncia das variaveis aleatérias X; definidas em (1.9), a expres-

Y, (n(y) - p(t, %))

v le—yl<l

sdo acima éigual a

—logl_[ [T E-, [exp()/

L

I

Y. (n(y) - ptt, >)

|z|<l x= z+k%l+1) y;lx—ylsl
= Zzz+1 og Ev, [eXP(V Y (n(y)—p(t,ﬁ))].
xeT Y le=yl<l

Segue da continuidade de p(t,-) que esta soma converge, quando n — oo,

1
‘fT dum logE, ,, l exp (y )] (1.10)

Para simplificar a notagdo vamos escrever

para

Y, (n(y) - ptt, u))

lyl<l

Aw =] Y () - pt )|

lyl<!

. 2 ol
Usando a desigualdade ¢* < 1 + x + 5~ podemos ver que

A(u)ZelA(u)l
n () il W A
log ]Evp(tlu)[eA ] < logkE,,,, (1+A®)+ >
Au)elA)l
= log|l+ IEVPW,) [A(u) + %” )

Da desigualdade log(1 + x) < x obtemos que a dltima expressdo acima é



limitada por

2

A(u)?e 4!
IS [A(u) + —.

Através dos célculos feitos até aqui concluimos que a integral em (1.10) é
limitada por

[ s [V Y (10 - ptt, )

lyl<l

+y72\ Y ) - ptt | exp(y| Y (n) - ptt, ) \)l (111)

lyl<I lyl<l

Usando a desigualdade triangular e usando que |p(t, u)| < 1e[n(y)| < 1, em

' Z n(y) — p(t, u)|, obtemos
lyl<!
‘ Z (n(y) - p(t, u))| < 2021+ 1).
lyl<i
Logo,

|3 (v = ptt, u))\2 <420 + 1)

lyl<l
Entdo, a integral em (1.11) é limitada por

fT duﬁmw)[y ) (1) - ptt )| + 221 + 17267240

lyl<l

a qual é a soma de

1
I 2, (1=t ) (1.12)
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f duﬁnavw[zyz(zu1)2e2ﬂ21+1>] = (2l + 1),
T

Vamos tomar y := que limita a expressdo acima por uma constante

_€_
20+17
vezes €. Para a expressdo (1.12) aplicaremos a Lei dos Grandes Ntumeros.
Sob a medida v, (a qual é Bernoulli de pardmetro constante),

1
71 Y ) — plt,u),

lyl<!

quase certamente quando ! converge para infinito. Por fim, aplicando o

Teorema da Convergéncia Dominada concluimos que

Iim E
|—>+00

e 3 ) - it ]| =0,

lyl<l

Vp(tu) [

e novamente pelo Teorema da Convergéncia Dominada vem que

>0

lim Ey .. [
T

st Yo - ot o =0
lyi<!

Logo, tomando | — o e em seguida € — 0, concluimos a prova da propo-

si¢ao. O



Capitulo 2

Ferramentas

Neste capitulo serdo apresentadas as ferramentas necessarias para pro-
var o limite hidrodindmico do processo de exclusdo simples e simétrico

através do método da entropia relativa.

2.1 Entropia Relativa

Seja m uma medida de probabilidade referéncia em E. Para uma medida
de probabilidade p denotamos por H(u|rt) a entropia relativa de p com

respeito a = dada pela férmula variacional:

= du—1 /d .
H(ulr) SI}p{ff 1z nge ﬂ}, (2.1)

onde o supremo acima é tomado sobre todas as fun¢des limitadas f : E —
R. Com o objetivo de facilitar a leitura do texto, denotaremos a entropia

H(u|m) por H(u) e nos referiremos a ela apenas como a entropia de p. Note

11
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que se ¢ > 0 é uma constante real positiva, e f uma funcédo limitada, entdo

f(f+c)d‘u—logfe(f“)dn = ffdy+fcd,u—logfefecdn
c+ffdy—logecfefdn
= ffdy—logfefdn.

Portanto, é equivalente tomarmos o supremo acima sobre todas as fun¢des

limitadas positivas. Segue ainda da defini¢do da entropia que

fcfdy —logfecfdn < H(w).

Logo
cffdysH(y)+logfecfdn.
Portanto,

ffdy Sc‘l[H(y)+logfecfdn]. (2.2)

O préximo resultado, consequéncia direta da desigualdade acima, é conhe-
cido como a desigualdade da entropia. Apesar da simplicidade em prové-lo,
veremos que este desempenha um papel fundamental no método aqui

apresentado para provar o limite hidrodinamico.

Proposigao 2.1 (Desigualdade da entropia). Se A éum subconjunto de E entio

(2.3)

Demonstragio. Seja f = 1, em (2.2), entdo

p(A) = f]lAdy SC_l[H(y)+logfeCﬂAdn].
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Observando que ¢! = ¢“1 4 + 14, temos que

logfechdn = logf[ec]lA+]lAc]dn
log[e‘m(A) + m(A%)]
log[n(A)(e" = 1) +1].

Por fim, tomando c tal que 7(A)(¢ = 1) = 1, teremos ¢ = log[~ + 1] e a

desigualdade est4 provada. m|
Proposicdo 2.2. A entropia é positiva, convexa e semi-continua inferiormente.

Demonstragio. E facil ver que a entropia é positiva, pois para qualquer

func¢do constante f = ¢, obtemos

H(y)szdy—logfefdnza

Quanto a convexidade, seja 0 < a < 1, e sejam p1, up, ™ medidas em E. Dai,

5111(p { ffd(ayl +(1-a)us) — logfefdn}

sup {a ffdyl +(1-a) ffdyz —log fefdn}.
f
Como podemos escrever

logfefdn=ozlogfefdn+(1—oc)logfefdn,

temos que H(apq + (1 — a)uz|n) é igual a:

sip{a[ffdyl—logfefdn]+(1—a)[ffdy2—logfefdn]}
< as?p{ f fduy —log f efdn}+(1—a)81;p{ f fdu, —log f efdn).

H(ap + (1 — a)paln)
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Portanto,
H(ap + (1 - a)pn) < aH(u1) + (1 — a)H(po).

Finalmente, para provar que a entropia é semi-continua inferiormente
tixe uma funcéo f continua e limitada tal que f fdu-log f efdn+e > H(ulm).
Neste contexto, queremos provar que para i, — (i, obtemos

H(ulm) < lim inf H(p,|m).

Pela defini¢do de convergéncia fraca, para toda fungdo continua f

f Fdu, =S f izm

Logo, existe um n, tal que, para todo n > ny,

ffdy+e§ffdyn+2€.
ffdy—logfefdn+e§ffdyn—logfefdn+2€.

H(yln)Sffdyn—logfefdn+2€.

Tomando o supremo sobre f na desigualdade acima, temos que

H(ulm) < sup{ffdyn —logfefdrc+26}.
f

Finalmente, tomando o lim inf na tltima desigualdade concluimos que

Entdo,

Dai,

H(u|m) < liminf H(u,|n) + 2e,

e como o € > 0 é arbitrario, a prova esta concluida. O

Apesar da validade do préximo teorema para um espago enumeravel E
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o provaremos para o caso em que E é finito, pois este é o contexto que nos
interessa. Para ver a prova em que E é enumeréavel o leitor pode consultar
[KL] pagina 339.

d .
Teorema 2.1. Se u << me f = 3, entio

H(ulm) = f flog fdm.

Caso u ndo seja absolutamente continua com relagio a 7, entdo H(u|m) = +oo.

Demonstragio. Se p ndo é absolutamente continua com respeito a 7, entdo
existe A C E tal que 1t(A) = 0 e u(A) > 0. Considere (f,)nen com f, :=nly
paran € N. Como e = 1" + 14, temos que

ffndy—logfef"dn

nu(A) —log [ f(]lAe” + ]lAc)ch]
nu(A) —logl
nu(A), Vn € IN.

Donde concluimos que H(u|m) = +o0. Seja agora u << m e suponha que E

seja um conjunto finito. Entdo a fungao

®:RESR O(f) = f fdu —log f efdn (2.4)

é concava. De fato, dado a € (0,1) e dadas f, ¢ € RF segue da desigualdade
de Holder que

feaf+(l_a)gdn - feafe(l_a)gdn
afvl/a 3. \* A-a)g\t/(1-a) 3. \17¥
([ @Nedr) (| 9)09ar)

Aplicando a fungdo logaritmo e multiplicando ambos os lados da desi-

IN

gualdade acima por menos um, concluimos que

—logfe“f+(1‘“)gdn > —alogfefdn—(l—a)logfegdn.
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Entdo ®(af + (1 — a)g) é igual a:

affdy+(1—a)fgdy—logfe“f+(1_“)gdn
af f fdu —log f efdm) + (1 - o) f gdu — log f eSdlr)

a®(f) + (1 - )D(g).

Y

Portanto,

D(af + (1 -a)g) = ad(f) + (1 — a)D(g).

Da concavidade de @, provada acima, concluimos que esta fungdo admite
maximo onde V@ = 0. Se f € RE, entdo f = Y ,; filjyeef = Yz efil; onde
f(@) = fi, logo

f fdu =) fuli) e f fdn = )" elm(i).

i€E i€E

Dai, podemos explicitar o valor de @ aplicada a f € RF como segue:

O(f) = Y, fiudlit) - log Y efr(li).

i€E i€E
Calculando as derivadas parciais de ® temos que

I _ efim({i})

of MY (i

Entdo, 220 = 0 se, e somente se, p({i}) = =t

T . Assim, para cada

efim({i})
i€E
h= Z hily € RF obtemos

i€eE

Y hiefm(il)
o _ I€E
2t - Y einil)
i€E
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fhefdn
[efdan’
para toda fungdo i € RE. Por fim, segue de O(f + ¢) = ®(f) para toda

Assim, f € RF é um ponto de méximo de @ se, e somente se, f hdu =

constante ¢ € R, que podemos tomar f € RF tal que f efdn = 1 (basta

tomar c = —log f e/dr) e em particular f = log Z—i. Neste caso obtemos

H o(f) = @ [1og [
(1) s?p (f) = (og(gg))

jﬂl ) 4~ log 1

0g| 5, |du —log
dy

flog (E) du.

Vamos terminar esta se¢do observando que para o Processo de Exclusio
Simples e Simétrico evoluindo no toro microscépico T,, comecando de ",
com medida invariante produto Bernoulli v/, de parametro constante igual
a o associada, obtemos que H(u"|v,) = O(n).

Proposicao 2.3. Seja H(u"|v}) a entropia de uma medida de probabilidade u" com
respeito ao estado estaciondrio vi,. Entdo existe uma constante finita C := C(a)
tal que

H(u"|vy) < nC, (2.5)

para toda medida de probabilidade u".
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Demonstragio. Segue do Teorema[2.T| que

H@'Wy) = ), w! og & i ;
nef0,1}Tn
< ), W'log o )
1€{0,1)Tn
= Zﬂ 1" (n) log ————— " (1 o7
1€{0,1}
1
) I:UEOXl:Tn 77)] log m =n[-loga A (1-a)],
onde a A (1 — @) = min{a, 1 — a}. )

2.2 Principio de Grandes Desvios e Laplace-Varadhan

Consideremos uma sequéncia de varidveis aleatérias X,,, n > 1 tomando
valores em algum espago métrico M. Dizemos que a sequéncia X,,,n > 1
satisfaz um principio de grandes desvios com funcdo taxa I e decaimento a,
se para todo conjunto fechado 3 ¢ M

1
lim sup . logP[X,, € ] < — irelgfl(u) (2.6)

n—-oo

e para todo conjunto aberto § C M,
.1 .
lim inf — logP[X,, € §] = — 1n9f I(u), (2.7)
n—-oo n ue

para alguma funcdo semicontinua inferiormente I : M — RR* e alguma
sequéncia crescente a,, — oo.
Apesar de pedirmos que a funcdo taxa I seja semicontinua inferior-

mente, para nossos fins essa hipotese pode ser retirada.

Teorema 2.2 (Laplace-Varadhan). Seja X, n > 1 uma sequéncia de varidveis

aleatérias satisfazendo um principio de grandes desvios com fungdo taxa I e taxa
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de decaimento a,. Seja F : M — R uma fungio continua limitada. Entdo,

lim l log E[e"" )] = sup{F(u) — I(u)}. (2.8)

.
=00 ueM

Demonstragio. Seja € > 0 fixado. Por defini¢do de supremo, existe 1y € M

tal que sup{F(u) — I(1)} < F(up) — I(1p) + €. Como F é continua, podemos
ueM
tomar uma vizinhanga V de uy em M tal que F(u) > F(ug) — € para todo

u € V. Neste caso, obtemos as seguintes desigualdades

anF(X) ]

v

1 1
— log E[e - log E[e™ )1 [X,ev]]

1
2 —log E[e" ) lx, ev]-
n

pOiS ea”F(X")]l[XneV] > ea”[F(uO)_E]]l[XHEV]. Como t IOg ]E[ea”[P(MU)_ell[Xnev]] = F(Z/lo)—

€ + - logP[X,, € V], concluimos que

1 1, F(Xn) 1

— log E[e""*] > F(up) — € + . log P[X,, € V]. (2.9)
Aplicando o principio dos grandes desvios em {X,,, n > 1}, obtemos

lim inf a_ log E[e anFX0] > F(ug) — € + liminf al log P[X, € V]
> F(ug) — € — in\ﬁ[[(u)] > F(ug) — I(ug) — €.
ue

Como sup,,{F(u) — I(u)} < F(up) — I(uo) + €, com € arbitrario, obtemos a

primeira desigualdade da prova, a saber

sup{F(u) — I(u)} < 11m mf — log E[e™FX0]. (2.10)
ueM

Para obtermos a proxima desigualdade sejam L = ||F||. e k € IN um inteiro
positivo fixado. Vamos dividir [-L, L] em k intervalos de comprimento %
Desta forma, denote estes intervalos por

I] = [7’]‘, rj+l]/1 < ] < k/ (211)
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e seja ainda J; := {u € M : F(u) € I;}. Como F é continua e os I;’s

sdo fechados, concluimos que F; é fechado. Da desigualdade "X <

Zl;zl eunF(Xn)]l[XnE?]_] obtemos
k
]E[eanP(Xn)] < ]E[ Z eﬂnF(Xn)]l[X,,e?j]]

k
Z i P[X, € F].

j=1

IA

Para concluir a prova vamos usar a seguinte observagao:

lim sup % log (b, + c,) = max { lim sup % log b, , limsup % log c, } (2.12)

n—oo n—oo n—oo
Segue da observagdo acima e do principio de grandes desvios que

1
lim sup a—log IE[e“”F(X”)] < hm sup — log[Z anF(X 'l)l[xneg]
n

n—-oo

= max{r]H + hm sup L ]P[X €T, ]}

1<j<k

IN

{r]+1 + sup[ I(u) + F(u) — F(u)]}

UeT;

IA

max {r]+1 + sup{F(u) — I(u)} + sup[—F(u)]},
1sjsk u€F; ued;
Finalmente, segue da definicdo de J; que supue,fj[—F(u)] = —rj, donde

concluimos que a tltima expressdo acima é limitada por

sup{F(u) — I(u)} + % (2.13)
ueM

Logo,

lim sup — log E[e"f*)] < sup{F(u) — I(u)} +

(2.14)
n—oo ueM k

e sendo k arbitrario o resultado estad concluido. m|
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2.3 Equivaléncia de Ensembles

Sejam Q = {0, 1} e v medida invariante em Q definida em (T.2). Nesta

secdo estamos interessados em estudar o comportamento de

va(- 1) n(x) = pn)

xeT,

para g € (0,1) fixado quando n — +oo. Precisamente, estamos interessados

no seguinte resultado:

Proposicdo 2.4. Seja v a medida produto Bernoulli de pardmetro a em {0, 1},
Entdo, para cada inteiro positivo r vale,

memﬂ

xeT,

il_r)?o vl (n(xl) =ki,...n(x) =k,
= vg(n(xl) = ki, ..., n(x,) = k).

Demonstragio. Por simplicidade, provaremos esta proposigdo para o caso
em que r = 2. O caso geral pode ser verificado de maneira anédloga. Segue

da defini¢do de probabilidade condicional que

Vo [U(x1) =k, n(x2) = kz‘ Z n(x) = nﬁ]

xeT,

va(n(x1) = ki, n(x2) = ky, Yser, 1(x) = 1)

v%memﬂ

x€T,

Note que a expressdo acima é equivalente a
v (r](x1) = ki, n(x2) = ky, inir,'fcz nx) =np — (ky + kz))

v%mewﬂ

xeT,

Como as varidveis aleatérias 7(x) sdo independentes sob v/}, a expressdo
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anterior é equivalente a

VAOI) = ki) - Vi) = kv (X o 06) = 1 = Gk + o)
v (Zecr, 106) = np) |

Esta razdo é igual a

k1(1 0()1 klak2(1 a)l kz(ﬁn (k1+k2))aﬁn (k1+k2)(1 _ )n —2—Bn+(ky +ka)

(" (1= ay "

(ﬁﬂ (k1 +k2))

Q)

Pela defini¢do de binomial, o termo anterior é igual a:

(n = 2)!(Bn)!(n — pn)!
(ﬁi’l — (k1 + kZ))'(Vl -2- ﬁn + (k1 + kz))'?’l'

(2.15)

Vamos agora utilizar a férmula de Stirling para aproximar o quociente

acima, a qual é dada por

1
n! ~ n"* 27" V2m,

onde f ~ g significa que lim fn) = 1. Por Stirling,

H—>+00 g(n)

ny n!
(k - kK(n—k)!

nn+%e—n V2711
Ktiek \2m(n — k)= 2e=k) 27

1
nta

kk+%(n _ k)n—k+% \/2_7.(

Q

X
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Logo, o quociente em (2.15)) é assintoticamente igual a

(1’1 — 2)”_2+%(ﬁn)5”+%(n _ ﬁn)”‘ﬁ’“%

2.16
(ﬁn _ (kl + kz))ﬁn—(k1+k2)+%(n -2 ﬁn + (kl + kz))n—Z—ﬁm(k] +k2)+%n”+§ ( )

pondo n em evidéncia nas bases das poténcias da fracdo acima obtemos

que esta é igual a

n2n=2+3

(nZn—2+§) (1- %)n—2+%‘3(ﬁn+%)(1 _ ﬁ)n—ﬁm%

1 _n_ 17
_ (k1+k2))5”‘(k1+k2>+2(1 g+ —2+(k1+k2)>” 2-pn+(ki+ko)+3

n n

pondo agora f5 e (1 — ) em evidéncia no denominador da fra¢do anterior

obtemos que esta é equivalente a

(1- %)n—2+%‘3k1+k2(1 _ ﬁ)z—(k1+k2)

(1 _ _(k1+kz>>ﬁ”‘("1+k2)+%< -z+(k1+kz>)"‘2—ﬁn+(k1+kz)+%'
pn n(1-p)

Finalmente, fazendo n — +oco0 obtemos que a expressdo anterior se apro-

xima de
e—Zﬂkl +k2 (1 _ ﬁ)Z—(kl +k2)

(Y ()

ﬁﬁkl(l _ ﬁ)l_klﬁkz(l _ ﬁ)l_kz
e—2
= pA-pipea-pe
= V() = ki nx2) = ko).
O

Enunciaremos agora uma versido mais geral da Proposicao 2.4 provada
acima. Este resultado enquadra-se também no nosso contexto pois é valido
para o processo de exclusio generalizado. Para ver a prova deste resultado, o

leitor pode consultar [KL] pagina 355.

Lema 2.1. Seja ¢ uma fungio local tal que

E,, [V*] < oco.
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Entido, existe uma constante C(y) tal que

Cy)

Ey [YIH] - By, [Y]) < ——.

2.4 Estimativa de 1-Bloco

O resultado a ser provado nesta se¢do, conhecido como estimativa de
1-bloco, nos permite substituir a média empirica de uma funcgao local ¢ por
U(1'(-)), sobre caixas de comprimento . Para provar tal resultado vamos
comegar definindo a chamada forma de Dirichlet.

Definicao 2.1. Seja {X;,t > 0} um processo de Markov num espago enumerdvel
E com medida invariante i, semigrupo associado (P)i e gerador L. Para toda
f € L*(n), a forma de Dirichlet D(f, 1) de f é definida por

D(f/n) = _<f/£f>n
- _Z F(x) LF@)m(x).

x€E

Note que a forma de Dirichlet estd bem definida pois £ é um operador
limitado em L?(7). Vamos agora explicitar a forma de Dirichlet para o Pro-
cesso de Exclusio Simples e Simétrico. Sejam v}, a medida produto Bernoulli
no espaco de estados Q = {0,1}T e £ o operador do Processo de Exclusio
Simples e Simétrico em L?(v"). Entdo

2D(f,ve) = =2(f, Lfhun
= —(f, Lf) =L, fhun,

onde £* é o operador adjunto de £ em L*(v"). Vejamos agora como simpli-
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ficar a expressdo acima. Note que

Sih = [ soesor:

[ v Yt - repnave

x€T,

[ Lvrase= - pou,

x€T,

e também
&P = [ Y0 - Flfar
xeT,

x,x+1

Fazendo a mudanca de varidvel n — 7 podemos expressar (f, £ f),

como
[ Lo - por=as
xeT,
Logo,
=2D(f,vy) = (f, Lfhn +{(L7f, fHum
= [ Yirosa - o
xeT,
e [ YU - o,
x€T,
Como

Fr =D @) = ) + fo D fm) = £l = =[f ™) = fm)P?,

obtemos

D=5 [ LU= faPv

x€T,

Teorema 2.3 (1-Bloco).

limsuplimsup sup f % Z T Vi (M) f(mvy(dn) <0,
x€T,

[>00 n—oo  P(fyh)<Cn!
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onde ,
Vi) = |z—= Y 1) - 507 0)],
lyl<i
P(@) := En[(n)] (2.17)
‘ 1
10 = 55 2, ). (2.18)
lyl<!

Demonstragio. Desde que v, é uma medida invariante por translacdo, po-

demos escrever a integral acima como

f Vo) fvin), (2.19)
onde ,
f = ) wf) (2.20)
x€eT,

é a média nas translag¢des espaciais de f. Com efeito, como

[ Vst Y e

xeT,

%Z f T Vi () f(mvadn),

xeT,

f Voo () fvi(dn)

fazendo a mudanga de varidvel n — 7_,1na tltima integral acima obtemos

LY [wvamsoran = 1Y [vioseaviaen

xeT, xeT,

-y f Vi femvi(dn)

xeT,

f Vig Y e fiGan),

xeT,

e como f(n) := 2 ¥ .r T_.f(17) obtemos a expressdo desejada.

No que segue, vamos estabelecer algumas nota¢des necessdrias para
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dar continuidade a demonstragado do resultado. Denote por J; = {-/, ..., I} o
intervalo discreto de comprimento 2! + 1, 13; as configuragdes em {0, 1}7, v
a medida v, restrita a {0,1}%, e por fim, para uma densidade f denote por
fi = E[f|7;] a esperanga condicional de f com respeito a filtracdo J; = o{n;}.
Como a esperanca da esperanca condicional de uma variavel aleatéria é a

propria esperanga, podemos observar que
[ Vit s = [ ViswRomdan.

De fato,

f Vip(n) Z T fi(n)V(dn)

x€T,

f Vi () fimve(dn)

[ Vst Y weEt s @n.

xeT,

Note que V(1) é mensurédvel a J;, pois s6 depende de 1(x) para x € ;.

Logo, podemos expressar a tiltima integral acima como

[ B Y nsionian = [ B isiavin

xeT,

fwmmmwm

Neste momento vamos tentar obter alguma informacao da forma de Diri-
chlet de f; através da forma de Dirichlet de f. Para tanto, serd necessario

estabelecer mais algumas notacdes. Para x, y € T, defina

L= (f™) = f(n)

DY(f, i) :

f = VML A f(via(dv)
fthw—WMW%wa
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Com as notac¢des acima podemos escrever
ny _ X, n
D(f,vi) = ) DY,
lx—yl=1
Como a forma de Dirichlet é convexa e invariante por translagdo, obtemos

D) = DG Y o) < 5 Y Dlafvl) = DI,

xeT, x€Ty,

Vamos agora tentar estimar a forma de Dirichlet da esperanga condicional
de uma densidade f com respeito a v),. Para tanto, defina

D(fi,vh) = ) DS, V)

r—yl=1
x,y€d)

onde
2

D¥VI(fy, vg) = f ( fitm ") - \/ﬁ(m)) Va(dm).

Notemos agora que
DYA(fi, v) < D¥(fi, vi). (2.21)

Com efeito, defina

F(f) = (Jf?(ni‘% - \/ﬁ<m>)2.

Como F é convexa, segue da desigualdade de Jensen que

F(ELf191]) < BIF(HIF],

donde a desigualdade desejada é obtida integrando a expressdo acima e
usando as propriedades da esperanca condicional. Através da desigual-
dade (2.21) podemos concluir que

Dfi vy < Y D(E, V).

[x—yl=1
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Obtemos da invariancia por translacdo de v}, que

DIV < 2ADY(fv0 < %lﬁ(f,vg)
Cl
ﬁ.

Portanto, o nosso trabalho na prova da estimativa de 1-Bloco se reduz em

mostrar que

limsuplimsup sup Vi () f(m)Vi(dny) < 0.

1 ) Cl
|—>00 n—oo Ds(frVa)Sn_z

Vamos mostrar agora que, para provar o resultado acima, basta considerar
o supremo sobre as densidades f que anulam a forma de Dirichlet, isto é,

vale a seguinte afirmacao:

Afirmacgao 2.1.

lim, . sup f Vi) f(u)vi(dn) < sup f Vi (m) fF )V (dmy).

Di(fvi)< s DI(f,v)=0

Demonstragio. Denote A(f) := f Vip(m) f (m)v',(dn;). Para cada n, seja F,, :=
{f : DI(f,v}) = S} e tome f, € F, tal que A(f,) > sup ., A(f) = 1. Observe

que
1lim, 0 A(f,) = lim,,_« sup A(f).

feF,

Logo, basta provar que

En_)wA(fn)s sup A(f).
DH(fvh)=0

Seja 11, — oo tal que limy_wA(f;,) = lim, e sup ¢, A(f)- Do mesmo modo,
basta provar que
limi,0A(fy,) < sup  A(f).

DI(f,vh)=0

Defina u(B) := fB fnkvla(dm), e obteremos, A(f,) = f Viydunx. Note que
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como {0, 1}% é finito, uma funcao f : {0,1}% - R pode ser identificada com
um vetor de R?*1. Deste ponto de vista, por Bolzano-Weierstrass, existe

fa, — g pontualmente. Basta entdo provar que
]

lmj.wA(f, ) S sup A(f).
DI(f,vh)=0

Como

@l(g, vg) @l(lim fnkerfx)

lim D'(f,, , )
cl

lim — =0,
nkj

IN

IA

isto conclui a prova da afirmagéo.
O

Continuando a prova do Teorema vamos caracterizar as densida-
des em pedacos do sistema através da informacdo conhecida da forma de
Dirichlet de densidades f. Lembremos que f estd definida em {0, 1} e este
conjunto pode ser discretizado em seus pedagos invariantes, a saber os
hiperplanos H¥, definidos por

pois a dindmica preserva a quantidade total de particulas. Notemos que
se f tem forma de Dirichlet nula entdo f é constante em cada hiperplano Hj.

Realmente, como

D7) =5 [ L) = s,

xeﬂl

se D'(f,1,) = 0, entdo f(i1"*") = f(1;), e como 7***!, 1] pertecem ao mesmo

hiperplano para todo x € J; concluimos que f|;+ € constante para todo
0 <k <2l+1. Para cada k defina fi := fly e observe que {0, 1} = iy HE.
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Entao

Logo,

f Vig(m) f(m)va(dn) fU e, V) (m)

k=0 14
21+1

= vallp(??l)fk nl)v (dnl)
21+1

= Y £ | Vigmv@n)
;O kf 1Ly\Th I

21+1

= Y [ Vg

k=0

Lk .
onde a = fyvl,(H)) e vy () := Vlﬂ(lHi)vg(-).

Agora observe que

21+1
Y= [ =1,
k=0

pois f é densidade. Notemos que

21+1 21+

Y a f Vigmviidn) < Zak(sup f Vigmvdm))
0 21+1
= (Sl;pfvlw nz)vlk(dm) ;)‘

= sz oV (dm).

Portanto, para terminar a prova da estimativa em 1-Bloco, basta provar

que

limsup sup Vl,lp(m)vf);k(dm) =0. (2.22)

[>+00  0<k<2[+1
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Vamos agora manipular a integral na expressdo acima com o intuito de
utilizar a Equivaléncia de Ensembles.

Segue da definigao de V,(1;) que a integral em (2.22)) pode ser escrita

comao:

Vi (dm),

f 'ﬁ Y. T - P@0))

lyl<l

onde 1(17;(0)) e n;(0) foram definidas em (2.17) e (2.18) no inicio desta secao.

Como no hiperplano H; ha exatamente i particulas, entdo

mo) = 57 2, mw)

em H;. Logo,
P(m0) = E, | [p(m)]-

2[+1

Portanto, a integral em (2.22) é igual a

1 ‘
f |—21 1 Z Ty (n) — B, [¢(n)] v (dm). (2.23)
lyl<! *
Para k fixado, decomponha o conjunto J; = {-/,..., I} em intervalos de

comprimento 2k + 1. Considere o conjunto A = {(2k + 1)x; x € Z} N J1—«
e enumere seus elementos x1, Xy, ..., x, de modo que |x;| < |xj| parai < j.
Defina B; := x; + Jx para 1 < i < g e note que B, N B; = () para i # j, além
disso U’ B; C J;. Seja ainda By := J; — UL, B; e observe que |By| = 2k.
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-....000..

O
\J

-3(2k+1) -2(2k+1) -(2k+1) 0 2k+1 2(2k+1) 3(2k+1) -

Figura 2.1: Conjunto A

B. B> Be
—e— o e et e | O]
Xs X3 X1 X2 Xa Xe :
Figura 2.2: B;

Voltando a (2.23) temos que

f ‘21+1;1TW(’7’ o Ll|ve @)
- \zm; ) - B [)pn),
que por sua vez é igual a
st | |2 (e~ B i),

lyls!

Como U?:o B; = J;, podemos escrever a integral acima como

2z+1f‘22 T, Y(n) — E, e W(m))

i=0 yeB;

v (dm).
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Temos agora que integral acima ¢é limitada por

Vi ()

21”?1 f‘|;_1| ;;i (Ty(m) - L [w(n)])

2113:1 f ‘ﬁZ(TW(m)—E%W(m)I)

YEIBi|

vi’j(dm) +

i
i=0
i
i=1

T.

Por simetria, 1), restrita a B; tem é a mesma distribuicdo que 7, restrita a B i
(embora ndo sejam independentes). Logo, obtemos que a integral acima é

igual a

vlj(dm) + kTC

qBi 1
21+1 f ‘@ %l(fﬁ(m)—ﬁvﬂil[w(m)])

) f 3 X ()~ o i)

yelBil

kC
T

vif(dm) +

Aplicando a Equivaléncia de Ensembles quando I — co e i/(2l +1) — a, a

integral acima converge para

f )zklﬁ Y (ry) — By Ip()])

lyl<k

vy (dn).

Finalmente, podemos concluir a prova da estimativa de 1-Bloco aplicando
a Lei dos Grandes Numeros em L!(v,) para varidveis aleatorias limitadas
independentes e identicamente distribuidas (ver [Durrett, 263]), obtendo
assim que a integral acima converge a zero quando k — oo. Isso conclui a
prova do Teorema O

Para terminar esta se¢do, vamos enunciar um resultado que permite
substituir nas expressdes e as fungdes cilindros j(n) e h(n) por
suas médias j('(x)) e i(n'(x)) em caixas de comprimento 2/ + 1.

Para cada fungdo local f denote por f(a) = Ex[f(n)] a média de f
com respeito a medida invariante v;. Denote por [E,» a esperanca com

respeito a medida de probabilidade IP,:, definida no espago das trajetérias
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D([0, T], {0,1}™), induzido pelo processo de Markov com gerador £ ace-
lerado por n? comegando de p", e para cada inteiro positivo /, denote por
1'(x) a densidade empirica de particulas em um cubo de comprimento !

centrado em x:

1
10 = 575 2, ).

ly—x|<I

Por fim, denote por F(t, -) a fungdo ﬁAp(ﬁ(t, 1)) de classe C¢(T).

Teorema 2.4. Para todo t > 0,

lim lim [E,
|—+00 n1—+00

fo %Z F(u, H)[g(1u(x)) = §(n),(x)ldu| = 0.

xeT,
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Capitulo 3

O Método da Entropia Relativa

Provaremos algumas afirmagdes que serdo introduzidas ao longo da
demonstracdo do Teorema Suas demonstragdes sdo simples e ndo
serdo requeridas adiante. Caso o leitor deseje, pode aceitd-las para se
concentrar na visdo geral do Método da Entropia Relativa.

Observacao 3.1. Considere um sistema de paticulas com gerador Q) (adjunto €0*
e semigrupo S"(t)) evoluindo na escala 6(n) iniciando na medida de probabilidade
u" com medida invariante m,. Se f"(t) = 2%{, onde uf = u"S"(t), entdo f"(t) é

solugdo da sequinte equagdo de Kolmogorov

A f"(t) = O f (1)
£10) = 2.

Demonstragdo. Seja g uma fungdo local, isto é, uma func¢do ¢ : E — R que

s6 depende de uma quantidade finita de sitios. Como f"(t) = %, temos

que

d n
f g f(Hdn, = f g(n) B,

dm,

= f g(mdyy.
37
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Segue entdo de uj = u"S"(t) que

[ st = [ s g
_ ; dy”
= fS (t)g(n)dnodrca.
Como f"(0) = % obtemos
d n
[sosnFan, = [ swgmrom,

f g™ (1)) f*(0)dr,.

Das equagdes acima concluimos que f g(n) fH(t)dm, — f g(m(S" () f"(0)dr,
éigual a

f gL () — (S*®)) f*(0)ldn, = 0,
para toda g local. Logo, f"(t) = (S"(t))' f"(0). Portanto,

dif"(t)

9i(S"(£))" f"(0)
0(m)CX (S"(1))" f"(0)
O(m)CY f(#).

Observacdo 3.2. Seja f : {0,1}™ — R uma fungio local, e seja L o gerador do
Processo de Exclusdo Simples e Simétrico, entio

fmLlog(f(n) < Lf(n).

Demonstragido. De fato, como consequéncia de logx < x — 1 temos que

log(b)u <b-a.

a
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Logo,

f(n) Llog(f() ) Z [log(f(n**)) —log(f (17))]}

xeT,

= ,ﬂl ()

f(n"y) fml =L f(n).

x€T,

IN

l/l

entdo

Observacao 3.3. Sejam v"

o) € Va medidas produto em E. Se )} =

dVl/

THOE exp(Z A, x/n))

x€eT,

plty)(1-a)
a(l-p(t,y))

onde A(t,y) = log & e C}' é uma constante de normalizagdo.

Demonstracdo. De fato,

v Vo ()

p(t) _
Vi) = o) =

Calculando cada termo do quociente acima temos que

Voo () = H p(t,x/n)"™ (1 - p(t, x/n)" "1

x€T,

e também que

v = []a™a -y,

x€T,
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Logo,

[Ler, pt, x/n)"(1 = p(t, x/n))' =1
erT,, aﬂ(x)(l - a)l_’l(x)
H [P(t, X/i’l) ]U(X) [M]l—n(x)

o 1-«o

Pi(n)

x€T,

De modo equivalente, obtemos

Yi(n) = exp(log I;[ [P(t, ;c/n)]nm[l - 1p(_t ;c/n)]l—rz(x))
= exp (Y n1og 2 1 (1 - gy og TP
x€T,
3 p(t, x/n)(1 - a) 1- p(t x/n)
= exp ,;r: n(x)lo a(l o, x/n)) ,;r: log )
Portanto,
HOE exp () neA x/m),
xeT,
onde C! = (erm 1_p1(f’;/ "))_1. O

O préximo lema é vélido em um sistema de particulas em geral, é
valido para uma escala qualquer, e é em certo sentido a alma do Método
da Entropia Relativa. Para que a leitura ndo se torne enfadonha, denote
por H,(t) = H(uip"
nelNet>0.

ot ,) a entropia relativa de y com respeito a Vi) para

Lema 3.1. Seja Q o gerador de um sistema de particulas interagindo no tempo
de escala tO(n). Suponha que a medida produto Bernoulli v, seja invariante para
este processo e seja S"(t) o semigrupo associado a Q. Entdo, para todo t > 0

o0 < [ [ery-aui]ovian, G1)
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onde Q* é 0 operador adjunto de Q em L>(v").

Demonstragdo. Segue do Teoremal[2.1|que

.l’bi/l

Usando derivagao sob o sinal da integral, obtemos
. RULW
Mfﬂm%f Jvicn)

[ ol

Aplicando a regra do produto para derivadas encontramos

ofroves( )] =aro] s( )| - rofors{ 7))

Ho = [ roog(S2 .

dHy(t)

a(dn)-

Usando entdo a regra da cadeia e a regra do quociente para derivadas,

segue que
RO fr(0)
9 log 1w) = fwit)a( lpn)
_ W [8t(f”(f))¢)’2—f”(t)f%(tp?)]
fr() (yr)?
_ (O — f(H9F)
() '

Das expressdes acima, vemos que

PO PO — FOM)
e RFAY D

OH, () = f df"(H) log ( vi(dn).

Equivalentemente,

f'®)

OH,(t) = f (2.1 @108 (5 )+ oy - 29SO

Wi

Jvican).
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Vamos calcular os termos da integral acima separadamente. Comegaremos
pelo segundo termo. Segue da Observacgao[3.1|que

i f(t) = O(m)QY" f"(¢t).
Assim,
[arwvn = [ o o,
Da invariancia de v}, concluimos que

[ oo rrawian =o.

Fazendo os calculos para o primeiro termo, obtemos

f atf”a)log(f ;(,f))vwn) - f 9<n>Q*f"<t>log(f lp(:))VZ(dn)
- f 9<n>f"<t>mog(f¢(f))vz<dn>
= f@(n)gb?f;ét)ﬂlog(f;(;) )vg(dr]).

Segue da Observacado 3.2 que

[ oo Patog(Z2 i < [ omural T2 pran,

que por sua vez é igual a

[ ey renzan,
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Finalmente, juntando as expressdes calculadas concluimos que

n at ;l
ot = [ |orwnos(Z2)+ oren - 200 v

f %[G(n)ﬂ*yb? =N Ovin).

IA

Os préximos calculos (apresentados nas seg¢des a seguir) sdo escritos
especificamente para o processo de exclusio simples simétrico na escala 0(n) =

n?, que é a chamada escala difusiva.

3.1 Calculo de nz%
t

Como £ é auto-adjunto em L*(v,), temos que

n? n*
— LY = —LyY"
:1 ybt LP? llbt
2
= Y 2000 - n[grer) - )]

t xeT,
i)
i

= Y - )|

xeT,

Segue da Observagao 3.3/ que

YY)
o = exXp [7*Y(2) — n(2)IA(t, z/n)).
% (T?) (zeZT: )
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Simplificando ).y [7%Y(z) — n(2)]A(t, z/n), obtemos que esta expressao é

igual a

[ (x) = n()IA(E, x/n) + [T (y) — n(Y)IA(E, y/n)
[n(y) = n()]AE, x/n) + [n(x) = n(Y)IAE, y/n)
[n(x) = nWIAE y/n) = At x/n)],

e desde que [17(x) — 17(y)| = 1, concluimos que

YY) ~
o exp(A(t, y/n) — A(t, x/n)).
Assim,
Lr 2
”Z:D—Ift = % Y 0@ = )| exp(Att, y/m) - At x/m) - 1].
t xeT,

Expandindo a exponencial até segunda ordem, podemos escrever a ex-

pressdo acima como

2

52, e nOIACy/m) = At x/m)] (32)
x,y€T,|x—yl=1
b Y WA - Ay - A 63)
x,y€T,|x—yl=1
2
+ % Y %[)\(t,y/n)—/\(t,x/n)ﬁ (3.4)
xyeTylx—yl=1 "

Como A(t, ) € C*, segue que A(t, -) é Lipschitz, e entdo

2 Y S - AP

x,y€T,|x—yl=1 :

C
< n? Z EIA(t, y/n) — At, x/n)P®
x,y€T,|x—yl=1
< n? Z C _ constante
- 33 '

x,y€T,|x—yl=1 ’
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Dai, concluimos que a tltima parcela da expansdo acima é de ordem o(n).
Vejamos agora como simplificar os termos da expressdo (3.2). O termo de

ordem um é igual a

2
% Y 1)1 = G+ DA+ 1/n) = A, x/n)]

xeT,

2
+ % Z ()1 = nx = DAL x = 1/n) — A(t, x/n)]

x€T,

2
- % Z nx)(1 = n(x + D)[A, x + 1/n) — A(t, x/n)]

x€T,

2
+ ”7 Y G+ DA = q@)IAE, x/m) = At x + 1/n)].

xeT,

Distribuindo o somatdrio e rearrumando a expressdo acima, obtemos que

esta éigual a

2
% Y () = e+ DA x +1/m) = Alt, x/m)].

xeT,

Como

2
% Y (@) = e+ DA x +1/m) = Alt, x/m)]

xeT,
2
= ”7 Z NEIA®, x + 1/n) = A(t, x/n)]
xeT,
_ ”; Z n(x + D[AE, x + 1/n) = At x/n)],
x€T,

fazendo x + 1 = y, distribuindo o somatoério e rearrumando os termos
restantes na expressdo do lado direito da igualdade acima, segue que esta

éigual a

%2 Z n)[A(E, x + 1/n) + A(t, x — 1/n) = 2A(t, x/n)]. (3.5)

xeT,
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Usando expansdo em Taylor, temos como fato geral que para f € C%,

S+ h)+ fle—h) - 2f(x)
h2

= f"(x) + Clx, I,

onde C(x, h) é limitada e C(x,h) = o(|h|). Aplicando o resultado acima na
soma (3.5), concluimos que

"; Y NOIAG x + 1/m) + At x = 1/m) = 24(t, x/m)]

xeT,

2
= % Z q(x)ai/\(t, x/n) + %C(X, 1/n).

xeT,

Portanto, n? Z %n(x)(l — ()AL, y/n) — A(t, x/n)] é igual a

x,y€Ty
lx=yl=1

Y mh(mRAE, x/n) + p(n)

x€T,

onde ¢(n) = o(n), T, = shift, e h(n) = %n(O). Fazendo um calculo similar ao

que foi feito acima, vemos que

Y S~ A y/m) = A, x/m)P

x,y€Ty
[x=yl=1

= Y 200~ x + DRI x + 1/m) = A /)

xeT,

Por uma expansdo em Taylor, a expressdo anterior é igual a:

Y T @Al x/m)?,

xeT,

- oy — (10)-n(1)?
mais um erro de ordem o(n), onde j(1) = > . Portanto,

pak Y ThFEAE /M) + Y Tj@uAE X/ + o). (3.6)

.()[}n
t xeT, xeT,
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3.2 Calculo de ddog (1)

Sabemos da Observagéoque i = exp [ngn n)A(t, x/ n)]. Apli-
cando a funcdo logaritmo a ambos 0os membros desta igualdade, obtemos

log ¢} = Z n(x)A(t, x/n) — log C}.

xeT,

Derivando a expressdo acima em rela¢do ao tempo,

1
o log ! = Z M)A, x/m) ~ ZAiC}.
t

xeT,

av
Por outro lado, como ¢ = =22, temos que

Va

n dv.z(tl)
Ey} = o dvy, = 1.

E por defini¢do, tembém temos que

At
- E(exp [zxgéjm (t x/n)]).

Assim,

Cl=Eexp| Z A x/m)|

xeT,

Derivando C}, vemos que

,C

HEexp| Z NEOA(E, x/m)]

xeT,

Ed; exp [ Z n(x)A(t, x/n)]

xeT,

IE[ exp( Z n(x)A(t, x/n))( Z n(x)IA(t, x/n))]

x€T, xeT,
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Logo,
acr Elexp(Luer, (0A® X/m)( Lier, n)AA(E x/m)|
cro cr
= Eyi[ ) n)aiAt, x/m)]

xeT,

Portanto,

dlog i) = Y NI x/m) - Eg;[ Y n(dct,x/n)]

xeT, xeT,

Vejamos como reescrever a expressao acima. Como

At x/m) = IOg(p(t' x/m)(1 - a))

a(l = p(t, x/n))

temos que

8t)\(t,x/n):atlog( plt, x/n) )_1—P(t,x/n)8t( p(t,x/n) )

1-p(t,x/n) B p(t, x/n) 1-p(t,x/n)

Usando a regra do quociente para derivadas, concluimos que

( p(t, x/n) ) _aip(t, x/n)(1 = p(t, x/n)) — p(t, x/n)d(1 — p(t, x/n))
\1-pt,x/n)) ~ (1 - p(t, x/n))>

_ dip(t,x/n)

(= pt,x/m))p

Dai,
atp(t/ X/n)

at/\(t/ X/Tl) = (1 _ p(t, x/n))p(t, x/?l),

(3.7)
donde concluimos que

dip(t, x/n)
(1 - p(t, x/n)p(t,x/n)’

Y (@A x/m) = Y n)

x€T, xeT,



49

1
1-p(t,
il ”)) , segue que

Por outro lado, como C} = ( [Licer,

-1
1-p(t,
dilogC} = 8t10g(HM)

xeTy, 1-a
= -0, ) log - p(t x/n)
xeT,
e p“ —
xeT,
Como
1_ t/ a t’
) 1og# = drlog(1 - p(t, x/n)) = _%'
temos que dp(t, x/n)
Ly el
AilogCy =) (1 - p(t, x/n))’

xeT,

Finalmente, com base nos calculos acima temos que

dilog P} Z L](x) ( 2plt,x/m) dp(t, x/n)

L[ ple x/m)p(t,x/n) (1= p(t,x/m))

) Z L (n(x) = p(t, x/n))
x€T, (1 - p(t, X/n))p(t, x/n) 17 P ’ .

Usando o fato de que p(t, ) é solugdo da equagdo de calor segue que

d%p(t, x/n)
dilog ¢y = Z 21— p(t,x/n))p(t,x/n)

xeT,

(n(x) = p(t, x/n)).

Com o objetivo de expressar d; log ) em termos de /i e j, consideremos para
cada funcao local f sua média com respeito a v", isto é, f(a) = E,:[f(m].

2
Como h(n) = &> 0) ej(n) = [M] temos que

nO) | _ p(t, x/n)
21 2

h(p(t, x/n)) = 1Evp[
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70) = )|
=)

jp(t, x/m)) = JEVP[

Derivando as expressdes acima em p, encontramos d,h(p(t, x/n)) = % e

d, f(p(t, x/n)) = w. Olhando agora para a expressao de A(t, u) definida

na Observagao 3.3} obtemos

dup(t, x/n)
p(t, x/n)(1 = p(t,x/n))

duA(t, x/n) =

Entdo 02A(t, u) é igual a:

p(t, x/n)(1 - p(t, x/n))d%p(t, x/n) — (1 — 29(t, x/n))(Dup(t, x/n))*
(p(t, x/n)(1 = p(t, x/n)))? '

Segue entdo que

A h(p(t, x/n))PA(E, x/n) + 9, j(p(t, x/1))(QuA(t, x/n))>

A (t, x/n)
p(t, x/n)(1 - p(t, x/n))’

_1
2

Portanto, d;log ¢! é igual:

N A h(p(t, x/m)FA(E, /) () ~ p(t, x/n)) (3.8)
xeT,

+ Y 0pflplt, xIm)@A MY () — plt,x/m).  (39)
xeT,

3.3 Calculo da producdo de entropia

Pelas igualdades (3.6) e (3.8), concluimos que a expressao

LYy
v

— dilog U}
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éigual a:
Z R, x/m)[Th(n) = Iph(p(t, x ) () - p(t, x/n)]
x€T,
£ ) @At X)) = 9, f(p(t, x/m) () - p(t, x/m)]
x€T,

mais um termo de ordem o(r). Note que como h s(p(t, x/n))d%A(t, x/n) éigual
a

P(t/ u)z(l - P(tz u))aip(tl le) - P(tf I/l)(l - Zp(t/ ”))(314,0(t/ u))z
2[p(t, u)(1 = p(t, u)]?
e j(p(t, w)(d,A(t, u))* é igual a

p(t, u)(1 = p(t, u))(Du(A(t, 1))
2[p(t, u)(1 = p(t, ) *

temos que h(p(t, x/n))d>A(t, x/n) + j(p(t, u)) (@, A(t, u))? é igual a

(1= p(t, w)dip(t, u) + @up(t, w))* _ 5 l dup(t, 1) ]
[2(1 = p(t, )] 1201 = p(t,u)) |

Entdo,

fT [p(t, x/m)RAGE, x/n) + j(p(t, w)(@uA(t, w)? |du =

Logo, podemos escrever - - dlog Y como

IP

N 2N x/m)|wh) = Fp(t, x/m)) = dphp(t, x/m) (@) ~ p(t, x/m))] (3.10)

xeT,
+

Y @uAtt, x/m)2[ e = fptt, x/m) = 0, fp(t, x/m)(n(x) = p(t, x/m))]| (3.11)

xeT,

mais um termo de ordem o(n).

Usando a estimativa em 1-Bloco, podemos substituir os valores espe-
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rados de 7,h(n) e 7,j(n) sob a medida invariante v, com densidade igual
a densidade empirica de particulas 7'(x) em uma caixa microscépica de
comprimento [ centrada em x. Explicitamente, vamos fazer as seguintes

substituicdes:

(1) — 1.0 (n(x))

Tj(1) = T (N(X)).

Invocando o Teorema podemos substituir (assintoticamente, sob a
n2 Ly
vy

medida v,) as configuracgdes 7(x) por 7n'(x) nas somas acima. Dai,

dilog Y} pode ser escrito como:

N 2N x| ) — Rp(t, x/m)) = Fph(p(t, x/m) (i (x) = pt, x/m)]

xeT,

mais o termo

Y @uAtt, x/m)P{ () = fp(t, x/m) = 9, p(t, x/m) ' @) - p(t, x/m))]

xeT,

mais um termo de ordem o(n).

Para terminar a prova do Método da Entropia, voltaremos a expressao
(3.1) no Lema3.1/da qual podemos concluir, apés substituir os termos aqui

calculados para wOY dilog Y, que para todo t > 0 a entropia H,(t) é

vy
limitada por H,(0) mais o termo

‘fo dSIEu“l Z Fi(s, x/n)M;(nl(x)p(s,x/n)) + Z Fy(s, x/n)M,;(nl(x), p(s, x/m))

x€T, x€T,

mais um termo de ordem o(n), onde Fi(t, x/n) = AA(t,x/n), F2(t, x/n) =

(DuA(t, x/n))?,

M1 (x), p(s, x/m)) = j('(x)) = f(p(t, x/n)) = 9, f(p(t, x/m)) (1] (x) = p(t, x/n))
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M;(n'(x), pls, x/n)) = h('(x)) = h(p(t, x/n)) = Iph(p(t, x/m)(n' (x) = p(t, x/n)).

Admitindo as hip6teses do Teorema exceto a integral acima, todos os
termos desta expressdo sdo de ordem o(n), pois estamos assumido que a
entropia inicial é desta ordem. Portanto, para concluir a prova do Teorema
basta mostrar que esta esperanca € limitada pela soma de um termo
de ordem o(n) mais a integral no tempo da entropia multiplicada por uma
constante e depois aplicar uma desigualdade de Gronwall. Para obter esta
estimativa, utilizaremos a desigualdade da entropia.

Por simplicidade, reescreveremos a tltima integral acima como
t
f E#,,[ Y FGs, x/mM('(x), p, x/n))lds.
0 xeT,

Pela desigualdade da entropia (2.I), para y > 0, esta integral é limitada por

+ 1 fo loglEv;(sﬂ)|exp(?’zP(S/X/W)M(Ul(x)zP(S/x/”)))]ds‘

xeT,

O préximo resultado permite concluir a prova do Teorema

Proposicdo 3.1. Existe uma constante y, > 0 tal que para todo s € [0, t]

. . 1 I
hrlrl ioup hrisotlp - log ]EVZ«S,») [ exp ()/0 ; F(s, x/n)M(n' (x), p(s, x/ n)))] <0.
(3.12)

A demonstragdo deste resultado é longa, delicada e requer ferramentas
de grandes desvios. Entdo vamos nos limitar a heuristica desta prova.
O leitor pode encontrar uma prova completa desta proposi¢cdo em [KL]
péaginas 123-130.

A ideia é andloga a prova do Proposigao[I.1} Primeiro usamos o fato das
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medidas Vi, Serem produto em {0, 1}™, o que torna as varidveis aleatorias
1'(x1), n'(x2) independentes quando |x; —x,| > 2I. O préximo passo é aplicar
o teorema de Laplace-Varadhan e um principio de grandes desvios para
variaveis aleatérias i.i.d. que nos permitira concluir que o lado esquerdo

de (3.12) é limitado por

[ sup (rors, Mt 6, 10) = D),

onde J(-) € uma fungéo taxa estritamente convexa que se anula em f. Por
fim, serd necessario usar os fatos de que M(:, f) também se anula em f, é
quadrética préoxima deste ponto, linear no infinito e utilizar a forma expli-
citica da fungéo taxa J4(-) para calcular uma constante y, suficientemente

pequena que torne o supremo acima igual a zero.



Capitulo 4

Perspectivas Futuras

Como trabalhos furturos temos, a principio, dois pontos a considerar:

e Extensdo do limite hidrodindmico nos (possivelmente) regimes sub-

critico e super-criticos de [Franco, Neumann, Valle, 2011].

e Extensdo deste mesmo artigo para defini¢des gerais de taxas de tran-

si¢ao.
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Capitulo 5

Apéndice

5.1 Desigualdade de Holder Generalizada

Definic¢ao 5.1. Sejam (E,JF, i) um espago de probabilidade e 1 < p < +o00, 0
espago LV = LP(u) consiste de todas as classes de F-mensurdveis fungoes de
valores reais f tais que |fIF tem integral finita com respeito a p sobre E. Duas
fungdes sio u-equivalentes se sdo iguais [-quase todo ponto. Para este espago

i1t = ( [ 17paw)”

Sejam r € (0, ) e p1, ..., pu € (0, 0] tais que

definimos a norma

n

1 1
o1 Pk

Entdo, para quisquer fun¢des mensurdveis reais (ou complexas) fi, ..., f

com f; € LPx(u)
ITTAL =TT 52)
k=1 k=l
Em particular,
fetnw - ] el . (5.3)
k=1
Note que para r € (0, 1) a notagdo acima nao faz sentido pois em geral ||.||,

57
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nao é uma norma.

Demonstragio. Fagamos indugdo sobre n. Se n = 1 ndo hd o que fazer.
Sunponhamos entdo que o resultado seja valido para k = n — 1 e vamos
mostrar que o resultado também vale para k = n. Podemos supor, sem
perda de generalidade, que p; < ... < p; e vamos analisar os seguintes
casos: Se p, = oo, entdo

n—1 1

(5.4)
k=1 p" = re

Como

1/r
- fuallful du)

ol d) QA
Ufo o fulllfillo

Il
—
R>
S

”fl .. -fn”r

IA
—
%
=

segue da hipétese de indugdo que

fre- fullr < A fllpy - - famallp, 1 fulloo-

Por outro lado, se p,, < oo, temos da hipétese que p,,—r > 0, donde podemos

tomar p := ;"= e g := & tais que ; + { = 1. Aplicando a desigualdade de

Holder a f |f1 . -fn—ll eg:= |fn|r obtemos

/&l < llf1- - fual Tl ful llg-

Logo

(A - fumal 1l )
(A Sl o Ll )™
”fl . -fn—l”pr”fn”qr-

”fl .- -fn”r

IA
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Comop, =gre

n—1

1 _ 1 1

=1 Pk " Pn
_ P 1
o, pr

segue da hipétese de indugdo que

”fl .. -fn”r < ”fl”pl s ”fn—l”p,,l,l”fn”pnr

donde concluimos o resultado. m|

5.2 Gronwall

Sejam f, g fungdes continuas ndo negativas em [g, b] tais que, paraa > 0

fo<ar [ fogs 55)

para todo t € [a,b]. Entdo

ft) <aexp (f g(s)ds). (5.6)

Em particular, se @« = 0, entdo f = 0.

Demonstragio. Seja o > 0 e defina ¢(t) = a + fat f(s)g(s)ds. Como ¢(a) = a,
(f) = a > 0 segue de ¢'(H) = f(Hg(t) < gOP(H) que

d _ @
71108 P(H) =

g <80

Integrando a expressdo acima em [a, t] obtemos

t
7 SLg(S)dS,

log b(t) — log b(a) = log [(W)]
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logo
PO _ off s
oS

Como f(t) < ¢(t) concluimos a primeira parte da prova. Por outro lado, se

a = 0 entdo pelo item anterior, para € > 0
ft) < cel 86)s,

Donde concluimos que f = 0 uma vez que € foi tomado arbitrariamente.
O
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