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Resumo

Este trabalho tem como objetivo estudar o tempo de retorno para r-vizinhança para
transformações de intercâmbio de intervalos f : I → I, I ⊂ R. Apresentamos alguns
resultados sobre indução de Rauzy-Veech, condição de Keane e algoritmo de Zorich.
Para quase toda transformação de intercâmbio de intervalos, mostramos o resultado
de Kim e Marmi que garante que o logaritmo do tempo de recorrência normalizado
por − log r vai para 1. Um resultado análogo vale para o tempo de entrada.

Palavras-chave: Intercâmbio de intervalos, condição de Keane, tempo de recorrência.



Abstract

This work aims to study the recurrence time to the r-neighbourhood for interval
exchange maps, f : I → I, I ⊂ R . We present some results about Rauzy-Veech
induction, Keane condition and Zorich algoritm. For almost every interval exchange
map we show the result of Kim and Marmi ensures that the logarithm of the recurrence
time normalized by − log r goes to 1. A similar result holds for the hitting time.

Keywords: Interval exchange, Keane condition, recurrence time.
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Capítulo 1

Introdução

O Teorema de Recorrência de Poincaré é um dos resultados fundamentais da teoria
de Sistemas Dinâmicos. Ele indica que dada qualquer medida invariante finita, a
órbita de quase todo ponto de qualquer conjunto mensurável retorna infinitas vezes
em qualquer vizinhança de seu ponto de partida. No entanto, este resultado não dá
uma estimativa sobre o tempo necessário para uma órbita voltar perto do seu estado
inicial. Com isso, surgem questionamentos como: com qual taxa a órbita de um ponto
retorna para uma vizinhaça arbitrariamente próxima de seu estado inicial?

Seja I = [a, b) um intervalo semi-aberto e P = {Iα; α ∈ A} uma partição de I em subi-
tervalos indexados por algum alfabetoA com d ≥ 2 símbolos. Uma aplicação bijetiva
f : I→ I que é uma translação em cada subintervalo Iα é chamada de transformação de
intercâmbio de intervalos.

Nesta dissertação estudamos o tempo de retorno para transformações de inter-
câmbio de intervalos baseado no artigo de Kim e Marmi [7]. O resultado principal
deste artigo nos fornece uma informação quantitativa sobre o tempo de recorrência de
algumas transformações de intercâmbio de intervalos.

Seja r > 0, definimos o tempo de retorno para µ− quase todo ponto x ∈ X para a
bola aberta B(x, r) por

τr(x) = min{ j ≥ 1; d( f j(x), x) < r}.

E, o tempo de entrada da órbita de x na bola aberta B(y, r) por

τr(x, y) = min{ j ≥ 1; d( f j(x), y) < r}.

Mostramos que para quase toda transformação de intercâmbio de intervalos,

lim
r→0

log τr(x)
− log r

= 1, q.t.p,
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Capítulo 1. Introdução 2

e

lim
r→0

log τr(x, y)
− log r

= 1, q.t.p.

Este resultado mostra que τr(x) (respectivamente τr(x, y)) é aproximadamente 1/r
quando r é suficientemente pequeno, isto é, que o tempo que a órbita de x leva para re-
tornar ao conjunto é inversamente proporcional ao raio da bola B(x, r) (respectivamente
B(y, r)).

Esta dissertação está organizada da seguinte forma.
No capítulo 2, apresentamos alguns conceitos básicos da Teoria da Medida e Teoria

Ergódica. Além disso, a demonstração do Teorema de Recorrência de Poincaré.
No capítulo 3, baseado no texto de Marcelo Viana [10], definimos transformação de

intercâmbio de intervalos e exibimos alguns exemplos. Apresentamos alguns resulta-
dos sobre indução de Rauzy-Veech e condição Keane. Com esta condição provamos que
quase toda transformação de intercâmbio de intervalos é minimal, isto é, cada órbita é
densa no domínio inteiro. Ademais, introduzimos a renormalização de Rauzy-Veech
visando manter invariante o comprimento dos intervalos. Também apresentamos a
transformação de Zorich, que é uma aceleração do operador de renormalização. Por
fim, baseado no artigo [8] introduzimos uma condição, denominada condição (A) que
trata do tamanho das matrizes Z, matriz associada a renormalização de Zorich. Além
disso, demonstramos dois resultados que serão importantes para os capítulos posteri-
ores.

No capítulo 4, provamos alguns resultados que servirão de ferramentas para obter
a demonstração do resultado principal desta dissertação.

No capítulo 5, assumindo que a transformação de intercâmbio de intervalos satisfaz
a condição (A) mostramos o resultado principal.

Por fim, no último capítulo, apresentamos sugestões de pesquisas futuras.



Capítulo 2

Algumas definições básicas

Neste capítulo recordamos brevemente alguns conceitos básicos da Teoria da Me-
dida e Teoria Ergódica. Além disso, apresentamos a demonstração do Teorema de
Recorrência de Poincaré.

Definição 2.0.1. Uma σ-álgebra de subconjuntos de X é uma família B de subconjuntos de X
tais que:

(i) ∅ ∈ B;

(ii) E ∈ B implica Ec ∈ B;

(iii) para toda sequência (En)n∈N em B, sua união
∪
n∈N

En ∈ B.

Elementos de B são chamados de conjuntos mensuráveis.

Definição 2.0.2. Um espaço topológico é uma dupla (X, τ) em que X é um conjunto e τ é uma
família de subconjuntos de X fechada para as interseções finitas e uniões quaisquer. A família τ
é chamada topologia e os seus elementos são chamados abertos de X.

Definição 2.0.3. A σ-álgebra de Borel de um espaço topológico é a menor σ-álgebra que contém
todos os subconjuntos abertos.

Definição 2.0.4. Seja X um conjunto e B uma σ-álgebra. Uma medida é uma função
µ : B → [0,∞) que satisfaz:

(i) µ(∅) = 0;

(ii) µ

 ∞∪
i=1

Ei

 = ∞∑
i=1

µ(Ei), onde (En)n∈N é uma sequência disjunta em B.

A tripla (X,B, µ) é chamada espaço de medida.

3



Capítulo 2. Algumas definições básicas 4

Se µ(X) < ∞ dizemos que µ é uma medida finita e se µ(X) = 1 dizemos que µ é uma
medida de probabilidade.

Definição 2.0.5. Seja (X,B, µ) um espaço de medida, dizemos que µ é invariante pela trans-
formação f se

µ( f −1(E)) = µ(E), para todo E ∈ B.

Definição 2.0.6. Seja X um conjunto não vazio, chamamos de uma métrica sobre X uma função
d : X × X→ R satisfazendo, para todo x, y, z ∈ X:

(i) d(x, y) ≥ 0 e d(x, y) = 0⇔ x = y;

(ii) d(x, y) = d(y, x);

(iii) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Tal função também é conhecida como distância. O par (X, d) é o que chamamos de
espaço métrico.

Definição 2.0.7. Um sistema dinâmico consiste de um par (X, f ), onde X é um conjunto não
vazio e f : X→ X uma transformação.

Se o espaço X for munido de uma σ-álgebra de subconjntos mensuráveis e essa
σ-álgebra é preservada pela dinâmica, isto é, a pré imagem de qualquer conjunto men-
surável também é um conjunto mensurável, dizemos que (X, f ) é um sistema dinâmico
mensurável.

Para n ∈ N, o n-ésimo iterado de f é a composição f n = f ◦ · · · ◦ f (n vezes).
Assim, dados (X, f ) um sistema dinâmico e x ∈ X, definimos a órbita de x como
O(x) = { f n(x); n ∈N}.

A seguir apresentamos o Teorema de Recorrência de Poincaré. Ele afirma que dada
qualquer medida invariante finita, a órbita de quase todo ponto de qualquer conjunto
mensurável regressa arbitrariamente perto do seu estado inicial.

Teorema 2.0.8 (Recorrência de Poincaré). Seja f : X → X uma transformação mensurável
e seja µ uma medida invariante e finita. Seja E ⊂ X qualquer subconjunto mensurável com
µ(E) > 0. Então, para µ-quase todo ponto x ∈ E existem infinitos valores de n para os quais
f n(x) também está em E.

Demonstração. Seja E0 o conjunto dos pontos x ∈ E que nunca regressam a E, isto é,

E0 = {x ∈ E; f n(x) < E, ∀n ≥ 1}.

Inicialmente vamos mostrar que E0 tem medida nula. Observemos que
f −n(E0) ∩ f −m(E0) = ∅, para todo m , n. De fato, suponhamos que existam m > n ≥ 1 e
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x ∈ f −n(E0)∩ f −m(E0). Então y = f n(x) ∈ E0 e f m−n(y) = f m(x) ∈ E0 que está contido em E.
Isto significa que y regressa a E, o que contradiz a definição de E0. Logo, provamos que
as pré imagens são disjuntas duas a duas. Sabemos que µ( f −n(E0)) = µ(E0) para todo
n ≥ 1, logo

µ

 ∞∪
n=0

f −n(E0)

 = ∞∑
n=0

µ( f −n(E0)) =
∞∑

n=0

µ(E0).

Uma vez que µ é finita, devemos ter

µ

 ∞∪
n=0

f −n(E0)

 < ∞, logo
∞∑

n=0

µ(E0) < ∞.

Este último somatório é uma soma de infinitos termos, todos iguais. Daí, segue que
µ(E0) = 0, tal como foi afirmado.

Agora, seja F o conjunto dos pontos x ∈ E que regressam a E apenas um número
finito de vezes, isto é,

F = {x ∈ E;∃k ∈N f n(x) < E, ∀n > k}.

Portanto, temos que todo ponto x ∈ F tem algum iterado f k(x) em E0. Ou seja,

F ⊂
∞∪

k=0

f −k(E0).

Como µ(E0) = 0 e µ é invariante, temos:

µ(F) ≤ µ
 ∞∪

k=0

f −k(E0)

 ≤ ∞∑
k=0

µ( f −k(E0)) =
∞∑

k=0

µ(E0) = 0.

Portanto, µ(F) = 0. E assim, segue o resultado. �

Seja µ uma medida de probabilidade num espaço métrico (X, d) definido em sub-
conjuntos de Borel de X e seja f uma transformação que preserva medida. Dado
um subconjunto mensurável E com medida positiva e um ponto x ∈ E, consideramos
RE(x) = min{ j ≥ 1; f j(x) ∈ E}, o tempo de primeiro retorno do ponto x para o conjunto E.
Pelo teorema 2.0.8, RE(x) < ∞ para quase todo x.

Seja r > 0, definimos o tempo de retorno para a r-vizinhança de x, isto é, o tempo
de retorno de um ponto x ∈ X para a bola aberta B(x, r), por

τr(x) = min{ j ≥ 1; d( f j(x), x) < r}.

E, o tempo de entrada da órbita do ponto x numa r-vizinhança de y, isto é, tempo
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de entrada da órbita de x na bola aberta B(y, r) por

τr(x, y) = min{ j ≥ 1; d( f j(x), y) < r}.

O lema a seguir será útil no último capítulo.

Lema 2.0.9. (Borel-Cantelli) Seja (X,B, µ) um espaço de medida e En ∈ B,n ≥ 1.

(i) Se
∞∑

n=1

µ(En) < ∞, então

µ({x; x ∈ En para infinitos valores de n}) = 0.

(ii) Se
∞∑

n=1

µ(En) = ∞ e os En’s são independentes, então

µ({x; x ∈ En para infinitos valores de n}) = 1.

Uma demonstração desse lema pode ser encontrada em [5].



Capítulo 3

Transformações de Intercâmbio de
Intervalos

Parte deste capítulo é baseado em [10]. Aqui, definimos transformação de intercâm-
bio de intervalos e apresentamos algumas notações e resultados que serão utilizadas
no decorrer do trabalho.

3.1 Definições

Seja I ⊂ R um intervalo1 e P = {Iα; α ∈ A} uma partição de I em subintervalos inde-
xados por algum alfabetoA com d ≥ 2 símbolos. Denotaremos por |Iα| o comprimento
do subintervalo Iα.

Definição 3.1.1. Uma transformação de intercâmbio de intervalos é uma aplicação bijetiva
f : I→ I que é uma translação em cada subintervalo Iα.

A aplicação f é determinada por um dado combinatorial e um dado de compri-
mento. O dado combinatorial indica a ordem dos subintervalos Iα antes e depois da apli-
cação de um iterado de f , que denotaremos por π = (π0, π1) com
πϵ : A→ {1, ..., d}, ϵ ∈ {0, 1}. Representamos π da seguinte forma:

π =

 α0
1 α

0
2 . . . α

0
d

α1
1 α

1
2 . . . α

1
d

 ,
onde αϵj = π

−1
ϵ ( j), para ϵ ∈ {0, 1} e j ∈ {1, 2, ..., d}.

O vetor λ = (λα)α∈A com entradas positivas, nos dá o comprimento do subintervalo
Iα correspondente, isto é, λα = |Iα|.

1Todos os intervalos deverão ser limitados, fechados à esquerda e abertos à direita. Por simplicidade
de notação, tomamos a extremidade esquerda de I coincidindo com 0.

7
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Dessa forma, usaremos o par (π, λ) para representar uma transformação de inter-
câmbio de intervalos.

Definição 3.1.2. Chamamos p = π1 ◦π−1
0 : {1, ..., d} → {1, ..., d} de monodromia invariante do

par π = (π0, π1).

Observemos que dado qualquer (π, λ) e qualquer bijeção ϕ : A′ → A, podemos
definir

π
′
ϵ = πϵ ◦ ϕ, ϵ ∈ {0, 1} e λ

′

α′
= λϕ(α′ ), α

′ ∈ A′
.

Como (π′0)−1 = (π0 ◦ ϕ)−1 = ϕ−1 ◦ π−1
0 e π′0 = π1 ◦ ϕ, segue que

p = π
′
1 ◦ (π

′
0)−1 = (π1 ◦ ϕ) ◦ (ϕ−1 ◦ π−1

o ) = π1 ◦ π−1
0 .

Assim, (π, λ) e (π′ , λ′) têm a mesma monodromia invariante. Ou seja, representam a
mesma transformação de intercâmbio de intervalos.

Figura 3.1: Tranformação de intercâmbio de intervalos com d=4

Exemplo 3.1.3. A transformação de intercâmbio de intervalos descrita pela figura 3.1 corres-
ponde ao par

π =

 B A D C
C A D B

 .
Por definição temos

π−1
0 (1) = B; π−1

0 (2) = A; π−1
0 (3) = D; π−1

0 (4) = C
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e
π1(C) = 1; π1(A) = 2; π1(D) = 3; π1(B) = 4.

Assim, monodromia invariante de π é

p = (π1 ◦ π−1
0 (1), π1 ◦ π−1

0 (2), π1 ◦ π−1
0 (3), π1 ◦ π−1

0 (4)) = (4, 2, 3, 1).

Outra possibilidade de representação para essa transformação é dada pela figura 3.2:

Figura 3.2: Representação de uma transformação de intercâmbio de
intervalos com d=4

Definição 3.1.4. Dizemos que um par π = (π0, π1) é redutível se existe k ∈ {1, ..., d − 1} tal
que p = π1 ◦ π−1

0 ({1, ..., k}) = {1, ..., k}, caso contrário, dizemos que π = (π0, π1) é irredutível.

Exemplo 3.1.5. Para d = 2 existe apenas um par irredutível: π =

 A B
B A

.

A transformação de intercâmbio de intervalos associada a (π, λ) é dada por

f (x) =

 x + λB, se x ∈ IA

x − λA, se x ∈ IB
.

Uma representação gráfica é dada pela figura 3.3,
Notemos que identificando I com o círculo unitário essa transformação de inter-

câmbio de intervalos é equivalente as rotações no círculo.

Exemplo 3.1.6. Para d = 3 a permutação dada por π =

 A B C
B A C

 é redutível. Já π dada

por π =

 A B C
C A B

 é irredutível.

Assim, se π é redutível, para qualquer escolha de λ, o subintervalo

J =
∪
π0(α)≤k

Iα =
∪
π1(α)≤k

Iα

é invariante sob a transformação f e seu complementar também. Isto é, f se divide em
duas transformações de intercâmbio de intervalos.

Neste trabalho vamos nos restringir apenas aos dados irredutíveis.
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Figura 3.3: Transformação de intercâmbio de intervalos com d=2

Definição 3.1.7. Dado π = (π0, π1), definamos Ωπ : Rd → Rd por Ωπ(λ) = w com
wα =

∑
π1(β)<π1(α)

λβ −
∑

π0(β)<π0(α)

λβ. Assim, a transformação f correspondente é dada por

f (x) = x + wα, x ∈ Iα. Chamamos w de vetor translação de f .

Notemos que a matriz (Ωα,β)α,β∈A de Ωπ é dado por

Ωα,β =


+1, se π1(α) > π1(β) e π0(α) < π0(β)
−1, se π1(α) < π1(β) e π0(α) > π0(β)
0, para todos os outros casos

.

Exemplo 3.1.8. A transformação f correspondente ao exemplo 3.1.3 é dada por

f (x) =


x + λA + λC + λD, se x ∈ IB

x + λC − λB, se x ∈ IA ∪ ID

x − λA − λB − λD, se x ∈ IC

,

onde w = (wA,wB,wC,wD) = (λC − λB, λA + λC + λD,−λA − λB − λD, λC − λB).

Lema 3.1.9. Temos que λ.w = 0

Demonstração. Por definição,

λ.w =
∑
α∈A
λαwα =

∑
α∈A
λα

 ∑
π1(β)<π1(α)

λβ −
∑

π0(β)<π0(α)

λβ

 (3.1)

=
∑
α∈A

∑
π1(β)<π1(α)

λαλβ −
∑
α∈A

∑
π0(β)<π0(α)

λαλβ

Seja πϵ : A → A uma bijeção, ϵ ∈ {0, 1}. Escreva Xϵ1 = {(α, β) ∈ A ×A;πϵ(α) > πϵ(β)} e
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Xϵ2 = {(γ, θ) ∈ A ×A;πϵ(γ) < πϵ(θ)}. Observe que

Xϵ1 ∩ Xϵ2 = ∅, Xϵ1 ∪ Xϵ2 = A×A\{(α, α);α ∈ A}

e ∑
α∈A

∑
πϵ(β)<πϵ(α)

λαλβ =
∑

(α,β)∈Xϵ1

λαλβ. (3.2)

Por outro lado, ∑
α,β

λαλβ =
∑

(α,β)∈Xϵ1∪Xϵ2

λαλβ =
∑

(α,β)∈Xϵ1

λαλβ +
∑

(γ,θ)∈Xϵ2

λαλβ

=
∑

(α,β)∈Xϵ1

λαλβ +
∑

(θ,γ)∈Xϵ1

λαλβ = 2
∑

(α,β)∈Xϵ1

λαλβ

Disso resulta que ∑
(α,β)∈Xϵ1

λαλβ =
1
2

∑
α,β

λαλβ (3.3)

Assim, por 3.1, 3.2 e 3.3 segue que

λ.w =
1
2

∑
α,β

λαλβ −
1
2

∑
α,β

λαλβ = 0.

�

3.2 Indução de Rauzy-Veech

Nesta seção definiremos a indução de Rauzy-Veech, que é expressa por

R̂ : R̂(π, λ) = (π1, λ1),

onde π1 e λ1 são os dados combinatorial e de comprimento, respectivamente, da apli-
cação R̂( f ).

Consideremos (π, λ) uma transformação de intercâmbio de intervalos. Para cada
ϵ ∈ {0, 1}, definamos α(ϵ) = π−1

ϵ (d) = αϵd, ou seja, α(ϵ) é o último símbolo na expressão
de πϵ.

Suponhamos que os intervalos Iα(0) e Iα(1) possuam comprimentos diferentes. Se
λα(0) > λα(1), dizemos que (π, λ) tem tipo 0 e, se λα(0) < λα(1), dizemos que (π, λ) tem tipo
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1. Nos dois casos, o maior dos intervalos é chamado ganhador e o menor é chamado
perdedor. Assim, podemos definir a indução de Rauzy-Veech de f , que é a aplicação
de primeiro retorno R̂( f ) para o subintervalo J, onde

J =

 I \ f (Iα(1)), se (π, λ) tem tipo 0
I \ Iα(0), se (π, λ) tem tipo 1

.

Observemos que J é o subintervalo de I obtido após a remoção do intervalo de menor
comprimento. Esta nova aplicação é também uma transformação de intercâmbio de
intervalos. Dessa forma, podemos escrever para R̂( f ) uma partição {Jα;α ∈ A} onde os
subintervalos Jα ⊂ J são definidos a seguir.

Se (π, λ) tem tipo 0,

Jα =

 Iα, se α , α(0)
Iα(0)\ f (Iα(1)), caso contrário

.

Além disso, f (Jα) ⊂ J para todo α , α(1). Por outro lado,

f (Jα(1)) = f (Iα(1)) ⊂ Iα(0),

assim
f 2(Jα(1)) ⊂ f (Iα(0)) ⊂ J.

Vejamos a figura 3.4.

Figura 3.4: Indução de Rauzy-Veech tipo 0
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Se (π, λ) tem tipo 1,

Jα =


f −1(Iα(0)), se α = α(0)
Iα(1)\Jα(0), se α = α(1)
Iα, caso contrário

.

Observemos que f (Jα) ⊂ J para todo α , α(0). Por outro lado,

f 2(Jα(0)) = f (Iα(0)) ⊂ J.

Vejamos a figura 3.5.

Figura 3.5: Indução de Rauzy-Veech tipo 1

Em ambos os casos,

R̂( f ) =

 f , se α , α(1 − ϵ)
f 2, caso contrário,

com ϵ ∈ {0, 1}.
Note que aplicação de indução R̂( f ) não está definida quando os dois intervalos Iα(0)

e Iα(1) tem o mesmo comprimento.
Segue das descrições anteriores que se (π, λ) tem tipo 0, então a transformação R̂( f )

é descrita por (π1, λ1), onde

π1 =

 α0
1 . . . α

0
k−1 α0

k α0
k+1 . . . . . . α(0)

α1
1 . . . α

1
k−1 α(0) α(1) α1

k+1 . . . α
1
d−1

 ,
ou seja,
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π1
0 = π0

e

π1
1(α) =


π1(α), se π1(α) ≤ π1(α(0))
π1(α) + 1, se π1(α(0)) < π1(α) < d
π1(α(0)) + 1, se π1(α(1)) = d

. (3.4)

E λ1 = (λ1
α)α∈A onde

λ1
α =

 λα, se α , α(0)
λα(0) − λα(1), caso contrário

. (3.5)

Analogamente, se (π, λ) tem tipo 1, então a transformação R̂( f ) é descrita por (π1, λ1),
onde

π1 =

 α0
1 . . . α

0
k+1 α(1) α(0) α0

k+1 . . . α
0
d−1

α1
1 . . . α

1
k−1 α1

k α1
k+1 . . . . . . α(1)

 ,
ou seja,

π1
1 = π1

e

π1
0(α) =


π0(α), se π0(α) ≤ π0(α(1))
π0(α) + 1, se π0(α(1)) < π0(α) < d
π0(α(1)) + 1, se π0(α(0)) = d

. (3.6)

E λ1 = (λ1
α)α∈A onde

λ1
α =

 λα, se α , α(1)
λα(1) − λα(0), caso contrário

. (3.7)

Exemplo 3.2.1. Se π =

 C B E A D
A D C B E

 tem tipo 0, isto é, λE < λD então

π1 =

 C B E A D
A D E B C

 e λ1 = (λA, λB, λC, λD − λE, λE).



Capítulo 3. Transformações de Intercâmbio de Intervalos 15

Figura 3.6: Exemplo de uma indução de Rauzy-Veech tipo 0

A seguir definiremos o operadorΘ cuja matriz (Θα,β)α,β∈A relaciona os vetores trans-
lação w e w1 de f e R̂( f ) respectivamente. E, em seguida, reescreveremos a relação entre
os vetores de comprimento λ e λ1.

3.2.1 Operador Θ

Da figura 3.4 vimos que, se (π, λ) tem tipo 0,

w1
α =


wα, se α , α(1)
wα(0), se α = α(0)
wα(1) + wα(0), se α = α(1)

.

Analogamente, da figura 3.5 segue que, se (π, λ) tem tipo 1,

w1
α =


wα, se α , α(0)
wα(1), se α = α(1)
wα(0) + wα(1), se α = α(0)

.

Estas relações podem ser expressas como

w1 = Θ(w) (3.8)

onde Θ = Θπ,λ : Rd → Rd é o operador linear cuja matriz (Θα,β)α,β∈A é dada por

Θα,β =


1, se α = β

1, se α = α(1) e β = α(0)
0, em todos os outros casos

(3.9)
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se (π, λ) tem tipo 0, e

Θα,β =


1, se α = β

1, se α = α(0) e β = α(1)
0, em todos os outros casos

(3.10)

se (π, λ) tem tipo 1.
Notemos que Θ depende apenas de π e do tipo ϵ.
Agora vamos estabelecer uma relação entre os vetores de comprimento λ e λ1 de f

e R̂( f ) respectivamente.
Podemos reescrever as relações 3.5 e 3.7 como

λ1 =
(
Θ−1

)∗
(λ) ou λ = Θ∗(λ1) (3.11)

onde Θ∗ é o operador adjunto de Θ, isto é, operador cuja matriz é a transposta de Θ.
Notemos que Θ∗ = Id + Eα(ϵ)α(1−ϵ), ϵ ∈ {0, 1}, onde Eα(ϵ)α(1−ϵ) é a matriz elementar cujo
único coeficiente não nulo é igual a 1 na posição α(ϵ)α(1 − ϵ).

A inversa da matriz Θ é dada por

Θ−1
α,β =


1, se α = β

−1, se α = α(1) e β = α(0)
0, em todos os outros casos

(3.12)

se (π, λ) tem tipo 0, e

Θ−1
α,β =


1, se α = β

−1, se α = α(0) e β = α(1)
0, em todos os outros casos

(3.13)

se (π, λ) tem tipo 1.

3.3 Condição de Keane

Queremos garantir que os iterados R̂n( f ) estejam definidos para todo n ≥ 1.Notemos
que se (π, λ) é irredutível, então (π1, λ1) também é irredutível e possui os mesmos
números de subintervalos. No intuito de garantir tal existência, introduziremos alguns
resultados.

Definição 3.3.1. Um vetor λ ∈ Rd
+ é racionalmente independente se

∑
α∈A

nαλα , 0 para todo

vetor inteiro não nulo (nα)α∈A ∈ Zd.
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Seja ∂Iγ o ponto da extremidade esquerda de cada subintervalo Iγ. Como a ex-
tremidade esquerda de I foi tomada coincidindo com a origem, então a extremidade
esquerda de cada subintervalo Iγ, é dada por

∂Iγ =
∑

π0(η)<π0(γ)

λη.

Definição 3.3.2. Um par (π, λ) satisfaz a condição de Keane se as órbitas destas extremidades
são tão disjuntas quanto é possível, ou seja, f m(∂Iα) , ∂Iβ para todo m ≥ 1 e α, β ∈ A com
π0(β) , 1.

Essa condição garante que π é irredutível e (π1, λ1) = R̂(π, λ) está bem definido.
De fato, suponhamos que π é redutível, então existe k ∈ {1, · · · , d − 1} tal que π1 ◦
π−1

0 ({1, · · · , k}) = {1, · · · , k}. Assim, existe α ∈ {k + 1, · · · , d} tal que f (∂Iα) = ∂Ik+1. O que
contradiz a condição de Keane. Além disso, R̂ está bem definido, pois se λα(0) = λα(1),

então f (∂Iα(1)) = ∂Iα(0), o que também contradiz a condição de Keane.

Observação 3.3.3. A condição de Keane não é afetada se restringirmos ao caso π1(α) > 1.

De fato, suponhamos que f m(∂Iα) = ∂Iβ > 0 com π1(α) = 1 e m > 1. Então, f (∂Iα) =
0 = ∂Iγ para algum γ ∈ A. Assim, f m−1(∂Iγ) = f m(∂Iα) = ∂Iβ. Além disso, π1(γ) > 1 pois
π é irredutível e π0(γ) = 1.

Proposição 3.3.4. Se λ é racionalmente independente e π é irredutível, então (π, λ) satisfaz a
condição de Keane.

Demonstração. Suponha que exista m ≥ 1 e α, β ∈ A tal que f m(∂Iα) = ∂Iβ e π0(β) > 1.
Defina β j, 0 ≤ j ≤ m, tal que f j(∂Iα) ∈ Iβ j . Note que β0 = α e βm = β. Assim,

f (∂Iα) = ∂Iα + wα

f 2(∂Iα) = f ( f (∂Iα)) = f (∂Iα) + wβ1 = ∂Iα + wα + wβ1

...

∂Iβ = f m(∂Iα) = ∂Iα + wα + wβ1 + . . . + wβm−1 ,

onde w é o vetor translação definido em 3.1.7, logo

∂Iβ − ∂Iα =
m−1∑
j=0

wβ j ,
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ou seja,

∑
π0(γ)<π0(βm)

λγ −
∑

π0(γ)<π0(β0)

λγ =
m−1∑
j=0

 ∑
π1(γ)<π1(β j)

λγ −
∑

π0(γ)<π0(β j)

λγ


=

m−1∑
j=0

∑
π1(γ)<π1(β j)

λγ −
m−1∑
j=1

∑
π0(γ)<π0(β j)

λγ −
∑

π0(γ)<π0(β0)

λγ.

Portanto,

m−1∑
j=0

∑
π1(γ)<π1(β j)

λγ −
m∑

j=1

∑
π0(γ)<π0(β j)

λγ = 0.

Reescrevendo temos,
∑
λ∈A
ηγλγ = 0, onde

ηγ = #{0 ≤ j < m;π1(γ) < π1(β j)} − #{0 < j ≤ m;π0(γ) < π0(β j)}.

Por hipótese, λ é racionalmente independente, então ηγ = 0 para todo γ ∈ A. Agora,
seja

D = max{π0(β j)0< j≤m, π1(β j)0≤ j<m}.

Observe que D ≥ π0(βm) = π0(β) > 1. Ainda por hipótese temos que π é irredutível,
então, existeγ ∈ A tal queπ0(γ) < D ≤ π1(γ).Como D ≥ π1(β j), segue queπ1(β j) ≤ π1(γ)
para todo 0 ≤ j < m e assim, {0 ≤ j < m;π1(γ) < π1(β j)} = ∅. Além disso, como ηλ = 0,
então #{0 ≤ j < m;π1(γ) < π1(β j)} = #{0 < j ≤ m;π0(γ) < π0(β j)}. Daí, segue que,
{0 < j ≤ m;π0(γ) < π0(β j)} = ∅ e , portanto, π0(β j) ≤ π0(γ) < D, para todo 0 < j ≤ m.

Analogamente podemos mostrar que π1(β j) < D para todo 0 ≤ j < m.De fato, como
D > 1 e por hipótese π é irredutível, então existe γ ∈ A tal que π1(γ) < D ≤ π0(γ).
Como D ≥ π0(β j), segue que π0(β j) ≤ π0(γ) para todo 0 < j ≤ m e assim, {0 < j ≤
m;π0(γ) < π0(β j)} = ∅. Daí, segue que, {0 ≤ j < m;π1(γ) < π1(β j)} = ∅ e, portanto,
π1(β j) ≤ π1(γ) < D para todo 0 ≤ j < m.

Estes dois resultados contradizem a definição de D. Portanto, (π, λ) satisfaz a con-
dição de Keane. �

Exemplo 3.3.5. Suponha d = 2. Já vimos que a transformação de intercâmbio de intervalos é
dada por f (x) = x + λB mod(λA + λB)Z. A condição de Keane significa que, dado qualquer
m ≥ 1 e n ∈ Z,

mλB , λA + n(λA + λB) e λA +mλB , n(λA + λB)

Note que isso vale se, e somente se, (λA, λB) é racionalmente independente.

Exemplo 3.3.6. A partir de d = 3, a condição de Keane é estritamente mais fraca que in-
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dependência racional. Considere, por exemplo, π =

 A B C
C A B

 . Então f (x) = x + λC

mod(λA + λB + λC)Z e a condição de Keane significa que

mλC, λA +mλC e λA + λB +mλC

são diferentes de λA + n(λA + λB + λC) e λA + λB + n(λA + λB + λC), para todo m ≥ 1 e n ∈ Z.
Reescrevendo, temos que dado qualquer p, q ∈ Z,

pλC , q(λA + λB + λC) e pλC , λA + q(λA + λB + λC).

3.4 Minimalidade

Mostraremos aqui que a condição de Keane implica a minimalidade de f . Para
provar isto veremos a definição de minimalidade e alguns resultados auxiliares.

Definição 3.4.1. Uma transformação é chamada mininal se cada órbita é densa no domínio
inteiro ou equivalentemente, o domínio é o único conjunto não vazio fechado invariante definido.

O próximo lema nos diz que a aplicação de primeiro retorno a um subintervalo
qualquer J ⊂ Iα é ainda uma transformação de intercâmbio de intervalos.

Lema 3.4.2. Dado qualquer subintervalo J = [a, b) de algum Iα, então existe uma partição
{J j; 1 ≤ j ≤ k} de J e inteiros n1, . . . , nk ≥ 1, onde k ≤ d + 2, tal que

1. f (J j)
∩

J = ∅ para todo 0 < i < n j e 1 ≤ j ≤ k;

2. Cada f n j |J j é uma translação de J j para algum subintervalo de J;

3. Os subintervalos f n j(J j), 1 ≤ j ≤ k são dois a dois disjuntos.

Demonstração. Seja A = {a, b}∪{∂Iγ, γ ∈ A}, isto é, a união da fronteira {a, b} de J com
o conjunto de pontos de extremidade de todos os intervalos Iγ, γ ∈ A. Seja B ⊂ J o
conjunto dos pontos z ∈ J para o qual deve existir algum m ≥ 1 tal que f i(z) < J para
todo 0 < i < m e f m(z) ∈ A.

A aplicação B ∋ z 7→ f m(z) ∈ A é injetiva. De fato, sejam z1, z2 ∈ J e m1,m2 ≥ 1
tal que f m1(z1) = f m2(z2) ∈ A. Se m1 = m2, da injetividade de f , segue que f m também
o é. Sem perda de generalidade, suponhamos m1 < m2. Então, z1 = f m2−m1(z2) ∈ J e
1 ≤ m2 −m1 < m2, o que contradiz a escolha de m2. Logo, m1 = m2 e f m é injetiva. Daí,
segue que, #B ≤ #A.

Consideremos a partição de J determinada pelos pontos de B. Esta partição tem
no máximo d + 2 elementos. Pelo teorema 2.0.8, para cada elemento J j = [a j, b j) desta
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partição existem n j ≥ 1 tal que f n j(J j) intersepta J. Tome n j o menor valor deles. Da
definição de B segue que a restrição f n j |J j é uma translação e sua imagem está contida
em J.

Por fim, os f n j(J j), 1 ≤ j ≤ k são disjuntos dois a dois. De fato, se existem Ji, J j tais
que y ∈ f n j(J j)

∩
f ni(Ji) então, existem x j ∈ J j, xi ∈ Ji tais que f n j(x j) = y = f ni(xi). Como

ni , n j pois, caso contrário, da bijetividade de f teríamos x j = xi, o que é um absurdo,
já que Ji

∩
J j = ∅ por construção, vamos supor que ni > n j então, f ni−n j(xi) = x j ∈ J,

contradizendo a definição de ni. Portanto, os subintervalos f n j(J j), 1 ≤ j ≤ k são dois a
dois disjuntos. �

Corolário 3.4.3. Sob as hipóteses do Lema 3.4.2, a união Ĵ de todos os iterados futuros de J é
uma união finita de intervalos e um conjunto totalmente invariante, ou seja, f ( Ĵ) = Ĵ.

Demonstração. A primeira afirmação segue da primeira parte do lema 3.4.2:

Ĵ =
∞∪

n=0

f n(J) =
k∪

j=1

n j−1∪
i=0

f i(J j).

Sabemos que f n j(J j) ⊂ J, 1 ≤ j ≤ k, então
k∪

j=0

f n j(J j) ⊂ J. Além disso, pelos itens 2 e 3 do

lema 3.4.2 temos ∣∣∣∣∣∣∣
k∪

j=0

f n j(J j)

∣∣∣∣∣∣∣ =
k∑

j=1

| f n j(J j)| =
k∑

j=1

|J j| = |J|.

Logo, J =
k∪

j=0

f n j(J j). Assim,

Ĵ =
k∪

j=1

n j−1∪
i=0

f i(J j)

=

k∪
j=1

J j

∪
n j−1∪
i=1

f i(J j)




=

 k∪
j=1

J j

∪
 k∪

j=1

n j−1∪
i=1

f i(J j)


= J

∪ k∪
j=1

n j−1∪
i=1

f i(J j)


=

 k∪
j=1

f n j(J j)

∪
 k∪

j=1

n j−1∪
i=1

f i(J j)
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=

k∪
j=1

 f n j(J j)
∪

n j−1∪
i=1

f i(J j)


 .

Portanto,

Ĵ =
k∪

j=1

n j∪
i=1

f i(J j)

= f ( Ĵ).

�

Lema 3.4.4. Se (π, λ) satisfaz a condição de Keane então f não tem pontos periódicos.

Demonstração. Suponha que exista m ≥ 1 e x ∈ I tal que f m(x) = x. Definamos β j,

0 ≤ j ≤ m tal que f j(x) ∈ Iβ j e consideremos J = {y ∈ I; f j(y) ∈ Iβ j , 0 ≤ j < m}. Afirmamos
que J é um intervalo. De fato, o conjunto J pode ser reescrito como

J =
m−1∩
j=0

{y ∈ I; f j(y) ∈ Iβ j}

=

m−1∩
j=0

f − j(Iβ j).

Então J é um intervalo. Além disso, f m|J é uma translação. Portanto, existe d tal que
f m(y) = y+d, para todo y ∈ J. Como x ∈ J, temos f m(x) = x+d. Por outro lado, f m(x) = x,
logo d = 0. Portanto, f m(y) = y para y ∈ J. Daí, segue que f m|J = Id. Em particular,
f m(∂J) = ∂J.

A definição de J implica que existe 1 ≤ k ≤ m e β ∈ A tal que f k(∂J) = ∂Iβ. Suponha
que f k(∂J) , ∂Iβ, para todo β ∈ A e para todo 0 ≤ k ≤ m. Isso implica que a fronteira de
J pertence a J. Daí, segue que J é fechado, o que é um absurdo. Assim,

f m(∂Iβ) = f m( f k(∂J)) = f k( f m(∂J)) = f k(∂J) = ∂Iβ.

Se π0(β) > 1, isto contradiz a condição de Keane. Se π0(β) = 1, então existe α tal que
f (∂Iα) = ∂Iβ. Note que α , β, assim, ∂Iα > 0. Com isso,

f m(∂Iα) = f m−1( f (∂Iα)) = f m−1(∂Iβ) = f −1(∂Iβ) = ∂Iα.

O que também contradiz a condição de Keane. Portanto, não existe tal ponto periódico
x. �
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Proposição 3.4.5. Se (π, λ) satisfaz a condição de Keane então f é minimal.

Demonstração. Suponha que exista x ∈ I tal que { f n(x); n ≥ 0} não é denso em I, isto é,
A = { f n(x); n ≥ 0} , I. Então podemos escolher um subintervalo J = [a, b) de algum Iα
tal que J ⊂ I\A. Seja Ĵ a união de todos os iterados futuros de J. Pelo corolário 3.4.3 esta
é uma união finita de intervalos totalmente invariantes sobre f . Afirmamos que Ĵ não
pode ser da forma [0, b̂).

De fato, suponhamos que Ĵ seja desta forma e consideremos B = {α ∈ A; Iα ⊂ Ĵ}
então, π0(B) = 0 ou π0(B) = {1, . . . , k} para algum k ≥ 1. Se π0(B) = {1, . . . , k}, como Ĵ é
invariante, temos π1(B) = {1, . . . , k}. Assim,

π1 ◦ π−1
0 ({1, . . . , k}) = {1, . . . , k}.

Isso contradiz a irredutibilidade de π, que é consequência da condição de Keane. Note
que k < d, pois, se fosse k = d teríamos Ĵ = I e assim, J ⊂ Ĵ\A, implicando que A = ∅, o
que é um absurdo.

Se π0(B) = 0, temos que Ĵ ⊂ Iα, onde π0(α) = 1. Por invariância, temos que Ĵ ⊂ f (Iα)
e, portanto, π1(α) = 1. O que também contradiz a irredutibilidade de π. Assim, a
afirmação está provada.

Com isso, deve existir algum intervalo contido em Ĵ do tipo [â, b̂), com â > 0. Se
f n(â) , ∂Iβ para todo n ≥ 0 e β ∈ A então, pela continuidade de f e invariância
de Ĵ, todo f n(â),n ≥ 0 será extremidade de algum dos subintervalos de Ĵ. De fato,
como f n|[â,b̂) é contínua, por construção de J e Ĵ, temos que f n([â, b̂)) é um intervalo.
E como Ĵ é invariante por f , f n([â, b̂)) ⊂ Ĵ. Além disso, f é crescente, então f leva
a extremidade esquerda do intervalo [â, b̂) em uma extremidade esquerda de outro
intervalo (componente conexa) contido em Ĵ. Logo, como Ĵ é uma união finita de
intervalos, f deve possuir pontos periódicos, o que é um absurdo pelo lema 3.4.4.

Analogamente, se f n(â) , f (∂Iα) para todo n ≤ 0 e α ∈ A então, todo f n(â),n ≤ 0
será extremidade de algum dos subintervalos de Ĵ. O que também implica a existência
de um ponto periódico, que é impossível de acordo com o lema 3.4.4. Assim, existem
n1 ≤ 0 ≤ n2 e α, β ∈ A tal que

f n1(â) = f (∂Iα) e f n2(â) = ∂Iβ. (3.14)

Se ∂Iβ > 0, isso contradiz a condição de Keane pois, tomando m = n2 − n1 + 1,

f n2−n1+1(∂Iα) = f n2( f 1−n1(∂Iα)) = f n2(â) = ∂Iβ.

Se ∂Iβ = 0, então n2 > 0, pois tomamos â > 0. Além disso, ∂Iβ = f (∂Iγ), onde π1(γ) = 1.
Isso mostra que 3.14 permanece válida se substituirmos β por γ e n2 por n2 − 1. Como
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γ , β, por irredutibilidade temos ∂Iα > 0, o que contradiz a condição de Keane pois,

f n2−n1(∂Iα) = f n2−1( f 1−n1(∂Iα)) = f n2−1(â) = ∂Iγ, π0(γ) , 1.

Assim, não existe x ∈ I tal que { f n(x); n ≥ 0} , I. Portanto, f é minimal. �

3.5 Dinâmica da Aplicação de Indução

Seja (π, λ) tal que as iteradas (πn, λn) = R̂n(π, λ) estejam definidas para todo n ≥ 0.
Isso é afirmado se (π, λ) satisfaz a condição de Keane. Para cada n ≥ 0, seja ϵn ∈ {0, 1} o
tipo de R̂n(π, λ) e αn, βn ∈ A tal que

πϵn(αn) = d = π1−ϵn(βn).

Ou seja, αn e βn são os dois últimos símbolos nas duas linhas de πn, com λn
αn > λn

βn .

Afirmamos que a sequência (ϵn)n assume os valores 0 e 1 infinitas vezes. De fato,
suponha que ϵn fosse a partir de algum elemento constante, então αn ∈ A também seria
constante. Observe que

λn+1
α =

 λn
α se α , αn

λn
αn − λn

βn caso contrário
.

Agora, consideremos αn = α0, para todo n. Então,

λn+1
α0 = λ

n
α0 − λn

βn para todo n.

Com isso,

λ2
α0 = λ1

α0 − λ1
β1

λ3
α0 = λ2

α0 − λ2
β2 = λ

1
α0 − λ1

β1 − λ2
β2

...

λn
α0 = λ1

α0 − (λ1
β1 + λ

2
β2 + . . . + λ

n−1
βn−1), onde β1, . . . , βn−1são perdedores

= λ1
α0 − (λβ1 + λβ2 + . . . + λβn−1).

Logo,

λn
α0 ≤ λ1

α0 − l(n − 1), para todo n, onde l = min
α∈A
{λα}.
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E assim, lim
n→∞
λn
α0 < 0. Daí, seque que existe n0, com n > n0, tal que λn

α0 < 0, o que é um
absurdo. Portanto, αn não é constante, o que implica que ϵn não é constante.

Proposição 3.5.1. As sequências (αn)n e (βn)n assumem todos os valores α ∈ A infinitas vezes.

Demonstração. Dado qualquer α ∈ A, considere algum intervalo de tempo maximal
[p, q), tal que αn = α para todo n ∈ [p, q). No final desse intervalo o tipo deve mudar:

ϵq = 1 − ϵq−1 e πq
1−ϵq(α) = d.

Ou seja, α = βq. Isso motra que temos que provar a afirmação somente para (αn)n.

Seja B o subconjunto de símbolos β ∈ A que ocorre finitas vezes na sequência (αn)n.

Assim, podemos considerar, sem perda de generalidade, que αn , β para todo β ∈ B
e para todo n > 0. Então, λn

β = λβ para todo β ∈ B e para todo n ≥ 0, visto que se
λn
β , λ

n+1
β , isto é, λn+1

β < λn
β implicaria que β seria a letra ganhadora no nível n, ou seja,

αn = β o que não é o caso.
Agora como λn+1

αn = λn
αn − λn

βn temos que βn = β só pode acontecer um número finito
de vezes para todo β ∈ B, pois caso contrário, se βni = β para todo i ≥ 0 então

λni+1
αni = λni

αni − λ
ni
βni = λ

ni
αni − λ

ni
β

= λni
αni − λβ.

Como αni ∈ A, que é um conjunto finito, existe uma subsequência nik tal que αnik = α

para todo k, então
λ

ni1+1

α
ni1
= λ

ni1

α
ni1
− λβ ⇔ λ

ni1+1
α = λ

ni1
α − λβ

λ
ni2+1
α = λ

ni2
α − λβ ≤ λ

ni1+1
α − λβ ≤ λ

ni1
α − 2λβ

...

λ
nik+1
α ≤ λni1

α − kλβ,

o que é um absurdo.
Portanto, a menos de uma subsequência, podemos supor que βn , β para todo

β ∈ B e todo n ≥ 0. Daí, segue que para todo β ∈ B, as sequências πn
0(β) e πn

1(β),
n ≥ 0 são não decrescentes, pois se πn+1

0 (β) ≤ πn
0(β) temos que β = βn e ϵn = 1 e se

πn+1
1 (β) < πn

1(β) temos que β = βn e ϵn = 0. Assim, substituindo (π, λ) por algum iterado
podemos supor que estas sequências são constantes.

Agora, afirmamos que πϵ(β) < πϵ(α) para todo α ∈ A\B, β ∈ B e ϵ ∈ {0, 1}. De
fato, suponha que existe α ∈ A\B, β ∈ B e ϵ ∈ {0, 1} tal que πϵ(α) < πϵ(β). Então,
πn
ϵ (α) < πn

ϵ (β), para todo n. Se assim não fosse, existiria n0 tal que πn0
ϵ (β) < πn0

ϵ (α).
Isso implica que β é um perdedor, o que é um absurdo. Como πn

ϵ (β) < d, segue que
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πn
ϵ (α) < d, para todo n. Além disso, temos que α < B então, πn

1−ϵ(α) = d e ϵn = 1 − ϵ,
para algum n, então πn+1

ϵ (β) = πn
ϵ (β) + 1, o que contradiz o fato de πn

ϵ (β) ser constante.
Assim, concluímos a prova da afirmação.

Como consequência desse resultado, π0(B) = {1, . . . , k} = π1(B), para algum k < d.
Logo, π é redutível, o que é um absurdo. Portanto k = 0, isto é, B = ∅. Isso prova o
resultado para (αn)n, e assim completamos a prova da proposição. �

Corolário 3.5.2. O comprimento do domínio In da transformação R̂n( f ) tende a zero quando n
tende ao infinito.

Demonstração. Suponhamos que exista β ∈ A e c > 0 tal que λn
β ≥ c para todo n ≥ 0. Seja

ni tal que βni = β, a existência desses ni’s é assegurada pela proposição anterior,

λni+1
αni = λni

αni − λ
ni
βni

= λni
αni − λ

ni
β

≤ λni
αni − c.

Como o alfabetoA é finito, seque que deve existir nik tal que αnik = α para todo k, assim

λ
nik+1

α
nik

≤ λ
nik

α
nik
− c, logo

λ
nik+1
α ≤ λ

nik
α − c

≤ λ
ni1
α − kc.

Isto contradiz o fato de que λn
α > 0, para todo n ∈N. �

Antes de enunciarmos o próximo corolário, por simplicidade, denotamos

Θ∗nπm,λm := Θ∗(m,n) = Θπm,λm . . .Θπm+n−1,λm+n−1 . (3.15)

Além disso, é fácil ver que

Θ∗(m,n) = Θ∗(m, k)Θ∗(m + k,n − k). (3.16)

Corolário 3.5.3. Para cada m ≥ 0 existe n ≥ 1 tal queΘ∗nπm,λm > 0, isto é, todos os elementos da
matriz são positivos.

Demonstração. Dado α, β ∈ A, m ≥ 0, n ≥ 1 representamos porΘ∗(α, β,m,n) o elemento
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na linha α e columa β da matriz Θ∗nπm,λm . Pela definição 3.9 - 3.10,

Θ∗(α, β,m,n) =


1, se α = β

1, se (α, β) = (αm, βm)
0, caso contrário

. (3.17)

Afirmamos que Θ∗(α, β,m,n) é não decrescente em n.
De fato, como Θ∗(m,n + 1) = Θ∗(m,n)Θ∗(n +m, 1). Então,

Θ∗(α, β,m,n + 1) =
∑

s

Θ∗(α, s,m,n)Θ∗(s, β, n +m, 1)

s=β
≥ Θ∗(α, β,m,n)Θ∗(β, β, n +m, 1)

= Θ∗(α, β,m,n), por 3.17.

Seja α ∈ {1, . . . , d} fixado. Vamos construir uma enumeração γ1, γ2, . . . , γd deA e inteiros
n1,n2, . . . , nd tal que

Θ∗(α, γi,m, n) > 0, para todo n > ni e i = 1, 2, . . . , d. (3.18)

É evidente que isto implica o corolário já que β deve ser um dos γi.

Para i = 1 tome γ1 = α e n1 = 0 assim, pela afirmação anterior e por 3.17 temos

Θ∗(α, γ1,m,n) = Θ∗(γ1, γi,m,n) ≥ Θ∗(α, γi,m, 1) = 1 > 0

Sejam m2 > m tal que γ1 = αm2 e defina γ2 = βm2 .Notemos que γ1 , γ2, pois do contrário,
teríamos ganhador e perdedor iguais. Além disso, também por 3.17, observemos que

Θ∗(γ1, γ2,m2, 1) = 1 > 0. (3.19)

Por 3.16, Θ∗(m,n) = Θ∗(m,m2 −m)Θ∗(m2,n +m −m2). Assim,

Θ∗(γ1, γ2,m,n) =
∑

s

Θ∗(γ1, s,m,m2 −m)Θ∗(s, γ2,m2,n +m −m2)

s=γ1

≥ Θ∗(γ1, γ1,m,m2 −m)Θ∗(γ1, γ2,m2,n +m −m2)

≥ Θ∗(γ1, γ1,m,m2 −m)Θ∗(γ1, γ2,m2, 1)

= Θ∗(γ1, γ1,m,m2 −m) > 0, para todo n > m2 −m.

Assim, para i = 2 tomemos n2 = m2 −m.
Sejam p2 > m2 tal que αp2 , γ1, γ2 e m3 > p2 tal que αm3 = γ j, j = 1 ou j = 2.
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Consideremos o menor m3 e seja γ3 = βm3 .Notemos que γ3 = αm3−1 e não é nem γ1 nem
γ2. Além disso, Θ∗(γ j, γ3,m3,n) = Θ∗(αm3 , βm3 ,m3,n) ≥ Θ∗(αm3 , βm3 ,m3, 1) = 1 > 0.

Por 3.16, Θ∗(m, n) = Θ∗(m,m3 −m)Θ∗(m3,n +m −m3). Assim,

Θ∗(γ1, γ3,m,n) =
∑

s

Θ∗(γ1, s,m,m3 −m)Θ∗(s, γ3,m3, n +m −m3)

s=γ j

≥ Θ∗(γ1, γ j,m,m3 −m)Θ∗(γ j, γ3,m3, n +m −m3)

≥ Θ∗(γ1, γ j,m,m3 −m)Θ∗(γ j, γ3,m3, n)

≥ Θ∗(γ1, γ j,m,m3 −m) > 0, para todo n > m3 −m.

Assim, para i = 3 tomemos n3 = m3 −m.
Agora, suponhemos que tenhamos construido γ1, . . . , γk ∈ A e n1, . . . , nk tal que

Θ∗(γ1, γk,m,n) > 0, para todo n > n1, i ∈ {1, . . . , k}. Sejam pk > mk tal que αpk < {γ1, . . . , γk}
e mk+1 > pk tal que αmk+1 = γ j para algum j ∈ {1, . . . , k}. Escolhamos o menor mk + 1 e
seja γk+1 = βmk+1. Temos que βmk+1 = γk+1 < {γ1, . . . , γk} e αmk+1−1 = γk+1.

Como Θ∗(m,n) = Θ∗(m,mk+1 −m) = Θ∗(mk+1,n +m −mk+1). Então,

Θ∗(γ1, γk+1,m,n) =
∑

s

Θ∗(γ1, s,m,mk+1 −m)Θ∗(s, γmk+1,mk+1,n +m −mk+1)

s=γ j

≥ Θ∗(γ1, γ j,m,mk+1 −m)Θ∗(γ j, γmk+1,mk+1,n +m −mk+1)

≥ Θ∗(γ1, γ j,m,mk+1 −m)Θ∗(γ j, γmk+1,mk+1, 1)

= Θ∗(γ1, γ j,m,mk+1 −m)Θ∗(αmk+1 , βmk+1 ,mk+1, 1)

≥ Θ∗(γ1, γ j,m,mk+1 −m) > 0, para todo n > mk+1 −m.

Assim, para i = k + 1 tomemos nk+1 = mk+1 − m. Isso completa a prova da indução e,
assim, finalizamos a prova do corolário. �

Corolário 3.5.4. Se (πn, λn) = R̂n(π, λ) está definida para todo n ≥ 1 então, (π, λ) satisfaz a
condição de Keane.

Demonstração. Suponhamos que para algum α, β ∈ A e m ≥ 1,

f m−1(∂ f (Iα)) = ∂Iβ, ∂ f (Iα) > 0. (3.20)

Escolha m acima minimal. Da definição de fn = R̂n( f ) temos

∂ f (Iα) = ∂ fn(In
α) e ∂Iβ = ∂In

β , (3.21)

para todo n tal que ∂ f (Iα) e ∂Iβ pertencem ao domínio In. Tomemos n o máximo tal que
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∂ f (Iα), ∂Iβ ∈ In. Como fn é a aplicação de primeiro retorno de f a In, temos

f m−1(∂ f (Iα)) = ∂Iβ logo, f m−1(∂ fn(In
α)) = ∂I

n
β .

Isto implica

f k
n (∂ fn(In

α)) = ∂I
n
β , para algum k ≤ m − 1. (3.22)

Além disso, In
β ou fn(In

α) ou ambos são intervalos da extremidade direita da partição de
In. Se ∂ f (Iα) = ∂Iβ (m = 1) então fn(In

α) = In
β , isto é, os dois intervalos da extremidade

direita de fn possuem o mesmo comprimento. Isso implica que a função fn+1 = R̂n+1( f )
não está definida, o que contradiz a hipótese. Suponha que fn tenha tipo 0, ou seja,
∂Iβ < ∂ f (Iα) Por definição, fn+1(In+1

α ) = f 2
n (In
α). Então,

fn+1(∂In+1
α ) = f 2

n (∂In
α) = fn( fn(∂In

α)) = fn(∂ fn(In
α)) = fn(∂ f (Iα)),

onde esta última igualdade decorre de 3.21. Além disso,

∂In+1
β = ∂In

β = ∂Iβ.

Assim, comparando com 3.22, temos

f k−1
n (∂ fn+1(In+1

α )) = f k−1
n (∂ f 2

n (In
α)) = f k

n (∂ fn(In
α)) = ∂I

n
β = ∂I

n+1
β .

Ora, fn+1 é a aplicação de primeiro retorno de fn a In+1. Então,

f l−1
n+1(∂ fn+1(In+1

α )) = ∂In+1
β , para algum l ≤ k ≤ m − 1. (3.23)

Se fn tiver tipo 1, isto é, ∂Iβ > ∂ f (Iα). Por definição,

∂ fn+1(In+1
α ) = ∂ fn(In+1

α ) = fn(∂In+1
α ) = fn(∂In

α)) = ∂ fn(In
α) = ∂ f (Iα)

e ∂In+1
β = f −1

n (∂In
β) = f −1

n (∂Iβ).

Além disso, comparando com 3.22, temos

f k−1
n (∂ fn(In+1

α )) = f k−1
n (∂ f (Iα)) = f −1

n ( f k
n (∂ f (Iα))) = f −1(∂In

β) = f −1
n (∂Iβ) = ∂In+1

β .
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Sabemos que fn+1 é a aplicação de primeiro retorno de fn a In+1. Então,

f l−1
n+1(∂ fn(In+1

α )) = ∂In+1
β , para algum l ≤ k ≤ m − 1. (3.24)

Em ambos os casos mostramos que 3.20 implica 3.23 ou 3.24, onde f é substituida por
fn+1 e m ≥ 2 é substituido por um l menor. Interando o processo, devemos retornar em
algum momento a m = 1, já tratado na primeira parte. Assim, finalizamos a prova. �

3.6 Classes de Rauzy

Dados dois pares π e π1, dizemos que π1 é um sucessor de π se existem λ, λ1 ∈ Rd
+ tal

que R̂(π, λ) = (π1, λ1).Cada par π tem exatamente dois sucessores, um correspondendo
ao tipo 0 e outro ao tipo 1. Similarmente, cada π1 é o sucessor de exatamente dois pares
π.

Note que π é irredutível se, e somente se, π1 é irredutível. Assim, esta relação define
uma ordem parcial no conjunto dos pares irredutíveis o qual representamos por um
grafo G. As componentes conexas desse grafo é o que chamamos de classes de Rauzy.

Lema 3.6.1. Se π e π1 são da mesma classes de Rauzy, então existe um caminho orientado em
G iniciando em π e terminando em π1.

Demonstração. Seja A(π) o conjunto de todos os pares π′ que podem ser atingidos por
um caminho orientado começando em π. Já sabemos que em cada vértice do grafo
G tem exatamente duas flechas saindo e duas chegando. Por definição, toda flecha
iniciando em algum vértice de A(π) deve terminar em algum vértice de A(π). Além
disso, todo lado iniciando terminando em algum vértice de A(π) deve iniciar em algum
vértice de A(π). De fato, seja π′ ∈ A(π). Então, existem π0 e π1 tal que π′ é sucessor tipo
0 de π0 e tipo 1 de π1. Seja, por exemplo,

π1 =

 α0
1 · · · α(1) α0

k+1 · · · α(0)
α1

1 · · · · · · · · · · · · α(1)

 .
Consideremos a construção da figura 3.7. Assim, existe um caminho orientado co-
meçando em π′ e terminando em π1. Daí, segue que π1 ∈ A(π). De modo análogo,
podemos mostrar que π0 ∈ A(π). Com isso, provamos que A(π) é uma componente
conexa de G e assim coincide com a classe de Rauzy C(π). �

Veremos, a seguir, as classes de Rauzy para os quatro primeiros valores de d. Para
d = 2 existem duas possibilidades de permutações, mas só uma é irreditível: (2, 1). O
grafo de Rauzy reduzido é dado pela figura 3.8.
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Figura 3.7:

Figura 3.8: Classe de Rauzy para d=2

Para d = 3 existem seis possibilidades de permutações, mas apenas três são irredu-
tíveis: (2, 3, 1), (3, 1, 2), (3, 2, 1). Elas estão representada numa única classe de Rauzy.
Vejamos a figura abaixo,

Figura 3.9: Classe de Rauzy para d=3

Para d = 4 existem 24 possibilidades de permutações, mas apenas 13 são irredutíveis:

(4, 3, 2, 1), (4, 1, 3, 2), (3, 1, 4, 2), (4, 2, 1, 3), (2, 4, 3, 1),

(3, 2, 4, 1), (2, 4, 1, 3), (4, 2, 3, 1), (4, 1, 2, 3),

(4, 3, 1, 2), (3, 4, 1, 2), (2, 3, 4, 1), (3, 4, 2, 1).

Elas estão separadas em duas classes de Rauzy. A figura 3.10 contém os sete primeiros
valores de monodromia invariante.

A figura 3.11 contém os outros seis valores de monodromia. Observemos que todos
estes grafos são simétricos em relação ao eixo vertical, esta simetria corresponde à mu-
dança nos papéis de π0 e π1.No grafo representado na figura abaixo notemos que pares
opostos em relação ao centro tem a mesma monodromia invariante, logo correspondem
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Figura 3.10: Classe de Rauzy para d=4

a mesma transformação de intercâmbio de intervalos. Fazendo a identificação desses
pares, podemos escrever a classe de Rauzy reduzida, como pode ser visto na figura
3.12.

3.6.1 Pares Standard

Definição 3.6.2. Um par π = (π0, π1) é chamado standard se o último símbolo em cada linha
coincide com o primeiro símbolo na outra linha. Ou seja, se a monodromia invariante satisfaz:

π1 ◦ π−1
0 (1) = d e π1 ◦ π−1

0 (d) = 1.

Analisando os exemplos de classes de Rauzy, dados na seção anterior, podemos ver
que todas estas possuem algum par standard. Além disso, observe que o operador de
Rauzy-Veech mantém os primeiros símbolos αϵ1 = π

−1
ϵ (1), ϵ ∈ {0, 1} inalterados em toda

classe de Rauzy C(π).

Proposição 3.6.3. Toda classe de Rauzy contém algum par standard.

A prova dessa proposição é baseada no lema que afirmamos abaixo.

Lema 3.6.4. Dado qualquer ϵ ∈ {0, 1} e qualquer β ∈ A tal que πϵ(β) , 1, existe algum par π′

na classe de Rauzy C(π) tal que π′ϵ(β) = d, isto é, β é o último símbolo da linha ϵ de π′.
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Figura 3.11: Classe de Rauzy para d=4

Figura 3.12: Classe de Rauzy reduzida

Demonstração. Para cada ϵ ∈ {0, 1}, seja Aϵ = {β ∈ A;π′ϵ(β) < d,∀π′ ∈ C(π)}. Pela
observação anterior, αϵ1 ∈ Aϵ. Seja k(ϵ) = max{π′ϵ(β);π′ ∈ C(π) e β ∈ Aϵ}. Por definição,
k(ϵ) < d. Queremos mostrar que k(ϵ) = 1 e assimAϵ = {αϵ1}, para ϵ ∈ {0, 1}.

Fixemos algum βϵ ∈ Aϵ tal que o máximo seja atingido. Assim, existe π̃ ∈ C(π)
tal que π̃ϵ(βϵ) = k(ϵ) logo, π′ϵ(βϵ) = k(ϵ), para todo π′ sucessor de π̃. Pelo lema 3.6.1
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conseguimos um caminho em C(π) começando em π e terminando em π′, para todo π′

em C(π). Então, π′ϵ(βϵ) = k(ϵ), para todo π′ em C(π). Como consequência, os elementos
à esquerda de βϵ permanecem constantes na classe de Rauzy. Pois os símbolos γ, com
πϵ(γ) < d, só podem mover-se para direita, mas isto contradiz a definição de k(ϵ).Assim,

(π′ϵ)
−1(i) = π−1

ϵ (i) para todo 1 ≤ i ≤ k(ϵ). (3.25)

Em particular, nenhum símbolo à esquerda de βϵ na linha ϵ pode chegar na última
posição na linha 1 − ϵ :

πϵ(α) < k(ϵ) =⇒ π′1−ϵ(α) < d =⇒ α ∈ A1−ϵ =⇒ π′1−ϵ ≤ k(1 − ϵ), ∀π ∈ C(π). (3.26)

Escrevemos

π
′
=

 α0
1 · · · α0

k(0) · · · · · · α0
d

α1
1 · · · · · · αk(1) · · · α1

d

 , αϵ1 = (π
′
ϵ)
−1(i).

De 3.25 e 3.26 segue que α ∈ Aϵ\{βϵ} e Aϵ\{βϵ} ⊂ A1−ϵ. Logo

{αϵ1, · · · , αϵk(ϵ)−1} ⊂ {α1−ϵ
1 , · · · , α1−ϵ

k(1−ϵ)}, ∀ϵ ∈ {0, 1}. (3.27)

Daí, segue que k(ϵ) − 1 ≤ k(1 − ϵ). Trocando ϵ por 1 − ϵ, temos

{α1−ϵ
1 , · · · , α1−ϵ

k(1−ϵ)−1} ⊂ {αϵ1, · · · , αϵk(ϵ)}, ∀ϵ ∈ {0, 1}.

Assim, k(1 − ϵ) − 1 ≤ k(ϵ)⇔ k(1 − ϵ) ≤ k(ϵ) + 1. Portanto, |k(1 − ϵ) − k(ϵ)| ≤ 1.
Existem quatro possibilidades:

i. k(0) = k(1) + 1 : então o caso ϵ = 0 em 3.27 implica que {α0
1, · · · , α0

k(1)} = {α1
1, · · · , α1

k(1)},
e isto contradiz a irredutibilidade de π′ ;

ii. k(0) = k(1)−1 : análogo ao caso anterior, usando ϵ = 1. {α1
1, · · · , α1

k(1)−1} = {α0
1, · · · , α0

k(0)};

iii. k(0) = k(1), tomando ϵ = 0, temos: {α0
1, · · · , α0

k(1)−1} ⊂ {α1
1, · · · , α1

k(1)} assim,
{α0

1, · · · , α0
k(1)−1} = {α1

1, · · · , α1
k(1)−1}, também contradiz a irredutibilidade, a menos

que k(0) = k(1) = 1.

iv. k(0) = k(1) e existe 1 ≤ i < k(0) tal que α0
i = αk(1) : tomando ϵ = 1 em 3.27 temos

{α1
1, · · · , α1

k(1)−1} ⊂ {α0
1, · · · , α1

k(1), · · · , α0
k(0)},

logo,
{α1

1, · · · , α1
k(1)−1} = {α0

1, · · · , α1
k(1), · · · , α0

k(0)}\{α1
k(1)}.
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Daí, segue que,

{α1
1, · · · , α1

k(1)−1, α
1
k(1)} = {α0

1, · · · , α1
k(1), · · · , α0

k(0)}\{α1
k(1)} ∪ {α1

k(1)}.

⇕

{α1
1, · · · , α1

k(1)} = {α0
1, · · · , α0

k(0)}.

Isso implica que existe 1 ≤ j < k(1) tal que α1
j = α

0
k(0).Mais uma vez, isto contradiz

a irredutibilidade. Com isso, completamos a prova do lema.

�

Prova da proposição 3.6.3:

Demonstração. Pela observação feita anteriormente, os primeiros símbolos αϵ1 em ambas
as linhas permanecem inalterados sob a interação de Rauzy-Veech. Por irredutibilidade
eles são necessariamente distintos. Então, usando o lema 3.6.4, podemos encontrar um
par π′ em C(π) tal que π′0(α1

1) = d, ou seja, o último símbolo da primeira linha coincide
com o primeiro da última linha. Agora, iterandoπ′ sob a aplicação de Rauzy-Veech tipo
0, mantemos a primeira linha inalterada, enquanto deslocamos os símbolos da linha
π1, uma casa para direita, exceto α1

1. Assim, encontraremos um par π′′ que satisfaz
π
′′
1 (α0

1) = d. Logo, π′′ é standard. �

3.6.2 Renormalização de Rauzy-Veech

Sejam π e π′ pares irredutíveis tal que π′ é o tipo ϵ sucessor de π, para ϵ ∈ {0, 1}.
Para cada λ ∈ Rd

+ satisfazendo

λα(ϵ) > λα(1−ϵ), temos (3.28)

R̂(π, λ) = (π
′
, λ

′
), com λ

′
α =

 λα, se α , α(ϵ)
λα(ϵ) − λα(1−ϵ), se α = α(ϵ)

.

A aplicação λ 7→ λ′ é uma bijeção que vai do conjunto de vetores satisfazendo 3.28
sobre todo Rd

+. O inverso é dado por

λα =

 λ
′
α, se α , α(ϵ)
λ
′

α(ϵ) + λ
′

α(1−ϵ), se α = α(ϵ)
.
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Tomemos o intervalo I de comprimento unítário, isto é,
∑
α∈A λα = 1. A indução

R̂( f ) esta definida num intervalo menor, de comprimento 1 − λα(ϵ), mas se fizermos
um redimensionamento adequado podemos ver a aplicação R̂( f ) no intervalo unitário.
Esta aplicação é chamada de função Renormalização de Rauzy-Veech e definimos por

R : (π, λ) 7→ (π
′
, λ

′′
), onde λ

′′
=

λ
′

1 − λα(1−ϵ)
.

3.6.3 Transformações de Zorich

Sejam π = (π0, π1) um vértice de C, onde C é uma classe de Rauzy e λ ∈ Rd
+

satisfazendo a condição de Keane. Seja ϵ ∈ {0, 1} o tipo de (π, λ) e para cada j ≥ 1, seja
ϵ j o tipo do iterado R̂ j(π, λ). Se considerarmos n = n(π, λ) ≥ 1 o menor inteiro tal que
ϵ j , ϵ. Definimos a aplicação indução de Zorich por

Ẑ(π, λ) = R̂n(π, λ).

A renormalização de Zorich é definida como Z(π, λ) = Rn(π, λ).

3.6.4 Algoritmo acelerado de Zorich

Seja f uma transformação de intercâmbio de intervalos que satisfaz a propriedade
de Keane, f n, γn,Θ∗

n os dados gerados pela iteração do operador básico, onde γn é a letra
ganhadora no nível n. Seja também 1 ≤ D < d.Definimos indutivamente uma sequência
crescente nD(m) = nD(m, f ) onde, por definição, nD(0) = 0 e nD(m + 1) é o maior inteiro
tal que não mais do que D símbolos são tomados por γn, para nD(m) < n ≤ nD(m+ 1).A
sequência está bem definida por causa da proposição 1.2.3 em [8]. Obviamente, para
1 < D < d, (nD(m))m≥0 é uma subsequência de (nD−1(n))n≥0. Definimos para m > 0,

Z(D)(m) = Θ∗
(nD(m−1)+1) · · ·Θ∗(nD(m))

.

O caso, D = 1 coincide com a Renormalização de Zorich. Por outro lado, estaremos
interessados no caso D = d − 1. Quando o contexto estiver claro iremos simplesmente
escrever Z(m) para Z(d−1)(m) e f m para f (n(d−1)(m)), λm para o dado métrico. Com esta
notação, temos

λm = Z(m + 1)λm+1.

Vamos também definir, para m < n,

Q(m,n) = Z(m + 1) · · ·Z(n),
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de modo a obter
λm = Q(m,n)λn.

Também vamos escrever Q(n) para Q(0,n). Os coeficientes Qαβ(m,n) tem a seguinte
interpretação. Seja Im =

∪
β∈A

Im
β o domínio de f m. Para n ≥ m, temos In ⊂ Im e f n é a

aplicação de primeiro retorno de f m em In. Então o inteiro não negativo Qαβ(m,n) é o
tempo gasto em Im

α por algum ponto de In
β até seu rertorno a In.

Além disso,
Qβ(m,n) :=

∑
α∈A

Qαβ(m,n)

é o tempo de retorno em In para pontos em In
β .

Exemplo 3.6.5. SejaA = {A,B,C,D} e consideremos D = 3 no algoritmo acelerado de Zorich.
Para uma transformação de intercâmbio de intervalos cuja sequência de Rauzy é dada pela figura
3.13, temos que os primeiros termos da sequência crescente n3(m) são

n3(0) := 0; n3(1) = 18; n3(2) = 27; n3(3) = 36 · · ·

Figura 3.13: Sequência de Rauzy

Lema 3.6.6. ([8] Lema 1.2.4). Seja f satisfazendo a condição de Keane. Assuma que

n ≥
 m + 2d − 3, se d ≥ 3

m + 2, se d = 2
.

Então, para todo α, β ∈ A, temos Qαβ(m, n) > 0.

Demonstração. Substituindo f por f m, é suficiente considerar o caso m = 0. Para r ≥ 0,
seja

Q(r) = Θ∗
(1) · · ·Θ∗(r)

.
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Como os termos da diagonal principal das matrizes Θ∗ são iguais a 1 temos que

Qαβ(r) > 0⇒ Qαβ(r + 1) > 0.

De fato, Q(r + 1) = Q(r)Θ∗(r+1) implica

Qαβ(r + 1) =
∑
γ

Qαγ(r)Θ∗
(r+1)

γβ

γ=β

≥ Qαβ(r)Θ∗
(r+1)

ββ

= Qαβ(r) > 0.

Fixemosα, β ∈ A.Vamos construir uma sequência de índices distintosα = α1, · · ·αs =

β e inteiros 0 = r1 < r2 < ... < rs tais que

Qα1α j(r) > 0, para r ≥ r j.

Notemos que Qα1α j(r) ≥ Qα1α j(r1) > 0. Se α = β,

Qαβ(1) = Qαα(1) = 1 > 0, então

Qαβ(r) ≥ Qαβ(1) > 0.

Suponhamos α , β e definamos r2 = min
{
n ≥ 0;γn = α1

}
, isto é, r2 é o primeiro tempo

que α1 ganha. E seja α2 o perdedor no tempo r2, logo α1 , α2.

Temos que
Θ∗

(r2)
= Id + Eα1α2 implica Θ∗

(r2)

α1α2
= 1 > 0.

Como Q(r2) = Q(r2 − 1)Θ∗(r2)
, então

Qα1α2(r2) =
∑
γ

Qα1γ(r2 − 1)Θ∗
(r2)

γα2

γ=α1

≥ Qα1α1(r2 − 1)Θ∗
(r2)

α1α2

= Qα1α1(r2 − 1)

≥ Qα1α1(1) > 0.

Sejam r′2 = min
{
n > r2;γr2

′
< {α1, α2}

}
, r3 = min

{
n > r′2;γr3 ∈ {α1, α2}

}
e α3 a letra

perdedora em r3. Então γr3−1 = α3 e, portanto α3 < {α1, α2}.
Temos que

Θ∗
(r3)
= Id + Eγr3α3 implica Θ∗

(r3)

γr3α3
= 1 > 0.
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Vimos que γr3 ∈ {α1, α2}, então γr3 = αl, 1 ≤ l ≤ 2.
Como Q(r3) = Q(r3 − 1)Θ∗r3 , então

Qα1,α3(r3) =
∑
γ

Qα1γ(r3 − 1)Θ∗
(r3)

γα3

γ=αl
≥ Qα1αl(r3 − 1)Θ∗

(r3)

αlα3

= Qα1αl(r3 − 1)

≥ Qα1αl(rl), pois r3 − 1 ≥ rl

> 0.

Portanto, Qα1αl(r) > 0 para r ≥ rl.

Assumamos que tenhamos construido α1, · · · , α j, r1, · · · , r j, com β , αl para 1 ≤ l ≤ j.
Sejam r′j = min

{
n > r j;γr j < {α1, · · · , α j}

}
, r j+1 = min

{
n > r′j;γ

r j+1 ∈ {α1, · · · , α j}
}

e α j+1 a
letra perdedora em r j + 1. Então γr j+1−1 = α j+1 e, portanto α j+1 < {α1, · · · , α j}. Temos que

Θ∗
(r j+1)

= Id + Eγrj+1α j
implica Θ∗

(rj+1)

γ
rj+1α j+1

= 1 > 0.

Vimos que γr j+1 ∈ {α1, · · · , α j}, então γr j+1 ∈ {α1, · · · , α j}, então γr j+1 = αl, 1 ≤ l ≤ j.
Como, Q(r j+1) = Q(r j+1 − 1)Θ∗

(r j+1)
, então

Qα1α j+1(r j+1) =
∑
γ

Qα1γ(r j+1 − 1)Θ∗
(r j+1)

γα j+1

γ=αl
≥ Qα1αl(r j+1 − 1)Θ∗

(r j+1)

αlα j+1

= Qα1αl(r j+1 − 1)

= Qα1αl(rl), pois r j+1 − 1 ≥ rl

> 0.

Portanto, Qα1αl(r) > 0, para r ≥ r j+1. Em algum momento iremos obter αs = β. Resta
ver como muitos passos do acelerado de Zorich (com D = d − 1) são necessários para
atingir rs.

Vimos que Qα1α j(r j) > 0.
Para j = 2, r2 ≤ nd−1(1)+1.De fato, Qα1α2(r2) > 0, entãoγn = α1 para 0 ≤ n ≤ nd−1(1)+1

pois em nd−1(1) + 1 todas as letras ganharam. Pela escolha de α2 temos que

Qα1α2(nd−1(1) + 1) > 0,

logo
r2 ≤ nd−1(1) + 1.
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Para j = 3, r′2 ≤ nd−1(2). De fato, por definição de nd−1(2) temos que γn = α1 ou
γn = α2 para nd−1(1) < n ≤ nd−1(2). Logo,

r
′
2 ≤ nd−1(2).

Além disso, r3 ≤ nd−1(3). De fato, pela definição de nd−1(3) temos γn = α1 ou γn = α1

para nd−1(1) < n ≤ nd−1(3). Logo,
r3 ≤ nd−1(3).

Portanto, para 2 ≤ j < d − 1, temos

r
′

j ≤ nd−1(2 j − 2),

r j+1 ≤ nd−1(2 j − 1).

Por fim, quando s = d > 2, temos

rd ≤ nd−1(2d − 3).

�

Por conveniência vamos reescrever o lema acima para a seguinte forma: Seja f
satisfazendo a condição de Keane. Então existe um inteiro m(d) > 0 tal que para n ≥ m+m(d),
Qαβ(m,n) > 0 para todo α, β ∈ A.

Afirmação 3.6.7. Desde que Q(n) = Q(m)Q(m,n), temos para todo n ≥ m +m(d)

min
β∈A

Qβ(n) ≥ max
β∈A

Qβ(m). (3.29)

Demonstração. Pelo lema acima, para todo α, β ∈ A, Qαβ(m,n) > 0. Então,∑
γ

Qγ(m) ≤
∑
γ

∑
α

Qαγ(m)

≤
∑
α,γ

Qαγ(m)Qγβ(m,n), ∀β

=
∑
α

∑
γ

Qαγ(m)Qγβ(m,n), ∀β

=
∑
α

Qαβ(n), ∀β

= Qβ(n), ∀β.
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Portanto,
max
β∈A

Qβ(m) ≤
∑
γ

Qγ(m) ≤ min
β∈A

Qβ(n).

�

Equação Diofantina

Tomando D = d−1 no lema 3.6.6, é exigido que as matrizes Z não sejam tão grandes
no seguinte sentido:

(A) para todo ϵ > 0 existe Cϵ > 0 tal que para todo n ≥ 0 temos

∥Z(m + 1)∥ ≤ Cϵ∥Q(m)∥ϵ.

A prova dessa condição pode ser encontrada em [8].
Podemos reformular (A) em termos dos comprimentosλm

α .É conveniente considerar
aqui como a norma de uma matriz a soma de todos os seus coeficientes em valor
absoluto. As matrizes que consideramos aqui tem entradas não negativas.

Proposição 3.6.8. Temos sempre, para m ≥ 0,

max
α∈A
λm
α ≥

λ∗

∥Q(m)∥ ≥ min
α∈A
λm
α . (3.30)

A condição (A) é equivalente a seguinte estimativa inversa: para todo ϵ > 0 existe C′ϵ > 0 tal
que

max
α∈A
λm
α ≤ C

′
ϵ∥Q(n)∥ϵmin

α∈A
λm
α . (3.31)

Demonstração. Vamos mostrar que de fato a primeira afirmação é válida.

λ∗ =
∑
α∈A
λ0
α =

∑
β∈A

Qβ(m)λm
β

≤
∑
β∈A

Qβ(m) max
α∈A
λm
α

= max
α∈A
λm
α

∑
β∈A

Qβ(m)

= max
α∈A
λm
α

∑
β∈A

∑
α∈A

Qαβ(m)

= max
α∈A
λm
α

∑
α,β∈A

Qαβ(m) = max
α∈A
λm
α ∥Q(m)∥.
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Analogamente,

λ∗ =
∑
α∈A
λ0
α =

∑
β∈A

Qβ(m)λm
β

≥
∑
β∈A

Qβ(m) min
λ∈A
λm
β

= min
α∈A
λm
α ∥Q(m)∥.

Logo,

min
α∈A
λm
α ≤

λ∗

∥Q(m)∥ ≤ max
α∈A
λm
α .

Assuma que (A) é satisfeita. Seja n = m+ 2d− 3, se d ≥ 3 ou n = m+ 2, se d = 2 como
no lema 3.6.6.

Se d = 2 então,
Q(m,m + 2) = Z(m + 1)Z(m + 2).

Portanto,

∥Q(m,m + 2)∥ ≤ ∥Z(m + 1)∥ ∥Z(m + 2)∥
≤ Cϵ∥Q(m)∥ϵ Cϵ∥Q(m + 1)∥ϵ

= C2
ϵ∥Q(m)∥ϵ ∥Q(m)Z(m + 1)∥ϵ

≤ C2
ϵ∥Q(m)∥ϵ∥Q(m)∥ϵ ∥Z(m + 1)∥ϵ

≤ C2
ϵ∥Q(m)∥2ϵ(Cϵ)ϵ ∥Q(m)∥ϵ2

≤ C2+ϵ
ϵ ∥Q(m)∥2ϵ+ϵ2 , tome ϵ

′
= max{2 + ϵ, 2ϵ + ϵ2}

≤ (Cϵ)ϵ
′
∥Q(m)∥ϵ

′
.

Se d ≥ 3, por um processo análogo ao caso acima, porém mais trabalhoso, podemos
mostrar que

∥Q(m,m + 2d − 3)∥ ≤ C
′
ϵ∥Q(m)∥ϵ, para todo ϵ > 0.

Por outro lado, pelo lema 3.6.6 como para todo α, β ∈ A, Qαβ(m, n) > 0 temos

min
α∈A
λm
α ≥ max

α∈A
λn
α.
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De fato, λm = Q(m,n)λn, implica

λm
α =

∑
β

Qαβ(m, n)λn
β

≥
∑
β

λn
β

≥ max
β∈A
λn
β,∀α ∈ A.

Portanto,
min
α∈A
λm
α ≥ max

α∈A
λn
α.

Assumamos agora que vale a estimativa da proposição.
Temos sempre que

max
α∈A
λα ≥ d−1∥Z(m + 1)∥min

α∈A
λm+1
α .

De fato, seja α0 ∈ A tal que max
α∈A
λm
α = λ

m
α0 . Temos

∑
α∈A
λm
α ≤

∑
α∈A
λm
α0 = dλm

α0 ⇔ d−1
∑
α∈A
λm
α ≤ λm

α0 .

Além disso, como
λm
α =

∑
β

Zαβ(m + 1)λm+1
β

segue que

max
α∈A
λm
α ≥ d−1

∑
α∈A

∑
β∈A

Zαβ(m + 1)λm+1
β


≥ d−1

∑
α∈A

∑
β∈A

Zαβ(m + 1) min
α∈A
λm+1
α


= d−1 min

α∈A
λm+1
α

∑
α∈A

∑
β∈A

Zαβ(m + 1)


= d−1 min

α∈A
λm+1
α ∥Z(m + 1)∥.

Por outro lado, como α0 nunca ganha no intervalo de tempo [nD(m), nD(m + 1)],

λm
α0 = λ

m+1
α0 .

Além disso,
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λm
α0 ≤ max

α∈A
λm+1
α

≤ Cϵmin
α∈A
λm+1
α ∥Q(m + 1)∥

≤ Cϵd∥Z(m + 1)∥−1 max
α∈A
λm
α ∥Q(m + 1)∥ϵ

≤ C2
ϵd∥Z(m + 1)∥−1 min

α∈A
λm
α ∥Q(m)∥ϵ ∥Q(m + 1)∥ϵ

≤ C2
ϵd∥Z(m + 1)∥−1 λm

α0 ∥Q(m)∥ϵ ∥Q(m + 1)∥ϵ.

Portanto,

∥Z(m + 1)∥ ≤ C2
ϵ d∥Q(m)∥ϵ ∥Q(m + 1)∥ϵ.

Assim, concluimos a condição (A). �



Capítulo 4

O Tempo de Primeiro Retorno da
Transformação de Intercâmbio de

Intervalos

SejaPn a partição de I = [0, 1) consistindo de f i (In
α

)
, com 0 ≤ i < Qα(n).Observemos

que
∑
β∈A

Qβ(n)λn
β = 1 e RIn(x) = Qα(n), para cada x ∈ In

α.

Agora, seja Pn(x) o elemento da partição dePn que contém x. Definimos Rn(x) como
sendo o tempo de primeiro retorno para Pn(x), isto é, Rn(x) = RPn(x)(x).

Antes de enunciarmos a primeira proposição deste capítulo, consideremos as se-
guintes observações.

Observação 4.0.9. Dado um conjunto E mensurável vamos encontrar uma relação entre
R f (E)(x) e RE(x).

Sabemos que

f R f (E)(x) ∈ f (E) e f i(x) < f (E), com 1 ≤ i ≤ R f (E)(x) − 1.

⇕

f R f (E)(x)−1 ∈ E e f i−1(x) < E, com 0 ≤ i − 1 ≤ R f (E)(x) − 2.

Logo, RE(x) = R f (E)(x) − 1⇔ R f (E)(x) = RE(x) + 1. E assim,

R f i(In
α)(x) = 1 + R f i−1(In

α)(x) = . . . = i + RIn
α
(x).

Observação 4.0.10. Desde que f Qα(n)(In
α) ⊂ In, temos

x ∈ f i (In
α

)⇒ f −i(x) ∈ In
α ⇒ RIn( f −i(x)) = Qα(n).

44
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A proposição a seguir dá uma estimativa para tempo de primeiro retorno de um
ponto x a Pn(x).

Proposição 4.0.11. Temos sempre para n ≥ 1,

min
β∈A

Qβ(n) ≤ Rn(x) < 2 max
β∈A

Qβ(n +m(d)) +max
β∈A

Qβ(n).

Demonstração. Seja x ∈ [0, 1), então x ∈ f i (In
α

)
= Pn(x) para algum 0 ≤ i < Qα(n) e para

algum α ∈ A. Afirmamos que f − j(x) < In para todo 0 ≤ j < i. De fato, suponha que
f − j(x) ∈ In =

∪
α∈A

In
α ⇒ f − j(x) ∈ In

β para algum β ∈ A ⇒ x ∈ f j
(
In
β

)
⇒ x ∈ f i (In

α

)∩
f j

(
In
β

)
, o que é um absurdo pois f i(In

α) e f j(In
β) são elementos de Pn.

Além disso, f −i(x) ∈ In
α.

Por construção de Pn e da observação 4.0.9 temos,

Rn(x) = RPn(x)(x) = R f i(In
α)(x) = i + RIn

α
(x) ≥ i + RIn(x),

no qual a desigualdade decorre do fato de In
α ⊂ In e, portanto, RIn

α
(x) ≥ RIn(x). Temos

ainda que se f Qα(n)
(
In
α

) ⊂ In, então pela observação 4.0.10, RIn(x) = Qα(n) − i. Assim,
Rn(x) ≥ Qα(n).

Seja x ∈ f j
(
In+m(d)
β

)
para algum β e 0 ≤ j < Qβ(n + m(d)). Então,

f Qβ(n+m(d))− j(x) ∈ In+m(d). De fato, como x ∈ f j
(
In+m(d)
β

)
, segue que

f − j(x) ∈ In+m(d)
β ⇒ f Qβ(n+m(d))( f − j(x)) ∈ f Qβ(n+m(d))

(
In+m(d)
β

)
∈ In+m(d).

Desde que Qαγ(n,n + m(d)) > 0, para todo α, γ ∈ A, temos que a órbita f l(y), com
y ∈ In+m(d)

γ visita In
α antes de retornar a In+m(d), com l ≤ Qγ(n + m(d)). Queremos saber

quando esta órbita visita In
α. Da afirmação acima temos que existe γ ∈ A tal que

f Qβ(n+m(d))− j(x) ∈ In+m(d)
γ ⇒ f l+Qβ(n+m(d))− j(x) ∈ f l

(
In+m(d)
γ

)
⊂ In
α.

Logo,

Rn(x) = RIn
α
+ i

< Qβ(n +m(d)) − j + l +Qα(n)

≤ Qβ(n +m(d)) − j +Qγ(n +m(d)) +Qα(n)

≤ max
β∈A

Qβ(n +m(d)) − j +max
γ∈A

Qγ(n +m(d)) +max
α∈A

Qα(n)

< 2 max
β∈A

Qβ(n +m(d)) +max
α∈A

Qα(n).
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Além disso, como Rn(x) ≥ Qα(n) ≥ min
β∈A

Qβ(n), segue o resultado da proposição. �

Definimos Wn(x, y) como o tempo de entrada de x em Pn(y), isto é,

Wn(x, y) = RPn(y)(x) = min
{
j ≥ 1; f j(x) ∈ Pn(y)

}
.

Notemos que Wn(x, y) ≤ i para todo x = f −i(y), i ≥ 1.

De fato, Wn

(
f −1(y), y

)
= min

{
j ≥ 1; f j−i(y) ∈ Pn(y)

}
j=i
= min

{
j ≥ 1; y ∈ Pn(y)

}
. Como

f −i(y) pode entrar antes em Pn(y), segue que Wn(x, y) ≤ i. Além disso, não há limite
inferior para Wn(x, y) como na proposição 4.0.11.

Proposição 4.0.12. Para todo x, y e para todo n ≥ 0 temos a seguinte desigualdade:

Wn(x, y) < 2 max
β∈A

Qβ(n +m(d)) +max
β∈A

Qβ(n).

Demonstração. Seja x ∈ f i
(
In+m(d)
α

)
para algum α e i com 0 ≤ i < Qα(n + m(d)) e

y ∈ f j
(
In
β

)
= Pn(y) para algum β e j com 0 ≤ j < Qβ(n). Por construção de Pn temos

Wn(x, y) = RPn(y)(x) = R
f j
(
In
β

)(x) = j + RIn
β
(x).

Além disso, dado x ∈ f i
(
In+m(d)
α

)
segue que,

f −i(x) ∈ In+m(d)
α ⇒ f Qα(n+m(d))−i(x) ∈ f Qα(n+m(d))

(
In+m(d)
α

)
.

Logo, f Qα(n+m(d))−i(x) ∈ In+m(d).

Desde que Qβγ(n,n + m(d)) > 0 temos que a órbita f l(y), com y ∈ In+m(d)
γ visita

In
β antes de retornar a In+m(d), com l ≤ Qγ(n + m(d)). Portanto, existe γ ∈ A tal que

f Qα(n+m(d))−i(x) ∈ In+m(d)
γ ⇒ f l+Qα(n+m(d))−i(x) ∈ f l(In+m(d)

γ ) ⊂ In
β . Disso, segue que,

Wn(x, y) = RIn
β
(x) + j

< l +Qα(n +m(d)) − i +Qβ(n)

< Qγ(n +m(d)) +Qα(n +m(d)) +Qβ(n)

≤ max
β∈A

Qγ(n +m(d)) +max
α∈A

Qα(n +m(d)) +max
β∈A

Qβ(n)

≤ 2 max
β∈A

Qγ(n +m(d)) +max
β∈A

Qβ(n).

Donde segue o resultado. �
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Lema 4.0.13. Se a transformação de intercâmbio de intervalos satisfaz a condição (A), então
para todo ϵ > 0 podemos encontrar C > 0 tal que para todo n ≥ m(d)

C∥Q(n)∥1−ϵ ≤ min
β∈A

Qβ(n).

Demonstração. Se n = m +m(d), para todo ϵ′ > 0 temos

∥Q(n)∥ =
∑
α,γ

|Qαγ(n)| =
∑
α,γ

Qαγ(n)

=
∑
α,γ

∑
β

Qαβ(m)Qβγ(m,n)


=

∑
β,γ

∑
α

Qαβ(m)Qβγ(m,n)


=

∑
β,γ

Qβγ(m,n)
∑
α

Qαβ(m)


=

∑
β,γ

(
Qβγ(m,n)Qβ(m)

)
≤

∑
β,γ

(
Qβγ(m,n) max

η∈A
Qη(m)

)
= max

η∈A
Qη(m)

∑
β,γ

Qβγ(m,n)

= max
η∈A

Qη(m)∥Q(m,n)∥.

De 3.29, obtemos

∥Q(n)∥ ≤ min
η∈A

Qη(n)∥Q(m,n)∥

= min
η∈A

Qη(n)∥Z(m + 1) . . .Z(n)∥

≤ min
η∈A

Qη(n)∥Z(m + 1)∥ . . . ∥Z(n)∥

≤ min
η∈A

Qη(n)Cϵ′∥Q(m)∥ϵ′ . . .Cϵ′∥Q(n − 1)∥ϵ′ , pela condição (A)

≤ min
η∈A

Qη(n)Cm(d)
ϵ′ (∥Q(m)∥ . . . ∥Q(n − 1)∥)ϵ′

≤ min
η∈A

Qη(n)Cm(d)
ϵ′ (∥Q(m)∥m(d))ϵ

′
, pois ∥Q(i)∥ ≤ ∥Q( j)∥, para todo j ≥ i

= min
η∈A

Qη(n)C∥Q(n)∥ϵ, onde ϵ′ =
ϵ

m(d)
.

�

Lema 4.0.14. Se a transformação de intercâmbio de intervalos satisfaz a condição (A) então,
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lim
n→∞

log |Pn+1(x)|
log |Pn(x)| = 1 e a convergência é uniforme.

Demonstração. Para todo ϵ > 0,

min
β∈A
λn+1
β ≥

max
β∈A
λn+1
β

C′ϵ∥Q(n + 1)∥ϵ , por 3.31

≥
max
β∈A
λn+1
β

C′ϵ∥Q(n)∥ϵ∥Z(n + 1)∥ϵ , pois Q(n + 1) = Q(n)Z(n + 1)

≥
max
α∈A
λn
α

C′ϵ∥Q(n)∥ϵ∥Z(n + 1)∥ϵ+1 , pois λn = Z(n + 1)λn+1

≥
max
α∈A
λn
α

C′ϵCϵ+1
ϵ ∥Q(n)∥ϵ∥Q(n)∥ϵ(ϵ+1)

, pela condição (A)

=
max
α∈A
λn
α

C′ϵCϵ+1
ϵ ∥Q(n)∥ϵ(ϵ+2)

≥ λ∗

C′ϵCϵ+1
ϵ ∥Q(n)∥1+ϵ(ϵ+2)

, por 3.30

e

max
α∈A
λn
α ≤ C′ϵ∥Q(n)∥ϵmin

α∈A
λn
α

≤ C′ϵ∥Q(n)∥ϵ−1λ∗.

Assim, como

− log
(

min
α∈A
λn+1
α

)
≤ − log

(
λ∗

C′ϵCϵ+1
ϵ ∥Q(n)∥1+ϵ(ϵ+2)

)
= log

(
C′ϵCϵ+1

ϵ ∥Q(n)∥1+ϵ(ϵ+2)

λ∗

)
= log(C′ϵC

ϵ+1
ϵ ) − logλ∗ + (1 + ϵ(ϵ + 2)) log ∥Q(n)∥

e

− log
(

max
α∈A
λn
α

)
≥ − log(C′ϵ∥Q(n)∥ϵ−1λ∗)

= log
(
∥Q(n)∥1−ϵ

C′ϵλ∗

)
= (1 − ϵ) log ∥Q(n)∥ − log(C′ϵλ

∗).
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Segue que,

log |Pn+1(x)|
log |Pn(x)| =

− logλn+1
α

− logλn
α

≤
− log

(
min
α∈A
λn+1
α

)
− log

(
max
α∈A
λn
α

)
≤

log(C′ϵCϵ+1
ϵ ) − logλ∗ + (1 + ϵ(ϵ + 2)) log ∥Q(n)∥
(1 − ϵ) log ∥Q(n)∥ − log(C′ϵλ∗)

=
(1 + ϵ(ϵ + 2)) log ∥Q(n)∥

(
log(C′ϵCϵ+1

ϵ )−logλ∗

(1+ϵ(ϵ+2)) log ∥Q(n)∥ + 1
)

(1 − ϵ) log ∥Q(n)∥
(
1 − log(C′ϵλ∗)

(1−ϵ) log ∥Q(n)∥

) .

Portanto,

lim
n→∞

log |Pn+1(x)|
log |Pn(x)| ≤ 1 + ϵ(ϵ + 2)

1 − ϵ , para todo ϵ

≤ 1.

Por outro lado, como |Pn+1(x)| ≤ |Pn(x)| e |Pn(x)| ≤ 1, temos

log |Pn+1(x)| ≤ log |Pn(x)| ⇒
log |Pn+1(x)|
log |Pn(x)| ≥ 1⇒ lim

n→∞

log |Pn+1(x)|
log |Pn(x)| ≥ 1.

E assim, segue o resultado do lema. �

Pelo proposição abaixo, para n suficientemente grande, o tempo de primeiro retorno
de um ponto x ∈ Pn(x) é inversamente proporcional ao comprimento de Pn(x).

Proposição 4.0.15. Para uma transformação de intercâmbio de intervalos que satisfaz a condi-
ção (A) temos que para todo x

lim
n→∞

log Rn(x)
− log |Pn(x)| = 1.

Demonstração. Pela proposição 4.0.11 e lema 4.0.13 se n ≥ m(d), então para todo ϵ > 0
podemos escolher uma constante C > 0 tal que

Rn(x) ≥ min
β∈A

Qβ(n) ≥ C∥Q(n)∥1−ϵ.
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Além disso, desde que

∥Q(n)∥1+ϵ = ∥Q(n)∥ ∥Q(n)∥ϵ

≥ λ∗∥Q(n)∥ϵ
max
α∈A
λn
α

, por 3.30

≥ λ∗

C′ϵmax
α∈A
λn
α

, por 3.31

temos

Rn(x) ≥ C∥Q(n)∥1−ϵ = C(∥Q(n)∥1+ϵ) 1−ϵ
1+ϵ

≥ C

 λ∗

C′ϵmax
α∈A
λn
α


1−ϵ
1+ϵ

≥ C
(
λ∗

C′ϵ|Pn(x)|

) 1−ϵ
1+ϵ

= C(C
′
ϵ)
− 1−ϵ

1+ϵ (λ∗)
1−ϵ
1+ϵ |Pn(x)|− 1−ϵ

1+ϵ .

Assim, para todo x

log Rn(x)
− log |Pn(x)| ≥

log(C(C′ϵ)−
1−ϵ
1+ϵ (λ∗)

1−ϵ
1+ϵ |Pn(x)|− 1−ϵ

1+ϵ )
− log |Pn(x)|

=
log(C(C′ϵ)−

1−ϵ
1+ϵ (λ∗)

1−ϵ
1+ϵ ) − 1−ϵ

1+ϵ log |Pn(x)|
− log |Pn(x)|

=
log(C(C′ϵ)−

1−ϵ
1+ϵ (λ∗)

1−ϵ
1+ϵ )

− log |Pn(x)| +
1 − ϵ
1 + ϵ

.

Daí, segue que

lim inf
n→∞

log Rn(x)
− log |Pn(x)| ≥ lim inf

n→∞

log(C(C′ϵ)−
1−ϵ
1+ϵ (λ∗)

1−ϵ
1+ϵ )

− log |Pn(x)| +
1 − ϵ
1 + ϵ

=
1 − ϵ
1 + ϵ

, para todo ϵ > 0

= 1.

Pela condição (A), para todo ϵ > 0 podemos escolher uma constante D tal que

∥Q(n,n +m(d))∥ = ∥Z(n + 1) . . .Z(n +m(d))∥
≤ ∥Z(n + 1)∥ ∥Z(n + 2)∥ . . . ∥Z(n +m(d))∥
≤ Cϵ∥Q(n)∥ϵ(d + 1) . . . (d + 1)

= Cϵ∥Q(n)∥ϵ(d + 1)m(d)−1

= D∥Q(n)∥ϵ, onde D := D(ϵ, d).
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Portanto,

max
β∈A

Qβ(n +m(d)) < ∥Q(n +m(d))∥ ≤ ∥Q(n)∥ ∥Q(n,n +m(d))∥

≤ D∥Q(n)∥ϵ ∥Q(n)∥ = D∥Q(n)∥ϵ+1.

Das desigualdades 3.30 e 3.31 segue que

∥Q(n)∥1−ϵ ≤ λ∗

∥Q(n)∥ϵmin
α∈A
λn
α

≤ C′ϵλ∗

max
α∈A
λn
α

.

Então,

∥Q(n)∥1+ϵ =
(
∥Q(n)∥1−ϵ

) 1+ϵ
1−ϵ ≤

 C′ϵλ∗

max
α∈A
λn
α


1+ϵ
1−ϵ

.

Logo,

max
β∈A

Qβ(n +m(d)) < D

 C′ϵλ∗

max
α∈A
λn
α


1+ϵ
1−ϵ

. (4.1)

Assim, pela proposição 4.0.11 temos

Rn(x) < 2 max
β∈A

Qβ(n +m(d)) +max
β∈A

Qβ(n) < 3 max
β∈A

Qβ(n +m(d))

< 3D

 C′ϵλ∗

max
α∈A
λn
α


1+ϵ
1−ϵ

≤ 3D
(

C′ϵλ∗

|Pn(x)|

) 1+ϵ
1−ϵ

= 3D(C
′
ϵλ
∗)

1+ϵ
1−ϵ |Pn(x)|− 1+ϵ

1−ϵ .

Portanto, para todo x

log Rn(x)
− log |Pn(x)| ≤

log
(
3D(C′ϵλ∗)

1+ϵ
1−ϵ |Pn(x)|− 1+ϵ

1−ϵ
)

− log |Pn(x)|

=
log

(
3D(C′ϵλ∗)

1+ϵ
1−ϵ

)
− 1+ϵ

1−ϵ log |Pn(x)|
− log |Pn(x)|

=
log

(
3D(C′ϵλ∗)

1+ϵ
1−ϵ

)
− log |Pn(x)| +

1 + ϵ
1 − ϵ.
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Daí, segue que

lim sup
n→∞

log Rn(x)
− log |Pn(x)| ≤ lim sup

n→∞

log
(
3D(C′ϵλ∗)

1+ϵ
1−ϵ

)
− log |Pn(x)| +

1 + ϵ
1 − ϵ

=
1 + ϵ
1 − ϵ, para todo ϵ > 0

= 1.

Como,

1 ≤ lim inf
n→∞

log Rn(x)
− log |Pn(x)| ≤ lim sup

n→∞

log Rn(x)
− log |Pn(x)| ≤ 1

temos

lim inf
n→∞

log Rn(x)
− log |Pn(x)| = lim sup

n→∞

log Rn(x)
− log |Pn(x)| = 1.

Portanto,

lim
n→∞

log Rn(x)
− log |Pn(x)| = 1.

�

Antes de apresentarmos os teoremas principais, mostraremos que o limite superior
do logaritmo do tempo de recorrência normalizado por − log r quando r → 0+ é igual
ao limite superior do logaritmo do tempo de recorrência normalizado por − log |Pn(x)|
quando n→∞.

Observação 4.0.16. Queremos mostrar que

lim sup
r→0+

log τr(x)
− log r

= lim sup
n→∞

log τ|Pn(x)|(x)
− log |Pn(x)| .

Fato 4.0.17.

lim sup
r→0+

log τr(x)
− log r

≥ lim sup
n→∞

log τ|Pn(x)|(x)
− log |Pn(x)| . (4.2)

Resta mostrar que a afirmação abaixo é válida:

Afirmação 4.0.18.

lim sup
r→0+

log τr(x)
− log r

≤ lim sup
n→∞

log τ|Pn(x)|(x)
− log |Pn(x)| .

Fato 4.0.19. Seja L = lim sup
r→0+

log τr(x)
− log r

. Então existe rn → 0 tal que lim sup
rn→0

log τrn(x)
− log rn

= L.
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De fato, lim sup
x→a

f (x) = L⇔ lim sup
ϵ→0+

{ f (x); x ∈ B(a, ϵ) \ {a}} = L. Como

L = lim sup
ϵ→0+

{ f (x); x ∈ B(a, ϵ) \ {a}} (1)
= lim sup

n→∞
{ f (xn); xn ∈ B(a, 1/n) \ {a}}

= lim sup
n→∞

f (xn),

segue o resultado.

(1) Seja sup{ f (x); x ∈ B(a, ϵ) \ {a}} = Lϵ. Se lim
ϵ→0+

Lϵ = L, então para todo ϵ > 0, existe
xϵ ∈ B(a, ϵ) tal que

Lϵ − ϵ < f (xϵ) ≤ Lϵ ⇔ lim
ϵ→0+

Lϵ − ϵ ≤ lim
ϵ→0+

f (xϵ) ≤ lim
ϵ→0+

Lϵ = L⇒ lim
ϵ→0+

f (xϵ) = L.

Tome ϵ = 1
n , logo lim

n→∞
f (xn) = L. Como xn ∈ B(a, 1/n) \ {a} ⇒ xn

n→∞→ a.

Demonstração da afirmação 4.0.18: Para todo n, existe ni tal que

|Pni+1(x)| ≤ rn < |Pni(x)|.

Logo,
τ|Pni (x)|(x) ≤ τrn(x) ≤ τ|Pni (x)|(x).

E assim,
log τ|Pni (x)|(x) ≤ log τrn(x) ≤ log τ|Pni (x)|(x).

⇕
log τ|Pni (x)|(x)

− log |Pni(x)| ≤
log τrn(x)
− log |Pni(x)| ≤

log τ|Pni (x)|(x)

− log |Pni(x)| =
log τ|Pni (x)|(x)

− log |Pni+1(x)|
log |Pni+1(x)|
log |Pni(x)| .

Por outro lado, como rn < |Pni(x)|, segue que log rn < log |Pni(x)| e assim log rn

log |Pni (x)| > 1. Logo,

log τrn(x)
− log |Pni(x)| =

log τrn(x)
− log rn

log rn

log |Pni(x)| >
log τrn(x)
− log rn

.

Dessa forma, da desigualdade anterior, temos

log τrn(x)
− log rn

<
log τ|Pni+1(x)|(x)

− log |Pni+1(x)|
log |Pni+1(x)|
|Pni(x)| .

Assim,

L = lim sup
n→∞

log τrn(x)
− log rn

≤ lim sup
n→∞

log τ|Pni+1(x)|(x)

− log |Pni+1(x)|
log |Pni+1(x)|
log |Pni(x)| .

⇕
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L
(2)

≤ lim sup
n→∞

log τ|Pni+1(x)|(x)

− log |Pni+1(x)| ≤ lim sup
n→∞

log τ|Pni (x)|

− log |Pni(x)| . (4.3)

(2)

lim sup
n→∞

log |Pn+k(x)|
log |Pn(x)| = lim sup

n→∞

log |Pn+k(x)|
log |Pn+k−1(x)|

log |Pn+k−1(x)|
log |Pn+k−2(x)| · · ·

log |Pn+2(x)|
log |Pn+1(x)|

log |Pn+1(x)|
log |Pn(x)| = 1,

onde a última igualdade decorre do lema 4.0.14.

Por 4.2 e 4.3 segue o resultado.

Utilizando um argumento análogo podemos mostrar que:

Observação 4.0.20.

lim inf
r→0+

log τr(x)
− log r

= lim inf
n→∞

log τ|Pn(x)|/n2(x)
− log(|Pn(x)|/n2)

.

Observação 4.0.21.

lim sup
r→0+

log τr(x, y)
− log r

= lim sup
n→∞

log τrn(x, y)
− log rn

.



Capítulo 5

Resultados Principais

De posse de todos os resultados obtidos até aqui, mostramos neste capítulo a prova
dos teoremas principais.

Teorema 5.0.22. Para uma transformação de intercâmbio de intervalos que satisfaz a condição
(A), temos

lim sup
r→0+

log τr(x)
− log r

≤ 1, para todo x, lim inf
r→0+

log τr(x)
− log r

≥ 1, q.t.p.

Demonstração. Temos que Pn(x) ⊂ B(x, |Pn(x)|), então como

τ|Pn(x)|(x) = min
{
j ≥ 1; | f i(x) − x| < |Pn(x)|

}
segue da definição de Rn(x), que τ|Pn(x)|(x) ≤ Rn(x). Assim, por 4.0.16 para todo x

lim sup
r→0+

log τr(x)
− log r

= lim sup
n→∞

log τ|Pn(x)|(x)
− log |Pn(x)| ≤ lim sup

n→∞

log Rn(x)
− log |Pn(x)| ≤ 1.

Seja En =
{
x; |∂Pn(x) − x| > 1

n2 |Pn(x)|
}

a união da parte ’central’ de cada intervalo Pn(x).
Notemos que

µ(En) = 1 −
∑ 2

n2 |A
k| = 1 − 2

n2

∑
|Ak| = 1 − 2

n2 ,

onde Ak é cada elemento da partição. Logo,

∞∑
n=0

µ(En) =
∞∑

n=0

(
1 − 2

n2

)
= ∞.

Assim, pelo lema 2.0.9, existe N tal que para todo n ≥ N, x ∈ En.
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Se x ∈ En, como

τ|Pn(x)|/n2(x) = min
{

j ≥ 1; | f j(x) − x| < |Pn(x)|
n2

}
,

segue que

f τ|Pn(x)|/n2 (x)(x) ∈ B
(
x,
|Pn(x)|

n2

)
⊂ Pn(x).

Logo,

Rn(x) ≤ τ|Pn(x)|/n2(x).

O fato de Qαβ(n +m(d)) > 0 para todo α, β implica o decaimento exponencial de |Pn(x)|:

|Pn+m(d)(x)| < 1
d
|Pn(x)|. (5.1)

Com isso, temos a seguinte afirmação:

Afirmação 5.0.23. lim inf
n→∞

|Pn(x)| = lim inf
n→∞

|Pn(x)|
n2 .

De fato, como
|Pn(x)|

n2 ≤ |Pn(x)|, para todo n,

segue que,

lim inf
n→∞

|Pn(x)|
n2 ≤ lim inf

n→∞
|Pn(x)|, para todo n.

Por outro lado, por 5.1,

|Pn+km(d)(x)| < 1
dk
|Pn(x)|, para todo k.

Tomando k = n, temos

|Pn+nm(d)(x)| < 1
dn |Pn(x)| ≤ |Pn(x)|

n2 .

Logo,

lim inf
n→∞

|Pn+nm(d)(x)| ≤ lim inf
n→∞

|Pn(x)|
n2 .

Como,
lim inf

n→∞
|Pn(x)| ≤ lim inf

n→∞
|Pn+nm(d)(x)|.

Temos,

lim inf
n→∞

|Pn(x)| ≤ lim inf
n→∞

|Pn(x)|
n2 .

Assim, segue o resultado da afirmação.
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Com isso, temos para todo x que

lim inf
r→0+

log τr(x)
− log r

= lim inf
n→∞

log τ|Pn(x)|/n2

− log(|Pn(x)|/n2)

≥ lim inf
n→∞

log Rn(x)
− log |Pn(x)| = 1.

�

Observemos que o limite superior em quase toda parte da proposição 4.0.15 vale
para sistemas que preservam medidas em geral. Por [6], para qualquer transformação
que preserva medida no intervalo,

lim sup
r→0+

log τr(x)
− log r

≤ 1, q.t.p.

Portanto,

lim
r→0+

log τr(x)
− log r

= 1, q.t.p.

Este resultado mostra que o tempo de retorno da órbita de um ponto x é inversa-
mente proporcional ao raio da bola B(x, r). Agora, vejamos o teorema para o caso do
tempo de entrada.

Teorema 5.0.24. Assuma que a transformação de intercâmbio de intervalos satisfaz a condição
(A). Então, para todo x e y temos

lim sup
n→∞

log Wn(x, y)
− log |Pn(y)| ≤ 1 e lim sup

n→∞

log τr(x, y)
− log r

≤ 1.

Demonstração. Pela proposição 4.0.12 e por 4.1 temos

Wn(x, y) < 3 max
β

Qβ(n +m(d)) ≤ 3D

 C′ϵλ∗

max
α∈A
λn
α


1+ϵ
1−ϵ

≤ 3D
(

C′ϵλ∗

|Pn(y)|

) 1+ϵ
1−ϵ

= 3D(C
′
ϵλ
∗)

1+ϵ
1−ϵ |Pn(y)|− 1+ϵ

1−ϵ .
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Então, para todo x e y

lim sup
n→∞

log Wn(x, y)
− log |Pn(y)| ≤ lim sup

n→∞

3D(C′ϵλ∗)
1+ϵ
1−ϵ |Pn(y)|− 1+ϵ

1−ϵ

− log |Pn(y)|

= lim sup
n→∞

log(3D(C′ϵλ∗)
1+ϵ
1−ϵ )

− log |Pn(y)| +
1 + ϵ
1 − ϵ

=
1 + ϵ
1 − ϵ, para todo ϵ > 0

= 1.

Escrevamos rn = |Pn(y)|. Como Wn(x, y) = min{ j ≥ 1; f j(x) ∈ Pn(y)} e y ∈ Pn(y), temos
d
(

f Wn(x,y)(x), y
)
≤ |Pn(y)|. Mas, τrn(x, y) = τ|Pn(y)|(x, y) = min{ j ≥ 1; d( f j(x), y) < |Pn(y)|}.

Daí, segue que τrn(x, y) ≤Wn(x, y). Portanto, por 4.0.21

lim sup
r→0+

log τr(x, y)
− log r

= lim sup
n→∞

log τrn(x, y)
− log rn

≤ lim sup
n→∞

log Wn(x, y)
− log |Pn(y)| ≤ 1.

�

Por [4, 6], para qualquer transformação no intervalo preservando medida de Lebes-
gue,

lim inf
r→0+

log τr(x, y)
− log r

≥ 1, q.t.p.

Portanto, temos o seguinte colorário.

Corolário 5.0.25. Para uma transformação de intercâmbio de intervalos que satisfaz a condição
(A) temos

lim
r→0+

log τr(x, y)
− log r

= 1, q.t.p.

A observação abaixo mostra por que o corolário anterior não vale para todo x, y.

Observação 5.0.26. Fixando y e dado ϵ > 0, temos

En =
{
x; Wn(x, y) < |Pn(y)|−1+ϵ

}
=

∪
1≤i<|Pn(y)|−1+ϵ

f i (Pn(y)
)
.

De fato,
x ∈ En ⇔ x ∈ f −Wn(x,y) (Pn(y)

)⇔ x ∈
∪

1≤i<|Pn(y)|−1+ϵ

f i (Pn(y)
)
.

Logo,
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µ(En) = µ

 ∪
1≤i<|Pn(y)|−1+ϵ

f i (Pn(y)
)

≤
∑

1≤i<|Pn(y)|−1+ϵ

µ
(

f i (Pn(y)
))

=
∑

1≤i<|Pn(y)|−1+ϵ

|Pn(y)| = |Pn(y)| |Pn(y)|−1+ϵ = |Pn(y)|ϵ.

vimos que |Pn(y)| decresce para 0 exponencialmente, logo∑
n

µ(En) =
∑

n

|Pn(y)|ϵ ≤
∑

kn

|Pkn(y)|ϵ ≤
( 1
dkn

)ϵ
< ∞.

Assim, pelo lema 2.0.9, para quase todo ponto x, x ∈ En para uma quantidade finita de n. Ou
seja, x < En para todo n suficientemente grande. Logo,

Wn(x, y) ≥ |Pn(y)|−1+ϵ

⇕
log Wn(x, y)
− log |Pn(y)| ≥

log |Pn(y)|−1+ϵ

− log |Pn(y)|
⇕

lim inf
n→∞

log Wn(x, y)
− log |Pn(y)| ≥ 1 − ϵ, q.t.p.

Se escolhermos x = f −1(y) para i ∈N, vimos no capítulo anterior que Wn(x, y) ≤ i para todo n.
Além disso,

Wn(x, y) = min
{
j ≥ 1; f j(x) ∈ Pn(y)

}
= min

{
j ≥ 1; f j−i(y) ∈ Pn(y)

}
= min

{
j ≥ 1;

∣∣∣ f j−i(y) − y
∣∣∣ < |Pn(y)|

}
= τr(x, y), com r = |Pn(y)|.

Logo,

lim
n→∞

log Wn(x, y)
− log |Pn(y)| = lim

n→∞

log τ|Pn(y)|(x, y)
− log |Pn(y)| = lim

r→0+

log τr(x, y)
− log r

= 0,

pois log Wn(x, y) é limitado e − log |Pn(y)| n→∞−→ ∞.



Capítulo 6

Conclusão e Perspectivas Futuras

Vimos, ao longo deste trabalho, conceitos e resultados acerca das transformações
de intercâmbio de intervalos. Fizemos o estudo do tempo de retorno para essas trans-
formações, tema bastante estudado na teoria de Sistemas Dinâmicos. O teorema de
Recorrência de Poincaré, sob determinadas condições, garante que a iterada de quase
todo ponto retorna infitas vezes próximo ao seu ponto de partida. Neste trabalho
mostramos um resultado mais forte, no capítulo 5 mostramos que para quase toda
transformação de intercâmbio de intervalos, que satisfaz a condição (A), dada uma
r-vizinhança do ponto x o tempo de retorno e o tempo de entrada são inversamente
proporcionais a r. Obtemos um resultado que determina a taxa com que essa órbita
retorna próxima do seu estado inicial.

Para trabalhos futuros podemos fazer uma extensão do artigo trabalhado. Estudar
o tempo de retorno para r-vizinhança para transformações afins de intercâmbio de
intervalos. A definição de tal transformação segue abaixo.

Seja a = a0 < a1 < a2 < · · · < am−1 < am = b uma partição do intervalo I = [a, b).

Definição 6.0.27. Uma aplicação f : I → I é uma transformação afim de intercâmbio de
intervalos se é uma transformação bijetiva da forma

f (x) = ewix + di, x ∈ [ai−1, ai), i = 1, 2, · · · ,m

para alguns vetores d = (d1, · · · , dm), w = (ew1 , · · · , ewm) ∈ Rm.

O vetor w é chamado vetor inclinação de f .
Uma transformação de intercâmbio de intervalos é uma transformação afim de

intercâmbio de intervalos com vetor inclinação w = (1, 1, · · · , 1).
Além disso, podemos tentar obter os mesmos resultados que Coelho e De Faria em

[2], sobre distribuição dos tempos de retornos, para transformações de intercâmbio de
intervalos.
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