UNIVERSIDADE FEDERAL DA BAHIA
InsTITUTO DE MATEMATICA
ProGraMA DE POs-GRaDUAGCAO EM MATEMATICA
DisserTaCA0 DE MESTRADO

mhF-EFl‘m
RTUTE SPIRTTTS,
\m.l:r-i.{rr

Entropia Topolégica e Tangéncias Homoclinicas

Caroline Morais Batista

SALVADOR - BA
Agosto/2014



Entropia Topologica e Tangéncias Homoclinicas

Caroline Morais Batista

Dissertagdo apresentada

ao Colegiado da Pés-graduacao
em Matematica

da Universidade Federal da Bahia
como requisito parcial

para a obtencao do titulo de
Mestre em Matematica.

ORIENTADOR: Prof. Dr. Paulo César Rodrigues Pinto Varandas

SALVADOR - BA
Agosto/2014



Batista, Caroline Morais.
Entropia Topolégica e Taangéncias Homoclinicas / Caroline
Morais Batista. - 2014. 66 f.: il.

Orientador: Prof. Dr. Paulo César Rodrigues Pinto Varandas.
Dissertacdo (mestrado) - Universidade Federal da Bahia,
Instituto de Matematica, Salvador, 2014.

1. Trigonometria. 2.Entropia. 3. Tangéncia Homo-
clinica. 4. Método de entropia maxima. I. Varandas, Paulo C.
Rodrigues Pinto. II. Universidade Federal da Bahia. Instituto de
Matematica. III. Titulo.
CDD -516.24
CDU - 514.116







A minha familia, pelo amor

e forca demonstrados a mim.



Agradecimentos

A Deus pela sua infinita bondade e pelo seu precioso amor. Por sempre
estar ao meu lado e me amparar nos momentos dificeis.

Aos meus pais, Samuel e Ivonete, pelo cuidado e pelas lutas por amor
4 mim e a minha irma. A Cinthia pelos beijos e abracos e por sempre aguardar,
ansiosa, o meu retorno a Feira. A vové Gonzo pelo zelo ndo sé para comigo,
mas para com seus filhos, netos, bisnetos e sobrinhos. Aos meus tios e primos
pela torcida durante esses dois anos e pelo carinho demonstrado através de um
sorriso, de uma palavra, de um olhar...

A tia Elitide pela estadia em Salvador, pelos conselhos e por ter sido uma
mée para mim. A tia Eliete pelo carinho e cuidado.

Ao meu orientador, professor Paulo Varandas, pela prestatividade, paci-
éncia e pelo exemplo de profissional que é. Aos demais professores do Instituto
de Matemadtica, a exemplo do professor Vitor, pelos primeiros ensinamentos em
dindmica e pela prestatividade desde a realiza¢do dos projetos. Ao professor Jodo
Paulo pelo incentivo e pela alegria ao saber de minha aceitacdo no mestrado.

Aos membros da banca: professora Vanessa Ramos e professor Kleyber
Mota pela leitura e contribuic¢des a dissertagéo.

A Adriana (Drew), Carol e Mille, companheiras desde a graduagéo, pela
amizade, incentivo e sorrisos. Que bom que chegamos aqui! A Diego pela
amizade, fraternidade e companheirismo.

Ao meu amorzinho, Junilson, meu "solenéide", por ter sido, durante os
primeiros nove meses de mestrado, um grande companheiro e amigo e depois por
ter me escolhido para viver ao seu lado. Pelo seu cuidado, por me levantar nos
momentos de angtstia. Por sempre lembrar que temos um Deus que trabalha em
favor daqueles que nele esperam e que a cada dia nos faz mais do que vencedores!
Te amo, Ju!

A todos os professores que, de alguma forma, sdo responsaveis pela
minha formacdo: Desde tia Evania, que me alfabetizou junto com a minha mae
na escola Jovita Alves, passando pelos professores da Escola Criativa, Castro
Alves e Assis. Aos professores da UEFS, em especial ao professor Cristiano,
pela amizade e orientacdo; ao professor Jean, por ser inspiracdo e exemplo, ndo s6
como professor, mas como ser humano; e ao professor Jodo Cardeal pelas palavras
de incentivo. Cada palavra de vocés é como combustivel que nos da forca para

caminhar e buscar vencer os obstaculos da carreira.



Aos amigos de Feira pelo carinho, por compreenderem minha auséncia e
pela torcida. Amo vocés!!

A todos os meus amigos da pés-graduacdo pelo carinho. Ficamos longe,
por um tempo, danossa familia de sangue, mas ganhamos uma familia do coragéo.
E a primeira vez que eu vejo pessoas que, mesmo com tantas diferencas, zelam
umas pelas outras, seja através de uma palavra de animo, de um abrago ou de
um sorriso. Vocés tornaram essa jornada mais agraddvel. Sempre estardo no meu
coracao!!

Por fim, a FAPESB e a CAPES pelo apoio financeiro.



“S3ao muitas, Senhor, Deus meu,

as maravilhas que tens operado

e também os teus designios para
conosco. Eu quisera anuncié-las

e delas falar, mas sdo incontaveis.”
Salmos 40 : 5.



Resumo

Neste trabalho estudamos a relagdo entre a existéncia de tangéncias homo-
clinicas, continuidade da entropia topolédgica e existéncia de medidas de maxima
entropia. Essencialmente, dos resultados de Bronzi e Tahzibi, um difeomorfismo
com uma tangéncia homoclinica associada a um conjunto bdsico hiperbélico é
ponto de variacdo da entropia se e somente se a peca bdsica tem entropia topo-
l6gica total. Mais ainda, seguindo Buzzi, usamos tangéncias homoclinicas para
construir difeomorfismos em dimensdo 2 que ndo tenham medida de entropia

maximal.

Palavras-chave: Tangéncia Homoclinica, entropia topolégica, medida de entropia

maximal.
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Abstract

In this work we study the relation between the existence of homoclinic
tangency, continuity of topological entropy and the existence of measures of ma-
ximal entropy. Essentially, of the results of Bronzi and Tahzibi, a diffeomorphism
with a tangency associated homoclinic to a hyperbolic basic set is variation point
entropy if and only if the basic piece has full topological entropy. Further, fol-
lowing Buzzi, we use homoclinic tangency to build diffeomorphisms of dimension
2 which have no measure of maximal entropy.

Keywords: Homoclinic tangency, topological entropy, measure of maximal entropy.
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Capitulo 1

Introducao

Um sistema dinamico consiste de um conjunto X, ndo vazio, e uma aplica-
cao
f X — X. A dinamica esta relacionada com a iteracdo da funcdo. Entdo, se
comegarmos com um ponto x € X (que corresponde ao tempo 0) depois ele estard
em f(x) (instante 1), depois em f(f(x)) (instante 2) e assim sucessivamente. Este
é o modelo de dindmica com tempo discreto. Existem, também, modelos de di-
namica com tempo continuo, mas neste trabalho nos restringiremos ao primeiro
caso.

Definimos a orbita de um ponto x pertencente a X como sendo
O(x) = {f"(x);n > 0}. O objetivo dos sistemas dinamicos é descrever como a
maioria das Orbitas se comportam, especialmente quando o tempo vai para o
infinito.

A analise da quantidade de 6rbitas distinguiveis de um sistema dina-
mico é uma das maneiras de caracterizarmos a sua complexidade. A entropia
topoldgica representa este nimero. De forma intuitiva, dados dois pontos que
estdo proximos, suponhamos que ndo conseguimos distingui-los através de uma
resolucdo € > 0. Assim, se tivermos duas 6rbitas de tamanho 1, sé conseguiremos
distingui-las se algum par de iterados delas distar mais do que €. Se f estiver
definido em um espago métrico compacto o niimero dessas 6rbitas distinguiveis é
ﬁnito Chamaremos este nimero de (11, €, f). Quando este nimero cresce expo-
nencialmente, quando n tende ao infinito, temos uma complexidade do sistema.

Ao fazermos a resolugdo € extremamente precisa, obtemos a entropia topolégica

1Se S é (1, €)-separado significa que para x € S a bola dinamica B(x,n,€) = {y; d(f/(x), fi(y)) <
€,Y0 < j < n — 1} ndo contém nenhum outro ponto de S. Logo essas bolas sdo disjuntas e formam
uma cobertura aberta para S. Se a quantidade de bolas/pontos fosse infinita, entrarfamos em
contradi¢do com o fato de que em um compacto toda cobertura aberta admite uma subcobertura
finita.
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de f.

Dizemos que um difeomorfismo f é um ponto de constancia da entropia
topoldgica na topologia C* se existe uma C*-vizinhanga U de f tal que para cada
difeomorfismo g pertencente a U, a entropia de g é igual a entropia de f. Além
disso, chamamos um difeomorfismo de ponto de variacdo da entropia se ele ndo
¢ um ponto de constancia, ou seja, se para qualquer que seja a Ck-vizinhanga U de
f existe g difeomorfismo tal que a entropia de g é diferente da entropia de f.

Segundo Smale ([9]]), para difeomorfismos Axioma A, Q(f) = AjU...UA,,
onde cada A; é fechado, f-invariante e f é topologicamente transitivo sobre A;.
Além disso, como

h(f) = maxh(f|A;).

existe pelo menos um conjunto que é responsavel pela entropia do sistema, isto
é, existe algum ko € {1, ..., k} tal que h(f) = h(f|Ax,). O primeiro resultado principal
da dissertagdo é o seguinte:

Teorema 1.0.1. Seja uma familia parametrizada f, : M — M de difeomorfismos de uma
superficie fechada M desdobrando genericamente uma tangéncia homoclinica em u = 0,
onde Q) fo) = A1 U...AcUO(q) e cada A; é um conjunto hiperbélico isolado e O(q) é a tinica
orbita tangéncia homoclinica associada a um ponto fixo de sela p de algum A;. Entdo, se
O(q) estd associada a Ay e Ay é responsdvel pela entropia, f, é um ponto de variagio da
entropia topoldgica na topologia C', para2 < r < oo.

Uma questdo natural é saber o que acontece se a tangéncia corresponde a

peca bésica que ndo é responsavel pela entropia. De forma mais precisa:

Teorema 1.0.2. Seja f,, uma familia a um pardmetro de difeomorfismos C* numa superficie
M. Se Al ndo é responsdvel pela entropia entdo f, é um ponto de constincia da entropia
topoldgica na topologia C2.

E interessante notar que, na topologia C', mesmo que a tangéncia esteja

no lugar errado, ha variagdo da entropia:

Teorema 1.0.3. [3] Existe um difeomorfismo f de S* fixando um ponto de sela com
intersecio homoclinica transversal e um outro com tangéncia homoclinica tal que f é um

ponto de variagdo da entropia na topologia C'.

Agora, dado um difeomorfismo f definido em uma variedade compacta
M com entropia topolégica positiva, ou seja, tendo um niimero exponencialmente
grande de Orbitas distintas com uma precisdo fixa. Serd que existe uma medida

invariante descrevendo quase todas as 6rbitas? Em que sentido e sob quais
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condigdes a sua entropia é maximal e igual a h,,(f)? Tal medida, se existe, contém
uma representante ergddica e a chamaremos de medida de entropia maximal.

Considerando, entdo, P’(f) como sendo o conjunto das medidas de proba-
bilidade, invariantes e ergddicas para f que ndo sdo quase-periddicas e também,
AYP(f)) = SUP,epi(f) A(f,v), provaremos que

Teorema 1.0.4. Existe fy € Dif f;°(D) com hyop(fo) = O e a seguinte propriedade: Para
cada niimero 1 < r < oo e cada vizinhanga Uy de fo em Dif f;(D), existe f € Uy tal
que hop(f) = 2A(fo) > 0 e AYP'(f)) = LA(fo) e este supremo nio é atingido. Por
consequéncia, f ndo tem medida de entropia maximal.

A dissertagdo estd organizada da seguinte forma. No segundo capitulo
recordamos alguns conceitos e resultados da Teoria da Medida, Teoria Ergédica
e Dinamica Hiperbdlica necessarios para a compreensdo da teoria envolvida no
decorrer da dissertagdo. Apresentamos a defini¢do e algumas propriedades da
entropia topoldgica e dos conjuntos hiperbdlicos, e estabelecemos os conceitos de
ponto de constancia e ponto de variagdo da entropia topoldgica de acordo com
Bronzi e Tahzibi. Por fim, apresentamos o Lema de Perturba¢do e um teorema
devido a Yondim utilizados na demonstracdo de alguns teoremas do terceiro
capitulo.

No terceiro capitulo mostramos condic¢oes suficientes para que um dife-
omorfismo f; seja ponto de variacdo da entropia na topologia C", com 2 < r < oo,
ponto de constancia da entropia na topologia C? e também, na topologia C" para
1 < r < co. Para uma 6rbita de tangéncia homoclinica associada a um ponto fixo
de sela p de alguma peca bésica A;, essas condi¢des sdo o fato desta peca basica
ser ou ndo responsavel pela entropia do sistema. Apresentamos, também, a exis-
téncia de um difeomorfismo f de $? fixando um ponto de sela com intersegdo
homoclinica transversal e um outro com tangéncia homoclinica tal que f é um
ponto de variagdo da entropia na topologia C'.

No quarto e dltimo capitulo, assumindo a existéncia de uma aplicagdo
fo : D — D satisfazendo algumas propriedades, iremos perturbar f; para obter
uma aplicagdo f que exiba uma sequéncia de ferraduras com entropia crescendo

estritamente para 1 log A e sem medida de entropia maximal.



Capitulo 2

Notacoes, Defini¢oes e Ferramentas

Neste capitulo recordaremos algumas defini¢des e teoremas da Teoria da
Medida, Teoria Ergédica e Dinamica Hiperbdlica que serdo ferramentas bésicas

necessdrias para a compreensdo da teoria envolvida no decorrer desta dissertacao.

2.1 Medidas

Nesta se¢do abordaremos alguns conceitos iniciais da Teoria da medida.

Definicado 2.1.1. (o-dlgebra) Seja X um conjunto. Uma familia X de subconjuntos de X
é dita uma o-dlgebra se

e DeXeX

e Se A € Xentio A€ € X

+00
o Se A, € X, qualquer que seja n € IN entdo U A, eX

n=1

Definicdo 2.1.2. (Medida) Seja X um conjunto e X uma o-dlgebra. Uma medida é uma
fungdo p : X — [0, +o0] tal que

o u(0) =0

+00 +00
o u é contavelmente aditiva, ou seja dados E,, € X disjuntos, y(U E,) = Z u(E,)
n=1

n=1
Observemos que se u ndo assume o valor +oco, u é uma medida finita. Se
+00
w(X) =1, u é uma medida de probabilidade. Se existem (E,), € X tais que X = U E,

n=1
e u(E,) < +o0, ¥n, dizemos que u é o-finita.

4
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Definicao 2.1.3. (Medidas invariantes) Seja (X, X, u) um espaco de medidae f : X — X

uma aplicagdo mensurdvel. Dizemos que u é invariante por f se
L(E) = u(f~(E)), para todo conjunto mensurdvel E C X.

Definicao 2.1.4. (Suporte de uma medida) O suporte de uma medida u é o conjunto de
todos os pontos x € X tal que p(U) > 0 para todo aberto U que contém x.

Defini¢ao 2.1.5. (Medida ergédica)Seja u probabilidade f-invariante, tal que f : X — X.
L é ergddica se, YA C X f-invariante (f~1(A) = A) tem-se que u(A) = 0 ou u(A) = 1.

2.2 Entropia

Definicdo 2.2.1. Seja f : M — M uma aplicagio continua definida em um espago métrico
com métricad. Um conjunto S C M é (n, €)- separado para f, (n > 0e € > 0), se para todo
x # y em S existir K inteiro, com 0 < K < n, tal que d(f*(x), f*(y)) > ¢. A quantidade
de pontos distinguiveis (6rbitas distinguiveis) é denominada por

r(n, e, f) = max{#S; S C M é (n, €) - separado para f}

onde #S é a cardinalidade de elementos de S.
O crescimento exponencial do niimero r(n, ¢, f) quando n tende a infinito é
definido por

h(e, f) = limsup % log(r(n, ¢, f)).

n—oo

Definimos a entropia topoldgica como

hip(f) = lim (e, f)

2.2.1 Propriedades da Entropia Topolédgica

Exemplo 2.2.2. A entropia topoldgica da identidade é zero.

Demonstragio. S é (n,€) separado para f se paran > 0 e € > 0, para todo x # y,
30 < k < n—1tal que d(f*(x), f*(y)) > €. Parai < j, temos que se S é (i, €)-separado
implica que S é (j, €)-separado. Assim,

8; =1{S; S é (i,e)-separado} C §; = {S; S é (j,€)-separado }.

No caso da identidade, a inclusdo contraria também é verdadeira. Vejamos: Se
S é (j,€) separado para f, paraj>0ee > 0, paratodox # y, 30 <k < j -1 tal
que d(f*(x), f*(y)) > e. Como a fungdo é a identidade, temos que d(f*(x), f*(y)) =
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d(x,y) = d(ff(x), ffi(y)) > e para 0 < k; <i—1. Logo S ¢é (i,€)-separado. Assim,
§; C §;, e portanto, §; = §;, Yx,y € N, o que implica que (i€, f) = r(j,€, f),
Vx,y € N. Logo r(n,€, f) = r(e, f). Assim,

h(e, f) = limsup % log(r(e, f)) = 0.

n—-oo

Logo, hp(f) = 0. O

Proposicdo 2.2.3. Se f : X — X é uma transformagio continua definida num espago
métrico compacto, entao i, (f¥) = khyy(f), parak > 1.

Demonstragio. Antes de iniciarmos a prova, vejamos a seguinte

Observacio 2.2.4. r(n, ¢, f¥) < r(nk, €, f)

Demonstragio. Se S é (n, €) separado para f* significa que paran > 0 ee > 0, dados
x # y,30 <1 < n-1tal que d((f)(x), (f)(y)) > e. Como! < n— 1, implica

que kI < k(n —1) = kn —k < kn — 1. Assim, d((f®™)(x), (f*)(y)) > €. Logo, S é
(nk, €)-separado para f. O

Mostremos, entdo, que fg,(f*) < khop(f):

1
lin(} lim sup - log(r(n, €, f k))

n—-oo

htop(fk)

IA

lirr01 lim sup % log(r(nk, €, f))

n—oo

= lirr01 lim sup % log(r(l, €, f))

|—o00

= klin(} lim sup % log(r(l,€, f))

>0

= khiop(f).

Observe que fizemos nk = I.

Para a desigualdade contraria, temos que se S é (nk, €)-separado para f,
existe 0 < j < nk — 1 tal que d(f/(x), f/(y)) > €. Como f é uma transformagao
uniformemente continua por hipétese, significa que d(x,y) > 6. Mas, tomando
j = 0 temos que d(x,y) = d((f*)°(x), (f)°(y)) > 6. Logo S é (n, 6)-separado para f*.
Logo, r(nk,e, f) < r(n, 0, fk). Portanto, como 6 = 6(¢) converge para 0 quando €
converge para 0, temos que:

1

e 1 o K
hiop(f) = lel_r)rol lim sup s log(r(nk,e, f)) < }slirol llIrll’l_)Sotlp 7 log(r(n, o, f*))

nk—oco
1. . 1 oy _ L k
z %13(} lim sup - log(r(n, o, f*)) = khtop(f )-

n—00
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Assim, hy,,(f¥) = kh(f). O

Proposicdo 2.2.5. Se f : X — X e g : X — X sdo transformacdes continuas definidas
em espagos métricos compactos, entdo

h(f % 8) = h(f) + h(g)

A demonstracdo desta proposigdo encontra-se em [1].

Defini¢ao 2.2.6. Seja p uma medida invariante. Definimos entropia métrica como

h.(f) = %i_rilo—%log u(B(x,n,¢€))
em que B(x,n,¢€) = {y;d(f/(x), f(y)) <e,YO< j<n—1}.

Teorema 2.2.7. (Principio Variacional)[l6l] Seja f : M — M uma transformagio continua
num espago métrico compacto M. A sua entropia topolégica hy,,(f) coincide com o supremo
das entropias h,(f) da transformagdo f relativamente a todas as probabilidades invariantes,
ou seja:

hiop(f) = supihy(f) ; u € M(f)}
(com M(f) conjunto das probabilidades f-invariantes.)

Definicao 2.2.8. Uma medida u é maximal se ela realiza o supremo, no Principio Vari-
cional.

Definicao 2.2.9. Uma medida é dita quase-periédica se é suportada por uma orbita
periddica ou se estd inserida num circulo topoldgico que é conjugado a uma rotagio.

Proposicdo 2.2.10. A entropia de uma medida quase-periddica é zero.

Defini¢ao 2.2.11. (Expoente de Lyapunov) Sejam f : M — M uma transformagio
diferencidvel e 1 uma medida ergddica invariante. Para cada x € X ev € T,M, A(x,v) =

liminf L log || (") (x).v || é chamado Expoente de Lyapunov associado a x e a v.

2.3 Hiperbolicidade

Nesta se¢do lembraremos de alguns conceitos envolvidos em uma linha
muito importante dos Sistemas Dindmicos: os sistemas uniformemente hiper-
bélicos. Aqui, definiremos os conjuntos dos pontos ndo errantes, periddicos e,
dentre outras coisas, enunciaremos o Teorema da Decomposicdo Espectral. Seja

f: M — M um difeomorfismo de uma variedade compacta M

!Para as quatro primeiras definigdes, f ndo precisa ser um difeomorfismo.
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Definigao 2.3.1. (Conjunto dos pontos ndo errantes) Seja x € M. x é dito ndo errante se

existir, para toda vizinhanca U de x, um inteiro n tal que U N f"(U) # 0.
Denotamos o conjunto dos pontos nédo errantes de f por Q(f).

Defini¢ao 2.3.2. (Conjunto dos pontos periddicos) x € M é dito periddico se f"(x) = x

para algum n > 0.

Denotamos o conjunto dos pontos periddicos de f por Per(f) e o periodo

de x por (x).

Definicao 2.3.3. Um ponto periédico x é chamado hiperbélico se a aplicagio linear
Df™™(x) possui autovalores com wvalor absoluto diferente de 1. Onde Df*™(x) é a
derivada de ™ no ponto x.

Definicio 2.3.4. (Omega limite) Definimos w(x) = {y € X; Iny — oo tal quelimy_,o, f™(x) =
yl

Definicdo 2.3.5. (Fungdo Topologicamente Transitiva) A fungdo f é topologicamente

transitiva se existe x € X tal que O(x) = X onde, O(x) = {f"(x);n € IN}.

Definicdo 2.3.6. (Fungdo Topologicamente Misturadora) A fungido f é topologicamente
misturadora se, para todo par de abertos U e V em X, existe um inteiro N = N(U, V) > 1,
tal que f"(U) NV # 0 para todon > N.

Definicdo 2.3.7. (Conjuntos Hiperbolicos)Um subconjunto fechado A C M é hiperbdlico
se f(A) = Aeparax € A, T\M = E} ® E;, tais que:
* DfAE) = By DF(ER) = B

e Existemc > 0e A € (0,1) tais que:

1. | Df}) |I< cA™ || v ||, quando v € E3,, n > 0 (D f-contragio);
2. I Df;"() IS eA™ || v |, quando v € E¥, n > 0 (D f-expansio).

Observacao 2.3.8. T M é o espago tangente a M no ponto x. E¥ e E; sdo chamados os
subespagos instdvel e estdvel relacionados a x, respectivamente.

Definic¢do 2.3.9. f : M — M é um difeomorfismo parcialmente hiperbélico se para todo
x € M existem E;, E' e ES e uma decomposicio dominada T.M = E{ @ E{ & E;, em que o
subfibrado E:, é contraido, o subfibrado E' é expandido e ES, é o subfibrado central.

Definicao 2.3.10. (Axioma A) A fungio f é dita Axioma A, se

o Q)(f) é hiperbélico;
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e Per(f) = Q).

Definicao 2.3.11. (Conjuntos Estdveis e Instdveis) Definimos o Conjunto Estdvel de
x € M como sendo

We(x) = {y € M;lim, oo d(f" (), f"(v)) = O}.
Do mesmo modo, definimos

Wi(x) = {y € M;limy o d(f"(x), f"()) = 0}
como sendo o Conjunto Instdvel de x. Também definimos

Wi(x) = {y € M;d(f"(x), f*(v)) < €,VYn > 0}

W) = ly € Myd(f(x), f(y)) < €, Yn > 0},
como sendo o Conjunto Estdvel Local e o Conjunto Instdvel Local de x, respectivamente.

De fato, é possivel provar que W; e W! sdo subvariedades de M tangentes
aos espacos Ej e E¥ em x, respectivamente. Veja, por exemplo, [10].

Seja A um conjunto hiperbélico para f. Entdo para toda constante positiva
€ > 0, existe 6 > 0 tal que se d(x, y) < 6 entdo W(x) N W¥(y) = [x, y] é um tnico
ponto, para todo x, y € A.

Dizemos que A tem estrutura de produto local se [x,y] € A para todo
x,y € A, com d(x,y) < 6. (Veja figura2.1)

Definicao 2.3.12. (Conjunto maximal) A é maximal se existe uma vizinhanga V de A
em M tal que A = Nyez = f*(V).

Proposic¢do 2.3.13. A tem estrutura de produto local se, e somente se, A é maximal.

Teorema 2.3.14. (Decomposigio Espectral de Smale) [9]. Sejam M uma variedade dife-
rencidvel compacta e f : M — M um difeomorfismo de classe C. Suponha que Per(f)
é hiperbolico para f. Entdo existem subconjuntos fechados disjuntos A4, ..., A, tais que
Per(f) = A1 U ... U Ay, cada A; é hiperbélico com estrutura de produto local e f é topo-

logicamente transitivo sobre A\;. Se f satisfaz ao Axioma A, entdo este teorema é vdlido

para Q(f).

Os conjuntos A; deste teorema sdo chamados de peca basica.

Definicao 2.3.15. Um ponto q é um ponto homoclinico para f se existe uma peca bdsica

A e um ponto x € A tais que
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Figura 2.1: Estrutura de Produto Local

g € (W*(x) \ x)N (W3(x) \ x).

O ponto homoclinico q é chamado ponto homoclinico transversal se W*(x) e
W#(x) sdo transversais, isto é, o espago tangente a M no ponto g pode ser escrito
como a soma direta T,M = T,W"(x) ® T,W*(x). Caso contrdrio, g € uma tangéncia
homoclinica.

Definicao 2.3.16. Uma classe homoclinica de um ponto periédico hiperbolico p para f
é o fecho das interseccoes transversais entre as variedades estdvel e instdvel desse ponto.
Podemos denotd-la por H(p, f).

Defini¢ao 2.3.17. Seja (¢;); fluxo em M e seja x um ponto de equilibrio do tipo sela. Uma
trajetoria I é um Lago Homoclinico em x se para todo y pertencentea I', im @(y, t)i— 100 =
X.

A partir daqui, por simplicidade, denotaremos h.,(f) por h(f).

Definicao 2.3.18. Um difeomorfismo f é um ponto de constincia da entropia topoldgica
na topologia C* se existe uma Cr-vizinhanga U de f tal que para todo difeormorfismo g €
U, h(g) = h(f). Além disso, chamamos um difeomorfismo de ponto de variagdo da entropia
se ele nio é um ponto de constincia, ou seja, se para qualquer que seja a C*-vizinhanga U

de f existe g difeomorfismo tal que h(g) # h(f).

Lema 2.3.19. Seja f uma aplicagdo continua, como definida no inicio desta se¢io. Temos

que h(f) = h(flog)-

Observacao 2.3.20. O lema acima é uma consequéncia do Teorema de Recorréncia de
Poincaré e do Principio Variacional.

Definicao 2.3.21. (Pega Responsdvel) . Dado f difeomorfismo Axioma A seja Q(f) =
A1 U AU ... U Ay, dado pelo Teorema da Decomposigdo Espectral de Smale. Como
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h(f) = max h(fIA).

existe pelo menos um conjunto que é responsdvel pela entropia de um sistema uniforme-
mente hiperbolico, isto é, existe algum ko € {1, ..., k} tal que h(f) = h(f|Ax,). Assumiremos,
sem perda de generalidade, que ko = k.

Teorema 2.3.22. (A-lema)[2] Seja f : M — M um difeomorfismo e p um ponto fixo
hiperbélico para f. Consideremos D um disco mergulhado de mesma dimensdo que
WH(p), que intersecta transversalmente W*(p). Entdo, para todo € > 0 existe um ny tal
que se n > ng entdo f"(D) estd € — C' préximo da variedade instdvel local de p.

Definicao 2.3.23. (Particdes de Markov)[8] Uma particido de Markov para f é uma
colegdo finita de retangulos R = {R;}"", tais que

o A= Ulei,‘
e Se j# ientdo intR; NintR; =0

e Sez € intR; e f(z) € intR;, entdo
fWH(z) NR)) = f(W*(z,R;)) > W¥(f(2),R))

JW(2) NRy) = f(W*(z,Ry)) € W(f(2),R))

o Sez € int(R; N f_1(int(R;)), entdo
int(R;) N f(W"(z,int(R;))) = W"(f(2), int(R;)

int(R;) N f7H(W*(f(2), int(R)))) = W*(z, int(R;))

onde W*(z',int(Ry)) = W(Z',int(Ry)) N int(Ry), para a = u,s, todo ponto z’ e
retingulo Ry.

Definicado 2.3.24. (Familia parametrizada de difeomorfismos) Uma familia de difeomor-
fismos @, : M — M, com M variedade diferencidvel de classe c* e u € R, é uma aplicagio
®: MXR — M X R definida por O(x, u) = (¢u(x), 1) de classe C*, onde a aplicagdo
x — @u(x) é um difeomorfismo de classe C* para cada i € R.

Definicao 2.3.25. (Desdobramento de tangéncia homoclinica) Uma familia a um parad-
metro de difeomorfismos {¢,,} de uma variedade M desdobra genericamente uma tangéncia
homoclinica de codimensio u > 1 em u = 0 se @g tem um ponto periddico py € M tal que
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suas variedades estdvel e instdvel, W*(pg) e W*(po) com dim W*(py) = u, tem uma 6rbita
de tangéncia que genericamente, é parabélica (de contato quadrdtico) e para valores de
u € (0, €), interseccoes transversais sdo criadas entre as continuagoes analiticas, W*(p,,)
e W"(py), das variedades estdvel e instdvel de py, respectivamente. Além disso, estas va-
riedades invariantes movem-se com relativa velocidade nido-nula com a tangéncia quando
0 pardmetro varia.

Teorema 2.3.26. (Perron-Frobenius)[3] Toda matriz A € Msxs(IR) ndo negativa tem um
autovetor ndo-negativo AU = AU, no qual o autovalor associado A é igual ao raio espectral
|Alax. Se A for irredutivel, entdo existe um tinico autovetor ndo-negativo a menos de
multiplicacdo por uma constante positiva, e este autovetor é estritamente positivo e além
disso, o autovalor maximal de todo menor principal (de ordem menor do que s) de A
satisfaz A" < A. Se A for irredutivel, A" £ A

Definicado 2.3.27. (Filtragio) Uma filtragdo £ adaptada a f é uma sequéncia
D=MycM,cCc..cM=M

onde cada M; é uma subvariedade C* de M compacta, com bordo, tal que dimM; = dimM
e f(Ml) C iTlt(Mi).

Seja £ uma filtragdo como acima. Temos que o conjunto K{ (L) = Mpez fH M\
M;_1) é conjunto f-invariante maximal de M; \ M,_; e é compacto. Além disso,
denotamos K/(£) = Ufﬂ K{ (£). Temos também que

Q; = Q(f) N (M; \ M)

Proposigao 2.3.28. Seja £ uma filtracdo adaptada a f e seja U uma vizinhanga de K/ (L).
Entdo existe uma C°- vizinhanga U de f no conjunto dos homeomorfismos de M tal que,
para toda ¢ € U, £ é uma filtracido adaptada a g e K3(L) estd contido em U. Além
disso, tomando U; = (M; \ Mi_1) N U, podemos escolher a vizinhanga de U de modo que
K8(L) c U,

Esta proposicdo segue somente por continuidade de f e pelo fato da

distancia entre compactos ser positiva.

Lema 2.3.29. (Lema de Perturbagio)Sejam duas aplicagoes diferencidveis f e g : R" —
R™ de classe C*, um conjunto compacto K C R™ eumaberto U C R™ taisque K C U. Seja

r € IN. Entdo existe um operador T : Diff”(R™) — C"(R™) continuo numa vizinhanga
de f tal que T(f)lk = flx e T()lwnwy = glwmuw)-
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Demonstragio. Seja b uma func¢do "bump”com suporte em U, isto é, b : R" — [0, 1]

de classe C™ tal que

bx) = 1 sex € K 2.1)
0 sexeR"\U

e0<b(x) <1lsex e U\K. Sejam f e g como no enunciado, fixe um r € IN e seja

¢ > 0 arbitrario. Definimos uma nova aplicacdo T(f) : R" — R™ por

T(f)(x) = b(x) f(x) + (1 = b(x))g(%)- (2.2)

Sex € K, T(f)(x) = f(x). Sex € R"\ U, T(f)(x) = g(x). Se fi é outro
difeomorfismo de classe C*, entdo para x € U \ k temos que :

| b(x) f(x) + (1 = b(x))g(x) = b(x) fo(x) = (1 = b(x))g(x) |
| 0@) |l f(x) = A() <] f(x) = A |-

| T(H)(x) = T(f)(x) |

Além disso, por indugdo na r-ésima derivada temos que:

DT(f)(x) = Db(x)f(x) +b(x)Df(x) + Dg(x)(1 = b(x)) — g(x)Db(x)
Db(x) f(x) + b(x)D(f (x)) + Dg(x) — Dg(x)b(x) — g(x)Db(x)

Dg(x) + Db(x)(f(x) = 8(x)) + b(x)(Df(x) — Dg(x))

D*T(f)(x) = D?g(x) + D*b(x)(f(x) - g(x))

Db(x)(Df (x) — Dg(x)) + b(x)(D*f(x) — D*g(x))
Db(x)(Df (x) — Dg(x)) = D*g(x) + D*b(x)(f (x) = g(x))
2Db(x)(Df (x) — Dg(x)) + b(x)(D*f(x) — D*g(x))

+ o+ o+

D*g(x) + D’b(x)(f (x) — g(x))

D*b(x)(Df (x) — Dg(x)) + 2D*b(x)(Df (x) — Dg(x))
2Db(x)(D* f(x) — D*g(x)) + Db(x)(D*f (x) — D*g(x))
b(x)(D*f(x) — D*g(x)) = D*g(x) + 3D*b(x)(Df (x) — Dg(x))
Db(x)(f (x) — g(x)) + 3Db(x)(D?*f(x) — D*g(x)) + b(x)(D’ f (x)
— D’(x))

D*T(f)(x)

+ + + o+
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E portanto concluimos que para todo r > 1:
r r - ¥ r—j Ji j
DT(PE) = D'g)+ )|, - D7D fx) ~ Dgl))
j=0

Logo, se dc(f, f1) <0,

I D'T(f)(x) = D'T(f)(x) |l

= 1D+ ) (r i ].)Df-fb<x><fo<x> - Dg(x)
j=0
- Dgl) - (r i ].)Df-fmx)(fol (x) = Dig) |
j=0

= 1) (r . j)D"fb(xfof(x) - Dig) - DIfi(x)
-

+ Dig@) =1y (r ! ].)D’-fb<x><fo<x> ~Difi) |
j=0

< 20 (r ! ].) I Db 1D f(x) = DI () |
]:

< Z(rf].) I D" Tb() || 6.
7=0

Assim, como a aplicacdo b e todas as suas derivadas sdo limitadas,
Z;ZO (rfj) | D"/b(x) || é limitado, digamos por um L > 0 que depende natural-
mente de 7. Logo, tomando 6 < %, temos que

r

Z( d ) | D™-ib(x) || 6 < Lo < ¢
r—j

=0
Logo, provamos a proposicao. O

O seguinte teorema afirma que na topologia C’, a entropia topolégica de
uma funcdo que esteja na vizinhanga de uma fungdo f ndo pode crescer muito.
Mais precisamente:

Teorema 2.3.30. [11)] Para f : M — M de classe C" e §, — f na topologia C’,

lim sup h(g,) < h(f) + 2TmR(f), (2.3)

—

onder >1,m=dimM e R(f) = lim,« % logmax || Df"(x) |I.
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A prova deste teorema é encontrada em [11]].
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Capitulo 3

Tangéncia Homoclinica e Variacao de

Entropia

3.1 Tangéncia Homoclinica e Variacao de Entropia

Teorema 3.1.1. [2] Seja A um conjunto invariante hiperbélico para um difeomorfismo
f. Entdo, existe uma particio de Markov de A para f com retdngulos de didmetros

arbitrariamente pequenos.

Como as pegas basicas do teorema da decomposicdo espectral satisfazem
as hipéteses do teorema acima, temos que para cada peca bésica A; existe uma
particdo de Markov com retdngulos de diametro arbitrariamente pequenos.

O primeiro teorema que iremos enunciar é devido a Bronzi e Tahzibi [3],
e estabelece que a presenca da tangéncia na peca responsavel pela entropia é
condigdo suficiente para a variacdo da entropia topolégica na topologia C’, para
2<r<oo.

Teorema 3.1.2. [3] Seja uma familia parametrizada f, : M — M de difeomorfismos de
uma superficie fechada M desdobrando genericamente uma tangéncia homoclinica em u
=0, onde Q(fy) = A1 U ..Ax U O(q) e cada A\; é um conjunto hiperbélico isolado e O(q)
é a vinica orbita tangéncia homoclinica associada a um ponto fixo de sela p de algum A,.
Entdo, se O(q) estd associada a Ay e Ay é responsdvel pela entropia, f, é um ponto de
variagdo da entropia topoldgica na topologia C', para2 < r < 0.

Demonstragio. Seja uma familia f, como no teorema acima. Para u > 0 conside-
remos 0s conjuntos bdasicos A;(u) como a continuagdo dos A;. Desse modo, nés

temos que A;(u) é hiperbdlico e f,|a,) € conjugado a fy|s,. Entdo, n6s temos

h(fylAi(y)) = h(fOlAi)
16
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paratodoi=1,.., ke todo u pequeno.

Através do desdobramentos da familia f, novos pontos periddicos séo
criados e a entropia do conjunto dos pontos ndo errantes pode aumentar para
certos parametros positivos p. Mostraremos isto através da construg¢do de um
subsistema de f, com uma dindmica mais rica do que fy|x,.

Para construir tal subsistema, nés encontramos um subconjunto de €(f,)
contendo Ax(u) usando Parti¢des de Markov. Tomamos um pardmetro y muito
perto de u = 0. Como f, desdobra genericamente, a aplicagdo f, tem intersecdo

homoclinica transversal perto da O(gy), a 6rbita tangéncia de fo.

>

. Fa\
v / 2 \J
Figura 3.1: Tangéncia homoclinica préximoa u =0

Seja g, esse ponto de intersecdo homoclinica transversal entre W¥(p,,) e
W"(p,.) perto de qo (a tangéncia de f;). Como Ax(u) é hiperbdlico e invariante
maximal definido para f,, existe uma vizinhanga isolante de Ax(u), digamos, V.
Suponhamos que g, ¢ Vi. Seja também Ry, ..., Ry uma particdo de Markov para
Ax(p) tal que

Ar(u) = UR]‘ c Vi

j=1
Como g, ¢ Vi temos que uma parte da O(g,) continua fora de V;. Tome
S

Ni,N; € N, tais que f:t\h(qy) € Rs,fy_Nz(qy) €ERe fﬂ(qy) ¢ UR]- para j = =N, +
j=1

1,..,0,..,N; — 1. Ouseja, R é o retdingulo contendo a primeira iterada positiva de
gu que pertence a Vi e Ry € 0 retingulo contendo a primeira iterada negativa de
gu que pertence a V.

Conseguimos estender a particdo de Markov para um conjunto maior que
contém Ax(u) U O(qo) construindo outros retangulos contendo

PR (/0 M Iy e (/)
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— fa2(a,)
f'2(q,) fallay
R1 —— = =
| IMEE
i 1]
- N
L LLL (g,
IRIRINIRIIE
11 N
| MIPEN| N\

Py R& qu

fu(qy

Figura 3.2: Construgdo da Particdo de Markov (Passo 1)

da seguinte maneira: se nés iteramos R sob fN2, temos uma estreita faixa ao redor

da W*(p,) contendo g,. E se nés iteramos R; sob f™ temos uma estreita faixa ao

redor da W*(p,) contendo g,,. Sabemos que W*(p,,) e W*(p,)) tem intersecdo trans-

versal em g,. Como nés pudemos tomar o didmetro de Markov arbitrariamente

pequeno, temos que f, N(Ry) e fi\]z (R1) sdo transversais. SejaC := f,, NI(RHN ;\]2 (Ry).
s

Observemos que C é disjunto de U R; e contém q,.
i=1

(o fu? (@

£,V (a,) fa'(a,)

Rl H=—

1
i i 1
|
—t—
oA —n
|
gy

1l
|
h
|
i)
=%
~
=)
=
~—

__|_
|
= =4
|
11 U
A__|
|
—r1—
a

Pu Rs q,

fu(aw)

Figura 3.3: Construgdo da Particdo de Markov (Passo 2)

Como
21(C) =R N M2 (Ry) e £,7%(0) = £, TVR N (Ry),

temos que f:]l(C) ¢ uma faixa vertical de altura total contida em R; e f, N2y ¢

uma faixa horizontal de altura total contida em R;. Consideremos os conjuntos
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disjuntos S; definidos como
Sj= £

para j = 1,2,..,N;,N, +1,..,N; + N, = 1. Note que Sy, = C. Agora denote
I =N;+ N, —1econsidere P ={R;y,...,R;, 51, ..., 5} e

R= ORi u U S;.
i=1 j=1

Assim, Ag = m fi/(R) é um conjunto isolado hiperbélico tal que A(y) C

nez.

Agr C Q(f,). O subsistema desejado é a restrigdo f, : Ag — Ag.

Lema 3.1.3. P é uma partigdo de Markov para Ag.

Demonstragio. Temos que todos os R’s satisfazem a propriedade de Markov. Resta
verificar a propriedade de Markov para 5’s. Por construgao nos temos que todos
Ris e S’s sao disjuntos dois-a- -dois, além dlSSO fu(Sj)) =Sjmparaj=1,..,1-1,ja
que S; = f, M*(C) o que implica que fu(S) = fulfu Y2*((C)) e, portanto, fH(S) =
fu MrL(C). Assim,
j=1= fu(S1) = £,7(C) =

j=2= fu(S) = £,°7%(C) =

j=1-1= fu(Si) = £,"21(C) =

Temos também que C := f,; M(R,) N ffl\[z (Rq), o que implica que
f‘u—N2+l+1(C) — ﬂl_Nl_N2+l+l(Rs) N fy_N2+l+l+N2(R1)-

Mas | = N; + N, — 1, o que implica que fﬁh(C) =RsN fﬁ]”Nz(Rl). Como
£u(S) = £7HC) = £21(C), temos que £,(S) = Ry N 2™ (Ry). Logo, fu(S1) € Ry
é uma faixa vertical de altura total.

Assim, f,(S)NR; # 0, fu(S)NR; =0, parai=1,..,s—1e f,(S)NR; =0,
paraj=1,..,1L

Observemos também que, somente R; tem imagem por f, que intersecta

algum S;. De fato,
Si = £7(C) = FNTNIR) N FIRY).

Assim, §; N fJ(Rl) # (). Para j = 1 temos que
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fuR)NSy #0e fu(R))NS;=0,paraj=2,..,1L

Além disso, como S; = f, N2+l(0) = ﬂ,_Nl_NZH(RS) N fu(Ry), implica que
£18) = £ TEHR,) N (Ry)- Logo, £;71(S1) € Ry

Como fy‘ 1(S) c R; é uma faixa horizontal de altura total em R;, entdo
S = fy(fy‘l(Sl)) C fu(Ry). Assim, f,(R1) NSy # 0 e, pela construgdo de Sy, esta
intersecdo satisfaz as condi¢des da Particdo de Markov. Entao P é uma Particao

de Markov para Ag. O

Associaremos o sistema f, : Ag — Ag a um subshift do tipo finito, como
a seguir. Consideremos a particdo de Markov P = {P4, ..., P;;;}, como visto an-
teriormente, e definamos uma matriz de transicdo A, = (4;j)s+xs+) Para f, tal
que:

_{ 1 se f,(P)NP;#0 61)

aji =
10 sefuP)nP;=0

para i,j € {1,..,s +[}. Assim, obtemos uma conjugacdo topoldgica entre f, e

Oa, * L, = Xa,onde Y, C Y. A matriz de transi¢do A, tem a seguinte

forma:
Hi]‘ Selﬁi,jSS
1 sei=1,j=s+1loui=s+1[,j=s
aij = . J . J (3:2)
1 sej=i+lparas+1<i<s+[-1
0 nos outros casos

onde H, = (H;j)sxs € a matrix de transigdo de f,|x,), @ qual é irredutivel, visto que
fu |a, (1) é topologicamente transitivo.

Seja f, como no enunciado do teorema. Anteriormente construimos uma
particdo de Markov para f, |z, para u > 0. Como estamos lidando com uma
Particdo de Markov, podemos dar uma conjugagédo entre f, |, € a dindmica de
um subshift do tipo finito. Seja A, a matriz de transicdo de f, |x,, para p > 0
suficientemente pequeno. Temos que h(f,) = log A,, onde A, é o maior autovalor
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de A,. Pela construgdo da parti¢ao de Markov, temos que

100 ...0
000 ...0

(HP) Do
0 0 ... 0
Ay=1(0 0 ... 0) (0O 1 O 0
of 0 0 1 0
000 ..1

00 ..1)10 0 0

A seguinte proposigdo afirma que o maior autovalor de A, é estritamente
maior do que o maior autovalor de Ay = Hy. Logo, a entropia do sistema f,, |5, (1)

serd maior do que a entropia de fy |4, .

Proposicdo 3.1.4. Seja A, como definido acima. Se A, é o maior autovalor de A, em
médulo, entio, para todo 1 > 0 perto de 0, A, > Ay.

Demonstragiio. Pelo Teorema[2.3.26|A, deve ser irredutivel, ou seja, para todo par
i, j existe alguma poténcia n(i, j) tal que (Az(i’j )) > 0. De fato:

Ay, para a particdo de Markov P = {P;} é irredutivel se, e somente se,
para cada par i, j existe n = n(i, j) tal que f"(P;) N P; # 0, o que é satisfeito por
construcgdo. Observemos que como

Si= £ = £ TIR) 0 Fl(Ry), (3.3)
implica que
£HS) = R N £ Ry). (3.4)
Logo,
£HS) MR # 0. (3.5)

Como paracada§;, le—j + (Sj) intersecta R e o iterado f/(R;) intersecta S, obtemos a
propriedade desejada para todos os elementos de P. Podemos aplicar o teorema de
Perron-Frobenius para a submatriz A, 1, da matrizirredutivel A, obtida excluindo
a tltima linha e a dltima coluna de A,. Dessa forma, o maior autovalor A, de A,

¢ estritamente maior do que o maior autovalor A,; de A, ;. Apesar de A, ndo
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ser, necessariamente, irredutivel, utilizamos o teorema de Perron-Frobenius para
a submatriz A, », cujo maior autovalor é A, e assim A;» < A1 £ A,. Repetimos
este processo até obtermos a submatriz H,,, cujo maior autovalor A, é igual a A,,

ja que f |a, e fo |a, sdo topologicamente conjugados. Assim, A, 2 Ag. m|

Para concluir, observemos que para toda vizinhanga V de f = f,, tomamos
fu com p perto de 0 tal que f, € V e a proposicdo anterior se verifica. Como A
é responsavel pela entropia de fo, h(f,) > h(f |a.) > h(fo 1a) = h(fo). Logo,
h(f,) # h(fo) e assim, fy é um ponto de variacdo da entropia. O

Provaremos agora o seguinte teorema de Bronzi e Tahzibi [3]:

Teorema 3.1.5. Seja f,, uma familia a um pardmetro de difeomorfismos C? numa superficie
M. Se Al ndo é responsdvel pela entropia entdo fy é um ponto de constincia da entropia
topoldgica na topologia C>.

Demonstragio. Considerando a Proposicdo[2.3.28, por Palis-Takens, para um dife-
omorfismo com uma tangéncia homoclinica, como estamos considerando, existe
uma filtragdo £ para Q(f) = Ay U Ay U ... U A U O(g) tal que

o Ai =z f"(Mi\ Miq), parai # k;

o AcUO(q) = Nyez f" (M \ M)

Devido a esta tltima igualdade podemos escolher uma vizinhanga aberta
Uy de Ar U O(g) suficientemente pequena tal que

F(Ui) € M\ My—q e f7(Ux) € My \ M.

Esta vizinhanga tem a forma Uy = int((,<,, f"(Mi \ M_1)), para algum
ny € IN suficientemente grande. Consideremos uma vizinhanca U de f(Uy) e
fY(Uy) tal que U € My \ Mi_1. Observemos que

AU O(q) c Uy cUc Mg\ M. (3.6)

Seja fy : M — M difeomorfismo C?, e assuma, sem perda de generalidade,
que k = 4, Ay = {po} é um ponto fixo atrator e que A3 = {oco} é um ponto fixo
repulsor. Como A4 ndo é responsavel pela entropia de f e como a entropia de
conjuntos invariantes finitos é nula, a entropia de A, e A3 é zero. Dessa forma, a
entropia de f é a entropia de f|,,.

Fixemos agora, um difeomorfismo ¢ : M — M, C?, pertode f. Entdo g tem
oo como um ponto fixo repulsor e py como ponto fixo atrator, tal que €(g) = {oo, po}.
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Seja Uy = (M4 \ M3) N U,onde U é vizinhanga de K¢(£). Suponhamos que K é uma
vizinhanca compacta de A4 U O(g) tal que K C U, C U.

Seja a funcdo T(f) : R" — R" do Lema[2.3.29) que é a prépria fem Ke é g
em R™\U. Encontremos uma vizinhanga de T(f) na topologia C" (para r grande)

na qual a entropia ndo mude de peca responsavel. Denotemos

d = h(f) = h(fla,) = h(fla,) = H(T(f)la,)- (3.7)

Na dltima igualdade utilizamos o fato de que T(f)Ix = flx e aplicamos a
proposicgdo 2.3.28|na vizinhanga compacta K C U, da pega bésica Ay.
Consideremos r > 0 grande o suficiente para que

max(Z2R(f), ZER(T(P) < 15 (8

Seja ¢ > 0 suficientemente pequeno e consideremos 6 > 0 como na de-
monstragdo do Lema[2.3.29, Pelo Teorema[2.3.30} podemos tomar uma vizinhanca
v de T(f) na topologia C’ tal que para toda aplicacdo 7 € v, temos que

(@) < HT() + ZER(T() + 5 39

Como (T (f)Irmu) = 0, temos que h(T(f)) = h(T(f)la,) = h(fla,)- Usando a estima-
tiva 3.8, obtemos

o) < h(fla) + o8 (3.10)

Tomemos, agora, uma vizinhanga w de f na topologia C* (que esté contida

na topologia C") tal que para toda f; € @ tenhamos

de-(fi, ) < 5() (n " j) 1 Db ). (311)
=0

Pela proposi¢ao acima, podemos escolher a vizinhanca w suficientemente
pequena tal que para toda f; € @, tenhamos I'y, = A, U O(q) = Kf (L) c K. Dessa
forma, pelo lema como f; estd préxima de f, para cada f; € w, T tem como
imagem a aplicagdo T(f;) de classe C" que satisfaz as mesmas propriedades da f,

ou seja,
T(fi)lk = filk e

T(folrmw = T(Hlrmwy = gl
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além disso,
n n o
de (TR, T < (Y (n . ].) | Db )= (fi, f) < . (3.12)
j=0

Assim todaaplicacdo f; € w que satisfaz satisfaz e assim pertence
a v, ou seja, satisfaz

WT(R) < (fla) + 0. (319
Observemos que
h(filr,) = (T (f)lr,) < (T(f1)), (3.14)
entdo, pela desigualdade temos que
h(filr,) < (fla) + - ;E)d. (3.15)

Assim, para f; pertencente a w,

h(fl) maX{h(f1|rf1),h(f1|A1)}

max{h(filr, ), h(fla,)}

e+d

max{h(fla,) + T,h(f |a)}

h(fla,) = h(f).

IA

Logo, como h(f1) < h(fla,) = h(fila,) € h(fila,) < h(f1), temos que h(f1) =
h(fila,)- Assim, h(f) = h(fls,) = h(fila,) = h(f1). Dessa forma, pela defini¢do[2.3.18}

na C*-vizinhanga f é um ponto de constancia da entropia topolégica. |

De fato, pode-se extrair uma cota mais precisa para a constancia da en-

tropia como segue:

Teorema 3.1.6. fy é um ponto de constincia na topologia C" (1 < r < o) se h(f) —
h(fla) > a,, em que a, == 22R(f).

Demonstragio. Provaremos o teorema no caso mais simples como na prova do
teorema anterior. Suponhamos que h(f) — h(fls,) > k = 2R(f). Seja ¢ > 0
suficientemente pequeno de modo que

h(f) = h(fla,) > 2TmR(f) + € (3.16)
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Pelo teorema 2.3.30} existe uma vizinhanca v de T(f), na topologia C’, tal que para
todatev,

h(t) < h(T(f)) + ZTmR(T( ) +e. (3.17)

Como T é continuo, se f; estd suficientemente préximo de f na topologia C’,
T(f1) € v e assim,

WT() < WT(P) + Z2R(T(E) + €. (3.18)

Assim, como na demonstragdo do teorema anterior, temos que para f; C'-préximo

de f,
T(f)lk = filk e
T(lemw = T(Hlrnw = glemuw
além disso, T, = Ay U O(q) = KJ'(£) € K. Como

h(filr,) = K(T(f)lr, ) < K(T(f1)), (3.19)
temos que
2m
h(filr,) < W(T(f)) + —=R(T(f)) + . (3.20)

Como h(T(f)) = h(f|a,) temos que

h(f1) max{h(fﬂrf] ), h(f1|Af1)}

max{h(filr, ), h(fla,)}

e+d

max{h(fla,) + 1—0,h(f|Af])}

h(fla) = h(f)-

IA

Logo, como h(fi) < h(fla,) = h(fila,) € h(fila,) < h(f1), temos que h(fr) =
h(fila,). Assim, h(f) = h(fl|a,) = h(fila,) = h(f1). Dessa forma, se a, = 27’”R(f), na
C*-vizinhanca f, é um ponto de constancia da entropia topolégica. O

O préximo teorema nos dé a relagdo entre uma estimativa da entropia de
um sistema depois de uma perturbacdo e os autovalores dos pontos periddicos

associados correspondentes a tangéncia homoclinica.
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Teorema 3.1.7. [5] Seja p um ponto periddico hiperbélico de um difeomorfismo f de
classe C' tal que W*(O(p)) é tangente @ W*(O(p)) em algum ponto. Dado € > 0, para toda
vizinhanga U de f existe g € U tal que

1

h(g) > )

log |A(p)| —e.

Teorema 3.1.8. [3] Existe um difeomorfismo f de S* fixando um ponto de sela com
intersecdo homoclinica transversal e um outro com tangéncia homoclinica tal que f é um
ponto de variagdo da entropia na topologia C'.

Demonstragido. Construiremos aqui, um sistema que apresenta uma ferradura e
uma tangéncia homoclinica correspondente a um ponto fixo hiperbélico fora da
ferradura. Pertubaremos o sistema em uma pequena vizinhanga da tangéncia
a fim de criar uma intersecdo transversal. Faremos isto usando perturbagdo C'
"Snake like"(Newhouse) e obteremos um novo sistema cuja entropia é maior.

Seja a esfera $? cuja as Orbitas dos pontos que estdo proximos ao pélo
norte p., percorrem os meridianos e sdo atraidos pelo p6lo sul py. Suponhamos
que o sistema tem uma ferradura e um lago homoclinico em regides distintas
da esfera. Estas regides sdo delimitadas por meridianos. Suponhamos que este
lago homoclinico é associado a um ponto fixo hiperbdlico p cuja derivada tém
autovalores A(p) = 3 e A(p)™! = 371. Suponhamos também que a ferradura na
primeira regido é formada por duas pernas.

Figura 3.4: Ferradura e Laco Homoclinicof]

“Figura encontrada em [3]]

Temos, entdo, que o conjunto )(f) apresenta trés pogos, uma fonte, uma
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ferradura e um ponto hiperbélico associado a um laco homoclinico . Entdo, a
entropia topoldgica de f é a entropia topolégica de f restrita a ferradura, ou seja
h(f) = h(flr) = log2, e dessa forma, concluimos que a ferradura é responsavel
pela entropia do sistema.

Perturbemos a f na topologia C' para obter g que tem outra ferradura no
lugar do lago homoclinico. Escolhamos um ponto g na Wj (p) e uma vizinhanga

U de q tal que I = W; (p) N U seja um dominio fundamental.

3

Figura 3.5: Laco Homoclinico

Em U facamos uma perturbacdo Snake Like. Suponhamos que ¢ : U —
¢(U) c R? é uma coordenada linearizante tal que ¢(g) = 0. Consideremos a > 0
tal que ¢~!([—a,a] x {0}) C I. Para cada N > 0, grande tomemos A = A(N) > 0 tal
que A.N — 0 quando N — oo. Consideremos a fungdo @ : R?> — R?, tal que:

D(x,y) = (x,y + Acos %)

Temos que ®([—a,a] x {0}) = (x, A cos %) onde x € [—a,a]. Assim, ® envia
[—a,a] sobre a curva y, onde y é o gréfico da fungdo x - Acos ZX. Além disso,
podemos observar que a distancia maximal entre y e 0 eixo x é A. Também temos
que y intercepta [-a,a] N ou N + 1 vezes, a depender da paridade de N, pois para
—a < x < a, fazendo Acos(%) = 0, obtemos que % =3+ kmt. Dessa forma,

temos que <F= < k < 21, Observe que a matriz Jacobiana associada a ® ¢

1 0
DCD(x, y) = (_ . . - )
=N sin(Z) 1

Entdo @ é conservativa ja que | det(D®(x, y) |= 1.
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e $W)

Figura 3.6: ¢

Tome A suficientemente pequeno. Entao para 6 > 0 existe um difeomor-
fismo h, 6-préximo da Id na topologia C'. De fato, definindo

h(x, ) = D(x, y) para (x, y) € B:(0)
v (x,y) se(x,y) € R*\V; V> B(0)

em que B.(0) é uma vizinhanga da origem e V é um aberto que contém B,(0),

temos que:
Se h(x,y) = O(x, y),

o [|®(x,y) —I(x, y)ll = 10, Acos(BR)|| < A
( 1 0] (1 o)
—“gZN sin(%) 1 01

Definindo g := f o h, temos que g estd 6-C! proximo de f, que ¢(z) = f(z)
paraz € f~Y(U), [-a,a] c Wi(p,g) ey € W(p, Q).

Escolhamos agora um retdngulo estreito R perto da W; (p, g) que retorna
depois de n iterados por g, proximo da W*(p, g) N U e o intercepta trans-

g ||DCD(.X, ]/)—Dld(x/ ]/)” =

=4 sin(ZX) 0

—AnN nixN

. AnN
' 2a Sln( 2a <

- 2a
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versalmente N vezes. Veja a figura abaixo. Definindo A’ como sendo o
conjunto invariante maximal por ¢" |z temos que h(g" |1/) = log N. Fazendo
A = U gI(A), segue que h(g |5) = 3 h(g"x) = 3 log N.

/

—

MAA

WAL

Figura 3.7: Perturbacdo

Temos que AcC H(p,g), onde p = p(f) = p(g), ja que p ¢ f~1(U). Logo,

lim 1 log N = log | A(p) |

N—ooco 1N
Pelo teorema tomando N suficientemente grande tal que
1
h(g1z) = ElogN > log | A(P) | —¢

e lembrando que | A(p) |= 3, podemos considerar ¢ < log(2). Logo k(g I3) >
log3 —log ¢ =log ¥ =log 3 > log(g Ir) = log(f Ir)

Logo f é um ponto de varia¢do da entropia topolégica na topologia C'. O



Capitulo 4

Difeomorfismos C' sem medida de

entropia maximal

Seja um difeomorfismo f definido em uma variedade compacta M com
entropia topolégica positiva, ou seja, tendo um ntimero exponencialmente grande
de 6rbitas distintas com uma precisao fixa. Serd que existe uma medida invariante
descrevendo quase todas as 6rbitas? Em que sentido e sob quais condi¢des a sua
entropia é maximal e igual a h,,(f)? Neste capitulo veremos que tal medida, se
existe, contém uma representante ergddica e a chamaremos de medida de entropia

maximal.

4.1 Definicoes

Seja D := {(x,y) € R*%x* + y* < 4}. Denotemos por Dif f; o conjunto de
difeomorfismos C" em D que coincidem com a identidade na vizinhanga da fron-
teira de D. Além disso, segundo a Desigualdade de Ruelle, em difeomorfismos

de superficies, para uma medida ergédica p,

h(f, u) < A*(f, w)",

onde A(f, u) € omaior expoente de Lyapunov e A"(f, u)" = max[0, max,eripy A(x, 0),
com A(x,v) := liminf, %log I (f") (x).o |l
Aqui, TiM := {v € T,M || v ||,= 1} é o fibrado tangente unitario.
- d(f(x), f(y)
Seja Li =sup —————
ja Lip(f) x;ef d(x,y)
lim, e + log Lip(f"). Temos que A(x,v) < A(f). Logo, utilizando o Principio

Variacional, h,(f) = SUP epyop( ) h(f, u) < A(f).

a constante de Lipschitz de f e seja A(f) :=

30
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4.2 Notacoes

Utilizaremos as seguintes notag¢des denominadas "Notagoes de Landau™:
f(x) = O(¥(x)) se existe constante K tal que 1p( ) <K, e f(x) = o(y(x)) se u ((i) -0
quando x tende a infinito.

Além disso, as coordenadas candnicas usuais de R? serdo denotadas por
letras maitisculas por (X,Y) := (m(p), ma(p)) para p € R%. Como restringire-
mos nosso estudo apenas a um quadrado, definiremos aplica¢des simetrias por
po(X,Y) = (X, Y), p1(X,Y) = (¥, =X), p2(X, Y) = (=X, =), p3(X, ) = (=Y, X).

No6s denotaremos por Cy o quadrado em que faremos as perturbacdes

(que serdo levadas por simetria aos outros quadrados) e Q; = [-1,1]2 > Q, =

272
~t 3l 2 Q=[5 5 2 Qi =[-5 pl*

Figura 4.1: Disco D

4.3 Aplicacao homoclinica fy

No6s comecaremos apresentando a existéncia de um difeomorfismo f, do
disco D exibindo um lago homoclinico em um ponto fixo hiperbélico dependendo
de dois parametros, K e L. O valor de L esta associado ao comprimento das vari-

edades estédveis e instaveis que conectam os pontos fixos hiperbélicos enquanto o
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valor de K estd associado as constantes de hiperbolicidade destes pontos fixos e

serdo tomados no decorrer da construgao.

Proposicao 4.3.1. Para todos os pardmetros K > L > 1, existe um campo vetorial suave
C® tal que considerando o fluxo X, : D — D, no tempo 1, ou seja, para t = 1, a aplicagdo

fo : D = D satisfaz as sequintes propriedades:

1. fo coincide com a identidade perto da fronteira de D, fy o p; = pio foparai=1,2,3
e fo(x, y) = (K™'x, Ay), para todo (x,y) € Co, onde A = §;

2. A constante de Lipschitz assintotica é A(fy) = log A,

3. Todos os omega limite w(x),x € Qq ou estdo inseridos em um circulo invariante
topologico dentro de Q4 ou sdo pontos singulares; Todas as medidas de probabilidade
invariantes ergodicas sdo quase-periddicas;

4. Qi é invariante pela fo, ou seja, fo(Q1) = Q1. Além disso, fo(Q1\Q3) C Q1\Qz €0
omega limite de cada ponto deste conjunto coincide com a fronteira de Qy;

5. Existe uma vizinhanca U de U?:o pi([1,2] x {0}) € dQ; tal que fol(U\ Q) NU = 0;

6. Parap € fo(Co) \ Co, 0 tempo de transicio para o canto sequinte, p1(Cy), definido
por 1(p) := min{n > 1 : f'(p) € p1(Co)} é tal que t(p) = C*'L + C*'. Além disso,
sep = (p1,p2) € Cy entdo T(p) ndo depende de p;.

7. Existem fungdes C*, a : [2,2A] — (0, ) eh: [0,2] — [0,2] (dependendo de K e
L) tal que, para algum p € fo(Co) \ EO, se q := f;(p) € p1(Co), entdo q, = E(pz) e
g2 = a(p2)p1, ou seja, q = (q1,92) = (h(pa), &(p2)p1)-

8. Existe uma constante u < 1 tal que para todo p € Cy vale | fOT(p)(P) h<u.|pli,ou
seja, hd contragdo na x-coordenada.

Omitiremos aqui a construgdo de f, e a prova desta proposi¢do, que se
encontra em [4], mas faremos alguns comentérios: A propriedade (1) significa
que folc, tem contracdo na dire¢do horizontal e expansdo na direcdo vertical. A

propriedade (8) é essencial e significa que no tempo de chegada, independente

3

do que ocorre em Q; \ (U:_,0i(Cp)), hd contracdo na coordenada x.

4.4 Perturbacoes

Assumindo a existéncia da aplicacdo f, : D — D como na proposicao
anteiror, iremos perturbar f, para obter uma aplica¢do f que exiba uma sequéncia
de ferraduras com entropia crescendo estritamente para 1 log A e sem medida de

entropia maximal.
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Figura 4.2: Quadrado Q; ampliado

4.4.1 Construcao

Iremos fazer as perturbacdes dentro dos quatro quadrados p;(Cy), com
i =0,1,2,3, de modo que fl(U?:0 pCE = fOl(Uf;o PH(Co)C Porém, iremos trabalhar

apenas com o conjunto D™ := {(X,Y) € D; X < 0,Y < 0} e com o quadrado Cy que

serd identificado por [0, 2]?, através da seguinte mudanca de coordenadas afim:

Co — [0,2]
(x,y) = 24(x,y)+(12,12)

Observe que (-1, —1) é levado em (0,0) e (-3, —3) é levado em (2, 2).

.\\ -!.\
i Em)
= - 2

Figura 4.3: Quadrado C

Sejang > 1fixado. A construcdode f vai depender den,. As perturbagdes
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serdo indexadas por inteiros n > ny. Serdo feitas N, dobras nos tempos n >

np. Denotando o tempo de passagem para o préximo quadrado por T, := 10",
Tn

definimos N, := £5-. A n-ésima perturbagao serd suportada em

Rn = [an/ bn] X [_l_n’ l_n]

n n

emqueda, =1+ 5;b,:=a,+ Fel, = .

Mostremos que os R, definidos acima sdo dois a dois disjuntos, ou seja,

que

1 N 1 <l
n+12 @m+1)* n?

Mas isto acontece se, e somente se,

n+1n2+n*> (m+1)*
(n + 1)*n2 (n+1)*n2

Como os denominadores sdo iguais, basta mostrar que o primeiro numerador é
menor do que o segundo numerador. Mas isto é claro, j4 que n* + 2n® + 2n? <
n*+4n’ + 6n* + 4n + 1.

Em R,, a aplicacdo original f, é substituida por f, := f; o g,, com

N, (x —ay,)

)

St () = (v + an(x, y)A‘T"{Z + sin(

ou seja, g, = Id + r,,, é perturbacdo da identidade, onde

b, — N,
o, =D Y,

n

— an)
Ly

() = a(N, &

onde @ : R — [0,1] é C* e ndo decrescente com a’(x) = o(oc(x)“%), a(x) = 0 para
x<0ea(x)=1parax>1,:R— [0,1]éC°°com,8(x):1para|x|§%eﬁ(x):o
para| x [> 1 e é mondtona em (—oo, 0] e em [0, o0).

A partir disso, podemos definir f : D — D por:
e f(q9) = fu(9) se g € pi(R,) paraalgumn > ny,i=0,1,2,3;
* f@) = fo@seq € D\R com R = Upg123 Ursn, PilR0)-

Recorde que f = fs,, depende de 1y > 1. Omitiremos 1, sempre que

possivel para ndo sobrecarregar a notagéo.

Lema 4.4.1. O difeomorfismo f : D — D é C" e estd C" préximo de fy, ou seja, Ve >
0, dny = ng(e) :ll fon, — fo ller< €. Além disso, f(Q1) C Q4, entre quaisquer duas visitas
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a R = U, 5, pi(Ry) existe uma visita a Q1 \ Co e qualquer orbita que nio entra em Qy
converge para um subconjunto de um circulo invariante topoldgico ou a um ponto fixo.

Demonstragio. Devido as fung¢des bump a(x, y) temos que as aplicagdes f, sdo C™.
Como fy é C*, segue que as aplicagdes f serdo C" se

%1_1){}0 Il 0 — Iz, llcr=10, 4.1)

ou seja, se g, estiver bem préximo da identidade na topologia C". Pois assim,
como f,|r, = fo © gn, teremos que f; estard bem préximo de f,,.
Calculemos as derivadas parciais de g, — I de ordem 1:

an—l aan(x y) 1 . Nn( - n) 1 Nn( - n) ann
o = O TS 2 sin(EE ) 4 ) feos( ) ()
_ (O 1 8“118(;( y) {2 + sin(nN”(;C _an))} + 1 7—(Nn COS(TCNH(;C _an)))
1 da,(x, y) 1
< @ ATy Ox ATn WX,y
_ 1. 12,90 (X, 1) N,
= (0,A T(3—8x +a I )
= (0, C( )A ™)
= (0,0(AT10=D)Tn))
= (0,0(1))
g -1 Aoy (x, y)A~T . mN,m(x —ay,)
o C (O, 8—y{2 + sin( I )
1, 9%, )
< (0,3A7T
< Jy —)

= (0, C(l—”)A‘T")
= (0,0(A™1=DTy)
= (0,0(1))

Como as derivadas parciais estdo indo para 0, a igualdade [4.1]é satisfeita
parar = 1. Para r > 1 qualquer, o raciocinio é andlogo e omitiremos as contas.

Também temos que f, na coordenada x, é igual a f, na mesma coordenada.
Além disso, f, na coordenada y é maior ou igual a fy na mesma coordenada. Logo,
pela afirmacao [ da proposicéo temos que f(Q;) C Q;. Finalmente, f, ainda
restrita a Cp, na primeira coordenada é menor ou iguala K'x e K™'(1+ nl_g + nlé) <1
Lembrando da vizinhanca U da afirmacao[5|da proposi¢ao[.3.1, podemos assumir
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que R c U. Assim, f (j{\) \Q = fo(ﬁ) \ Q1 C fo(U\ Q1). Mostremos esta tltima
inclusao:

AR\ Qi € AU Q).

De fato, seja y pertencente a fo(ﬁ) \ f0(Q1). Isto implica que existe x em
R c U tal que fo(x) = y pertence a fo(ﬁ) C fo(U) e fo(x) = y ndo pertence a
fo(Q1) = Q1. Logo x ndo pertence a Q,, entdo y pertence a fo(U \ Q1)

Por indugéo, temos que fk(ﬁ) \Q:1 = fé‘(ﬁ) \ Q1 ndo intercepta R para todo
k > 1. Assim, as 6rbitas de f que ndo entram em Q; visitam R no méximo uma

vez, deste modo, eventualmente coincide com as 6rbitas de f dentro de Q;. A

altima afirmagédo segue do item [3|da proposigdo O
0 ] x| U
\\ R,
[ om0\ 04

Figura 4.4: Vizinhanga de [1,2] x {0}

Lema 4.4.2. As aplicacoes f : D — D satisfazem, para todo (x, y) € Cy,

W2 < o, ) (42)

Demonstragio. Observe que para (x, y) € R,, temos que

niN,(x —ay,)
Ly

(&) = Y+ an(x, y)A7{2 + sin( )}

> Y+ a(x, AT



Capitulo 4. Difeomorfismos C" sem medida de entropia maximal 37

Por outro lado, como a,(x, y) = a(N”(fn_”"))a(N”(?:_x) )ﬁ(l\;zy

), temos que

P < (R ) T Nll =2 T
v alt ("ln 2y 00y By Sy
< 1o Ry Dm0y Sy
v ot 2y Y (b ” )>ln/s(Nl—:y>|
= Dl )>< o=y Sy,
b a(PE 0y Bl =0y Sy

Assim,

20 1 Mot )

onde nés usamos que | @’ (1) |= ola) ") e | au) |, | p(u) < 1.

Portanto,
g,y danlxy) g . TNy (x —a ) TN, (x — a,) , TN, 1,
| T | = | TA {2+SIH[T +0zn(x y)A COS[ Zn ] (ln)z
an 4 81’1 7 n —Un
< 12280 oy ) P o, i TN Z )
ox ox I,

TtN, (x — an)]ranln |
L (1.)?
iN,(x — ay)
L

+ | au(x, ) AT cos|

(X, y) |

2A"Tn
| ox

IA

| +A~T | sin|

iN,(x — ay)
L

| +A

8n(x, y) , mN,

In(x, )
“or I

+ AT cos|

N,
=2 ) |

n( y) | (X, y) |
ox

IA

gy Mg

= A3

aan (xy)

Daqui, utilizando que | %”o(an(x, y)!-7), deduzimos que

i



Capitulo 4. Difeomorfismos C" sem medida de entropia maximal 38

agn(x/ y)Z

LR lo(oznoc - ><A“[3£a(an(x '

= A_T"

T [o(as(x, 1)) + ()] = o(A-ﬂ-?’T")[o(an(x, W' + e (x, )

< o(ATT T (@, (x, 1) 7)< 0l(ga(x, ¥)2)' 7]

Finalmente, como f,(x, y) = fo © g, ou seja, fu(x, y) = (K~'x, A(y + an(x, y) A" {2 +
sin[wn em Co, temos que | af"(x Do |2 A | Lt xy)z |, além disso, (g,(x, v),)' "7 =
A‘”%(fn(X, ]/)2)1_%- Logo, | 8f(§;cy)2 = A | 8gr:9(;f ) < Ao((gn(x, ]/)2)1_%) — Ao(A‘“%(f(x, y)z)l—%) —

o((f(x, y)2)'~1"). Nos outros retangulos o mesmo é obtido por simetria. O

4.4.2 Entropia das ferraduras

Mostraremos que h( fnT IR,) > logN, para cada n > ny e, como h( fnT ")
Tn

AT Tn
logN,z _ log 5~ _ logA7 —logn® _ T, logA logn®
Tqh(f,) 1sto 1mp11cara que h(f) > = = = T = 27 T =

llog A -

denotard a norma do supremo.

” ' ”sup

Ry

> AT=ATs =1

K_T“Iﬂ. l!ﬂ

Figura 4.5: fT"R,
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Lema 4.4.3. Seja K > C, ny > C(K) e seja f dependendo den >ngedeKelL. Para
j=1,.,N,—1,seal,;: [a, + (j— —)N Jan + ( + 4) | e seja G, o conjunto das
curvas que em coordenadas do canto, sdo grdficos de fungoes ¢ : I, — R satisfazendo
Il ¢ ||Sup< " e Il @ llsup< K~ Tn. Entdo, para cada dupla j,k = 1,...,N, — 1, para todo
reg,; exzste I"e G,k tal queI” C Pi+1 o fTn(p«(T)), parai=0,1,2,3.

Demonstragio. Por simetria, podemos assumir que i = 0. Observe queI'éo gréﬁco
de alguma funcdo ¢ : I,,; — R. Seja (x,y) := fu(xo, v0) € fu(I'). Como f,(x0, yo)

(K™Yo, Ao + an(xo, yo)A™T{2 + sm(%
Xo|l= K| x e cos(%no_””)) > cos(§) e au(xo, o) = 1. Além disso,

)})), temos que | x |=| K™'xq [<] K™ ||

ﬂNn(xo - an)

L

ly | = | A(Yo + an(xo, o)A~ {2 + sin(
TN, (X0 — ay)

< Alyo L +A ] 20 (o, o)A | +A | (o, yo) A sin(—=7—") |
: )
< Alyo | +A ] 2a,(x0, Yo) AT | +A | a(xo, yo)A™™ | -
2
< Alyol+2+ 7\/_)/\-Tn+1
< 3A_T”+1

onde esta tltima desigualdade foi obtida devido ao fato de que (xo, o) € I', o que
\/_
<@2+¥)

A—Tn+1
10A

implica que |yo| < & e assim, Alyo| < AT+l Estamos tomando
valores de y em [2A T“, 3AT].

Facamos vy = ¢(xg). Assim,

7—d\]n(xo - an)

)

(x, ) = fulxo, P(x0) = (K™%, AlP(x0) + (0, P(x0)) A~T{2 + sin(

Assim,

| Y |[A[q><xo>+an(xo,¢(x0>)A-Tn{2+sin(%j"““’>m'
2 -

[K_le]’
a n 7 " -a,

= KAG (xg) + KAZ2 0 000D ) N0 = @),

8x0 ln
+ KAan(xo,(fJ(xo))A‘Tn COs(nN”(JICO - an))n];]n[(

_(1_%)Tn
s kaan Y2 N AT
2 ln \/E n

_(1_%)Tn
= c-l(KA)A—.
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ja que a primeira parcela ndo supera a segunda parcela, pois ¢’(xy) < K™ Tr, |

day(x,y) N, -1 . N, (xo—ay
el < To(an(x, ) e{2+ sm(%ﬂoa))} <3.

Observemos que f*(f,(I') c [0,1] X [0, 3AT+1*] c C,. (Veja a figura[4.6])

3A—1’“+1+k
/ A-Tntitk
_____ ZA—!'H+1+I:
‘\ / }A—r,,ﬂ
k_ ¢k 2 Fm====A
{ fF=ro

~r ]}

Figura 4.6: Curva I (Passo 1)

Assim, fT"*3 contém uma parte que estd a uma distancia de Hausdorff de
no maximo b,K™' para um segmento vertical contendo {0} x [2,3] c f(Cy)\Cp com
—a-1
inclina¢do grande de pelo menos, C‘l(KA)T“% que vai para infinito quando
n vai para infinito. (Veja a figura[4.7])
Aplicando f; que tem diferencial

O(1) K<
0 C*logK
com respeito as coordenadas do canto respectivamente a Cy e a p1(Cy), nés obtemos

uma curva na CK~T"-vizinhanca de {‘71} X [0, %] com inclinacdo Ig—;l < K7'i. Tal curva
contém a imagem por p; de algum grafico I'” € G, provando o lema.

O
Coroldrio 4.4.4. Paratodo K,L > C,C > 0eny > C(K,L,C) aaplicagdo f é C" e satisfaz:

1 1
Il f—folle<CT e h(f) =sup T_log(Nn -1)= ;logA

nzng +n
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|

/ } A Tntl+k

K-Tnb,

Figura 4.7: Curva I (Passo 2)

p1(Ry)

- 1

[— 1} A
L 1

[]

Figura 4.8: Curva I (Passo 3)
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4.5 Expoente de Lyapunov

No6s consideraremos f dependendo de parametros K, L e g tais que K > C,
L > C(K) e ny > C(K, L) para limitantes inferiores que especificaremos no decorrer
desta secao.

Cada vetor nao nulo (x,v) € U T.D define um expoente inferior
xeD

Ax,v) := liminf % log || Df"(x) vl . (4.3)

Observe que substituindo, na igualdade o vetor (x,v) por alguma
iterada (f(x), w), com w = Df(x).v, o valor de A(x,v) ndo muda, pois:

A(f(x),Df(x).v) = lgrrll_l)l‘r)lof _—] log || Df"(f(x)).Df(x)v ||
= liminf L log || Df"!(x).v ||

n+loco M+ 1
1
lim infg log || Df"(x) - v ||I= A(x, ).

3
Nos definimos, em coordenadas do canto, A := U pi([ZK_l, 2] x (0, 2]).
i=0

z Alg,

<«
0 2K1 2

Figura 4.9: Alc,

Proposic¢do 4.5.1. Para todo K > C, L > C(K), nyp > C(K, L), existe x > 0 tal que para
todo x € int(Q; \ Q3) e todo v € R? \ {0},

Alx,v) < %logA — x.liminf %#{0 <k <mn; f'x e n) (4.4)

Na seguinte se¢do veremos alguns resultados chave para a demonstracdo

da proposicdo acima.
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4.,5.1 Divisdo da orbita

Pela proposigao definimos C := U?:o pi(Co) onde f, é afim. Cha-
mamos de segmentos afins os intervalos maximais de inteiros k € Z tais que
f¥(x) € C. H4 um nimero infinito deles em IN. Estamos assumindo que x € C e
x ¢ f(C). N6s denotamos os segmentos afins por [ty,s1] < [t1,52] < ... e assumimos
que tp = 0.

L J

to s1 Iy sy i3 S4 ti  ti

Figura 4.10: Momentos os quais a 6rbita esta contida em C (Visu-
alizagdo 1)

De acordo com o lema os inteiros t; sdo somente os inteiros ¢ > 0
para o qual f'(x) pode pertencer ao suporte R, de uma perturbagdo (para algum
n > np). Note também que para cadat > 0, f'x € Cy\ f(Cp) se e somente se f'x € A.
Em particular, {fp <t; <t <..} ={t >0: flx € A}.

Fixemos v. Utilizaremos as seguintes notagdes correspondentes aos mo-

mentos de primeira entrada em C:

xj = fi(x)
v; = Dfti(x)v

Mais geralmente, para todo / > 0:

x() = f'(x)
o(l) = Df'(x)v

Dividiremos periodos na érbita de acordo com a posicao relativa a C:

T; =t;—t;y (Diferenca de tempos de entrada consecutivos)
T =8j—tia (Tempo "gasto'na j-ésima visita a C)
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Dado v; = ((vj)1, (v))2), 0 seu declive é:

’() .
0= ©7): (Declive no momento de entrada em C).

@

Analogamente, se vs; = ((vsj)l, (vsj)z), definimos como sendo:

~  (vs)
0 = © ! )1 (Declive no momento de saida de C).
Sj 2
i x) ffi(x)
. o e® L] LK . o .
[ o . ]
L ] L
. .
. .
. .
* .
* °
L
. .
i | e o
/ Dfsi(x)v
Ffix) : :
L L
L L
. .
c.. \ ..
o, Dftlxp o
L °, ‘.‘\ . ™
L . *
oe®
fro(x) o4 (x)

2 (x)

ffx)

Figura 4.11: Momentos os quais a 6rbita esta contida em C (Visu-

alizagéo 2)

44

Os seguintes lemas sdo aplicagdes diretas das estimativas anteriores da

proposicao e lemaf4.4.2) para as sequéncias x(t), v(t), t > 0.

Lema 4.5.2. Considerando o intervalo de tempos [t;_1 + 1,s;] valem:

1. X(S]')l = K_T}+1X(t]‘_1 + 1)1 e X(S]')z = AT}_lX(t]‘_1 + 1)2, ou S@jﬂ.’ fsf(x)l

Ki=t#1 ftistl (x)y e foi(x), = Kin=hitt flimtl (x)y;

2. v(si)h = K_T9+1v(t]-_1 +1) e v(sj) = AT}_lv(t]-_1 + 1), ou seja: ((f¥) (x)o)

Kot ((F51Y (o) e ((F7) (@)o)a = K5 (£ 1) (o).
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Lema 4.5.3. Considerando o intervalo de tempos [t;, t; + 1], se x; € R, entio:
1. x(tj+ 1)1 = KM (xj e x(t; + 1) = A((x))2 + 2 £ D (x))A™T);
2. U(t]' + 1)1 = K_l(Uj)l e U(t]' + 1)2 = A((U])z + C(X(t] + 1)2)1_%(0]')1).

Lema 4.5.4. Considerando o intervalo [s;, t;] de tempos fora da regido de coordenadas
lineares dos cantos, valem:

1. (x))1 = h(x(s;)2) e (x))2 = Ax(s))2)x(5,)1;
2. (i =Z(X(Sj)z)v(sj)2 e (v))2 =| a(x(s)2)v(sj)1 + & (x(5/)2)x(5)10(s)2 |.

Lema 4.5.5. Para cada j > 1, K A" < K€,

Demonstragio. Usando[4.5.2|[4.5.3 e [4.5.4] temos que:

X2 = ATt + 1) = ATTIA((x)2 + (2 £ Da(x)ATT)
AT (X)), + 2 £ Day () AT = A% ((x;)2)
AT}Ha‘(x(S )2)x(sp)1 = AT§‘+1k‘Cﬂx(sj)1

A K_Cx(sj)l — K CATmK™ T1+1x(t] 1+ 1)

KCAT MK K (o)1 = KCAT KK (o).

v 1l

Como

X(sj1)y = AT?+1‘1x(t-+1>z=AT?‘H((x]-)z+<2+1)an(x]->A—T")
= A (@(x(s))2)x(s)1 + 2 £ Da(x)A™T™)
= AT@x(s))K Tf” (; 1 D1+ (2% Dag(x)A™)
= A]“(a(x(sj)z)K KT (o)1 + (2 £ Da(x)AT™)
A @(x(s)2)K T K (x5 121)2) + (2 £ Dt (x) A™™)
(K
(
i (

AT (KT KTTKIC  log K + (2 # Da (x))A™™)
AT (K T.+1K—1C10gK + 3an(xj)A—Tn)

IA

Il
>

54
X

-Clog K + 3a(x))A~ Ty

IA
>
‘\’q\
5
x
—~~

ClogK +3A7T)

IA

(10 = h(x(sj1);) = C*'log K > C"'log K > C™!
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segue que
C> X(S]‘+1)2 > K_CAT}”K_T}(Xj_l)l > K_CAT}HK_T;C_l

e isto implica que 2C > K"“A"*1 K™/ =. Assim sendo, C* > K"°A""K™" =. Isto
prova que K~ A"+ < K€ e assim completamos a prova do lema. u|

O préximo lema nos diz que o tempo "gasto'na j-ésima visita a C é grande.

Lema 4.5.6. Para cada ny > C(K), para cada j suficientemente grande, T2 %

Demonstragio. A prova segue de duas afirmagdes.

Afirmacao 4.5.7. Se x; € R, com n > ny, entdo T}H > % — Clogn.

Observe que se x; € R, para algum n > ny, implica que (x;); < nA="
(Lembre-se de que o ponto extrem(T) superior de R, cTé I%')' Assim, x(t; + })2 =
A((x))2 + 2 £ Da,(x)A™T) < AmA™T +3AT) = nAT 1 4 34T <2nA~H e
pelo Lema como

X(S]‘+1)2 = AT}”_l.X'(t]‘ + 1)2 < AT;'+1_12nA#+1 =
log x(sj+1)2 < log AT 4 log2n =
T,
log x(sj41)2 < (T;'+1 — 7)logA +log2n =

’

j+1

log x(sj11)2 < 77, log A — % log A +log?2n =

’

]+1logA:>

log x(sj11)2 + % logA—-log2n <t

logx(sjn) T, log2n

<7
log A T log A =T =

’ Tﬂ Tﬂo
Tin 2 - log2n.C > o log ny.C,

o que prova a afirmacdo para 1y > C.

T,

Afirmacéo 4.5.8. limsup 7; > -

]—)OO

T
Pela afirmacéo 4.5.7) limsup 7} < 3—1:) implica que a 6rbita de x eventu-
j—
almente coincide com a 6rbita de f;. O item [d] da proposicdo implica que

lim 7% = oo, 0 que € uma contradicéo.

j—o00
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> 1.

Afirmacio 4.5.9. Se x; ¢ U R, entdo T}H > T]T} — C'logK, onde n := ;ggi

Utilizando os lemas |4.5.2} 4.5.3{ e 4.5.4 e assumindo que x(sj1), = C*! e

(xj-1)1 = C*, temos que

C*' = x(sjm)2 = AT x(t; + 1) = AT (x)
= ATK S x(s;) = AR KT (i + 1)
= ATK KK () = ATKCT K i (xa )
= AMK C'KTICH = ATMKECKTY

Assim,
C =K A™MK " =

’

j+1

log C = +Clog K + 77,, log A — 7;log K

T log A =log C + 7;log K+ Clog K

j+1

Assim sendo:

, _logC+ ,logK+ logK> 't Clog K
Tj”_logA leogA_ logA_Tjn_ 08

THO
6r

. ~ . Tn . . ~
Da afirmagédo 4.5.8 existe algum 7/, > <!. Assumindo, por indugédo, que
Jx 3r

T2 2”7” , nOs obtemos, para cada n > j,, aplicando a afirmac¢do4.5.7jou4.5.9|que,

Tomando 1y > C(K), nés garantimos que (n—;# > 2ClogK e Clogng <

n-1)
2

’ T”O T”O
L —) > —
323,

i 2 min((1 + o

O

N6s podemos supor, dessa maneira, que 1y > C(K) e que, para cada j > 0,
Tu,
3r°

Lema 4.5.10. 6, = K< (0; + O(x(s))1)) = K (; + O(KCA™)).

T >
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Demonstragio.
0. — (0))2 _ a(x(sj)2)v(sp)1 + & (x(s7)2)x(5;)10(5)2 _ a(x(s))2) 5. o (x(57)2)x(s))1
RO 1 (x(s7)2)0(s)2 W) | Hads))
_ f(x(sjb) 5] 4 Cag(sj)z)x(sj)l _ f(x(sj)z) (5]- 4 Cx(sj)l)
W (x(s))2) W (x(sj)2) W (x(s))2)
_alx(si) ~ K¢~ |
= —m(ej + 0(x(sj)) = CJ_,Togk(@j + O(x(s)1))

_xl1

K
C*llogK
ordem, concluimos que:

= K-C*'. Usando os lemas [4.5.4} [4.5.3| e [4.5.2| nesta

Observe que fizemos

x(sih = O(K*(x)2) = O(K x(t; + 1)) = OK A7),

4.5.2 Expansdao em um segmento afim

Ap6s a descricdo da orbita de pontos tipicos descrevemos o comporta-
mento das iteradas dos vetores por Df. Construiremos expansdes em segmentos
afins, distinguidas de acordo com o valor da tangente 0; = % (em coordenadas
do canto).

Definicao 4.5.11. Um tempo t; é dito especial se O; > AT,

(Note que a definicdo depende de j.)
O préximo lema garante cota de crescimento dos vetores v;_; para v; se
tj_1 ndo é especial.

Lema 4.5.12. Para cada j > 1, se t;_y ndo é especial entdo

| v |< ClogK.ATj | vj |

(em que | - | é a norma euclidiana).
Demonstracio. Usando os lemas e e que x(tj-1 +1); < CA™" temos que
e O crescimento na dire¢do horizontal é dado por [v(s;)|; = IK_T}Hv(t]-_l +1)1];

e O crescimento na diregao vertical é dado por [v(s)), = AT;'_lv(tj_l + 1),.
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Assim,

o(sj)1 + 0(5))2 = K 7 0ty + 11 + AT 0(tig + 1)
K™k ) 4)0 + AT 0(t + 1),

K| Vj1 | +AT}_1A((U]'—1)2 + C(x(tjg + 1)2)1_%(01'—1)1)
K™ 031 | +AT((01)2 £ C(tir + 1)) (03-1)1)
K™ | 0oy | +AT(021(0j1)1 = Cx(tior + 1)2)' 7 (0j-1)1)
K™ 0oy | +A7(01 = C(x(tir + 1)2)' )@

KT 0j1 | +AT(0)1 + (x(ti1 + 1)2)' ) (051

< KT | vj | +AT}(6]'—1 + (CA_T;)l_%) | 01 |

= K 0 | +AT(0, + CA™ ) [0 |

| o(s)) |

Il Il nIA 11 IA

—1-Hyr . - . - .o -
Como Qj_l < A ( ')Tf, pois tj_l nao é espec1al, entdo substituimos na relagao

anterior e obtemos que

-7’ T —(1-1Hyr
loGs)| < (K7 + A1 + CA™ ) v |
1

o r 11\ (1=
(K™ + ASA™9 + CA™ ) | o |

IA

(K™% + A7 + CATA™™%) o |
$(1+CA#Y“%WHUFM

’ ’ ’

(1+CA7) |01 1=l 9j1 | +CAT | 011 < CAT ojal.

Usando o lema
loj| = IE(X(Sj)z)v(Sj)z +a(x(s))2)v(s))1 + ' (x(s})2)x(5)10(5))2 |
< Th(x(s)2)o(s)a |+ L @c(s)2)o(s)1 |+ | @ (x(5)2)x(5)10(s))2 |
< ClogK | v(sj) | +KC" | v(sj)1 | +CK™ ' K™'C1log K | v(s;), |
= ClogK|o(s;)2 | +KC | o(s;) |
< ClogK | o(s)) | Clog K(| vy | +CAT |04 |)
< ClogK|vj1|+C logKAT |04 ].

O

O préximo lema garante cota de crescimento dos vetores v;_, para v; se

tj-1 é especial.

Lema 4.5.13. Para cada j > 2, se t; 1 € especial entdo | v; |< KC | vj2 |
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Demonstragio. Sejan tal que t;_; é especial, isto &, 0;_; > A_(l_%)T}. Pelo lemal4.5.10,

~ 01 K CKCA™ 6 j-1

Qf_l = K-C1 - K-C1 = K-C*! — CK°A™",
Assim,
61 1 CKATY
6]_1 K¢+ 6]—1
1 CK°A™ c KA
- K¢t 6]‘_1 - A (1—7)’[;
C - -
N e

s Tag
quando 7 > 3> € grande.
Por definigdo, (vj-1); = 0;-1(vj-1)1. Assim, (vj-1), < 0;1 | vj-1 | 0 que

. . . , . (s;_1)
implica que (vj_1) < min(6;-1,1) | vj—; |. Além disso, como 5 = (vsi_i)j
i

2 _ 2 2 — 1 — , 1
|US]‘_1| - |(Z)S]'_1)1| + |(vsj‘_1)2| 7 |ij_1| - \/l(vsj'_1)1|2 + ml(,vs]‘q)llz - (US]'_1)1 1 + |5]‘,1|2.

. iy ~ 2 . _
Daqui, se 6,1 > 1 entdo |Usj_1| < (Usf-l)lmin@,l,l)‘ De outra maneira, como |vs],_1| =

(vsj_l)lgL A1+ (5j_1)2, segue que se 5j_1 < lentdo [v,,| < (Usj_l)lﬁ.
i1 min(0;_1,
]Do lema(4.5.4} utilizando o fato de que | v; |[< C(log K) | v(s;) Iﬁ pelos lemas

e e pelo fato de t;_; ser especial, segue que

lo(s;) | < AT "0t + 1) + K5 o(tig + 1)
< AT;((vj—l)Z + C(x(tj1 + 1)2)1_%(01'—1)1) + K_T;(vj—l)l
< AH(@)2 + CA @) + K050
= AY@) + (CAT +K )00
< A7.2min(6,4,1) | vi | +(CA_7T} +K) | vj4 |
= (A7.2min(0;1,1) + CA;} +K) |0 |
< CA"min(0;-1,1) | vj4 |
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No6s também temos que | v, |[< C(log K) | v(sj-1) | e

2
lo(s5i0) | € ————0(s; 10
min(6;_1,1)
2 v
= ——K j’1+1U(S]'_2+1)1
min(6;_1,1)
2 -7’
= TK i1 (U]'_z)l
mm(Qj_l, 1)
2 o
< K i | ?)]'_2 | .

min(6;-1, 1)

Assim, através das desigualdades acima, temos que:

|vj| < C(logK)|u(s))|

< C(log K)CAY min(0;.1,1) | vj, |

< C(log K)A" min(0;_1,1)C(log K) | v(sj_1) |

= C(log K)*A"min(0;-1,1) | v(s;-1) |

< C(log Ky’ A" min(0;-4, 1)%1@}—1 |0/ |

min(Qj_l, 1)

min(6;4,1) _,

= C(log K)2#AEK v |
min(6;_,1)
min(6;_4,1

< C(log K)Z#KC |02 |
min(0;_1, 1

< C(log K)*K€ | vj2 |

= K°|vj,|

Nesta ultima igualdade utilizamos que logK <« K, ja que K é grande. Dessa
forma, (log K)?K¢ < K2K® = K¢, com C’ > 0. Aqui, denotamos C’ = C. ]

4.5.3 Prova da Proposicao

Lembremos que substituindo (x, v) por (f'(x), Df'(x).v) a proposi¢ao
ndo é afetada. Assim, nés podemos continuar assumindo que t, = 0, K,L > C,
ny > C(K) e, para cada j > 0, T2 % Estas hipéteses permitirdo a aplicagdo do
corolario e dos lemas e

Se necessario n6és aumentamos os limitantes inferiores L > CK e ny > C(K)

para garantir que, para todo € > 0 dado,

26Tn0

1000.Clog K < AL e 1000°K¢ < A&
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Quando7; = T} +C*L, oslemasi4.5.12/e/4.5.13 implicam, respectivamente,

que
T} CilL ’I}
|U]‘ | < ClOgKA7 |7J]‘_1 |S m/\’_ |U]‘_1 | (45)
I +C1L
AFHCIL -
= o0 | 9= o009
AT]-—C_lL+C_1L 7
= == v = o 0y |
1000 J 1000 ' "/
e
|U]‘| < KC|U]'_2| (46)
AZeTnO (31,2)
< - i
< o002 | 92!
2
rj
< .
< o002 |92
AFT+T-1)
< - i
< oo |92

Usaremos os seguintes grupos de segmentos afins para (x, v) escolhidos

como na demonstracdo da proposigao.

Definicao 4.5.14. Um bloco especial é um intervalo inteiro [t;_5, t;) C Z,, tal que t;_; é
especial. Um bloco normal é um intervalo inteiro ndo vazio [t;_1,t;) C Z., tal que t;_1 é
ndo especial.

Provaremos a proposigdo em dois passos:

Afirmacao 4.5.15. Para todo N > 1 existe uma partigdo de [0,ty) ou [t1,tn) em uma
unido disjunta de blocos especiais e blocos normais.

Para definir a parti¢do em blocos, seja a; := ty e, por indugdo,
41 = minft;; j > 0 tal que [¢;, a;) € um bloco especial ou um bloco normal.}

Seja I > 1 o minimo tal que a1 ndo é definido. Para k = 1, ..., ji denota o tnico
inteiro tal que g, = t;. Vamos mostrar que j; € 0 ou 1. Assuma por contradigao
que j; > 2. Se t;,_; € especial entdo [t;,,t;) C [0, ty) € um bloco especial e pode-se
definir aj,; = tj_,. Se t;_; ndo é especial, [t;_1,t;) C [0,ty) é um bloco normal e
pode-se definir a;,; = t;_;. Em ambos os casos, isto contradiz a definicdo de I,
provando que j; é 0ou é 1.
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Afirmacao 4.5.16. Existe C(x,v) < oo, independente de N, tal que

o] < SO AT
NT=""1000N

A desigualdade estabelece que se [a,11,4r) € um bloco normal, entdo
|U(ﬂk)| = 1000A - k+1

dademostra que se [ax+1, ax) € um bloco especial entdo [v(a)| < 10002 —=A"7

|0g,,,1, onde fizemos jx = jrs1 + 1. Do mesmo modo a desigual-
U Ue+1 k+1
| ’Zk+1|

onde fizemos ji = ji+1 + 2, neste caso. Observe que nas desigualdades acima utili-

= ay — gy € (tj,,,+2) — tj,,, = G — Ax41, respectivamente. N6s

zamos que tj,, 1 — £,

obtemos, entdo, que

I @i=aj41) a

AT AT W
lon] < C(x, ) 1_1[ 00T Too® < COu AT /1000

com C(x,0) := Iva(l)IA#) 1000°D < co. Assim, a desigualdade 4.7 é estabelecida.
Para concluir a prova da proposi¢do, observemos que N é igual ao ntimero de
v, implica que

visitas a A antes do tempo ty, pois como ||Df¥(x).v]| < 1oooN'

CAY
1000V

lim inf 1 log IDf™(x).0|| < liminf 1 log[
tN— 00 tN IN—00 tN

= liminf — (log C + — logA Nlog 1000)

tN—00 tN

= lim mf — log C+ ! logA —lim mf —.N.log 1000

EIN—00 IN— 0 N

= - log A = (log 1000). lim inf N

N—)DO N

= 1logA )(11rr11r1fl #0 <k < ty; ff € A}

tN—NXJ tN

4.6 Teoremas principais

Seja P’'(f) o conjunto das medidas de probabilidade, invariantes e ergddi-
cas para f que ndo sao quase-periddicas. Sejatambém, A*(P'(f)) := sup,,p,( A*(f, 0)-
Teorema 4.6.1. Existe fy € Dif f;°(D) com hyop(fo) = O e a seguinte propriedade: Para
cada niimero 1 < r < oo e cada vizinhanga Uy de fo em Dif f;(D), existe f € Uy tal
que hiop(f) = 2A(fo) > 0 e AYP'(f)) = LA(fo) e este supremo nio é atingido. Por
consequéncia, f ndo tem medida de entropia maximal.
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Demonstragdo. Fixemos os parametros k > C, L > C(K), como no corolério
e proposigao Seja fy := fé"L. Temos que hyop(fo) = 0 ja que f é a aplicacdo
tempo 1 de um campo vetorial do disco de duas dimensdes. Dada uma vizinhanca
Uy de f, ela contém a esfera B(fy, ) na norma C" para algum y > 0. Agora,
para cada ny > C(K,L,y), f := ffnﬁ € Uy pelo corolario Seja u € P'(f).
Observe que u ndo pode satisfazer u(int(Q; \ Q2)) = 0, j& que seria uma medida
invariante para f;. E por consequéncia seria quase-periddica, conforme item 3| da
proposicao Por ergodicidade e invariancia da segunda afirmacdo do lema
p(int(Q1 \ Qy)) = 1. Entdo a 6rbita u — gtp visita o conjunto A, implicando
que u(A) > 0. De acordo com a proposicao Alx,v) < tlog A  — gtpx e todo
vetor ndo-nulo v € R%. Em particular, o Expoente de Lyapunov instavel de u é
estritamente menor do que 1log A. Utilizando a desigualdade de Ruelle, segue

que

h(f, ) < A (f, )" < %log/\ (4.7)

Pelo Principio Variacional,

1
hiop(f) = sup h(f, p)uep () < P log A

ja que as medidas quase-periddicas tem entropia zero. Pelo coroldrio ob-
temos que f,(f) = 1log A. Logo, a primeira parte do teorema estd provada.
Observemos que se existisse yo € P'(f) tal que h(f, tio) = hip(f) = +logA, entra-
riamos em contradi¢cdo com a desigualdade @ visto que ali, h(f, u) < 1logA,
Yu € P'(f). Assim, f ndo admite medida de entropia maximal. Temos que
h(f, u) < A*(f, u)*. Logo, também pelo Principio Variacional, temos que h;,,(f) =
sup h(f, i) uep () < sup A“(f, y);jep,(f) = A(P'(f)). Além disso,

AY(f, u)t < %log/\ (4.8)

1
o que implica que sup A“(f, [J)Zep,( H < P log A o que é equivalente a A"(P'(f)) <

1
Ilog A. Logo, P log A = A"(P'(f)) = sup A“(f, W)uep(s) € este nimero nao é atin-
gido, pois se existisse g € P’(f) tal que A*(f, uo) = 1logA, entrariamos em
contradigdo com a desigualdade O

Corolario 4.6.2. Em qualquer variedade de dimensio pelo menos dois, para cada niimero
1 < r < oo, existe um difeomorfismo C" com entropia topoldgica finita e sem medida de
entropia maximal.
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Demonstragio. Seja M uma variedade de dimensdod > 2. Seja K := DxT%"? (com D

um disco fechado de dimenséo 2) e F : K — Kem que (x,t) = (f(x),t). Temos que

Figura 4.12: K = D x T%2

JK = 0D x T2, Assim, F é um difeomorfismo C" que coincide com a identidade
perto da fronteira de K; M contém uma bola de dimens&o d e portanto uma cépia
difeomorfica de K. Defina um difeomorfismo C’, G, por G| M\ K =Ide G| K = F.
Conforme o Principio Variacional, /1,,(G) = hy,p(F) > 0. Observemos que qualquer
medida ergddica com entropia maximal para G deve ser realizada por K. Mas
entdo a medida projegdo 7 : K — D em que (x,t) = x é uma medida por f com

alguma entropia, que seria uma entropia maximal para f, uma contradi¢cdo com

o teorema Logo G ndo tem medida de entropia maximal. m|
T
K _ D
F f

Figura 4.13: Projecao

Coroldrio 4.6.3. No d-Toro, para qualquer d > 4, existe um difeomorfismo fortemente

parcialmente hiperbolico com centro de dimensdo 2 e sem medida de entropia maximal.

Demonstragio. Seja ¢ : T92 — T92 ym automorfismo hiperbdélico,isto é, existe

uma matriz A : R%2 — R?2, tal que detA = +1, com entradas inteiras que é
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hiperbdlica e tal que ¢ ot = w0 A, onde 7t : R — R?2 é a projegdo candnica
dada por 7t(x, y) = [(x,y)] € R2/Z%2.

Como A é hiperbélico entdo R?"? = ES, @ E%, onde E, é 0 subespaco estavel
e E% é o subespaco instavel de A. Como ¢ ¢ hiperbélico, para cada x € T
podemos decompor T, T%2 = E,,®E}, onde E; , é subespaco uniformemente
contraido e E} , € subespaco uniformemente expandido por D¢(x) = ¢. Agora,
para d = 4 considere a aplica¢do F : T* — T* dada por F(x,y) = (¢"(x), f(v)),
onde N é um inteiro grande o suficiente tal que A" := min{A € sp(¢) : [A| > 1} e
N° = max{A € sp(¢) : |Al < 1}. Vejamos que F é parcialmente hiperbdlico:

Para cada (r,y) € T* = T? X T?, coloquemos T(,,T* = T,T?> & T, T? =
E ,®E,®T,T°=E,,®T,T*®E} , e denotemos

oNx) 0 ]

ore (75" by

onde D¢N(x), Df(y) e 0 sdo matrizes de ordem 2.

Coloque entdo E = E ,, Ef, =T, T? e Ef, w = EY,, com dimE] =
1 = dimE, e dimEfxl) 2. Assim, DF(x,y)E| = DPN()ES , = ¢NES , =
E;N(X)A E?d)N(x),f(y)) = E} Fiy)" Analogamente, DF(x, y)E(x »= E“xy) e DF(x, y)E(x »=

Efy Ouseja, Ej €0 subfibrado uniformemente contraido por DF(x, y) e E!!

.y .y
é o subfibrado uniformemente expandido por DF(x, y), com T, T? sendo a diregao

central.
Se existisse uma medida u com entropia maximal para F = ¢V X f, suas

projegdes 1 e mou satisfariam

h(F, i) < h(¢N, myp) + h(f, map). (4.9)

Como

htop F) htop(qu) + htop(f) (410)

as projegoes teriam que ter medida de entropia maximal para ¢V e f, pois se isso
ndo fosse verdade, ou seja, se T, () = sup h(PN, A1) > h(¢pN, A1) e existisse mou

A
tal que hyop(f) = sup h(f, A2) = h(f, mop), por1 teriamos
A2

h(E, 1) < h(PN, Tap) + h(f, Tapt) < yop(@™) + hugp(f),

uma contradi¢do com [4.10

Portanto, F, assim como f, ndo tem medida de entropia maximal. O
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