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Resumo

Neste trabalho, estudamos medidas definidas no bordo de uma árvore
enraizada, associadas a um grupoíde de homeomorfismos parciais e uma
função potencial. Por aplicação do método de Patterson, obtemos uma
construção geral para essa tal medida conforme. Fizemos uma associação
ao odômetro e obtemos os seguintes resultados: Se o odômetro for de
distorção limitada, a medida é ergódica. Sob variações somáveis, a medida
é equivalente à única probabilidade invariante. Além disso, indentificamos
essa classe de medidas com a classe das medidas G introduzido por Brown
e Dooley.

Palavras-chave: Media conforme, árvore enraizada, odômetro.



Abstract

In this work, we study measures defined on the boundary of a rooted tree
for a given groupoid and a potential function. By applying Patterson’s
method, we obtain a general construction for such measures. In the con-
text of the odometer we obtain the following results. If the potential is
of bounded distortion, then the measure is ergodic. Furthermore, if the
potential has summable variations, then the measure is equivalent to the
unique invariant probability measure. In order to the relate these results
to the classical results by Fan, we identify these measures with the class of
G-measures introduced by Brown and Dooley.

Keywords: Conformal measure, rooted tree, odometer.
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Capítulo 1

Introdução

A definição de medida conforme surgiu em 1976 com Patterson em [18],
na qual ele construiu uma família {µx : x ∈ H} de medidas finitas sobre o
conjunto limite do grupo fuchsiano G. Patterson mostrou que

dµx ◦ γ−1

dµx
(y) = P(γ(x), y)δ ∀γ ∈ G,

onde P(x, y) é chamado de núcleo de Poisson e δ é o expoente de conver-
gência. Hoje em dia essa propriedade da medida de Patterson é chamada
de δ-conformalidade. Sullivan foi o primeiro a estudar e conhecer o aspecto
geométrico da propriedade acima, no referido trabalho o autor mostrou
que δ é igual a dimensão de Hausdorff do conjunto limite (ver [5]).

Em 1992 Denker e Urbanski (em [12]), trazem uma outra abordagem
sobre as medidas conformes. Onde eles consideram (X,F ) um espaço
mensurável e T um endomorfismo mensurável de X. Neste trabalho, a
medida m tem a propriedade de que m ◦ T é localmente absolutamente
contínua em relação a m, e a derivada de Radon-Nikodym é uma função
contínua f . Essa construção, introduzida por Denker e Urbanski, foi utili-
zada por Beardon em [4], para iterações de aplicações racionais da esfera
de Riemam e (em [14]), para obter relações com o operador de transferên-
cia. Além disso, em ([15]), mostrar varias situações em que essas medidas
conforme são os estados de equilíbrio dos mapas racionais.

Em meado dos anos 2000, Mauldin e Urbanski, expandiram esses es-
tudos para as funções de sistemas interadas (em [17]), para estudar uma
classe mais ampla de sistemas dinâmicos. Ao mesmo tempo (em [19]),
Nekrashevych desenvolveu uma descrição algébrica de sistemas dinâmi-
cos, onde ele considerou as simetrias locais de um grafo e as relacionaram
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com os sistemas dinâmicos. Como por exemplo, a interação de aplicação
racionais, esse objeto é chamado de grupo autosimilar, que é subgrupo dos
automorfismos de grafos enraizados regulares, e possui aplicações, por
exemplo, na iteração das funções racionais.

Recentemente, Nekrashevych estendeu esse objeto ao homeomorfismos
locais de espaços mais gerais e obteve a classe dos grupoídes hiperbóli-
cos, (ver [20] e [21]). Ele conseguiu obter uma construção de uma medida
usando a ideia de Patterson para o caso mais simples de um cociclo de
Busemann. Além disso, para obter um objeto independente de um grafo
(ou partição de Markov), ele trabalhou com uma notação de medidas con-
formes baseadas nas propriedades dos homeomorfismos locais.

Nessa dissertação de mestrado, vamos utilizar uma combinação de
ideias de Patterson, Denker e Urbanski, para conseguir uma construção
de medidas conformes no bordo ideal de uma árvore enraizada qualquer.
Além disso, dado um grupoíde de simetrias definido localmente, estuda-
mos a relação das derivadas de Radon-Nikodym destes homeomorfismos
com a função potencial dada. No capítulo 4, aplicamos a teoria ao caso
do odômetro, que é um grupo compacto e abeliano e obtemos que se o
odômetro for de distorção limitada, então a medida é ergódica. Sob va-
riação somável a medida é equivalente a única probabilidade invariante.
Por fim identificamos essa classe de medida com a classe das medidas G,
introduzidas por Brown e Dooley (em [7]).
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Capítulo 2

Grafos

Neste trabalho estudamos um tipo de grafo, que chamaremos de árvore,
munido com uma topologia. Então nesse capítulo, através de algumas de-
finições e resultados vamos formalizar os conceitos básicos de grafos e as
topologias associadas. Esses conceitos serão de total importância para o
estudo nos capítulos seguintes.

Um grafo G é formado por um par (V,E), onde V é um conjunto não vazio
e enumerável e E é um conjunto de pares não ordenados de elementos de
V, não necessariamente distinto.

Os elementos de V são chamados de vértices e os elementos de E, elos. Note
que e ∈ E se e somente se existem v e w em V tal que e = {v,w}. Quando
consideramos uma orientação entre a ligação dos vértices dizemos que o
grafo é orientado e nesse caso e ∈ E se e somente se existem v e w ∈ V tal
que e = (v,w). Perceba que ultizamos o simbolo () para representar os elos
no grafo orientado, diferente da representação dos grafos não orientados
que utilizamos {}. Usualmente a representação de geométrica de um grafo
pode ser feita utilizando pontos e linhas ou pontos e setas, onde os pontos
representam os vértices e os elos são representados por setas se o grafo for
orientado, ou linhas caso contrário.

Seja G = (V,E) um grafo orientado, e considere dois elementos u e v em V,
a sequência finita e1, e2, · · · , en de elementos de E, onde existe um conjunto
A = {v1, · · · , vn} de elementos em V tal que v1 = u e vn = v e (vk, vk+1) =
ek+1 para todos k pertecente a B = {0, · · · ,n − 1} é chamado de caminho
de comprimento n entre os vértice u a v. Vamos definir o conjunto dos
caminhos de comprimento n entre u, v ∈ V por Cn(u, v). E determinamos o
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conjunto dos caminhos entre u, v ∈ V por :

C(u, v) :=
∞⋃

n=1

Cn(u, v).

2.1 Árvores enraizadas

Seja G = (V,E) um grafo orientado, se existir um vértice o onde para
qualquer v ∈ V : #C(o, v) = 1, onde # significa a carnidalidade do conjunto,
então chamaremos esse grafo de árvore enraizada e o é dito raiz de G.

A partir de agora quando for mencionado a palavra árvore durante a dis-
sertação, estamos nos referindo a árvores enraizadas.

Nas árvores podemos associar o tamanho de um caminho com o nível que
o vértice está ocupando. Dizemos que um vértice v está no nível n ∈ N
e escrevemos v ∈ Vn se existe um caminho γ de comprimento n entre o
e v. Vamos definir também que v0 := {o}. Como os caminhos são únicos
podemos dizer que

#Cn(o, v) =

{
1, se v ∈ Vn

0, caso contrário

Definimos posto de um vértice v ∈ G, como a quantidade de elos com
origem em v e vamos denotar esse valor por ρ(v). Além disso definimos
o posto de um nível n como max{ρ(v); v ∈ Vn}, quando esse máximo não
existir dizemos que ρ(n) = ∞.

Proposição 2.1.1. Seja G = (V,E) uma árvore então existe uma indentificação
entre C(v) e V onde C(v) são todos os caminhos iniciados na raiz e terminados em
v ∈ V.

Demonstração. Para cada v em V existe um único caminho entre o e v, logo
existe uma bijeção entre V e C(o) �

Seja G = (V,E) uma árvore e C : E → N uma aplicação que chamaremos
de Coloração.

Proposição 2.1.2. Seja G uma árvore e C uma coloração tal que, ∀v ∈ V a
restrição C : {(v,w) ∈ E : w ∈ V} → {k : 1 ≤ k < ρ(v) + 1} é uma bijeção. Então
existe uma aplicação injetora φ : V → X∞k=0N

k.
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Demonstração. Vamos mostrar a existência da aplicação. Seja k ∈N fixo , e
a0, a1, · · · , ak−1 onde a′is ∈ N tal que a j ≤ ρ( j) j ∈ {0, 1, · · · , k − 1}. Como G é
uma árvore então existe um único elo (o, v1) tal que C(0, v1) = a0.
Pelo mesmo motivo existe um único caminho γ = ((0, v1), (v1, v2)) tal que
C(v1, v2) = a1. Assim por indução temos que existe um único caminho
γi = ((o, v1), (v1, v2), · · · , (vk−1, vk)) tal que C(vi, vi+1) = ai ∀i ∈ {1, · · · , k − 1}.

Então vamos definir
φ(vk) := (a0, . . . , ak).

A injetividade segue do fato que existe um único caminho para qualquer
dois vértices na árvore. �

Consideramos um conjunto enumerávelA, onde chamaremos de alfabeto.
Uma sequência finita w = (a1, a2, a3, · · · , an) de elementos de A é chamada
de palavra, onde podem ser representada por w = a0a1 · · · an, onde a′is ∈ A.
Em analogia a teoria dos grupos livres vamos representar a palavra vazia
pelo símbolo 1, pois ela representa o neutro da operação nos grupos livres.
Considerando uma palavra w = a1a2 · · · an dizemos que o comprimento de
w é n e denotamos esse comprimento por |w|. Vamos definir o conjunto
das palavras de comprimento n por

Pn := {w = a1a2 · · · an : ai ∈ A ∀i ∈ 1, 2, · · · ,n} .

Assim dada uma árvore G, podemos definir An := C({(u, v) ∈ E; u ∈ Vn})
como o alfabeto do nível n para qualquer n ∈ N. E definimos agora
A :=

⊎
I∈N

Ai, em queA pode ser visto como um alfabeto da árvore G.

Definição 2.1.3. Dada uma palavra w = (a0, · · · , ak) : k ∈ N, ai ∈ Ai, dizemos
que esta palavra é admissível se w = φ(v), para algum v ∈ G. Onde φ é definido
na proposição 2.1.2.

2.2 Topologia em árvores enraizadas.

Seja G uma árvore e V o seu conjunto de vértices, e seja A o alfabeto.
Pela proposição 2.1.1 temos uma identificação entre V e A∗∗ onde A∗ é o
conjunto de todas as palavras admissíveis finitas do alfabeto A, ou seja
A
∗ := {(a0, · · · , ak) : k ∈N, ai ∈ Ai. Vamos definir:

d : A∗ ×A∗ → (0,+∞);
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d(x, y) =

{
rmax{i∈N;x j=y j∀1≤ j≤i} se x , y
0, se x = y

onde r ∈ (0, 1).

Temos que d é uma métrica sobreA∗ pois

Se x = y temos que d(x, y) = 0, senão ∃ i ∈ N; xi , yi logo d(x, y) ≥ ri−1 > 0.
Assim temos que d(x, y) ≥ 0 para todos x, y ∈ V.

Vamos mostrar agora que d(x, y) = d(y, x) para todo x, y ∈ V. Se x = y então
d(x, y) = 0 = d(y, x).
Supondo que x , y então d(x, y) = rmax{i∈N;x j=y j∀1≤ j≤i} = rmax{i∈N;y j=x j∀1≤ j≤i} =
d(y, x). Portanto temos que d(x, y) = d(y, x) para todos x, y ∈ V.

Seja x, y, z ∈ V, se x = y = z então d(x, z) = d(x, y) + d(y, z) = 0, suponhamos
agora x, y, z sejam diferentes. Sem perda de generalidde vamos assumir
que d(x, y) ≤ d(y, z), além disso existe M ∈N; d(x, y) = rM. Assim

max{i ∈N; x j = y j∀1 ≤ j ≤ i} ≥ max{i ∈N; yk = zk∀1 ≤ k ≤ i}

Logo temos que xi = yi = zi∀i ≤ M, o que implica em max{i ∈ N; y j =
z j∀1 ≤ j ≤ i} ≥M. Logo d(x, y) ≤ rM = d(y, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).
Acabamos de mostrar que d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), para todo x, y, z ∈ V.

Assim temos que d é uma métrica em V

Uma sequência infinita (v0, v1, v2, · · · ) de elementos deA é chamada de pa-
lavra infinita admissível onde representamos por v0v1 · · · tal que v′is ∈ A.
Vamos denotar o conjunto de todas as palavras infinitas porAω.

Definimos A∞ := Aω
∪ A

∗. Vamos achar um critério para que A∞ seja
compacto.

Usando os mesmos argumentos da prova anterior podemos demonstrar
que (A∞, d) é um espaço métrico, onde:

d : A∞ ×A∞ → (0,+∞);

d(x, y) =

{
rmax{i∈N;x j=y j∀1≤ j≤i} se x , y
0, se x = y

onde r ∈ (0, 1).
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Ao conjunto [v1] := [(v1 · · · vk)] := {(wn) ∈ A∞ : wi = vi : ∀1 ≤ i ≥ k}
chamaremos de cilindros. Esses conjuntos são fechados e abertos.

Seja (X, d) um espaço métrico não completo, pela proposição 13 do capítulo
7 de [6], podemos ampliar esse espaço de modo que obtenha um novo
espaço X métrico e completo, onde chamamos X de completamento de
X. Em geral um completamento de um espaço métrico X é um par (X, ϕ),
onde X é completo e ϕ : X → X é uma imersão isométrica cuja imagem
ϕ(X) é densa em X.

Teorema 2.2.1. (A∞, d) é o completamento de (A∗, d).

Demonstração. Seja (xn) := (x(l)
n ) uma sequência de Cauchy em (A∗, d). Logo

∀m ∈N ∃ km ∈N; ∀ a, b ≥ km ⇒ d(xa, xb) ≤ rm

Então temos que

∀m ∈N ∃ km ∈N; ∀ a, b ≥ km ⇒ x(l)
a = x(l)

b ∀l < m

Sem perda de generalidade, assumimos que (km)m é uma sequência não
descrecente, ou seja (k1)1 ≤ (k2)2 ≤ · · ·

Logo temos que
x1

k1
≤ x2

k2
≤ · · ·

Sempre existe uma única palavra x ∈ Aω tal que x = xm = xm
km
∀m ∈N

Seja ε > 0 e m ∈ N tal que rm < ε e tome n ≥ km, logo x(m)
n = x(m)

kn
; Por outro

lado temos que x(m)
n = x(m)

kn

Logo temos que x(m)
n = x(m) o que implica que d(xn, x) < rm < ε

Assim lim
n→∞

xn = x. Logo

(A∞, d) é completo.

De fato temos que

A
∞ = { lim

n→∞
(xn) : (xn) ∈ Aω e (xn) de Cauchy}

Pois: Tome ω ∈ A∞ então ω = (v0v1 · · · ) e definimos

ωn := (v0, · · · , vn)

Logo temos que
lim
n→∞

ωn = ω.
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Assim temos que (A∞, d) é o completamento de (A∗, d) �

Temos que A∞ é separável, pois A∗ está contido em A∞ é denso e enu-
merável. Concluimos assim que A∞ é um espaço métrico, separavél e
completo, com respeito a topologia gerada pelos cilindros, logo A∞ é um
espaço Polonês. No teorema a seguir vamos dar uma caracterização para
que o espaço seja compacto.

Teorema 2.2.2. Uma árvore G = A∞ é compacta se e somente se o posto de
qualquer vértice v ∈ V é finito.

Demonstração. Suponhamos que G é compacto então ∪v1···vn[v1, · · · , vn] é
uma cobertura de G de abertos disjuntos, logo é uma cobertura finita, por-
tanto ρ(v) < ∞, para qualquer vértice v ∈ V.
Por outro lado para provar que se ρ(n) < ∞ implica que G é compacto,
basta mostrar queAω é compacto.
Já vimos que Aω é métrico, logo é suficientemente mostrar que Aω é
sequêncialmente compacto.

Seja
xn :=

(
v(n)

1 , v
(n)
2 , v

(n)
3 · · ·

)
uma sequência emAω

Temos que ρ(v) < ∞ para qualquer vértice v ∈ V, logoAn é finito, ondeAn

é o alfabeto do nível n. Assim :
Temos queA1 é finito, logo existe ao menos um v1 ∈ A1, onde um número
infinito de subsequência xnk começam com a letra v1. Ou seja ;

∃nk ∈N; xnk = (v1v(nk)
2 · · · ) onde nk →∞ isto, é v(nk)

1 = v1

Utilizando novamente a hipótese de que A2 é finito logo existe ao menos
um v2 ∈ A2, onde um número infinito de subsubsequência xnkl

tem segunda
letra v2. Isto é;

∃nkl ∈N; xnkl
= (v1v2v

(nkl
)

3 · · · ) onde nkl →∞ isto, é v
(nkl

)
2 = v2

Indutivamente e utilizando o fato que a cardinalidade deAm é finito

∃nβ ∈N; xnβ = (v1v2v3 · · · vmv(nβ)
m+1 · · · ) onde nβ →∞ isto, é v(nβ)

m = vm

Logo temos que existe uma subsequência

vmk
n com mk →∞ tal que lim

k→∞
vnk

n = vn.

Portanto temos que Aω é sequêncialmente compacto, o que implica Aω

compacto. �
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Capítulo 3

Construção da medida nas árvores

Nesse capítulo vamos construir uma medida conforme sobre a árvore en-
raizada e iremos estudar algumas propriedades sobre essa medida.

Usaremos as idéias de Denker e Urbanski em [13] e de Patterson em [18]
para a construção dessa medida. Comecaremos o capítulo apresentando
a definição clássica de uma medida conforme e dando alguns resultados
conhecidos sobre essa medida.

3.1 Medida conforme

Seja (X,F ) um espaço mensurável e consideremos T : X → X um endo-
morfismo mensurável e f uma função mensurável não negativa sobre X.

Definição 3.1.1. Uma medida m em (X,F ) é dita f-conforme se

m(T(A)) =

∫
A

f (x)dm

onde A ∈ F é um conjunto mensurável no qual TA é mensurável e T : A→ TA
é inversível.

Note que m(T(A)) =
∫

A
f (x)dm implica que m ◦T é absolutamente contínua

com respeito a m, sobre a σ−álgebra F ∩ A para cada conjunto A, tal que
T : A→ TA é um isomorfismo mensurável.

Note que dada m uma medida f−conforme podemos definir f (1) = f e
f (n) = ( f (n−1)

◦ T) f para n ≥ 2, temos que m é támbem f (n)
−conforme com
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respeito a transformação Tn para n ≥ 1. Além disso
∫

T(A)
gdm =

∫
A

(g◦T) f dm
onde g é integrável sobre TA.

Considerando T um endomorfismo mensurável em (X,F ), onde o número
de pré-imagem dos pontos é uniformemente limitado. Para uma função
mensurável f : X→ R+ o operador de Perron-Frobenius

L fϕ(x) = Lϕ(x)
∑

T(y)=x

ϕ(y)
f (y)

é bem definido, onde ϕ é uma função mensuravel e x ∈ X talque f (y) > 0
para toda pré-imagem y de x.

Proposição 3.1.2. Suponhamos que existe uma partição enumerável de Xi ; (1 ≥
i ≥ s) de X tal que T : Xi → TXi é um isomorfismo mensurável. Seja f : X→ R+

uma função mensurável e m uma medida de probabilidade sobre (X,F ). Então m
é f - conforme se e somente se L f age sobre L∗m = m.

Demonstração. Temos que m é f−conforme.
Seja Ai = {x ∈ Xi; f (x) = 0}, logo temos que m(T(Ai)) = 0 para 1 ≥ i ≥ s.
Consideramos Lϕ, onde ϕ é uma função integrável . Assim

∫
TXi

ϕ

f
◦ (T|Xi)

−1dm =

∫
Xi

ϕ

f
◦ (T|Xi) f dm

=

∫
Xi

ϕdm {1 ≤ i ≤ s}

Somando todos i obtemos que∫
X

L fϕ(x)dm =

∫
X
ϕdm

O que implica que L f age sobre L(1)(m) e L∗m = m.

Por outro lado se L f age sobre L(1)(m) e L∗m = m e tomando A ∈ F temos

11



∫
A

f dm =

∫
A

f dL∗m

=

∫
X

L(1A f )dm

=

∫
X

∑
T(y)=x

1A(y)m(d(x))

= m(T(A))

Então m é f - conforme . �

3.2 Medida conforme nas árvores enraizadas

Em [13] mostra-se que a construção principal das medidas conformes foi
feita usando o seguinte fato analítico. Para uma sequencia (an) de números
reais, o número c = lim supn→∞

an
n onde chamaremos de parametro de

transição de (an), é unicamente determinado pelo fato que
∑

n∈N exp(an−ns)
converge para s > c, diverge para s < c e para s = c o somatório não
converge nem diverge.
Assim dado uma função

ϕ : V → (0,∞)
v → ϕv

, denotamos
Zn =

∑
v∈Vn

ϕv (n ∈N),

onde V é o conjunto de vértices de Ḡ, note que esse conjunto é denso em
Ḡ. Vamos definir uma família de medida {ms : s < 1/ρ}, ρ := lim sup

n→∞

n
√

Zn

do seguinte modo:

ms :=

∑
∞

n=1 ansn ∑
v∈Vn

ϕvδv∑
∞

n=1 ansn
∑

v∈Vn
ϕv

(3.1)

Onde, δv é a medida de Dirac em v ∈ V e (an) é escolhido tal que:

• Para todo n, 0 ≤ an ≤ an+1

• lim
n→∞

an

an+1
= 1;
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•

∞∑
n=1

ansnZn =

{
< ∞, |s| < 1

ρ

= ∞, |s| ≥ 1
ρ

Para nos auxiliar nas contas vamos denotar por P(s) =
∑
∞

n=1 ansn ∑
v∈Vn

ϕv.
Assim temos que

ms :=
1
P(s)

∞∑
n=1

ansn
∑
v∈Vn

ϕvδv (3.2)

Exemplo: Árvore homogênea de posto variado. Esse é um exemplo em
que para qualquer vértice no nível n dar origem ao mesmo número de elos.
A árvore que tem essa propriedade chamamos de árvore homogênea.

Figura 3.1: Árvore homogênea com ρ1 = 3, ρ2 = 2 e ρ3 = 4.

Dado v ∈ Vm definimos ϕv := 1
ρ(0)

1
ρ(1)

1
ρ(2) · · ·

1
ρ(m−1)

1
ρ(m) , onde ρ(i) com 0 ≤ i ≤

m é o posto do nível i.

Temos que

Zn =
∑
v∈Vm

ϕv

=
∑
v∈Vm

m−1∏
i=0

1
ρ(i)

(v)

= #(Vm)
m−1∏
i=0

1
ρ(i)

= #(Vm)ϕv

Note que 0 <
∏m−1

i=0
1

r(i) < 1, logo temos que lim sup n√Zn ≤ 1. Seja s > 1 ,
tomando an = 1 temos que ansn > 1, ∀n ∈N.

Seja [v] um cilindro, vamos agora determinar a medida ms[v]
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Tome y ∈ [v], e denotamos Wm todas as palavras de comprimento infinito,
assim

ms([v]) =

∑
∞

n=1 sn ∑
y∈Vn

ϕv.δy([v])∑
∞

n=1 sn
∑

y∈Vn
ϕv

=

∑
∞

n=1 sn ∑
y∈Vn

ϕv.δy([v])∑
∞

n=1 snZn

=

∑
∞

n=1 sn ∑
y∈Vn,[y]⊂[v] ϕv∑

∞

n=1 snZn
=

∑
∞

n=1 sn ∑
vu∈Wm ϕv∑

∞

n=1 snZn

=

∑
n≥|v| sn ∑

vu∈Wm ϕv∑
∞

n=1 s−nZn
+

∑
∞

n<|v| sn ∑
vu∈Wm ϕv∑

∞

n=1 snZn

=

∑
n≥|v| snϕv

∑
vu∈Wm

ϕvu

ϕv∑
∞

n=1 snZn
+

∑
∞

n<|v| sn ∑
vu∈Wm ϕv∑

∞

n=1 snZn

= ϕv

∑
n≥|v| sn(v, ηv)

∑
vu∈Wm

ϕvu

ϕv∑
∞

n=1 s−nZn
+

∑
∞

n<|v| s−n ∑
vu∈Wm ϕv∑

∞

n=1 snZn

Como,
∑

n≥|v| sn(v,ηv)
∑

vu∈Wm
ϕvu
ϕv∑

∞

n=1 snZn
converge para 1 e

∑
∞

n<|v| s
n ∑

vu∈Wm ϕv∑
∞

n=1 snZn
converge para 0.

Logo temos que
ms[v] = ϕv

Esse exemplo nos mostra que {ms : s < 1/ρ} é não vazio se e somente se
ρ < ∞. Além disso note que, se ρ < ∞ então Zn < ∞.

Proposição 3.2.1. Suponhamos que ρ < ∞ e que existe uma sequência (sk) não
descrecente convergindo para 1/ρ tal que msk converge fracamente para µ. Então
µ é uma medida de probabilidade com suporte sobre ∂G.

Demonstração. Seja f uma função contínua definida em Ḡ que é um com-
pacto logo f é limitada. Como por hipótese msk converge fracamente para
µ então

lim
k→∞

∫
f dmsk =

∫
f dµ

Seja A um subconjunto de Ḡ, como A é discreto temos que 1w é uma função
contínua para cada w ∈ A. Assim

lim
k→∞

∫
1wdmsk =

∫
1wdµ para cada w ∈ A.

Assim temos que
lim
k→∞

msk([w]) = µ([w])

14



Consequentemente temos que

ms([w]) = lim
k→∞

∑
∞

n=1 ansn
k

∑
v∈Vn w∈A ϕvδv∑

∞

n=1 ansn
k Zn

= lim
k→∞

∑|Vn|

n=1 ansn
k

∑
v∈Vn w∈A ϕvδv∑

∞

n=1 ansn
k Zn

+

∑
n≥|Vn|

ansn
k

∑
v∈Vn w∈A ϕvδv∑

∞

n=1 ansn
k Zn


≤

∑
|Vn|

n=1 anρ−n ∑
v∈Vn w∈A ϕvδv∑

∞

n=1 anρ−nZn
+

∑
n≥|Vn|

anρ−n ∑
v∈Vn w∈A ϕvδv∑

∞

n=1 anρ−nZn

Note que para n grande temos que
∑

n≥|Vn | anρ−n ∑
v∈Vn w∈A ϕvδv∑

∞

n=1 anρ−nZn
é igual a zero.

Portanto temos que

µ([w]) = limn→∞

∑|Vn |
n=1 anρ−n ∑

v∈Vn w∈A ϕvδv∑
∞

n=1 anρ−nZn
= 0

Já que o numerador é um número finito e o denominador tende a infinito.
�

Corolário 3.2.2. Se |Vn| < ∞ para todo n ∈N e ρ < ∞, então existe µ suportada
em ∂G e uma sequência (sk) não descrescente convergindo para 1/ρ tal que msk

converge fracamente para µ

Demonstração. A demonstração segue do fato que em um espaço métrico
compacto completo, qualquer sequência de medida de probabilidade pos-
sui um ponto de acumulação, isto é o espaço de medida de probabilidade
é fraca* sequencialmente compacto. �

3.3 Estrutura conforme e a árvore enraizada

A fim de mostrar a importância da construção da medida 3.2, vamos consi-
derar uma árvore enraizada equipada com uma família de simetrias local.
Isto é, fixemos um subconjunto R0 ⊂ V×V tal que, para cada (v,w) ∈ R0 os
subgrafos G∩[v] e G∩[w] são isomorfos. Além disso, sejaG0 o conjunto dos
isomorfismos do grafo tal que para cada g ∈ G0, existe (vg,wg) = (v,w) ∈ R0

tal que g : [v] ∩ G→ [w] ∩ G é um isomorfismo do grafo. Isto é, para cada
v ∈ Vn e w ∈ Vm g : [v] ∩ Vn+k → [w] ∩ Vm+k é uma bijeção para cada k ≥ 0,
isto é esse mapa induz uma bijeção entre os caminhos do grafo. Note que
o conjunto G0 dos isomorfismos do grafo pode ser visto como o conjunto
gerador de um grupo.

15



Assim apresentamos a seguinte definição, expondo algumas propriedades
para obtenção de uma estrutura conforme.

Definição 3.3.1. Dizemos que a quadruple (G, ϕ, µ,G0) é admissível se as se-
guintes condições são verificadas:

1. G é uma árvore enraizada e Vn , ∅ para todo n ∈N.

2. ρ ∈ (0,∞) e existe uma sequência (sk) onde sk ↗ 1/ρ e msk → µ fracamente.

3. Para cada g ∈ R0 com vg ∈ Vm, wg ∈ Vm+k, temos que a função

Fg : [vg] ∩ V → (0,∞), u 7→ ρkϕg(u)

ϕu

extende-se a uma função Fg uniformemente contínua sobre Ḡ.

Os teoremas a seguir dão uma caracterização das medidas conformes sobre
as árvores enraizadas.

Teorema 3.3.2. (Medida conforme nas árvores enraizadas): Se (G, ϕ, µ,G0) é
admissível, dado g ∈ G0 definimos b := g(d) onde d ∈ [vg] ∩ G , para vg em Vm e
suponhamos que wg ∈ Vm+k então

µ([b]) =

∫
[d]

Fgdµ (3.3)

Demonstração. Temos que∣∣∣∣∣∣
∫

[d]
Fgdms −ms([b])

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∑
∞

n=1 ansn ∑
u∈Vn∩[d] ϕuFg(u)∑

∞

n=1 ansnZn
−

∑
∞

n=1 ansn ∑
u∈Vn∩[b] ϕu∑

∞

n=1 ansnZn

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∑
∞

n=1 ansn ∑
u∈Vn∩[d] ϕuFg(u)∑

∞

n=1 ansnZn
−

∑
∞

n=|b| ansn ∑
u∈Vn∩[b] ϕu∑

∞

n=1 ansnZn

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∑
∞

n=1 ansn ∑
u∈Vn∩[d] ϕuFg(u)∑

∞

n=1 ansnZn
−

∑
∞

n=|g(d)| ansn ∑
u∈Vn∩[g(d)] ϕu∑

∞

n=1 ansnZn

∣∣∣∣∣∣
≤

∑
∞

n=|d| ansn ∑
u∈Vn∩[d]

∣∣∣ϕuFg(u) − an+k
an

skϕg(u)

∣∣∣∑
∞

n=1 ansnZn

=

∞∑
n=|d|

ansn
∑

u∈Vn∩[d]

ϕu

∣∣∣∣∣Fg(u) − sk an+k

an

ϕg(u)

ϕu

∣∣∣∣∣
Usando o fato que (G, ϕ, µ,G0) é admissível temos que

∣∣∣∣Fg(u) − sk an+k
an

ϕg(u)

ϕu

∣∣∣∣
tende a zero uniformemente, implicando assim que

∣∣∣∣∫[d]
Fgdµ −ms([b])

∣∣∣∣ con-
verge a zero quando s→ 1/ρ. �
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Como consequência da regra de transformação de medidas podemos ex-
tender 3.3.2 para um grupoíde gerado por G0 apresentado abaixo. Note
que para qualquer g ∈ G0 a inversa é um isomorfismo de G∩[wg]→ G∩[vg]
com g ◦ g−1 = id[vg] e g−1

◦ g = id[wg]. Além disso, se g e h são elementos de
G0 com wg = vh então h ◦ g é um isomorfismo entre G ∩ [wh] → G ∩ [wg].
Em particular a extensão G de G0 existe e é definida como o subconjunto
minimal dos isomorfismos dos subgrafos de G tal que :

1. G0 ⊂ G,

2. se g ∈ G, então g−1
∈ G,

3. se g, h ∈ G com wg = vh, então h ◦ g ∈ G.

Assim temos o seguinte resultado.

Teorema 3.3.3. Se (G, ϕ, µ,G0) é adimissível e Fg > 0 µ quase certamente para
todo g ∈ G0 então para todo g ∈ G definimos b := g(d) onde d ∈ [vg] ∩ G , para
vg em Vm e suponhamos que wg ∈ Vm+k então temos

µ([b]) =

∫
[d]

Fgdµ

Demonstração. Seja g ∈ G, logo comoG é finitamente gerado porG0, existem
g1, g2, · · · , gk funções em G0 tal que

g([d]) = gk

(
gk−1 ◦ gk−2 ◦ · · · ◦ g1([d])

)
Como gk pertence a G0, podemos aplicar o teorema anterior assim

µ([b]) =

∫
gk−1◦gk−2◦···◦g1([d])

Fgkdµ

=

∫
gk−2◦···◦g1([d])

Fgk ◦ Fgk−1 ◦ gk−1dµ

Indutivamente obtemos que

µ([b]) =

∫
[d]

Fgk ◦ Fgk−1 ◦ · · · ◦ Fg2 ◦ g1dµ

Tomando Fg = Fgk ◦ Fgk−1 ◦ · · · ◦ Fg2 ◦ g1dµ, temos que

µ([b]) =

∫
[d]

Fgdµ

�
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3.4 A extensão de Caratheodory nas árvores en-
raizadas

Dado uma árvore G, vamos agora aplicar alguns resultados da teoria das
medidas, para mostrarmos a existência de uma medida m′sdefinida no semi
anel de Ḡ, tal que m′s|A = ms, onde ms é a medida dada pelo teorema da
Medida conforme nas árvores enraizada e A é a coleção disjuntas dos
elementos do semi anel.

Proposição 3.4.1. Seja G uma árvore, então S = ({[w]; w ∈ Vn, n ∈ N} ∪ V) é
um semi- anel de Ḡ = G ∪ ∂G. (A definição de um semi-anel pode ser encontrada
no anexo).

Demonstração. Seja v1, v2 ∈ S, sem perda de generalidade vamos supor que
v1 ∈ Vn e v2 ∈ Vm, com n ≤ m

• S , ∅ pois Ḡ = [o] ∈ S

• Seja v1, v2 ∈ S,temos dois casos para analisar a interseção.

1. Se v2 < [v1] então [v1] \ [v2] = [v1] ∈ S

2. Se v2 ∈ [v1] então [v1] \ [v2] =
⋃

w ∈ Vm ∩ [v1]
w , v2

[w] ∪ v, onde

v ∈ {Vn+1 ∩ [v1] · · ·Vm−1 ∩ [v1]} que de fato é disjuntos.

�

Proposição 3.4.2. ms definida no teorema da medida conforme nas árvores enrai-
zadas é uma medida de probabilidade sobre S = ({[w]; w ∈ Vnn ∈N} ∪ V).

Demonstração. Temos que

• ms(∅) = 1
P(s) ·

∑
∞

n=1 ansn ∑
v∈Vn

1∅(v) = 0

• ms(A) ≥ 0 ∀ ∈ S

• Seja A ∈ S e seja Ai elementos de S tais que A = ∪i∈NAi com i ∈N
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Pela convergência absoluta, temos que

ms(A) =
1
P(s)

·

∞∑
n=1

ansn
∑
v∈Vn

ϕv1A(v)

=
1
P(s)

·

∞∑
n=1

ansn
∑
v∈Vn

ϕv ·

∑
k∈N

1Ai(v)

=
∑
k∈N

1
P(s)

k∑
n=1

ansn
∑
v∈V

ϕv1Ai(v)

=
∑
k∈N

ms(Ai)

Assim temos que ms(∪i∈N) =
∑
i∈N

ms(Ai)

�

Proposição 3.4.3. Seja K um semi- anel eU(K) =U a coleção das uniões finitas
disjuntas de elementos de K. Então:

1. U é um anel,

2. Toda medida µ em K pode ser estendida de maneira única para uma medida
µ∗ emU definida por

µ∗(
m∑

j=1

K j) =

m∑
j=1

µ(K j)

3. Se uma medida µ em K é σ−aditiva, então sua extensão µ∗ é também σ-
aditiva

A demostração desse teorema pode ser encontrada em [2]

Assim utilizando a proposição acima, temos que existe uma única extensão
m∗s em A(S) = A σ- finita, onde A é a coleção das uniões finitas disjuntas
de elementos de S.

Definição 3.4.4. Seja X um conjunto qualquer. Uma funçãoλ : P(X)→ [0,+∞]
é chamada de medida exterior se satisfaz a seguintes condições:

• λ(∅) = 0
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• A ⊂ B⇒ λ(A) < λ(B)

• Se (An) é uma sequência de subconjuntos de X entãoλ
(∑∞

n=1 An
)
≤

∑
∞

n=1 λ(An)

Podemos apresentar um caracterização das medidas exterior que é demos-
trada em [16] do seguinte modo:

Teorema 3.4.5. Seja B um subconjunto qualquer de X entãoλ(B) = inf
∑
∞

j=1 µ(E j),
onde B ⊆ ∪∞j=1E j.

Seja λ uma medida exterior em X. Vamos definir Gλ o conjunto de todos
os subconjuntos A ⊂ X, tal que para algum B ⊂ X temos que

λ(B) = λ(B ∩ A) + λ(B ∩ Ac)

Assim podemos apresentar a seguinte proposição:

Proposição 3.4.6. Seja λ uma medida exterior em X e seja Gλ como definida
anteriormente. Temos que Gλ é uma σ algebra sobre X

Demonstração. De fato temos que ∅ ∈ Gλ

Seja agora A ∈ Gλ e B ⊂ X tal que λ(B) = λ(B ∩ A) + λ(B ∩ Ac) mas
λ(B) = λ(B ∩ Ac) + λ(B ∩ A) logo Ac

∈ Gλ.

Considere agora (An)n∈N ∈ Gλ, vamos mostrar que ∪n∈NAn ∈ Gλ.

Temos que
λ(B∩ (∪n∈NAn)) + λ(B∩ (∪n∈NAn)c) ≤

∑
n λ(B∩An) + λ(B∩ (∪n∈N)c) = λ(B).

Por outro lado temos pela definição de medida exterior que λ(B) ≤ λ(B ∩
(∪nAn)c) + λ(B ∩ (∪n)An)
Portanto temos que Gλ é uma σ-algebra. �

Lema 3.4.7. Seja R um anel de X e seja µ a medida sobre R. Seja λµ a medida
exterior associada a µ. Considere Σ a σ-algebra associada a λµ. Então temos que
R ∈ Σ.

Teorema 3.4.8. (Teorema de Caratheodory) Seja R um anel de X e µ a medida
sobre R σ−aditiva.Então existe uma medida µ′ σ-aditiva sobre a σ−algebra gerada
por R tal que µ′|R = µ

Demonstração. Seja λµ a medida exterior associada a µ, e Σ , a sigma alge-
bra associada a λµ, então pelo lema anterior temos que a σ-algebra gerada
por R pertence a Σ. Considere agora λmu restrita a R, vamos mostrar que
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λµ|R = nµ. De fato sempre temos que λµ(A) ≤ µ(A) , para todo A.

Por outro lado , seja (An) uma cobertura de A onde (An) ∈ R. Vamos definir
B1 := A1 ∩A e Bn+1 := (An ∩A) \ ∪k≥n(Ak ∩A) para n ≥ 1. Temos que Bn ∈ R
e todos disjuntos , além disso ∪nBn = A e µ(Bn) ≤

∑
n µ(An). Como µ é

uma medida no anel temos que µ(A) =
∑

n µ(Bn) ≤
∑

n µ(An). Assim temos
µ(A) ≤ λµ(A).

Portanto temos que λµ|R = µ �

Utilizando o teorema de Caratheodory, existe uma medida m′s sobre a σ-
algebra gerada porA tal que m′s|A = ms.
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Capítulo 4

Aplicações ao Odomêtro

4.1 Odômetro

Nessa aplicação, vamos associar a árvore enraizada a um objeto clássico
dos sistemas dinâmicos, conhecido como odômetro [10]. Para k ≥ 2 consi-
deramos o conjuntoZk := Z/kZ e fixamos uma sequência (kn : n ∈N) com
kn ≥ 2.

Tomemos o conjunto M :=
∏
∞

n=1Zkn das sequências de elementos com
valores em Zkn . Identificando Zk com {0, 1, · · · , k − 1} , para (xi), (yi) ∈ M
consideremos

ε0 = 0 εk =

0 : xn + yn < kn

1 : xn + yn ≥ kn

e definimos a soma (zi) = (xi) + (yi) da seguinte forma :

zn := xn + yn + εk−1 mod kn (k = 1, 2, 3, · · · )

Exemplo: Seja kn = 3 para todo n . E tomemos x = (1, 0, 2, 1, · · · ) e y =
(0, 1, 2, 1, · · · ). Assim temos que :

x0 + y0 = 1 + 0 = 1 < 3 logo ε0 = 0 z0 = 1
x1 + y1 = 0 + 1 = 1 < 3 logo ε1 = 0 z1 = 1
x2 + y2 = 2 + 2 = 4 > 3 logo ε2 = 1 z2 = 1
x3 + y3 = 1 + 1 = 2 < 3 logo ε3 = 0 z3 = 0

Logo z = x + y = (1, 1, 1, 0, · · · )
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Teorema 4.1.1. O conjunto M com a soma definida acima forma uma estrutura
de grupo.

Demonstração. Vamos dar um esboço da demostração, pois as contas são
fáceis de serem feitas.

• Temos de fato que M , ∅ pois (0, 0, 0, · · · , 0, · · · ) ∈M

• (0, 0, 0, · · · , 0 · · · ) é o neutro da operação.

• A associatividade é válida, pois é herdada da associatividade da soma
usual.

• Dado x = (x0, x1, x2, · · · ) definimos o inverso−x := (y0, y1, y2, · · · ) onde

yi =

ki − xi : i = 2n
ki − xi − 1 : i = 2n + 1

para n ∈ {0, 1, 2, · · · }

�

Chamamos o grupo acima (M,+) de Odômetro.

Como facilmente pode ser vista a órbita de (1, 0, 0, 0, · · · ) é igual ao do
conjunto de todos os elementos cujo coordenadas são eventualmente iguais
a 0, e em particular esta órbita é densa em relação a topologia produto.

Definição 4.1.2. Seja x ∈M vamos definir a aplicação

T : M 7→ M
x 7→ T(x) = x + (1, 0, 0, 0, · · · ).

esta aplicação é conhecida como adding machine.

Teorema 4.1.3. A aplicação adding machine definida acima é unicamente ergó-
dica. Isto é ; para T : ∂G 7→ ∂G existe uma única medida de probabilidade T−
invariante.

Note que essa medida invariante tem que ser automaticamente ergódica.

Demonstração. E um corolário do teorema 1.1 em [3]. �
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Para fazer a associação da árvore enraizada G = (V,E) com o odômetro, (ver
figura 4.1), vamos considerar V0 := {0} e Vn :=

∏n
i=1Zki e as arestas como

∪nEn onde En = {((x1, x2, · · · , xn), (x1, · · · , xn, xn+1)); (x1, · · · , xn, xn+1) ∈ En+1}.

Figura 4.1: Um odômetro com n1 = 3, n2 = 2 and n3 = 4.

Assim para x ∈ Vn com |Vn| = k1k2 · · · kn , podemos definirϕx = (k1k2 · · · kn)−1

e chamaremos essa escolha deϕ como escolha canônica. Vimos no capítulo
anterior que para a escolha canônica de ϕ, Zn = 1 . Como Ḡ é compacto,
pela proposição 3.2.1 temos que {ms} converge fracamente para µ. Assim

µ([x1, · · · , xn]) = (k1k2 · · · kn)−1

para ρ = 1 e (an) a sequência constante igual a 1.

Como a dinâmica do adding machine pode ser encontrada de muitas ma-
neiras diferentes nos livros, a construção de G é um pouco mais complexa.
Aqui vamos escolher uma construção que depende da passagem horizontal
de uma órbita. No entanto para considerar a transição de cada passagem
horizontal kn − 1 é necessário considerar faixas horizontais, de pelo menos
comprimento 2. Isto é, para v = (x1, x2, · · · , xn) com xn , kn − 1 definimos

gv :


[v]→ [x1, . . . , xn−1 + 1, xn], (x1, x2, . . .) 7→ (x1, . . . , xn−1 + 1, xn, . . .)
se xn−1 , kn−1 − 1

[v]→ [x1, . . . , 0, xn + 1], (x1, x2, . . .) 7→ (x1, . . . , 0, xn + 1, . . .)
se xn−1 = kn−1 − 1

Teorema 4.1.4. Para gv definido acima coincide com Tαn onde αn := k1 · · · kn−2 e
T é a aplicação adding machine para n > 2 sobre [v]∩∂G e v ∈ Vn. Por convenção
α2 := 1

Demonstração. Inicialmente vamos supor n = 2, assim temos que v = (x1x2)
logo

gv =

{
[x1 + 1, x2] se x1 , k1 − 1
[0, x2 + 1] se x1 = k1 − 1
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Temos nesse caso que α2 = 1 logo

T(v) = [x1, x2] + (1, 0, 0, · · · ) = [x1 + 1, x2] se x1 , k1 − 1
= [0, x2 + 1] se x1 = k1 − 1

Assim temos que T(v) = gv

Suponhamos que é válido para n assim Tαn(v) = gv para todo v ∈ Vn

Vamos mostrar agora que é válido para n + 1, ou seja, Tαn+1(v) = gv para
todo v ∈ Vn+1.

Nesse caso temos que v = (x1x2x3 · · · xnxn+1) logo

gv =

{
[x1, x2, · · · , xn−1, xn + 1, xn+1] se xn , kn − 1
[x1, x2, · · · , xn−1, 0, xn+1 + 1] se xn = kn − 1

αn+1 = 1k1k2 · · · kn−1 = αnkn−1, segue então que

Tαn+1(v) = Tαn ◦ Tαn ◦ Tαn ◦ · · · ◦ Tαn︸                          ︷︷                          ︸
kn−1 vezes

[x1, · · · , xn−1, xn, xn+1]

=



Tαn ◦ Tαn ◦ · · · ◦ Tαn︸                  ︷︷                  ︸
kn−1−1 vezes

[x1, · · · , xn−1 + 1, xn, xn+1] se xn−1 , kn−1 − 1

Tαn ◦ Tαn ◦ · · · ◦ Tαn︸                  ︷︷                  ︸
kn−1−1 vezes

[x1, · · · , 0, xn + 1, xn+1] se
xn−1 = kn−1 − 1

e
xn , kn − 1

Tαn ◦ Tαn ◦ · · · ◦ Tαn︸                  ︷︷                  ︸
kn−1−1 vezes

[x1, · · · , 0, 0, xn+1 + 1] se
xn−1 = kn−1 − 1

e
xn = kn − 1
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Para xn−1 = kn−1 − 1 e xn , kn − 1 temos

Tαn ◦ Tαn ◦ · · · ◦ Tαn︸                  ︷︷                  ︸
kn−1−1 vezes

[x1, · · · , 0, xn + 1, xn+1] = Tαn ◦ Tαn ◦ · · · ◦ Tαn︸                  ︷︷                  ︸
kn−1−2 vezes

[x1, · · · , 1, xn + 1, xn+1]

= Tαn ◦ Tαn ◦ · · · ◦ Tαn︸                  ︷︷                  ︸
kn−1−3 vezes

[x1, x2, · · · , 2, xn + 1, xn+1]

...

= Tαn[x1, x2, · · · , kn−1 − 2, xn + 1, xn+1]

= [x1, x2, · · · , kn−1 − 1, xn + 1, xn+1]

= [x1, x2, · · · , xn−1, xn + 1, xn+1]

Para xn−1 = kn−1 − 1 e xn = kn − 1 temos

Tαn ◦ Tαn ◦ · · · ◦ Tαn︸                  ︷︷                  ︸
kn−1−1 vezes

[x1, · · · , 0, 0, xn+1 + 1] = Tαn ◦ Tαn ◦ · · · ◦ Tαn︸                  ︷︷                  ︸
kn−1−2 vezes

[x1, · · · , 1, 0, xn+1 + 1]

= Tαn ◦ Tαn ◦ · · · ◦ Tαn︸                  ︷︷                  ︸
kn−1−3 vezes

[x1, x2, · · · , 2, 0, xn+1 + 1]

...

= Tαn[x1, x2, · · · , kn−1 − 2, 0, xn+1 + 1]

= [x1, x2, · · · , kn−1 − 1, 0, xn+1 + 1]

= [x1, x2, · · · , xn−1, 0, xn+1]

Assim temos que

Tαn+1 =

{
[x1, x2, · · · , xn−1, xn + 1, xn+1] se xn , kn − 1
[x1, x2, · · · , xn−1, 0, xn+1 + 1] se xn = kn − 1

26



Portanto temos que Tαn+1(v) = gv para todo v ∈ Vn+1.
�

Definimos agora o conjunto G0 := {gv : v = (x1, · · · , xn), xn , kn − 1,n ≤ 2}.
Note que a ação gv substitui as coordenadas |v| − 1 e |v|. Assim a órbita
de [(x1, · · · , xn, 0, 0)] sobre uma ação de G0 é igual a {[(x1, · · · , xn, a, b)] : a ∈
Zkn+1, b ∈ Zkn+2, b , kn−2 − 1}. Assim segue que g pertence ao grupoíde G
gerado porG0 se e somente se existem n ∈N , v ∈ Vn e x1, y1 ∈ Zkn+1 , x2, y2 ∈

Zkn+2 \ {kn+2 − 1} tal que

g : [v, x1, x2] 7→ [v, y1, y2], (v1, . . . , vn, x1, x2, . . .) 7→ (v1, . . . , vn, y1, y2, . . .).

Teorema 4.1.5. Dado g ∈ G0 temos que Fg = 1.

Demonstração. Por definição temos que

Fg : [vg] ∩ V → (0,∞), u 7→ ρkϕg(u)

ϕu

. Seja u = (x1, x2, · · · , xn)
Como para todo g ∈ G0 atua apenas deslocando horizontalmente, logo
temos que ϕu = ϕg(u), pois g(u) e u estão no mesmo nível assim k = 0 e
Fg = 1.

�

Vamos agora ver como o odômetro T está associado com a árvore enrai-
zada G.

Seja α1, segue que T(x) = gv(x), para todo v ∈ (ab) com b , k2 − 1 e
x ∈ [ab] ∩ ∂G. Consideraremos x ∈ [(k1 − 1)(k2 − 1) · · · (kn − 1)b] ∩ ∂G
para b , kn − 1, assim pela caracterização de G acima, é possível subs-
tituir [(k1 − 1)(k2 − 1) · · · (kn − 1)b] por [0, 0, · · · , (b + 1)] atráves de uma
aplicação de interação dos elementos em G. Note que para g ∈ G onde
g : (x1 · · · xn−1(kn−1−1)b) 7→ (x1 · · · xn−10(b+1)) corresponde a T−(kl−1)αl . Além
disso (x1 · · · xn−1(kn−1−1)b) 7→ (x1 · · · xn−10(b + 1)), consequentimente a subs-
tituição acima é associada a T atrvés da seguinte identidade.

αn = 1 +

n−1∑
l=2

(kl−1 − 1)αl.

Discutiremos agora a relação entre a medida µ dada pelo teorema 3.3.3
e a única medida de probabilidade invariante de T já que vimos que T
é unicamente ergódica. Vamos começar mostrando que µ é ergódica,
dependendo da escolha de ϕ.
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Definição 4.1.6. Dizemos que ϕ é um potencial de distorção limitada, se existe
C ≥ 1 tal que para todo k,m,n ∈ N com k < m < n e a ∈ Vk, (ab), (ac) ∈ Vm e
(abx), (acx), (aby), (acy) ∈ Vn

C−1
≤
ϕabxϕacy

ϕacxϕaby
≤ C. (4.1)

Note que essa definição não implica que ϕ se estende a uma função contí-
nua em G∪∂G, o que é de total importância, pois se esse fato fosse verdade
excluiria muitos exemplos importantes. Contudo se ϕ se estendesse a uma
função contínua possitiva, então ϕ automaticamente seria de distorção li-
mitada. Além disso a demonstração abaixo revela que a definição acima,
dar origem a uma estimativa mais clássica que também é referida como
distorção limitada.

O principal argumento para a prova da ergodicidade é baseada na prova
de Kolmogorov’s de 0-1, lei que leva o seu nome. Ou seja, provamos
que a σ- algebra dos eventos terminais, que definimos agora como uma
sequência de relação de equivalência , é trivial. Isto é , para n ∈N, dizemos
que (x1, . . . , xn, . . .) ∼n (y1, . . . , yn, . . .) se xi = yi para todo i ≥ n e definimos
o conjunto V∞n :=

⋃
k≥n Vn ∪ ∂G. Assim podemos definir a sequência de

mapas
πn : V∞n → Xn := V∞n / ∼n

e a σ- algebra terminal

T :=
∞⋂

n=1

{
A ∈ B : π−1

n ◦ πn(A) = A
}
.

Teorema 4.1.7. Suponha que (G,G0) são dados pelos odomêtro e que (G, ϕ, µ,G0)
é admissível e que ϕ é de distorção limitada, então a σ- álgebra terminal é trivial e
T é conservativa e ergódica.

Demonstração. Pelo teorema 3.3.3, obtivemos uma estrutura conforme com
respeito aos elementos de G. Vamos dividir a demonstração em três pas-
sos. O primeiro passo vamos encontrar a estimativa da distorção para
essas medidas da estrutura conforme em G, no passo dois mostraremos
que a σ- álgebra terminal é de fato trivial e no último passo, provamos a
ergodicidade de T.
Passo 1. Seja k,m,n ∈ N com k < m < n e v = (v1v2 . . .) ∈ Vn e, para
B ∈ B, denote por [B]m a classe de equivalência de B em relação a ∼m, isto

28



é [B]m = π−1
m ◦ πm(B)

µ([v]m) =
∑

(a1...am)∈Vm

µ([a1 . . . amvm+1 . . . vn])

=
∑

(a1...am)∈Vm

µ ◦ T
∑m

l=k+1(al−vl)αl−1([a1 . . . akvk+1 . . . vn])

=
∑

(a1...ak)∈Vk

∫
[a1...akvk+1...vn]

 ∑
(ak+1...am)

dµ ◦ T
∑m

l=k+1(al−vl)αl−1

dµ

 dµ.

Como n é arbritário, segue que a medida µk sobre Xk definida por µk(A) :=
µ(π−1

k (A)), que

dµm ◦ πm(x) =

 ∑
(a1...am)

dµ ◦ T
∑m

l=k+1(al−vl)αl−1

dµ
(a1 . . . akxk+1 . . .)

 dµk(x),

para x = (x1x2 . . .) ∈ [(v1 . . . vm)]k. Como T
∑m

l=k+1(al−vl)αl−1 restrito a [a1 . . . akvk+1 . . . vn]
pode ser escrito como uma composição de (m− k) elementos (gal,vl ∈ G : l =
k + 1, . . . ,m), segue que cada termo da soma acima é igual a um produto.
Mais precisamente, temos

dµm ◦ πm

dµk
(πk(x)) =

∑
(a1...am)

dµ ◦ T
∑m

l=k+1(al−vl)αl−1

dµ
(a1 . . . xk . . .)

=
∑

(a1...am)

m∏
l=k+1

Fgal ,vl
◦ gal−1,vl−1 ◦ · · · gak+1,vk+1(a1 . . . xk . . .)

=
∑

(a1...am)

lim
n→∞

ϕa1...akak+1...amxm+1...xn

ϕa1...akxk+1...xmxm+1...xn

Como ϕ é de distorção limitada, temos que para todo x, y ∈ [(v1 . . . vm)]k

dµm ◦ πm

dµk
(πk(x)) = C±1 dµm ◦ πm

dµk
(πk(y))

Usando essa estimativa, segue que para v = (v1 . . . vk . . . vm), x ∈ [v]k e A ∈ B
com A = [A]m

µm(A) =

∫
[v]k∩A

dµm ◦ πm

dµk
dµk = C±1 dµm ◦ πm

dµk
(x)µk([v]k ∩ A).
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Assim, para A = ∂G, obtemos que C−1
≤

dµm◦πm

dµk
(x)µk([v]k) ≤ C. Portanto,

para A ∈ B com A = [A]m, temos que

µk([v]k)µm(A) = C±2µk([v]k ∩ A). (4.2)

Passo 2. Vamos mostrar agora que a σ-algebra terminal é trivial. Assuma
que m < n, e que A = [A]n além disso seja B uma união finita de conjuntos
do tipo [v]m, para v ∈ Vn. Da estimativa (4.2) segue que

µk(B ∩ A) = C±2µk(B)µm(A) = C±2µk(B)µk(A).

Em particular, se A ∈ T , isto é A = [A]n para todo n ∈N, implica que

µk(B ∩ A) = C±2µk(B)µk(A).

para todo B ∈ B. Fazendo B = Ac, temos que

0 = µk(Ac
∩ A) = C±2(1 − µk(A))µk(A),

logo implica que µk(A) = 1 ou µk(A) = 0.
Passo 3. Para mostrar a ergodicidade, vamos mostrar que qualquer função
T-invariante é constante.

Seja f : ∂G → R uma função mensurável e f = f ◦ T. Para n ∈ N e
x = (x1x2 . . .) ∈ ∂G, seja kn(x) ∈N∪{0} tal que T−kn(x)(x) = (0 . . . 0xn+1xn+2 . . .).
Então como T não depende das n primeiras coordenadas temos que :

f (x) = f (T−kn(x)(x) =
1
αn+1

αn+1−1∑
j=0

f (T j−kn(x)) =
1
αn+1

∑
(a1...an)∈Vn

f (a1 . . . anxn+1xn+2 . . .).

Assim, f é T -mensurável, e portanto é constante. Como T é invertível e
ergódica, segue que T é conservativa (ver [8]), como queríamos. �

O teorema acima fornece uma ampla classe de potenciais, onde µ é ergó-
dica, o que responde a uma pergunta de Schmidt (ver [11]), para um caso
específico de um odômetro.

Uma abordagem mais importante é obter condições necessárias para que µ
seja equivalente a uma medida unicamente invariante. Para alcançar esse
resultado, vamos apresentar a seguinte definição.

Definição 4.1.8. Dizemos que um potencialϕ é de variação somável se
∑

n log Cn <
∞, onde

Cn := sup
{
ϕg

ϕh
: |g| = |h| ≥ n e d(g, h) ≤ 2−n

}
.
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Assumindo essa condição, e como consequência do teorema de Gottschalk
e Hedlund, ver ??, obtemos que µ é equivalente a uma única medida
de probabilidade ergódica T- invariante sobre ∂G. Além disso usaremos
na prova do teorema abaixo que, log dµ ◦Tn/dµ é limitado uniformemente
pela consequência da continuidade. Contudo depois de ter obtido a prova,
descobrimos que Athanassopoulos, utilizou o mesmo argumento em [9]
para deduzir a existência de um cobordo multiplicativo para limitação
uniforme.

Teorema 4.1.9. Suponha que (G,G0) são dados pelo odômetro e que (G, ϕ, µ,G0)
é admissível e queϕ é de variação somável. Então existe um cobordo multiplicativo
e contínuo, isto é existe f : ∂G → (0,∞) contínua tal que Fg(x) = f (x)/ f (g(x))
para todo g ∈ G. Além disso, a medida associada dµ é igual a f dµ0, com µ0

referindo a medida associada a escolha canônica de ϕ.

Demonstração. Seja m ∈ N e consideramos v = (v1 . . . vm) ∈ Vm e definimos
0m := (00 . . . 0) ∈ Vm

Assim temos que para n :=
∑m
`=1 v`α`−1, Tn é um homeomorfismo entre

[om] ∩ ∂G e [v]∂G. Além disso podemos escrever Tn como uma compo-
sição de elementos g1, . . . , gm ∈ G, onde cada g` ∈ G é definido como
(x1 . . . x`−10x`+1 . . .) 7→ (x1 . . . x`−1v`x`+1 . . .).

Assim temos que

Tn(v) = gm ◦ gm−1 . . . ◦ g1 para todo v

Assim para x ∈ [0m] ∩ ∂G

∣∣∣∣∣log
dµ ◦ Tn

dµ
(x)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣log
dµ ◦ gm ◦ gm−1 . . . ◦ g1

dµ
(x)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣log
m∏
`=1

dµ ◦ g`
dµ

(g`−1 ◦ · · · g1(x))

∣∣∣∣∣∣∣
≤

m∑
`=1

∣∣∣∣∣log
dµ ◦ g`

dµ
(g`−1 ◦ · · · g1(x))

∣∣∣∣∣
≤

m∑
`=1

∣∣∣∣∣∣limk→∞
log

ϕ(v1...v`x`+1...xk)

ϕ(v1...v`−1x`...xk)

∣∣∣∣∣∣
≤

m∑
`=0

log C` ≤

∞∑
`=0

log C` =: M < ∞.
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Note que para qualquer v,w ∈ Vm e qualquer m ∈N

µ([w]) = µ([v])e(±2M) (4.3)

Definimos agora o conjunto D∞ := {(x`) : ∃n : x` = k` − 1∀` ≥ n} . Por 4.3
segue que esse conjunto tem medida 0.

Suponhamos então que x ∈ Vm \D∞, vamos analisar
∣∣∣∣ dµ◦Tn

dµ (x)
∣∣∣∣ para n ∈N.

Temos que para todo x ∈ Vm \D∞, a aplicação Tn(x) troca um número finito
de coordenadas, mais precisamente substitui até as n primeiras coordena-
das de [x]. Assim existem n1 e n2 ∈N talque n = n1 + n2 e Tn1(x) ∈ [0]m logo
temos que

∣∣∣∣∣dµ ◦ Tn

dµ
(x)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣dµ ◦ Tn1+n2

dµ
(x)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣dµ ◦ Tn2

dµ
(Tn1(x)).

dµ ◦ Tn1

dµ
(x)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣dµ ◦ Tn2

dµ
(Tn1(x))

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
(

dµ ◦ T−n1

dµ
(Tn1(x))

)−1∣∣∣∣∣∣
Como Tn1(x) ∈ [0]m temos então que∣∣∣∣∣log

dµ ◦ Tn

dµ
(x)

∣∣∣∣∣ = log
∣∣∣∣∣dµ ◦ Tn2

dµ
(Tn1(x))

∣∣∣∣∣ + log

∣∣∣∣∣∣
(

dµ ◦ T−n1

dµ
(Tn1(x))

)−1∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣log
dµ ◦ Tn2

dµ
(Tn1(x))

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣log
(

dµ ◦ T−n1

dµ
(Tn1(x))

)−1∣∣∣∣∣∣ < 2M

Como temos que o Dc
∞

é denso em G segue que
∣∣∣∣log dµ◦Tn

dµ (x)
∣∣∣∣ < 2M para

todo x ∈ G . Onde mostra que log dµ◦Tn

dµ (x) é uniformemente limitado.
Pelo teorema de Gottschall-Hedlund, temos que existe uma função h :
∂G→ (0,∞) tal que

log(
dµ ◦ Tm

dµ
(x)) = h(x) − h ◦ T(m)(x)

aplicando a exponencial obtemos que

dµ ◦ Tm

dµ
(x) = eh(x)−h◦Tm(x) =

eh(x)

eh◦Tm(x)
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Seja
f : ∂G → (0,∞)

x → eh(x)

Assim temos que
dµ ◦ Tm

dµ
(x) =

f
f (Tm)

(x)

Implicando que f é invariante em relação a T. Como T é unicamente
ergódica e f dµ é invariante então temos que e f dµ é ergódica. �

4.2 Medidas G

Nessa seção vamos associar a medida conforme determinada no teorema
3.3.2 com as Medidas-G, apresentadas em [1] e [7].

Definimos, Xn := Zkn e Γn = 〈X1, . . . ,Xn〉. Para γ ∈ Xn e x ∈
∏
∞

n−1 Xn

definimos a ação γx = γ · x = (x1, x2, · · · , xn +γ, · · · ). Particulamente vamos
considerar uma sequência de funções (gn)n∈N, positiva e contínua, e seja γ
aplicações tais que:

1. gn+1 ◦ γ = gn+1, para todo γ ∈ Γn

2. 1
|Xn+1|

∑
γ∈Xn+1

gn+1(γx) = 1, para todo x ∈
∏
∞

n=1 Xn.

Definição 4.2.1. Dado uma sequência de funções (gn)n∈N, satisfazendo as propri-
edades (1) e (2). Dizemos que uma medida µ é uma Medida − G se

1
|Γn|

∑
γ∈Γn

dµ ◦ γ
dµ

(x) =
1

g1(x)g2(x) · · · gn(x)
.

Nosso objetivo aqui é mostrar que dado uma Medida − G µ, podemos
encontrar um potencial ϕ tal que o teorema 3.3.2 é satisfeito. Além disso
se µ é uma medida associada a ϕv admissível, podemos encontrar uma
sequência de funções (gn)n∈N satisfazendo as propriedades (1) e (2).

Definição 4.2.2. Seja x ∈
∏
∞

n=1 Xn e v ∈ Vn, definimos

ϕx
v := g1(v1 · · · vnxn+1 · · · )g2(v1 · · · vnxn+1 · · · ) · · · gn(v1 · · · vnxn+1 · · · )

Lema 4.2.3. Seja (gn)n∈N uma sequência de funções tais que Gn(x) = g1(x)g2(x) · · · gn(x),
temos que ∑

γ∈Γn

Gn(x) = |Γn|,

para todo x ∈
∏
∞

n=1 Xn.
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Demonstração. Prova por indução em n.

Para n = 1 a afirmação é verdadeira pois∑
γ∈Γ1

G(x) = 1 = |Γ1|

Suponhamos que vale para n, assim temos que∑
γ∈Γn

Gn(x) = |Γn|

Vamos mostrar para n + 1;
Temos que∑
γ∈Γn+1

Gn+1(x) =
∑
τ∈Γn

∑
σ∈Xn+1

Gn+1(τσ(x))

=
∑

τΓn,σ∈Xn+1

Gn(τσ(x))gn+1(τσ(x)) =
∑
σ∈Xn+1

gn+1(σ(x))
∑
τ∈Γn

(τσ(x))

Pela hipótese de indução temos que∑
γ∈Γn+1

Gn+1(x) =
∑
σ∈Xn+1

gn+1(σ(x))|Γn| = |Γn| ·

∑
σ∈Xn+1

gn+1(σ(x))

Assim usando as propriedades da g e usando o fato que Xn é um grupo,
temos que

∑
σ∈Xn+1

gn+1(σ(x)) = |Xn+1|, portanto∑
γ∈Γn+1

Gn+1(x) = |Γn| · |Xn+1| = |Γn+1|.

�

Proposição 4.2.4. A medidaµ determinada pelo teorema 3.3.2 associada ao poten-
cial ϕv = g1(v1 · · ·Vnxn+1 · · · )g2(v1 · · ·Vnxn+1 · · · ) · · · gn(v1 · · ·Vnxn+1 · · · ),onde
(gn)n∈N satisfazem as propriedades (1) e (2) é uma medida − G.

Demonstração. Seja γ ∈ Γn, temos que

Fγ =
ϕ(γx)
ϕ(x)

= lim
m→∞

g1(γx) · · · gm(γx))
g1(x) · · · gm(x)
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Como as g só dependem das n primeiras coordenadas de x, temos então
que

Fγ =
ϕ(γx)
ϕ(x)

=
g1(γx) · · · gn(γx)

g1(x) · · · gn(x)

Assim para
∑
γ∈Γn

dµ◦γ
dµ =

∑
γ∈Γn

Fγ temos que∑
γ∈Γn

dµ ◦ γ
dµ

=
∑
γ∈Γn

g1(γx) · · · gn(γx)
g1(x) · · · gn(x)

=
∑
γ∈Γn

Gn(γx)
Gn(x)

=
1

Gn(x)

∑
γ∈Γn

Gn(γx) =
1

Gn(x)
|Γn|.

O que mostra que µ é de fato uma Medida − G. �

Proposição 4.2.5. Sejaµuma medida associada aϕv admissível, então a sequência
de funções (gn)n ∈N, definida indutivamente por

n∏
k=1

gk(x) =
|Γk|∑

γ∈Γk
Fγ(x)

satisfazem (1) e (2).

Demonstração. Seja n ∈ N. Por construção, Gn :=
∏n

k=1 gk é contínua, posi-
tiva e satisfaz Gn = Gn ◦ γ para qualquer γ ∈ Γn e n ∈N. Assim, gn+1 = Gn+1

Gn
é contínua, positiva logo

gn+1 ◦ γ =
Gn+1 ◦ γ

Gn ◦ γ

=
Gn+1

Gn
= gn+1

O que mostra que satisfaz (1).
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Vamos provar (2), note que∑
γ∈Xn+1

gn+1 ◦ γ =
∑
γ∈Xn+1

|Γn+1|

|Γn|

∑
σ∈Γn

Fσ ◦ γ∑
σ∈Γn+1

Fσ ◦ γ

Pelo lema 4.2.3 temos que |Γn+1|

|Γn|
= |Xn+1|. Assim obtemos que

∑
γ∈Xn+1

gn+1 ◦ γ = |Xn+1|

∑
γ∈Xn+1

∑
σ∈Γn

Fσ(x) ◦ γ∑
σ∈Γn+1

Fσ(x) ◦ γ

= |Xn+1|

∑
γ∈Xn+1

∑
σ∈Γn

Fσ ◦ γ∑
σ∈Γn+1

Fσ ◦ γ

= |Xn+1|

∑
γ∈Γn+1

Fγ∑
σ∈Γn+1

Fσ ◦ γ
= |Xn+1|.

Então, (gn) satisfaz (1) e (2).
�
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Capítulo 5

Topologia e Teoria da Medida.

Nesse capítulo vamos apresentar alguns resultados da topologia e teoria
da medida , em que foi utilizado durante a dissertação. Muito desses
resultados podem ser verificados em qualquer livro sobre o assunto.

5.1 Topologia

Definição 5.1.1. Dado um conjunto X, um subconjunto T de partes de X (T ⊂
P(X)) , chama-se uma topologia em X se satisfaz as seguintes propriedades:

1. ∅ ∈ T e X ∈ T;

2. se A,B ∈ T então A ∩ B ∈ T

3. se (Ai)i ∈ I for uma família de elementos de T, então
⋃

i∈I Ai ∈ T

Um conjunto X munida de uma topologia T é chamado de espaço topo-
lógico. Neste caso, dizemos que um subconjunto A ⊂ X é um conjunto
aberto do espaço topológico X, se e somente se A ∈ T. Por outro lado um
conjunto F é um conjunto fechado se o seu complementar é um aberto.
Dado B um subconjunto de um espaço topológico X, definimos como o
interior de B a união de todos os conjuntos abertos contitos em B. Por
outro lado a interseção de todos os conjuntos fechados que contêm B é
chamado de fecho de B onde denotamos por B̄.

Seja X um espaço topológico. Dado um ponto x ∈ X, qualquer. Um
subconjunto V ⊂ X é uma vizinhança de x, se e somente se , existe um
aberto A tal que x ∈ A ⊂ V.
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Definição 5.1.2. Seja X um espaço topológico, uma coleção C de subconjuntos de
X onde a união dos elementos de C é igual a X é chamada de cobertura de X. Além
disso se existe uma subcoleção L ⊂ C onde a união dos elementos de L é igual a
X, chamamos L de subcobertura de X

. Dizemos que um um espaço topológico X, é compacto se e somente se
para toda cobertura de X admite uma subcobertura finita , ou seja, existe
uma coleção finita de elementos deC, onde a união desses elementos é igual
a X. Além disso um espaço topológico X é chamado de sequencialmente
compacto se e somente se para todas as sequência em X possuem uma
subsequência convergente em X.

Definição 5.1.3. Seja X um conjunto qualquer não vazio, e seja d : X × X→ R
uma função que satisfaz as seguintes propriedades:

• d(x, y) ≥ 0∀x, y ∈ X;

• d(x, y) = d(y, x);

• d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z),∀x, y, z ∈ X

então essa função d é chamada de métrica.

Nas condições anteriores, denominamos a imagem d(x, y) de distância de
x a y. E chamaremos ao par (X, d) de espaço métrico.

Teorema 5.1.4. Seja (X, d) um espaço métrico, X é compacto se e somente se X é
sequencialmente compacto.

Seja (xn) uma sequência num espaço métrico X. Dizemos que o ponto a ∈ X
é limite da sequência (xn) se:

∀ε > 0∃n0 ∈N; n > n0 ⇒ d(xn, a) < ε.

Nesse caso dizemos que (xn) é convergente em X além disso, se xn for uma
sequência de Cauchy , ou seja, ∀ε > 0,∃n0 ∈ N;∀m,n > n0 ⇒ d(xn, xm) < ε
, dizemos que X é um espaço métrico completo.

Proposição 5.1.5. Todo espaço métrico X = (X, d) é um espaço topológico , onde
a topologia T é a topologia induzida pela métrica d, da seguinte forma:

T = {A ⊂ X : ∀a ∈ A,∃ε > 0, com B(a; ε) ⊂ A},

onde B(a; ε) := {x ∈ A; d(a, x) < ε} (Bolas centradas em a e raio ε)
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5.2 Teoria da Medida

Definição 5.2.1. Seja X um conjunto qualquer, S ⊂ P(X) é dito um semi-anel se:

• S , ∅;

• A,B ∈ S⇒ A ∩ B ∈ S;

• A,B ∈ S⇒ A B = ∪n
i=1Ci ; Ci ∈ Scom i ∈ {1, · · · ,n}

Definição 5.2.2. Seja X um conjunto qualquer, dizemos que uma coleção A de
subconjunto de X é um anel se :

• ∅ ∈ A;

• C1,C2 ∈ A ⇒ C1C2 ∈ A;

• C1,C2 ∈ A ⇒ C1 ∪ C2 ∈ A

Definição 5.2.3. Seja (X,F ) um espaço mensurável e seja µ, λ duas medidas
definidas em (X,F ) dizemos que λ é absolutamente continua a respeito a µ se
µ(A) = 0 então λ(A) = 0 para qualquer A ∈ F .

Definição 5.2.4. Sejam µ, µn, n ≥ 1, medidas sobre um espaço métrico M.
Dizemos que µn converge fracamente para µ, se para toda função contínua
f : M −→ R limitada temos que∫

f dµ = lim
n→∞

∫
f dµn.

As duas próximas definições são de suma importância para o teorema de
Prokhorov que apresentaremos logo em seguida.

Definição 5.2.5. Um conjunto Γ de medida de probabilidade em (X, β) é re-
lativamente compacto se toda sequência de elementos de Γ, se pode extrair uma
subsequência fracamente convergente para alguma medida P não nescessariamente
em Γ.

Definição 5.2.6. Um conjunto Γ de medida de probabilidade em (X, β) é rígida se
para todo ε > 0 existe um conjunto compacto K tal que P(K) > 1 − ε para todo
P ∈ Γ.

Teorema 5.2.7. Todo conjunto fino de medida de probabilidade em (X, β) é relati-
vamente compacto. Se X é separável e completo então um conjunto de medida de
probabilidade em (X, β) é rígida se e somente se for relativamente compacto.
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