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O ndmero de artigos sobre ou que utilizam incerteza de medigao tem crescido
consideravelmente ao longo das ultimas décadas. A maioria destes trabalhos se-
guem as orientagoes do Guia para a Expressao da Incerteza de Medigao (GUM) ou
do Suplemento 1 do GUM (GUM-S1). Contudo, ainda existem lacunas na literatura
sobre este tema. O principal objetivo do presente trabalho é oferecer contribuicoes
no ferramental matematico para a avaliagao da incerteza de medi¢ao. No que tange
a literatura nacional, um estudo critico de referencial tedrico e pratico sobre o mé-
todo linear, proposto no GUM, e o método nao linear, proposto no GUM-S1, é
apresentado. Um estudo com tal abrangéncia ainda nao tinha sido escrito em lin-
gua portuguesa, logo sua importancia e relevancia para a literatura nacional. No
tocante a literatura internacional, dois temas pouco explorados foram tratados no
presente trabalho. No primeiro destes, sao desenvolvidas expressoes generalizadas
para a avaliacao da incerteza padrao de medicao de sistemas nao lineares, baseadas
na expansao em série de Taylor das fungoes de medicao até a 2* ou 3* derivada.
Outro tema abordado neste trabalho trata aspectos tedricos e praticos envolvidos
na avaliacao da incerteza de medicao de sistemas multivariaveis; avalia os méritos
e os deméritos do método linear, baseado na lei de propagacao de incertezas, e do
método nao linear, baseado na lei de propagacao de fungoes de densidade de proba-
bilidade através do método de Monte Carlo. Estudos de casos foram tratados para
sistemas lineares, nao lineares, mono e multivariaveis, mostrando a aplicabilidade

das metodologias desenvolvidas.
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The number of papers on measurement uncertainty has continued to increase over
the years, driven by the publication of the Guide to the Expression of Uncertainty
in Measurement (GUM) and the Supplement 1 to the GUM (GUM-S1). However,
some themes on this subject still are rarely addressed in the literature. The main
objective of the present work is to provide contributions on the mathematical tools
for evaluating the measurement uncertainty. With respect to Brazilian literature, a
critical study of theoretical and practical knowledge on the linear method, proposed
by the GUM, and the non linear method, proposed by GUM-S1, is presented. A
study with that coverage still has not been written in Portuguese and, therefore, its
importance and relevance to the national literature. With respect to international
literature, the present work addresses two issues not yet explored in the literature.
In the first one generalized expressions for evaluating the standard measurement un-
certainty of non linear systems, based on Taylor series expansion of the measurement
functions up to the 2"¢ or 3" derivative, are developed. Another theme presented
in this work deals with theoretical and practical issues involved in the evaluating of
measurement uncertainty of multivariate systems. Furthermore, merits and demer-
its of the linear method, based on the law of propagation of uncertainties, and of the
non linear method, based on the law of propagation of probability density functions
using Monte Carlo method, are also addressed in this work. The applicability of
the developed methodologies is demonstrated through case studies which deal with

linear, non linear, univariate and multivariate systems.
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Capitulo 1

Introducao

“A nocao do valor numérico exato de uma grandeza fisica qualquer € uma pura

abstracao matemadtica, a qual nao corresponde nenhuma realidade.”

Matemético Emile Borel

1.1 Consideracoes Iniciais

Em quaisquer processos laboratoriais ou industriais é imprescindivel medir varia-
veis, seja para controla-las, monitora-las ou até mesmo investiga-las para um fim
tecnolégico ou cientifico (ALBERTAZZI e SOUZA| 2008). Entretanto, o resultado
de medi¢ao de uma grandeza fisica serd uma estimativa do valor dessa grandeza,
logo uma indicacao quantitativa referente as parcelas de duvidas embutidas nessa
estimativa é necessaria para avaliar a qualidade do resultado de medicao. O con-
ceito metrologico que aborda tal assunto é a incerteza de medicao. De acordo com o
Vocabulério Internacional de Metrologia (VIM) (BIPM et al., 2008a), a incerteza de
medicao ¢ “um parametro nao-negativo que caracteriza a dispersao dos valores que
podem ser razoavelmente atribuidos a uwm mensurando, com base nas informacoes
utilizadas”.

Em 1980, uma metodologia para expressar um resultado de medicao e sua res-
pectiva incerteza foi desenvolvida pelo Bureau International des Poids et Measures
(BIPM) a pedido do Comité International des Poids et Measures (CIPM) (CIPM,
1980), a qual é reconhecida internacionalmente pela comunidade metrolégica como
Recomendagao INC-1980 (GIACOMOQO, 11981). Essa Recomendacao INC-1980 foi
aprovada em 1981 (GIACOMOQ), 1982) e retificada em 1986 (GIACOMO, [1987). Ba-
seado nesta Recomendacao INC-1980, um Guia mais detalhado foi desenvolvido pela
International Organization for Standardization (ISO), juntamente com o apoio de

mais sete organizagoes internacionai. O documento resultante, conhecido como

'Bureau International des Poids et Measures (BIPM), International Electrotechnical Commis-
sion (IEC), International Federation of Clinical Chemistry and Laboratory Medicine (IFCC), Inter-
national Laboratory Accreditation Cooperation (ILAC), International Union of Pure and Applied



“Guide to the Expression of Uncertainty in Measurement” (GUM), foi publicado em
1993 e reimpresso com algumas correcoes em 1995. Esse Guia é periodicamente
submetido a revisoes, onde sua tultima edi¢ao foi publicada em 2008 (BIPM et al.,
2008H).

A edicao corrente do GUM fornece regras gerais para avaliar e expressar a in-
certeza de medicao. Este Guia é baseado em conceitos estatisticos da abordagem
frequencista (incerteza do Tipo A) e da abordagem bayesiana (incerteza do Tipo B).
O método proposto pelo GUM consiste em propagar as estimativas das grandezas
de entrada, suas incertezas padrao e seus coeficientes de correlacao, através de uma
aproximacao linear da funcao de medicao, de modo a avaliar a incerteza padrao e a
incerteza expandida da grandeza de saida (mensurando).

Apé6s a publicacao do GUM, o BIPM criou o Joint Committee for Guides in
Metrology (JCGM) que, por sua vez, assumiu duas responsabilidades: promover o
uso do GUM e elaborar documentos padrao para uma ampla aplicabilidade do GUM
em ciéncias de medicao (Grupo de Trabalho 1 do JCGM); revisar e promover o uso do
VIM (Grupo de trabalho 2 do JCGM). Os documentos padrao de responsabilidade
do Grupo de Trabalho 1 do JCGM sao:

e um documento introdutério, que descreve brevemente a funcao de cada docu-
mento do JCGM;

e um documento focado nos conceitos e nos principios basicos utilizados pelo
GUM;

e trés Suplementos do GUM,;

e ¢ dois documentos focados nas questoes do uso da incerteza de medicao no
contexto da conformidade com requisitos especificados e a aplicacao do método

dos minimos quadrados.

COX e HARRIS (2003) mostram a fungao especifica dos trés Suplementos do
GUM; porém, maiores detalhes sobre todos os documentos do JCGM sao discutidos
por BICH et al! (2006h).

O Suplemento 1 do GUM (GUM-S1), desenvolvido pelo BIPM et all (2008d),
apresenta um método numérico para a avaliagao da incerteza de medicao. Este mé-
todo é baseado na propagacao das fungoes de densidade de probabilidade atribuidas
as grandezas de entrada que compoem o modelo de medigao, de modo a determinar
a fungao de densidade de probabilidade do mensurando. O Suplemento 2 do GUM,

ainda no prelo, ird tratar de ferramentas para a avaliacao da incerteza de medigao em

Chemistry (IUPAC), International Union of Pure and Applied Physics (IUPAP) and International
Organization of Legal Metrology (OIML).



modelos que possuem multiplas grandezas de saida, ou seja, modelos multivariaveis
de medigao (BICH et al), 2006h). Por fim, o Suplemento 3 do GUM, também no
prelo, focard no desenvolvimento e validagao dos modelos de medigao (BICH et al.,

20061).

1.2 Motivacao

Trabalhos regidos pela publicacao do GUM e seu Suplemento 1, dos quais abrangem
desde aspectos tedricos como praticos, tém crescido substancialmente ao longo dos
ultimos anos.

Entretanto, existem temas ainda pouco explorados na literatura sobre métodos
para a avaliagao da incerteza de medicao. Entre estes temas destacam-se: métodos
de ordens superiores (e.g., segunda e terceira ordem) para avaliar a incerteza de
medicao; trabalhos destinados a métodos de avaliacao da incerteza de medicao para
sistemas multivaridaveis; outro tema bastante promissor, e portanto, ainda pouco
difundido na literatura, é a avaliacao da incerteza de medicao em regime transiente;
além disso, métodos de inferéncia bayesiana e fuzzy para avaliar a incerteza de
medicao de grandezas que nao podem ser observadas em um sistema de medicao
tém ganhado relevancia na literatura.

A partir do contexto anteriormente exposto, o presente trabalho visa desenvolver
ou expandir métodos para avaliar e expressar a incerteza de medicao. Os temas abor-
dados neste trabalho sao apresentados, em rigor de detalhes, sob aspectos tedricos
e praticos.

O primeiro tema abordado focaliza o desenvolvimento de métodos de segunda
e terceira ordem para a avaliagao da incerteza padrao de medicao de sistemas nao
lineares; neste trabalho, expressoes generalizadas de segunda e terceira ordem para
expressar a incerteza padrao de medicao sao obtidas pela expansao em série de Taylor
da func¢ao de medicao até os termos de segunda e terceira ordem, respectivamente.

Outro tema pertinente, e ainda pouco explorado na literatura, sao os sistemas
multivariaveis de medicao. Uma contribuicao deste trabalho é desenvolver uma
metodologia para a avaliagao da incerteza de medicao de sistemas multivariaveis
lineares e nao lineares. Os aspectos tedricos e praticos, bem como as vantagens
e as desvantagens do método linear, baseado na lei de propagacao de incertezas,
e do método nao linear, baseado na lei de propagacao de funcoes de densidade
de probabilidade usando o método de Monte Carlo, sao apresentados no presente
trabalho.

Além disso, a presente Dissertacao, por meio do capitulo 2, dedica—se a demons-
trar as hipdteses pressupostas em cada etapa dos métodos propostos pelo GUM e o

GUM-S1, bem como apresentar os méritos e os deméritos desses métodos, baseado



em uma vasta pesquisa bibliografica. Portanto, a principal contribui¢ao do capitulo
é organizar detalhadamente as informagoes, as suposicoes e as demonstracoes sobre
cada estagio dos métodos GUM e GUM-S1.

1.3 Estrutura da dissertacao

A dissertacao esta dividida em cinco capitulos e dois apéndices, estruturada da
seguinte forma:

O capitulo [ (presente capitulo) trata da introducao, motivagao e dos objetivos
deste trabalho.

No capitulo 2l sao apresentados os aspectos tedricos e praticos do método linear,
proposto pelo GUM, e do método nao linear, proposto pelo Suplemento 1 do GUM.
Além disso, as vantagens e as desvantagens de ambos os métodos sao apresentadas
com base nos resultados provenientes de um estudo de caso.

O capitulo Bl apresenta as expressoes generalizadas de segunda e terceira ordem
para a avaliacao da incerteza de medicao. Além disso, uma comparacao dos resulta-
dos obtidos desses métodos propostos com os resultados provenientes dos métodos
GUM e GUM-S1 também ¢é apresentada, enfatizando as limitacoes e os méritos dos
métodos de segunda e terceira ordem.

No capitulo @] é apresentada uma extensao dos métodos GUM e GUM-S1 para
os sistemas multivariaveis de medicao. Um estudo de caso esboga uma comparagao
dos resultados provenientes de ambos os métodos linear e nao linear focando nos
seus méritos e deméritos.

As conclusoes, bem como as perspectivas de futuros trabalhos a serem desenvol-
vidos nesta linha de pesquisa, sao apresentadas no capitulo

O apéndice [Al demonstra as deducoes das equacoes de segunda e terceira ordem
para a avaliacao da incerteza padrao de medicao.

Finalmente, no apéndice [Bl é apresentado a produgao bibliogrifica (artigos e
apresentagoes) desenvolvida ao longo da Dissertagcao.

Neste trabalho a pesquisa bibliogréfica foi distribuida ao longo de toda a disser-
tagao, segundo o conteuido referente a cada capitulo e com a sequéncia das secoes

tratadas.



Capitulo 2

Uma analise do GUM e seu

Suplemento 1

“A natureza do tecido profundo da nossa realidade fisica esquiva-se no mesmo
movimento em que a entrevemos. |...] O progresso das certezas cientificas produz,
pois, um progresso da incerteza. Mas é uma “boa” incerteza que nos liberta de uma

tlusao ingénua e nos desperta de um sonho lenddrio: é uma ignorancia que se

conhece como ignorancia.”
Filésofo contemporaneo Edgar Morin

O principal método reconhecido pelos metrologistas para expressar e avaliar a
incerteza de medicao é apresentado no Guia para a Expressao da Incerteza de Me-
dicdo (GUM). Entretanto, devido as limitagoes do método proposto pelo GUM, um
método suplementar ao mesmo, baseado na propagacao de fungoes de densidade de
probabilidade através do método de Monte Carlo (GUM-S1), foi desenvolvido de
modo a fornecer uma maior aplicabilidade na avaliacao da incerteza de medicao.
Durante a ultima década, muitos trabalhos de natureza tedrica e pratica, relaciona-
dos a esses métodos de avaliagao da incerteza de medigao, foram desenvolvidos. O
presente capitulo visa apresentar aspectos tedricos e praticos, bem como discutir os
méritos e as limitagoes de cada um desses métodos com base na revisao dos trabalhos
publicados. Grande parte do contetdo deste capitulo foi devidamente adaptado em
formato de artigo e publicado no periédico nacional Controle & Automacao (MAR-
TINS et al., 2010D).

2.1 Método GUM

Antes da publicagao do Guia para a Expressao da Incerteza de Medigao (GUM), os
conceitos da anélise de erros eram utilizados para quantificar a incerteza de medigao.

Entretanto, as limitagoes da andlise de erros eram responsaveis por conflitos de



comunicacao gerados entre as dreas cientificas e técnicas de medicao (KACKER
et al., 2007).

Com intuito de superar as limitagoes e os conflitos de comunicacao da analise
de erros, como também criar uma linguagem universal para expressar e avaliar a
incerteza de medicao, as organizacoes internacionais em metrologia desenvolveram
o GUM, que foi construido sob a oOtica de alguns conceitos oriundos da analise de
erros.

Os principios estatisticos envolvidos na analise de erros, tais como: erro de medi-
cao, valor verdadeiro, propagacao de erros e entre outros, sao discutidos nos livros de
BEVINGTON e ROBISON (1992); KIRKUP e FRENKEL (2006); TAYLOR (1997)
e na monografia de FRENKEL (2006); uma revisao da literatura sobre a andlise de
erros pode ser consultada no trabalho de KACKER et all (2007).

O GUM apresenta os conceitos e os principios estatisticos e metrolégicos, bem
como define um procedimento que deve ser adotado pelos metrologistas, para ex-
pressar o resultado de medicao e sua respectiva incerteza. De acordo com o GUM,
as incertezas de medi¢do podem ser expressas como incertezas padrao (em termos
de desvios padrao) ou incertezas expandidas. As definigdes requeridas para a cor-
reta aplicagdo do método GUM sao explanadas em BENTLEY! (2005); WILLINK
(2006a); além disso, os principais artigos encontrados na literatura que apresentam
em suas secOes uma breve revisdo a respeito desse método sao: ICOX et _al. (2003);
KACKER. e JONES (2003); KACKER. et al. (2006, 2007); KACKER/ (2006); [LIRA
(2006); WHITE e SAUNDERS (2007); WILLINK (2005).

2.1.1 Avaliando a incerteza padrao

Para avaliar a incerteza de medicao pelo GUM, é necessario estabelecer uma funcao
de mediga. Ao longo deste capitulo, e do capitulo [3], serd admitida uma funcao de
medicao explicita; contudo, em alguns processos de medicao essa fungao pode ser

implicita, como sera apresentada no capitulo 4l

Y = f(X1,..., Xy) (2.1)

A fungao de medigao, expressa pela Eq.([2.1]), representa a relagdo matematica
entre a grandeza de saida ou mensurando (Y') com as véarias grandezas de entrada
(X;). Esta relagao funcional é necessaria, pois o mensurando Y nao é medido direta-

mente, mas determinado por N outras grandezas (de entrada) X;. As grandezas de

1A avaliacdo da incerteza de medicdo proposta pelo GUM, documento de referéncia da &rea
metroldgica, necessita de uma funcdo de medigdo para sua devida aplicagdo. As contribuigoes do
presente trabalho estao balizadas nesse conceito do GUM. Portanto, apenas processos ou sistemas
de medicao que podem ser modelados por uma funcio (de medi¢do) poderdo ser tratadas pelos
métodos abordados neste trabalho.



entrada X; podem ser classificadas também como mensurandos, uma vez que essas
dependem de outras grandezas que contribuem para a sua variabilidade experimen-
tal. A variabilidade (experimental) observada das grandezas de entrada é resultado
da contribuicao de vérias fontes de incertezas que, por sua vez, devem ser mode-
ladas também por um modelo matematico. Mais adiante esse modelo matematico
serd detalhado.

O estabelecimento adequado da fungao de medicao é fundamental na determina-
cao do resultado de uma medicao e de sua incerteza associada, pois se o modelo nao
representar bem o processo de medicao, resultados enganosos, tanto para o mensu-
rando quanto para a sua incerteza, podem ser alcancados. Um estudo minucioso
sobre a importancia da escolha das grandezas de influéncia para o desenvolvimento
adequado do modelo de medigao é apresentado por SOMMER. e SIEBERT (2006).

No método GUM cada grandeza possui uma fungao de densidade de probabili-
dade (PDF), e consequentemente os parametros estatisticos mais relevantes da PDF,
do ponto de vista metrolégico, sdo a esperanga (ou valor esperado de uma variavel
aleatoria) e a varifmciaH (esperanga do desvio quadrético de uma varidvel aleatéria
em torno de sua propria esperanca). Por conveniéncia, o mesmo simbolo sera usado
tanto para a grandeza como para sua variavel aleatéria caracterizada por uma PDF.
Para evitar possiveis conflitos, os simbolos das varidveis aleatdrias serao acompa-
nhados pelos operadores esperanga (E[X]) e variancia (Var[X]) que representam os
parametros esperanca e variancia, respectivamente. Dessa maneira, o GUM define

que o resultado de uma medicao é obtido pelo primeiro momento estatistico, isto é:

o =Elx1 2 [ goxerie (22)

o
Em que £ representa os valores possiveis de uma grandeza X, a qual possui uma
PDF ¢x(¢). Enquanto que a incerteza padrao de medicao (u(uy)) associada ao
resultado de medicao pux ¢é relacionada com o segundo momento estatistico centrado

Na esperanca:

+oo

ﬂMFWM&/<&Mwmm (2.3)

—c0

Como mostrado nas Egs.([2Z.2H2.3)), para expressar o resultado de medicao (ux) e
a incerteza padrao u(py ) é necessério o conhecimento da PDF da grandeza. Para as
grandezas de entrada (X;), o GUM considera dois métodos para a obtengao dessas
PDFs: o primeiro consiste em obter uma PDF a partir de uma série de observagoes
independentes X; ; de X; (uma distribuigdo de frequéncia); e o segundo consiste na

determinacao de uma PDF a priori proveniente do levantamento de informacoes

2Na prética, a incerteza de medicdo é proveniente do desvio padrido da PDF da varidvel aleatéria;
por definicao, o desvio padrao é a raiz quadrada positiva da variancia.



das grandezas. O GUM classifica as incertezas obtidas a partir das distribuicoes
de frequéncia como incertezas do Tipo A e as oriundas a partir de PDFs a priori
como incertezas do Tipo B. Por consequéncia, as incertezas padrao das grandezas

de entrada, segundo o GUM, sao estimadas pela combinacao das incertezas padrao
do Tipo A e do Tipo B.

Avaliagao do Tipo A da incerteza padrao

As Eqgs.(2.2H2.3) representam a esperanca e a variancia de uma varidvel aleatéria
continua, respectivamente. Contudo, em um processo de medigao os valores possiveis
da variavel submetida a medicao sao amostrados, o que implica na formacao de um
conjunto de valores discretos dessa grandeza. Portanto, no processo de medicao as
amostras coletadas das variaveis medidas constituem uma PDF amostral ou uma
distribuicao de frequéncia. Como a distribuicao de frequéncia é uma aproximagao
da PDF de uma variavel aleatdria, seus parametros média (resultado de medicao)
e desvio padréo (incerteza padrao) também serdo uma estimativa dos respectivos
parametros px e u(puy) associados a PDF daquela varidvel aleatéria X. A melhor

estimativa para os parametros px, e u(py,) de uma grandeza X; sdo expressas pelas
Eqgs.([2.4H2.3)), respectivamente:

_ " X;
7= X; = ”“ (2.4)
n
k=1
(X — X;)?
2(xp) = 0 Kk = X 2.5
s (Xi) 2 (2.5)

Em que z; ¢ a média aritmética ou média de n observacoes independentes X, ; da
grandeza X; e a raiz quadrada positiva de s?(X;) é o desvio padrao experimental
(s(X;)) dessas mesmas observagdes. Segundo o GUM, a melhor estimativa z; de
uma grandeza de entrada X; deve ser obtida da Eq.([2.4), enquanto que a incerteza
padrao (do Tipo A) associada a estimativa x; é determinada pelo desvio padrao
experimental da média:

)y () = s(x;) = 8820 (2.6)

A incerteza padrao do Tipo A, representada pela Eq.(2.0]), é valida somente
quando as observacoes X; 1, ..., X;, forem mutuamente independentes, ver demons-
tragao em (FRENKEL, 2006, pg.11); e quando o ntimero de observagoes indepen-
dentes X for maior ou igual a vinte e trés amostras (n > 23). Entretanto, quando
o numero de medigoes pertence ao intervalo (4 < n < 22) é recomendado utilizar a

incerteza padrao do Tipo A bayesiana (KACKER e JONES, 2003; KACKER. et al.,



2006; IKACKER, 2006; LIRA e KYRIAZIS, [1999):

Ur(03) = g, o) = g - 2.)

O comportamento da razao entre a Eq.[2.7) e a Eq.([2.0) versus o nimero de

medicoes independentes (n), apresentado na Figura 2.1, demonstra que a ordenada
da curva tende a unidade a partir de n = 23 medicoes, tomando como base a regra
de arredondamento na numeracao decimal da NBR 5891 (ASSOCIACAO BRASI-
LEIRA DE NORMAS TECNICAS, 1977). Por isso, quando o nimero de medigoes
estiver entre 4 e 22 recomenda—se utilizar a Eq.(2.7); a partir de n = 23 medigoes, a
Eq.(2.6]) pode ser utilizada ou simplesmente utilizar a expressao da incerteza padrao
do Tipo A conforme a Eq.(21), para n > 4.

1,7+
1,6
,:1,5—

1,4
1,3+

Limite de arredondamento
para a unidade

1,2

uABmcs (ajl)/8<x
Y

1,1

1,0 .
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0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

medigoes (n)

Figura 2.1: Comportamento da razao entre as incertezas padrao do Tipo A bayesiana
e classica versus o numero de medigoes independentes.

Existem casos em que apenas poucas medi¢oes podem ser realizadas (n = 1,2, 3),
devido a restricoes operacionais, custo para realizacao do experimento, custo do
instrumento e entre outros. Nesses casos, o desvio padrao experimental da média

nao pode ser avaliado por meio das Eqgs.([2.6H2.7)) e recomenda—se utilizar a seguinte



expressao para atribuir a incerteza padrao do Tipo A:

Xmax - Xmin
UA(%) = T (2.8)

Em que X,,.x representa o maximo valor permitido da grandeza X;, enquanto X .,
o menor valor que X; pode assumir.

A discussao apresentada até o momento refere—se a situacao na qual a estimativa
x; de uma grandeza de entrada X; é representada pela média aritmética das medi-
das. Contudo, quando essa estimativa for expressa por uma das observagoes X, , a

incerteza padrao do Tipo A deve ser avaliada pelo desvio padrao experimental da

amostra (Eq.(2.3])).

Avaliagao do Tipo B da incerteza padrao

Quando a estimativa x; de uma grandeza de entrada X; é avaliada a partir de
um julgamento cientifico baseado em todas informagoes disponiveis a respeito da
variabilidade da grandeza X;, o GUM afirma que a incerteza padrao associada a
essa estimativa refere-se a incerteza padrao do Tipo B (ug(x;)). Segundo o GUM,
as_informagoes para compor a incerteza do Tipo B podem incluir (BIPM et all,
2008b, cldusula 4.3.1): dados histéricos de medigoes; experiéncia ou conhecimento
geral a respeito do procedimento de medicao; propriedades relevantes a respeito
dos materiais ou dos instrumentos de medicao; especificacoes do fabricante; dados
da calibracao e de outros certificados e incertezas de outros dados de referéncia
presentes em manuais.

Nesse sentido é importante enfatizar que a avaliagdo do Tipo B da incerteza
pode ser tao confidvel quanto a avaliacao do Tipo A, principalmente quando poucas
medicoes sao disponiveis. Como a avaliacao do Tipo B da incerteza utiliza fontes
de informacoes disponiveis a respeito do processo de medigao, entao a incerteza
padrao decorrente da mesma é baseada em conceitos da estatistica bayesiana (LEE,
1997; ILIRA e GRIENTSCHNIG, 2010; ILIRA e KYRIAZIS, 1999). Deste modo, o
método GUM necessita de um auxilio externo para torna—lo mais consistente, uma
vez que a estatistica frequencista (incerteza do Tipo A) nao o satisfaz completamente
(KACKER. e JONES, 2003).

Quando a PDF de alguma grandeza de entrada X; é obtida a partir do conheci-
mento geral ou da experiéncia sobre o processo de medigao, o GUM classifica esta
como uma PDF a priori. A PDF a priori pode ter varias formas, e.g., uniforme,
triangular ou gaussiana. As formas dessas PDFs sao obtidas com auxilio do princi-
pio de entropia méximaH (PME) (WEISE e WOGER, 1993). Por exemplo, existem

3Em linhas gerais o principio de entropia maxima (PME) permite compreender caracteristicas
gerais de um processo ou um sistema baseado em informacoes parciais e incompletas dos mesmos;
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casos onde somente é conhecido o menor valor (a_) e o maior valor (a;) de uma
grandeza de entrada X;, entao, de acordo com o PME, a PDF a priori atribuida a
esta grandeza X; deve ser uma distribuicao retangular. Isto é, a probabilidade que
os valores de X; estejam dentro deste intervalo, para todos os propoésitos praticos, é
igual a unidade, e fora do intervalo é essencialmente zero. Uma PDF retangular é

representada da seguinte forma:

1
— a_< X;<a
Q(Xz) — 2-(ar—a_)’ i + (2.9)
0, para outros valores de X;

Para este tipo de PDF, a esperanca de X; é calculada como o ponto médio do
intervalo existente entre os limites inferior e superior de Xj, i.e., z; = (a_ + a4 )/2.
Se a diferenca entre os extremos do intervalo for denotada por 2a, o desvio padrao
associado ou a incerteza padrao do Tipo B da estimativa x; é dada por:

a

ug(v;) = 7 (2.10)

Alguns exemplos praticos da aplicagao deste tipo de PDF sao obtidos em limites
de tolerancia e resolugao da escala de instrumentos de medicao (VUOLQO, 1997).

Em outra situacao, além dos limites superiores e inferiores de uma grandeza X,
¢ conhecido também um valor intermedidrio (valor mais provavel) desses limites.
Neste caso a melhor PDF que representa essa grandeza deve ser uma distribuicao
triangular. Neste tipo de distribuicao é esperado que os valores proximos aos ex-
tremos sejam menos frequentes do que os valores proximos ao valor mais provavel.
Se a diferenga entre os limites do intervalo a_ e a, for denotada por 2a, entao a

distribuicao triangular pode ser representada matematicamente como:

(X;—a_)/a, a- < X;<a
9(Xi) = ¢ (ay —Xi)/a, a<X;<ay (2.11)
0, para outros valores de X
Desta maneira, se a distribui¢ao triangular for simétrica, a média sera estimada

por z; = (a; +a_)/2 e o desvio padrao ou a incerteza padrao do Tipo B é dada por:

up(x;) = 75

Uma PDF a prior: muito comum em processos de medi¢gao que poderia ser

(2.12)

assumida é a gaussianall. Segundo o PME, quando apenas a média e o desvio padrao

essa caracteristica do PME permite denomind-lo de principio de informagao méxima. Sob a dtica
da metrologia, o PME implica na inferéncia de uma PDF que represente apenas as informagoes
disponiveis sobre o processo de medigao.

4Em alguns exemplos praticos de processos de medicdo, a avaliacio do Tipo B da incerteza
padrao é confirmada por um resultado de calibragao do instrumento ou resultado de uma analise
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da grandeza de entrada X; ¢é conhecida, a PDF que possui a entropia méaxima ¢é a
gaussiana (BIPM et all, [2008b, cldusula 4.3).

Outro tipo de PDF a priori que pode surgir em processos de medicao é a tra-
pezoidal. Esta PDF surge quando os valores possiveis de uma grandeza X; estao
dentro de um intervalo nao exatamente prescrito. Um estudo detalhado da aplicacao
deste tipo de PDF pode ser consultado no trabalho de ILIRA (2008); outra aplica-
cao da PDF trapezoidal em processos de medigao também pode ser consultada em
KACKER e LAWRENCE (2007), neste tltimo trabalho os autores mostram que a
distribuicao trapezoidal pode ser util na quantificacao da incerteza padrao do Tipo
B para corregoes sistematicas. Outros trabalhos apresentam um estudo mais deta-
lhado da avaliagao do Tipo B da incerteza aplicada em problemas mais especificos
de medigao: poténcias sonoras (DA _COSTA-FELIX|, [2006), processamento digital
de sinais (ELSTER 2000; ILOCCI et all, 2002) e resolucao da escala de instrumentos
de medicao (FRENKEL e KIRKUP, [2005).

Avaliando a incerteza padrao de uma grandeza de entrada

As grandezas de entrada sao medidas diretamente no processo de medicao através
de um sistema (ou um instrumento) de medigao. A variabilidade experimentalmente
observada da grandeza de entrada (medida) X; pode ser atribuida a duas fontes de
incerteza: a variabilidade intrinseca do mensurando e a variabilidade proveniente
das imperfei¢oes do sistema de medi¢cao. A primeira fonte de incerteza é avaliada
pela incerteza padrao do Tipo A (ua(z;)), enquanto que a segunda é comumente
avaliada pela incerteza padrao do Tipo B (up(x;)).

A classificacao em fonte sistematica ou aleatéria da incerteza de medigao é des-
necessaria e apenas causa confusao (BIPM et al), 2008H, clausula E.1). Qualquer
que seja a natureza da fonte de incerteza, esta pode ser quantificada por um proce-
dimento estatistico frequencista (incerteza padrao do Tipo A) ou a partir de infor-
magoes a priori (incerteza padrao do Tipo B) independente da natureza aleatéria
ou sistematica da fonte de incerteza.

Portanto, como uma grandeza de entrada depende de outras componentes no
processo de medigao, uma funcao de medicao é necesséaria para expressar o resultado

de medicao e sua incerteza padrao. Esta funcao de medicao direta, aqui denominada

estatistica expressado pela média e desvio padréo (incerteza padrdo), na qual a maioria dos casos
possuem distribuicoes gaussianas (SOMMER. et al., 2009).
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de funcao metrolégica, pode ser representada pela seguinte equagéoH:

N
j=1

Em que @Q; representa as indicagbes do instrumento de medigao (série de observa-
¢oes independentes da grandeza de entrada); D; representa as varidveis associadas as
corregoes provenientes das imperfei¢oes do sistema de medicao (por exemplo: corre-
¢oes da calibracao do instrumento, resolucao da escala dos instrumentos de medicao,
compensagoes de temperatura e pressao sobre a grandeza de entrada X;); enquanto
que «; representa os fatores de conversao de modo a tornar as corregoes D; com a
mesma unidade da grandeza de entrada X;.

Segundo [LIRA e WOGER (19984) existem basicamente trés fontes de incertezas
associadas ao resultado de medicao de uma grandeza de entrada X;: a primeira
surge da dispersao dos valores obtidos da indicacao do instrumento de medicao; a
segunda surge da resolucao limitada da escala do instrumento de medicao; e final-
mente a terceira surge da informagao incompleta sobre a correcao sisteméatica que
deve ser aplicada através da calibracao do instrumento de medicao. Portanto, a

funcao metrolégica da grandeza de entrada X; pode ser reescrita como:

Aplicando o operador matematico esperanca (Eq.(2.5)) em ambos os lados da
Eq.(214), utilizando também a melhor estimativa das varidveis (e.g., E[X;] = z;), e
como a esperanca da resolucao da escala do instrumento de medicao ¢ igual a zero

(E[R;] = ri = 0), obtém-se:

T, = ¢ + asc; (2.15)

Se os experimentos sao conduzidos de forma cuidadosa, os instrumentos utiliza-
dos sao de qualidade razoavel, os procedimentos sao adequados e os operadores sao
treinados, é possivel assumir que Q;, R; e C; sao varidveis independentes estatisti-
camente, logo a incerteza padrao associada a estimativa x;, obtida a partir da lei de
propagacao de incertezas (que serd apresentada na se¢ao 2.2), é expressa da seguinte

forma:

u(z;) = \/u2(ql-) + a3u?(r;) + a3u?(c;) (2.16)

O primeiro termo da Eq.(2.16) é obtido por n valores independentes @); proveni-

5A Eq.([ZI3) representa uma func¢ao metrolégica baseada em fatores aditivos, contudo existem
modelos que utilizam fatores multiplicativos (BIPM et al), 2008h, cldusula B.2.24). Estas fungoes
metrolégicas nao serao abordadas neste trabalho.
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entes das indicacoes do instrumento de medicao; este termo caracteriza a incerteza
padrao do Tipo A (estimada pelas Eqs.([2.6H2.7)). Os outros termos sdo obtidos a
partir de informacoes a priori, isto é, as incertezas sao obtidas por outros meios que
nao seja da analise estatistica classica; estes termos, por sua vez, caracterizam a
incerteza padrao do Tipo B.

Para o caso da resolugao da escala do instrumento de medigao (R;), a informacao
disponivel sobre esta pode ser descrita por um parametro (SH, cujos os valores de @);
poderiam ser indicados pelo intervalo (Q; —d/m; Q;+0/m), em que m pode assumir
os valores 1, 2, 4 ou 6. A atribuicao dos valores de m esta relacionada com a
qualidade da resolugao da escala do instrumento de medicao; quando se atribui o
valor de m igual a 6 trata—se de um instrumento com escala de alta qualidade e
quando a resolucao da escala do instrumento é baixa, o valor de m deve ser igual a
unidade. Na maioria dos casos assume—se um valor de m igual a 2 visto que este valor
abrange a maioria das aplicacdes praticas. O trabalho de [LIRA e WOGER (1997)
descreve uma aplicacao pratica e justifica o uso do valor m = 2 para a resolucao da
escala de instrumentos de medicao.

Em casos que sao conhecidos apenas os limites inferior e superior dos valores
de uma grandeza, a melhor PDF que pode descrever tal situagao é a distribuicao
uniforme ou retangular. Portanto, a incerteza padrao do Tipo B da resolugao do
instrumento de medicao é estimada pela Eq.([Z12), isto é, ug(r;) = §/(m+/3); caso
seja considerado m = 2, a incerteza padrao da resolucao de um instrumento de
medicao é up(r;) = 6/v/12.

Existem alguns processos de medicao que é impraticavel incluir o valor da cor-
recao sistematica da calibracao do instrumento d; ao resultado do mensurando x;;
isto pode ocorrer por diversos motivos, tais como: documentacao incompleta dos
certificados de calibracao dos instrumentos, treinamento limitado do operador, altos
custos associados com medigoes de alta qualidade etc. Logo, uma estimativa de
ambos os valores de d; e ug(d;) é necessaria; LIRA e WOGER (1998ab) apresentam
algumas equagoes para a estimativa da correcao sistematica e sua incerteza padrao
do Tipo B associada. Entretanto, se o certificado de calibracao do instrumento
é conhecido e completo, isto proporciona uma condicao suficiente para determinar
ambos os valores da corregao sistemética d; e sua respectiva incerteza padrao ug(d;).

Portanto, a incerteza padrao de uma grandeza de entrada X; proveniente da
fungao de medicao (Eq.([21)) é obtida pela combinacao das incertezas padrao do
Tipo A e do Tipo B (Eq.(2.16))).

Doravante, a equagao generalizada para a incerteza padrao da estimativa x; da

60 parametro J representa a menor divisdo existente (possivel) do indicador de um instrumento
de medicao digital ou analdgico.
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grandeza de entrada X; é dada por:

n

u(x;) = |k + (Z c?u%j) (2.17)

j=1
Em que os valores de ¢; representam um fator de conversao de cada corregao do sis-
tema de medicao D;. Estes fatores sao conhecidos como coeficientes de sensibilidade

e sua func¢ao sera mostrada posteriormente neste trabalho.

2.1.2 A incerteza padrao combinada

O foco principal do método GUM ¢é expressar e avaliar o resultado de uma medicao
(mensurando) e sua incerteza padrao combinada a partir das vérias grandezas de
entrada que compoem o modelo de medigao previamente estabelecido. Este mé-
todo consiste em propagar as estimativas, as incertezas padrao e os coeficientes de
correlacao das grandezas de entrada através de uma aproximacao linear pela série
de Taylor da fungao de medi¢ao. Logo, a fungao de medicao (Eq.([21))) pode ser

reescrita como:

N
of

Yz}/iord:f(:quv"-nuXN)+;(8Xi)(Xi_:uXi) (218)

O resultado da medicao pode ser determinado a partir da esperanca das varidaveis

aleatérias de PDF conhecida, portanto aplicando o operador esperanca em ambos
os lados da Eq.(2.18) encontra-se:

Ky zf(/vala'--7/LXN> (219)

Como nao sao conhecidos exatamente as esperancas das variaveis aleatdrias no

processo de medicao (ver se¢ao 2.1.1), utiliza—se suas respectivas estimativas, entao

a Eq.(2.19) torna-se:

yzylord:f(xly-“;xN) (220)

Através da Eq.(2.20), fica evidente que a substitui¢ao das estimativas das grande-
zas de entrada (z;) na fungao de medicao fornece como resultado uma aproximagao
da estimativa da grandeza de saida (mensurando). Este resultado de medicao (y)
serd exato caso a fung¢ao de medicao seja linear (caso pouco provavel). Para superar
esta dificuldade, o GUM (cldusula 4.1.4) recomenda determinar a melhor estimativa

y através da média aritmética dos n valores independentes Y}, calculados pela funcao
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de medigao, ou seja:

n
y=Y = 1 Y V= F( Xk Xng) (2.21)

Contudo, a escolha da Eq.([2.2]]) pode ser inadequada quando as grandezas de
entrada X; possuem ruidos significativos, logo nesses casos especificos € melhor uti-
lizar a Eq.(2.20) uma vez que essa tem a funcao de filtrar tais ruidos. Um estudo
minucioso da melhor escolha dessas equagoes (Eq.(2.20) ou Eq.(2.21])) é apresentado
por BICH et al) (2006a).

Para determinar a incerteza padrao combinada (u.(y)) da melhor estimativa y
do mensurando Y, utiliza-se o segundo momento estatistico central ou operador
variancia (Eq.(2.3))). Portanto, aplicando o operador esperanga em ambos os lados
da expressdo proveniente do desvio quadrético entre a Eq.([ZI8) e a Eq.(219), a

incerteza padrao combinada é representada por:

uely) = Z(aX)z“Q(xi) (2.22)

#2303 () (g o)

O termo u(z;, z;) representa a covariancia associada as estimativas z; e z;, cuja
estimativa é dada por (BIPM. et al., 2008b, Anexo C):

N

u(z;, ;) = ﬁ Z(sz — ;) (X — ;) (2.23)

O método de obter u.(y), expressado pela Eq.([2.22]), é conhecido como lei de
propagacao de incertezas (LPU). As derivadas parciais df/0X; sdo chamadas de
coeficientes de sensibilidade c¢;; esses coeficientes sao estimados em torno da melhor

estimativa de Xj, i.e., X; — x;, entdo a Eq.([2.22]) é comumente expressa por:

N N-1 N
ue(y) = ZCZQUQ(:Q) +2 Z Z cicju(x;, ;) (2.24)
i=1 i=1 j=it1

Em muitos casos préticos é comum expressar a covariancia u(z;,z;) em termos

do coeficiente de correlacao r(x;, x;), i.e.:

w(z;, ;)

u(zi)u(z;)

(2.25)

r(x;, xj) =

16



Quando as grandezas de entrada sao consideradas nao correlacionadas, i.e.
r(z;, ;) =0, a Eq.([2.24)) se reduz a:

(2.26)

Em muitas situagoes praticas surge a necessidade de quantificar quais os com-
ponentes que mais contribuem para incerteza padrao combinada; na literatura essa
quantificacdo é denominada como anélise de contribuigao para a incerteza (budget
uncertainty). A métrica utilizada para essa andlise é baseada nos coeficientes de
contribuigao (h(y,x;)) conforme apresentado no trabalho de KESSEL et al. (2006).
Neste ultimo trabalho sao apresentados os coeficientes de contribuicao tanto para

grandezas de entrada correlacionadas como nao correlacionadas:

Ci“@")] (2.27)

uc(y)

h(y7 ZL’Z> = [

h(y,x;) = [C;ZE;;)] r(x;, x;) (2.28)

Esses coeficientes de contribuicao, representados pelas Eqs. (2.27TH2.2]), sao tteis
para identificar as fontes de incertezas (grandezas de entrada) mais significativas para
a incerteza padrao combinada (u.(y)). O conhecimento dessas fontes de incertezas
é um passo fundamental para o entendimento, a gestao e a melhoria do processo de

medicao.

2.1.3 A incerteza expandida

O GUM (cldusula 6.1.1) “defende o uso da incerteza padrao combinada u.(y) como
parametro para expressar quantitativamente a incerteza do resultado de uma me-
digao”. IGODEC (1997) também apresenta argumentos quantitativos para o uso
da incerteza padrao combinada como parametro associado ao resultado de uma
medicdo. Entretanto, algumas vezes (por exemplo: aplicagoes comerciais e indus-
triais) é necessédrio expressar a incerteza como um intervalo em torno do resultado
da medicao no qual espera—se abranger uma extensa fracao dos valores que podem
razoavelmente ser atribuidos ao mensurando (BIPM et all, 2008b, clausula 6.1.2).
Esta métrica atribuida ao resultado de uma medicao ¢ chamada de incerteza expan-
dida e é denotada por U(y); de acordo com o método proposto pelo GUM (cldusula

6.2.2), a incerteza expandida é obtida pela multiplicagao de u.(y) por um fator de
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abrangéncia (k), i.e.:

Uly) = kuc(y) (2.29)

Um dos parametros necessarios para expressar a incerteza expandida é a escolha
da probabilidade de abrangéncia (p) da distribuigao de probabilidade do mensu-
rando Y'; os valores de p sao usualmente escolhidos como 68,27%, 90,00%, 95,45%
ou 99,73%. A escolha da probabilidade de abrangéncia depende da aplicacao que serd
destinada a incerteza expandida. Por exemplo, recomenda—se uma probabilidade de
abrangéncia de 90,00% para aplicacoes que utilizem medicoes de campo, uma vez
que tais medigoes tém variabilidades elevadas e uma probabilidade maior conduz a
incertezas expandidas muito grandes. As probabilidades de 95,45% ou 99,73% sao
recomendadas em medigoes obtidas sob condi¢oes bem controladas, como por exem-
plo, em laboratorios. Por outro lado, existem aplicacoes que é mais conveniente ter
pequenas incertezas expandidas, logo uma probabilidade de abrangéncia de 68,27%
¢ usualmente recomendado; um exemplo desse tipo de aplicacao é encontrado nas
areas de georreferanciamento de terrenos rurais (INCRA, 2008). Todavia, a escolha
da probabilidade de abrangéncia mais adequada é polémica e, portanto, o impor-
tante é explicitar qual valor foi utilizado para a estimativa da incerteza expandida
(BIPM et all, 2008b, clausula 7.2.4).

O conhecimento da incerteza expandida forca expressar o resultado de uma me-
dicdo como um intervalo (de abrangéncia) simétrico da seguinte maneira: Y =
ly £ U(y)] = [y £ kuc(y)]. Isto significa que o mensurando Y possui limites como
y — U e y + U para uma dada probabilidade de abrangéncia p. Para determinar
k, é necesséario o célculo dos graus de liberdade efetivos (veg) da incerteza padrao
combinada; os veg sao uma medida da incerteza de u.(y) e é um fator chave na
determinagao do fator de abrangéncia k& (FRENKEL, 2006).

O GUM recomenda o uso da férmula de Welch-Satterthwaite (W-S)
(FAIRFIELD-SMITH, [1936; SATTERTHWAITE, [1941,1946; WELCH, 1936, [1938)
para o calculo dos graus de liberdade efetivos. Segundo HALL e WILLINK (2001),
a formula W-S é uma boa aproximacao para estimar os graus de liberdade efeti-
vos e consequentemente o intervalo de abrangéncia do mensurando, principalmente
quando as fungoes de medicao sao lineares, como sera mostrado a seguir. A férmula

W-S é representada pela seguinte expressao:

ue(y) _

Ve

N (CzU(yxz))4 (2‘30)

i=1
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A aplicacao da Eq.(230) deve ser usada com muita atengao, visto que essa fér-
mula possui limitagoes quanto ao seu uso na estimativa dos veg (BALLICO, 2000;
LIU, 2005); além disso, em algumas fungoes de medicao especificas, o uso da mesma
pode ser inconsistente, conforme visto em WILLINK (2008).

Algumas hipéteses devem ser satisfeitas para a devida aplicacao da Eq.([2.30), a
saber: todas as grandezas de entrada e suas incertezas padrao devem ser mutuamente
independentes, além disso, essas grandezas de entrada, assim como a grandeza de
saida (mensurando), devem possuir comportamento gaussiano. Como conseqiiéncia
do Teorema Central do Limite (CLT) (BIPM et al), 2008b, Anexo G clausula G.2.1)
a ultima suposicao pode ser valida se cada estimativa x; for uma média de diversos
valores amostrados e, quao maior o nimero de amostras, melhor serd essa aproxi-
magao (KIRKUP e FRENKEL, 2006). Contudo, a aplica¢gdo do CLT nem sempre
pode ser satisfeita em um processo de medicao, por exemplo, quando as funcoes de
medicao possuem nao linearidades significativas, e quando o nimero de amostras
n for pequeno (1 < n < 5). Além disso, a formula W-S foi desenvolvida numa
abordagem frequencista (avaliagdo do Tipo A da incerteza padrao) e o GUM, além
de usar essa abordagem, também utiliza a estatistica bayesiana para a avaliacao do
Tipo B da incerteza padrao.

Através da abordagem frequencista, cada grandeza de entrada X; da funcao de
medicao ¢ avaliada de uma série de n; medicoes independentes X, entao cada
estimativa z; e sua incerteza padrao do Tipo A wua(z;) possui v; = n; — 1 graus de
liberdade.

Por outro lado, a avaliacao do Tipo B da incerteza padrao determina uma PDF
(a priori); o que intuitivamente, conduz assumir que os graus de liberdade tendem a
infinito (v; — 0o) uma vez que o valor da incerteza padrao u(x;), resultante desse tipo
de avaliagdo, é supostamente conhecido (BIPM et al., 2008, clausula G.4.3). Porém,
a depender da qualidade de informacao utilizada para a estimativa da PDF a priort,
os graus de liberdade v; nao pode ser considerado como um valor demasiadamente
grande (tendendo ao infinito). Ou seja, condigbes para obter informagdes sobre
o processo de medi¢cao ou comportamento da variabilidade da grandeza analisada
podem apresentar dificuldades na estimativa da PDF a priori, o que inviabiliza
assumir v; = oo.

Uma alternativa para superar as dificuldades expostas anteriormente é apresen-
tada no GUM (clausula G.4.2), o qual propds uma equagao para estimar os graus

de liberdade v; da incerteza padrao u(z;) de uma grandeza de entrada X;:

Aulx;)

u(;)

1
- 2.31
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Através da Eq.([231]) os graus de liberdade v;, provenientes de fontes de incer-
teza do Tipo B, s@o determinados com base na incerteza relativa de u(z;), i.e.,
Au(z;)/u(z;), cujos valores (0% a 100%) devem ser obtidos por um julgamento
subjetivo das informagoes disponiveis sobre o processo de medicao; e.g., se o conhe-
cimento disponivel sobre o processo de medic¢ao, usado na estimativa da grandeza de
entrada z; e sua incerteza padrao u(z;), garantem uma fonte confiavel cerca de 50%,
entdo a incerteza relativa deve ser igual Au(z;)/u(z;)=0,5 e, assim, pela Eq.(231]),
vi= (0,5)7%/2 = 2.

Outra forma similar & anterior foi apresentada por BENTLEY! (2005), que propos
valores de graus de liberdade v; baseado na qualidade de informacao disponivel sobre

o processo de medicao; estes valores de v; encontram-se na Tabela 2.1

Tabela 2.1: Valores de graus de liberdade v; para incerteza padrao do Tipo B de
uma grandeza de entrada X;.

Qualidade da fonte de informacao \ v;

Pouco confiavel 3
Razoavel 10
Boa 30
Excelente 100

Os valores de v;, apresentados na Tabela 2.1l podem ser indexados ao tipo de
PDF obtida pelo conhecimento a priori (avaliagdo do Tipo B da incerteza). Como
anteriormente exposto, a formula W-S exige uma distribuigao gaussiana para as
grandezas, dessa forma o tipo de PDF deve ser levado em consideracao na escolha
dos graus de liberdade. Ou seja, PDFs que possuem comportamentos diferente de
uma gaussiana, e.g., distribuicdo do tipo exponencial ou em forma de U, devem
possuir v; = 3; por outro lado, caso a PDF seja uma ¢—Student ou até mesmo
gaussiana, o valor de v; deve ser aquele oriundo de uma estimativa confiavel, i.e.,
v; = 100. Baseado nessa ideia, outros tipos de PDFs interligados a outras qualidades

de informagoes sao apresentados na Tabela [2.21

Tabela 2.2: Valores de graus de liberdade v; para incerteza padrao do Tipo B de
uma grandeza de entrada X; relacionada com o tipo de PDF.

Tipo de PDF \ v;
Exponencial ou em U 3
Uniforme 10

Triangular ou lognormal | 30
Gaussiana ou t—Student | 100
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Apesar da férmula W—S possuir limitagbes como descritas anteriormente, essa
expressao ¢ a maneira usual para estimar os graus de liberdade efetivos de u.(y). Um
artigo escrito por LEPEK (2003) apresenta o uso da férmula W-S incluindo termos
de correlagao entre as grandezas de entrada. Esta equacao proposta por Lepek é

representada da seguinte forma:

4

N 4 2002( . .
)yl s s ) e
i=1 i=1 j=i+1

Outro trabalho, proposto por WILLINK (2007), apresenta um estudo detalhado
sobre o uso adequado da férmula W-S, assim como apresenta a evolucao e o estado
da arte da mesma em processos de medigao.

Portanto, caso as premissas da féormula W—S sejam atendidas, o fator de abran-
géncia (k) pode ser estimado por valores tabelados de uma distribuicao ¢-Student
com os graus de liberdade efetivos (veg) e probabilidade de abrangéncia p.

Entretanto, caso nao seja possivel o uso da férmula W-S, devido as limitagoes
impostas pela mesma, pode-se determinar o intervalo minimo da incerteza expan-
dida com base na probabilidade minima de abrangencia. Por exemplo, o uso da
inequagao de Bienaymé-Chebyshev, ver KACKER e JONES (2003), confirma que a
probabilidade de abrangéncia p do intervalo do mensurando [y 4= ku.(y)] é 1 — 1/k?
para qualquer distribuicao, se somente se a esperanca da distribuicao coincide com
a estimativa do mensurando y e o desvio padrao da distribuicao seja a incerteza
padrao do mensurando u.(y). Entao, nesse caso a probabilidade minima de abran-
géncia para um intervalo [y £ 2u.(y)] serd 75%.

Por outro lado, se qualquer distribui¢ao simétrica e unimodal tem média e moda
igual a y e desvio padrao igual a u.(y), entao de acordo com a inequagao de Gauss,
ver KACKER e JONES (2003), a probabilidade de abrangéncia para um intervalo do
mensurando [y & ku,(y)] é estimada por 1 —4/(9%k%). Assim, para o caso de intervalo
minimo de abrangéncia [y + 2u.(y)|, a probabilidade minima de abrangéncia sera
89%.

Portanto, o intervalo minimo de abrangéncia [y £ 2u.(u)] pode ser usado de
maneira extensa para distribuicoes que possuem média igual a y e desvio padrao
igual a u.(y). Esse procedimento pode ser incorporado ao método GUM sem maiores
problemas e/ou conflitos, quando nao for possivel utilizar a férmula W-S. Outra
forma de estabelecer intervalos de abrangéncia é através do método GUM-S1 que,
por sua vez, sera apresentado na proxima segao. Os conceitos e as formulacoes
delineadas na presente segao, sobre intervalos de abrangéncia (incerteza expandida),

sao aplicados em um estudo de caso da secao 2.3.
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2.2 Suplemento 1 do GUM

Muitos méritos sao creditados ao GUM devido a sua aplicabilidade quase universal
para expressar e avaliar a incerteza de medicao. Porém, o procedimento abordado
pelo GUM contém limitacoes que deveriam ser levadas em consideracao em cer-
tos modelos de medigao. O proprio ‘Working Group 1’ do JCGM desenvolveu o
Suplemento 1 do GUM (GUM-S1) para evitar essas limitagoes, além de garantir
uma maior aplicabilidade ao método GUM. O método GUM-S1 fornece melhores
resultados do que aqueles provenientes do GUM, especialmente quando as seguin-
tes situacoes sao apresentadas: funcao de medicao fortemente nao linear; PDF's
das grandezas de entrada sao assimétricas e nao gaussianas; PDF do mensurando é
simétrica e nao gaussiana ou assimétrica.

A abordagem proposta pelo GUM-S1 é baseada na lei de propagacao de PDFs;
esta lei considera uma base probabilistica generalizada para a avaliacao da incerteza
de medigao por meio do uso direto de PDF's atribuidas as grandezas de entrada X;
ao invés do uso de suas estimativas z; e suas respectivas incertezas padrao u(z;).
Dessa forma, o método GUM-S1 é uma generalizacao do método GUM visto que a
lei de propagagao de incertezas, abordada pelo GUM, pode ser derivada da lei de
propagagao de PDFs (BIPM. et all, 2008d, Introdugao). Os artigos encontrados na
literatura que descreve o método GUM-S1 sao: ICOX e HARRIS (2005); COX e
SIEBERT (2006); HERRADOR et _all (2005); os artigos: ICOX et all (2003); HER-
RADOR e GONZALEZ (2004); KACKER. et al. (2006); KACKER. e LAWRENCE
(2007); WUBBELER. et all (2008) apresentam um resumo do mesmo em suas secoes.

2.2.1 A propagacao de funcoes de densidade de probabili-
dade

O principio basico da propagacao de PDFs é obter uma PDF que engloba todas as
informacoes possiveis sobre o mensurando Y baseada na PDF conjunta das grandezas
de entrada X;. As PDFs das grandezas de entrada X; englobam o conhecimento
obtido sobre os valores possiveis dessas grandezas. Aqui, os valores possiveis das
grandezas de entrada X; sao simbolizadas por &;, logo a PDF para a grandeza de
entrada X; é simbolizada por gx,(&). Enquanto que os valores possiveis para Y e
sua PDF sao simbolizados por 7 e gy (), respectivamente.

A esperanca de Y poderia ser obtida pela PDF conjunta das grandezas de en-

trada, através da funcao de medigao Eq.(2.])), segundo a seguinte expressao:
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E[Y] = E[f(Xy,...,Xny)]

= FEr o En)gx ey (§1s - EN)dE - dEy (2.33)

A Eq.(2.33) possui um termo gx, . xy (&1, - - ., €n) que representa a PDF conjunta
das grandezas de entrada. Caso as grandezas de entrada sejam mutuamente indepen-
dentes, a PDF conjunta sera o produtério das PDFs individuais dessas grandezas.
Uma vez a PDF das grandezas de entrada tenha sido atribuida, essa é propagada
através da func@o de medigao para gerar a PDF do mensurando Y (gy(n)).

O formalismo analitico para a determinacao da PDF gy (n) serd demonstrado
subsequentemente neste trabalho. Inicialmente, considere a fun¢ao delta de Dirac

(ARFKEN e WEBER| 2005) definida por:

5(z—a) 2 { ;O i ; Z (2.34)

Algumas propriedades tteis da funcao delta de Dirac devem ser apresentadas,

tais como:

/+OO d(z—a)dz=1 (2.35)

+oo

f(2)d(z —a)dz = f(a) (2.36)

A tltima propriedade (Eq.([2.36)) pode ser reescrita, considerando f(z) = z por

conveniéncia, como:

/+°° 20(z —a)dz =a (2.37)

—0o0
Entao, caso as variaveis z e a forem substituidas pelas varidveisn e f(&1,...,&n),

respectivamente, a Eq.(2.37) pode ser reescrita da seguinte forma:

/ = F(Ens o Ex))dn = F(En- ) (2.38)

o0

A substituigao do termo f(&1,...,&y), dado pela Eq.([238)), na Eq.(2.33) resul-

tard em:

+oo +oo
) = [ [ s )
X 9x1,xn (E1s - EN)dE . dEndn (2.39)
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Por outro lado, como a esperanca de Y é definida por:

+oo
Bly] £ / ny () (2.40)

[e.e]

Entao, igualando a Eq.(2.39) com a Eq.(2.40)), isso resulta na seguinte expressao:

“+o0 —+00 —+00
| mvlnan = [ [ st pt6n )
X gx4,..., XN(gly---agN)dfl---dSNdn (241)

Portanto, comparando ambos os lados da Eq.(2.41]), conclui-se que a PDF para

a grandeza de saida Y pode ser obtida por:

wi) = [ st s, e)

o0

X 0x1,.. XN (fl; . ,§N)d§1 . dgN (242)

A Eq.([2.42)) é conhecida como férmula de Markov e uma generalizagao dessa fér-
mula pode ser obtida para mais de uma grandeza de saida (multiplos mensurandos),
como serd visto mais adiante no capitulodl Porém, o GUM-S1 considera uma unica
grandeza de saida (BIPM et all, 2008d, Introdugao) para a fungao de medigao. Se
as grandezas de entrada forem mutuamente independentes, entao a PDF conjunta
é expressa por gx,(&1)...9x,(En). Dessa forma, a Eq.(2.42) pode ser reescrita da
seguinte forma:

+oo
gr(n) = / 51— F(E1, .. E0))

—0o0

X gx, (1) - - gxy (En)dr - .. dén (2.43)

Uma vez a PDF da grandeza de saida esta disponivel, o resultado de medicao
sera igual a esperanca dessa PDF, enquanto que o desvio padrao da mesma serd a
incerteza padrao associada ao resultado de medicao. O conhecimento da PDF do
mensurando também pode fornecer um intervalo de abrangéncia associado a esse
resultado de medicao, para uma dada probabilidade de abrangéncia p conforme serd
mostrado mais adiante na secao 2.2.3 desse trabalho. Na Figura ¢ ilustrado o
principio da propagacao de PDFs numa situagao em que N grandezas de entrada
X; mutuamente independentes compoem a funcao de medicao.

Como pode ser observado na Figura 2.2 o conhecimento dos valores possiveis &;

das grandezas de entrada X;, expressados por suas PDFs, origina uma PDF gy (n)
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Figura 2.2: Ilustragao do principio da lei de propagacao de PDF's aplicado em uma
funcao de medicao.

para o mensurando Y por meio da férmula de Markov. Entretanto, a PDF do
mensurando Y proveniente da solugao analitica das Eq.(2.42) ou Eq.(2.43)) é vidvel
apenas para funcoes de medicao simples. O artigo escrito por ICOX e SIEBERT
(2006) apresenta exemplos de solugdes analiticas da férmula de Markov para um
modelo composto por apenas uma grandeza de entrada; o trabalho proposto por
ELSTER (2007) apresenta também uma solu¢ao analitica para um modelo linear
submetido a uma PDF gaussiana conjunta; outros exemplos de PDF obtidas anali-
ticamente em processos de medigdo podem ser consultados em ILIRA (2002, 2009).
Devido a impossibilidade de solugao analitica da formula de Markov na maioria das
funcoes de medicao, um procedimento numérico deve ser usado para solucionar as
expressoes Eq.(2.42) ou Eq.([2.43]). O método numérico recomendado pelo GUM-S1

serd descrito na préxima segao deste trabalho.

2.2.2 Calculos numéricos pelo método de Monte Carlo

A implementacao geral mais eficiente do método numeérico para propagacao de PDF's
¢ método de Monte Carlo (MCM) (COX et al), 2001a,b; LEPEK, 2003). O método
de Monte Carlo é um procedimento numérico para resolver problemas matematicos
através de simulagoes de varidveis aleatérias (HERRADOR. e GONZALEZ, 2004).
Alguns livros descrevem aplicagoes desse método: [LANDAU e BINDER (2000);
MARTINEZ e MARTINEZ (2002); RUBINSTEIN (1981); STEPMANN et al/ (1999).

A idéia basica do MCM, para a avaliacao da incerteza de medigao, é reti-

rar M amostras da PDF conjunta gx,.. x,(&1,...,€n) das grandezas de entrada



X1,..., XN e propagar esses valores, através da funcao de medicao, para produzir
M amostras da grandeza de saida (Y'). Dessa forma, é construida uma PDF empi-
rica ou amostral para Y, a qual representa uma estimativa da PDF do mensurando
gy (n). Portanto, o resultado de medigao (y) é obtido pela média dessa PDF amos-
tral e a incerteza padrao (u(y)) associada ao resultado de medigao é igual ao desvio
padrao da mesma PDF amostral. Além disso, o intervalo de abrangéncia dessa PDF
amostral é determinado com base na probabilidade de abrangéncia escolhida.

O MCM produz resultados tao bons, para a construcao da PDF amostral do
mensurando, quanto maior for o numero de amostras de Monte Carlo (M), visto
que para um numero M finito de resultados existe um erro aleatorio e, portanto,
o valor de M deve ser escolhido suficientemente grande para assegurar que esse
erro seja suficientemente pequeno (BIPM et al), 2008¢; ICOX e SIEBERT], 2006).
Desta maneira, quando M tende a infinito, esses resultados convergem para valores
correspondentes aos obtidos da PDF gy (1) (ELSTER, 2007).

Um requisito fundamental para devida aplicagcao do MCM é o gerador de nu-
meros aleatorios. Os valores de qualquer varidvel aleatéria podem ser simulados
baseando—se na transformagcao de uma variavel aleatéria retangular, uniformemente
distribuida dentro do intervalo (0, 1). A melhor maneira de gerar nimeros aleatérios
uniformemente distribuidos no intervalo (0,1) é por meio de um processo determi-
nistico baseado no método de congruéncia (HERRADOR. et al), 2005). Como a
técnica usada é deterministica, os nimeros aleatorios sao chamados de nimeros
pseudo-aleatdrios ((x). No entanto, esses nimeros pseudo—-aleatérios tém um com-
portamento de ndmeros aleatérios (SCHEID, 1968). Logo, com o conhecimento
desses (i, pode-se determinar valores £, cuja varidvel aleatéria é Z; e sua respec-
tiva PDF é ¢(Z;), dentro do intervalo (a,b) através da solugao da equagao integral
(HERRADOR. e GONZALEZ, 2004):

/gi 9(Z:)dZ; = ¢f (2.44)

Os célculos dos valores £F, de acordo com Eq.(2.44)), sdo rapidamente executados
com a ajuda de computadores de alta velocidade através de uma rotina implemen-
tada para diferentes linguagens de programacao como: FORTRAN, C, C**, entre
outras; e para softwares comerciais como: MATLAB, Maple, Mathematica ou até
tomar os cédigos disponiveis em FORTRAN e C' (PRESS et all, [1992a,b); outros
pacotes de softwares comerciais também podem ser usados no MCM, como mostrado
em HERRADOR. ¢ GONZALEZ (2004); HERRADOR. et all (2005). No artigo de
ESWARD et al. (2007) sao apresentadas diversas referéncias sobre geradores de nu-
meros aleatorios, como também testes de robustez, publicamente disponiveis, sobre

OS IMesImos.
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2.2.3 A avaliacao da incerteza de medicao

O método GUM-S1 fornece uma PDF amostral gy (n) para o mensurando Y. Os
valores simulados ¥ (Eq.([244)) de cada grandeza de entrada X; sdao usados para

calcular os valores n* da grandeza de saida por meio da funcao de medicao:

N = fE &) k=1 a M (2.45)

O conhecimento dos valores possiveis do mensurando 7, . .., 7™ implica, necessa-
riamente, na construgao de gy (n). Como anteriormente apontado na se¢ao anterior,
quanto maior for o valor de M, essa PDF amostral representa uma boa estimativa da
PDF gy (n) do mensurando Y. Logo, a melhor estimativa y do mensurando Y pode
ser estimada pela média dessa PDF amostral e a incerteza padrao u(y) associada a
estimativa y serd o desvio padrao dessa mesma PDF. As equagoes de y e u(y) sao

representadas da seguinte forma:

- % ; 0k (2.46)
u(y) = (2.47)

Outra etapa do método GUM-S1 é determinar o intervalo de abrangéncia para
[ inf ,sup

My > My
probabilidade de abrangéncia p (0 < p < 1) é escolhida, um intervalo de abrangéncia

a estimativa y do mensurando Y, aqui denotado por I, = |. Uma vez que a

pode ser estimado através da funcdo de distribuigdo acumulada (CDF )] empirica do
mensurando Y (Gy (n)).

O GUM-S1 discute duas formas para obter o I,,: na primeira forma, o intervalo
[ /2 1007(1/2]
Y

de abrangencia é suposto simétrico e pode ser estimado como I, = [n,"", 7
em que a = (100 — p)%, e os valores 7, 2 e 77;1,00 o/2 correspondem aos percentis de

a/2 e (100 — a/2) de Gy (n) para uma dada probabilidade de abrangéncia p, e.g.,
se a propbabilidade de abrangéncia p for escolhida igual a 95%, entao o intervalo
de abrangéncia é representado por gy, = [7735‘?7?, 773;;)%], a segunda forma, e a mais
recomendada, para obter o intervalo de abrangéncia é baseada no intervalo de menor
inf

largura possivel entre os valores extremos do intervalo. Os valores extremos 7,

ny'P sao estimados pela solugao da equagao:

p= Gy () = Gy (1)) (2.48)

A CDF de qualquer varidvel aleatéria continua Z é obtida pela integral de sua correspondente
PDF, i.e., G(Z) = [ g(Z)dz.
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Trabalhos mais abrangentes e descritivos sobre estimativas de intervalos de
abrangéncia usando MCM podem ser consultados em NERY e KALID (2009); WIL-
LINK (2006b). Uma particularidade envolvida na estimativa de intervalos de abran-
géncia surge quando a PDF gy (n) é simétrica, pois nesse caso o I, é simétrico em

inf _

relagao a estimativa y, i.e., y —n," = n" —y. Logo, a incerteza expandida Ul(y)

sup

pode ser estimada como U(y) = (ni'" + n3™) /2.

2.3 Estudo de caso

Para um melhor entendimento da avaliagao da incerteza de medicao usando os méto-
dos GUM e GUM-S1, um estudo de caso serd apresentado. Uma andlise comparativa
dos resultados provenientes de ambos os métodos também sera esbogada.

O objeto de estudo apresentado nesta se¢ao focaliza um tipo de funcao de medigao
nao linear bastante comum nos diversos campos da ciéncia, tais como: engenharia e

fisica. Essa funcao é representada pela seguinte relagao funcional:

Y = exp(X) (2.49)

A avaliacao da incerteza de medicao pelo método GUM requer o estabelecimento
da funcao de medicao (neste caso Eq.(2.49)), depois deve ser analisada a fungao
metrologica das grandezas de entrada, que neste caso é a unica grandeza X. Hipo-
teticamente serao consideradas para a fungao metrolégica da grandeza de entrada
X: a correcao sistematica (C') e a resolugdo (R) da escala do sistema de medigao.
Na pratica, a informagao para avaliar a incerteza associada a correcao sistematica
deve ser obtida de um certificado de calibragao do sistema de medi¢ao; enquanto que
a resolucao da escala do sistema de medicao é obtida no indicador do instrumento.

A func@o metrolégica da grandeza X, baseada na Eq.(2.14]), é expressa por:

X=Q+R+C (2.50)

Como exposto na secao 2.1.1, a funcao metrolégica é composta de dois tipos
de incerteza: a incerteza padrao do Tipo A e do Tipo B. A incerteza padrao do
Tipo A estd associada ao termo () (série observagoes @ da grandeza de entrada
X) da fungao metrolégica (Eq.(2.50)). Neste estudo de caso, foram realizadas 30
medicoes independentes (Qy) da grandeza de entrada X, cuja estimativa é Q = q =
1,8, em unidades de X (aqui representado por u.X) e incerteza padrao do Tipo A
igual a ux(q) = 0,6 u.X. As fontes de incerteza a priori (incerteza do Tipo B) foram
avaliadas a partir da correcao sistematica e da resolucao da escala do instrumento de
medicao. A estimativa da correcao sistematica do instrumento é ¢ = 0,4 u.X, cuja

incerteza padrao é igual a ug(c) = 0,2 u.X, enquanto que a resolucao da escala do
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instrumento de medicao possui estimativa r = 0 u.X e incerteza padrao, estimada
pela Eq.([2.10), igual a ug(r) = 0,1 u.X.

O conhecimento das informagoes provenientes das variaveis que compoem a fun-
¢ao metroldgica (série de observacoes independentes (Qy), correcao sisteméatica (C)
e resolucao da escala do instrumento de medigao (R)), possibilita determinar a me-
lhor estimativa (z) e a incerteza padrao (u(zr)) da grandeza de entrada X, as quais
sao determinadas pelas Eqs.([2I5H2.16) respectivamente, cujos valores sdo iguais a
r=22uXeu(zr)=006uX.

Como as informagoes sobre a grandeza de entrada X (estimativa z e sua incerteza
padrao u(x)) estao disponiveis, pode—se determinar o resultado de medigao (y) e as
respectivas incerteza padrao combinada (u.(y)) e expandida (U(y)) do mensurando
Y. A melhor estimativa (resultado de medigao) do mensurando Y deve ser obtido
pela aplicacao da Eq.(2.19), enquanto que a incerteza padrao combinada é calculada
pela Eq.(2.24)) e a incerteza expandida (U(y)) é obtida pela Eq.(2.29)), apés aplicacao
da Eq.(230) para estimativa dos graus de liberdade pela férmula W-S.

Para determinacao do fator de abrangéncia k foram adotadas as duas probabili-
dades minimas de abrangéncia propostas pelas inequacoes de Bienaymé-Chebyshev
(p = 75%) e Gauss (p = 89%), respectivamente (ver se¢ao 2.1.3), e também a pro-
babilidade de abrangéncia p = 95%. Os graus de liberdade da série de observacoes
Qi da grandeza de entrada X é vg = 29 (incerteza do Tipo A), enquanto que
os graus de liberdade provenientes das incertezas do Tipo B nao serao atribuidos
valores demasiadamente grandes (1; = c0); pelo contrario os valores dos graus de
liberdade para corregao sistematica e resolugao da escala do instrumento de medi-
¢ao sao obtidos segundo os critérios proposto por BENTLEY (2005), i.e., os graus
de liberdade devem ser inferidos com base na qualidade das fontes de informagoes
do processo de medicao. No presente estudo de caso, é garantido que a correcao
sistematica possui uma PDF gaussiana e a resolucao da escala do instrumento de
medicao tem uma PDF uniforme; dessa maneira, os valores de graus de liberdade
associados a essas grandezas, de acordo com a Tabela 2.1l sdo iguais a vo = 100 e
vr = 3, respectivamente, pois como sabidademente a PDF da resolucao da escala
do instrumento de medi¢ao nao é gaussiana, portanto ao aplicar a férmula de WS,
que requer um comportamento gaussiano para as grandezas, ha que penalizar essa
evidente contradicao.

Para aplicagao do método GUM-S1 foi atribuida uma PDF gaussiana a gran-
deza de entrada X, com média igual a estimativa = e desvio padrao igual a incerteza
padrao u(z) proveniente do método GUM. Uma das etapas fundamentais para apli-
cagao do método GUM—-S1 consiste em determinar a escolha adequada do niimero de
amostras de Monte Carlo (M). Essa escolha deve ser realizada mediante uma andlise

de sensibilidade do MCM sobre a funcao de medicao; essa analise de sensibilidade
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realiza um numero crescente de amostras de Monte Carlo, até que o resultado de
interesse (e.g., incerteza padrao do mensurando u(y)) tenha estabilizado seu valor.
A estabilizac¢ao (ou critério de parada) da andlise de sensibilidade deve ser atingida
quando a tolerancia numérica associada & incerteza padrao u(y) é satisfeita; esse
procedimento é detalhado em (BIPM. et all, 2008¢, cldusulas 7.9.2 a 7.9.4).

Os requisitos necessarios para a aplicacao da andlise de sensibilidade proposta
no GUM-S1 sao: a estimativa inicial de M e o numero de algarismos significativos
requerido para a incerteza padrao, os quais podem ser 1 (um) ou 2 (dois) algarismos.

Neste estudo de caso foram considerados dois algarismos significativos para u(y),
enquanto que a estimativa inicial das amostras de Monte Carlo foi M = 10°. Para
aplicagao do MCM foi utilizado um PC operando com as seguintes caracteristicas:
2.10 GHz de frequéncia, um processador Core 2 duo e 3 GB de meméria RAM. Além
disso, a presente analise foi programada em linguagem interpretada do software
comercial MATLAB (versao 7.8) no sistema operacional LINUX, cuja distribuicao
era Ubuntu 9.04. A aplicacao da andlise de sensibilidade, neste estudo de caso,
forneceu um valor de M = 2 x 10° a ser adotado no método GUM-SI.

Os valores para o resultado de medicao, a incerteza padrao e os respectivos
desvios percentuais, obtidos pelos métodos GUM e GUM-S1, sao mostrados na
Tabela2.3] Os desvios percentuais referentes ao resultado de medicao e sua incerteza
padrao foram calculados com base nos resultados provenientes do método nao linear
(método de referéncia) GUM-S1.

As Figuras 2.3 2.4l e 2.5 apresentam a PDF resultante (empirica) do mensurando
Y, obtida pelo método GUM-S1 usando M = 2 x 10° amostras de Monte Carlo.
Contudo, em cada uma dessas figuras os intervalos de abrangéncia sao estimados
para as probabilidades de abrangéncia p = 75%, p = 89% e p = 95%, respectiva-
mente.

Na Figura 2.3 sao apresentados os resultados dos intervalos de abrangéncia es-
timados pelos métodos GUM, GUM-S1 e Bienaymé-Chebyshev; enquanto que a
Figura 2.4l mostra os resultados provenientes dos métodos GUM, GUM-S1 e Gauss.
As hipdteses para aplicagao dos métodos Bienaymé—Chebyshev e Gauss foram dis-

cutidas na secao 2.1.3 do presente trabalho. A Figura apresenta os resultados

Tabela 2.3: Comparacgao dos resultados provenientes dos métodos GUM e GUM-S1
para o mensurando Y = exp(X).

Resultados GUM GUM-S1 desvio

percentual (%)
Estimativa y (u.Y) 8,9 10,7 -16,8
Incerteza padrao u(y) (u.Y) 5,4 7,0 -23,9
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Figura 2.3: PDF gerada pelo MCM para o mensurando Y = exp(X). As linhas ver-
ticais indicam os intervalos de abrangéncia (p = 75%) determinados pelos métodos
GUM, GUM-S1 e Bienaymé-Chebyshev.

dos intervalos de abrangéncia oriundos somente dos métodos GUM e GUM-S1.

Os valores dos intervalos de abrangéncia (limites inferiores e superiores) do men-
surando Y, determinados pelos métodos supracitados, sao apresentados nas Tabelas
2.4 e segundo a probabilidade de abrangéncia utilizada, respectivamente.

Tabela 2.4: Comparacao dos intervalos de abrangéncia (p = 75%) provenientes dos
métodos GUM, GUM-S1 e Bienaymé-Chebyshev para o mensurando Y = exp(X).

Resultados GUM Bienaymé—Chebyshev GUM-S1
Limite inferior n™ (u.Y) 2,7 -1,7 29
Limite superior n**" (u.Y) 15,3 14,2 19,7

Tabela 2.5: Comparagao dos intervalos de abrangéncia (p = 89%) provenientes dos
métodos GUM, GUM-S1 e Gauss para o mensurando Y = exp(X).

Resultados GUM Gauss GUM-S1
Limite inferior '™ (u.Y) 0,2 -1,7 2,1
Limite superior n*** (u.Y) 17,8 19,2 19,7
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Figura 2.4: PDF gerada pelo MCM para o mensurando Y = exp(X). As linhas ver-
ticais indicam os intervalos de abrangéncia (p = 89%) determinados pelos métodos
GUM, GUM-S1 e Gauss.

Tabela 2.6: Comparacao dos intervalos de abrangéncia (p = 95%) provenientes dos
métodos GUM e GUM-S1 para o mensurando Y = exp(X).

Resultados GUM GUM-S1
Limite inferior n™ (u.Y) -1,9 1,6
Limite superior n*** (u.Y) 19,9 243

O fato da PDF (empirica) do mensurando Y ser assimétrica, a qual neste estudo
de caso aproxima-se de uma distribuicao de Rayleigh, implica em uma diferenca
razoavel dos intervalos de abrangéncia obtidos via ao método GUM-S1 daqueles
provenientes do método linear (GUM) e dos métodos Bienaymé—Chebyshev e Gauss,
os quais consideram que o mensurando tem intervalo de abrangéncia simétrico e uma
distribuicao gaussiana. Para cada probabilidade de abrangéncia considerada, os
métodos GUM, Bienaymé—Chebyshev ou Gauss forneceram valores negativos para o
limite inferior do mensurando; tais valores (negativos) sao fisicamente incoerentes, o
que reforga o uso do método GUM-S1 quando a PDF do mensurando for assimétrica.

Em termos de estimativa do mensurando e de sua incerteza padrao associada, a
diferenga entre os métodos GUM-S1 e GUM também foi significativa. Essas discre-

pancias sao explanadas pela nao linearidade da funcao de medi¢ao do mensurando;
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Figura 2.5: PDF gerada pelo MCM para o mensurando Y = exp(X). As linhas ver-
ticais indicam os intervalos de abrangéncia (p = 95%) determinados pelos métodos
GUM e GUM-SL.

além disso, neste estudo de caso especifico a larga incerteza relativa da grandeza de
entrada contribuiu também para tal discrepancia. Logo, quando a nao linearidade
da fungao de medicao for significativa, o método proposto pelo GUM nao ¢é ade-
quado para avaliar a incerteza de medicao. Dessa forma, o método GUM-S1 pode
ser aplicado nos casos em que as hipoteses requeridas pelo método GUM nao podem
ser satisfeitas. Contudo, a aplicagao do Suplemento 1 do GUM requer um esforco
computacional significativo em relagao ao método GUM.

Portanto, a partir das caracteristicas dos métodos GUM e GUM-S1, métodos
que sejam robustos e que exijam menores custos computacionais devem ser desenvol-
vidos. Um exemplo de método robusto seria utilizar os termos de ordens superiores
da expansao em série de Taylor da funcao de medicao para avaliar a incerteza de
medicao, através da LPU, de sistemas nao lineares. No capitulo [3 sao apresentadas
expressoes generalizadas de segunda e terceira ordem para avaliar a incerteza de

medicao como alternativa aos métodos GUM e GUM-S1.

2.4 Consideracoes finais

Neste capitulo foi apresentada uma revisao sobre os dois métodos mais utilizados

para a avaliacao da incerteza de medi¢ao: o GUM, baseado na lei de propagacgao
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de incertezas; e o Suplemento 1 do GUM, baseado na lei de propagacao de PDFs
através do MCM. Além disso, foram apresentados os principais artigos que demons-
tram as ferramentas matematicas de cada método e suas aplicagoes para avaliar
adequadamente o resultado de medicao e sua respectiva incerteza.

Cada um dos métodos tem sua relevancia no que se refere a aplicabilidade da
avaliacao da incerteza de medicao. Logo, é importante destacar os méritos e as
limitagoes de cada um desses métodos. Os principais méritos do GUM sao: nao ne-
cessidade do conhecimento completo da PDF das grandezas de entrada do modelo
de medicao; esse método requer apenas as estimativas, as incertezas padrao e os
coeficientes de correlagao da PDF das grandezas de entrada para determinar a me-
lhor estimativa do mensurando e sua respectiva incerteza padrao. Além disso, esse
método requer simples calculos para a avaliacao da incerteza de medicao, que torna-
o como o método mais aceito pelos metrologistas ou profissionais que necessitam
expressar adequadamente o resultado de uma medicao.

Por outro lado, depois de apresentar os méritos do método proposto pelo GUM, é
importante ressaltar que esse método possui restricoes quanto ao seu uso: primeiro,
se a funcao de medicao é nao linear, a expansao em série de Taylor truncada no
termo linear (1* derivada) fornece resultados enganosos ou erréneos para a incerteza
de padrao combinada e consequentemente a incerteza expandida do mensurando;
segundo, o fato de nao determinar uma PDF ao mensurando implica em uma in-
determinacao do intervalo de abrangéncia para expressar os valores possiveis do
mensurando; por ultimo, a estimativa da incerteza expandida requer um comporta-
mento gaussiano tanto do mensurando Y e sua incerteza padrao combinada wu.(y)
quanto das grandezas de entrada X; e suas respectivas incertezas padrao u(z;), além
disso as grandezas de entrada X; também devem ser mutuamente independentes.

A hipétese do comportamento gaussiano para as grandezas do modelo de medicao
¢ bastante usada e defendida com base na aplicagao do CLT. Entretanto, o CLT nao
é valido sob os seguintes aspectos: quando a funcao de medigao é nao linear, quando
as grandezas de entrada nao sao independentes, e quando o niimero de observagoes
independentes (medigoes experimentais) das grandezas observaveis do modelo de
medicao é pequenad.

O método proposto pelo Suplemento 1 do GUM requer menos hipéteses do que
aquele método proposto pelo GUM, logo sua aplicagao é menos restritiva. As princi-
pais vantagens do método GUM-S1 sao: geragao de uma PDF para o mensurando, a
qual permite a determinacao do intervalo de abrangéncia, variancia, desvio padrao,
média, moda, assimetria, curtose e outros parametros estatisticos do mensurando;
segundo, nao existem limitagoes no que tange a natureza nao linear da funcao de

medicao, diferente do método GUM que requer uma aproximacao linear de funcao de

80 n° minimo de medigoes independentes deveria ser 30 para validar o CLT (GODEC, [1997).
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medicao pela série de Taylor; terceiro, nao existem suposicoes referentes a distribui-
¢ao do mensurando, i.e., a PDF do mensurando pode ser simétrica e nao gaussiana
ou assimétrica (no método GUM supde-se que a distribui¢ao do mensurando deve se
aproximar de uma gaussiana, uma vez que esta hipdtese é necessaria para estimar
o intervalo de abrangéncia baseado na distribuigao t-Student); quarto, nao requer
o célculo do nimero de graus liberdade efetivos (que incluiria uma hipdtese de que
o mensurando tem uma distribui¢ao de freqiiéncia de t-Student) pela Eq.(230) ou
Eq.([232); finalmente, ndo é necessario calcular derivadas parciais para a avaliagao
da incerteza de medicao, embora, quando necessario, esse método apresente um pro-
cedimento numérico para determinar os coeficientes de sensibilidade (BIPM et al.,
2008d, Anexo B).

Porém, o método GUM-S1 também possui limitagoes. Primeiramente, a selecao
da PDF apropriada para as grandezas de entrada pode ser dificil por causa de dados
imprecisos ou falta de conhecimento dos processos fisicos e/ou quimicos que influ-
enciam diretamente um processo de medigao (WILLINK, 2010). Outra dificuldade
encontrada por esse método surge quando necessita-se da geracao de nimeros aleaté-
rios de PDF's conjuntas nao gaussianas, pois os sistemas computacionais (softwares)
possuem geradores de niumeros aleatérios somente para PDF gaussiana multivariada.
Uma alternativa a essa problematica é uso de fungoes copulas, as quais sao usadas na
estatistica como um método geral para formular quaisquer distribui¢oes multivaria-
das de maneira que diversos tipos gerais de dependéncia possam ser representados;
uma aplicacao pratica das funcoes cépulas para a avaliagao da incerteza de medicao
¢ apresentada por [POSSOLO (2010). Por fim, em alguns casos o tempo de pro-
cessamento (custo computacional) do método GUM-S1 pode ser muito longo, e.g.,
em modelos de medicao complexos com muitas grandezas de entrada ou modelos de
medicao fortemente nao lineares.

Baseado na explanacao sobre os méritos e as limitacoes do GUM e seu Suple-
mento 1, bem como nos resultados apresentados nos estudos de caso, pode-se concluir
que o GUM apresenta uma avaliacao robusta para a incerteza de medicao, principal-
mente quando as fungoes de medicao sao lineares ou fracamente nao lineares. Por
outro lado, o Suplemento 1 do GUM pode ser considerado como uma ferramenta
confidvel e consistente na avaliacao da incerteza de medicao em situagoes onde as
condigoes de aplicabilidade do GUM nao estao completamente atendidas. Portanto,
o método GUM-S1 deve sempre ser usado quando a nao linearidade das fungoes de
medicao forem significativas, quando a independéncia entre as grandezas de entrada
nao for assegurada, e quando as PDFs das grandezas tanto de entrada quanto de

saida forem assimétricas.
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Capitulo 3

Métodos de segunda e terceira
ordem para a avaliacao da

incerteza de medicao

“O que se mede existe e é conhecido na proporcao em que a medida € precisa.”
Filésofo Gaston Bachelard

O método proposto pelo GUM é baseado em uma aproximacao linear da funcao de
medicao por meio da expansao em série de Taylor truncada na 1* derivada. Contudo,
quando a fun¢ao de medicao é fortemente nao linear, o uso dessa aproximacao é
inadequada. Logo, termos de ordens superiores provenientes da série de Taylor nao
podem ser negligenciados. Este capitulo apresenta expressoes generalizadas para a
avaliacao da incerteza padrao de medicao, baseadas na expansao em série de Taylor
até as derivadas de segunda e terceira ordem. Resultados bem proximos daqueles
provenientes do método nao linear (GUM-S1) sao alcangados por essas expressoes
a um baixo custo computacional. Portanto, os métodos propostos de segunda e
terceira ordem podem ser uteis para a andlise de incerteza de medicao em modelos
nao lineares. O ineditismo do tema abordado no presente capitulo foi determinante
para elaboragdo de um trabalho de relevancia internacional (MARTINS e KALID,
2010a).

3.1 Introducao

No capitulo 2] foi demonstrado que o método GUM utiliza um procedimento linear,
baseado na expansao em série de Taylor truncada no termo de primeira ordem da
funcao de medicao, para expressar a melhor estimativa do mensurando e sua res-
pectiva incerteza padrao. Em muitos casos praticos, esse procedimento de primeira
ordem ¢ suficiente para caracterizar a incerteza padrao até mesmo em modelos de

medigao (fracamente) néo lineares.
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No que tange ao calculo da melhor estimativa do mensurando, o préprio GUM
recomenda um procedimento diferente quando a funcao de medicao é nao linear

(IBLEMJI_&LI, |2_01)§a|, clausula 4.1.4), i.e., ao invés de substituir as estimativas das

grandezas de entrada diretamente na funcao (estimativa linear), deve-se obter as

observagoes independentes do mensurando a partir das observacoes das grandezas
de entrada previamente utilizadas na funcao, e assim calcular a média dessas ob-
servagoes (estimativa nao linear). Entretanto, a incerteza padrao (combinada) de
medicao, associada a essa estimativa do mensurando, é baseada em um método li-
near ou de primeira ordem. Existem modelos de medicao, contudo, em que a nao
linearidade ¢ significativa, dessa maneira o uso da aproximacao linear para a avali-
acao da incerteza de medi¢cao do mensurando ¢é incorreto, o que implica no uso dos
termos de ordens superiores da expansao em série de Taylor da funcao de medicao.

Os termos de ordens superiores podem exibir muitas propriedades desejaveis em
um processo de medicao, entre estas destacam—se: caracterizagao e detecgao de nao
linearidades de sistemas de medi¢cao. Um esquema conceitual para ilustrar os efeitos
de altas ordens em processo de avaliagao da incerteza de medicao é apresentado na
Figura B} na qual sdo esbocadas comportamentos da incerteza padrao de medigao

em fungao do resultado de medicao (estimativa) do mensurando.

terceira

cao

>

segunda
ordem

Incerteza padrao de medi

1 ‘ 1
Mensurando

Figura 3.1: Esquema conceitual para demonstrar os efeitos de ordens superiores em
um processo de medigao.

Como pode ser observado na Figura B um aumento da ordem, por meio da

expansao em série de Taylor da fungao de medigao e posterior aplicagao do procedi-
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mento LPU, na expressao da incerteza padrao tende a aproximar-se cada vez mais
da ordem exata da incerteza padrao rea . Ou seja, o método de segunda ordem para
avaliar a incerteza padrao é mais abrangente do que o método de primeira ordem,
assim como o método de terceira ordem engloba o de segunda ordem e assim por
diante, até que se reproduza completamente a nao linearidade da fungao de medicao.

Em diversos campos da ciéncia e tecnologia, como por exemplo, nanotecnolo-
gia e aplicagoes de engenharia de alta precisao de medicao, incertezas de medigao
associadas a métodos nao lineares sao relevantes para expressar um maior grau de
confianca das medicoes; alguns trabalhos mostram aplicacoes que necessitam recor-
rer a esses métodos em processos de medigao: BRADARIC et al. (2002), em teste
de robustez de sistemas submetidos & ruidos; MEKID (2005), em sistemas meca-
nicos de medicao. Portanto, avaliagoes de incertezas provenientes de métodos de
ordens superiores podem ser utilizadas para refletir a correspondente influéncia de
nao linearidade existente em um processo de medicao.

Em situacoes onde as funcoes de medicao sao fortemente nao lineares, o GUM
(BIPM et all, 2008a, cldusula 5.1.2) aconselha usar alguns termos de ordens elevadas.
Segundo o GUM, os termos mais importantes, de ordens imediatamente superiores
aos de primeira ordem, que devem ser adicionados a incerteza padrao combinada de

primeira ordem (Eq[2.20]) sao:
N

Z Z { 1 <8$ 8:@)2 + (%) (%) }UQ(xi)UQ(xj) (3.1)

=1 j=1

Entretanto, existem restricoes quanto ao uso desses termos para a avaliagao da
incerteza padrao usando fungoes de medicao nao lineares, as quais sao: as grandezas
de entrada X; devem ser mutuamente independentes e possuirem comportamento
gaussiano. Maiores detalhes sobre estas restricoes podem ser consultados em FREN-
KEL (2006).

Para superar essas limitacoes, alguns trabalhos foram desenvolvidos: [LIRA
(2002); ITANG (1975); WONG (1985) propuseram uma expressao de segunda or-
dem para a incerteza padrao baseada no terceiro e quarto momento estatistico,
contudo a funcao de medicao era composta de apenas uma grandeza de entrada,
ie, Y = f(X); WANG e IYER (2005a) propéem uma expressao de segunda or-
dem para a incerteza padrao que contempla N grandezas de entrada na funcao de
medicao, entretanto essa ultima expressao ¢ valida somente para as grandezas de
entrada mutuamente independentes e gaussianas; um trabalho mais abrangente foi
desenvolvido por MEKID e VAJA! (2008), neste trabalho os autores propuseram ex-

pressoes de segunda e terceira ordem para ambas as estimativas do mensurando e

INo presente contexto, a incerteza padrao real é aquela proveniente de um método que considera
todas as nao linearidades da fungdo de medigao, e.g., o método GUM-SI.
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suas respectivas incertezas padrao em fungoes de medigao que possuem uma ou duas
grandezas de entrada.

Inspirado no trabalho de Mekid e Vaja, expressoes generalizadas de segunda e
terceira ordem para avaliar a incerteza padrao de um mensurando foram desenvol-
vidas. Essas expressoes podem ser usadas em funcoes de medicao que possuem N

grandezas de entrada mutuamente independentes.

3.2 Lei de propagacao de incertezas em modelos

de medicao nao lineares

Para avaliar e expressar a incerteza de medigao em sistemas nao lineares, por meio
da LPU, a expansao em série de Taylor da funcao de medicao deve envolver termos
de 2* ou 3* derivadas. Esse procedimento requer o conhecimento dos momentos
estatisticos de ordens superiores, tais como: terceiro, quarto, quinto e sexto momen-
tos; o terceiro e o quarto momento possuem caracteristicas fisicas que sao tteis e
aplicaveis na avaliacao da incerteza de medicao aqui proposta. O terceiro e o quarto
momento estatistico podem ser relacionados com a assimetria (skewness) e a curtose
(kurtosis) da PDF de uma grandeza aleatdria, respectivamente.

A assimetria é o quanto a curva de uma PDF desvia—se ou afasta—se de sua
posicao simétrica. Esta é obtida a partir do terceiro momento estatistico centrado

na média:

—+00

E[(€ — o)) & / (6 — a)gx (€)de (3.2)

[o¢]
Em que £ representa os valores possiveis da variavel aleatoria X e a esperenca dessa
varidvel aleatéria ¢ dada por x = E[¢].

O parametro assimetria é definido pela seguinte equacao:

A E[(§ - x)g]
1T ElE -2}

Portanto, caso a assimetria () seja escrita em termos da incerteza padrao de

(3.3)

medigao u(z), a Eq.([33]) pode ser reescrita da seguinte forma:

E[(§ — 2)°] = yu’(2) (3.4)

A curtose é a medida do grau de achatamento de uma PDF. Essa pode ser obtida

através do quarto momento estatistico centrado na média:

Bl -2 [ (€ otox(eas (35)

(e 9]
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O parametro curtose é definido pela seguinte equagcao:

A E[(£ — 95)4]
{E[(§ — 2)2]}?

Entao, pondo a curtose (k) em termos da incerteza padrao de medicao, essa pode

K

(3.6)

ser escrita como:
E[(¢ - 2)'] = ru'(z) (3.7)

3.2.1 Meétodo de segunda ordem

O método de segunda ordem, para a avaliagdo da incerteza padrao de medicao,
consiste em realizar uma expansao da funcao de medi¢cao em série de Taylor, em
torno das melhores estimativas x; das grandezas de entrada X;, até os termos de 2?

derivada. Dessa forma, a funcao de medigao pode ser expressa como:

Como anteriormente salientado, nesse trabalho assume-se que as grandezas de
entrada sao mutuamente independentes@, i.e., todos os termos que possuem a ex-
pressao E[(X; —z;)(X; —x;)] podem ser escritas como E[(X; —z;)|E[(X; —z;)]; além
disso, todos os termos com E[(X; — x;)] s@o iguais a zero uma vez que z; = E[X}].
Portanto, a aplicacdo do operador esperanga em ambos os lados da Eq.(B3.8]) rende
como estimativa o resultado de medigdo do mensurando (yoora = E[Ya0ra]) baseado

numa expressao de segunda ordem:

N

82
Y= Yoorda = fx1,...,2N) + % Z (a—)é)u2(xl) (3.9)

1=
Agora, se a diferenca entre a Eq.([3.8) e Eq.([3.9) for elevada ao quadrado, sendo

posteriormente aplicado o operador esperanga em ambos os lados da expressao (mai-
ores detalhes dessa deducao sao delineados no apéndice [A.T]), finalmente serd obtida

2Esta hipdtese é aceitdvel em muitos processos de medicdo, pois a dependéncia entre as gran-
dezas de entrada é minimizada quando as compensagoes de efeitos sistematicos sao consideradas.
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a expressao de segunda ordem para a incerteza padrao de medic¢ao:

u?(y) = u?(Yaord) = i": (S)ﬁi)zuz(xi) +'yz-<§—)];> (g;;)u?’(xi) (3.10)

primeira ordem

3 () () e+ 53 (e

i=1 j=
j£i

) )

s
Ey

O método de segunda ordem, proposto pelas Eqgs.([3.9-3.10), engloba as expres-
soes do resultado de medigao (y1oq) € da incerteza padrao combinada (u.(y)) do
método linear, proposto pelo GUM. Portanto, esse método é mais apropriado do
que o método linear para avaliar a incerteza padrao de medicao em fungoes nao
lineares. A eficiéncia do método de segunda ordem se deve a inclusao dos termos de

segunda ordem da expansao em série de Taylor das fungoes de medigao.

3.2.2 Meétodo de terceira ordem

Neste caso, a estimativa e a incerteza padrao de medi¢cao do mensurando sao deri-
vadas da expansao em série de Taylor da funcao de medicao truncada nos termos de

terceira ordem. Essa expansao da fun¢ao de medicao rende a seguinte expressao:

N N 9
i = s+ S ()0 S S (-
i=1 v i=1 i
1N 92 f LAY
+2;;(axax [l +6;( ) - ;)
J#i
1 N N 83f
+6;;(8X%X)(X - )" (X — )
!
1 N ]N N 83f
" 6;; kzzl (m)(& — @) (X — 2) (X — 2n) (3.11)
J#i k#i]

Se o operador esperanga é aplicado em ambos os lados da Eq.(3.I1]), considerando
todas as hipdteses aplicadas ao método de segunda ordem, o resultado de medicao ou

estimativa do mensurando (ysora = E[Y30ra]) € obtido por meio da seguinte equagao:

YR Ysord = (@1, Ty +Z{ <ax2> Q(xi)+%<%>u3(xi)} (3.12)
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Caso seja aplicado o mesmo procedimento do método de segunda ordem (ver
detalhes também no apéndice [A.2]), a expressao generalizada para incerteza padrao

serd representada pela seguinte equagao:

v2(0) ~ v (Waora) = (ymdwz’“ (5 )( s;’;)u“cxi)

N
+3 > (53‘ (axg){E[(X — 20)%] — i )}

(ZL) (B - 207 - 20w}

+
gl-
.MZ

=1 8X23
+ i EN: (aaf ) (8)(82];(2 )uQ(xi)uQ(xj) (3.13)

o
Il
—

(o

Y

N N
23l 3 e o) + 1 (03) (i) ftesatan

N N
2.2 ”l{ 1 (a)??afx )2 + %(%) (3;22’;(;)}”4<x1‘>u2<wf>

1 LK 9 f 9 f
+ Z ZZ'Y'L'YJ <(9X 8X2 ) (8X?8Xj )u3(zi)u3(w]')

i=1j=1
J#i

N1 3f 2 1, 083f 23f
,;1 {6<axiaxjaxk> +Z<ax§axj>(axjax,§) w? ) (g (o)
ki,j

N
2
i=1 1

LN

Como pode ser observado nas Egs.(BI12H3.13), a estimativa do mensurando
(y3ora) € sua respectiva incerteza padrao (u(ysorq)) engloba as expressoes das res-
pectivas estimativas e incertezas padrao dos métodos linear (GUM) e de segunda
ordem. Portanto, o método de terceira ordem é mais abrangente e robusto do que
os métodos linear e de segunda ordem para funcoes de medi¢ao nao lineares, uma
vez que mais termos da expansao em série de Taylor sao considerados nas funcoes

de medigao.

3.3 Estudo de caso

Nesta secao um estudo de caso é apresentado como ilustracao da aplicacao dos méto-
dos propostos para avaliar o resultado de medicao e sua respectiva incerteza padrao.
Os resultados provenientes dos métodos de segunda e terceira ordem sao compara-
dos com o método linear, proposto pelo GUM, e o método nao linear, proposto pelo
Suplemento 1 do GUM.

O estudo de caso, aqui proposto, consiste em avaliar a estimativa do mensurando
e sua incerteza padrao pelos métodos supracitados, cuja fungao de medigao foi ex-
traida do trabalho de WUBBELER et al! (2008). A funcio de medicio é regida pela
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seguinte expressao:

Y =1/X?+ X3 (3.14)

Esse tipo de modelo de medicao é comum nas areas de técnicas de medigao por co-
ordenadas e também em processos de medicao envolvidos com grandezas complexas.
WUBBELER . et al. (2008) supuseram que ambas as grandezas de entrada possuem
comportamento gaussiano, com esperangas (estimativas) iguais a z; = x5 = 1,0 e
incertezas padrao também iguais a u(zy) = u(zy) = 1,0 nas respectivas unidades
das grandezas X; e Xo, i.e, u.Xy e u.Xy;

Diferentemente dos autores WUBBELER. et al! (2008), aqui serdo considerados
diferentes comportamentos para as grandezas de entrada da funcao de medig¢ao pro-
posta. A grandeza de entrada X; tem uma PDF uniforme cujos limites inferior e
superior sao 0,0 e 2,0 u.Xy, respectivamente. Os valores da grandeza de entrada
X5 devem ser mais concentrados em torno de um valor bem definido do que seus
respectivos limites inferior e superior, portanto, uma PDF triangular simétrica foi
suposta para essa grandeza cujos limites sao iguais a 0,0 e 1,5 u.Xs, respectivamente.

Neste trabalho, os dados experimentais numéricos referentes as medicoes das

grandezas X; e X, sao apresentados na Figura
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Figura 3.2: Medigoes das grandezas de entrada X; e Xo.

O tratamento de dados para cada grandeza, em termos de parametros estatisticos

e metrologicos, tais como: média, incerteza padrao, assimetria, curtose, quinto e

43



sexto momentos, sao apresentados na Tabela [3.11

Tabela 3.1: Parametros estatisticos e metrologicos dos conjuntos de medigoes refe-
rentes as grandezas de entrada X; and Xo.

Parametros X X5
PDF Uniforme Triangular
Média x; (u.X;) 1,02 0,96
Incerteza padrao u(z;) (u.X;) 0,63 0,13
Skewness (adimensional) —0,26 —0,23
Kurtosis (adimensional) 1,73 2,03
Quinto momento (unidade correspondente a X;) —7,03 x 1072 —4,48 x 107°
Sexto momento (unidade correspondente a X;) 1,80 x 107! 2,62 x 107°

Pelo fato de ser um experimento numérico, a presente analise considera apenas
avaliacoes do Tipo A da incerteza padrao. Entretanto, na prética fontes de incerteza
do Tipo B, provenientes dos sistemas de medicao, devem ser consideradas. Apesar
disso, mesmo considerando as fontes de incerteza do Tipo B nos métodos propostos, a
tendéncia dos resultados é mantida, pois tais fontes de incertezas estao presentes nas
fungoes metroldgicas das grandezas de entrada (apresentado no capitulo[2), as quais
sao baseadas em fatores aditivos. Em outras palavras, essas fungoes metrologicas sao
essencialmente lineares e, portanto, a aplicacao do método GUM para tais fungoes
(de medigao direta) é suficiente e robusta. Todavia, neste estudo de caso a avaliagdo
da incerteza de medi¢ao da grandeza de saida (Y'), a qual possui uma relagao nao
linear com as grandezas de entrada (X;), o método GUM nao é adequado.

Através do anteriormente exposto no capitulo 2 o método GUM-S1 consiste
em determinar o resultado de medicao e sua respectiva incerteza padrao por meio
de uma PDF empirica gerada pelo MCM. A escolha do nimero de amostras de
Monte Carlo foi obtida por meio do procedimento numérico (anélise de sensibilidade)
descrito no capitulo 2} para a aplicacao desse procedimento foram considerados dois
algarismos significativos para u(y) e a estimativa inicial de amostras de Monte Carlo
foi M = 107, valor adotado no artigo de WUBBELER. et al. (2008).

Na presente andlise de sensibilidade, cada valor de M foi usado para retirar
amostras de uma PDF uniforme, referente a grandeza de entrada X;, e uma PDF
triangular, referente a grandeza de entrada X5, cujos os limites inferiores e superiores
de ambas as grandezas foram apresentadas previamente no inicio desta secao. Esses
experimentos numéricos foram executados em linguagem MATLAB (versao 7.8) sob
a plataforma operacional LINUX (distribuicdo Ubuntu 9.04) através de um PC
operando com 2.10 GHz de frequéncia, um processador Core 2 duo e 3 GB de
memoria RAM.

O resultado da andlise de sensibilidade revelou que o niimero de amostras de
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Monte Carlo igual a M = 2 x 107 deveria ser utilizada para a funcao de medicao
proposta, uma vez que esse valor satisfez a tolerancia numérica da incerteza padrao.
A PDF empirica do mensurando Y obtida por meio do método GUM-S1, para
M =2 x 107, é apresentada na Figura 3.3
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Figura 3.3: PDF empirica do mensurando Y =/ X? + X2 gerada pelo MCM.

Como pode ser observado na FiguraB.3, a PDF do mensurando Y nao é gaussiana
devido a nao linearidade significativa da funcao de medigcao. Logo, os métodos
propostos (segunda e terceira ordem) devem ser usados para avaliar a incerteza
padrao de medigao.

Os resultados provenientes dos quatros métodos, tais como: estimativa (y), in-
certeza padrao (u(y)) e seus respectivos desvios percentuais d, e d,,), sdo mostrados

na Tabela 3.2l com a incerteza padrao expressada com dois algarismos significativos

conforme recomendacao do GUM , , clatisula 7.2.6). Os desvios
percentuais foram calculados tomando como referéncia o método GUM-S1.

Os resultados apresentados na TabelaB.2 revelam que existe uma diferenca signi-
ficativa dos resultados provenientes dos métodos GUM e GUM-S1. Essa discrepan-
cia ocorreu pelo fato de que o método GUM considera uma aproximacao linear da
funcao de medigao, enquanto que o método GUM-S1 considera toda nao linearidade
da mesma.

Por outro lado, observa—se nitidamente, que os resultados provenientes dos mé-

todos de segunda e terceira ordem tendem a convergir para os resultados obtidos
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Tabela 3.2: Comparacao entre os métodos de segunda e terceira ordem com os
métodos GUM e GUM-S1.

Métodos y 0y u(y) Ou(y)
(unidade de Y) (%) (unidadedeY) (%)
Primeira ordem (GUM) 1,40 —5,4 0,46 +12,20
Segunda ordem 1,46 —1,4 0,45 +9,76
Terceira ordem 1,47 —0,7 0,42 +2,44
GUM-S1 (MCM) 1,48 0,0 0,41 0,0

pelo método GUM-S1. Ou seja, os resultados obtidos pelo método de segunda or-
dem foram melhores do que os resultados provenientes do método linear, enquanto
que os resultados do método de terceira ordem aproxima—se mais ainda do método
GUM-S1.

Toda essa analise é validada pelo decaimento do desvio percentual com o au-
mento da ordem da funcao de medi¢ao do mensurando. Além disso, se os tempos de
processamento, apresentados na Tabela B.3] entre os quatros métodos forem anali-
sados, nota—se que nao ha diferencas significativas entre os métodos linear, segunda
e terceira ordem, enquanto que o tempo de processamento do método GUM-S1 ¢é

muito superior aos demais métodos.

Tabela 3.3: Comparacao entre os tempos de processamento provenientes dos méto-
dos GUM, GUM-S1, segunda e terceira ordem.

Métodos tempo de processamento (s)
Primeira ordem (GUM) 0,64
Segunda ordem 0,67
Terceira ordem 0,68
GUM-S1(MCM) 245,55

Portanto, os pequenos desvios percentuais dos métodos de segunda e terceira
ordem quando comparados com o método linear, bem como um tempo de proces-
samento muito inferior do que o método GUM-S1, demonstra que esses métodos
podem ser 1teis na avaliacao da incerteza padrao de medicao para funcoes de medi-
¢ao nao lineares, principalmente quando existir limitacao de tempo (desvantagem do

método GUM-S1) para a andlise da incerteza de medi¢ao de fungdes nao lineares.

3.4 Consideracoes finais

Quando as funcoes de medig¢ao possuem nao linearidade significativa, o uso do mé-

todo GUM ¢é inadequado para avaliar a incerteza padrao de medi¢cao do mensurando.
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Pois, o uso desse método (linear) pode, inclusive, gerar valores de incertezas fisica-
mente incoerentes (demasiadamente pequenas ou grandes).

Para superar essa limitacao, foram propostas expressoes generalizadas de se-
gunda e terceira ordem para a avaliagao da incerteza padrao de medicao, as quais N
grandezas de entrada mutuamente independentes podem ser utilizadas nas funcgoes
de medicao. Esses métodos propostos revelaram ser uteis na analise nao linear da
incerteza padrao de medicao em relagao ao método GUM. Portanto, essas expressoes
generalizadas podem ser devidamente incorporadas ao GUM para avaliar a incerteza
de medicao quando a nao linearidade da funcao de medicao for significativa.

Os resultados provenientes dos métodos propostos de segunda e terceira ordem
tendem a convergir para os resultados do método GUM-S1. Embora esse tltimo
método seja mais robusto do que os métodos de segunda e terceira ordem, um esforco
computacional e um tempo de processamento significativamente maior é requerido.
Essas caracteristicas intrinsecas do método GUM-S1 tornam—se mais pronunciadas
a medida que a complexidade e a nao linearidade dos modelos de medicao se tornam
mais significativas.

Por outro lado, os métodos de segunda e terceira ordem possuem tempos de res-
posta equivalentes ao do método GUM, além de exigirem um esfor¢co computacional
muito inferior em relagao ao método GUM-S1. Além disso, quando as funcgoes de
medicao sao de segunda e terceira ordem, os valores das estimativas yaorq OU Y30ra
e suas respectivas incertezas padrao u(ysora) or u(Ysord) s@o avaliagoes robustas do
mensurando Y, respectivamente.

A limitagao dos métodos de segunda e terceira ordem em relacao aos métodos
GUM e GUM-S1 surge quando ha necessidade de expressar a incerteza de medi-
¢ao como um intervalo (de abrangéncia), pois esses métodos propostos (segunda e
terceira ordem) nao possuem um procedimento para estimar os intervalos de abran-
géncia do mensurando. Portanto, se o objetivo for obter intervalos de abrangéncia
para o mensurando, oriundo de uma funcao de medicao fortemente nao linear, o mé-
todo mais robusto ¢ o GUM-S1. Estudos futuros serao desenvolvidos para avaliar
intervalos de abrangéncia por meio dos métodos de segunda e terceira ordem em

sistemas nao lineares de medicao.
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Capitulo 4

Incerteza de medicao em sistemas

multivariaveis

“Quanto mais um homem se aproxima de suas metas, tanto mais crescem as

dificuldades.”
Fil6sofo Johann Wolfgang von Goethe

O presente capitulo visa demonstrar uma extensao dos métodos GUM e GUM-
S1 para os sistemas multivaridaveis de medicao. Os aspectos tedricos e praticos do
método linear (MLPU), baseado na lei de propagagao de incertezas, e do método
nao linear (MLPP), baseado na lei de propagacao de PDFs conjuntas por meio do
método de Monte Carlo, sao apresentados. As vantagens e as desvantagens dos
métodos MLPU e MLPP sao delineados a partir dos resultados originados de um
sistema multivaridvel nao linear de medigao (reator quimico). O contetido deste
capitulo foi integralmente submetido como artigo ao periédico nacional Controle &
Automacao (MARTINS e KALID, 2010b).

4.1 Introducao

Os métodos abordados pelo GUM e GUM-S1 sao aplicados em sistemas de medi-
gao que possuem apenas uma grandeza de saida (um mensurando), tais sistemas
de medigao sdo classificados como sistemas MISO (Multiple Input Single Output).
Porém, em alguns sistemas de medi¢ao mais do que um mensurando depende de
um conjunto comum de grandezas de entrada, esses sistemas sao classificados como
MIMO (Multiple Input Multiple Output). Os sistemas MIMO de medi¢do podem
surgir em modelos da metrologia éptica, actstica e elétrica; ou modelos de processos
quimicos e petroquimicos.

Na literatura, boa parte dos trabalhos relacionados as sistemas MIMO de me-
digao utiliza a lei de propagagao de incertezas, a saber: BICH (1996); KACKER
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e JONES (2003) apresentam uma férmula para a incerteza de medicao em siste-
mas MIMO considerando apenas duas grandezas de saida; BICH et _al) (1993/94);
D’ANTONA (2004); LIRA (2002); WANG e IYER (2005b); WEISE (1984) demons-
tram uma equacao geral, uma forma matricial equivalente ao método GUM, deno-
minado de método da lei de propagacao de incertezas multivariavel, aqui denotado
por método MLPU; outras aplicacoes do método MLPU envolvendo mensurandos
compostos de grandezas complexas (sistemas multivaridveis) sao também encontra-
das na literatura: [HALI (2003. 2004);: RIDLER. e SALTER (2002); WILLINK e
HALL (2002). Antagonicamente, a lei de propagacao de PDFs, implementado via
MCM, para sistemas MIMO de medicao, aqui denominado de método MLPP, é me-
nos abordado do que o método MLPU. Alguns trabalhos que utilizam o método
MLPP, para avaliar a incerteza de medicao em sistemas MIMO, destacam-se na li-
teratura: (CORDERO e ROTH (2005); HALL (2006); MARTINS e KALID (2010d);
POSSOLO (2010); SOUZA e KALID (2010).

O presente capitulo visa demonstrar uma metodologia para avaliar a incerteza
de medicao em sistemas MIMO baseada nos métodos MLPU e MLPP. Este capitulo
estd organizado no seguinte formato: a primeira parte descreve a lei de propagacao
de incertezas multivariavel, assim como um procedimento para estimar o intervalo
de abrangéncia individual dos mensurandos de um sistema MIMO de medicao; a se-
gunda parte focaliza a demonstracao da lei de propagacao de PDF's sob os aspectos
analiticos e numéricos, esse tltimo baseado no MCM; além disso, um procedimento
para estimar intervalos de abrangeéncia individuais, baseado no método MLPP, tam-
bém sera apresentado. Por fim, os méritos e os deméritos dos métodos MLPU e
MLPP sao delineados com base nos resultados provenientes de um sistema MIMO

nao linear de medigao (reator quimico).

4.2 Lei de propagacao de incertezas multivariavel

O método MLPU consiste em avaliar as estimativas e a matriz de covariancia das
grandezas de saida (multiplos mensurandos Y;), que dependem de vérias grandezas
de entrada X;, por meio de f; funcoes de medicao, as quais podem ou nao ser fungoes
explicitas. Uma representacao do sistema MIMO de medicao pode ser expressa da

seguinte forma:

fl<}/la}/27"'aYK;XbX??"'aXN) =0

: = (4.1)
fK(}/la}/Qa"'7YK;X17X27"'7XN) =0

Em um sistema de medigao representado pela Eq.([d1l), as fungées de medigao

podem ser resolvidas de forma analitica ou numérica; podem ser obtidas através de
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modelagens fenomenolégicas ou empiricas; devem incluir as possiveis compensacoes
sistematicas provenientes dos sistemas de medicao das grandezas de entrada; além
disso, o numero de fungoes fx deve ser igual ao niimero de grandezas de saida ou
mensurandos Y.

Conforme exposto inicialmente nesse capitulo, o método MLPU é uma extensao
do método GUM, dessa forma uma aproximacao linear das fungoes de medicao deve
ser considerada também nesse método.

Em notacao matricial, as funcoes de medicao podem ser escritas de uma forma

mais compacta, i.e.:

F(Y;X)=0 (4.2)
Em que Y = (Vi,...,Yx)" representa o vetor das grandezas de saida; X =
(X1,..., Xn)T representa o vetor das grandezas de entrada; enquanto que o simbolo

0 é um vetor coluna com todos seus elementos iguais a zero e F(Y;X) representa
um vetor coluna (f1(Y;X), ..., fx(Y;X))T.

De forma analoga ao método GUM, a linearizagao das fungoes de medicao é
realizada através de uma expansao da série de Taylor truncada nos termos lineares
em torno das estimativas tanto das grandezas de safda 'y = (y1,...,yx)" quanto das
grandezas de entrada x = (z1,...,2y)". Dessa maneira, a linearizacao da Eq.(Z.2))

fornece a expressao seguinte:

F(Y;X) = Fy;x) +S,(Y —y) + 5, (X —x) =0 (4.3)

As matrizes de sensibilidade das grandezas de saida (S,) e entrada (Sx) contém
as derivadas parciais de primeira ordem de cada funcao de medicao fx em relagao as
grandezas Y e X, avaliadas nas estimativas y e X, respectivamente. Essas matrizes
de sensibilidade Sy e Sy sdo as matrizes Jacobianas das grandezas de saida (Jy) e

entrada (Jy), respectivamente.

8f1/8y1 8f1/8yK
Sy =J; = : : (4.4)

8fK/8y1 Ce 8fK/8yK
0f1/3x1 e 8f1/8mN
ST —JT — : : (4.5)
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Como a estimativa F(y;x) é solugao da Eq.[@3), ie., F(y;x) = 0. Logo, a
Eq.(£3) pode ser reescrita da seguinte forma:

S;(Y —y)+8,(X—x)=0 (4.6)

Se o vetor das grandezas de saida (Y) for explicitado da Eq.(d.6]), por meio da

algebra matricial, ¢ obtida a seguinte expressao:

Y = STX-x)+y

ST _ sy isr (4.7)

A aplicacao do operador variancia Vetoria]H em ambos os lados da Eq.(4.1) fornece
a lei de propagacao de incertezas multivaridvel, ou seja, essa operagao matematica
fornece a matriz de covariancia das grandezas de saida de ordem K (Uy,) a partir do

conhecimento da matriz de covariancia das grandezas de entrada de ordem N (Uy).

U, =S'U,S (4.8)

Como pode ser observado da Eq.([d8]), o método MLPU consiste em propagar
as informacgoes disponiveis das grandezas de entrada: vetor das estimativas x e a
matriz de covariancia (ou matriz de incerteza) Uy, para as grandezas de saida por
meio de um procedimento linear conforme é abordado pelo GUM em sistemas MISO
de medigao.

Os elementos das matrizes de covariancia, tanto das grandezas de saida quanto
das grandezas de entrada, representam: a variancia (ou incerteza padrao quadréatica)
das grandezas (todos os elementos da diagonal principal); e a covariancia existente
entre cada grandeza de saida e cada grandeza entrada (todos os elementos que nao
pertencem a diagonal principal). Essas matrizes sdo apresentadas nas Eq.([d9) e
Eq.(@I0), respectivamente.

UQ(yl) oo u(yr, YK)
U, = : : (4.9)
u(yr,y) - Uz(yK)
u?(ry) ... u(xy,zy)
U, = : s (4.10)
w(rn,z1) ... u?(ay)

A matriz de covariancia U, associada aos resultados de medicao (estimativas)

y dos mensurandos Y, expressada pela Eq.([d8]), é o parametro quantitativo usado

1O operador variancia de uma grandeza vetorial Z, cuja esperanca é z com PDF igual a g(Z),

é proveniente da seguinte expressao Var[Z] = E[(Z — z)(Z — 2)T] 2 [T2(Z — 2)(Z — 2)T¢(Z)dZ.

— 00
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para avaliar a qualidade da medi¢ao proveniente dos sistemas MIMO. Entretanto,
algumas aplicagoes industriais ou comerciais requerem o conhecimento de uma in-
certeza expandida equivalente aos sistemas MISO de medicao. Ou seja, em sistemas
MIMO de medi¢ao uma regiao, nao mais um intervalo, de abrangéncia em torno do
ponto K—dimensional do espago referente as estimativas y é necessaria para abranger
os valores possiveis dos mensurandos Y.

Nos sistemas MISO de medicao, o intervalo de abrangéncia (incerteza expandida)
para o unico mensurando Y é estimado com base na férmula W-S, a qual pressupoe
que as grandezas de entrada e de saida, igualmente as suas incertezas padrao, de-
vem ser gaussianas; além disso, as grandezas de entrada devem ser estatisticamente
independentes, conforme discutido na secao 2.2 deste trabalho.

Um procedimento equivalente, ou até mesmo outro, para determinar a regiao
de abrangéncia dos sistemas MIMO de medicao ainda nao estd bem consolidado na
literatura. Apesar disso, o trabalho de WILLINK e HALL (2002) tem sugerido um
método que permite estimar uma regiao de abrangéncia aproximada para peque-
nas amostras (n < 5) das grandezas de entrada. Além da determinacdo da regiao
de abrangéncia ser uma tarefa ainda sem um procedimento bem definido pela lite-
ratura, o conhecimento dessa regiao nao deve ser 1til para os sistemas MIMO de
medicao, pois do ponto de vista pratico, é mais interessante conhecer os intervalos
(de abrangéncia) de cada mensurando individualmente do que as regides de abran-
géncia (BICH et all, 20061). Todavia, quando as covariancias dos mensurandos
de Uy sao da ordem de grandeza das variancias (elementos da diagonal principal
de Uy) é necessario avaliar a regidao de abrangéncia dos mensurandos e nao os in-
tervalos (de abrangéncia) individuais dos mesmos. O presente trabalho focaliza os
sistemas MIMO de medicao em que as covariancias presentes em Uy possuem or-
dem de grandezas inferiores as variancias dessa matriz. A regiao de abrangéncia de
sistemas MIMO de medicao serd investigada em trabalhos futuros.

Segundo os autores BICH et al) (2006h); ICOX e HARRIS (2003), os intervalos
de abrangéncia individuais para cada mensurando podem ser estimados segundo
o procedimento adotado no GUM, i.e., para cada elemento da diagonal principal
(u(y;)) da matriz de covariancia Uy, é estimado o fator de abrangéncia (k;) com base
nos graus de liberdade efetivos de u(y;), usando a férmula W-S, e a probabilidade
de abrangeéncia p escolhida. Dessa forma, cada grandeza de saida Y; possui seu
intervalo de abrangéncia: I; = [y; £ k;u(y;)]. Um fluxo esquemadtico das etapas de

calculo do método MPLU é apresentado na Figura .11
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Modelo MIMO: Estimativa x das Matriz d iAncia U Probabilidade de
F(Y:X)=0 grandezas de entrada X atnz de covanancia Us abrangéncia p

| !

Calculo da estimativa y das
grandezas de saidas Y:

F(y:x)=0

l

Estimativa das matrizes de
sensibilidades Sy e Sy
ST=[s¥| Y

Calculo da matriz de covariancia de Y
U,=8"1U,S

¥

Calculo dos graus de liberdade efetivos individuais das grandezas
Y referente 4 diagonal principal de Uy pela formula W-S

' ,

Cilculo da incerteza expandida individual

U,- =kj(vdf,p)-u(yj) j=L...,.K
A ‘

Estimativa de cada intervalo de abrangéncia individual /; através da incerteza expandida

= + -:
Ij [yj—Uj] j=L....K

Figura 4.1: Etapas de calculo para avaliar a incerteza de medi¢ao em sistemas
MIMO baseado no método MLPU, quando a diagonal da matriz de covariancia Uy,
for dominante.

4.3 Lei de propagacao de funcoes de densidade de

probabilidade multivariavel

O método MLPU utiliza uma aproximacao linear das funcoes de medic¢ao do sistema
MIMO para expressar a matriz de covariancia associada ao vetor das estimativas
das grandezas de saida. Esse método (linear) pode ser usado quando as fungoes
de medicao sao lineares ou linearizadas em torno da regiao de interesse. Contudo,
quando a nao linearidade associada ao modelo de medigao MIMO ¢ significativa, um
método nao linear deve ser requerido de modo a fornecer resultados mais consistentes
para a avaliacao da incerteza de medi¢ao. O método nao linear mais abrangente do
que o método MLPU ¢é aquele baseado na lei de propagacao de PDFs, uma vez
que este procedimento fornece uma PDF conjunta para os mensurandos do sistema
MIMO de medicao. Assim como nos sistemas MISO de medicao, a propagacao de
PDFs nos sistemas MIMO de medigao pode ser obtida tanto de uma abordagem
analitica quanto de uma abordagem numérica.

Nesta secao sao demonstrados os métodos analitico e numérico para determinar

a PDF conjunta dos mensurandos de um sistema MIMO de medigao. Além disso,
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sao delineados os passos para estimar os intervalos de abrangéncia individuais de

cada grandeza de saida a partir de suas PDFs marginais.

4.3.1 Abordagem analitica

A esséncia da abordagem nao linear para expressar e avaliar a incerteza de medigao
em sistemas MIMO ¢ derivar uma PDF conjunta gy (n) para os mensurandos Y a
partir da PDF conjunta gx (&) das grandezas de entrada que compoem o modelo
de medicio MIMO. Nesse trabalho, & = (&1,...,&yv)" denota os valores possiveis
das grandezas de entrada X, provenientes dos experimentos, enquanto que 1 =
(m,...,nx)" denota os valores possiveis das grandezas de safda Y proveniente da
fungao de medicao F.

Para demonstrar a lei de propagacao de PDFs pela abordagem analitica serao

consideradas as funcoes de medicao em sua forma explicita, i.e.:

Y = F(X) (4.11)

A esperanca do vetor Y poderia ser obtida através da PDF conjunta das gran-

dezas de entrada X de acordo com a seguinte expressao:

BlY] = E[F(X)]

= [ Fe)ox(&)de (4.12)

De forma andloga ao procedimento aplicado nos sistemas MISO de medigao (ver
segdo 2.2), a funcdo delta de Dirac sera utilizada. Como as propriedades dessa
funcao podem ser aplicadas para grandezas vetoriais, a seguinte propriedade tem

grande utilidade na abordagem proposta:

/+OO z8(z —a)dz =a (4.13)

oo
Caso as grandezas vetoriais z e a sejam substituidas pelas grandezas n e F (&),

respectivamente, entdao a Eq.([d.I3]) pode ser reescrita como:

/ " s(n = F()dn = F(©) (4.14)

o0

A substitui¢ao do valor de F(&) proveniente da Eq.(4.14) na Eq.([d.12) fornece a

seguinte expressao:
+o0 +oo
BY) = [ [ nsln - F©)ox(©)dean (415)
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Como a esperanca do vetor Y é definida por:

400
E[Y] £ / ngy (m)dn (4.16)

A PDF conjunta das grandezas de saida do sistema MIMO de medi¢ao pode ser
obtida pela igualdade da Eq.(d.15) com a Eq.(d.I6]), logo:

gv(m) = / " S(n— F(€)gx(€)de (4.17)

Uma vez a PDF conjunta das grandezas de saida Y é conhecida, o resultado de

medicao y e sua respectiva matriz de covariancia Uy, bem como as PDFs marginais

gg,j (n;) de cada mensurando Y}, podem ser determinadas pelas Eqs.([4.18] E.19] 4.20]),

respectivamente.
A +oo
y=EN]2 [ ngv(n)dn (4.15)
A e
Uy = Var[Y] = / (n—y)m—y) gv(n)dn (4.19)
A +oo
o) 2 [ avlmdn. e G A1=1 K (4.20)

Contudo, assim como nos sistemas MISO de medicao, a Eq.(dIT) pode ser so-
lucionada analiticamente somente para casos relativamente simples. Portanto, um
procedimento numérico, de interesse pratico, é necessario para determinar a PDF
conjunta dos mensurandos de um sistema MIMO de medi¢ao. O método numérico
mais eficiente para esses sistemas de medicao é o MCM. A aplicacao do MCM nos

sistemas MIMO de medicao sera apresentado na préxima secao.

4.3.2 Abordagem numérica

Como demonstrado na secao anterior, integrais multidimensionais sao exigidas para
determinar a PDF gy (n) (Eq.(4I17)). Geralmente, a solu¢do dessas integrais é
realizada por métodos numéricos. O método numérico adotado pelo GUM-S1 ¢é
o MCM e, portanto, aqui nos sistemas MIMO de medicao seu uso também serd
adotado.

A ideia basica do MCM, nos sistemas MIMO de medicao, é retirar M amostras
da PDF conjunta gx (&) das grandezas de entrada e propagé-las, através das fungoes
de medigao (Eq.([4.2)), de modo a gerar M amostras das grandezas de saida (mensu-

randos Y) e, consequentemente, uma PDF conjunta empirica (§y(n)). Resultados
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oriundos da PDF gy (n) convergem a resultados correspondentes a PDF gy (n) a
medida que as amostras de Monte Carlo sao grandes (e.g., 10%). Todavia, a esco-
lha adequada para M deve ser realizada com base na tolerancia numérica adotada
para a matriz de covariancia Uy, de forma anédloga ao procedimento abordado pelo
GUM-S1 (BIPM et all, 2008¢).

Na pratica, os resultados de maior interesse para a avaliagao da incerteza de
medigao de sistemas MIMO sao (BICH et al), 2006b): o vetor de estimativa y, a
matriz de covariancia Uy e os intervalos de abrangencia individuais [; associados
a cada mensurando Y;. Os intervalos de abrangéncia individuais sao determina-
dos pelas PDFs marginais empiricas gg/] (n;) de cada mensurando Y; provenientes
do MCM; esses intervalos de abrangéncia individuais sao determinados pelo mesmo
procedimento numérico apresentado pelo GUM-S1 (ver segao 2.3), i.e., a estimativa
de I; sao determinados com base em uma probabilidade de abrangéncia p estabe-
lecida previamente para cada mensurando Y;. Na Figura é esbocado um fluxo

esquematico das etapas de calculo do método MLPP.

Modelo MIMO: PDF conjunta de X Probabilidade de
FY:X)=0 9, ® Amostras Monte de Carlo M abrangéncia p

¥ A

Retirar M amostras de g, (&)
[Eh 8l M M)

| I

Retirar M amostras das grandezas de saida Y:
Rtteitiiélnfl) =0 it S = 0

S Oleli@ecnfl) = 0 [l s EM ) = 0

Y

Construgdo da PDF empirica Construgio das PDFs individuais
gy('l) g'y‘(ﬂj)

!

Calculo da estimativa y e sua matriz de covariancia U,:

S LRI O o SN
Y=Upen Yoo Vg ,»j—gﬁ Jj=L...,

Uy =lu(y; 3 e Jol=L...K

-y )?
”2(."}):;# j=L...K

1 y Y
Estimativa de cada intervalo de abrangéncia individual /;:

B =y )ai-y) L
u(yj.,yi,):g'% j#l=1...K IJ.:[J]}“f,];rj Pl j=L....K

Figura 4.2: Etapas de calculo para avaliar a incerteza de medi¢ao em sistemas
MIMO baseado no método MLPP, quando a diagonal da matriz de covariancia U,
for dominante.

56



4.4 Estudo de caso

A partir do anteriormente exposto sobre os métodos MLPU (linear) e MLPP (néo
linear), um estudo de caso serd abordado nesta se¢ao para elucidar uma aplicagao
desses métodos de modo a obter uma maior clareza e assimilagao dos mesmos. O
estudo de caso, aqui abordado, serd um reator tanque continuamente agitado (reator

CSTR) da planta didatica simulada do PROTEC-UFBA (KALID, 2005).

7
L NC o
7N\ )
\¢ar/  Alimentagdo Catalisador T/
<

FV 403

411,

L,

Carga da Coluna
De Destilagédo

Bomba
Centrifuga

Descarga

Figura 4.3: Fluxograma simplificado do reator CSTR da planta didatica PROTEC—
UFBA.

A funcao desse reator é transformar o reagente A no produto B por meio de uma
catalise homogeénea em fase liquida. Por tratar-se de uma reacao endotérmica, um
fluido de aquecimento ¢é requerido para que a mesma ocorra. A Figura 4.3 apresenta
um fluxograma simplificado desse reator CSTR, na qual sao mostradas as correntes
de alimentacao, catalisador, fluido de aquecimento e descarga do mesmo, bem como
suas malhas de controle de temperatura e nivel. A aplicacao dos métodos MLPU e
MLPP neste sistema MIMO serd avaliada sob o regime estacionario. O objetivo é
avaliar a incerteza padrao de medigao e os respectivos intervalos de abrangéncia das
concentragoes molares do reagente (Cy) e do produto (Cg) dentro do reator.

As funcoes de medicao associadas as concentragoes molares sao obtidas de mo-
delagem fenomenoldgica. Essas fungoes sao representadas pelas Eqs.(£.2THAL.22),

respectivamente.

(Cai —Ca) - F
Pm 'At - L

_Ea
(Ry - (T + 273,15

fi= — ko exp

))] Ch=0 (4.21)
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(Cp;i — Cp) - I
Pm * At - L

~E,
(R, - (T + 273, 15))

f2= + ko exp Ca=0 (4.22)

Em que Cy,; e Cp,; sao as concentracoes molares do reagente A e do produto B
na corrente de alimentagao respectivamente, em kmol/m?; F; é a vazao méssica da
corrente de alimentacao, em t/min; L é o nivel do reator, em m; T' é a temperatura
do reator, em °C; p,, é a massa especifica da mistura reacional, em kg/m?; E, é
energia de ativagao da reagdo, em J/kmol; R, é a constante universal dos gases, em
J/(kmol- K); k, é o fator pré-exponencial da reacao, em 1/min.

Neste estudo de caso somente a vazao massica de alimentagao (F;), o nivel (L) e a
temperatura (7") do reator, serdo consideradas como grandezas de entrada do sistema
MIMO de medi¢ao. Nas demais varidveis (aqui classificadas como pardametros do
sistema MIMO) sao assumidas que suas respectivas incertezas sao despreziveis em
relagdo as incertezas das grandezas de entrada especificadas (F;, L e T'). Os valores

desses parametros sao apresentados na Tabela [4.]1

Tabela 4.1: Parametros do reator CSTR.

Parametros Valores
Ca,i (kmol/m?) 16, 22
Cg,; (kmol/m?) 0,65
pm (kg/m?) 1,00 x 103
E. (J/kmol) 1,18 x 107
R, (J/kmol- K) 8,31 x 10?
k, (1/min) 64,43

Um experimento foi realizado para obter dados de medicao referente as grandezas
de entrada F;, L e T'. A aquisicao dos dados de medicao das grandezas de entrada
foi caracterizada pelos seguintes aspectos: série de observacoes independentes de
cada grandeza de entrada foram amostradas; corregoes sistematicas, como também
resolucao da escala dos instrumentos de medicao, foram consideradas na construcao
de cada funcao metrolégica, respectivamente. Na andlise experimental dos dados
de medicao foi constatado que as grandezas de entrada sao estatisticamente inde-
pendentes, ou seja, a matriz de covariancia Uy de tais grandezas é diagonal. Os
valores das estimativas e as respectivas incertezas padrao das grandezas de entrada
sao mostrados na Tabela 4.2

O conhecimento das informacoes referentes as grandezas de entrada permite apli-
car ambos os métodos MLPU e MLPP para avaliar a matriz de covariancia Uy e
os intervalos de abrangéncia individuais (I;) das grandezas de saida (mensurandos),

conforme procedimento apresentado nas Figuras .1l e 4.2 respectivamente. Para a
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Tabela 4.2: Parametros metrologicos das grandezas de entrada: vazao massica de
alimentacao, nivel e temperatura do reator CSTR.

Grandezas Estimativa Incerteza

x; padrao u(x;)
F; (t/min) 1,5 0,3
L (m) 0,99 0,02
T (°C) 59 4

aplicagao do método MLPP é necessario estabelecer o niimero de amostras de Monte
Carlo (M) adequado para o sistema MIMO de medigao. A escolha adequada para M
foi obtida mediante a aplicacao da anélise de sensibilidade das fun¢oes de medicao,
baseada na tolerancia numérica associada a matriz de covariancia das grandezas de
saida (Uy). Para a aplicacdo desse método foi atribuida uma PDF gaussiana para
cada grandeza de entrada F;, L e T, respectivamente, cujas esperancas (médias) e
desvios padrao sao apresentados na Tabela [4.2]

Na andlise de sensibilidade do MCM foram considerados dois algarismos signifi-
cativos para cada elemento de Uy e a estimativa inicial para as amostras de Monte
Carlo foi M = 107. Os experimentos numéricos foram implementados em linguagem
MATLAB (versao 7.8) sob o sistema operacional Windows Server 2003, por meio
de um PC com 3,0 GHz de freqiiéncia, 4 GB de memoéria RAM e um processador
Intel Xeon. Apds a aplicacao da analise de sensibilidade nas fungoes de medicgao,
o numero de amostras de Monte Carlo a ser considerado neste sistema MIMO de
medicio é M =4 x 107.

Os resultados processados pelo método nao linear MLPP foram comparados com
os resultados provenientes do método linear MLPU. As PDFs individuais (margi-
nais), geradas pelo método MLPP, de cada mensurando e os respectivos intervalos
de abrangeéncia estimados por ambos os métodos, com base em uma probabilidade
de abrangéncia p = 90%, sao apresentadas nas Figuras [£.4] e L5 Os valores das
estimativas das concentracoes molares do reagente e do produto e suas respecti-
vas incertezas padrao, obtidos pelos métodos MPLU e MLPP, sao apresentados no
interior das Figuras 4.4 e [4.5] respectivamente.

Como pode ser observado nas Figuras [4.4] e [4.5] os resultados provenientes da
abordagem nao linear (método MLPP) diferem significativamente dos resultados
oriundos da abordagem linear (método MLPU). Esta afirmacao é mais evidente
quando se compara os desvios percentuais de cada resultado dos mensurandos (esti-
mativa, incerteza padrao, limites inferior e superior) do método MPLU em relagao
ao método MLPP, apresentados nas Tabelas elddl
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Figura 4.4: PDF marginal da concentracao molar do reagente A estimada pelo
método MLPP. As linhas verticais (cheias e tracejadas) indicam os intervalos de
abrangéncia determinados pelos métodos MLPU e MLPP, respectivamente.
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Figura 4.5: PDF marginal da concentracao molar do produto B estimada pelo
método MLPP. As linhas verticais (cheias e tracejadas) indicam os intervalos de
abrangéncia determinados pelos métodos MLPU e MLPP, respectivamente.
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Tabela 4.3: Resultados obtidos para a concentracao molar do reagente A por ambos
os métodos MLPU e MLPP.

Resultados Método Método Desvio
MLPU MLPP percentual (%)
Estimativa (kmol/m?) 6,45 6,73 —4,21
Incerteza padrao (kmol/m?) 0,27 0,76 —65,04
Limite inferior (kmol/m?) 5,67 5,11 +11,05
Limite superior (kmol/m?) 7,23 7,77 —6,99

Tabela 4.4: Resultados obtidos para a concentracao molar do produto B por ambos
os métodos MLPU e MLPP.

Resultados Método Meétodo Desvio
MLPU MLPP percentual (%)
Estimativa (kmol/m?) 10,43 10,14 +2,80
Incerteza padrao (kmol/m?) 0,48 0,76 —37,25
Limite inferior (kmol/m?) 9,50 8,79 +8,13
Limite superior (kmol/m?) 11, 36 11,28 +0,67

As discrepancias existentes entre os métodos podem ser explicadas pela forte
nao linearidade das funcoes de medicao que compoem o sistema MIMO de medicao.
Como o método MLPP considera todas as nao linearidades das fungoes de medicao,
seus resultados sao melhores do que aqueles provenientes do método linear (MLPU),
principalmente na estimativa dos intervalos de abrangéncia.

O método MLPU sempre considera um intervalo de abrangéncia simétrico de
uma PDF gaussiana, fato que nao ocorre no método MLPP, uma vez que tais inter-
valos sao estimados de uma PDF marginal empirica de cada mensurando, seja essa
simétrica ou assimétrica, gaussiana ou nao. Entretanto, o método MLPP requer um
tempo de processamento muito significativo em relagao ao método MLPU, conforme
apresentado na Tabela E5l

Tabela 4.5: Comparacao entre os tempos de processamento provenientes dos méto-
dos MLPU e MLPP.

Métodos tempo de processamento (s)

MLPU 60,5
MLPP 3,5 x10° (ou 4 dias)

Portanto, quando as fungoes de medicao do sistema MIMO forem nao lineares

o uso do método MLPP ¢é mais robusto do que o método MLPU, visto que sua
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aplicagao gera resultados mais consistentes a medida que a nao linearidade das

fungoes de medicao se tornam mais significativas.

4.5 Consideracoes finais

Neste capitulo foram apresentados dois métodos para expressar e avaliar a incerteza
de medigao em sistemas MIMO: o método linear (MLPU), baseado na lei de propa-
gagao de incertezas, e o método nao linear (MLPP), baseado na lei de propagagao
de PDF's através do MCM.

O método MLPU pode ser usado para caracterizar a medicao de sistemas MIMO
devido as seguintes vantagens: primeiro, nao ha necessidade do conhecimento com-
pleto da PDF conjunta das grandezas de entrada, sao requeridos apenas o vetor
esperanca e sua matriz de covarancia associada; segundo, possui calculos simples
para avaliar a matriz de covariancia das grandezas de saida do sistema MIMO que,
por sua vez, podem ser facilmente implementados em qualquer linguagem computa-
cional.

Por outro lado, o método MLPU possui limitagoes relevantes quanto ao seu uso,
o que justifica a necessidade de um método mais robusto para expressar e avaliar a
incerteza de medicao dos sistemas MIMO. As principais limitagoes desse método sao:
quando as fungoes de medicao possuem nao linearidades significativas, a expansao
em série de Taylor truncada nos termos de primeira ordem deve fornecer resultados
inconsistentes ou enganosos; na estimativa dos intervalos de abrangéncia individuais
das grandezas de saida é necessario supor uma PDF gaussiana para os mensurandos
Y; e suas respectivas incertezas padrao u(y;), além disso, as grandezas de entrada
e suas respectivas incertezas padrao devem ser mutuamente independentes e gaus-
sianas também. Ou seja, para a aplicagdo do método MLPU sao requeridas muitas
hipdteses que, em certas situagoes praticas, nao podem ser satisfeitas.

A avaliacao da incerteza de medicao por meio do método nao linear MLPP é
menos restritivo do que o método MLPU | isto ¢, esse método requer menos hipéteses
para sua aplicacao em relagao ao método MLPU. As vantagens mais relevantes do
método MLPP sao: fornece uma PDF conjunta e PDF's individuais (marginais) para
as grandezas de saida; nao existem limitagoes no que tange a natureza nao linear
do modelo de medicao MIMO, i.e., esse método considera todas as nao linearidades
das fungoes de medicao; nao ha necessidade de supor que a PDF de cada grandeza
de entrada deva ser gaussiana para estimar os intervalos de abrangéncia individuais
dessas grandezas.

Entretanto, o método MLPP também possui limitagoes: assim como nos sistemas
MISO, a atribuicao apropriada da PDF referente as grandezas de entrada pode ser

dificil por causa da imprecisao de dados ou falta de conhecimento dos processos
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fisico-quimicos que influenciam o processo de medi¢ao; o tempo de processamento
pode ser muito longo a medida que se aumenta a complexidade e nao linearidade
dos modelos de medicao; por fim, outra dificuldade reside na geracao de ntimeros
aleatérios para uma PDF conjunta nao gaussiana, visto que a maioria dos softwares
geram numeros aleatérios somente para PDF conjunta gaussiana; uma alternativa
para essa restricao é recorrer as funcoes cépulas, ver referéncia no capitulo 2.

A partir do anteriormente exposto sobre as vantagens e as desvantagens dos
métodos MPLU e MLPP, pode-se concluir que o método MLPU deve ser usado
em sistemas lineares de medigao, enquanto que o método MLPP é mais abrangente
e pode ser aplicado para quaisquer modelos de medicao, inclusive os modelos nao
lineares. Portanto, o método nao linear MLPP é mais robusto para expressar e
avaliar a incerteza de medicao em sistemas multivariaveis nao lineares do que o
método linear MLPU.
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Capitulo 5

Conclusoes e sugestoes para

continuidade da pesquisa

“O que sabemos € uma gota; o que ignoramos € um oceano.”

“Se eu vi mais longe, foi por estar de pé sobre ombros de gigantes.”
Sir. Isaac Newton

Neste derradeiro capitulo sao apresentadas as principais conclusoes, bem como
sugestoes de futuros trabalhos para continuidade da pesquisa abordada na presente
Dissertacao. O objetivo primordial do presente trabalho foi contribuir com a litera-
tura no que tange a teoria e aos aspectos praticos de métodos para a avaliacao da
incerteza de medicao.

Com relagao a literatura nacional, o capitulo 2] esbocou aspectos teéricos e pra-
ticos dos métodos propostos pelo GUM e seu Suplemento 1 (GUM-S1). Portanto,
embora o capitulo [2] ndo contenha informagoes originais, é a primeira vez que um
estudo dessa abrangéncia sobre esses métodos é escrito em lingua portuguesa.

No capitulo 2l o tratamento matemético dos métodos analisados foi rigoroso
e profundo. Além disso, uma compilacdo e uma andlise critica das informacoes
dispersas na literatura especializada sobre cada etapa desses métodos, assim como os
méritos e os deméritos baseados em uma fungao de medigao (estudo de caso) comum
em processos de medicao, foram apresentados. A relevancia do estudo delineado no
capitulo 2l para a literatura nacional, é constatada por sua publicacao no periédico
Controle & Automacao (MARTINS et all, 2010b).

Quanto as contribuicoes originais do presente trabalho, estas foram delineadas
nos respectivos capitulos [3 e 4l

Expressoes generalizadas de segunda e terceira ordem para a incerteza padrao de
medicao, baseada na expansao em série de Taylor das fungoes de medicao truncadas
nos termos de 2% e 3* derivadas, respectivamente, foram desenvolvidas neste tra-
balho (capitulo B)). Essas expressoes (segunda e terceira ordem) revelaram-se tteis

para expressar e avaliar a incerteza padrao de funcoes de medi¢ao nao lineares a
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um baixo custo computacional. Portanto, essas expressoes podem ser devidamente
incorporadas ao GUM para a avaliacao da incerteza de medicao em sistemas nao
lineares.

O capitulo Ml apresentou os aspectos tedricos e praticos dos métodos linear
(MLPU) e nao linear (MLPP) para a avaliacdo da incerteza de medi¢ao em sis-
temas MIMO. Neste capitulo @l foi demonstrada uma metodologia para expressar e
avaliar a incerteza de medigao em sistemas MIMO, além disso, as vantagens e as
desvantagens de ambos os métodos foram esbogadas de modo a proporcionar uma
reflexao para a escolha adequada dos mesmos.

O método MLPU ¢ bastante utilizado para expressar a incerteza de medicao
em sistemas MIMO, porém, quando a nao linearidade das func¢oes de medigao sao
significativas e as grandezas nao possuem comportamentos gaussianos, os resulta-
dos gerados por esse método tornam—se inconsistentes ou até mesmo erroneos. Em
contraste ao método MLPU, o método numérico nao linear MLPP permite avaliar
a incerteza usando funcoes de medigoes nao lineares, bem como considera quais-
quer PDF's para as grandezas de saida e entrada que compoem tais funcoes para
estimativa dos intervalos de abrangéncia individuais dos mensurandos. O método
numeérico, baseado no MCM, utilizado no MLPP permite avaliar a incerteza de
medicao em situagoes nas quais o tratamento analitico torna—se muito complexo,
excessivamente trabalhoso, complicado e até mesmo impossivel. Sua desvantagem
reside no fato de exigir um esfor¢co computacional significativo em relagao ao mé-
todo MLPU; contudo, a disponibilidade de computadores cada vez mais rapidos e
possantes em processamento e uso da memoria RAM torna o método MLPP mais
exequivel.

Os resultados obtidos de cada tema estudado no presente trabalho sugerem al-
gumas alternativas de trabalhos para superar as limitacoes apontadas.

No tocante dos métodos de ordens superiores da incerteza de medi¢ao, um traba-
lho a ser desenvolvido consiste em determinar intervalos de abrangéncia de segunda
e terceira ordem para o mensurando. Ou seja, um procedimento equivalente aquele
proposto pelo GUM deveria ser requerido para estimar tais intervalos de abrangén-
cia através desses métodos propostos. Portanto, expressoes mais extensas ou gerais
da férmula W-S, i.e., férmula W-S de segunda e terceira ordem, devem ser desen-
volvidas de modo que seja possivel estimar os graus de liberdade efetivos, os fatores
de abrangéncia e, como consequencia, os intervalos de abrangéncia de segunda e
terceira ordem, respectivamente, para o mensurando.

Com relagao ao método linear (MLPU) e ao método nao linear (MLPP) para a
avaliacao da incerteza de medigao em sistemas MIMO, métodos alternativos podem
ser desenvolvidos de maneira a superar as respectivas limitacoes impostas por ambos

os métodos MLPU e MLPP. Trata—se de desenvolver expressoes de segunda e terceira
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ordem para a matriz de covariancia dos multiplos mensurandos que constituem os
sistemas MIMO de medicao. Estas expressoes podem ser uteis para caracterizar a
nao linearidade das fungoes de medicao do sistema MIMO; tal caracteristica supera a
limitacao do método linear MLPU, além disso, o esfor¢o computacional e o tempo de
processamento dos métodos de ordens superiores sao inferiores aos necessarios pelo
método nao linear baseado no MCM (MLPP). Portanto, esses métodos propostos
(segunda e terceira ordem) podem, em muitos problemas de medigao MIMO, ser mais
luteis do que os métodos MLPU e MLPP devido a suas caracteristicas intermediarias
em relacao as caracteristicas desses 1ltimos.

Além das sugestoes de futuros trabalhos citadas anteriormente, outros temas, nao
abordados nesta Dissertacao, sao relevantes para esta linha de pesquisa, a saber: de-
senvolvimento de métodos para a avaliacao da incerteza em sistemas dinamicos a
partir das abordagens frenquencista e bayesiana; aplicacao da estatistica bayesiana
ou da logica fuzzy para a avaliagao da incerteza em sistemas sem medigao. O autor
do presente trabalho tem a intencao de continuar nesta linha de pesquisa; sua ma-
nifestacao de continuidade mostra—se evidente através da publicacao dos trabalhos:
MARTINS e KALID (2010d); MARTINS et all (20104); RODRIGUES e MARTINS
(2009); RODRIGUES et al. (2009), os quais abordam os dois ultimos temas sugeri-
dos, que serao objetos de estudo na Tese de doutorado do autor, a iniciar em agosto

deste ano.
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Apendice A

Demonstracao das expressoes de
ordens superiores da incerteza

padrao de medicao

“A alegria estd na luta, na tentativa, no sofrimento envolvido e nao na vitéria

propriamente dita.”
Mahatma Gandhi

No presente apéndice sao demonstradas as principais etapas para deducgao das ex-
pressoes generalizadas de segunda e terceira ordem da incerteza padrao de medicgao.
Essas expressoes sao aplicadas somente em sistemas de medig¢ao que sao constituidos

de grandezas de entrada estatisticamente independentes.

A.1 Expressao de segunda ordem

Na construgao da expressao de segunda ordem da incerteza padrao de medicao é
necessario expandir a fungao de medi¢ao (Eq.(2.1])) em série de Taylor, em torno
das estimativas x; das grandezas de entrada X;, e truncd—la nos termos de segunda
ordem. Para simplificar a notacao, o termo X; — x; serd substituido por 0,, i.e.,
0; = X; — x;. Dessa maneira a expressao obtida através dessa expansao serda dada

por:

N

P N N 82
mord_f@l,...,:cNHZ(&)@#%ZZ(%)@@ (A1)

i=1
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As expressoes para o resultado de medicao e sua incerteza padrao sao decorrentes
dos operadores matematicos esperangal e VarlanmaH respectivamente. Dessa forma,
a aplicagao do operador matemadtico esperanca em ambos os lados da Eq.([AT]) repre-
senta o resultado de medicao (ou melhor estimativa yorqa = E[Ya0rq] do mensurando

Y') associado ao método de segunda ordem.

N

pama = Elf o1, + 30 (55 ) 01+ 53 (5 JEIO©)] (A2)

i=1 v i=1 j=1

Como exposto anteriormente no inicio do presente apéndice, todas as grandezas
de entrada da funcao de medicao serao consideradas independentes, i.e., E[©,0,] =
E[6;]E[©,], V i # j; além disso, todo termo E[©;] serd nulo uma vez que z; = E[X;].
Logo, aplicando as restrigoes citadas anteriormente, a Eq.([A.2) pode ser reescrita

CO1mo:

62
s = f(on o)+ 5 3 (50 ) (e (A3

i=1 i

Como a incerteza padrao de medicao depende do segundo momento estatistico
centrado na média, a expressao obtida da diferenca entre o mensurando Ys..q € sua
esperanca a4 ¢ necessaria. Entao, a diferenca entre a Eq.(Ad]) e Eq.(A.2) é dada

por:

N o P XL ey
(Yéord_y2ord) = ZaX(z i +§ZZ§X&X [99])
i=1 ¢ i=1 j=1

O quadrado da Eq.(A.4) rende a seguinte expressao:

s = = 23 (2 ()04 233 () (b 0o 00,0

J i=1j=1k=1

1 XXX N, e2y o2y
Z ZZ Z Z <8X'8X' > <8Xk8XT_,) <0iej9kap - ZeiajE[ekgp] +E[9i9j]E[9k9P]>
L £ J

(A.5)

LA esperanga (ou média) de uma grandeza aleatéria Z, cuja PDF é representada por g(Z), é
definida como: » = E[Z] 2 [*%° Z¢(Z)dZ.

2A variancia (incerteza padrdo ao quadrado) de uma grandeza aleatéria Z, cuja PDF é re-
presentada por g(Z), é obtida a partir da definicdo do segundo momento estatistico centrado na

média, i.e.: u?(z) = Var[Z] = E[(Z — E[Z])?] & fjooj(Z —E[2))%9(2)dZ.
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Aplicando o operador esperanga em ambos os lados da Eq.([A.5]), considerando
a hipdtese de independéncia entre as grandezas de entrada, a incerteza padrao de

medigao (u*(yaera)) associada ao método de segunda ordem é determinada segundo

a expressao:

N N N N N
(o) = DY (5){) (&) 1+ 222 ( xa}??x )EI6:9,04]
% 2 i i i (a)zzéfX) (aXa:épr) (E16:6:6160] ~ E 103631 E 6161])

(A.6)

Caso os indices dos somatdrios da Eq.(A.0) sejam reduzidos e considerando os
parametros estatisticos assimetria () e curtose (k), definidos no capitulo B i.e.,
E[©F] = yud(z;) e E[O}] = ru'(z;), a expressao de segunda ordem da incerteza

padrao de medicao pode ser melhor reescrita como:

Mz

y20rd

(5% )2” (i) +7 (59;? ) (3;25;)“3@0 (A7)

primeira ordem

() () e+ 352 () vt

1= 1=1 j=

=1

A.2 Expressao de terceira ordem

A expressao de terceira ordem da incerteza padrao de medicao é obtida pelo trun-
camento dos termos de terceira ordem da expansao em série de Taylor da funcao de

medicao. Dessa forma a expressao de terceira ordem para o mensurando Y deve ser

representada por:

+1iii(i)eee (A8)
6 £ 4 0X,0X,0X,, g '

69



O resultado de medi¢ao (y3ora = E[Y3ora]) é determinado apds a aplicacao do

operador esperanga em ambos os lados da Eq.(A.8):

+EZN:ZN3 (L)E[ae-e] (A.9)
6 £ < 0X,0X,;0X,) " Th '

@
i
)
o
i
I
i
I

Reduzindo os indices dos somatérios da Eq.([A9), a expressao do resultado de

medicao yY3oq torna—se:

No(1,6? v
i=1 i g

A diferenga entre a Eq.([A.8) e a Eq.(A.9) rende a seguinte expressao:

N N N 5
Viora ~ ) = D0 (oL )0~ B0 + 5300 (i) (46— B[00
i=1 ¢ i=1 j=1 Ll
N N N 3
L5 02 (raar) (000~ 2000 (A1)

Como demonstrado no método de segunda ordem, a incerteza padrao associada
ao resultado de medicao é decorrente do segundo momento estatistico centrado na
média; entdo o quadrado da Eq.([AI1) é necessdrio para determinar a expressao de
terceira ordem da incerteza padrao de medicao. Logo, elevando ao quadrado ambos
os lados dessa ultima equagao obtém-—se:

N 62f

% > 2 (axiaxj) (6:0; - B [91'91‘])}

i=1j=1

2
(Yzora — y301~d)2 = { [Z (86; )91’ +

i

N N N gy 2
+X 3 Y (5x )(m)eiejek feiE[ejek}}

i=1j=1k=1
1 N N N N 3f 33f

+3 ;;I;El (37) (7axjaxkaxp) {eiejekep — 0,E [ajekep}]
1 N N N N N 32f an

—01,0,04E[0;,0;] — 0,0;E[00,04] + E[eiej]E[ekepaq]}

[ =

+

N N N N N N a3f a3f
6 _21]; kz::l 2 z:: 2 (6Xiaxjaxk, ) (axpaxqaxr) [e,iejeke,,eqer

p=1g=1r=1

w

—0,0;05E[0,040:] — 6,040,E[0,0;05] + E[eiejek]E[epeqer]] (A.12)
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A incerteza padrao de medigao associada ao método de terceira ordem (u(ysorq))
é obtida pela aplicagao do operador esperanca na Eq.([A.12]), cuja equagao resultante

¢ expressa da seguinte forma:

) = ) + 5 0SS () (L o)
U"\Y30rd = U (Y2ord 3 2 : 8Xl ananaXp iY5VEVp

+1§:§:§:§:§:( 62f )( 63f ) E[0:0,040,0,] — E[040,0,]E[6:0,]
6 4 - : 8X18X] 8XkaXanq i757kYpYq kYpYq A

| NN NN NN % 0%
P22 22 2 (sxo%,0m) (xanox ) |ECstudtat)
i=1 j=1 k=1 p=1qg=1r=1 J p¥q
—E[9i9j9k]E[9p9q9r]] (A.13)

Reduzindo os indices do somatério da Eq.([A13]), a expressao da incerteza padrao

de medicao pode ser reescrita da seguinte forma:

U (Ysord) = u*(Yoord) + i % (66;;) (g;; )u4(xi)
0

+ 316% () {BICK 0] = 200
+ ii (;;;) (%)Uz(xi)ug(%) (A.14)
J#i
-3 ) () 1 (552 ) vt
J#i
5o i)+ 5 (58) ) e
J#i
+ i ijﬁl%%’ (3)?;)3];(]2) (3)2;ng )u3(:c¢)u3(mj)
j#i
22 2 {ilawiom) o) i) oo
j#i k#i,j
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Apendice B

Producao Bibliografica

Ao longo do periodo de construgao desta pesquisa, alguns trabalhos (aceitos, apre-
sentados, publicados ou submetidos) foram desenvolvidos. Estes trabalhos seguem

listados abaixo:

1. Martins, M. A. F., Kalid, R. A., 2009, Avaliacdo da incerteza de medigao
baseada no terceiro e quarto momento estatistico. In: X Seminario de Pesquisa
e Pos-Graduacao do PIBIC-UFBA;

2. Martins, M. A. F., Kalid, R., 2010a, Generalized expressions of second and
third order for standard measurement uncertainty. Submetido ao periédico

internacional Measurement;

3. Martins, M. A. F., Kalid, R., 2010b, Avaliacao da incerteza de medicao em sis-
temas multivariaveis baseada em simulagoes de Monte Carlo. In: VI Congresso

Nacional de Engenharia Mecanica;

4. Martins, M. A. F., Kalid, R., 2010c, Metodologia para avaliacao da incerteza
de medicao em regime dinamico de sistemas continuos. In: XVIII Congresso

Brasileiro de Engenharia Quimica;

5. Martins, M. A. F., Kalid, R., 2010d, Métodos classicos para a avaliacao da in-
certeza de medicao em sistemas multivariaveis. Artigo submetido ao periédico

Controle & Automacao (em fase de revisao);

6. Martins, M. A. F., Amaro, C. A., Souza, L. S., Kalid, R., Kiperstok, A., 2010,
New objective function for data reconciliation in water balance from industrial
processes. Journal of Cleaner Production. Vol. 18 (12), 1184-1189;

7. Martins, M. A. F., Kalid, R., Nery, G. A., Teixeira, L., Gongalves, G., 2010,
Comparagao entre os métodos linear e nao linear para a avaliacao da incerteza
de medicao. Controle & Automagao. Vol. 21 (6), 557-576;
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8.

10.

Martins, M. A. F., Pessoa, R. W. S., Kalid, R. A., 2009, Anélise estatistica
do uso de um filtro de Kalman a um sistema de medi¢ao com ruidos. In: V

Congresso Nacional de Metrologia;

. Rodrigues, 1., Martins, M. A. F., Hartmann, A. E. B., Kalid, R. A., 2009,

Utilizacao de questiondrios na estimativa da incerteza em reconciliacao de
dados do balango hidrico. In: VIII Congresso Nacional de Engenharia Quimica

— Iniciacao Cientifica;

Rodrigues, 1., Martins, M. A. F.; 2009, Logica Fuzzy aplicada em reconciliagao
de dados de balanco hidrico. In: XXVIII Seminario Estudantil de Pesquisa do
PIBIC-UFBA.
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