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Resumo

Nosso objetivo neste trabalho é estudar o clássico e célebre Teorema de Slice. Provado
inicialmente por Koszul, o Teorema de Slice diz que dada uma ação própria de uma grupo
de Lie em variedade existe um slice passando por cada ponto em M , ou seja, uma subvari-
edade transversal a orbita passando pelo ponto dado com algumas propriedades especiais.
Esse teorema é uma ferramenta fundamental na Teoria dos grupos de transformações. Tal
resultado permite reduzir o estudo de uma ação de grupo de Lie próximo a uma órbita
ao estudo da geometria transversal a órbita.

Palavras-chaves: Grupo de Lie, ação própria e Slice.



Abstract

Our goal in this work is to study the classic and celebrated Slice Theorem. Initially
proven by Koszul, the Slice Theorem states that given a proper action of a Lie group
on a manifold, there exists a slice passing through each point in M , i.e., a submanifold
transversal to the orbit passing through the given point with some special properties.
This theorem is a fundamental tool in the Theory of Transformation Groups. This result
allows us to reduce the study of a Lie group action near an orbit to the study of the
geometry transversal to the orbit.

Keywords: Lie Group, proper action and Slice.
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Introdução

O objetivo da presente dissertação é estudar o clássico e célebre teorema de Slice.
Provado inicialmente por Koszul, o teorema de Slice é uma ferramenta fundamental na
teoria dos grupos de transformações. Tal resultado permite reduzir o estudo local de uma
ação de grupo de Lie ao estudo da geometria transversal à órbita. Uma consequência
importante é a existência de vizinhança tubular de uma órbita.

Grupo de Lie é, a grosso modo, um grupo que possui uma estrutura suave de variedade
tal que as operações do grupo são aplicações suaves, vide definição 3.1. Tal conceito foi
introduzido por Sophus Lie em 1870 para estudar propriedades de equações diferenciais.
As aplicações são inúmeras, por exemplo, é usado no estudo de grupos de simetria e na
invariância das Leis de movimento de Newton em referenciais inerciais.

Uma ação de um grupo de Lie G em uma variedade M é, a grosso modo, uma aplicação
suave α : G × M −→ M que de certa forma preserva a operação do grupo, vide definição
4.1. Por exemplo, a aplicação que associa a cada matriz ortogonal de ordem 2 a rotação
induzida em R2. A órbita da ação passando por p ∈ M é o conjunto G(p) de pontos que
são aplicados a p por meio de um difeomorfismo αg com g ∈ G. No exemplo anterior, a
órbita passando por p coincide com o círculo centrado na origem e raio ∥p∥.

O slice de uma ação α : G × M −→ M em x0 ∈ M é uma subvariedade mergulhada
transversal à órbita G(x0) com propriedades que capturam informações do comportamento
das órbitas próximas de G(x0). Mais precisamente, se α : G × M −→ M é uma ação,
um slice em x0 é uma subvariedade mergulhada Sx0 contendo x0 satisfazendo as seguintes
propriedades:

1. Tx0M = Tx0G(x0) ⊕ Tx0Sx0 e TxM = TxG(x) + TxSx0 , ∀ x ∈ Sx0 .

2. Sx0 é invariante por Gx0 , i.e, se x ∈ Sx0 e g ∈ Gx0 , então α(g, x) ∈ Sx0 .

3. Se g ∈ G deixa Sx0 invariante (ou seja, α(g, x) ∈ Sx0 , ∀x ∈ Sx0), então g ∈ Gx0 .

O teorema de Slice garante a existência de Slice para qualquer ação própria, Teorema 4.2.
Esta dissertação está organizada em quatro capítulos. No capítulo 1 e 2, estudaremos

conceitos indispensáveis para o desenvolvimento dos demais capítulos. Apresentaremos
tópicos de variedades diferenciáveis e geometria Rimanniana. No capítulo 3 introduzi-
remos os grupos de Lie. E finalmente tendo definido os grupos de Lie, podemos falar
a respeito das ações de grupos de Lie, definir ações próprias, para então enunciarmos
teorema de Slice e demonstrá-lo, objetivo principal desse trabalho.
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1 Conceitos Preliminares

Neste capítulo apresentaremos os tópicos de Variedades e Geometria Rimanniana.
Ressaltamos que os tópicos a seguir tem por intuito realizar uma breve introdução e
desenvolver ferramentas necessárias para compreensão dos conceitos básicos da teoria de
Grupos de Lie e do Teorema de Slice.

1 Variedades Diferenciáveis
Intuitivamente uma variedade diferenciável é uma união de conjuntos deformados do

Rn. As variedades diferenciáveis permitem expandir conceitos do cálculo para estrutu-
ras mais gerais que o Rn, por exemplo, noção de diferenciabilidade de funções, campos
vetoriais, Teorema da Função Inversa. As referências aqui utilizadas serão [2] e [4].

1.1 Definição e Exemplos

Definição 1.1 Um espaço topológico M é uma variedade diferenciável de classe Ck e
dimensão n se for Hausdorff com base enumerável e admitir uma estrutura diferenciável
de classe Ck, ou seja, uma família {Ui, φi}, denominada atlas, onde {Ui} é uma cobertura
por abertos de M e φi : Vi ⊂ Rn → Ui ⊂ M é um homeomorfismo satisfazendo a seguinte
condição: se Ui ∩ Uj ̸= ∅, então

φ−1
j ◦ φi : φ−1

i (Ui ∩ Uj) → φ−1
j (Ui ∩ Uj)

é uma aplicação diferenciável de classe Ck, denominada função de transição.

Figura 1 – Fonte: [2].
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As aplicações φi e φ−1
j são referidas como parametrização e carta local respectivamente.

Exemplo 1.1 O espaço Rn = {(x1, ..., xn); xi ∈ R} é trivialmente uma variedade suave
de dimensão n que possui um atlas com apenas a identidade como parametrização.

Exemplo 1.2 Superfícies parametrizadas do R3 são variedades de dimensão 2, mais pre-
cisamente, a imagem de uma imersão φ : U ⊂ R2 → R3 (ou seja, dφp é injetor para
qualquer p ∈ U , sendo U aberto de R2).

Exemplo 1.3 (Gráfico de Função) Dada função suave f : U ⊂ Rn → R seu gráfico
G(f) := {(p, f(p)); p ∈ U)} é uma variedade n − 1 dimensional, que possui uma parame-
trização global φ−1 : U → G(f), φ−1(p) = (p, f(p)).

Exemplo 1.4 (Esfera) A esfera de raio r > 0 é definida como o conjunto

Sn(r) = {(x1, ..., xn+1) ∈ Rn+1;
n+1∑
i=1

x2
i = r2}.

Uma estrutura diferenciável para Sn(r) dada pelas aplicações φk : {(x1, ..., xn); ∑n
i x2

i <

r} → Sn(r),
φi(x1, ..., xn) = (x1, ..., xk−1,

√
r −

∑
i

x2
i , xk, ..., xn)

para k ∈ {1, ..., n}.

Exemplo 1.5 (Superfície de revolução) Dada curva uma suave e regular γ : (a, b) →
R3 com γ(t) = (r(t), 0, h(t)) e r(t) > 0 defina a aplicação φ : [a, b] × [0, 2π) → R3 por

φ(t, θ) = (r(t)cos(θ), r(t)sen(θ), h(t)).

A imagem S = Imφ é uma variedade bidimensional (superfície) denominada superfície
de revolução. Em particular, se γ(t) = (a + rcos(t), 0, rsen(t)) para 0 < r < a, então S é
o toro de revolução.

Exemplo 1.6 (Toro) A imagem da aplicação φ : R × R → C2 dada por

φ(x1, x2) = (eix1 , eix2)

é uma variedade suave de dimensão dois, cuja a estrutura diferenciável pode ser tomada
como algumas restrições da aplicação φ. Essa variedade é difeomorfa ao toro de revolução
e denotada por T 2.

Exemplo 1.7 (Espaço Hiperbólico) Em Rn+1 defina a aplicação bilinear simétrica
não-degenerada

⟨x, y⟩1 =
q∑

i=1
xiyi − xn+1yn+1,
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denominada métrica de Lorentz. O par Ln+1 = (Rn+1, ⟨, ⟩1) é um espaço de Lorentz, que
é o espaço modelo da teoria da relatividade.

Agora defina o conjunto

Hn(r) = {x ∈ Rn+1; ⟨x, x⟩1 = −r2 e xn > 0}.

Verifica-se que Hn é uma variedade suave. Considere Bn
1 = {x ∈ Rn; ⟨x̃, x⟩1 < 1e xn = 0}

e a aplicação
φ : Bn

1 → Hn

que associa a cada ponto x̃ ∈ Bn
1 o único ponto na interseção de Hn com a reta que liga

−en+1 = (0, ..., 0. − 1) a x̃. Mostre que φ é uma bijeção e que é um homeomorfismo se
considerarmos em Hn a topologia induzida de Rn+1. Em particular, φ induz uma estrutura
de variedade suave em Hn.

Outra maneira de induzir uma estrutura de variedade diferenciável é definir a aplicação
θ : Rn → Rn+1 dada por θ(x1, ..., xn) = (x1, ..., xn,

√
r2 + ∑n

i=1 x2
i ) e notar que Hn coincide

com o gráfico de θ.

1.2 Espaço tangente

Seja M uma variedade diferenciável n-dimensional. Um vetor tangente a M em p é
uma derivação sobre Dp(M) a álgebra das funções de M diferenciáveis em p, ou seja, é
uma aplicação R-linear

v : Dp(M) → R

que satisfaz a regra de Leibniz:

v(f.g) = g(p)v(f) + f(p)v(g)

para f, g ∈ Dp(M). O conjunto dos vetores tangentes a M em p denotado por TpM é
denominado espaço tangente de M em p.

Exemplo 1.8 Se M = Rn, então os vetores tangentes v ∈ TpM são da forma v =
(p, v) = vp com v ∈ Rn. E nesse caso a derivação é a conhecida derivada direcional de
funções diferenciáveis em Rn

v(f) = dfp(v) = d(f ◦ α)
dt

∣∣∣
t=0

.

Dados r ∈ R e u, v ∈ TpM definimos em TpM naturalmente uma soma e uma multi-
plicação por escalar da seguinte forma:

1. (u + v)(f) := u(f) + v(f)

2. (rv)(f) := r(v(f))
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para qualquer f ∈ Dp(M). Com essas operações TpM é um espaço vetorial.
Dada uma carta φ : U ⊂ M → V ⊂ Rn, obtemos um isomorfismo de álgebras

φ∗ : Dp(M) → Dφ(p)(Rn)

definido por
φ∗(f) = f ◦ φ−1,

ou seja, φ∗ é um isomorfismo linear tal que φ∗(f.g) = φ∗(f)φ∗(g).
Agora considere a aplicação

φ∗ : TpM → Tφ(p)Rn

que associa a cada vetor tangente v ∈ TpM o vetor tangente φ∗(v) definido por

φ∗(v)(f̃) = v(f̃ ◦ φ)

onde f̃ ∈ Dp(Rn).
A aplicação φ∗ é um isomorfismo linear cuja inversa associa a cada y ∈ Tφ(p)Rn o vetor

φ−1
∗ (y) ∈ TpM definido por φ−1

∗ (y)(f) = y(f ◦ φ−1) para f ∈ Dp(M).
Como consequência da discussão acima, concluímos que TpM é um espaço vetorial

n-dimensional e {φ∗
−1(e1), ..., φ∗

−1(en)} é uma base, onde {e1, ..., en} é a base canônica
de Tφ(p)Rn. Explicitamente, dada função f ∈ Dp(M)

(φ∗
−1(ei))(f) = ei(f ◦ φ−1) = ∂

∂xi

(f ◦ φ−1)(φ(p))

coincide com a i-ésima derivada parcial da função f◦φ−1 em φ(p). Por essa razão usaremos
a notação

∂

∂xi

(p) := φ∗
−1(ei).

Portanto dado v ∈ TpM existem únicos escalares v1, ..., vn ∈ R tais que

v =
∑

vi
∂

∂xi

(p).

Ou seja, { ∂
∂x1

(p), ..., ∂
∂xn

(p)} é uma base de TpM canonicamente associada à carta local φ.
Existe uma interpretação física ou cinética muito útil do conceito de vetor tangente.

Dada curva suave γ : (−ϵ, ϵ) → M o vetor velocidade de γ em t0 ( ou vetor tangente a γ

em t0) é a derivação

γ′(t0) : Dγ(t0)(M) −→ R

f 7−→ d

dt

∣∣∣∣∣
t=t0

(f ◦ γ).
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Pela Regra da Cadeia temos que

γ′(t0)(f) = d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(f ◦ γ) = d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(f ◦ φ−1 ◦ φ ◦ γ)

= d(f ◦ φ−1)φ(γ(0))((φ ◦ γ)′(0)) = (φ ◦ γ)′(0)(f ◦ φ−1) = v(f)

onde v = φ−1
∗ ((φ ◦ γ)′(0)). Consequentemente, γ′(t0) ∈ Tγ(t0)M . Reciprocamente, se

v ∈ TpM , existe uma curva γ : (−ϵ, ϵ) → M suave tal que γ(0) = p e v = γ′(0). De
fato, se y = φ∗(v) ∈ Tφ(p)M e α(t) = φ(p) + yt, verifica-se que γ(t) = φ−1 ◦ α(t) satisfaz
v = γ′(0):

γ′(0)(f) = d

dt
|t=0(f ◦ φ−1 ◦ α) = α′(0)(f ◦ φ−1) = φ∗(v)(f ◦ φ−1) = v(f).

Em particular, v = γ′(0) = φ−1
∗ (α′(0)).

Agora suponha que γ : I → M é uma curva diferenciável e

α(t) = φ ◦ γ(t) = (x1(t), ..., xn(t)) =
n∑

i=1
xi(t)ei.

Então
γ′(0) = φ−1

∗ (α′(0)) =
n∑

i=1
x′

i(0)φ−1
∗ (ei) =

n∑
i=1

x′
i(0) ∂

∂xi

(γ(0)).

Exemplo 1.9 Para qualquer p ∈ Rn segue que TpRn = p × Rn × Rn. Comumente iden-
tificamos TpRn com Rn, como nos cursos de cálculo.

Exemplo 1.10 O espaço tangente a uma variedade produto M × N em (p, q) é isomorfo
a soma direta TpM ⊕ TqN .

Exemplo 1.11 O espaço tangente a esfera Sn(r) em p coincide (a menos de uma trans-
lação) com o subespaço ortogonal ao vetor posição p com respeito ao produto interno
canônico de Rn+1.

1.3 Diferencial de Função, Teoremas da Função Inversa, da Imersão e Sub-
mersão

Dada aplicação f : Mm → Nn entre variedades de classe Ck e p ∈ M definimos a
aplicação diferencial de f em p como a aplicação linear dfp : TpM → Tf(p)N que associa
a cada v ∈ TpM o vetor

dfp(v) = (f ◦ α)′(0),

onde α : (−ϵ, ϵ) → M é curva tal que α′(0) = v. Ou equivalentemente,

(dfp(v))g = v(g ◦ f),

para qualquer g ∈ C∞(N).
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Lema 1.1 (Regra da Cadeia) Se f : M → N e g : N → P são funções diferenciáveis
em p e f(p) respectivamente, então g ◦ f : M → P é diferenciável em p e seu diferencial
é dado por d(g ◦ f)p = dgf(p) ◦ dfp.

Sejam (U, φ) e (V, ρ) sistemas de coordenadas respectivamente de M em torno de p e de
N em torno de f(p). Sejam { ∂

∂xi
(p)} e { ∂

∂yj
(f(p))} bases de TpM e Tf(p)N respectivamente

dadas por seus sistemas de coordenadas. Considere a f̃(x) = (f1(x), ..., fn(x)) ∈ ρ(V )
e v = ∑m

i=1 vi
∂

∂xi
(p) a representação local de f e v nessas coordenadas, com x(t) =

(x1(t), ..., xm(t)) ∈ φ(U) representação local de α. Logo a representação local do vetor
dfp(v) é

dfp(v) =
n∑

j=1
v(fj)

∂

∂yj

(f(x)) =
n∑

j=1

( m∑
i=1

vi
∂fj

∂xi

(x)
) ∂

∂yj

(f(p)) =
m∑

i=1

[
n∑

j=1

∂fj

∂xi

(x)∂(f(p))
∂yj

]
vi.

A representação matricial de dfp, denominada matriz Jacobiana, com respeito às bases
citadas acima é a matriz Jf(p) = [aij(p)] ∈ Mn×m(R) com entradas aij(p) = ∂fj

∂xi
(φ(p)).

Uma aplicação f : M → N é um difeomorfismo de classe Ck se for uma aplicação de
classe Ck que possui uma aplicação inversa também de classe Ck. Dizemos que f é um
difeomorfismo local se para todo p ∈ M existe vizinhança aberta U ⊂ M de p tal que
f |U : U → f(U) é um difeomorfismo.

A função f(x) = x2 é diferenciável, mas não é bijetora. Já a função f(x) = x3 é uma
bijeção diferenciável, porém sua inversa é a aplicação g(x) = x

1
3 , que não é diferenciável

em x = 0.

Existe alguma condição para que uma aplicação seja um difeomorfismo local? Se uma
aplicação é um difeomorfismo local, pela regra da Cadeia, em cada ponto seu diferencial é
um isomorfismo linear. A recíproca é um importante e fundamental resultado conhecido
como Teorema da Função Inversa.

Teorema 1.1 (da Função Inversa) Seja f : M → N uma aplicação de classe Ck.
Se em p ∈ M o diferencial dfp : TpM → Tf(p)N é um isomorfismo linear, então existem
U ⊂ M e V ⊂ N vizinhanças abertas de p e f(p) tais que f |U : U → V é um difeomorfismo
de classe Ck.

Uma aplicação f : Mm → Nn diferenciável é uma imersão em p ∈ M quando dfp :
TpM → N é uma aplicação injetora, em particular m ≤ n. Dizemos que f é uma imersão
quando f é uma imersão em qualquer p ∈ M .

Por exemplo, a inclusão i : Rn → Rn+k que associa a cada x ∈ Rn o ponto (x, 0) ∈ Rn+k

é trivialmente uma imersão. O resultado abaixo é consequência do teorema da Função
Inversa e afirma que localmente qualquer imersão é difeomorfa a uma inclusão.
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Teorema 1.2 (Forma Local das Imersões) Sejam f : Mm → Nn aplicação de classe
Ck (k ≥ 1)e x0 ∈ U tal que dfx0 é uma aplicação linear injetora. Então existem sistemas
de coordenadas de M e N em torno de p e f(p) tais que a representação local de f é da
forma

f̃(x) = (x, 0) ∈ Rm × Rn.

Uma aplicação f : Mm → Nn diferenciável é uma submersão em p quando dfp :
TpM → TpN é uma aplicação sobrejetora, em particular m ≥ n. Dizemos que f é uma
submersão quando for uma submersão para qualquer p ∈ U .

Por exemplo, a projeção canônica π : Rn ⊕ Rm → Rm dada por π(x, y) = y é tri-
vialmente uma submersão. O resultado abaixo também é um corolário do teorema da
Função Inversa e afirma que localmente qualquer submersão é difeomorfa a uma projeção
canônica.

Teorema 1.3 (Forma Local das Submersões) Seja f : Mm → Nn uma aplicação de
classe Ck (k ≥ 1). Se f é uma submersão em p0, então existem sistemas de coordenadas
em torno de p e f(p) tais que a representação local de f é da forma

f̃(x, w) = w

com (x, w) ∈ Rm × Rn.

Os Teoremas Forma Local das Imersões e Submersões são teorema de posto máximo
e podem ser sintetizados pelo Teorema do Posto.

1.4 Subvariedades

Seja f : M −→ N uma função de classe Ck. Um valor q ∈ N é um valor regular se f

é uma submersão em p ∈ f−1(q).

Corolário 1.1 Seja f : Mm → Nn aplicação de classe Ck. Se q é valor regular, então
f−1(q) é uma subvariedade mergulhada de M de classe Ck e dimensão m−n. Além disso,
Tpf−1(q) = Ker dfp para qualquer p ∈ f−1(q).

Exemplo 1.12 Superfícies de R3 são subvariedades de codimensão 1 de R3.

Exemplo 1.13 (Esfera) A esfera Sn(r) de raio r > 0 pode ser visto como pré-imagem
do valor regular r2 da função f : Rn+1 → R dada por f(x) = ⟨x, x⟩. Logo

TpS(r) = p⊥ = {v ∈ Rn+1; ⟨v, p⟩ = 0}

para qualquer p ∈ Sn(r).



Capítulo 1. Conceitos Preliminares 9

Exemplo 1.14 (Espaço Hiperbólico) Analogamente à esfera, verificamos que −1 é
valor regular de f(x) = ⟨x, x⟩1 e Hn = f−1(−1) é variedade de dimensão n tal que

TpHn = {v ∈ Rn+1; ⟨v, p⟩1 = 0}

para qualquer p ∈ Hn.

1.5 Fibrado Tangente

Defina o conjunto TM como a união disjunta de todos os espaços tangentes a M :
TM = ∪p∈MTpM . E também a projeção canônica π : TM → M que associa a cada
v ∈ TpM o elemento p ∈ M .

Proposição 1.1 Se M é uma variedade diferenciável Ck, então TM admite uma estru-
tura de variedade diferenciável Ck de dimensão 2n = 2dimM tal que π : TM → M é
uma submersão Ck cuja fibra π−1(p) coincide com TpM .

Demonstração: Seja A = {φα : Uα → Vα} um atlas diferenciável de M . Para
qualquer α, considere a seguinte aplicação φ̃α : TUα → Vα × Rn ⊂ R2n dada por

φ̃α(vp) = φ̃α(p, v) := (φα(x), (φα)∗(v)) = (φα)∗(vp).

Tal aplicação é uma bijeção, pois possui uma inversa dada por φ̃−1
α (yx) = (φα)−1

∗ (yx).
Provaremos que {(φα)∗ : TUα → Vα × Rn} é um atlas diferenciável. É imediato

verificar que TM = ∪αTUα. Suponha que TUα ∩ TUβ ̸= ∅. Dado g ∈ Dφα◦φβ(x)(R2n)
temos

(φ̃α ◦ φ̃−1
β )(x, y)(g) = φ̃−1

β (yx)(g ◦ φα) = yx(g ◦ φα ◦ φ−1
β )

= d(g ◦ φα ◦ φ−1
β )x(y) = dgφα◦φ−1

β
(x)d(φα ◦ φ−1

β )xy

= (φα ◦ φ−1
β (x), d(φα ◦ φ−1

β )xy)(g).

Logo
(φ̃α ◦ φ̃−1

β )(x, y) = (φα ◦ φ−1
β (x), d(φα ◦ φ−1

β )xy)

e portanto φ̃α ◦ φ̃−1
β é suave.

Dado v ∈ TM tal que π(v) = p, seja φ : U → V tal que p ∈ U . Considere φ̃ : TU →
U ×Rn carta de TM associada a φ. Logo a representação local da projeção canônica com
respeito a essas cartas é

φ ◦ π ◦ φ̃−1(x, y) = φ ◦ π(φ−1(x), dφ−1
x (y)) = φ ◦ φ−1(x) = x (1.1)

e portanto π é uma submersão.
□

Definição 1.2 A tripla (TM, M, π) é o fibrado tangente, que referenciaremos por π :
TM → M ou apenas por TM .

Exemplo 1.15 O fibrado tangente de Rn é identificado com Rn × Rn.
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1.6 Campos de vetores, Fluxo e colchete de Lie

Uma seção do fibrado tangente é uma aplicação X : M → TM tal que

π ◦ X(p) = p,

para qualquer p ∈ M . Um campo de vetores de classe Ck é uma seção de classe Ck do
fibrado tangente, ou equivalentemente, para qualquer função de classe Ck em M , X(f) é
uma função de classe Ck em M .

Uma família de campos suaves {X1, ..., Xn} definidos em um aberto U de M é deno-
minada referencial local se {X1(p), ..., Xn(p)} é uma base de TpM para qualquer p ∈ U .

Dado sistema de coordenadas (U, φ = (xi)) temos que para qualquer i ∈ {1, ..., n}

∂

∂xi

(p) := dφ−1
φ(p)ei

= d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

φ−1(φ(p) + tei), p ∈ U

define um campo de vetores suave em TU , onde {ei} é o referencial canônico de Rn. O
conjunto { ∂

∂xi
} é um referencial local denominado referencial local associado ao sistema

de coordenadas. Assim, dado X ∈ Γk(TU), existem funções xi : U → R de classe Ck tais
que

X(p) =
n∑

i=1
xi(p) ∂

∂xi

(p)

para qualquer p ∈ U . Note que

xi(p) = dxi(X(p)) = X(p)(xi)

onde xi : U → R é a submersão dada por xi ◦ φ−1(x1, ..., xn) = xi As funções {xi} são
denominadas funções coordenadas de X com respeito a carta φ. Com isso, X é um campo
de vetores de classe Ck se, e somente se, as funções coordenadas de X com respeito a
qualquer carta são funções de classe Ck .

O conjunto dos campos de vetores suaves em M será denotado por Γ(TM). Outra
notação comumente utilizada é X(M).

Naturalmente definimos soma de vetores e uma multiplicação por escalares: (X +
Y )(p) = X(p) + Y (p) e (λX)(p) = λX(p) para quaisquer X, Y ∈ Γ(TM) e λ ∈ R.
Verifica-se que (Γ(TM), +, ·) é um espaço vetorial infinito dimensional, cujo elemento
neutro da adição é a seção nula, denotada por "0".

Exemplo 1.16 Existe uma relação biunívoca entre Γk(TRn) e Ck(Rn,Rn). Basta notar
que campos em Rn são da forma X(x) = (x, f(x)) ∈ TxRn para alguma função f : Rn →
Rn.
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Exemplo 1.17 Em Rn os campos canônicos são

e1(x) = (x, (1, 0, ..., 0)), ..., en(x) = (x, (0, ..., 0, 1)),

que formam um referencial ortonormal globalmente definido.

Exemplo 1.18 Seja M o gráfico da função f : U ⊂ R2 → R. As aplicações

X1(p) = (p, (1, 0,
∂f

∂x1
(x))) = (1, 0,

∂f

∂x1
(x)) e X1(p) = (p, (1, 0,

∂f

∂x2
)(x)) = (1, 0,

∂f

∂x2
(x))

com p = (x, f(x)) definem campos vetoriais ao longo de M que constituem um referencial
globalmente definido.

Exemplo 1.19 A aplicação X(x, y, z) = (−y, x, 0) define um campo vetorial suave em
S2.

Seja X um campo vetorial de classe Ck em uma variedade diferenciável M . Dado
p ∈ M existe uma única curva γp : Ip → M de classe Ck+1 tal que γp(0) = p e

γ′
p(t) = X(γp(t))

para qualquer t ∈ Ip. Ademais existe um aberto D ⊂ M ×R
(
(p, t) ∈ D se, e somente se,

t ∈ Ip

)
e uma aplicação φX : D → M de classe Ck tal que

φX(p, t) = φX
t (t) = γp(t).

Essa aplicação é o fluxo de X.

Exemplo 1.20 Em S2 considere o campo X(p) = ϵ(−p2, p1, 0) para ϵ ∈ R. Seu fluxo é

φX
t (p) = (cos(ϵt)p1 − sen(ϵt)p2, sen(ϵt)p1 + cos(ϵt)p2, p3)

= (rcos( ϵ

r
t + t0), rsen( ϵ

r
t + t0), p3),

onde p = (pi) = (rcos(t0), rsen(t0), p3). De fato, φX
0 (p) = p e

d

dt
φX

t (p) = (−(sen(t)p1 + cos(t)p2), cos(t)p1 − sen(t)p2, 0) = X(φX
t (p)).

Proposição 1.2 Seja φX : D → M o fluxo de um campo vetorial X. Então

φX
t+s(p) = φX

t ◦ φX
s (p)

sempre que (p, s), (p, t + s), (φX
s (p), t) ∈ D. Ademais fixado t ∈ Ip existe uma vizinhança

aberta U ⊂ M de p tal que φX
t : U → M é um difeomorfismo na imagem.
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Proposição 1.3 O espaço dos campos vetoriais em uma variedade diferenciável M coin-
cide com o espaço das derivações da álgebra C∞(M), ou seja, o espaço das aplicações
lineares D : C∞(M) → C∞(M) tal que

D(fg) = D(f)g + fD(g).

Em geral, a aplicação XY : C∞(M) → C∞(M) dada por f 7→ X(Y (f)) não neces-
sariamente satisfaz a regra de Leibniz e consequentemente não é um campo de vetores.
Porém XY −Y X é uma derivação. De fato, dado referencial holonômico { ∂

∂xi
}, escrevendo

X = ∑
xi

∂
∂xi

e Y = ∑
yj

∂
∂xj

temos para qualquer função f ∈ C∞(M)

XY (f) =
∑

i

xi
∂

∂xi

(
∑

j

yj
∂

∂xj

(f)) =
∑
ij

xi(
∂

∂xi

(yj)
∂

∂xj

(f) + yj
∂2f

∂xi∂xj

)

=
∑
ij

(xi
∂

∂xi

(yj)
∂

∂xj

(f) + xiyj
∂2f

∂xi∂xj

),

Y X(f) =
∑

j

yj
∂

∂xj

(
∑

i

xi
∂

∂xi

(f)) =
∑
i,j

yj(
∂

∂xj

(xi)
∂

∂xi

(f) + xi
∂2f

∂xj∂xi

)

=
∑
i,j

(yj
∂

∂xj

(xi)
∂

∂xi

(f) + yjxi
∂2f

∂xj∂xi

).

Portanto, pelo Teorema de Schwartz

(XY − Y X)(f) =
∑
i,j

(xi
∂

∂xi

(yj) − yi
∂

∂xi

(xj))
∂f

∂xj

.

Chamamos colchete de campos ou colchete de Lie a aplicação

[·, ·] : Γ(TM) × Γ(TM) −→ Γ(TM)

(X, Y ) 7−→ [X, Y ] := XY − Y X.

Por construção, o colchete de Lie mede a não comutatividade dos campos.

Proposição 1.4 O colchetes de campos é uma aplicação R-bilinear e satisfaz

1. [X, Y ] = −[Y, X], ou equivalentemente, [X, X] = 0 (anticomutatividade);

2. [aX + bY, Z] = a[X, Z] + b[Y, Z] (linearidade);

3. [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y ] = 0 (identidade de Jacobi);

4. [fX, gY ] = fg[X, Y ] + fX(g)Y − gY (f)X;

com X, Y, Z campos vetoriais em M , a, b são números reais e f, g são funções diferenciá-
veis. Em particular, (Γ(TM), +, ·, [, ]) é uma álgebra de Lie.
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Dois campos X, Y ∈ Γ(TM) são comutativo ou comutam quando [X, Y ] = 0. Por
exemplo, se (U, φ) é um sistema de coordenadas, então os campos referenciais são comu-
tativos.

Lema 1.2 Sejam {X1, ..., Xn} definidos em U aberto de M . Então tais campos comu-
tam dois a dois se, e somente se, {X1, ..., Xn} é referencial local para algum sistema de
coordenadas.

Sejam f : M → N é uma aplicação diferenciável, X ∈ Γ(TM) e Y ∈ Γ(TN) campos
suaves. Dizemos que X e Y são f-relacionados se df(X) = Y ◦ f .

Lema 1.3 Se f : M → N é um difeomorfismo, então [X, Y ] é f-relacionado a [df(X), df(Y )].

Lema 1.4 Dado dois campos vetoriais X, Y , temos

[X, Y ]p = d

dt
|t=0dφX

−t(YφX
t (p)) = lim

t→0

dφX
−t(YφX

t (p)) − Yp

t
,

onde φX é o fluxo de X.

1.7 Fibrado cotangente

Seja M uma variedade n-dimensional. Dado p ∈ M , o espaço dual a TpM é o conjunto
dos funcionais lineares em TpM , denotado por (TpM)∗. Defina TM∗ como a união disjunta
dos espaços duais a todos os espaços tangentes a M :

TM∗ = ∪p∈M(TpM)∗.

Podemos definir canonicamente uma aplicação π∗ : TM∗ → M que associa a cada α ∈
TM∗ o único p ∈ M tal que α ∈ (TpM)∗. Tal aplicação também é denominada projeção
canônica.

Proposição 1.5 Se M é uma variedade diferenciável Ck, então TM∗ admite uma estru-
tura de variedade diferenciável Ck de dimensão 2n = 2dimM tal que π∗ : TM∗ → M é
uma submersão Ck cuja fibra π−1(p) coincide com (TpM)∗.

A tripla (TM∗, M, π∗) é o fibrado cotangente. Uma seção de classe Ck é uma 1-forma
de classe Ck, ou seja, uma aplicação α : M → TM∗ de classe Ck tal que π∗ ◦ α = IdM .

Um correferencial local de M definido em um aberto U é uma família de 1-formas
{β1, ..., βn} tal que {(β1)p, ..., (βn)p} é uma base de (TpM)∗ para qualquer p ∈ U . Como
consequência uma aplicação β : U → (TU)∗ é uma 1-forma em U se, e somente se,
existirem funções b1, ..., bn : U → R tais que β = ∑

biβ1. Essa funções são unicamente
determinadas.



Capítulo 1. Conceitos Preliminares 14

Em Rn o correferencial {dx1, ..., dxn} definido por

dxi(ej) = δij

é denominado correferencial canônico. Considerando o produto interno canônico de Rn,
verifica-se que

dxi(v) = ⟨ei, v⟩.

Dada 1-forma α em Rn existem únicas funções a1, ..., an : Rn → R tais que

α =
∑

i

aidxi.

Note que ai(x) = α(ei). Por exemplo, se f : Rn → R é uma função diferenciável, então
df ∈ (TRm)∗ e

df =
∑

i

∂f

dxi

dxi

onde ∂f
dxi

é a derivada parcial.
Dado um referencial local {X1, ..., Xn} definido em uma aberto U , definimos o corre-

ferencial associado {X∗
1 , ..., X∗

n} por

X∗
j (Xi) = δij.

Por exemplo, o correferencial canônico {dxi} de Rn é o correferencial associado ao refe-
rencial canônico {ei} de Rn.

Dado α ∈ (TU)∗ existem únicas funções a1, ..., an : U → R tais que α = ∑
aiX

∗
i .

Verifica-se que ai(p) = αp(Xi). Por fim note que podemos interpretar X∗
i : TM → R

como a projeção na i-ésima coordenada, pois se v = ∑
j vjXj, então

X∗
i (v) = vi,

por linearidade e por definição.
Suponha que {Xi = ∂

∂xi
} é um referencial associado a uma carta φ : U → Rn (referen-

cial holonômico). Note que

( ∂

∂xi

)∗ = dxi ◦ dφ = φ∗(dxi)

onde {dxi} é o correferencial canônico de Rn. Por essa razão também denotaremos ( ∂
∂xi

)∗

por dxi e denominaremos o {dx1, ..., dxn} correferencial associado a φ correferencial ho-
lonômico).

Sejam φ, ϕ : U → Rn duas carta locais de M e {dzi} e {dyj} respectivos correferencial
associados. Então

dyi = dxi ◦ dϕ = dxi ◦ dφ ◦ dφ−1 ◦ dϕ = dzi ◦ d(φ−1 ◦ ϕ) = (φ−1 ◦ ϕ)∗dzi,

onde {dxi} é o correferencial canônico de Rn.

Logo e como ∂
∂yi

= d(φ−1 ◦ ϕ) ∂
∂yi
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Exemplo 1.21 Se f : M → R é uma função de classe Ck então df : TM → R é uma
1-forma de classe Ck−1. Então dado um referencial local φ temos que

df =
∑

i

∂f

∂xi

dxi,

onde ∂f
∂xi

também denota a i-ésima derivada parcial de f ◦ φ representação local de f .

Exemplo 1.22 Seja M uma superfície de R3 munida com a primeira forma fundamental
g. Então a aplicação l : TM → TM∗ dada por

v 7→ lv(w) = g(v, w)

é um difeomorfismo tal que π∗ ◦ l = π e ||lv||∗ = ||v||, onde ||.||∗ é a norma dual a norma
||.|| = √

g. Consequentemente essa aplicação explicita uma relação biunívoca entre campos
de vetores e 1-formas diferenciais.

1.8 Orientação

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita. Dizemos que duas bases B e C de V

são coerentes ao operador mudança de base se possui determinante positivo. Verifica-se
que esta definição estabelece uma relação de equivalência que possui apenas duas classes
de equivalência. A escolha de uma dessas classes é uma orientação de V . Dizemos que
uma base C é positivamente orientada se estiver na classe de equivalência da orientação
escolhida.

Dizemos que uma variedade M é orientável se existir um atlas A = {φα : Uα → Vα}
tal que

det(d(φα ◦ φ−1
β )) > 0

sempre que Uα ∩ Uβ ̸= ∅. Nesse caso, {∂φ−1
α

∂x1
(p), ..., ∂φ−1

α

∂xn
(p)} e {∂φ−1

β

∂x1
(p), ...,

∂φ−1
β

∂xn
(p)} são

bases coerentes de TpM uma vez que d(φ−1
β ◦ φα) é o operador linear que aplica uma base

na outra. Uma orientação em M é a escolha de um atlas com a propriedade acima. Note
que a escolha de uma orientação em M implica naturalmente uma orientação em cada
espaço tangente.

Teorema 1.4 Seja M uma hipersuperfície em Rn+1. Então M é orientável se, e somente
se, existe N campo normal unitário ao longo de N .

Lema 1.5 Sejam M , N variedades com M conexa e f : M → N um difeomorfismo local
sobrejetor. Se M é orientável, então N é orientável.

Lema 1.6 O fibrado tangente de uma variedade é orientável.
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Exemplo 1.23 O espaço euclidiano Rn é trivialmente orientável, pois qualquer variedade
com uma única carta é orientável. E consequentemente o espaço hiperbólico é orientável,
pois é difeomorfo a um espaço euclidiano. E a esfera é orientável pois trivialmente existe
um campo normal unitário globalmente definido.

1.9 Formas diferenciais

Seja M uma variedade diferenciável n-dimensional. Uma k-forma diferencial de classe
Cs é uma aplicação ω de classe Cs que associa a cada p ∈ M uma aplicação k-linear

ωp : TpM × ... × TpM → R

que satisfaz
ωp(v1, ..., vi, vvi+1 , ..., vk) = −ωp(v1, ..., vvi+1 , vi, ..., vk), (1.2)

para qualquer p ∈ M . A condição de diferenciabilidade significa que dados campos
vetoriais de classe Cs, {X1, ..., Xk}, definidos em um aberto U de M , a função

p ∈ U 7→ ωp(X1(p), ..., Xk(p)) ∈ R

é de classe Cs.
Uma k-forma diferencial suave será referida apenas por k-forma. O espaço das k-

formas em M será denotado por Λk(M). Convencionamos que uma 0-forma é uma função
suave. Assim Λ0 = C∞(M).

Exemplo 1.24 Em R2 a aplicação

ω(x, y) = x1y2 − x2y1 = det
(

x1 x2

y1 y2

)

define uma 2-forma.

Note que Λk(M) tem uma estrutura de módulo sobre o anel das funções suaves. Mais
precisamente, definido as operações + : Λk(M) × Λk(M) → Λk(M) e · : C∞(M) ×
Λk(M) → Λk(M) respectivamente por

(ω1 + ω2)p(u1, .., uk) := ω1(u1, ..., uk) + ω2(u1, ..., uk)

e
(fω)p(u1, ..., uk) := f(p)ωp(u1, ..., uk)

a tripla (Λk, +, .) satisfaz as seguintes propriedades:

1. (Λk(M), +) é um grupo comutativo, onde naturalmente o elemento neutro é a k-
forma identicamente nula e o oposto de ω é -ω;
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2. se IdM é a identidade, então IdMω = ω;

3. (fg)ω = f(gω);

4. f(ω1 + ω2) = fω1 + fω2;

5. (f + g)ω = fω + gω.

onde f, g ∈ C∞(M) e ω, ω1, ω2 ∈ Λk(M).
Denotando por Λk

p(M) a restrição de Λk(M) a TpM , ou seja, o espaço das aplicações
k-lineares em TpM satisfazendo a Equação 1.2, podemos concluir que (Λk

p(M), +, .) é um
espaço vetorial sobre R.

O produto wedge (∧) de 1-formas β1, ..., βk é a k-forma definida por

(∧k
i=1βi)p(u1, ..., uk) := (β1 ∧ ... ∧ βk)p(u1, ..., uk) := det(βi(uj))

onde p ∈ M e u1, ..., uk ∈ TpM .
Considere uma carta local φ : U → Rn. Para facilitar a notação considere o conjunto

∆ := {I = (i1, ..., ik); 1 ≤ i1 ≤ ... ≤ ik ≤ n} e defina

dxI = dxi1 ∧ ... ∧ dxik

para I = {i1 < ... < ik} ∈ ∆, onde {dxi} é o coreferencial associado a φ. Por vezes
convém denotar ∂

∂xI
= ( ∂

∂xi1
, ..., ∂

∂xik
).

Lema 1.7 Seja φ : U → Rn uma carta de M . A família {(dxI)p; I ∈ ∆} é uma base
de Λk(TpM) (espaço das aplicações k-lineares alternadas em TpM) para qualquer p ∈ U .

Em particular, dim Λk(TpM) =
(

n

k

)
= n!

k!(n − k)! . Ademais dado ω ∈ Λk(U) existem

únicas funções suaves {fI ; I ∈ ∆} tais que

ω =
∑
I∈∆

fIdxI . (1.3)

O produto wedge de uma k-forma ω = ∑
I fIdxI com uma s-forma η = ∑

J gJdxJ é a
(k + s)-forma

ω ∧ η =
∑

fIgJ(dxI ∧ dxJ)

onde dxI ∧ dxJ = dxi1 ∧ ...dxik
∧ dxj1 ∧ ... ∧ dxjs .

Proposição 1.6 Se ω ∈ Λk(M), φ ∈ Λs(M) e θ ∈ Λr(M), então

1. (ω ∧ φ) ∧ θ = ω ∧ (φ ∧ θ)

2. ω ∧ φ = (−1)ks(φ ∧ ω)

3. ω ∧ (φ + θ) = ω ∧ φ + ω ∧ θ, se r = s.
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Seja f : Mn → Sl aplicação suave entre variedades. Dada k-forma ω em S definimos
a k-forma f ∗ω em M , denominada pull-back de ω por f , por

(f ∗ω)p(u1, ..., uk) := ωf(p)(dfp(u1), ..., dfp(uk)).

Em particular f ∗(dg) = d(g ◦ f) para qualquer g ∈ C∞(S).

Proposição 1.7 Se f : M → S é aplicação suave, ω, φ ∈ Λk(S) e g ∈ Λ0(M), então

1. f ∗(ω + φ) = f ∗ω + f ∗φ

2. f ∗(g) = g ◦ f

3. f ∗(gω) = f ∗(g)f ∗ω

4. Se h : S → N é uma aplicacão suave, então

(h ◦ f)∗ω = f ∗(h∗ω)

5. Se φ1, ..., φk ∈ Λ1(M),

f ∗(φ1 ∧ ... ∧ φk) = f ∗φ1 ∧ ... ∧ f ∗φk.

Seja f : Rn → Rn uma aplicação diferenciável. Considere {b1, ..., bn} outra base
ortonormal de Rn e {dy1, ..., dyn} base dual associada. Então

f ∗(dy1 ∧ ... ∧ dyn) = det(df)dx1 ∧ ... ∧ dxn.

Se φ : U ⊂ M → V ⊂ Rn é uma carta, então verifica-se que

(φ−1)∗dxi = e∗
i ,

onde {e1, ..., en} é a base canônica de Rn. Note que e∗
i em geral também é denotado por

dxi. Logo a representação local de ω = ∑
fIdxI pode ser vista com o (φ−1)∗ω = ∑

fIe∗
I .

Definição 1.3 Uma forma volume em uma variedade diferenciável M n-dimensional
é uma n-forma diferencial ω tal que para qualquer p ∈ M a aplicação n-linear ωp :
(TpM)n → R não é identicamente nula.

Exemplo 1.25 Em Rn, dx1 ∧ ... ∧ dxn é uma forma volume. Se f : Rn → R é uma
função suave tal que f(p) ̸= 0 para qualquer p ∈ Rn, então ω = fdx1 ∧ ... ∧ dxn é uma
forma volume.

Exemplo 1.26 Seja S uma superfície parametrizada por uma aplicação φ : U ⊂ R2 →
R3. Se E, G e F são os coeficientes da primeira forma fundamental, então

ω =
√

EG − F 2dx1 ∧ dx2,

onde {dx1, dx2} é o coreferencial associado à parametrização φ.
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Como a dimensão de Λn
p (Mn) é 1, se ω é uma forma volume, então dada uma n-forma

η qualquer existe uma função suave f : M → R tal que η = fω.

Teorema 1.5 Uma variedade M com dimensão n é orientável se, e somente se, existir
uma forma volume.

1.10 Integração de formas diferenciais

Através da condição de cociclo transportamos o cálculo diferencial do Rn para a va-
riedade diferenciável M . Assim por meio do pulback das cartas φi temos uma definição
de forma diferencial em M que cumpre todas as propriedades das formas diferenciais no
espaço Euclidiano. Agora vamos definir uma noção de integração de formas em varieda-
des diferenciáveis, que generaliza a integral múltipla do Rn, para isso é necessário uma
condição, a orientabilidade.

Seja ω uma n-forma diferencial em M tal que seu suporte está contido em uma vizi-
nhança coordenada φi(Vi) = Ui. Neste caso defina a integral de ω por∫

M
ω :=

∫
Vi

φ∗
i ω, (1.4)

onde a integral a direita é a integral múltipla em Rn.

Teorema 1.6 Se M é variedade diferenciável n-dimensional orientável, φi : Ui → Vi,

φj : Uj → Vj são cartas coerentes com a orientação e ω é uma n-forma em M , então∫
Vi∩Vj

φ∗
i ω =

∫
Vi∩Vj

φ∗
jω. (1.5)

Demonstração: Pelas propriedades de pull-back∫
φi(U)

(φ−1
i )∗ω =

∫
φi(U)

(φ−1
j ◦ (φj ◦ φ−1

i ))∗ω =
∫

φi(U)
(φj ◦ φ−1

i )∗(φ−1
j )∗ω.

Suponha sem perda de generalidade que (φ−1
j )∗ω = fdx1 ∧ ... ∧ dxn e denote φj ◦ φ−1

i por
g. Logo

g∗(fdx1 ∧ ... ∧ dxn) = (f ◦ g) det(Jg)dx1 ∧ ... ∧ dxn

= (f ◦ g)| det(Jg)|dx1 ∧ ... ∧ dxn

pois det(Jg) > 0. Portanto pelo Teorema de Mudança de Variáveis de Rn

∫
φi(U)

(φj ◦ φ−1
i )∗(φ−1

j )∗ω =
∫

φj◦φ−1
i (φi(U))

(φ−1
j )∗ω =

∫
φj(U)

(φ−1
j )∗ω,

terminando a prova. □

Para definir integração de uma forma diferencial precisamos de um importante objeto:
partição da unidade. Seja {Ui} cobertura de uma variedade diferenciável M . Uma família
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de aplicações Θ = {ρi : M → R} é uma partição da unidade subordinada a {Ui} quando
para cada i o suporte ρi está contido em Ui e para qualquer x ∈ M existe apenas um
número finito de funções em Θ tais que x pertence ao suporte e além disso

∑
ρi(x) = 1.

Teorema 1.7 Qualquer cobertura por abertos de uma variedade diferenciável admite uma
partição da unidade subordinada.

Dada ω uma n-forma diferenciável em M variedade diferenciável n-dimensional orien-
tável definimos sua integral por∫

M
ω =

∑
i

∫
Ui

ρiω =
∑

i

∫
Vi

φ∗
i (ρiω) =

∑
i

∫
Vi

(ρi ◦ φi)φ∗
i ω,

onde Θ = {ρi} é uma partição da unidade subordinada a um atlas {φi, Ui} orientável. É
possível verificar que essa definição independe do atlas e da partição da unidade escolhidos.
Com efeito, se {φ̃i : Ũi → Ṽi} é outro atlas coerente com a orientação e Θ̃ uma partição
da unidade subordinada Θ̃ = {ρ̃i}, então segue das propriedades que definem a partição
da unidade a seguinte equação

∑
i

∫
Ui

ρiω =
∑

i

∫
M

ρiω =
∑

i

∫
M

(
∑

j

ρ̃j)ρiω =
∑

i

∑
j

∫
M

ρ̃jρiω,

implicando na convergência da segunda série e portanto
∑

i

∑
j

∫
M

ρ̃jρiω =
∑

j

∫
M

ρ̃jω =
∑

j

∫
Uj

ρ̃jω.

As duas últimas equações implicam a afirmação.

Teorema 1.8 (Teorema de Mudança de Variável) Se f : M → N é um difeomor-
fismo entre variedades diferenciáveis n-dimensionais, então∫

f(U)
ω =

∫
U

f ∗ω,

para qualquer aberto U de M .



21

2 Geometria Riemanniana

Geometria Riemanniana é o estudo de variedades dotadas de métricas Riemannia-
nas,que são, a grosso modo, regras para medir comprimentos de vetores tangentes e ân-
gulos entre eles. Foram assim nomeadas em homenagem ao grande matemático alemão
Bernhard Riemann (1826–1866). As referências aqui utilizadas serão [3] e [2].

1 Métricas Riemannianas
Seja M uma variedade n-dimensional. Uma métrica Riemanniana é uma aplicação

g suave que associa a cada p ∈ M um produto interno gp (isto é, uma forma bilinear
simétrica, positiva definida) em TpM . A suavidade significa que para quaisquer campos de
vetores X, Y ∈ Γ(TM) a função p 7→ gp(X(p), Y (p)) é suave. O par (M, g) é denominada
variedade Riemanniana.

Se (U, φ) é um sistema de coordenadas e { ∂
∂xi

} referencial associado então a represen-
tação local de g é

g =
n∑

i,j=1
gijdxi ⊗ dxj

onde gij = g( ∂
∂xi

, ∂
∂xj

) são as funções em U . Se x = ∑
xi

∂
∂xi

e y = ∑
yj

∂
∂xi

são representa-
ções locais de vetores de TpM , então

gp(x, y) = [y1...yn][gij(p)][x1...xn]T =
n∑
i,j

gij(p)xiyj,

onde [gij(p)] é uma matriz quadrada simétrica de ordem n. A condição de suavidade
descrita acima equivale dizer que as funções gij são suaves.

Exemplo 2.1 O exemplo mais elementar é o Rn munido com um produto interno, por
exemplo, o produto interno canônico

⟨x, y⟩ =
∑

xiyi

para x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn) ∈ Rn. Observe que nesse caso identificamos canoni-
camente TpRn com Rn para qualquer p ∈ Rn.

Exemplo 2.2 Considere uma função suave f : Rn → R tal que f(p) > 0. A aplicação

gp(u, v) = f(p)⟨u, v⟩

para quaisquer p ∈ Rn e u, v ∈ TpRn define uma métrica Riemanniana em Rn.
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Exemplo 2.3 (Métrica Pull-Back) Se f : M → N é um difeomorfismo e h uma
métrica Riemanniana em N , podemos definir uma métrica Riemanniana em M por

g := f ∗h,

denominada métrica pull-back.

Exemplo 2.4 Se S é uma superfície de R3, trivialmente a primeira forma fundamental
é uma métrica Riemanniana.

Exemplo 2.5 (Espaço Hiperbólico) Considere o espaço hiperbólico Hn(r) . Para cada
p ∈ Hn(r) a aplicação

gp(u, v) = ⟨u, v⟩1

para quaisquer u, v ∈ TpHn define uma métrica Riemanniana em Hn(r).

Teorema 2.1 Toda variedade admite pelo menos uma métrica Riemanniana.

Demonstração: Seja (Uα, φα) um atlas de M . Para cada carta (Uα, φα) defina gα em
Uα a métrica pull-back da métrica canônica de Rn via φ. Por fim considere uma partição
da unidade {ρα} subordinada à cobertura {Uα} e defina a seguinte métrica Riemanniana
g = ∑

α ραgα. □

Seja (M, g) variedade Riemanniana. Definimos em C, espaço das curvas suaves por
partes em M , dois funcionais, a saber: o funcional comprimento L : C([a, b]) → R e o
funcional energia que associam a cada γ : [a, b] → M em C os valores reais não negativos

L(γ) =
∫ b

a
||γ′(t)||dt e E(γ) = 1

2

∫ b

a
g(γ′(t), γ′(t))dt,

onde ||v|| =
√

g(v, v) é o módulo associado à métrica g.
Os funcionais comprimento e energia são invariantes por reparametrizações, ou seja,

se λ : [c, d] → [a, b] é uma aplicação suave então L(γ ◦ λ) = L(γ) e E(γ ◦ λ) = E(γ).
Além disso, se γ é a concatenação das curvas α e β, então L(γ) = L(α) + L(β) e E(γ) =
E(α) + E(β).

Definição 2.1 Sejam (M1, g1) e (M2, g2) variedades Riemannianas.Um difeomorfismo
f : (M1, g1) → (M2, g2) é uma isometria se

g2
f(p)(dfp(u), dfp(v)) = g1

p(u, v)

para quaisquer p ∈ M1 e u, v ∈ TpM1.

Lema 2.1 Se f : (M1, g1) → (M2, g2) é uma isometria entre variedades Riemannianas e
γ : [a, b] → M1 é uma curva diferenciável por partes, então β := f ◦ γ : [a, b] → M2 é uma
curva diferenciável por partes que possui o mesmo comprimento e energia que γ.
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Definição 2.2 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional. A forma volume
canônica (ou Riemanniana) associada a métrica Riemanniana g é definida por

ωg(v1, ..., vn) :=
√

det(gp(vi, vj))

para quaisquer p ∈ M e v1, ..., vn ∈ TpM.

Exemplo 2.6 Para o espaço euclidiano (Rn, ⟨, ⟩), então

ωg = dx1 ∧ ... ∧ dxn.

Se M é uma superfície parametrizada por φ de R3 com a primeira forma fundamental
g = I, então

ωg =
√

EG − F 2dx1 ∧ dx2,

onde E, G e F são os coeficientes da primeira forma fundamental.

Lema 2.2 Se f : (M1, g1) → (M2, g2) é uma isometria, então f ∗ωg2 = ωg1
.

Demonstração: Segue direto das definições. □

2 Conexões Riemannianas
A escolha de uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciável M determina

uma conexão afim que permite-nos derivar campos de vetores em M .

Definição 2.3 Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável (M, g) é uma apli-
cação

∇ : X(M) × X(M) 7−→ X(M)
(X, Y ) −→ ∇XY

satisfazendo as propriedades:

1. ∇XY é C∞-linear em X, isto é, ∀f, g ∈ C∞(M)

∇fX1+gX2Y = f∇X1Y + g∇X2Y.

2. ∇XY é R-linear em Y , ou seja, ∀a, b ∈ R,

∇X(aY1 + bY2) = a∇XY1 + b∇XY2.

3. ∇ satisfaz Leibniz, ∀f ∈ C∞(M),

∇X(fY ) = f∇XY + (Xf)Y.
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Dizemos que ∇ é simétrica quando

[X, Y ] = ∇XY − ∇Y X

para quaisquer X, Y ∈ X(M). E dada métrica g a conexão afim ∇ é compatível com
métrica quando

Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y, ∇XZ),

para todo X, Y, Z ∈ X(M).
Quando ∇ for simétrica e compatível com métrica g, dizemos que ∇ é uma Conexão

Riemanniana de (M, g).
Exigir que uma conexão seja compatível com a métrica não determina uma única

conexão em (M, g). Para tanto, definiremos agora a conexão de Levi-Civita.

Teorema 2.2 (Levi-Civita) Em uma variedade Riemanniana (M, g) existe única conexão
afim ∇ compatível com a métrica g e simétrica.

Demonstração: Suponha a existência de tal conexão. Então, seguindo do fato que a
conexão é compatível com métrica, temos:

1. Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y, ∇XZ)

2. Y g(Z, X) = g(∇Y Z, X) + g(Z, ∇Y X)

3. Zg(X, Y ) = g(∇ZX, Y ) + g(X, ∇ZY )

Somando 1 com 2, subtraindo 3, obtemos, usando a simetria de ∇,

Xg(Y, Z) + Y g(Z, X) − Zg(X, Y )

= g(∇XY, Z) + g(Y, ∇XZ) + g(∇Y Z, X) + g(Z, ∇Y X) − g(∇ZX, Y ) − g(X, ∇ZY )

Adicionando g(Z, ∇Y X) + g(Z, ∇Y X). obtemos

g([X, Y ], Z) + g([X, Z], Y ) + g([Y, Z], X) + 2g(Z, ∇Y X)

Donde segue que,

g(Z, ∇Y X) = 1
2

{
Xg(Y, Z)+Y g(Z, X)−Zg(X, Y )−g([X, Y ], Z) > −g([X, Z], Y )−g([Y, Z], X)

}

A equação acima, mostra que ∇ está determinada pela métrica g. Portanto, caso exista
será única.

Por fim, note que a expressão acima define uma conexão. □
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Proposição 2.1 Seja M variedade com conexão afim ∇ e γ : I −→ M curva suave.
Seja γ∗Γ (TM) o conjunto dos campos vetoriais suaves ao longo de γ. Existe única cor-
respondência que, para cada X ∈ Γ (γ∗TM), associa um outro campo D

dt
X ∈ Γ (γ∗TM)

denominado derivada covariante de X ao longo de γ, satisfazendo

1. Linearidade, isto é: ∀ X, Y ∈ Γ (γ ∗ TM)

D

dt
(X + Y ) = D

dt
X + D

dt
Y

2. Leibnz : ∀X ∈ Γ (γ∗TM) e f ∈ C∞(I)

D

dt
(fX) = df

dt
X + f

D

dt
(X)

3. Se X for induzido por um campo vetorial X̄ ∈ X(M), ou seja, X(t) = X̄(γ(t))
então

D

dt
X = ∇γ′X̄

A proposição acima garante para cada conexão a existência de derivada covariante
para campos ao longo de γ. Se considerada conexão de Levi-Civita, definimos a derivada
covariante de forma única.

Exemplo 2.7 Se L é uma subvariedade de uma variedade Riemanniana (M, g), então
hp(u, v) := gp(u, v) para p ∈ L e u, v ∈ TpL define uma métrica Riemanniana em L.
Então a conexão Riemanniana de h é

∇h
XY := (∇X̃ Ỹ )⊤

para quaisquer campos vetoriais X, Y em L, onde X̃ e Ỹ são campos vetoriais em M que
estendem respectivamente X e Y e ⊤ denota a projeção ortogonal de TpM em TpL com
respeito a métrica g.

3 Geodésicas
A geodésica é um conceito fundamental da Geometria Riemanniana, serão elas as

curvas que possuem aceleração nula, conforme veremos a seguir.

Definição 2.4 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Uma curva parametrizada γ :
I → M é uma geodésica em t0 se ∇γ′(t0)γ

′ = D
dt

γ′(t0) = 0 em t0; se γ é geodésica em t,
para todo t ∈ I, dizemos que γ é uma geodésica.

Exemplo 2.8 Geodésicas em Rn são retas, ou seja, são curvas da forma γ(t) = p + tv

com p, v ∈ R. De fato, γ(t) = (x1(t), x2(t), x3(t)) é geodésica se, somente se, x′′
i (t) = 0
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Teorema 2.3 Dado v ∈ TpM existe única geodésica maximal γv : I −→ S tal que γv(0) =
p e γ′

v(0) = v.

Proposição 2.2 Seja f : (M1, g1) −→ (M2, g2) isometria. Se γ1 é uma geodésica de
(M1, g1), então f ◦ γ é geodésica de (M2, g2).

Lema 2.3 Seja γ : I −→ M uma geodésica, então o comprimento do vetor tangente γ′ é
constante.
Demonstração: Sendo γ : I −→ M uma geodésica, temos que

d

dt
⟨γ′, γ′⟩ = 2⟨D

dt
γ′, γ′⟩ = 0

ou seja, o comprimento do vetor tangente γ′ é constante. □

Suponhamos sem perca de generalidade que ∥γ′∥ = c ̸= 0, excluindo assim os casos
em que as geodésicas se reduziriam a pontos. O comprimento de arco s de γ é dado por

s(t) =
∫ t

t0
∥γ′∥dt = c(t − t0).

Assim, o parâmetro de uma geodésica é proporcional ao comprimento de arco. Para o
caso em que c = 1, dizemos que a geodésica γ está normalizada.

Exemplo 2.9 Considere a parametrização do cilindro X : U −→ R3 dada por X(u, v) =
(cos u, sin u, v), onde U = {(u, v) : 0 < u < 2π, −∞ < v < ∞}. Vamos determinar
as geodésicas do cilindro, mais precisamente, veremos que as curvas γ : R −→ X da
forma γ(t) = (a cos(t), a sin(t), bt) são geodésicas. Primeiro considere os seguintes campos
vetoriais:

Xu = (− sin u, cos u, 0)
Xv = (0, 0, 1).

Assim Xu × Xv = (cos u, sin u, 0) e ∥Xu × Xv∥ =
√

cos2 u + sin2 u = 1. Logo

N(u, v) = (cos u, sin u, 0)

é um campo normal unitário. Por outro lado, γ′′ = (−a sin(t), a cos(t), b) e γ′′′ = (−a cos(t), −a sin(t), 0)

γ′ = (−a sin(t), a cos(t), b)
γ′′ = (−a cos(t), −a sin(t), 0)

= −a(cos(t), sin(t), 0) = −aN

Portanto D

dt

∣∣∣∣∣
t=t0

γ′ = (γ′′)⊤ = 0, como desejávamos.
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Proposição 2.3 Dado p ∈ M , existem vizinhança aberta V de p em M e ϵ, δ > 0 tais
que está bem definida a aplicação suave

γ : (−δ, δ) × {v ∈ TM, ∥ v ∥< ϵ}

onde γv é a única geodésica com e γ′
v(0) = v.

Essa proposição garante que dado |v| < ϵ, então existe γv geodésica em um intervalo e
é única. O Lema a seguir permiti aumentarmos a velocidade de uma geodésica reduzindo
seu intervalo, ou vice-vesa.

Lema 2.4 (Homogeneidade) Sejam γv : (−δ, δ) −→ M geodésica e a ∈ R. Então a
geodésica γav está definida em

(−δ

|a|
,

δ

|a|
)

e γav(t) = γv(at).

Demonstração: Considere a curva h :
(−δ

|a|
,

δ

|a|
)

−→ M dada por h(t) = γv(at). Então

h′(t) = aγ′
v(t). Logo h′(0) = av e

D

dt
h′(t) = D

dt
aγ′

v(t) = a
D

dt
γ′

v(t) = 0.

Assim, h é uma geodésica. Por unicidade de geodésicas concluímos que h(t) = γav(t) □

Segue do Lema anterior e Proposição 2.3 resultado a seguir:

Proposição 2.4 Dado p ∈ M , existem vizinhança V de p em M e ϵ > 0 tais que a
aplicação

γ : (−2, 2) × {v ∈ TM, ∥ v ∥< ϵ} −→ M

(v, t) 7−→ γv(t)

está bem definida e é suave.

Demonstração: Segue da teoria padrão das Equações Diferenciais Ordinárias. □

Definição 2.5 Dado p ∈ M , pela homogeneidade, existe aberto Up vizinhança aberta de
0 = 0p em TM tal que para qualquer v ∈ Up a geodésica γv está definida em 1. Então a
aplicação exp : Up −→ M é definida por

exp(v) = γv(1).

A aplicação exponencial é diferenciável pela Proposição 2.4. Utilizaremos a restrição
de exp a um aberto do espaço tangente TqM , isto é, expq : Bϵ(0) ⊂ TqM −→ M definindo
expq(v) = exp(q, v). Onde Bϵ(0) uma bola aberta de centro na origem 0 de TqM e de raio
ϵ.

Proposição 2.5 Dado q ∈ M , existe um ϵ > 0 tal que expq : Bϵ(0) ⊂ TqM −→ M é
difeomorfismo de Bϵ(0) sobre aberto de M .
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Demonstração: Calculemos d(expq)0:

d(expq)0(v) = d

dt
(expq(tv))


t=0

= d

dt
(γvt(1))


t=0

= d

dt
γv(t)


0

= γ′
v(0) = v

Logo, para qualquer p ∈ M temos que d(expq)0 = I sendo I identidade de TqM . Assim,
pelo teorema função inversa, expq é difeomorfismo local numa vizinhança de 0. □

Se expp : Up ⊂ TpM → M é um difeomorfismo sobre a imagem U = Im exp |Up ,
dizemos que U é uma vizinhança normal de p. Se Up = Bϵ(0), então Bϵ(p) = expp Bϵ(0)
é denominada bola normal de centro p e raio ϵ.

Observe que por definição para qualquer q ∈ Bϵ(p) existe um único vetor v ∈ Bϵ(0) ⊂
TpM tal que γv(1) = q. Note que L(γv|[0,1]) = ||v|| < ϵ. E mais, usando o Lema de Gauss
[], podemos concluir que d(p, q) = L(γv|[0,1]).
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3 Grupos de Lie

Um grupo de Lie é um grupo que possui uma estrutura de variedade tal que as opera-
ções do grupo são suaves. Em uma série de artigos da década de 1874 à 1884, o matemático
norueguês Shophus Lie iniciou o estudo dos grupos de Lie e sua álgebra de Lie (identificada
com o espaço tangente à identidade). A motivação original de Lie foi o estudo do grupo
das transformação de um espaço como um análogo contínuo do grupo das permutações de
um conjunto finito. A relação entre teoria de grupos, topologia e álgebra linear tornou os
grupos de Lie e álgebras de Lie ramos da matemática particularmente ricos e vibrantes.

Nesse capítulo introduziremos brevemente os conceitos e resultados iniciais da teoria
dos grupos de Lie com o intuito de desenvolver o tema principal da presente dissertação:
o Teorema de Slice. As referências aqui usadas foram [5] e [1].

1 Definição e Exemplos
Definição 3.1 Uma variedade suave G é considerada um grupo de Lie se G é um grupo
e as aplicações

(g, h) ∈ G × G 7−→ gh ∈ G

g ∈ G 7−→ g−1 ∈ G

são suaves.

Observação 3.1 Denotaremos o elemento neutro de um Grupo de Lie pelo símbolo e,
a não ser para grupos mais comuns, como a identidade do grupo das matrizes In, ou 0
elemento neutro da adição do Rn.

Proposição 3.1 Se G é uma variedade suave com estrutura de grupo tal que (g, h) ∈
G × G 7−→ gh−1 suave, então G é grupo de Lie.

Demonstração: Denote m(g, h) = gh−1 e defina por i a aplicação inversão, então

i(h) = h−1 = eh−1 = m(e, h).

Como m suave, concluímos que a inversa i(h) = h−1 é suave. Semelhantemente defina
n(g, h) = gh, daí

gh = n(g, h) = m(g, i(h))

uma vez que m, i são suaves, temos que aplicação n também é suave. □

Exemplo 3.1 O conjunto GL(n,R) das matrizes invertíveis n × n com entradas reais
munido com a multiplicação de matrizes é um grupo de Lie. Note que como determinante
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é contínuo e GL(n,R) = {A ∈ Mn(R) : det A ̸= 0} = det−1(R \ {0}), segue que GL(n,R)
subconjunto aberto de Rn2 e portanto variedade. É conhecido que GL(n,R) é grupo. Como
produto de matrizes é aplicação suave, temos que GL(n,R) é grupo de Lie.

Exemplo 3.2 Seja S1 = {z ∈ C : |z| = 1} o círculo unitário. Definindo a aplicação
f(x, y) = x2 + y2 − 1, observe que fx = 2x e fy = 2y onde p = (x, y). Logo, fx = fy = 0
se, e somente se p = (0, 0). Logo (0, 0) é único ponto crítico. Em particular 0 é valor
regular de f , pois (0, 0) /∈ f−1(0). Assim, concluímos que S1 é variedade. Qualquer
elemento ρ ∈ S1, pode ser escrito como ρ = eiθ = (cos θ, sin θ), θ ∈ R onde θ ∈ R. Assim,
podemos definir em S1 a seguinte multiplicação

eiθ1eiθ2 := ei(θ1+θ2).

Verifica-se que (S1, ·) é um grupo de Lie cuja identidade é e0 = (1, 0) e a inversa de eiθ

é e−iθ.

Exemplo 3.3 O n-Toro Tn = S1 × ... × S1 munido com a seguinte multiplicação

(eiθ1 , ..., eiθn)(eiφ1 , ..., eiφn) = (ei(θ1+φ1), ..., ei(θn+φn))

é grupo de Lie.

1.1 Métricas Bi-invariantes

Definição 3.2 Seja G um grupo de Lie. Dado um elemento g ∈ G definimos as transla-
ções a esquerda e a direita Lg, Rg : G → G respectivamente por:

Lg(h) = gh e Rg(h) = hg.

A aplicação Lg pode ser expressa como composição de aplicações suaves

m ◦ ig : G → G

onde ig(h) = (g, h) e m aplicação produto. Segue que Lg é suave para qualquer g ∈ G.
Analogamente Rg também é suave. Ademais Lg e Rg são difeomorfismos de G, pois Lg−1

e Rg−1 são respectivamente suas inversas.

Definição 3.3 Uma métrica Rimanniana ⟨, ⟩ em um grupo de Lie G é invariante à es-
querda se Lg é uma isometria para todo g ∈ G, isto é, se para todo g, h ∈ G e X, Y ∈ ThG,

⟨d(Lg)hX, d(Lg)hY ⟩gh = ⟨X, Y ⟩h.

Similarmente, uma métrica invariante a direita são aquelas para as quais a translação
a direita Rg é isometria. Note que dado um produto interno <, >e em TeG, é possível
definir uma métrica invariante a esquerda, para todo g ∈ G e X, Y ∈ TeG, por

< X, Y >g:=< d(Lg−1)gX, d(Lg−1)gY >e,
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caso invariante à direita é análogo.

Definição 3.4 A métrica bi-invariante Q em um grupo de Lie é uma métrica Rimanniana
que é simultaneamente invariante a esquerda e a direita.

A extensão natural desses conceitos para k − formas é que uma k − forma ω ∈ Ωk(G)
é invariante a esquerda se coincidir com seu pullback por translações à esquerda, ou seja,
L∗

gω = ω para todo g ∈ G. Formas invariantes a direita e bi-invariantes são definidas ana-
logamente. Mais uma vez, dada qualquer ωe ∈ Λk(TeG), é possível definir uma k−forma
invariante a esquerda ω ∈ Ω(G), para todo g ∈ G e Xi ∈ TgG,

ωg(X1, ..., Xn) := ωe(d(Lg−1)gX1, ..., d(Lg−1)gXk).

O caso invariante à direita é análogo.

Proposição 3.2 Todo grupo de Lie compacto admite uma métrica bi-invariante Q.

Demonstração: Seja ω uma forma volume invariante a direita em G e <, > métrica
invariante à direita. Defina para todo X, Y ∈ TxG

Q(X, Y )x :=
∫

G
< dLgX, dLgY >gx ω

Primeiro afirmamos que Q é invariante. Fixe X, Y ∈ TxG e considere a função f : g −→ R
dada por f(g) :=< dLgX, dLgY >gx . Então,

Q(dLhX, dLhY )hx =
∫

G < dLg(dLhX), dLg(dLhY ) >g(hx) ω

=
∫

G < dLghX, dLghY >(gh)x ω

=
∫

G f(gh)ω =
∫

G R∗
h(fω) =

∫
G fω

=
∫

G < dLgX, dLgY >gxω= Q(X, Y )x,

isso prova que Q é métrica invariante esquerda à esquerda. Temos também

Q(dRhX, dRhY )hx =
∫

G < dLg(dRhX), dLg(dRhY ) >g(hx) ω

=
∫

G < dRgdLhX, dRgdLhY >(gh)x ω

=
∫

G < dLgX, dLgY >gx ω = Q(X, Y )x,

o que prova que Q é invariante à direita, concluindo a prova. □

1.2 Homomorfismos de Grupos de Lie

Sejam G e H grupos de Lie. Chamaremos homomorfismo de grupo de Lie de G

em H uma aplicação F : G → H suave que é também um homomorfismo de grupos. E
chamamos isomorfismo de grupo de Lie se adicionalmente a aplicação F for difeomorfismo,
ou seja, tem inversa que é também homomorfismo de grupos de Lie.
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Exemplo 3.4 Considere R e R∗ grupos de Lie com operação de adição e multiplicação
respectivamente. A aplicação

exp : R −→ R∗

t 7−→ et

é homomorfismo de grupo de Lie.

Teorema 3.1 Todo homomorfismo de grupos de Lie tem posto constante.

Demonstração: Seja F : G −→ H um homomorfismo de grupo de Lie, denotemos e e ẽ

identidades de G e H respectivamente.
Suponha g0 ∈ G arbitrário. Mostraremos que dFg0 tem mesmo posto que dFe. Como F

homomorfismo, temos que ∀g ∈ G

F (Lg0)(g) = F (g0 ◦ g) = F (g0)F (g) = LF (g0)(F (g))

Em outras palavras (F (Lg0))e = (LF (g0)(F )e. Calculando diferencial em ambos os lados

dFg0 ◦ d(L(g0))e = d(LF (g0))ẽ ◦ dFe

Como d(Lg0)e e d(LF (g0))ẽ são difeomorfismos e composição com difeomorfismo não altera
posto de aplicação linear, segue que (dFg0)e tem posto constante.

□

Corolário 3.1 Um homomorfismo de grupo de Lie é isomorfismo de grupo de Lie se,
somente se, for bijetivo

Demonstração: Segue teorema do posto, pois garante que um homomorfismo bijetivo é
um difeomorfismo. □

1.3 Subgrupos de Lie

Definição 3.5 Um subgrupo de Lie de um grupo G é um subgrupo dotado com uma
topologia e estrutura suave, tornando-o uma subvariedade imersa de G.

Proposição 3.3 Seja G um grupo de Lie, suponha H ⊆ G um subgrupo que é também
uma subvariedade mergulhada. Então, H é subgrupo de Lie.

Lema 3.1 Suponha G um grupo de Lie e H ⊆ G um subgrupo aberto. Então, H é
um subgrupo de Lie mergulhado. Além disso, H é fechado, por isso é uma união de
componentes conexas de G.

Proposição 3.4 Seja F : G −→ H homomorfismo de grupo de Lie. O ker de F é um
subgrupo de Lie, cuja a codimensão é igual ao posto de F .
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Exemplo 3.5 GL+(n,R) ⊆ GL(n,R) descrito no Exemplo 3.1 é subgrupo aberto, logo
um subgrupo de Lie mergulhado.

Exemplo 3.6 O conjunto SL(n,R) de n × n de matrizes com determinante igual a 1, é
chamado grupo especial linear.

1.4 Álgebras de Lie

Introduziremos agora, de forma breve, a definição de álgebra de Lie, alguns exemplos
e definiremos a álgebra de Lie associada a um grupo de Lie.

Definição 3.6 Uma álgebra de Lie g é um espaço vetorial dotado por uma aplicação
bilinear [·, ·] : g × g −→ g, chamado colchete de Lie, satisfazendo para todo X, Y, Z ∈ g,

(i) [X, Y ] = −[Y, X] (anti-simetria)

(ii) [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y ] = 0 (identidade de Jacobi)

Exemplo 3.7 Seja g um espaço vetorial e definamos o colchete como [X, Y ] = 0 para
quaisquer X, Y ∈ g. Note que, dados X, Y, Z ∈ g a propriedade anti-simétrica é satisfeita
pois [X, Y ] = 0 = −[Y, X], da mesma forma, não é difícil verificar a identidade de Jacobi
nesse exemplo.

Exemplo 3.8 Uma álgebra associativa arbitrária A com colchete de Lie definido por

[x, y] = xy − yx,

para quaisquer x, y ∈ A, é uma álgebra de Lie. De fato, vale bilinearidade pois tomando
a, b ∈ A e um escalar arbitrário α, então para todo x ∈ A fixado, temos

[α(a + b), x] = α(a + b)y − yα(a + b) = αay + αby − yαa − yαb

= αay − yαa + αby − yαb = αay − αya + αby − αyb

= α(ay − ya + by − yb) = α([a, y] + [b, y])

Além disso, dados a, b ∈ A, temos

−[b, a] = −(ba − ab) = −ba + ab = [a, b],

verificando a anti-simetria.Por fim, verifiquemos a identidade de Jacobi. Dados a, b, c ∈
A,

[[a, b], c] + [[b, c], a] + [[c, a], b] = [ab − ba, c] + [bc − cb, a] + [ca − ac, b]
= (ab − ba)c − c(ab − ba) + (bc − cb)a − a(bc − cb) + (ca − ac)b − b(ca − ac)
= abc − bac − cab + cba + bca − cba − abc + acb + cab − acb − bca + bac = 0.

Exemplo 3.9 O conjunto dos campo de vetores de uma variedade suave munido com o
colchetes de campos é uma álgebra de Lie de dimensão infinita.
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Dado um grupo de Lie G considere g o conjunto dos campos de vetores invariantes à
esquerda. Se X, Y ∈ g, então [X, Y ] ∈ g, pois [dLgX, dLgY ] = dLg[X, Y ] para qualquer
g ∈ G. E consequentemente, g é uma álgebra de Lie quando munida com o colchete de
campos. Tal álgebra de Lie é a álgebra de Lie associada ao grupo de Lie G.

Considere a aplicação F : g → TeG dada por F (X) = X(e). Verifica-se que F é um
isomorfismo linear, cuja inversa associa a cada v ∈ TeG o campo invariante a esquerda
dado por

Xv(g) := d(Lg)e(v),

para qualquer g ∈ G. Assim a álgebra de Lie de um grupo de Lie coincidem o espaço
tangente à identidade munido do colchete [u, v] := [Xu, Xv].
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4 Ações de Grupos de Lie

Neste capítulo falaremos a respeito das ações de grupos de Lie e alguns resultados
relacionados a elas, com intuito de realizarmos a demonstração do Teorema de Slice.
Ações em grupos de Lie são aplicações diferenciáveis entre um grupo e uma variedade
diferenciável dada por α : G × M −→ M , satisfazendo algumas propriedades. A grosso
modo, a ação de um grupo de Lie G sobre uma variedade M é uma aplicação suave que
associa a cada elemento do grupo um difeomorfismo de M tal que a composição de tais
difeomorfismos dialoga bem com a operação do grupo. A referência [1] serviu inspiração
para escrita deste capítulo.

1 Ações de Grupos de Lie: Definições e Exemplos
Definição 4.1 Seja G um grupo de Lie e M uma variedade diferenciável. A aplicação
diferenciável α : G × M −→ M é chamada ação a esquerda de G em M , se:

(i) α(e, x) = e · x = x, ∀x ∈ M.

(ii) α(g1, α(g2, x)) = α(g1 · g2, x)∀g1, g2 ∈ G e∀x ∈ M.

De forma análoga, chamamos de ação a direita de G sobre M a aplicação diferenciável
α : M × G −→ M que satisfaz as condições do enunciado.

Observação 4.1 Frequentemente denotamos α(g, p) = g · p.

Exemplo 4.1 Considere G = GL(n,R), M = Rn e a aplicação α(A, x) = Ax. Observe
que α é uma aplicação suave, uma vez que é produto de matrizes. Temos ainda que a
aplicação α satisfaz

1. α(In, x) = In · x = x, ∀x ∈ Rn

2. α(A, α(B, x)) = α(A, Bx) = A(Bx) = (AB)x = α(AB, x), ∀A, B ∈ G e ∀x ∈ M ,

provando que aplicação α é uma ação de grupo de Lie.

Um fato importante a respeito das ações de Lie é que sempre podemos converter uma
ação à direita em uma ação à esquerda através do truque de definir g · p por p · g−1, o
mesmo vale para convertermos uma ação à esquerda a uma ação à direita. Diante disso,
não há perca de generalidade em focarmos nas ações a esquerda.

Proposição 4.1 Considere a ação suave α : G × M −→ M .
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(i) Cada X ∈ g induz um campo vetorial suave em M , chamado ação campo, por

X∗(p) := d

dt
α(exp(tX), p)

∣∣∣∣∣
t=0

.

Em particular, X∗ é tangente as órbitas.

(ii) O fluxo de X∗ é dado por φX∗
t = αexp(tX).

Demonstração: Dada função suave f em M , f ◦ α(exp(tX), p) é uma função suave de
R × M e portanto

X∗(f) = d

dt
(f ◦ α(exp(tX), p))

é suave.
Dado p ∈ M defina γp(t) = αexp(tX)(p) = α(exp(tX), p). Note que γ(0) = α(e, p) = p.

Além disso,

γ′
p(t0) = d

dt

∣∣∣∣
t=0

γp(t + t0) = d

dt

∣∣∣∣
t=0

α(exp((t + t0)X), p)

= d

dt

∣∣∣∣
t=0

α(exp(tX), α(exp(t0X), p))

= X∗(α(exp(t0X), p)) = X∗(γp(t0))

logo γp é curva integral de X∗ passando por p e isso implica o item (ii). □

Definição 4.2 Seja α : G × M −→ M uma ação à esquerda e x ∈ M . O subgrupo

Gx := {g ∈ G : α(g, x) = x} ⊂ G

é chamado grupo de isotropia ou estabilizador de x ∈ M . E o conjunto

G(x) := {α(g, x) : g ∈ G} ⊂ M

é chamado de órbita de α passando por x ∈ M . Se G(x) = {x} chamamos x de ponto
fixo em uma ação.

Observação 4.2 Qualquer grupo de isotropia de uma ação α : G × M → M é um
subgrupo fechado de G.

O subgrupo ⋂
x∈M Gx é chamado núcleo ineficaz da ação. No caso em que esse subgrupo

é trivial {e}, a ação é eficaz. Além disso, se Gx = {e}, para todo x ∈ M , chamamos de
ação livre. E ainda, se para todo x, y ∈ M , existe g ∈ G com α(g, x) = y, a ação é dita
transitiva. Observe que o grupo de isotropia Gx de um ponto fixo é todo grupo G, e uma
ação com pontos fixos não pode ser livre.

Fixados g ∈ G e x ∈ M definimos as seguintes aplicações suaves auxiliares:

αg : M −→ M

y 7−→ α(g, y)
αx : G −→ M

h 7−→ α(h, x).
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Verifica-se que αg é um difeomorfismo, pois αg−1 é sua inversa, que é suave. Além disso,
verifica-se que a órbita G(x) coincide com imagem da aplicação αx.

Exemplo 4.2 Seja G = SO2. Vamos determinar as órbitas e os subgrupos de isotropia
da ação

α : G × R2 −→ R2

(A, x) 7−→ Ax.

Uma vez que matrizes ortogonais determinam rotações em R2, a órbita dessa ação
passando por x ∈ R2 é G(x) = {y ∈ R2 : ||x|| = ||y||}, que é o círculo em R2 centrado na
origem de raio r = ||x||.

Se x é não nulo, o grupo de isotropia Gx coincide com o unitário da unidade {I}.
Verifiquemos essa afirmação. Considere uma base ortonormal β = {x, y} e A ∈ Gx. Note
que Ax = x e

Ay = ⟨Ay, x⟩x + ⟨Ay, y⟩y = ⟨Ay, Ax⟩x + ⟨Ay, y⟩y = ⟨y, x⟩x + ⟨Ay, y⟩y = ⟨Ay, y⟩y

Essa equação implica em particular, que

⟨Ay, y⟩2 = ⟨Ay, Ay⟩ = ⟨y, y⟩ = 1.

Logo ⟨Ay, y⟩ = ±1. E como ⟨Ax, y⟩ = ⟨Ay, x⟩ = 0. Temos

[A]β =
( 1 0

0 1

)
ou [A]β =

( 1 0
0 −1

)
.

Por outro lado, det A > 0, pois A ∈ SO2, e portanto [A]β = I. Para o caso em que x = 0,
x é ponto fixo da ação, ou seja, α(A, x) = x para qualquer A ∈ G. Logo G(0) = 0 e
G0 = {A ∈ SO2 : α(A, 0) = 0} = SO2.

Exemplo 4.3 Consideremos agora a ação de G = SO3 em M = R3 dada por α(A, p) =
Ap. Com raciocínio semelhante ao exemplo 4.2 temos que a órbita de α passando por
p = (x, y, z) ∈ R3 será G(p) = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = ||p||2} que é a esfera de
raio ||p|| centrada na origem. Em particular, se p = 0, então a órbita é a origem. Por
outro lado, se p ̸= 0, então o grupo de isotropia Gp é isomorfo a SO2. De fato, considere
W = p⊥. Inicialmente verifiquemos que W é A-invariante: dado v ∈ W

⟨Av, p⟩ = ⟨Av, Ap⟩ = ⟨v, p⟩ = 0

e portanto Av ∈ W , como desejávamos.
Consideremos agora β = {p̄ = p

∥p∥ , u1, u2} base ortonormal positivamente orientada
com u1, u2 ∈ W . Considere a matriz que representa A na base β

[A]β =


⟨Ap̄, p̄⟩ ⟨Au1, p̄⟩ ⟨Au2, p̄⟩
⟨Ap̄, u1⟩ ⟨Au1, u1⟩ ⟨Au2, u1⟩
⟨Ap̄, u2⟩ ⟨Au1, u2⟩ ⟨Au2, u2⟩

 =
 1 0

0 Ā
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onde Ā := A |W ∈ M2×2 ∈ (R). E assim, det Ā = detA > 0 e

⟨Āu, Āv⟩ = ⟨Au, Av⟩ = ⟨u, v⟩,

para qualquer u, v ∈ R2. Note que no segundo termo, identificamos u = (u1, u2) com
(0, u1, u2) e o mesmo para v. Portanto, Ā ∈ SO2. Defina as aplicações suaves ϕ : Gp →
SO2 e ϕ̄ : SO2 → Gp respectivamente por ϕ(A) = A|W e

ϕ̄(A) =
 1 0

0 A

 .

Observe que ϕ−1 = ϕ̄, e em particular, ϕ̄ é um difeomorfismo. Por fim note que ϕ̄(A.B) =
ϕ̄(A).ϕ̄(B). E portanto ϕ̄ é um isomorfismo de grupos de Lie.

Exemplo 4.4 Sejam G = SO2 × R e α(A, (x1, x2, x3)) = (A(x1, x2), x3 + b)
A órbita de α de p = (x1, x2, x3) ∈ R3 será um cilindro de raio r =

√
x2

1 + x2
2 se (x1, x2) ̸=

0, e será o eixo x3 caso contrário. O grupo de isotropia Gx de x = (x1, x2, x3) é isomorfo
a SO2 se (x1, x2) = 0. E caso contrário Gx = {I}. De fato, por itens anteriores temos
que A(x1, x2) = (x1, x2) ⇐⇒ A = I e x3 + b = x3 ⇐⇒ b = 0, que formam o elemento
neutro (I, 0) do grupo G.

Exemplo 4.5 Considere a ação α de G = SO2 em M = R3 dada por α(A, (x1, x2, x3)) =
(A(x1, x2), x3). Se x = (x1, x2, x3), então a órbita G(x) coincidirá como o círculo de raio
r =

√
x2

1 + x2
2 e centro (0, 0, x3). Em particular, se (x1, x2) = 0, G(x) = x. Utilizando

argumentos análogos aos casos anteriores, concluímos que o grupo de isotropia Gx = I.

Definição 4.3 Considere α1 : G × M1 −→ M1 e α2 : G × M2 −→ M2 ações à esquerda.
Uma aplicação f : M1 −→ M2 é chamada equivariante se α2(g, f(x)) = f(α1(g, x)), para
quaisquer x ∈ M1 e g ∈ G.

Exemplo 4.6 Seja α : G × M −→ M uma ação. Verifiquemos que α : G × TM −→ TM

definida por α(g, (p, v) := (α(g, p), d(αg)pv) é uma ação de G em TM , e que a projeção
canônica π : TM −→ M, dada por π(p, v) = p é uma aplicação G-equivariante. De fato,
α é uma ação, pois

(i) α(I, (p, v)) = (α(I, p), d(αI)pv) = (p, v)

(ii) α(g1, α(g2, (p, v))) = α(g1, (α(g2, p), d(αg2)pv)) = (α(g1, α(g2, p)), (dαg1)α(g2,p)(dαg2)pv) =
(α(g1g2, p), d(αg1 ◦ αg2)pv) = α(g1g2, (p, v)).

Como a aplicação π satisfaz a condição da definição 4.3,

π(α(g, (p, v))) = π((α(g, p), d(αg)pv)) = (α(g, p) = α(g, π(p, v)),

concluímos que π é G-equivariante.
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Exemplo 4.7 Seja α : G × M −→ M ação à esquerda. Observe que o grupo de iso-
tropia Gx muda por conjugação conforme x se move ao longo de sua órbita G(x). Mais
precisamente, Gα(g,x) = gGxg−1. De fato, fixemos h ∈ Gα(g,x), segue por definição que
α(h, α(g, x)) = α(g, x) ⇔ hgx = gx ⇔ g−1hgx = g−1g ⇔ g−1hgx = x ⇔ h ∈ g−1Gxg

Proposição 4.2 Se α é uma ação à esquerda em uma variedade M , então

ker d(αx)g0 = Tg0(g0Gx).

Se α ação a direita, então ker d(αx)g0 = Tg0(Gxg0).

Demonstração: Dado v ∈ Tg0(g0Gx) tome γ = g0γ0 curva suave em G onde γ0 é uma
curva suave em Gx tais que γ(0) = g0 e γ′(0) = v. Logo

dαx(v) = d

dt
|t=0α(γ(t), x) = d

dt
|t=0α(g0γ0(t), x)

= d

dt
|t=0α(g0, α(γ0(t), x)) = d

dt
|t=0α(g0, x) = 0

e portanto v ∈ ker d(αx)g0 .
Por outro lado, dim d(αx)g0 = dim G − dim Im d(αx)g0 e

dim Im d(αx)g0 = dim G(x) = dim G − dim Gx.

Logo dim d(αx)g0 = dim Tg0(g0Gx), pois dim Gx = dim Tg0(g0Gx). □

Definição 4.4 Uma ação α : G × M −→ M é própria se a aplicação

G × M ∋ (g, x) 7−→ (α(g, x), x) ∈ M × M (4.1)

é própria, isto é, se a pré-imagem de qualquer subconjunto compacto de M × M sobre 4.1
é subconjunto compacto de G × M .

Como a pré-imagem de (x, x) ∈ M × M sob a aplicação acima é Gx × {x}, o grupo
de isotropia é um fechado de G, e quando a ação α for própria, Gx é compacto.

Proposição 4.3 Uma ação α : G × M −→ M é própria se, e somente se, para qualquer
sequência {gn} ∈ G e qualquer sequência convergente {xn} ∈ M tal que {α(gn, xn)} é
convergente, então {gn} admite subsequência convergente.

Teorema 4.1 Seja α : G × M → M uma ação a esquerda e defina α̃ : G/H → M por

α̃p ◦ ρ = αp,

onde H = Gp é o grupo de isotropia de p ∈ M e ρ : G → G/H é a aplicação quociente.
Então α̃p é uma imersão injetora G-equivariante cuja imagem coincide com a órbita G(p).
Em particular, uma órbita G(p) é uma subvariedade imersa tal que

TpG(p) = dα̃p(g).

Se adicionalmente α for uma ação própria, então G(p) é subvariedade mergulhada.
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Demonstração: Vide [1]. □

Definição 4.5 Seja (M, ⟨, ⟩) uma variedade Riemanniana. Uma ação α : G×(M, ⟨, ⟩) →
(M, ⟨, ⟩) é uma ação isométrica se para qualquer g ∈ G a aplicação αg é uma isometria
de (M, ⟨, ⟩).

Exemplo 4.8 A ação canônica de qualquer subgrupo de O(n) no espaço Euclidiano Rn

é uma ação isométrica.

Observação 4.3 Seja α : G × M → M uma ação a esquerda. As órbitas

FG = {G(p); p ∈ M}

formam uma partição de M por subvariedades imersas, pelo Teorema 4.1. A Proposi-
ção 4.1, a partição FG constitui uma folheação singular. Em particular, se Gp = Id

para qualquer p ∈ M , então FG é uma folheação regular, que é dada localmente como
pré-imagem de submersão.

Se (M, ⟨, ⟩) é uma variedade Riemanniana e α é uma ação isométrica em (M, ⟨, ⟩),
então a folheação FG é uma folheação Riemanniana singular, ou seja, é uma folheação
singular tal que qualquer geodésica que é ortogonal a uma órbita, segue ortogonal a qual-
quer órbita que encontrar. Quando FG é uma folheação regular, localmente é dada por
uma submersão Riemanniana.

2 Teorema de Slice
Nesta seção falaremos a respeito do Teorema de Slice Esse teorema foi provado inici-

almente por Koszul e tem sido ferramenta fundamental na Teoria dos grupos de transfor-
mações. Tal resultado permite reduzir o estudo de uma ação de grupo de Lie próximo a
uma órbita ao estudo da geometria transversal à órbita. E outra consequência importante
é a existência de vizinhança tubular de uma órbita. A referência aqui usada será [1].

Definição 4.6 Seja α : G × M −→ M uma ação. Um slice em x0 é uma subvariedade
mergulhada Sx0 contendo x0 e satisfazendo as seguintes propriedades.

1. Tx0M = Tx0G(x0) ⊕ Tx0Sx0 e TxM = TxG(x) + TxSx0 , ∀ x ∈ Sx0 .

2. Sx0 é invariante por Gx0, i.e, se x ∈ Sx0 e g ∈ Gx0, então α(g, x) ∈ Sx0 .

3. Se g ∈ G deixa Sx0 invariante (ou seja, α(g, x) ∈ Sx0 , ∀x ∈ Sx0), então g ∈ Gx0 .

Exemplo 4.9 Considere a ação

α : (SO2 × R) × R3 −→ R3

((A, r), x) 7−→ (A(x1, x2), x3 + r)
.
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Vamos construir um slice passando por x para essa ação. Suponha inicialmente o ponto
x = (0, 0, x3). Considere uma curva suave γ = (v, 0, g(v)) com v ∈ (−ϵ, ϵ) tal que γ(0) = x

e g(−v) = v. Agora defina a superfície de revolução gerada pela curva γ em torno do eixo
x3:

φ(u, v) = (v cos u, v sin u, g(v)). (4.2)

Verifica-se que tal superfície é um slice passando por x.

Lema 4.1 Seja α : G × M → M ação à esquerda. Dado x0 ∈ M , existem U vizinhança
aberta de x0 e Λ = {X1, ..., Xk} campos em U tais que

1. Λ é linearmente independente;

2. Λ(p) = {X1(p), ..., Xk(p)} ⊂ TpG(p), ∀ p ∈ U ;

3. Λ(x0) é base para Tx0G(x0).

Demonstração: Segue da Proposição 4.1 e por continuidade. □

Teorema 4.2 Seja α : G×M −→ M uma ação própria e x0 ∈ M . Então existe um slice
Sx0 no ponto x0.

Demonstração: Sejam α : G×M −→ M uma ação própria, H subgrupo de isotropia
em x0 e ω uma forma volume invariante à direita em H. Considere a métrica Riemanniana
definida por:

⟨X, Y ⟩p :=
∫

H
≪ dαgX, dαgY ≫α(g,p) ω

onde ≪, ≫ é uma métrica Rimanniana arbitrária em M . Afirmo que a subação do grupo
de isotropia H = Gx0 é uma ação isométrica. De fato, se f : H −→ R é dada por

f(g0) =≪ dαg0(X), dαg0(Y ) ≫α(g0,p) (4.3)

para qualquer (g0, p) ∈ H × M e X, Y ∈ TpM fixados, então pelo Teorema Mudança de
Variável 1.8

⟨dαg0(X), dαg0(Y )⟩α(g0,p) :=
∫

H ≪ dαg(dαg0X), dαg(dαg0Y ) ≫α(g,α(g0,p)) ω

=
∫

H ≪ d(αg ◦ αg0)(X)), d(αg ◦ αgo)(Y )) ≫α(g·g0,p)) ω

=
∫

H ≪ d(αg·g0)(X)), d(αg·g0)(Y )) ≫α(g·g0,p)) ω

=
∫

H ≪ d(αRg0 (g))(X)), d(αRg0 (g))(Y )) ≫α(g·g0,p)) R∗
g0ω

=
∫

H f(Rg0(g))R∗
g0ω

=
∫

H R∗
g0(fω)

=
∫

Rg0(H)
(fω)

=
∫

H fω

=
∫

H ≪ dαg(X), dαg(Y ) ≫α(g,p) ω

= ⟨X, Y ⟩p.
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Temos ainda que dado g ∈ H, o operador linear d(αg)x0 : Tx0M −→ Tx0M deixa o
espaço tangente Tx0G(x0) invariante. De fato, dado v ∈ Tx0G(x0), existe γ : (−ϵ, ϵ) −→
G(x0) tal que γ(0) = x0 e γ′(0) = v. Logo

dαg(v) = dαg(γ′(0)) = d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

αg(γ(t)).

Observe que αg(x0) = x0 e αg(γ(t)) ∈ G(x0), portanto

dαg(v) = d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

αg(γ(t)) ∈ Tx0G(x0).

Ademais dαg(Tx0G(x0)) = Tx0G(x0), pois αg é difeomorfismo e pelo Teorema do Núcleo e
Imagem, dim dαg(Tx0G(x0)) = dim Tx0G(x0).

Portanto, como H age por isometrias, concluímos que o diferencial dαg em x0 deixa
invariante o complemento ortogonal a Tx0G(x0) com respeito à métrica ≪, ≫.

Vamos agora definir um candidato a slice em x0 por

Sx0 := expx0(B) (4.4)

com B = Bϵ(0) ∩ (Tx0G(x0))⊥ onde Bϵ(0) ⊂ Tx0M é uma bola normal.
Verificaremos nesse parágrafo a condição 1 da definição 4.6. Dado x ∈ Sx0 seja v =

exp−1
x0 (x) ⊂ B. Logo, por construção,

TxSx0 = d(expx0)v(TvB)
= d(expx0)v(Tx0G(x0))⊥.

Em particular, para x = x0 temos que d(expx0)0 = I. E portanto Tx0Sx0 = (Tx0G(x0))⊥ e

Tx0G(x0) ⊕ Tx0Sx0 = Tx0M.

Para concluirmos a prova do item 1 da definição 4.6, precisamos verificar que temos uma
soma para qualquer x ∈ Sx0 : TxM = TxG(x0) + TxSx0 . Seja {Yk+1, ..., Yk+s} referencial
local de Sx0 em torno de x0, ou seja, existe Ṽ vizinhança aberta de x0 em Sx0 tal que
{Yk+1(x), ..., Yk+s(x)} é base TxSx0 , para todo x em Ṽ . Sejam X1, .., Xk campos definidos
no Lema 4.1. Agora considere

{
∂

∂X1
, ...,

∂

∂Xn

}
referencial local de M em torno de x0.

Defina
f : Ṽ ∩ U −→ R

p 7−→ det(aij),

onde aij : Ṽ → R são funções suaves tais que Xi = ∑
j aij

∂

∂Xj

para i = 1, ..., k e

Yi = ∑
j aij

∂

∂Xj

para i = k + 1, .., n. Note que f(x0) ̸= 0, pois por construção

{X1(x0), ..., Xk(x0), Yk+1(x0), ..., Yk+s(x0)}
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é base para Tx0M . Por continuidade, existe V vizinhança aberta de x0 em Sx0 tal que
f(x) ̸= 0, ∀ x ∈ Ṽ . Logo {X1(x), ..., Xk(x), Yk+1(x), ..., Yk+s(x)} é linearmente indepen-
dente e como dim M = k + s concluímos que também é base para TxM , para todo
x ∈ V ⊂ Sx0 . Como por construção {X1(x), ..., Xk(x)} ⊂ TxG(x) e {Yk+1(x), ..., Yk+s(x)}
é base de TxSx0 , concluímos que TxM = TxG(x0) + TxSx0 .

Verifiquemos agora a condição 2, isto é, Sx0 é invariante por H. Dado x ∈ Sx0 existe
v ∈ B tal que x = βv(1), onde βv(t) = exp(tv) é a geodésica com β′

v(0) = v e βv(0) = x0.
Dado g ∈ H defina a curva

β̃(t) = αg(βv(t)).

Note que β̃(0) = αg(x0) = x0. Além disso, como αg é isometria e d(αg)x0 deixa B

invariante, temos que β̃ é a geodésica tal que

β̃′(0) = dαg(β′
v(0)) = dαg(v) ∈ B.

Consequentemente β̃ está contida em Sx0 por definição. Portanto

αg(x) = αg(βv(1)) = β̃(1) = expx0 β̃(0) ∈ Sx0 ,

pois β̃(0) ∈ B. Assim concluímos que αg(x) ∈ Sx0 .
Suponhamos que o item 3 não é válido para todo ϵ > 0, em particular para ϵ = 1

n
.

Logo existem sequências {xn} ∈ Sx0 e {gn} em G tais que α(gn, xn) ∈ Sx0 e gn /∈ H.
Como consequência

xn 7−→ x0 e α(gn, xn) 7−→ x0. (4.5)

Uma vez que α é ação própria, segue da Proposição 4.3, que existe subsequência conver-
gente de {gn}, digamos

gn 7−→ g ∈ G.

Por continuidade e pela equação 4.5 temos que

x0 = lim α(gn, x0) = α(lim gn, x0) = α(g, x0).

Logo g ∈ H. Defina a sequência {g̃n} := {g−1gn}. Então,

α(g̃n, xn) = α(g−1gn, xn) = α(g−1, α(gn, xn))

como g−1 ∈ H e α(gn, xn) ∈ Sx0 concluímos pelo item 2 da definição que α(g̃n, xn) ∈ Sx0 .
Nosso intuito agora é utilizar o Teorema da Função Inversa para mostrarmos que

α(g̃n, xn) /∈ Sx0 , que é contradição. Observe que por construção g̃n /∈ H, lim g̃n = e e
lim(g̃n, xn) = x0.

Sejam W subespaço de TeG de modo que TeG = W ⊕TeH e C = exp U é subvariedade
de G contendo e para alguma subvariedade aberta U ⊂ W com 0 ∈ U .
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Afirmação 4.1 Para todo g̃n próximo da identidade, existem cn ∈ C e hn ∈ H tais que
g̃n = cnhn.

Demonstração: Considere a função f : C ×H → G dada por f(c, h) = c.h. Note que
dfe é um isomorfismo linear. Logo pelo Teorema da Função Inversa, existem vizinhanças
abertas U0 de p em TeG e V0 de e em G tais que f |(U0) : U0 → V0 é um difeomorfismo.
Isso nos permite concluir a afirmação.

□

Além disso, considere aplicação

φ : C × Sx0 −→ M

(g, x) 7−→ α(g, x).

Afirmação 4.2 A aplicação dφ(e,x0) : T(e,x0)(C × Sx0) −→ Tx0M é isomorfismo linear.
Demonstração: Seja dφ(e,x0) : T(e,x0)(C × Sx0) −→ Tx0M , onde T(e,x0)(C × Sx0) =

(TeC × {0}) + ({0} × Tx0Sx0). Calculemos dφ(e,x0)(X) com X = (x1, x2). Para isso,
consideremos uma curva γ(t) = (g(t), x(t)) ⊂ (C ×Sx0) tal que γ(0) = (e, x0) e γ′(0) = X.

Caso 1: Suponha que x2 = 0. Nesse caso, podemos tomar γ(t) = (g(t), x0), assim
γ′(t) = (g′(t), 0) e para t = 0 concluímos g′(0) = x1. Logo

dφ(e,x0)(X) = d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

α(g(t), x0) = d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

αx0(g(t)) = d(αx0)e(x1).

Portanto,
dφ(e,x0)(TeC × {0}) = d(αx0)e(TeC) (4.6)

Caso 2: Suponha que x1 = 0 e tome γ(t) = (e, x(t)) com x(0) = x0 e x′(0) = x2. Logo

dφ(e,x0)(X) = d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

α(e, x(t)) = x′(0) = x2.

Portanto,
dφ(e,x0)({0} × Tx0Sx0) = I. (4.7)

Note que,

dφ(e,x0)(T(e,x0)(C × Sx0)) = dφ(e,x0)(TeC × {0}) ⊕ dφ(e,x0)({0} × Tx0Sx0)
= d(αx0)e(TeC) ⊕ Tx0Sx0

Por outro lado, segue da Proposição 4.2 que ker(dαx0) = TeH. Assim,

d(αx0)e(TeC) = d(αx0)e(TeH + TeC)
= d(αx0)e(TeG)

Segue do item (1) da definição que

dφ(e,x0)(T(e,x0)(C × Sx0)) = d(αx0)e(TeG) ⊕ Tx0Sx0

= Tx0M
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Logo, dφ(e,x0) é sobrejetora. Provemos agora que dφ(e,x0) é injetora. De fato, seja

0 = dφ(e,x0)(x1, x2) = dαx0(x1) + x2

Logo dαx0(x1) = −x2 ∈ Tx0Sx0, porém dαx0(x1) = d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

α(g(t), x0) ∈ Tx0G(x0) e como

Tx0Sx0 ∩ Tx0G(x0) = {0} segue que

0 = x2 = d(αx0)e(x1)

Logo x1 ∈ ker(dαx0)e ∩ TeC = {0}. Pois ker(dαx0) = TeH e TeG = TeH ⊕ TeC. Portanto,
x = (x1, x2) = (0, 0). □

Segue do Teorema da Função Inversa que existe Ũ = U × V vizinhança aberta de
(e, x0) em C × Sx0 tal que

φ|U : U × V −→ φ(U × V )

é difeomorfismo local. Assim, sendo cn ̸= e, pois g̃n /∈ H e hn ∈ H e lim φ(cn, α(hn, xn)) =
x0, temos que

α(g̃n, xn) = α(cnhn, xn) = α(cn, α(hn, xn))
= φ(cn, α(hn, xn)) /∈ Sx0

que é contradição. Finalizando assim nossa prova. □
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