i et
VIRTUTE SPIRITYS
12;?& |

UNIVERSIDADE FEDERAL DA BAHIA

ESCOLA POLITECNICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM
ENGENHARIA DE ESTRUTURAS

LUIS FERNANDO DE SOUZA DIAS

ESTUDO NUMERICO DO FENOMENO DO
AMORTECIMENTO EM ESTRUTURAS SOLIDAS SUBMETIDAS
A CARREGAMENTOS IMPULSIVOS

Salvador
2015



LUIS FERNANDO DE SOUZA DIAS

ESTUDO NUMERICO DO FENOMENO DO AMORTECIMENTO EM
ESTRUTURAS SOLIDAS SUBMETIDAS A CARREGAMENTOS IMPULSIVOS

Dissertacdo apresentada ao Programa de Pos-
graduacdo em Engenharia de Estruturas,
Escola Politécnica, Universidade Federal da
Bahia, como parte integrante dos requisitos
para obtencdo do titulo de mestre em
Engenharia  de  Estruturas; area de

concentracdo: Mecanica Computacional.

ORIENTADORA: Prof.2 Dr.2 Paula Frassinetti Cavalcante

Salvador
2015



ESTUDO NUMERICO DO FENOMENO DO AMORTECIMENTO EM
ESTRUTURAS SOLIDAS SUBMETIDAS A CARREGAMENTOS IMPULSIVOS

Autor:

Luis Fernando de Souza Dias

Orientadora:

Prof.2 Dr.2 Paula Frassinetti Cavalcante

Avaliador:

Prof. Dr. Anderson de Souza Matos Gadea

Avaliador:

Prof. Dr. Alberto Borges Vieira Jr.

Salvador, 09 de dezembro de 2015.



Com amor e saudade, dedico este trabalho a minha familia que, embora
fisicamente separados, todos os dias fazemos do outro o alicerce para o
enfretamento das dificuldades cotidianas.

Dedico-o também ao amor da minha vida, Rosangela.



AGRADECIMENTOS

Agradeco a Deus por ter dado forgca para continuar sempre.

Agradeco a meus pais pela importancia que me foi dada quando decidi
continuar os estudos e por ndo me abandonarem um soé instante.

Também a meus irmaos, Lipe e Jodo, pelo companheirismo e apoio de
sempre que, mesmo longe, cada um a seu jeito, me fazem rir e ver a vida com
mais leveza.

A RO, agradeco por acreditar em meu sucesso, repetindo “vocé sempre
consegue! ” a cada novo impasse que aparecia para me desafiar todo dia, além
do riso, carinho e amor.

Aos meus amigos e companheiros de republica e do mestrado, por me
fazerem rir por qualquer besteira!

Agradeco a minha orientadora, Paula, por me apoiar intelectualmente,
além de me dar autonomia e seguranca no processo de desenvolvimento deste

trabalho.



‘Duvidar de tudo ou acreditar em tudo, sao duas solugdes igualmente
cémodas que nos dispensam, ambas, de refletir. ”

Henri Poincaré



DIAS, Luis Fernando de Souza. ESTUDO NUMERICO DO FENOMENO
DO AMORTECIMENTO EM ESTRUTURAS SOLIDAS SUBMETIDAS A
CARREGAMENTOS IMPULSIVOS. 2015. Dissertacdo — Departamento de
Construcdo e Estruturas. Escola Politécnica, Universidade Federal da Bahia,
Salvador, 2015.

RESUMO

A presenga do amortecimento em sistemas estruturais pode ser de
consideravel relevancia no comportamento dos niveis de vibracdo, respostas
transientes, transmissibilidade, raz&o de decaimento e outras caracteristicas
gue séo influenciadas pela caracterizacdo da dissipacdo de energia. Neste
trabalho, esta apresentado um estudo numérico que permite a estimativa do
amortecimento presente em estruturas e sua influéncia nas respostas quando o
carregamento é configurado na forma de um impulso, mostrando que a
influéncia da matriz de rigidez nas equacdes do movimento pode, muitas
vezes, ser desprezada sem consideravel perda de informacdes a este respeito.
A matriz de amortecimento foi construida com base no modelo viscoso de
Rayleigh, fazendo uso dos modos normais extraidos do sistema a partir do
método dos elementos finitos, através do método de Jacobi, que foi viavel com
a reducdo da ordem das matrizes dada pelo método de iteracdo por
subespacos. Em seguida as respostas no dominio do tempo foram
conseguidas pelo método de Newmark, feitas no FEMAP. Os métodos
implementados, foram feitos em linguagem de alto nivel C++ e Matlab e
mostraram resultados satisfatorios, permitindo averiguar o distanciamento entre
0s niveis de deslocamento quando a matriz de amortecimento esta presente

nas equacdes do movimento.

Palavras-chave: andlise modal, carregamento impulsivo, amortecimento

proporcional.
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ABSTRACT

The presence of the structural damping systems can be of considerable
importance in the behavior of vibration Ilevels, transient responses,
transferability, decay ratio and other characteristics that are influenced by the
energy dissipation characteristics. In this work a numerical study that allows
estimation of this damping structures and their influence on responses when
loading is configured in the form of a pulse is presented, showing that the
influence of the stiffness matrix in equations of motion can often be neglected
without considerable loss of information in this regard. The damping matrix was
constructed based on the viscous model Rayleigh, making use of normal modes
taken from the system from the finite element method, using the Jacobi method,
which has been feasible to reduce the order of the matrices given by the
method By iteration subspaces. Then the responses in the time domain were
obtained by Newmark method made in FEMAP. The methods implemented are
made high-level C ++ language and Matlab and showed satisfactory results,
allowing to determine the distance between the levels of displacement when the

damping matrix is present in the equations of motion.

Keywords: modal analysis, impulsive loading, proportional damping.
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ABREVIATURAS E SIMBOLOGIA

[M], M — Matriz massa,

M', M¢ — Matriz de massas concentradas e consistente respectivamente.

M, ,- (k + 1)ésima projecdo da matriz de massa.

m — Massa concentrada.

p - Densidade volumétrica.

0p, tp,t*Ap — Densidade volumétrica no tempo t = 0, t e t+ At,
respectivamente.

a,, a, — Coeficientes de ponderacao da matriz de massa.

[C], C - Matriz de amortecimento.

c — Coeficiente de amortecimento.

[K], K — Matriz de rigidez.

K; .1- (k+1) ésima projecao da matriz de rigidez.

k — Coeficiente de Rigidez.

K;, Ky, — Matriz de rigidez linear e nao linear, respectivamente.

%,%,x — Vetores posicao, velocidade e aceleracao, respectivamente.

x,(t) — Vetor posicdo. Solugdo particular da equacéo diferencial do
sistema massa mola.

u, u, ii- Vetores deslocamento, velocidade e aceleracéo, respectivamente.

ALy, tu, 'u — Vetores inscritos no tempo t+At, t e tempo inicial,
respectivamente.

X,- Vetor posicéo.

Au; — Incremento de deslocamento.

v, - Velocidade inicial.

At — Incremento de tempo.
F- Vetor forca.
F(t)- Vetor forca variavel no tempo.

F(At)- Vetor forca dado em um incremento de tempo qualquer.

-

E,q- Amplitude da forca.
F;, F,, F, — Forca de inércia, amortecimento e elastica, respectivamente.

A; - I-ésimo autovalor de uma transformacao.
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X; — Autovetor referente a A;.

X,.- Autovetor referente a k-ésima iteracao.

[D], D — Matriz dinamica.

Ay - Matriz de transformacéo qualquer referente a uma iteracao k.

P,, PT, - Matriz de transformacdo do método de Jacobi e sua transposta.

(ambos referentes a uma iteragéo k).

p;j — Elemento da matriz P.

0 — angulo de rotacédo da matriz P

A — Matriz diagonal de autovalores.

& — Matriz ortogonal de autovetores dispostos em suas colunas.

Qi+1 — (k+1)ésima matriz de autovetores.

a, B — Coeficientes de Rayleigh.

w; — I-eésima frequéncia natural de uma estrutura.

¢; — I-ésimo fator de amortecimento de uma estrutura.

04, tA4, A4 — Area superficial de um corpo nos instantes t=0, t e t + At.
Oy, ty,t*Aty — Volume de um corpo nos instantes t = 0, t e t + At.

t, - Forcas de superficie

fi. — Forcas de corpo.

R — Soma das forcas externas sobre um corpo.

Y(a) — Residuo de uma fungéo qualquer.

f(x) — funcao qualquer de x.

wext, wint — Trabalho realizado pelas forcas externas e internas,
respectivamente.

Sij — Componentes cartesianos do segundo tensor das tensdes de Piola-
Kirchhoff, §.

€;j - Coordenadas cartesianas do tensor das deformacbes de Green-
Lagrange, €.

u;,; - Derivada do deslocamento u na direcéo i com relacado a direcéo j.

Cijr: - Tensor constitutivo do material.

B, — Matriz de transformacéo linear deslocamento-deformacgao.

By, - Matriz de transformacao néo-linear deslocamento-deformacao.
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F — Vetor de forcas devido a tenséo interna no material.

h; - Funcdes de interpolacéo.

[H] - Matriz de fungbes de interpolacgéo.

[0h] - Matriz de derivadas parciais das fungdes de interpolacao.

qd - Vetor das derivadas dos deslocamentos.

j — Determinante da matriz jacobiana [J].

y,6,u - ParAmetros do método de Newmark

[['] - Matriz inversa da matriz jacobiana.

U, Uy- Energia potencial de um corpo qualquer, energia potencial
elastica, respectivamente.

h - Altura.

A.s:- Deflexdo da mola sob carregamento estatico.

A4 — deflexdo da mola sob carregamento dinamico.

n — Coeficiente de multiplicacéo devido ao efeito dinamico.

F,; — Forga aplicada sob efeito dinamico.

F,.- Forca estatica.

f — relacdo entre coeficiente de multiplicacdo e intervalo de crescimento
da forca.

PVT — Principio dos Trabalhos Virtuais

MIS — Método de Iteracao por subespacos.

MEF — Método dos elementos finitos.

MDNA — Modal and Dynamic Numerical Analysis.

GMDNA — Graphical - Modal and Dynamic Numerical Analysis.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracg®es Iniciais

O entendimento do comportamento dos meios continuos €, em geral, o
maior objetivo da andlise estrutural no que diz respeito aos fenédmenos fisicos
presentes, quando estes sdo submetidos a acOes externas de carregamento e
condicdes de contorno. Dessa forma um modelo matematico, onde as
respostas obtidas sédo satisfatoriamente condizentes com a realidade
fenomenoloégica da estrutura, é conseguido a partir das grandezas
relacionadas, dentre outros, com as propriedades que descrevem seu material
constituinte.

Um sistema dinamico é caracteristico pelo surgimento da influéncia das
forcas de inércia no desenvolvimento de seu movimento, em adicao as forcas
elasticas presentes na estatica dos solidos deformaveis, entretanto sdo as
forcas de dissipacdo, isto €, as forcas pelas quais se transfere energia cinética
para fora do sistema na forma de calor, que se apresentam com relativa
complexidade e imprecisdo. O fendmeno do amortecimento presente nos
materiais, chamado de amortecimento histerético, diferentemente da inércia e
rigidez, ndo € bem definido apenas em funcdo do material, mas comporta-se
diferentemente em funcdo dos diversos parametros do sistema. Assim, uma
abordagem diferenciada sobre o efeito da dissipacéo da energia vibratoria pode
ser realizada para assegurar uma avaliacdo precisa do sistema estrutural.

Uma abordagem largamente utilizada no estabelecimento do coeficiente
de amortecimento é feita a partir de testes experimentais do sistema no qual se
deseja estudar, onde este € posto a vibrar sob uma condicdo livre de
carregamentos e 0s vetores componentes do deslocamento de pontos pré-

definidos e distribuidos ao longo da estrutura, alimentam discretamente um
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modelo matemético a partir da determinacdo do decremento logaritmico da
resposta.

Outra metodologia ndo menos utilizada, consiste na combinag&o linear
das matrizes de massa M e rigidez K, formando uma matriz de amortecimento
C proporcional, e que na forma C = aM + K € chamado de amortecimento de
Rayleigh. A coeréncia deste, relacionando-o com o modelo real, se da na
determinacdo dos coeficientes a e B que sdo definidos em funcédo de
determinados parametros, particulares de cada sistema.

O enfoque deste trabalho alicerca-se no estudo da influéncia com que o
amortecimento, modelado aqui como proporcional, implica nas respostas
obtidas quando uma estrutura, discretizada com elementos finitos volumétricos,
€ submetida a um tipo de carregamento em especial, isto €, 0 carregamento no
formato de pulsos. A formulacdo do elemento finito aqui apresentada permite a
presenca de grandes deslocamentos, mas pequenas deformacdes devido a

metodologia adotada nas implementagdes computacionais.

1.2 Objetivos

Este trabalho tem como principal objetivo, a realizacdo de estudos,
baseados em anélise numérica, a respeito da influéncia quantitativa exercida
pela matriz de amortecimento nas equacfes do movimento de estruturas
sblidas e suas respectivas respostas quando estdo presentes excitacdes
constituidas na forma de pulso.

Contemplam os objetivos especificos:

O estudo da matriz de amortecimento proporcional, gerada a partir da
analise modal, obtida com uso de métodos numéricos para solucdo do
problema de autovalor.

O tratamento dado ao carregamento impulsivo, quando comparados com

outros tipos de carregamentos existentes em problemas de engenharia.
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1.3 Justificativa

A presenca nao rara de carregamentos configurados em forma de pulsos
no cotidiano de estruturas, tais como edificios, maquinas, equipamentos, entre
outros, nos leva a necessidade de sua compreensdo em detalhes.

Em muitos casos préticos, contudo, aproximacdes destes carregamentos
dindmicos, sao feitos, considerando-os estaticos ou quase-estaticos. Todavia,
guando sua magnitude se eleva, ou as solicitacdes se mostram também
elevadas, o estudo do histérico das respostas deve ser levado em
consideracao, configurando uma andlise suficientemente complexa.

Além disso, atribui-se a este estudo, uma contribuicdo no entendimento
do fendbmeno de amortecimento e seu tratamento matematico nos calculos
numericos na engenharia de estruturas, uma vez que esse €, em muitas

situacOes, desprezado ou de dificil definicdo nas equa¢des governamentais.

1.4 Metodologia

A metodologia relacionada com o desenvolvimento deste trabalho
consiste em: Levantamento tedrico a respeito de elementos fundamentais nas
analises aqui propostas, isto é; modelos e mecanismos de amortecimento
utilizados na modelagem matematica de estruturas, métodos numéricos de
integracdo, solucdo do problema de autovalor e solugcdo de sistemas de
equacdes nao lineares.

Realizar-se-4 a formulacdo matematica referente ao elemento finito
utilizado nas analises aqui presentes. Além disso, a constru¢cdo do modelo
onde o carregamento configura-se como um carregamento impulsivo. A
metodologia compreende ainda, a implementacao computacional dos métodos
supracitados para realizacdo dos calculos utilizados nas analises que, por fim,
serdo estudados e avaliados para concluir-se a respeito dos objetivos
propostos.

Em suma, a construcdo do estudo se d4, inicialmente, a partir do calculo
dos coeficientes de Rayleigh, utilizando-se da analise modal e seus respectivos

meétodos associados, isto €, método de Jacobi e Iteracdo de subespacos, o0 que
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permitird a construcdo da matriz de amortecimento utilizada nas equacfes do
movimento. Por fim, utilizam-se os resultados obtidos das respostas nas
analises transientes para se avaliar a influéncia imposta pela consideracao do

amortecimento nas equagoes.

1.5 Organizacéo do Trabalho

Este trabalho esta organizado em 5 capitulos, onde:

No capitulo 1, estdo apresentados os objetivos, justificativa e
metodologia, necessariamente nesta ordem, tomados como alicerce para a
construcao desta dissertacao.

No capitulo 2 encontra-se a fundamentacdo tedrica, onde foram
levantadas bibliografias referentes aos métodos numéricos que permitirdo a
construcdo da base para a implementacdo dos algoritmos referentes as
analises propostas neste texto, além da teoria a respeito do fendbmeno de
amortecimento.

As formulacbes matematicas, referentes ao método dos elementos finitos,
aplicadas e o modelo constituido pelo carregamento de impulso, foram
construidos, ambos, no capitulo 3.

O capitulo 4 traz a organizacdo dos algoritmos e toda a implementacao
computacional dos métodos desenvolvidos nos capitulos anteriores.

Finalmente, encontra-se no capitulo 5 as andlises realizadas com o
objetivo de se avaliar as respostas no dominio do tempo para um conjunto de
problemas amortecidos e ndo amortecidos.

O capitulo 6 traz uma conclusdo sobre as andlises realizadas

anteriormente.
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Capitulo 2

Fundamentacao Teorica

Os conceitos necessarios para 0 embasamento dos estudos e
implementacdes realizadas neste trabalho, fundamentam-se nos textos a
seguir, contudo, a busca por bibliografia mostrou uma escassez de estudos no
gue diz respeito as respostas de estruturas histereticamente amortecidas,
guando excitadas por cargas impulsivas. Por outro lado, existem um namero,
ainda que pequeno, de autores que afirmam, embora ndo demonstrem o
porqué, que a parcela das forcas relativas ao amortecimento € desnecessaria
nas equacdes do movimento, sendo, na maioria das vezes, ndo consideradas
nos calculos. Assim, uma avaliacdo quantificada desta parcela € um dos
objetos de estudo deste trabalho, o que justifica uma fundamentacdo teorica
discriminada em temas como analise modal e seus métodos de solucéo,
identificacdo do amortecimento, integracdo numérica das equacbes do
movimento ao longo do tempo e suas nao linearidades, todos abordados no

presente capitulo.

2.1 Analise Modal de Estruturas

O problema de autovalor de operadores lineares, é de intensa
importancia para todos os problemas de vibragcdo em engenharia e
fisica, seja vibracdo de corpos elasticos, aerodindmica, estabilidade,
atomistica ou vibracdo molecular (LANCZOS, 1950).

A analise modal de estruturas é uma ferramenta das mais utilizadas pela
comunidade de engenharia na investigacdo de caracteristicas vibratorias, isto
€, consiste em uma metodologia para a determinacdo dos modos normais e
frequéncias naturais de um determinado sistema estrutural. Sua versatilidade
permite as informacdes, obtidas nestes tipos de analises, serem utilizadas,

entre outras aplicacdes, em favor da determinacdo dos parametros referentes
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ao amortecimento do sistema, permitindo uma adequada concepg¢ao da matriz
de amortecimento presente na equacdo do movimento da estrutura. E neste
contexto que se encontra a necessidade de se entender os mecanismos de
solucdo, e suas peculiaridades, dos sistemas de equacgOes governamentais
construidos sob a forma do problema de autovalor.

Para um melhor entendimento, considera-se um sistema mecanico

amortecido excitado por uma for¢a qualquer:

Figura 2.1-1 — Sistema massa-mola amortecido

X

c =

Dyl

K

J/I

QO

Onde c, k e m representam os elementos de amortecimento, rigidez e

inércia, respectivamente. E F(t) representa a forca excitadora variavel no
tempo.
O diagrama de corpo livre do sistema da Figura 2.1-1 pode ser

representado por:

Figura 2.1-2 - Diagrama de corpo livre do sistema massa mola

F

e : F(t)
Fe e -
%

A soma das forcas atuantes no corpo m é dada por:
Z F=0

Fi+F. + Fy =F(t)

Ou,
Ou ainda,
mx + cx + kx = F(t)
Equacéo 2.1-1

Admitindo um problema com F(t) = 0, e uma perturbacao inicial é

promovida no sistema da Figura 2.1-1, a equacéo € reescrita na forma:
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mi+cx+kx=0
Equagéo 2.1-2

Além disso, o sistema € ndo amortecido, uma vez que o amortecimento €
0 parametro a ser determinado pelos processos posteriormente estudados.

mi+kx=0
Equacéo 2.1-3

Usando uma possivel solu¢édo sendo:

x,(x) = X, cos(wt)

Equacéo 2.1-4

E aplicando na equacdo do movimento, fica:
—mX,w? cos(wt) + kX, cos(wt) =0

[-mw?X, + kX,] cos(wt) = 0
Equacao 2.1-5

A solucéo néo trivial € dada por:
[-mw?X, + kX,] =0
Ou,
mw?X, = kX,
Expandindo esta equacdo para um sistema de varios graus de liberdade,
a equacao de equilibrio é expressa na forma:

[Mlw?Xo = [K]1Xo
Que manipulada na forma

[K]7[M]Xo = 21X,

Leva a:

[D]XO = /1X0

Equacéo 2.1-6

Com;
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Sendo 1 o autovalor da transformagao e w a frequéncia natural.

Onde, D € um operador linear e os valores de A para solu¢bes nédo nulas
da equacédo acima sado chamados autovalores de D e assumem apenas valores
reais'. Para cada autovalor 1,, 0 respectivo vetor X, ndo nulo, que satisfaz a
equacao [D]X, = 1,X,, € chamado autovetor. Além disso, o conjunto das
solucdes da equacao acima, para cada valor A de D mais o vetor nulo, formam
uma base vetorial (KREIDER, 1966). Dessa forma, podemos escrever a
solugédo da Equacdo 2.1-6 como uma combinagdo linear dos autovetores da
transformacgéo.

A viabilidade da andlise de estruturas complexas se da no campo da
analise numérica. Assim, Wilkinson, 1965 apresentou uma variedade de fatores
relevantes na eficiéncia dos algoritmos para solucdo do dado problema, como &
mostrado a seguir, uma vez que os autovalores e autovetores podem ser
calculados através de técnicas iterativas bem definidas e eficientes,
especialmente para modos em baixas frequéncias (COHEN e MCCALLION,
1967).

= S80 necessarios autovalores e autovetores ou apenas
autovalores.

= E requerido todo o conjunto de autovalores e/ou autovetores ou
uma parcela desse numero é suficiente para a analise.

= A matriz de transformacédo € simétrica ou ndo simétrica. O custo
computacional pode ser reduzido consideravelmente quando a
simetria esta presente.

= A matriz é esparsa, possui elementos ndo nulos em uma banda
centrada na diagonal, ou os elementos estéo dispostos em todo o
corpo da matriz.

= Para matrizes muito grandes, sua armazenagem na memoaria do
computador deve ser considerara na escolha do algoritmo.

= Os resultados devem ser apresentados com uma modesta ou

grande precisao.

! Os autovalores de uma transformacdo podem também assumir valores complexos,
entretanto neste tipo de problema fisico, a restricdo assumida de valores reais é assegurada
pelo teorema da &lgebra linear que afirma que uma matriz real simétrica tem somente
autovalores reais (KREYSZIG, 2011).
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Uma estratégia muito eficiente, do ponto de vista computacional, € o uso
das propriedades de cada uma das matrizes constitutivas (massa e rigidez),
uma vez que o consumo de tempo neste tipo de andlise € muito grande. Uma
particular propriedade € a forma dessas matrizes, que, geralmente, quando
oriundas da discretizacdo de sistemas continuos, se apresentam na forma de
banda, isto é, os elementos, que se encontram em posic¢des fora da banda, tem
valores iguais a zero, ou seja, podem ser descartados da memodria do
computador, sem perda de informacao, proporcionando uma maior capacidade
de armazenamento. Além disso, essas matrizes sdo simétricas e semi-
definidas positivas?, dessa forma, alguns dos modos calculados representam
modos de corpo rigido, que podem ser eliminados ao aplicar sobre as matrizes
as condicdes de contorno necessarias. Outras propriedades consistem na
ortogonalidade destas matrizes e a unicidade da solugdo da Equacéo 2.1-6.

Deve ser observado também que a solucdo nao requer necessariamente
gue se inclua a superposicdo de todos os modos, pois, para muitas condicdes
de carregamento dindmico e determinadas formas de montagem dos
elementos, € suficientemente aceitavel uns poucos modos, podendo ser
negligenciavel a contribuicdo de modos em frequéncias mais altas (BATHE e
WILSON, 1973). Portanto, o custo computacional pode ser diminuido com
apenas uma restricdo no numero requerido de autovalores e autovetores
correspondentes.

Um cuidado especial com a presenca de elementos nulos na diagonal
principal, da matriz de massa, deve ser tomado, e contornado através do
algoritmo utilizado. Essencialmente, os métodos de solucdo do problema de
autovalor, sdo baseados nestas propriedades (BATHE, 1996).

Uma preocupacdo no uso destes meétodos, estd relacionada com a
estimativa da acuracia nos calculos, na qual o sistema é requerido. Uma vez
gue este tipo de problema requer processos iterativos, a solucdo deve
convergir quando alcanca as tolerancias estabelecidas, de forma que esta €

medida utilizando as sucessivas aproximacfes dos autovalores e pelo estudo

? Quando [M] representa uma matriz de massas concentradas, ainda que n&o se aplique
as condicdes de contorno, ela é definida positiva. (COOK, MALKUS, et al., 2002)
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dos elementos fora da diagonal principal, de modo que estes devem ter valor
nulo, ou préximo disso (BATHE, 1996).

Em suma, a escolha da rotina é embasada primordialmente no niumero de
operacdes necessdrias para que se obtenha a solucdo, e na requisicao da
memoria do computador. Logo, ao longo dos anos, os métodos foram

melhorados com o objetivo de contornarem estes quesitos.

2.1.1 Métodos de Solucéo

Ha uma infinidade de trabalhos académicos, cujo objetivo se apoia no
aprimoramento dos métodos utilizados na solucéo do problema de autovalor,
em geral focados no aumento da taxa de convergéncia, e também na precisdo
dos resultados calculados, de modo a se tornarem cada vez mais confiaveis no
uso em engenharia.

Segundo Qiant e Dhatt (1993), dentre os métodos numeéricos disponiveis,
os trés mais utilizados pela comunidade de engenharia sdo: A iteragcédo inversa,
iteracdo por subespacos e os algoritmos baseados em métodos de Lanczos.

Neste ambito, Lanczos, (1950) desenvolveu um método iterativo para
solucdo de problemas de autovalor, que embora tenha sido inicialmente
ignorado devido a instabilidade numeérica apresentada, ao longo dos anos, este
método vem sofrendo melhorias substanciais, no campo da matematica ou da
computacdo, de modo que, entre outros autores, Weinmarten, Ramanathan e
Chen, (1983) mostram o desenvolvimento de um algoritmo eficiente, adequado
para computadores de pequeno porte, onde faz uso de armazenamento em
‘skyline’ das matrizes de massa e rigidez, na qual resulta de um processamento
eficiente de matrizes de ordem elevada. Além disso, foi melhorado ao longo
dos anos seguintes e pode ser utilizado com éxito na solucdo de problemas de
autovalor padrdo (MARQUES, 1991). Embora, esse método contenha alguma
deficiéncia devido aos erros de truncamento (BATHE, 1996), se o objetivo for
encontrar, relativamente, poucos autovalores, um algoritmo baseado em

transformacdes de Lanczos pode ser muito eficiente.
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Uma analise comparativa entre diversas outras técnicas iterativas, €
realizada por Bathe e Wilson, (1973), onde sdo avaliados os métodos
‘Generalized Jacobi lteration solution’, ‘Householder-QR-Inverse iteration
Solution’, ‘Determinant Seach Solution’, mostrando particularidades de cada
método, como erros, convergéncia, precisao e outras.

Além dos autores citados, diversos outros contribuiram fortemente para o
desenvolvimento dos métodos de solucédo deste tipo de problema. Ao longo
das ultimas décadas, devido ao crescimento da capacidade de processamento
dos computadores, o avanco dos métodos numéricos ocorre tanto pelo
desenvolvimento matemético quanto pela otimizagdo dos algoritmos
implementados para realiza¢do dos célculos.

Dentre os métodos avaliados, foi escolhido para esta dissertacdo o
método de Jacobi, pois nos trabalhos supracitados foi observada a simplicidade
do método em sua implementacao, aléem da estabilidade e a convergéncia para
valores muito proximos da solucdo exata, como também o fato de néo
necessitar do uso da condensacao estatica e de transformacéo das matrizes de
massa em matrizes bandadas (BATHE, 1971). Por outro lado, quando a ordem
das matrizes cresce consideravelmente, perde-se a eficiéncia do método, o que
levou a necessidade do uso conjunto deste método com o método de iteracéo
por subespacos, para que a reducdo na ordem das matrizes permita a

viabilidade do método de Jacobi.

2.1.1.1 Método de Jacobi

Quanto ao método de Jacobi, embora tenha sido elaborado no século
XIX, seu atual uso se apoia em melhorias desenvolvidas ao longo dos anos,
pois, se por um lado o método, como originalmente proposto, se mostra
infalivel para qualquer matriz real simétrica, além de ser muito simples se
comparado com outros métodos mais eficientes, por outro lado, para matrizes
de ordem superior a 10, o algoritmo € lento (PRESS, TEUKOLSKY, et al.,
1992). A principal vantagem deste método é o fato das rotacdes de Jacobi
produzirem uma diminuicdo sistematica dos elementos fora da diagonal, e a
convergéncia destes para zero € garantida a cada processo de iteracao
(WILKINSON e REINSCH, 1971). Dentre os trabalhos recentes, podem ser
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citados (DAVIDSON, 1974), (VOSS, 2007), (FREITAG e SPENCE, 2008), entre
outros. Em Freitag e Spence, (2008) estéd apresentado um desenvolvimento de
pré-condicionamento das matrizes de transformacdo, além dos métodos de
Jacobi-Davidson e quociente de Rayleigh com iteracdes inexatas, e finaliza seu
trabalho mostrando um estudo numérico que indica satisfatéria convergéncia
nas solucdes.

O método de Jacobi consiste de sucessivas transformacdes ortogonais
sobre uma determinada matriz, onde cada transformacdo estabelece uma
rotacdo em um plano com objetivo de eliminar os elementos fora da diagonal,
levando-os a aproximarem de zero a cada transformacéo.

Dada uma matriz A,, as sucessivas operacdes lineares sobre a matriz,
conhecidas como rotacdes de Jacobi, levam a:

A = Agyr = P£Akpk
Equagéo 2.1-7

Sendo a matriz P, uma matriz ortogonal dada na forma
[1 0
0 1

cos(6) —sin(0)
sin(6) cos(6)

Ao fim do processo o método leva a operacao (aproximadamente);
A->d=ATAA

Equacéo 2.1-8
Onde
(D = POP1P2 .
Equacéo 2.1-9

Assim, tém-se a matriz A diagonal, onde estdo dispostos em sua diagonal
principal os autovalores e o vetor ® ortogonal, onde estdo dispostos em suas

colunas os autovetores, e 0 angulo de rotacdo é expresso por:
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20,
tan 260 = <L>
Pii — Pjj

Equagéo 2.1-10

Onde p;; € o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz de
transformacéo [P, ]
O tratamento apresentado, pode ser estendido ao caso generalizado do

problema de autovalor, onde este é escrito na forma:

[K1{x}2 = [M1{X}
Equagéo 2.1-11

Esta forma mostra-se bastante conveniente, pois inversdo de matrizes
grandes, mesmo que bandadas, levam a um custo computacional elevado,
perdendo assim a eficiéncia.

Neste caso, as rota¢cdes de Jacobi sdo realizadas sobre cada matriz, e por
fim, quando se alcanca a convergéncia, as matrizes de rigidez ou massa, que
se apresentardo na forma diagonal, sdo invertidas sem custo computacional

adicional. Aléem de que a matriz de rotacdo P, tem a seguinte configuracao:

1 0 O
0 1 0
0 0 -
1 0,
[Pk]— @1 1
0
0 1 0
s 0O 0 1

Para o problema generalizado, os angulos de rotacdo sao definidos por
(BATHE, 1971):

kk
0, =——;
1 X
E,
0,=-2
2 X
Com,
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Tk _ Lkook k. k
ki = kym — kiymg;
kk = kkmk — kkmk
kjj = kjmi; — kigmy;

Tk _ 1pkonk _ 1,k k

kk 1, Ek i Lk1k

E as operagbes ocorrerdo simultaneamente nas matrizes de massa e
rigidez, até que ambas apresentarem-se na forma diagonal (salvo as
tolerancias).

Salienta-se 0s requisitos necessarios para o uso deste método, e o
sucesso do algoritmo, como no caso de as matrizes serem positivas, cheias ou
bandadas e o determinante das sucessivas matrizes de rotagcdo serem sempre

diferentes de zero. Para isto:

K\ ?
k1, k

Com relacdo a convergéncia, como citado anteriormente, tém-se as

seguintes relacdes:

g~
L L N .
——7— < tolerancia
/11+1
i
E
1
(kb Sy
ij ~ ,
W < tolerancia
it "jj
1
mi)* TP
3 A .
ﬁ < tolerancia

ii jj
Sendo as matrizes simétricas, o estudo dos elementos fora da diagonal,

pode ser feito para todos i,j comi < j.

2.1.1.2 Método de Iteracao por Subespacos
O método de iteracdo por subespacos, cunhado por Bathe, (1971), se
mostra muito adequado na busca por poucos autopares em sistemas com

grande numero de elementos finitos (BATHE, 1996).
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Desde seu desenvolvimento original, muitas melhorias foram
acrescentadas ao método, dentre eles, (WILSON e ITOH, 1983) o otimizou ao
identificar falhas, quando utilizado em problemas especificos, como erros e/ou
perdas de autovetores, convergéncia lenta quando os autovalores estdo em um
intervalo muito préximo, problemas de armazenamento e processamento
guando o numero de autovetores é grande. O problema da lenta convergéncia
foi foco de trabalhos, como; (BATHE e RAMASWAMY, 1980), (QIANT e
DHATT, 1993), (WANG e ZHOU, 1999) e (ZHAO, CHEN, et al., 2007). Por fim,
Bathe, (2012) traz uma revisdo, com melhorias ao método, fazendo uso de
técnicas de programacdo, mais precisamente de processamento paralelo e
gerenciamento de memodria.

O meétodo abordado em 2.1.1.1, como foi mencionado, apresenta
resultados com boa acuracia e estabilidade numérica, contudo o
processamento das matrizes, devido ao numero de transformacdes sobre
matrizes de grandes propor¢des, muito comuns em problemas de calculo
estrutural, ocorre de forma muito lenta, fazendo com que o método seja, na
maioria das aplicacbes, inviavel, levando a necessidade do uso de outro
método. Nesse contexto, 0 método de iteracdo por subespacos (MIS) mostra-
se bastante eficiente, pois em geral, em uma analise modal, séo requisitados
um namero de autovalores muito menor que o namero total de autovalores da
equacao Equacéao 2.1-11.

A necessidade de um numero de autovalores muito menor que 0s
disponiveis, faz com que o método de iteracdo por subespacos seja muito
adequado e para este problema reduzido, o método de Jacobi é utilizado para
a extracdo dos autovalores e autovetores. O método de iteracdo por
subespacos consiste nas seguintes etapas (BATHE, 1996):

e Definicdo de g vetores iniciais, onde g > p (q << numero total de
autovalores), sendo p o numero total de autovetores requeridos para a
analise.

e Uso simultdneo da iteracdo inversa dos g vetores e andlise de Ritz
para extrair a melhor aproximacao dos autopares.

e Apds a convergéncia, verificar se 0s autovalores e autovetores

requeridos séo solugdes da equacdo, usando sequéncia de Sturm.
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Este método apresenta vantagem de ser de facil interpretacdo e
implementacdo dos algoritmos. Seu objetivo basico € a iteracdo de um
subespaco g-dimensional, onde para p menores autovalores, a Equacéo 2.1-12

é satisfeita.
K® = MOA

Equagéo 2.1-12

Além disso, as condi¢des de ortogonalidade devem ser satisfeitas.
PTKd=A e PTMd=1]
As etapas para a iteragdo do subespaco sao dadas por:

e Parak=1,2,..
KX)11 = MX,

o Encontrar as proje¢cOes das matrizes estruturais:
— T — — T _—
Myi1 = X1 MXpy1 e Kiyq = X1 KXjqq
o Solucionar o novo problema de autovalor das projegbes das
matrizes:

Kiy1Qk+1 = My 1Qpi1Aksn
o Encontrar uma aproximacdo melhorada para os autovetores:

Xir1 = Xi41Qk41

Assim, a cada iteracdo o vetor X, » ® e Ay, = A.
Os vetores de iteracdo inicial devem ser selecionados de modo que eles

gerem um subespaco referente ao espaco das matrizes K e M. E a

convergéncia deve ser dada de tal forma que:

1
@yt
(4®) ¢

Sendo ql.(")o vetor da matriz Q, correspondente ao autovalor AE").

< tolerancia;i=1,2,..,p

2.2 Resposta a Carga Impulsiva

A carga impulsiva ou choque, frequentemente é de consideravel
importancia em determinadas classes de sistemas estruturais como veiculos,

guindastes, industria, construcdo mecanica, construcao civil, balistica, entre
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outros. Estas cargas, com crescimento subito, podem ser originarias de
acidentes ou condicdes extremas de operacdo, e podem causar deformacdes
permanentes inaceitaveis e eventualmente falha do material.

Griffth e Vanzant (1961), mostraram que, para cargas de mesma
intensidade, uma modificacdo no carater em que ocorre sua aplicacdo pode
conduzir a solicitagcdes significativamente maiores, 0 que pode constituir a
presenca do impulso em determinadas situacoes de aplicacdo de cargas. Este
carregamento, quando na forma de um impulso, é caracterizado pelo aumento
guase instantaneo no valor da carga aplicada para uma magnitude bastante
elevada, embora finita, que age por um breve intervalo de tempo (HALL, AL-
HASSANI e JOHNSON, 1971), como ilustrado na Figura 2.2-1 - Representacéo
de Carga Impulsiva

Outra caracteristica do carregamento impulsivo € que este apresenta-se
com uma duragdo muito menor que o periodo natural do sistema e sua acao
sobre uma massa em repouso, acarreta em mudanca brusca de sua
velocidade, sem consideravel deslocamento (CHOWDHURY e DASGUPTA,

2009). Com a massa em repouso, esta ganhara velocidade inicial igual a
At
F= f F(t)dt = my,
0

Dessa forma, o problema de impulso pode também ser representado
como um problema especifico com velocidade inicial igual v, com
deslocamento inicial nulo. Neste caso, pode ser conseguido por diversos
métodos analiticos, dentre os quais se podem citar os métodos classicos para
solucdo de equacbes diferenciais, superposicdo de funcbes simples
equivalentes e a integral de Duhamel (CHOPRA, 1995).

A presenca deste tipo de carregamento faz com que o amortecimento se
mostre menos incisivo nas respostas obtidas quando comparado com o0s
carregamentos periédicos ou harmdnicos em intervalos proximos a excitacao.
Isto ocorre devido a curta duracdo da aplicacdo da carga, o que dificulta a
absorcdo de energia da estrutura pelas forcas dissipativas (CLOUGH e
PENZIEN, 2003).

33



Figura 2.2-1 - Representacgdo de Carga Impulsiva (CHOWDHURY e DASGUPTA, 2009)
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Encontra-se disponivel um nimero elevado de trabalhos desenvolvidos a
partir do estudo de respostas dinamica em estruturas submetidas a
carregamentos impulsivos. Entretanto, um numero relativamente pequeno
refere-se a pequenas deformacdes e/ou deformagbes elasticas. Dentre o0s
trabalhos disponiveis, (PERZYNA, 1958) apud (NURICK e MARTIN, 1989),
avaliou a influéncia em que o carater da funcdo de impulso incide na
deformacéo final de placas, e mostrou que esta influéncia se faz desprezavel.
Todavia, os estudos de (SANKARANARAYANAN, 1966), resultaram em
consideravel influéncia na forma do pulso quando ha presenca de deformacdes
plasticas. Os trabalhos, em sua maioria, mostram que os formatos dos pulsos
sdo construidos a partir de dados empiricos, e um numero reduzido € tracado
analiticamente, com formatos triangulares, constantes, entre outros.

No que concerne ao campo das pequenas deformacdes, podem ser
citados os trabalhos de (NURICK e MARTIN, 1989), onde, na primeira parte do
seu trabalho, € feita uma avaliacdo tedrica a respeito de pequenas deflexdes
elasticas em placas circulares. Esses autores relatam também um grande
namero de trabalhos com énfase em anadlises de deformacdes com modelos de
materiais plasticos, visco-elasticas e visco-plasticos, entre outros, reafirmando
a relativa escassez de artigos relacionados com o estudo de pequenas
deformacoes.

Verificou-se que, aos estudos elaborados nos ultimos anos, englobaram-
se abordagens como: mecéanica da fratura, problema de contato, impacto de
corpos em altas velocidades, modelos de materiais compadsitos, ceramicos, etc.

Todos fogem do escopo desta dissertagao.
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2.3 Identificacdo do Amortecimento.

O amortecimento de materiais e sistemas estruturais € frequentemente
abordado em trabalhos académicos, onde o foco, constantemente, € o célculo
das respostas quando o amortecimento € adicionado as equacbes
governamentais.  Adicionalmente, com o0 objetivo de descrever
matematicamente os padrbes de amortecimento, diversos modelos fisicos
foram propostos, onde cita-se, por exemplo, 0 modelo viscoso de (RAYLEIGH,
1877), viscoelastico (CHRISTENSEN, 1971), histerético (BERT, 1973), atrito
(BERGER, 2002), entre outros.

A respeito do fendmeno fisico de amortecimento, este é definido como a
conversao de energia mecénica vibratéria em energia térmica. Pode ser
acrescentado a esta definicdo que € matematicamente conveniente considerar
gue este parametro é proporcional a velocidade, contudo, se assim o for,
implica um modelo fisico de amortecimento viscoso, 0 que nao pode ser
observado em estruturas reais. Nestas, o0 modelo que melhor pode ser
observado constitui um modelo de atrito, entretanto &€ matematicamente
inviavel se trabalhar nesse formato (JEARY, 1997). Para os metais, 0s
mecanismos fisicos fundamentais do amortecimento incluem termo-
elasticidade em micro e macro escalas, viscosidade do contorno do gréo, entre
outros (BERT, 1973).

Com relacdo a presenca do elemento dissipador em um determinado
sistema, este pode ser tipificado em 3 classes: (1) Amortecimento do material,
associado com a perda de energia ao longo de toda a estrutura através do
processo de deformacédo. (2) Dissipacdo associada as juntas, ou interface de
partes distintas (soldas, parafusos, etc). (3) Dissipacdo associada ao contato
com fluido, promovendo o efeito viscoso ou perda por radiacdo para o fluido
(WOODHOUSE, 1998). Além disso, ha duas caracteristicas distintas com o
gual deve-se preocupar na identificacdo do amortecimento de uma estrutura.
Primeiramente, o mecanismo como ocorre a dissipacdo de energia, isto €, 0
modelo adotado para construcdo da analise. Em seguida, sua distribuicdo ao
longo da estrutura (PRADHAN e MODAK, 2012). O nivel de amortecimento

contido em um sistema pode ser quantificado tracando, em um grafico, a forca
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versus os deslocamentos para um dado ciclo de movimento. Este processo é
chamado de histerese e esta representado na Figura 2.3-1 e Figura 2.3-2, com

sua area representando a energia dissipada por ciclo.

Figura 2.3-1 — Diagrama de histerese para amortecimento linear
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Figura 2.3-2 - Diagrama de histerese para amortecimento n&o linear

As referéncias sobre o amortecimento, em sua maioria, tratam de
aplicacdes e desenvolvimento de métodos para identificacdo do amortecimento
em sistemas lineares, dentre outros motivos, por apresentarem satisfatéria

acuracia em situacdes de baixos niveis de tensdo e deformacdo, além do
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relativo baixo custo computacional associado a analise linear (BERT, 1973).
Dentre estes, autores podem ser citados, como:

(CRANDALL, 1970), que traz um estudo a respeito da relevancia do
amortecimento na modelagem matematica de sistemas vibratérios. Mostra uma
avaliagdo entre a relagdo do amortecimento com frequéncia e amplitude do
movimento. Traz ainda uma apresentacdo sobre a relacdo entre o nivel de
excitagbes e a estabilidade de sistemas mecénicos para sistemas néo
conservativos.

Bert (1973), por sua vez, apresentou uma discussdo sobre diversos
modelos matematicos propostos para representacdo do amortecimento com
énfase em sistemas estruturais dinamicos. Utiliza-se da derivacdo das
equacdes do movimento, para fazer um levantamento das relagdes entre os
diversos modelos de amortecimento em materiais homogéneos. Modelos de
Kelvin-Voigt e Maxwell, além de outros, foram estudados.

(JIANG e ROGERS, 1989), de outra perspectiva, aborda um método para
adequacao do amortecimento proporcional a um modelo de MEF submetido a
carregamento de impacto de corpos deformaveis, combinando a técnica de
multiplicadores de Lagrange e funcéo penalidade.

(JEARY, 1997) avalia a relacdo entre o mecanismo de fratura,
associando-a ao decaimento de energia do sistema e, portanto, ao
amortecimento.

(WOODHOUSE, 1998) estudou o comportamento vibracional de sistemas
com amortecimento linear quando ha presenca de pequenos valores de
amortecimento. Utilizou do baixo amortecimento na construcdo de expressodes
simples para frequéncias naturais amortecidas, formas modais complexas, e
funcdes de transferéncia.

A respeito de trabalhos mais recentes, podem ser citados também;
(ADHIKARI e WOODHOUSE, 200la), que propuseram um método,
desenvolvido baseado em funcBes de transferéncia, para identificacdo de
amortecimento viscoso nao-proporcional em sistemas vibracionais levemente
amortecidos. Este trabalho foi generalizado por (ADHIKARI e WOODHOUSE,
2001b) para sistemas com amortecimento nao viscoso, adequando seu

desenvolvimento anterior a estes sistemas. Posteriormente continuado em
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(ADHIKARI e WOODHOUSE, 2002a) e (ADHIKARI e WOODHOUSE, 2002b)
onde sdo abordados respectivamente, métodos utilizados para a conservacao
da simetria na matriz de amortecimento dos modelos propostos, e o tratamento
dos erros contidos nas metodologias realizadas, ambos referentes aos
trabalhos anteriores.

Além disso, (PHANI e WOODHOUSE, 2007) identificaram caracteristicas
relacionadas a diversos métodos aplicados a sistemas lineares, disponiveis na
literatura, agrupados em matriciais e modais, classificando-as de acordo com
suas vantagens e deficiéncias.

(PRANDINA, MOTTERSHEAD e BONISOLI, 2009), por sua vez,
descreveram uma revisdo a respeito da performance de uma variedade de
meéetodos de identificagdo de amortecimento, concentrados apenas no
amortecimento viscoso linear. Concluem que o método que obteve a melhor
performance & o método de inversao da matriz receptance.

Orban (2011), por sua vez, traz um levantamento a respeito da influéncia
da geometria no amortecimento de estruturas, usando dados obtidos a partir de
simulacdes numéricas e experimentais.

No que diz respeito ainda a identificacdo do fator de amortecimento em
estruturas, inumeros trabalhos trazem métodos para determinacdo do
parametro de amortecimento de estruturas obtidos experimentalmente. Como
exemplo, cita-se; (KAREEM e GURLEY, 1996) que fez um estudo a respeito da
incerteza contida nos métodos de determinacdo do amortecimento. Avaliou
diversos tipos de amortecimento, como amortecimento estrutural, hidrostatico,
aerodinamico, entre outros, relacionando-os a métodos de determinacéo
experimental, no dominio da frequéncia e do tempo, dentre outros, largura de
banda e decremento logaritmico, respectivamente.

Recentemente Sarparast, Ashory, et al. (2014), apresentaram um método
baseado em transformadas wavelet, onde utilizou-se destas para a
determinacdo de frequéncias naturais e razbes de amortecimento, e
posteriormente, para extracdo das formas modais a partir das frequéncias
naturais e respostas no dominio do tempo de estruturas amortecidas excitadas

por uma for¢a de impacto.
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E por fim, Pradhan e Modak e Modak, (2012) e Arora (2015), apresentam
métodos baseados em respostas em funcao da frequéncia, cujo objetivo € a
atualizacdo da matriz de amortecimento na equagdo do movimento,

separadamente das matrizes de massa e rigidez.

2.3.1 Amortecimento Proporcional

A compreensdo do fendmeno de amortecimento mostra-se ainda um
desafio para a comunidade cientifica, uma vez que nao pode ser identificado e
previsto com grande precisdo quando comparado com outros parametros,
como frequéncias naturais, modos normais, etc. Este fendmeno se d&, contudo,
a duas razdes basicas: a) O amortecimento do material e b) A friccdo das
conexdes ao longo da estrutura (ORBAN, 2011). Isto se agrava ainda com a
complexidade de grande parte das estruturas de engenharia, além dos erros de
medicao presentes dos experimentos (LI e LAW, 2009).

Assim, muitos algoritmos sdo levados a desconsiderar as forcas de
amortecimento presentes no sistema, embora o algoritmo deva satisfazer a
condicdo de confiabilidade da solucdo (CRISFIELD, 1997). Contudo, a
presenca do amortecimento histerético traz, aos calculos de engenharia, um
respeito maior a condicdo real da estrutura. Além disso, € muito util na
atenuacao de oscilacdes espurias contidas nas solucées numéricas (JIANG e
ROGERS, 1989). Assim, um conjunto de métodos para uma maior eficiéncia na
determinacdo deste parametro, baseados em analise modal, tem sido
desenvolvido. Por simplicidade, o amortecimento modal é frequentemente
utilizado e considerado como um amortecimento proporcional (HUANG,
WANG, et al.,, 2007). O modelo de combinacdo linear para amortecimento
viscoso, proposto por Rayleigh, é a aproximac¢do mais popularmente utilizada
na composicdo da matriz de amortecimento. A respeito deste método, Caugley
e O’Kelly, (1965) derivaram a condicdo ideal na qual o sistema de matrizes
deve satisfazer para que o sistema linear viscosamente amortecido possuam
modos normais classicos.

Adhikari, (2006) prop6és um modelo, baseado no amortecimento

proporcional, onde a matriz de amortecimento é expressa em termos de
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funcgBes continuas envolvendo arranjos especiais das matrizes de massa e
rigidez.

Kuzmanovic, Tomljanovic e Truhar (2012), elaboraram um
desenvolvimento onde dos parametros da definicio do amortecimento
proporcional e de Rayleigh sao expressos explicitamente a partir da otimizagéo
de funcbes derivadas a partir da linearizacdo da equacdo do movimento
amortecido.

Uma das principais limitagcdes do modelo proporcional a massa e a rigidez
advém do fato que os fatores de amortecimento com relacédo a frequéncia de
vibragdo nao podem ser calculados com alta precisdo (ADHIKARI, 2006).

Dessa forma, escrevendo o amortecimento como funcdo linear das

matrizes de massa e rigidez, tem-se:

[C]1=f(M] K] & B, ...)
Equacéo 2.3-1

Ou;
[C] = a[M] + BIK]

Equacéo 2.3-2

Esse formato do amortecimento é conveniente, pois a matriz [C] é
ortogonalizavel, isto é, pode ser transformada em uma matriz diagonal no
espaco cuja base é formada pelos autovetores da Equacéo 2.1-11, tendo em
vista que as matrizes [M] e [K] também possuem esta propriedade (VAZ,
2011).

Para que se obtenham os valores de a e 8, o sistema linear que segue,

deve ser resolvido:

Equacéo 2.3-3

Onde w;,, sdo duas frequéncias naturais do sistema determinado pela
analise modal. Neste caso, apenas dois valores de amortecimento e frequéncia
sdo considerados, entretanto o método pode ser estendido para um sistema de
n equagdes com n valores de ¢ e w.
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As relacdes de cada termo da Equacéo 2.3-1
com a frequéncia estao representadas na Equagéo 2.3-4

Figura 2.3-3. Percebe-se que o amortecimento devido a matriz de massa,
decresce hiperbolicamente com o aumento da frequéncia, enquanto o
amortecimento estrutural, cresce linearmente. Este Gltimo se mostra muito
eficiente na atenuacdo de oscilacdes em altas frequéncias, pois elimina
componentes de alta frequéncia sem perturbacdo nos componentes de baixa
frequéncia. Quando este modelo € considerado na analise (ou seja, @ = 0), 0
amortecimento fica® (JJANG e ROGERS, 1989):

Equacao 2.3-4

Figura 2.3-3- Amortecimento Inercial, Amortecimento Estrutural e Amortecimento proporcional.
Adaptado de (JIANG e ROGERS, 1989)

g' go/2w +q, w2

a1- Amortecimento
Estrutural

Razdo de Amortecimento

ao - Amortecimento Inercial

-

Frequéncia

A razdo de amortecimento depende de muitos fatores, entre os quais
podem ser citados como mais importantes: o tipo de material, amplitude das
tensdes, forcas internas, nimero de ciclos, tipo de geometria, qualidade das
superficies e temperatura (ORBAN, 2011). Porém, segundo (LAZAN, 1968)
apud Orban (2011), o principal fator é o nivel de tensdes contidas na estrutura.
Em estruturas de aco rebitadas ou soldadas e estruturas de concreto armado

ou protendido, ¢ varia de 2% a 15%. Todavia, a definicdo do valor de ¢

® Neste caso o amortecimento é proporcional apenas, e ndo representa um

amortecimento de Rayleigh( (KUZMANOVIC, TOMLJANOVIC e TRUHAR, 2012).
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rotineiramente depende ainda da experiéncia do engenheiro (VAZ, 2011). A
aquisicdo de dados em laboratério pode ser utilizada para levantamento dos
parametros. Entretanto estruturas grandes e complexas sdo em geral de dificil
analise experimental (HUANG, WANG, et al., 2007).

Na Tabela 2.3-1, estéo listados os valores de amortecimento para alguns
materiais (ORBAN, 2011, p. 5).

Tabela 2.3-1 - Raz&o de amortecimento de materiais sob condigdes normais de trabalho

SISTEMA £
Metal (regime elastico) <0.01
Estrutura Metalica Continua 0.02 a 0.04
Estrutura Metalica com Juntas 0.03a 0.07
Aluminio / Linhas de Transmisséo 0.0004
Tubulacdo com Pequenos Diametros 0.01 a 0.02
Tubulacdo com Grandes Diametros 0.02a0.03
Absorvedores de Choque 0.03
Borracha 0.05
Grandes Construcfes Durante Terremotos 0.01a0.05

Os valores contidos na Tabela 2.3-1 ndo consideram a geometria do
material, ou seja, sdo valores estabelecidos apenas em funcdo das
propriedades do material.

Devido a imprecisao levantada anteriormente, é usual admitir-se 0 mesmo
coeficiente de amortecimento para ambas as frequéncias, ou seja, & =&, =¢

(SILVA, 2009). Neste caso, manipulando a Equacéao 2.3-3

28 2§ w1 w,
= —— e =
w1 + Wy w1 + Wy
Equacéo 2.3-5
Na utilizacdo do amortecimento proporcional, recomenda-se que w; Seja a

frequéncia fundamental do sistema e w, esteja entre esta e a mais alta
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frequéncia, cujo modo contribui significativamente em sua resposta dinamica
(CLOUGH e PENZIEN, 2003).

De acordo Bathe, (1996) com Outra desvantagem do amortecimento de
Rayleigh consiste no fato de que modos relacionados com autovalores mais
altos sdo desprezados e, em geral, estes modos possuem uma maior razao de
amortecimento. Além do mais, em muitas andlises a consideracdo de
amortecimento proporcional é adequada, contudo, se a analise constitui de
uma variacdo muito grande das propriedades dos materiais, entdo, um

amortecimento ndo proporcional € mais apropriado (BATHE, 1996).

2.4 Nao Linearidade Geométrica

O comportamento nédo linear em sélidos pode ocorrer de duas formas: nao
linearidade das relacbes constitutivas do material e nao linearidades
geomeétricas. A forma mais simples da nao linearidade do material ocorre
guando a tens&o néo é linearmente proporcional a deformacao (ZIENKIEWICZ
e TAYLOR, 2000). A nao linearidade geométrica surge devido a alteracao na
geometria em funcdo do processo de deformacédo sofrida pelo corpo ao ser
solicitado. Pode ocorrer devido a grandes deformacdes, grandes
deslocamentos ou rotac¢des, ou a ambos (SILVA, 2009).

Em andlise dinamica, com nao linearidades que envolvam grandes
deslocamentos e/ou grandes deformacdes, além de néo linearidades fisicas no
comportamento do material, ha a necessidade de se fazer uso de técnicas
incrementais para solucdo das equacgbes do movimento (BATHE, RAMM e
WILSON, 1975). A vantagem do tratamento incremental resulta da simplicidade
e generalidade com que as equacdes sdo escritas na forma matricial, de tal
modo que tornam-se computacionalmente viaveis (HIBBIT, MARCAL e RICE,
1970). Entretanto, uma formulacdo e montagem de matrizes em analises nao
linear leva a um custo computacional elevado (GUMMADI e PALAZOTTO,
1997).
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2.4.1 Descricdo do Movimento

Se ha a possibilidade de ocorrerem grandes deslocamentos ou
deformacBes na estrutura, entdo had a necessidade de distinguir entre a
configuracdo de referéncia, onde é conhecido a configuragéo indeformada, e a
configuracdo deformada ou atual, ap6s a aplicacdo da carga (ZIENKIEWICZ e
TAYLOR, 2000). Duas abordagens diferentes se mostram mais comumente
utilizadas na formulagdo das equagbOes nao lineares. A primeira, chamada
Euleriana, onde as varidveis estaticas e cinematicas séo referenciadas em uma
base mével e que se atualiza a cada passo no processo de solucéo do sistema.
Na formulacdo Euleriana, as varidveis desconhecidas sdo medidas com
relacdo ao estado futuro, e sdo comumente utilizadas em aplicacdes presentes
na mecanica dos fluidos (GUMMADI e PALAZOTTO, 1997). A segunda, na
qual é geralmente chamada de formulacdo Lagrangeana, todas as variaveis
estaticas e cinematicas sao referenciadas a um sistema estatico, baseado na
configuracgédo inicial do sistema (BATHE, RAMM e WILSON, 1975). Esta ultima
possui a vantagem de ser numericamente implementada mais facilmente
(GUMMADI e PALAZOTTO, 1997).

Em ambas as formulacbes, baseadas nos principios da mecéanica do
continuo, onde todos os efeitos ndo lineares séo levados em conta, 0 mesmo
resultado devera ser obtido (BATHE, RAMM e WILSON, 1975). De acordo com
(STRICKLIN, VON RIESEMANN, et al.,, 1972), entretanto, o referencial
Lagrangeano se mostra mais geral e, computacionalmente, mais eficiente.

Descricdao Lagrangeana Atualizada

Um maior numero de formulacbes de elementos finitos encontrado na
literatura, para mecanica dos solidos, € baseado nos referenciais
lagrangeanos. Ainda com relacdo a estes referenciais, h4 duas possiveis
abordagens, o lagrangeano atualizado, que, como ilustrado na Figura 2.4-1,
tendo seu referencial sempre atualizado com relacédo a dltima configuracdo de
equilibrio calculada no tempo t* (SILVA, 2009).

* t representa um tempo qualquer ao longo do movimento de um corpo. Este
procedimento sera abordado com maior profundidade no préximo capitulo.
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Figura 2.4-1 - Referencial Lagrangeano Atualizado fonte: (SILVA, 2009)
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Na Figura 2.4-1 esta representada a transformacéo ocorrida pelo sistema
cartesiano, sendo levado até a configuracdo no tempo t, ou seja, até o
equilibrio ter sido alcancado para o dultimo incremento de tempo. Uma
vantagem da formulacdo atualizada é que muitos modelos constitutivos, sao
apresentados sob a forma incremental de tensdo e deformacéo, de tal modo
gue seja numericamente mais facil de ser aplicado (VANLUCHENE , LEE e
MEYERS, 1986).

Descri¢do Lagrangeana Total

Na segunda abordagem, Lagrangeana Total, todas as variaveis estaticas
e cinematicas tém como referéncia, a configuracao inicial do sistema, isto €, as
novas configuracdes de equilibrio, definidas em cada incremento de tempo, sao
escritas com base na configuracdo no tempo t = 0, ou seja, na configuracao
indeformada (CRISFIELD, 1991), como na Figura 2.4-2.

45



Figura 2.4-2 — Referencial Lagrangeano Total (SILVA, 2009)
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O lagrangeano total € apropriado para grandes rotacbes e pequenas
deformacbes, e sob estas condicdes pode ser utilizado em problemas de
elasto-plasticidade. Pode também ser usado com grandes deformacdes
elasticas, como ocorrem em borrachas, se um modelo adequado de material
hiper-elastico € usado (CRISFIELD, 1991). Além disso, esta formulacao requer
um numero maior de calculos para as deformacdes e deslocamentos. Contudo
uma grande parte destes calculos € realizada no inicio da analise, e entado
salva para ser utilizada posteriormente, no fim da andlise. Porém, pode ser
mostrado que é mais eficiente recalcular estas variaveis que armazena-las para
um uso futuro (VANLUCHENE , LEE e MEYERS, 1986).

Se utilizado em sua forma pura, o0 método Lagrangeano atualizado deve
levar & mesma solucdo que o Lagrangeano total. Entretanto, para se obter o
maximo no ganho de eficiéncia computacional, usa-se de aproximacdes
(CRISFIELD, 1991).

O método utilizado no desenvolvimento deste trabalho é o Lagrangeano

total.

2.4.2 Solucédo de Equacdes Nao Lineares

Uma equacédo nao linear pode ser representada da seguinte forma:
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Ya)=f—-P(a)=0
Equagéo 2.4-1
Ou, graficamente:

Figura 2.4-3 - Solucdo de uma equacao néo linear. Adaptado de (ZIENKIEWICZ e TAYLOR, 2000)
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Onde existem n valores possiveis de a que a satisfacam. Assim, a
solucéo encontrada pode nédo ser necessariamente a correta, do ponto de vista
fisico. Conhecimento a respeito do fenémeno fisico, e uso de técnicas
incrementais sdo essenciais para 0 sucesso na determinacdo de uma solucao

coerente.

Dessa forma, a Equacéo 2.4-1

deve ser formulada da seguinte maneira (ZIENKIEWICZ e TAYLOR,
2000):
W, =%(ant1) = frer — P(anss) =0
Equacéo 2.4-2

De tal modo que na solucéo;

a=a,
Y =0
f=Fn
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Na literatura, muitos métodos sdo encontrados, muitos dos quais vém
sendo melhorados com objetivo de aumentar sua eficiéncia nos calculos.
Dentre eles, podem ser citados o método de Newton-Raphson e suas
variantes.

O método de Newton-Raphson é o método mais robusto e largamente
utilizado na solucdo de equacdes néo lineares. E muito eficiente, apresentando
uma razdo de convergéncia assintética quadréatica, embora apresente relativo
alto custo computacional.

Pode-se entender o método da seguinte forma (BARROSO, BARROSO,
et al., 1987):

Seja f(x) uma funcédo continua no intervalo [a, b] e € seu Unico zero neste
intervalo. As derivadas f'(x) (com f'(x)#0) e f"(x) devem ser também
continuas. Encontra-se uma aproximagao x, para a raiz ¢ e € feita uma

aproximacao utilizando série de Taylor.

Figura 2.4-4 — Intervalo definido entre a e b.

[

¥
y = Jix)

e

fx) = flx) + £ () (x — x)
f(xrs1) = 0= flxp) + f () (X1 — %)
__f(xk) _ f(x)

X —X ou Xx =X, ————,
flog) T TR ()

=
Tn
£

comk=0,1,2,..

Onde x;,; € uma aproximacao de ¢.
Utilizando-se deste método, exprimindo-o em termos adequados para o

processo incremental de solu¢cdo de um sistema de equacdes nao lineares do

longo do tempo, fica:
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i

. ) ¥ )
W(ath) ~ W(ah) + (5.)  dak=

n+1
Equacéo 2.4-3

Sendo que i indica a iteracdo na definicdo da solucdo dentro do
incremento, enquanto que n representa 0 passo referente ao processo
incremental.

O procedimento referente ao método de Newton-Raphson pode ser

graficamente representado como na figura abaixo

Figura 2.4-5 — Processo de iteracdo do método de Newton-Raphson. Fonte: (BATHE, 1996)

LY
r+ArF|u) t+AtF(1)
o
Vo
)/ o of
|I : a_ l ]
Lo Gy
b
Y : g
/ ]
] [}
N
: [ ﬁ_ | o At
E E au t+at
1 I
] ]
| 1
' -
. ! PN deslocamento
ty Au Agt !
tehty,

Nesta imagem esta representado o método de Newton-Raphson, utilizado
na busca pela solu¢cdo de uma relacéo néo linear entre um carregamento f e o
deslocamento representado por u. Na imagem, os indices superiores, entre
parénteses, a direita identificam o numero da iteracdo realizada até a
aproximacao conseguida.

O critério de convergéncia utilizado envolve a norma do incremento
||da£l|| e/ou a norma do residuo ||‘PI‘;+1||. Recomenda-se que a tolerancia seja

metade da precisdo da maquina utilizada na andlise, assim se a precisao da
maquina for 16 digitos,e =107 (ZIENKIEWICZ e TAYLOR, 2000). Mais

precisamente, pode ser escrito como;
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||Lp111+1|| §e||\P§+1||

Eq. 2.4-1

2.5 Resposta no Dominio do Tempo

Em esséncia, a integracdo direta se baseia em duas ideias basicas. A
primeira refere-se ao fato de se determinar o equilibrio estatico em cada
incremento de tempo, com a inclusdo dos efeitos de inercia e amortecimento,
de forma que a nao linearidade geométrica deve ser solucionada para cada um
destes incrementos (CRISFIELD, 1997). A segunda, refere-se ao fato de se
admitir uma variagcédo para o deslocamento, velocidade e aceleracdo ao longo
do intervalo de tempo utilizado no processo incremental. Ao padréo de variacéo
estabelecido para essas variaveis, estdo associadas caracteristicas como
acuracia, estabilidade numérica, e custo da analise, relacionadas ao método
utilizado (BATHE, 1996). Aléem disso, a preocupacao com relacdo aos métodos
de integracdo aplicados a sistemas dinamicos lineares € direcionada a acuracia
dos resultados, pois estes tém sua estabilidade facilmente satisfeitas, contudo,
em sistemas dinamicos nao lineares, ha a necessidade de se preocupar
também com a estabilidade numérica do algoritmo, uma vez que estas
frequentemente sdo perdidas em sistemas nao lineares (KUHL e CRISFIELD,
1999).

Muitas estratégias de integracdo no tempo, podem ser utilizadas para
atualizacdo de velocidades e aceleracbes, sendo o método de Newmark
(NEWMARK, 1959), um dos mais populares. Neste, a velocidade e o

deslocamento séo atualizados respectivamente na forma:
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t+Atu — tu + [(1 _ y) t“l'l + yt+Atu]At
Equacéo 2.5-1

At?
HAty = fy+ fuAt + [(1 - 2B) fi+ 285 -

Equacéo 2.5-2

Onde y e B séo as constantes de Newmark e At o incremento de tempo, e
estdo associados diretamente com a acurécia, convergéncia e estabilidade da
integracdo. De acordo com (HILBER, HUGHES e TAYLOR, 1977) o método é

considerado incondicionalmente estavel para a contido num intervalo definido

por:
3 (1-2a)
=
(1-a)’
6= 4
u==c€ [——,0]

Equacéo 2.5-3

. ~ . 1 1 . ~ .
Para a situacdo em que u = 0, ou seja, y =2 e § =, a variacdo linear da

aceleracéo pode ser ilustrada na imagem abaixo.

Figura 2.5-1 — Acelerag&o no intervalo de tempo. Adaptado de (BATHE, 1996)

1
E( tﬁ 4+ t+ﬂtﬁ}

t t+At

A respeito da escolha dos parametros do método, é importante observar
gue a menos que y seja 1/2, um amortecimento espurio € introduzido
proporcional a quantidade (y - 1/2). Se y é zero, o amortecimento é negativo,

promovendo uma autoexcitacdo, inexistente no sistema fisico, sendo portanto
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apenas um erro do procedimento numérico. Similarmente, se y é maior que
1/2, amortecimento positivo € introduzido nas respostas calculadas.

&, por outro lado, corresponde ao comportamento adotado na variacao da
aceleracao dentro do passo de tempo definido para o método. Na Figura 2.5-2

trés possiveis valores estéo representados. (NEWMARK, 1959).

Figura 2.5-2 Comportamento da aceleragédo dentro do incremento de tempo, em funcdo de beta.
Adaptado de (NEWMARK, 1959).

o

Goy1

acceleration

A,

En At rl'n{.; , time

A aplicacdo do procedimento, a menos que é =0, se da da seguinte
forma (NEWMARK, 1959):
I. Assumir o valor da aceleracdo de cada massa no fim do
incremento de tempo.

ii. Calcular a velocidade e o deslocamento de cada massa no fim do
intervalor utilizando a Equacao 2.5-1 e a Equacéo 2.5-2.

iii. Para o célculo dos deslocamentos no fim do incremento, calcular
forca de resisténcia no qual € requerido para equilibrar a estrutura
na configuracdo deformada.

iv. A partir da aplicacdo da forca externa e forca resistiva, recalcular o
valor da aceleracéo ao fim do incremento.

v. Comparar os valores de aceleracdo no fim do incremento. Caso
seja diferente, devera ser realizado novamente o procedimento,
sendo recomendado utilizar a aceleracéo calculada no passo iv.

A taxa de convergéncia da aceleracdo dentro do intervalo, é funcdo do
tamanho do incremento de tempo estabelecido.
A equacdo de equilibrio dindmico a ser satisfeita no fim do incremento,

pode ser expresso por:
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Mt+At,u+ Ct+Atu + Kt+Atu — F
Equacéo 2.5-4

Inserindo a Equacdo 2.5-1 e Equacédo 2.5-2, a Equacdo 2.5-4, e
manipulando-a matematicamente,

1
—M+LC+K] ALy =

SAt? SAt
—F+M( ot t'+(1 1) t")
= sacz Y sar YT 26 U
R Y\ (Y_ Et--)
+C<6At u+(6 1) u+(6 2)2 u

Equacao 2.5-5

Tem-se uma relacéo para a definicdo de 4y,
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Capitulo 3

Formulacoes
Matematicas

3.1 Formulacao Generalizada pelo PTV.

Pelas razdes as quais foram explanadas anteriormente, o principio dos
trabalhos virtuais (PTV), com referéncia Lagrangeana total, é utilizado para a
formulagédo mateméatica do elemento finito neste trabalho.

O desenvolvimento a seguir, é baseado em (BATHE, RAMM e WILSON,
1975), (CRISFIELD, 1991) e (ZIENKIEWICZ e TAYLOR, 2000).

Inicialmente considera-se o0 corpo em movimento ao longo das
coordenadas espaciais x;;x, e x; durante um intervalo de tempo, como na
Figura 3.1-1:

Figura 3.1-1 — Descri¢cdo do movimento do corpo ao longo das coordenadas Xi, Xz e X3, ao longo
do intervalo O até t + At. Adaptado de (JELENIC e CRISFIELD, 1999).

X0

Config.emt+ At

Config. em um tempo
tqualquer

'
J—» -------------------------------------------- Xa
.
p

Configuragdo emt=0
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E considerado que as configuracées de equilibrio tempo t = 0 até um
tempo t sdo conhecidas. Deseja-se entdo, determinar a configuragdo em um
tempo t + At, de tal modo que as forcas aplicadas, as tensdes e deformacoes,
sejam escritas em uma referéncia conhecida.

Durante o movimento, as varidveis mudam constantemente, assim, tém-
se que:

t+At, & a densidade volumétrica,

Op, tp'
04, tA,t*At4, é a &rea superficial do corpo. E,
Oy, ty,t*Aty & o volume do corpo, ambos em t = 0, t e t + At
respectivamente.
De acordo com o principio dos trabalhos virtuais;
W — Weé;ct =

int
Eqg. 3.1-1

Sabendo que as variaveis da Eq. 3.1-1 devem ser referenciadas na
configuracdo inicial do corpo, e também que, a medida de tensdo que esta
conjugada ao tensor de Green-Lagrange é o segundo tensor das tensdes de

Piola-Kirchhoff, pode-se reescrevé-las na forma:

t+At t+At 0 _ t+At
_]-0 OSij o) Oel-j av = R
1%

Eqg. 3.1-2
Com;

t+AtR :-]- t+A6tk 5t+A8uk OdA_I_f Op t+A(€fk 5uk OdV
04 Oy

Eg. 3.1-3

Com t; e f;, sendo as forcas de superficie e corpo respectivamente.

Sendo “*45S;; e “*4e;; respectivamente as coordenadas cartesianas do
segundo tensor das tensfes de Piola-Kirchhoff, e do tensor das deformacdes
de Green-Lagrange.

Uma vez que *4{S;; e “*4¢;; sdo desconhecidos, utiliza-se da seguinte

decomposicédo incremental para o alcance da solugéo:
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t+At — t
0Sij = 0Sij T 05

t+At —

t
0€ij = ofij T o€ij

Com a variagao de ,¢;; nha forma:

1 1 1
o€ij = 5( oUiyjt Ouj'i) + E(Suk;i oUierjt Uk j olii ) + E( oUksi Oukrj)

Ou,
ofij = o€ij T oflij
Com u; sendo o deslocamento na diregao x;.
1 ~ .
Sendo o1y = - (ol otk ) O termo ndo linear.
Com a relacgéo;

0Sij = oCijrs ofrs
Eq. 3.1-4
A Eq. 3.1-2 é reescrita na forma:

OSL-J-(S 077ij OdV = t+AtR - J. OSij5 Oeij OdV

f oCijrs o€ij0 o€ij °dV + f
OV 0 OV

|4
Eq. 3.1-5

Que representa uma equacdo nao-linear para os deslocamentos u;,
assim, sua solucdo ndo pode ser calculada diretamente, dessa forma,
emprega-se a aproximacgao de ,¢ = ,e e a relagdo entre tensdo e deformacéo,

de acordo com a Eq. 3.1-6, fica:

OSij = OCijrs 0€rs
Eg. 3.1-6
O que leva a;

OSU’5 077ij OdV = t+AtR — f OSij6 Oeij OdV

oy

f oCijrs 0€ij0 o€;j °dv + f
OV 0

%4
Eq. 3.1-7

Utilizando das func¢des isoparamétricas para interpolacdo dos deslocamentos e

coordenadas cartesianas.
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wu6) =) (5 )

(50 = ) he()T

E com:

€ = Bu
Sendo B a matriz de transformagéo deslocamento-deformagéao.
A equacdo é escrita na forma:

j ¢BICEB, °dV + f ¢BL, SEBy, °dV = "TAR — J ¢BY,S °dv

oy oy oy

Sendo esta, a equacédo néo linear incremental dos deslocamentos, escrita

com base nas funcdes de interpolagéo para o MEF.

3.2 Apresentacéo do Elemento Finito.

Neste trabalho, as analises sédo feitas com uso do elemento finito
isoparamétrico solido de 8 ndés com formulagcdo Lagrangeana Total e sua

formulacdo completa esta detalhada na pagina 93.

Figura 3.2-1 - Movimento do EF ao longo do tempo.

[
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Dado o elemento finito da Figura 3.2-1, seus deslocamentos sao
interpolados pelas fungdes lagrangeanas escritas na forma:
1
h, = 5(1 +rir)(1 + s;5)(1 + ¢t;t)

Considerando uma formulacdo isoparamétrica,
8

tx; = Z h txk

k=1

Sendo t um tempo qualquer durante 0 movimento.
Sabendo que o tensor das deformacbes de Green-Lagrange é definido
por:
1 1
€j = E( oUinj + oUpit GUisi oUkj T Uk 5uk:j) + E( oUksi Ouk'j)
E tendo como tensor conjugado de medida das tensfes, o segundo tensor

das tensdes de Piola-Kirchhoff, para uma analise hiper-elastica:

OSij = OCijrs o€rs
Podemos definir as matrizes de rigidez, linear e n&o linear

respectivamente da seguinte forma:

1
-1

1
Ky, = ||| $BE.558BrJ ar ds ac
-1
A forca devido a tenséo interna do elemento € dada por:
1
'F = fff EBTLSj dr ds dt
-1

Sendo o termo
dV = jdrdsdt
A variacdo volumétrica do elemento, com j sendo o determinante da

transformacgao de coordenadas.
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A matriz de massa do elemento pode ser descrita como uma combinacéo

linear de uma matriz de massas concentradas, dada na forma:
;P
M =j-I dr ds dt
8 \%4

Somada a matriz de massa consistente dada pela forma:

M° = pffj[H]T[H]j dr ds dt

Com [H] a matriz de func8es de interpolacéo.

Resultando em:

M = a;M° + a,M"

Sendo a, e a, 0s coeficientes de ponderacao.

A matriz de amortecimento deve ser construida em funcdo da analise,
para o modelo de MEF apresentado neste trabalho, pode ser implementada
com a seguinte relacao:

C=aM + K

Onde a e B sao as constantes de Rayleigh para o amortecimento
proporcional (veja item 2.3.1).

Da equacao do movimento de um sistema forcado com amortecimento na
forma:

Mu+ Cu+ Ku=R

Manipulando-a e substituindo cada termo, fica:

((t)KL + SKNL)u — t+Atp _ 5}7 — MtHAt; _ ctraty,

Sendo “*2R o valor da forca ao longo do incremento de tempo.

3.3 Carregamento de Impulso

Em muitos casos préaticos, usa-se de aproximacbes para 0S
carregamentos dinamicos como sendo quase-estaticos ou estaticos. Contudo
guando a magnitude das solicitacdes € elevada, como em casos de cargas de
impacto, ou eventos especificos, este tratamento pode ser inadequado. No
estudo realizado neste trabalho, a configuracdo do carregamento €

considerada como um carregamento impulsivo.
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Um carregamento hipotético de impulso, ndo periodico, para as analises
deste trabalho estd representado na Figura 2.1-1. O tempo de andlise
compreende o intervalo [to, tf], sendo que a amplitude atinge seu valor maximo
emt=/{.

Para modelagem da forma do carregamento, € considerado um
carregamento originado por um corpo rigido que cai, sob a acao da gravidade
apenas, de uma altura h até a estrutura especifica. Para tal, considere-se o
sistema a seguir (Figura 3.3-1):

Figura 3.3-1 - Modelo de corpo em queda livre

r--=
1 1

= Ta

Se é considerado que ha a conservacao de energia, tem-se:
UP = UM

Equacéo 3.3-1

Sabe-se que a energia potencial da mola é dada por: Uy, = %kAdz
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1
P(h + Ad) == EkAdZ

Equacéo 3.3-2
Que desenvolvendo para Ay;:

kA% — 2PAy — 2Ph = 0

Ent&o, o maior valor de A; € dado por:

1
, _ 2P+ (4P? + 8kh)?2
¢ 2k

1

A _p+ P2+2Ph 2
a7k " \k2 'k

1

P 2kh\2
Ad:; 1+(1+T)

Equacéo 3.3-3

Mas,

P

k

E o deslocamento provocado pela carga estatica, entdo pode-se

Aest =

reescrever a equacao para o deslocamento provocado pela carga de impacto.

1

2h \2
Ng = Dege 1+(1+ )
Aest

Equacéo 3.3-4

Ag = nlhgg
Entdo a forca aplicada pode ser expressa por:
Fg =kAg = k(nAest) = NFegt
Com F,,; sendo a forca aplicada de forma estatica e n o fator multiplicador

da forca admitindo que ela ocorre devido a queda de um corpo a altura h.

61



Equacéo 3.3-5

Admite-se, portanto, que a for¢ca aplicada tem um pico de valor nF,g;
(sendo n > 1) e retorna até um valor de F,;; que permanece constante durante
0 tempo em que ela é aplicada (ou enquanto a analise € realizada). Deve ser
observado que se h = 0, o fator multiplicador da for¢ca é n = 2, isso implica que
0 corpo esta sobre a superficie e entdo é solto, duplicando a forga estatica
equivalente. Esse comportamento esta descrito na imagem a seguir (Figura
3.3-2).

Figura 3.3-2 - Curva da forga x tempo
F(t)

NFest

Fest

A curva ocorre em 3 estagios descritos por:

FF,qt, 0<t<é
f(x): Fest(zn_ft): fSt<TI
Festi th

Equacéo 3.3-6

Com f ==
¢
Os parametros F,,;, { € n sdo estabelecidos a partir das caracteristicas da

analise e do problema.
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O carregamento indicado na Equagéo 3.3-6 deve ser aplicado ao sistema
de forma incremental, de modo que a cada incremento, a equacéo de equilibrio
seja estabelecida e solucionada. Este processo ocorre até que o intervalo da
andlise seja finalmente concluido, e se obtenha o histérico da resposta da
estrutura.

O processo incremental de solugdo do sistema dindmico, esta

representado no algoritmo ilustrado na Figura 3.3-3°.

Figura 3.3-3 - Algoritmo para solucdo do sistema de equacdes nao lineares.

INITID

Defne: Frn  to e il

Y
B>
N

h 4
Célculo do equilibrio

A

Integra eq. movimenta

SOLUCAO

® Os algoritmos para o calculo do equilibrio incremental e o processo de integracdo
direta, serdo abordados nos proximos capitulos.
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A respeito das tensdes no material, € considerado que ndo ultrapassam
seu limite elastico, sendo assim ndo ha deformacfes plasticas aceitaveis,
configurando entédo, linearidade nas propriedades do material durante o
processo de deformacao e ndo linearidade geomeétrica, para o caso de grandes

deslocamentos.

Capitulo 4

Implementacao
Computacional

4.1 Aspectos Gerais

Neste capitulo estd apresentada a estruturacdo, da implementacdo dos
algoritmos referentes aos métodos anteriormente estudados, utilizada na
construcdo da ferramenta computacional empregada nos calculos necessarios
para as avaliacfes propostas.

A necessidade da construcdo do programa aqui mencionado, advém da
natural sinergia entre as ferramentas disponiveis na computacdo e o campo
das analises numéricas aplicadas as estruturas mecanicas. Assim,
implementou-se, neste trabalho, um numero definido de algoritmos para a
composicdo de cada etapa do programa, além de sua adequagdo a

funcionalidade de cada método estabelecido e aos parametros requisitados.
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Este programa € identificado como MDNA (Modal and Dynamics
Numerical Analysis), tem como objetivo fundamental, o calculo dos autovalores
e autovetores, utilizados para construcdo da matriz de amortecimento, além do
céalculo da resposta em funcdo do tempo de estruturas simples submetidas a
carregamentos variaveis no tempo, com formato impulsivo (ver item 3.3). As
rotinas que constituem o programa, esta atribuido o método dos elementos
finitos, aplicado na solugéo dos sistemas de equacdes oriundos da estrutura a
ser estudada.

Os métodos numéricos foram implementados em rotinas escritas com
linguagem c++°, onde sdo geradas as respostas, que por sua vez sdo salvas
em arquivos externos (formato txt). As representacdes visuais, isto €, a geracao
de graficos correspondente as informacgfes contidas nos arquivos externos
(conectividade dos elementos finitos, coordenadas nodais, autopares, etc),
foram implementados em Matlab, com a denominacdo de GMDNA (Graphical
MDNA). Um exemplo da representacéo grafica do modelo pode ser visto na
Figura 4.1-1.

Figura 4.1-1 — Representacéo Gréafica da Malha no GMDNA.

I
Py

® Foi utilizado, como ambiente de desenvolvimento, o Codeblocks, cuja distribuicio é
gratuita e apresentou desempenho satisfatério com relacdo as necessidades presentes no
desenvolvimento do programa MDNA.
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No que diz respeito as tolerancias atribuidas a cada método, foram
utilizados os conceitos abordados nos capitulos referentes a cada um deles.
Além disso, os métodos utilizados na andlise estatica, modal e dindmica,
estdo prontamente implementados, estando seus algoritmos disponiveis no
Apéndice B.
O programa é dividido em 4 setores bem definidos:
= Entrada de Dados.
= Selecdo da Andlise.
* Processamento.
* Pos-processamento.
A fluxograma do programa pode ser melhor avaliado na figura abaixo
(Figura 4.1-2).

Figura 4.1-2 - Algoritmo simplificado do programa

GEONETRIA \ | MATERIAL y | MALHA y \ RESTRICAES | \ CARREGAMENTDS y |SELECI[]NAANMISE

HODELD .

Lo |

e |
PROCESSAMENTD 1«

POS-PROCESSAMENTO

Os principais arquivos de saida estdo organizados da seguinte maneira:
1) CONECTIVIDADE.txt — Apresenta a forma como 0s nés constroem 0sS
elementos. Este arquivo € necessario para construcdo do modelo visual no
Matlab. A Figura 4.1-3 mostra um exemplo de uma malha com 10

elementos.
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Figura 4.1-3 — Exemplo de arquivo CONECTIVIDADE.txt

£ CONECTIVIDADE - Notepad - o
File Edit Format View Help

NO1 NO2 NO3 NO4 NOS NO& NO7 NO8
0 4 6 2 1 5 7 3
4 8 6 5 9 17
g 2 1 18 9 13 15 n
12 16 18 14 13 17 19 15
16 20 22 18 17 21 23 19
20 24 26 22 21 25 27 23
24 28 30 26 25 29 31 27
22 32 3 3% 29 3 35 31
2 3% 38 3 313 3 39 38
% 4 42 18 3 4 48 39

-
m

WDO00 =] O A sl R @

2) MODELO.txt — Apresenta os dados de entrada imputado pelo analista.

3) COORDENODES_ DATA.txt — Armazena as coordenadas de todos os nés
da estrutura, para a construcédo do modelo em Matlab.

4) AUTOVALORES.txt — Apresenta os autovalores oriundos da analise modal.

5) AUTOVETORES.txt — Apresenta 0s autovetores oriundos da analise modal.

6) DESLOCAMENTO.txt, POSICAO.txt, VELOCIDADE.txt e ACELERACAO.xt
para os dados da analise transiente.

7) DESLOC_ANALISE_ESTATICA _NAO_LINEAR com os dados a respeito da

analise estatica.

4.1.1 Limitagcdes do Programa

Faz-se necessario, nesta secdo, uma abordagem a respeito das
limitacGes fisicas do programa MDNA e suas rotinas.

No que tange as limitacOes fisicas, os algoritmos ndo estdo adaptados
para situacdes em que sdo abordadas nao-linearidades fisicas do material, isto
€, admite-se que as tensdes nao ultrapassam o limite elastico da curva tenséo
x deformacdo para um determinado material. Embora, de acordo com as
referéncias utilizadas, as formulacbes matematicas do elemento finito, ndo
apresentem restricdes a ndo-linearidades geométricas.

Visto isso, as analises sédo feitas tomando como ressalva 0s critérios

anteriormente abordados.
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4.2 Estrutura do Programa

O algoritmo da pégina 69, representa a estrutura do programa, entendido
como um todo, isto €, como o programa completo, abrangendo todos os
processos envolvidos no calculo por ele realizados. Foi construido a partir da
superposicao dos métodos representados pelos algoritmos ilustrados no
Apéndice B.

Em suma, o programa representa uma possibilidade da resolucdo de

sistemas néo lineares e respectiva integracdo ao longo do tempo.
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Figura 4.2-1 — Algoritmo representativo do programa MDNA
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4.3 Validacao da Implementacéo

Por fim, faz-se necessario a avaliagdo dos resultados obtidos nas
implementacfes finalizadas até este ponto, para averiguacdo da eficiéncia e
confiabilidade obtidas nos calculos feitos pelo programa MDNA.

TESTE 1 - Convergéncia dos resultados quando o numero de elementos
€ aumentado.

A seguir, na Tabela 4.3-1, estdo apresentados os dados do problema
exemplo tomado como parametro para o teste da convergéncia do programa
MDNA. A solucdo analitica, foi baseada na deflexdo estatica da estremidade
livre da estrutura na Figura 4.3-1 — Exemplo para analise de convergéncia.

O exemplo utilizado é uma viga, cuja secéo transversal consiste em um
guadrado, simplesmente engastada em uma das extremidades com uma carga

concentrada F na outra extremidade. Veja imagem abaixo.

Figura 4.3-1 — Exemplo para andlise de convergéncia

Tabela 4.3-1 — Dados do modelo na verificagdo de convergéncia.

PROBLEMA EXEMPLO
E(Gpa) = 200.00
Poisson = 0.30
Dimensdes(Ixbxh) (m) = 1.00x0.10x 0.10
F(kN) = 10.00
Sol. Analitica(mm) = 2.00
Fator de amortecimento = 0.03
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Os dados geométricos e de materiais estdo na Tabela 4.3-1. A solugéo
analitica encontra-se na mesma tabela e foi conseguida pela consideracao de
um problema linear da viga de Bernoulli-Euler.

Ap6s a aplicacdo do carregamento, a estrutura possui a seguinte

configuragéo:

Figura 4.3-2 - Configuracdo deformada

ey
S S SSS T T T
ST '-:’::::nn-:::::::::'
T
HH - AT

&

&,

A curva de convergéncia encontra-se na Figura 4.3-3:

Figura 4.3-3 - Curva de convergéncia.

Anadlise de Convergéncia

40
35
30
25
20
15
10

ERRO(%)

10 160 310 460 610 760 910 1060 1210 1360 1510

Numero de Elementos

O teste acima apresentou sucesso, haja visto que a diferenca entre a
valor calculado analiticamente e o encontrado no modelo de MEF (-0.001955,
isto € cerca de 2%) € razoavel e justificado pelas diferentes consideracfes
entre um modelo e outro.

TESTE 2 — Comparacgéo entre analise modal obtido no programa MDNA e
Ansys.
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MODELO (Mesmo que o anterior):

Figura 4.3-4 — Erro entre os resultados gerados no ANSYS E MDNA
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Tabela 4.3-2 - Erro Ansys x MDNA (em %)

MODO ANSYS MDNA ERRO(%)
1 81,30 82,275 1,18
2 81,30 92,59 12,19
3 487,59 494,183 1,33
4 487,59 554,419 12,05
5 720,06 776,031 7,21
6 1265,70 1253,84 0,95

Acima, na Figura 4.3-4, estdo apresentados os 6 primeiros autovalores
calculados no ANSYS e no MDNA, e mostram um erro associado aos calculos.
Porém, considerando as diferentes hipoteses e formulacfes de cada elemento

finito, além do algoritmo de solucéo, os erros citados sédo esperados.

TESTE 3 — Verificacdo da integracdo numérica.
A integracdo numeérica sera verificada utilizando um problema de

excitagdo harmodnica, de modo que a resposta obtida deverd, apdés um
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intervalor de tempo referente as respostas transientes, ter um perfil similar a
excitacdo, isto €, uma resposta também harménica.

Abaixo seguem as representacdes gréficas da forca de excitacdo e a
resposta da extremidade livre do sistema obtida na integracdo numérica. O
modelo fisico é similar ao da Figura 4.3-1, e os dados de acordo com a Tabela
4.3-1, exceto pelo valor da forca, que neste caso ndo € constante, mas
harmonica, ilustrada na Figura 4.3-6.

Neste caso utilizou-se dos seguinte valores para os parametros do
método de Newmark.

1 1

== = . At = 0.01
)/2,64,

A forca de excitacdo F € expressa por:
F = Fycoswt = 10000 * cos 207t

Figura 4.3-5 - Resposta da extremidade livre do sistema.
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AN N NN
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Figura 4.3-6 - Forca harmdnica de excitacéo do sistema

Excitacdao do Sistema

1,50E+04

1,00E+04
— 5,005103 . ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
S IAWANANAWAWA
& soornos 00l Vool ozl Vo log s o7

DS/ VA VA VA VA V

-1,50E+04 tempo (s)

Nota-se que a resposta tem um perfil idéntico ao da excitacao a partir de

um determinado instante de tempo, ou seja, apés o trecho transiente.
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Capitulo 5

Analises e Resultados

As andlises seguintes permitirdo averiguar a influéncia da matriz de
amortecimento nas equacdes do movimento do sistema, visto que duas
situacdes possiveis sdo avaliadas: o sistema com a presenca da matriz de
amortecimento e outro com auséncia do amortecimento. O modelo é similar ao
mostrado na Tabela 4.3-1, exceto pelo carregamento que passa a ser variavel
no tempo, o que implica que devera ser atualizado a cada incremento de
tempo.

Inicialmente, realiza-se uma analise cujo valor do carregamento é o
carregamento estatico, para o calculo dos deslocamentos estaticos que permite
a definicdo do fator de multiplicacéo n (devido ao efeito dinamico, ver item 3.3,
pagina 59). Em seguida, a analise modal, para o calculo dos autovalores que
permitem o calculo dos coeficientes de Rayleigh, e finalmente, o calculo da
resposta no dominio do tempo.

No calculo no dominio do tempo foi necessario utilizar um software
comercial, pois devido a uma limitacéo técnica no que diz respeito a utilizacéo
de memodria, as respostas ndo se mostraram com boa qualidade na integracao,
proveniente de um incremento de tempo nao suficientemente pequeno. Dessa
forma, utilizou-se o FEMAP para esta etapa do calculo.

No primeiro problema proposto, o carregamento € considerado como um
corpo rigido de 1000kg (10kN) que cai de uma altura 5cm sobre uma barra em
balanco de metal com secdo quadrada. No segundo problema, um corpo de

100kg cai da mesma altura.

5.1 Calculos Preliminares
A seguir, a Tabela 5.1-1 mostra as caracteristicas do modelo:
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Tabela 5.1-1 - Modelo de avaliagdo

PROBLEMA EXEMPLO
E(Gpa) = 200.00
Poisson = 0.30
Dimensd&es(Ixbxh) (m)= 1.00x 0.10x 0.10
Festatica(N) = 10000.00
Altura(cm) = 5.00

O modelo de elementos finitos utilizado estd modelado, conforme é

mostrado na Figura 5.1-1:

Figura 5.1-1 - Modelo para avaliagdo

5.1.1 Analise Estatica

A configuracédo deformada obtida da andlise estatica esta apresentada na
Figura 5.1-2.
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Figura 5.1-2 - Estrutura deformada estaticamente

No calculo do fator de multiplicacdo n, foi utilizado apenas o
deslocamento vertical (pois é nesta direcdo que a forga esta aplicada) do no
central da face onde ocorre a solicitagcdo, uma vez que nesta face, 0s
deslocamentos verticais tém valores muito proximos, sendo desnecessario que
se utilize o deslocamento estatico de cada no, quando a respectiva forga for
aplicada. Assim, o deslocamento estatico utilizado é:

|Agse] = 0.00195533 m
O que leva o fator n a:
n = 8.22
Assim, quando considerado um problema dinamico, a forca de 10.00kN

tem um pico de 82,21kN antes de retornar ao valor de 10.00kN.

5.1.2 Analise Modal

4 dos modos normais obtidos da analise modal estdo mostrados a seguir
(Figura 5.1-3 a Figura 5.1-6).
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Figura 5.1-3 - 1° Modo (82.8 Hz)

Figura 5.1-4 - 3° Modo (497.46 Hz)

Figura 5.1-5 - 5° Modo (782.10Hz)
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Figura 5.1-6 - 6° Modo (1252.86 Hz)

Fazendo uso dos resultados obtidos anteriormente, podem ser estimados
os valores dos coeficientes de Rayleigh para o amortecimento (ver Equacao
2.3-5

). Assim, como visto na Tabela 2.3-1, o amortecimento para cada tipo de

material, é expresso em faixas, que para estruturas similares aos exemplos

anteriores esta compreendido em: 0.02 < ¢ < 0.07.

5.2 Resposta no Dominio do Tempo

5.2.1 Estudo de Caso 1

A Error! Reference source not found. mostra a variacdo dos
coeficientes de Rayleigh de acordo com o valor do fator de amortecimento.
Para cada um destes valores foi calculada a resposta no dominio do tempo e

verificado o comportamento dos deslocamentos.

Tabela 5.2-1 - Coeficientes de Rayleigh

w1l = 82.80Hz w2 =497.46Hz
FATOR DE
ANALISE AMORTECIMENTO ALPHA BETA
ANALISE 01 0.00 0.00000E+00  0.00000E+00
ANALISE 02 0.02 6.89346E-05 2.83940E+00
ANALISE 03 0.03 1.03402E-04 4.25909E+00
ANALISE 04 0.04 1.37869E-04 5.67879E+00
ANALISE 05 0.05 1.72337E-04 7.09849E+00
ANALISE 06 0.06 2.06804E-04 8.51819E+00
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ANALISE 07

0.07 2.41271E-04  9.93788E+00

Ao longo do tempo, o deslocamento vertical do né avaliado teve, para

cada nivel de amortecimento, o seguinte comportamento:

Figura 5.2-1 - Deslocamento x tempo
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= (.05
===0.06
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A regido onde se apresentou 0s maiores distanciamentos dentre os

valores de deslocamento foi:

Figura 5.2-2 - Deslocamento x tempo (0.2 <t < 0.4)
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Figura 5.2-3 - Deslocamento da extremidade Livre (0.2s a 0.4s)
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Percebe-se que as curvas na Figura 5.2-3 oscilam em torno de 0.002m,
ou seja, do valor referente ao deslocamento estatico calculado analiticamente.
Logo, o maior erro associado aos valores das curvas serdo conseguidos
comparando os valores determinados na analise dinamica com o deslocamento
estatico. Assim, o maior erro ocorrera entre o valor de deslocamento do
sistema sem amortecimento (¢ = 0.00) e o deslocamento estatico, uma vez
gue, apdés um tempo suficientemente grande, o sistema amortecido ird parar
sua oscilacdo com deslocamento final igual ao deslocamento estatico.

Sendo o valor da amplitude do movimento sem amortecimento igual a

0.00215m, este distanciamento entre os valores é de:

_ 0002150002 _
erro = 0.002 = /.07

Em relacdo a andlise dinAmica, os maiores valores de deslocamento
ocorrem no instante t = 0.1 segundo, ou seja, onde o carregamento atinge seu
valor maximo, porém o distanciamento relativo entre as curvas amortecidas e

aguela ndo amortecida € muito pequeno, sendo portanto desprezivel.
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Figura 5.2-4 - Distanciamento das respostas em fun¢do do fator de amortecimento
(deslocamentos).
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Neste ponto (t = 0.1 segundo), 0 erro maximo ocorre quando o sistema
possui um fator de amortecimento de 0.07. Neste, o erro €& de
aproximadamente 1%. Esta ilustrado no grafico da Figura 5.2-4, também, a
curva dos distanciamentos no tempo igual a 0.25 segundo. Percebe-se que o
erro aumenta, cujo valor tende a aproximadamente 7%, no qual é o erro

maximo.

5.2.2 Estudo de Caso 2

Neste estudo, foi realizada uma avaliacdo das respostas para um nivel de
esforcos menores, ou seja, um modelo semelhante ao anterior, contudo com
uma menor intensidade na forca, e esta orientada para cima.

Utilizou-se um valor intermediario para o amortecimento, isto é & = 0.05.
Além disso, a forca estatica tem valor de 1000N.

Considerando a analise modal realizada no item anterior, utilizando o 1° e

3° modos, os calculos de a e  levam a:

Tabela 5.2-2 - Coeficientes de Rayleigh

wy = 82.3 Hz a =7.052883e0

w3 = 497.46 Hz B =1.73517e-4
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Percebe-se, nos valores dos coeficientes calculados, que a matriz de

rigidez (Qque € acompanhada pelo coeficiente (), ainda que possui um

coeficiente de ordem menor, promove uma maior contribuicdo na construgéo

da matriz de amortecimento, uma vez que 0s elementos nao nulos da matriz de

massa sdo em geral muito menores que a rigidez.

O deslocamento para a andlise estatica é (em metros):

|Ags:| = 1—0.000193016]
O que leva o fator n a:
n =23.78

Logo a amplitude méaxima da forga impulsiva é de:

Fimp = NFese = 23.7836 * 1000 = 23783.6 Newtons

Isso leva as seguintes relacdes de deslocamento:

Nas curvas a seguir (Figura 5.2-5 a Error! Reference source not

found.), estdo representados os deslocamentos verticais dos n0s contidos nas

faces extremas’ do sistema ndo amortecido e amortecido ao longo do tempo

de analise.

Figura 5.2-5 - Deslocamentos x tempo
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Percebe-se que o0 comportamento de ambas

as situacdes € muito

semelhante, contudo algumas regides apresentam alguma diferenca entre seus

valores, como ilustradas na imagem seguinte (Figura 5.2-6).

’ Foi escolhido este ponto, por se tratar da face onde ocorre os maiores valores de

deslocamento.
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Figura 5.2-6 - Deslocamento x tempo (0.19 <t < 0.24)
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O distanciamento entre as duas curvas ocorre seu valor maximo em um
instante grande o suficiente para a estabilizacdo da curva amortecida, onde
esta curva tende ao valor de 0.0002m, enquanto a ndo amortecida oscila
atingindo valores de aproximadamente entre 0.00035m e 0.00005. O que da
um erro associado de cerca de:

_ 10.00035 —0.0002] _
erro = 0.0002 = /.97

No pico de maiores deslocamentos, o distanciamento € desprezivel se

comparado com o distanciamento ocorrido na estabilizacdo da estrutura, cerca
de 0.5%.

5.3 Analise Comparativa

Os estudos anteriores mostraram que 0s niveis relativos de
deslocamentos obtidos nas respostas, ainda que com niveis de esforcos
diferentes, se mostraram relativamente proximos. Isto é um indicativo de que
ndo ha uma relacdo direta, onde o aumento na intensidade do carregamento
implica de maneira significativa no distanciamento entre as respostas do
sistema amortecido e ndo amortecido. Por outro lado, é importante salientar
gue os modelos estudados apresentam simplicidade em sua geometria e

comportamento do material.
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Capitulo 6

Conclusoes

Como fora citado anteriormente, um namero pequeno de autores afirmou
gue a matriz de amortecimento €, muitas vezes, desprezada sem perdas
relevantes de informacfes na analise. Outros afirmaram, ainda, que o
amortecimento na presenca de carregamentos de impulso também pode ser
irrelevante, contudo nédo foi encontrado um estudo onde esta demonstrado a
intensidade com que a matriz de amortecimento influencia sobre as respostas.
Assim, os estudos realizados no capitulo 5, trouxeram uma luz sobre esta
guestdo, de modo que foram averiguadas as respostas de um sistema
simplista, mas que permitiu reafirmar, para este caso, que as diferencas entre
respostas, em seus picos, foram relativamente pequenas (cerca de 7% na
presenca de 0,07 de amortecimento). Entretanto, os valores dos
deslocamentos, foram linearmente decrescentes com o0 amortecimento, ou
seja, com um nivel de amortecimento maior, respostas em niveis menos
criticos se fardo presentes, o que pode promover uma analise com respostas
menos conservadoras, implicando em uma resisténcia adicional oferecida pelo
sistema. Além disso, com a precisdo das respostas melhorada devido a
presenca do amortecimento, uma avaliagcdo do engenheiro deve ser feita ao
considera-la, uma vez que, sendo uma combinacdo linear das matrizes de
massa e rigidez, relativamente pouco custo computacional é adicionado a
analise.

Por fim, faz-se necessario ressaltar a necessidade de estudos futuros,
com maior aprofundamento em detalhes que podem se mostrar incisivos nas
conclusdes a este respeito, tais como: a utilizacdo de outros materiais com
caracteristicas diferentes, como amortecimento mais intenso, comportamento
ndo linear, ou estruturas complexas, com presenca de elementos estruturais

diferentes, materiais diferentes, entre outros.
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APENDICE

por:

A.Formulacdo do Elemento Finito Hexaédrico

Lagrangeano de 8 nos.
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Comi=1,2,3.

E as func¢des Lagrangeanas de interpolacao,

he=gtr J1ts JA£t)

O tensor das deformacgbes de Green-Lagrange, representado por:

1 1
€j = E( oUinj + oUpit GUisi oUkj Tt Uk 5uk:j) + E( oUksi Ouk'j)
Ou,
€E=e+n
Sendo e, o termo linear e n, 0 termo nao linear. Expandindo na forma de
um vetor, fica:

_611_

Uy T Uy
Uz + Uz
[Up 3 + Uz ;]
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t t t
oU1,1 oU1,1 T oUz21 oU21 T+ oU31 0U31

t t t
oU1,2 oU1,2 T oUz2 oUz2 T oU32 oU32

t t t
0U13 oU1,3 T oUz3 oUz3 t oU33 oU33

Sendo e = ej + e;.

r 1
2 2 2
E( oUis + Uz + 0u3,1)

1
2 2 2
E( oUiz T oUz2 t+ 0u3,2)

1
2 2 2
E( oUiz T oUz3 + 0u3,3)

oU1,1 oU12 T oUz1 oUz22 T oU31 oU32
¢
oU1,1 oU1,3 T oUz1 oUz3 T oU31 0U33

[ oU1,2 oU13 T oUz2 oU23 T oU32 U3 3.

t t ¢ ¢ ¢ t
(0”1,1 oU1,2 T oUz1 oUz2 T oU31 oU32 T+ oU110U12 T oU210U22 T 0U31 0“3,2)

t t ¢ ¢ ¢ t
(0”1,1 oU1,3 T oUz1 oU23 T+ oU31 oU33 T oU110U1,3 T oU210U23 T U341 0“3,3)

t t ¢ ¢ ¢ t
-(0”1,2 oU1,3 T oUz2 U233 T U3 2 oU33 T oU120U1,3 T oU220U23 T oU32 0“3,3)-

Escrevendo os termos sob uma forma conveniente;

€y =

SO R O OO
O R OO OO
SO R O OO
_ o O o oo
O R OO OO
_ o OO oo

O O OO O
SO O OO
SO OOk OO

oU1,1
olU1,2
oU1,3
oUz,1
oUz,2
oUz2,3
oUs 1

oU3s2

oU3z 3]
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rt t t
oU11 tO 0 oU2,1 tO 0 oU3,1 tO
0 oU1,2 tO 0 oUz2 tO 0 oU32
0 0 oU13 0 oU23 0 0
e, = t ¢ t
P furs  otaa . 0 GUzz  oUz1 . 0 GUsz 0U31
t u ¢ u t
oU1,3 0 2 L1 juys (t) 21 Guss 0
L 0 oU1,3 U2 0 oUz23 oUz2 0 o0U33
E;
[ oU1,1 0 0 oU21 0 oU31 0
0 oU1,2 0 0 oU2,2 0 0 oU32
1t 0 0 oU1,3 0 oU23 0 0
n=-
oU12 oU11 0 oUz2  oUz1 0 oUz2  oU31
0 oU1,1 oU21 0
oU1,3 oU23 oU33
L 0 oU1,3 Ui 0 oUz23 Uz 0 oUs;3
Que podem ser escritos como:
ey = LGq
e, = AGq
1
n = EAOG"
G pode ainda ser escrito como:
G = [T'][oh]

Sabendo que u; =

deslocamentos, fica:

Uiy X1
Ujs | = | X1s
Uit X1,t

Ou,

x2'r
x2's
X2t

x3'r
X3,S
X3t

[ oUq1]
olU1,2
0 7 oU1,3
0 u
Uz 3 0721
0 oUz,2
6“3,1 oU2,3
6“3,2- oUs1
oUs,2
L OU3'3_
[ oU1,1]
olU1,2
07 oU1,3
0
oUs;3 ot21
0 oU22 |5
oUs 1|l oUz3
oUs 21y oUz1
oUs,2
L oU3,3]

f(x1,x5,%3) € Xxq,%5,x5 = f(r,s,t), 0 gradiente dos
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Uiy X1r Xowr X3z Uiy

Uiz | = | X1s X2is X35 Uj)s

Uj,3 X1t Xox X3t Ut

Com,
-1

Xir X2 X3zor [h T Is
I'= |X1s X2, X35 =I5 Ty Iz

Xt Xoe X3t [3; I3 I

Reescrevendo os vetores nas seguintes formas:

[ 0u1,1_ [ Oul,r_
u [y Ty Tz O 0 0 0 0 0 u
013 Iy, I3, iz 0 0 0 0 0 0 |[ho7nt
0u2,1 0 0 0 Fll F12 F13 0 0 0 OuZ,T

G=|ouz[=10 0 0 Iy Iy Iz 0 0 0 oUzs
0 0 0 I3; I3, I3 O 0 0
u u

23 o o 0o o0 0 0 Ty Iy, el
0u3‘1 0 0 0 0 0 0 F21 FZZ F23 Ou3‘r
oUz 2 | 0 0 0 0 0 0 [37 T3 Ta3d] oUsg

L oU3,3 L U3t

_ 8 -
Z hk,r Oulf
k=1
8
Z hk,s Oulf
) . k=1
Oul,r ZS I k
u
oU1,s k=1 ot 071
8
oUzr 1§=1
oUzs| = Zk hk,s Oulz‘c = [ah]{q}
=1
oUze 8 L ,
u
olls Zk:l kt oU2
8
0u3,s Z hk,r Oul3c
| oUs3 ¢ ] 1§=1
Z hks OuIS’C
k=1
8 k
Z Ryt oUz
L k:l .



E a matriz A, é estabelecida semelhantemente a anterior, todavia, devem ser
utilizadas as transformacdes e seus respectivos deslocamentos no tempo t.

Desse modo, a matrizes de transformacéao B, e By sdo definidas por:

1
By, = EAO[F] [0h]

B, = By + By, = [L][T][0h] + A.[T'][0R]
=017
Assim, do principio dos trabalhos virtuais, tém-se:
(SKL + 6KNL)u — t+Atp _ 5F — Mt — Ay,

Sabendo ainda que;

1
K, = jﬂ EBTCiByj dr ds dt
-1
1
Ky, = ||| $BE.555BuS dr ds ac
-1
1
'F = fff EBTLSj dr ds dt
-1

Sendo § o segundo tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff. Para a
descricdo lagrangeana total da analises de materiais hipereslasticos ou lineares

elasticos, é relacionado por:

t —t t
OSL'j - OCijrsoers

j € chamado de Jacobiano da transformacédo e é dado pelo determinante
da matriz jacobiana

E, a matriz de massa pode ser escrita como combinacdo de uma matriz
de massa consistente e outra de massas concentradas:

A matriz de massa consistente fica:
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M,y yx00 = ffl‘ p[H]T[H] j dr ds dt

Onde [H] é a matriz de fungcbBes de interpolacdo e p é a massa por

unidade de volume do material.

h1 0 0 hz 0 b hg 0 0
0 0 h1 0 0 hz 0 b h’8

A matriz de massas concentradas, fica:

P
MYy x00 = J ]§ dr ds dt Iyux;4
v

Entdo a matriz de massa fica:
Mee = q, M + a,M"
a, e a, sdo os coeficientes de ponderacéo.
A matriz de amortecimento deve ser construida em funcdo da analise.
Entretanto, para o MEF pode ser implementada com a seguinte relacao:
C = aM + BK
Onde a e B sdo as constantes de Rayleigh para o amortecimento

proporcional.
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B.Algoritmos

. Método de Newmark.

Segue o algoritmo para integracao das equacgdes néo lineares.

a. Determinar parametros e tolerdncias dos métodos de Newmark e
Newton: At, tf, to, ¥, 6, ay ... a,, etc.

Montar K; e M. Dado R(t = 0) e uo, calcular de, v, € ao.

Fazer t;,, = t; + At.

Determinar R(t;;,).

®© oo o

Método de Newton. Iterar: k = 1 atén
. k=k+1
i. Montar: K* = K, + KX,
i. Fazer: C*k = aM + BK
iv. Fazer: F** = Ftivs + [M(aqut + a,vt + azat) + C(a,ut + a, vt +
asa)] e K** = (K* + agM + a,C")
v. Calcular: K**Auti+1 = §k; §k = R — F*¥
vi.  Awalizaru*! = wtt + Autiv
vii.  Verificar: |S¥| < tol e |Au¥| < tol?
I. sim:Va para o passo f.
ii. ndo: Retorne para o passo i.
f. Calcular v(t;;,) ea(tis1)-
g. Atualizar coordenadas nodais.
h. Aloca as variaveis do passo na memodria, para uUsO Nno passo
seguinte.
i Verificar: t;,q = tf?
I. sim: Seguir para 0 passo |.

ii. ndo: Processo é continuado. V& para o0 passo c.
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j.  Salva o histérico do movimento em arquivo externo para analise no

pos-processamento.

Il.  Método de Iteracdo por Subespacos

Abaixo, o algoritmo para extragdo dos modos e frequéncias naturais.

a. Definir vetores Iniciais aleatérios: X|,
b. Ortonormalizar X,,.
c. Fazerk=1atén

i. Fazerk=k+1

i. Calcular: X,

d. Calcular projecdes: M, = )_(RHTM)_(RJr1 e Ky = Xk+1TKXk+1

e. Entra no método de Jacobi: Resolver Ky ;1Q+1 = My 11Qpi1M k41

I. Fazer A, =1
ii. Fazeri=i+1
jii. Calcular: 8, e 8,
iv. Montar: [P] = P(6,,6,)
v. Transformar: Mi*Y = PTMLP; e Kit', = PTK.P;

vi. Fazer: Qit} = Qi,,P;

1. Se Mt} e K'Y - diagonal: ®(11) =

V& ao passo f.
2. Caso contrario: Retornar ao passo ii.
f. Calcular: Xps1 = Xi41Qus1
g. Verifica convergéncia:
i. Se sim: V& ao passo h.
ii. Se ndo: Retorne ao passo c.

h. Salvar Autovalores e Autovetores. Analise Concluida

M@,D

K({D'
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