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apresentado em dois eventos nacionais e esta dissertação são frutos destas tarde de estudo

e de sua dedicação e responsabilidade como orientador. Agradeço também aos professores

Thierry Lobão, Samuel da Silva por terem tornado posśıvel a realização este trabalho de
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turma de doutorado em matemática da UFBA. Graças a turma de 2009 e a primeira

turma do doutorado, tive a quem recorrer para me socorrer quando o professor estava

ausente. Na turma de 2010, encontrei nove grandes amigos. Fico muito feliz por ter par-

ticipado de uma turma tão unida e por saber que juntos entramos e alcançamos nossos
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Resumo

Este trabalho tem como principal objetivo apresentar a teoria algébrica não-

associativa que pode ser dada às variedades dotadas de uma conexão afim. Nesta teoria,

denominada Geometria Não-associativa, podemos destacar os nomes de Lev V. Sabinin,

e Alexander I. Nesterov. Apresentaremos este estudo tanto no caso suave quanto discreto

realizando pequenas alterações com o objetivo de simplificar a compreensão e a intuição

geométrica do objeto em questão.

Palavras-chave: Álgebra Não-associativa; Geometria Diferencial; Geometria

Não-Associativa.



Abstract

This work has as main objective to present the non-associative algebraic theory

that can be given to a manifold endowed with an affine connection. In this theory, called

the Non-associative geometry, we can mention the names of Lev V. Sabinin and Alexander

I. Nesterov. We will present this study both in discrete and smooth case. Performing

small changes in order to simplify the understanding and the geometric intuition of the

object in question.

Keywords: Nonassociative Algebra; Nonassociative Geometry; Differential Geometry.
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Índice Remissivo 73



Introdução

Seja G um conjunto dotado de uma operação ·. Dizemos que (G, ·) é um loop

se para cada a, b ∈ G existem e são únicos x, y ∈ G tais que a · x = y · a = b, e (G, ·)
possui um elemento neutro. Quando G é uma variedade diferenciável M e a operação é

uma função suave de x e y, chamamos de loop suave.

Um exemplo que ocorre naturalmente em Geometria é o chamado loop geodésico

ou loop suave, definido e estudado de forma independente por Michihiko Kikkawa [Kik64]

e Lev Vasil’evich Sabinin [Sab72] em 1964 e 1972, respectivamente. Seja M uma variedade

diferenciável com uma conexão afim, expp a aplicação exponencial em um ponto p ∈M e

τpxv o transporte paralelo do vetor v ∈ TpM do ponto p até o ponto x ao longo da geodésica

liga p a x (desde que essa geodésica exista e seja única). Em alguma vizinhança aberta

U de p ∈ M é posśıvel definir um loop dado pela operação parcial x · y = expxτ
p
xexp

−1
p y.

Assim obtemos sobre a variedade M uma famı́lia de loops geodésicos, cada qual tendo um

diferente ponto p como elemento neutro, gerando o que é chamado de estrutura loopuscu-

lar. A estrutura loopuscular de M é unicamente determinada pela conexão dada, porém

a rećıproca não é verdadeira.

Em 1977, Sabinin [Sab77] enriqueceu o conceito de loops suaves introduzido por

Kikkawa fundamentando os conceitos de ódulos e diódulos suaves. Ódulo geodésico é uma

estrutura que além da operação · definida acima, possui a operação ∗ dada por t ∗ x :=

expptexp
−1
p x, em que x é um elemento do ódulo e t é um escalar. Esta operação satisfaz a

seguinte propriedade denominada monoassociatividade, isto é, (t∗x) · (u∗x) = (t+u)∗x.

Um ódulo suave é dito diódulo suave quando nele definimos uma terceira operação + que

essencialmente trata-se de uma outra forma de operar segmentos geodésicos. Posterior-

mente Sabinin trabalhou com estas estruturas de forma puramente algébrica chamando-as

simplesmente de ódulo ou diódulo.

Quando é posśıvel definir um loop/ódulo/diódulo suave em todos os pontos de

uma variedade M, dizemos que a variedade tem estrutura loopuscular/odular/diodular

respectivamente. Quando M é uma variedade com uma conexão e os objetos em questão

são geodésicos, dizemos que M tem estrutura loopuscular/odular/diodular suave.

Ainda em [Sab77], obtemos que as estruturas odulares/diodulares geodésicas pos-

1
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suem propriedades denominadas identidades geoodulares, que relacionam diferentes pon-

tos da estrutura. Quando um ódulo (diódulo) satisfaz tais propriedades, este é chamado

de geoódulo (geodiódulo). Portanto, toda variedade com uma conexão gera uma estru-

tura geoodular/geodiodular. Além disso, a partir de uma estrutura geoodular suave (não

necessariamente obtida de uma conexão afim), podemos gerar unicamente uma conexão

afim. Essas duas construções permitem estabelecer uma correspondência biuńıvoca entre

variedades com conexão afim e variedades com estruturas geoodulares, possibilitando as-

sim uma descrição algébrica da geometria da variedade (ver [Sab77] e [Sab81]).

Como exemplo de estrutura geoodular, podemos citar os espaços girovetoriais

que fornecem uma estrutura algébrica ao espaço hiperbólico. No final da década de 1980,

Abraham Albert Ungar deu ińıcio aos estudos dos girogrupos e dos espaços girovetori-

ais, ver [Ung88], [Ung89] e [Ung94]. Tais objetos são estruturas algébricas com menos

propriedades do que os grupos e espaços vetoriais, respectivamente, que utilizando-se de

um automorfismo chamado de girador, obtêm propriedades semelhantes às propriedades

que definem um grupo e um espaço vetorial. Sabinin, em 1995 publicou um artigo, ver

[Sab95], demonstrando que os objetos definidos por Ungar eram casos particulares de

loops e ódulos.

Apesar da ressalva de Sabinin, Ungar continuou a desenvolver sua pesquisa na

mesma linha. Em seu trabalho, Ungar define no disco unitário D em C centrado na ori-

gem (o raio e o centro do disco podem variar, tomamos estes valores por conveniência)

a operação ⊕ de adição de elementos de D, a multiplicação ⊗ por um escalar real e um

automorfismo baseado nas transformações de Möebius, de modo que (D,⊕) e (D,⊕,⊗)

têm estrutura de girogrupo e espaço girovetorial, respectivamente [Ung09].

Tendo em mãos a equivalência entre estruturas geoodulares e variedades afins, Sa-

binin e Alexander I. Nesterov em 2000 utilizaram conceitos da geometria não-associativa

geoodular como base para a descrição de uma posśıvel estrutura discreta do espaço-tempo

ver [NSa00]. Ainda com interesse em aplicar a teoria de estruturas geoodulares na f́ısica,

Nesterov no artigo [Nes06] substitui o corpo dos reais na definição de geoódulo por um

corpo finito (e portanto discreto) qualquer. A partir deste geoódulo, ele consegue definir

uma conexão afim em um conjunto discreto de modo puramente algébrico, podendo então

definir nesta estrutura conceitos como curvatura e torção algebricamente.

No presente trabalho, apresentamos as estruturas não-associativas de forma pu-

ramente algébrica conforme encontrado comumente na literatura, ver [Sab99]. Enquanto

que para tratar dos objetos suaves, fizemos uma ligeira alteração nas definições, possibi-

litando uma maior compreensão e intuição geométrica do objeto de estudo em questão.

Após esta abordagem, apresentamos os conceitos necessários para estabelecermos a relação

biuńıvoca que existe entre a categoria das variedades diferenciáveis dotadas de uma co-
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nexão afim e os germes das variedades geoodulares. Tendo feito tal correspondência,

apresentamos como pode-se trabalhar de forma puramente algébrica com variedades di-

ferenciáveis discretas, apresentamos por fim a descrição da geometria não-associativa (no

caso suave e no caso discreto) da esfera de raio r, S2
r .

As variedades geoodulares e geodiodulares mostram-se como uma outra alterna-

tiva para o estudo de variedades dotadas de uma conexão afim. Apesar de ser complicado

chegar a uma boa definição, obter tal objeto não é algo complicado. Visto que um loop

suave e sua transformação de holonomia elementar determinam unicamente uma varie-

dade geodiodular, como apresentamos no caṕıtulo 3.

A teoria apresentada das variedades geodiodulares é extremamente similar à te-

oria das variedades geodulares. A relevância deste estudo vem do fato desta estrutura

obter um equivalente algébrico aos espaços tangentes estritamente ligada à essa estru-

tura não-associativa. Assim, em se tratado de variedades discretas, as variedades ge-

odiodulares mostram-se como uma ferramenta algébrica para trabalhar com conceitos

geométricos, como curvatura e torção, mesmo sem termos diferenciabilidade nestas es-

truturas geométricas. Elemento essencial para trabalharmos de forma clássica com estes

conceitos.

Ademais, o estudo de geometrias não-associativas torna-se relevante, indepen-

dente da equivalência entre as estruturas algébricas e geométricas supracitadas, devido ao

fato de os loops suaves serem uma generalização da Teoria de Lie, Ver [NSa97], páginas

220-226. Apesar de tal resultado ser bastante interessante, não o abordamos neste traba-

lho. Nos limitando apenas a apresentar a teoria e a dar exemplos de variedades dotadas

de uma estrutura não-associativa suaves e discretas.

Dividimos o trabalho em três caṕıtulos e dois apêndices:

Caṕıtulo 1: Preliminares Neste caṕıtulo apresentamos os conceitos algébricos não-

associativos básicos para a compreensão deste trabalho, tais como as definições de loops,

ódulos, estruturas loopusculares, estruturas odulares, variedades geoodulares, etc.

Caṕıtulo 2: Conexões Afim e Estruturas Loopusculares Neste caṕıtulo apresen-

tamos uma estrutura não-associativa que pode ser dada à uma variedade ditada de uma

conexão afim (M,∇), a tal estrutura chamamos de Variedade Geoodular Natural. Pos-

teriormente, apresentamos a demonstração de que dada (M,∇), existe uma variedade

geoodular que coincide com a variedade geoodular natural.

Caṕıtulo 3: Estruturas Diodulares e Estruturas Holonomiais Neste caṕıtulo

apresentamos conceitos para o entendimento da construção da geometria não-associativa

de uma variedade geoodular discreta. Posteriormente, apresentamos a geometria não-

associativa que pode ser dada à esfera de raio r e dimensão 2, S2
r .

Apêndice A: Variedades Geoodulares Discretas Neste apêndice apresentamos a
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proposta de Alexander Nesterov e Lev Sabinin para trabalhar de forma algébrica as varie-

dades discretas utilizando-se das estruturas geodiodulares. Posteriormente, apresentamos

como exemplo a Geometria Não-associativa Discreta de S2
r .

Apêndice B: Girogrupos versus Loops Neste apêndice apresentamos brevemente a

estrutura algébrica sugerida por Ungar e comparamos esta estrutura com os loops. Pos-

teriormente apresentamos rapidamente uma estrutura de girogrupo que pode ser dada ao

espaço hiperbólico.



Caṕıtulo 1

Preliminares

No presente caṕıtulo, apresentaremos os conceitos algébricos fundamentais para

o entendimento dos assuntos que serão abordados nos demais caṕıtulos. As principais

referências utilizadas neste caṕıtulo foram os livros [Sab99] e [Pfl90].

1.1 Quasigrupos e Loops

Na presente seção, são apresentados os conceitos de quasigrupos e loops. Ademais,

apresentamos algumas definições equivalentes a estes conceitos. Inicialmente, devemos

definir alguns objetos.

Seja A um conjunto. Dizemos que f : A × A → A é uma operação total , se

todos os pontos de A×A possuem uma imagem. Caso exista algum ponto de A×A que

não possua uma imagem, dizemos que f é uma operação parcial .

Definição 1.1.1 (Magma). Seja G um conjunto não vazio. Dizemos que (G, ·) é um

magma quando · : G×G→ G é uma operação total. Caso · seja uma operação parcial,

diremos que (G, ·) é um magma parcial.

Nesta sessão, a menos quando for mencionado o contrário, as operações sempre

serão totais.

Definição 1.1.2 (Translação à esquerda (à direita)). Seja (G, ·) um magma e seja a ∈ G
fixado. Uma translação à esquerda La : G→ G (translação à direita Ra : G→ G)

é definida por:

Lax = a · x (Rax = x · a)

para todo x pertencente a G.

Definição 1.1.3 (Quasigrupo). Um magma (G, ·) é dito quasigrupo se as aplicações

La : G→ G e Ra : G→ G são bijeções para todo a ∈ G.
5
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Decorre de imediato da definição de quasigrupo o seguinte

Teorema 1.1.4. Um magma (G, ·) é um quasigrupo se, e somente se, para todo par

ordenado (a, b) ∈ G×G, existe, e é único, par ordenado (x, y) ∈ G×G tal que

a · x = y · a = b.

Demonstração:

De fato, suponha inicialmente que (G, ·) é um quasigrupo. Fixe (a, b) ∈ G × G
arbitrário. Como La : G → G e Ra : G → G são sobrejetivas, obtemos que existe

(x, y) ∈ G×G tal que a · x = y · a = b. A unicidade do par (x, y) decorre da injetividade

das translações.

Reciprocamente, suponha que ∀(a, b) ∈ G × G, ∃!(x, y) ∈ G × G tal que a · x =

y · a = b. Logo, Lax = Ray = b. A existência de (x, y) ∈ G×G que satisfaz tais equações

nos garante que La e Ra são sobrejetivas. Como (x, y) ∈ G é único, temos que La e Ra são

injetivas. Como tal propriedade é válida para todo (a, b) ∈ G × G, conclúımos que La e

Ra são bijetivas para todo a pertencente a G. Portanto (G, ·) é um quasigrupo. Ademais,

dados dois elementos x, y de um magma (G, ·), os elementos z = x · y e w = y · x estão

unicamente determinados. �

Chamamos atenção que ao longo do trabalho utilizaremos a Definição (1.1.3) para

verificar se um magma é um quasigrupo. Quasigrupos satisfazem a lei do cancelamento,

i.e.,

Teorema 1.1.5. Seja (G, ·) um quasigrupo. Então:

(i) Para todo a, x, y ∈ G tais que a · x = a · y, temos que x = y (cancelamento à

esquerda);

(ii) Para todo a, x, y ∈ G tais que x ·a = y ·a, temos que x = y (cancelamento à direita).

Demonstração:

De fato, a · x = a · y

x · a = y · a
⇒

Lax = Lay

Rax = Ray

Como La e Ra são injetivas, conclúımos quea · x = a · y ⇒ x = y (cancelamento à esquerda)

x · a = y · a⇒ x = y (cancelamento à direita).

O que conclui a demonstração. �
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Do Teorema 1.1.4, obtemos que para cada a ∈ G, (G, ·) um quasigrupo, existem

la e ra tais que

la · a = a e a · ra = a.

la e ra são chamados de identidade local à esquerda e identidade local à direita ou

neutro local à esquerda e neutro local à direita , respectivamente. Em quasigrupos,

dados a, b ∈ G distintos, não necessariamente valem as seguintes identidades: la = lb,

ra = rb, la = ra. Ver Exemplo 1.1.7, página 7.

Teorema 1.1.6. Seja (G, ·) um magma finito. Então as seguintes sentenças são equiva-

lentes:

(i) (G, ·) é um quasigrupo;

(ii) La : G→ G e Ra : G→ G são injetivas ∀a ∈ G;

(iii) La : G→ G e Ra : G→ G são sobrejetivas ∀a ∈ G;

(iv) (G, ·) satisfaz os cancelamentos à esquerda e à direita;

(v) cada elemento de G aparece apenas uma única vez em cada linha e cada coluna da

tabela de Cayley de (G, .)

Demonstração:

[(i)] ⇒ [(ii)] e [(i)] ⇒ [(iii)] decorrem da definição de quasigrupo. Como em

domı́nios finitos injetividade e sobrejetividade são conceitos equivalentes, obtemos que

[(ii)]⇔ [(iii)]. Ademais, como [(i)]⇔ [(ii) e (iii)], obtemos que [(i)]⇔ [(ii)]⇔ [(iii)].

[(i)] ⇒ [(iv)] é sempre válido. Vamos mostrar que [(i)] ⇐ [(iv)]. Suponha

que (G, ·) satisfaz o cancelamento à esquerda e à direita, i.e., para todo a, x, y ∈ G

[a · x = a · y] ⇒ [x = y] e [x · a = y · a] ⇒ [x = y]. Assim, [Lax = Lay] ⇒ [x = y] e

[Rax = Ray] ⇒ [x = y], i.e., La : G → G e Ra : G → G são injetivas para todo a ∈ G, e

consequentemente é um quasigrupo. [(i)]⇔ [(v)] é imediato. �

Utilizando a tabela de Cayley, podemos dar exemplos de quasigrupos que possuem

neutros locais à esquerda la, lb distintos e o neutro local à direita ra é distinto do neutro

local à esquerda la.

Exemplo 1.1.7. Sejam G = {a, b, c, d, e}, · uma operação em G dada pela tabela de

Cayley abaixo.
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· a b c d e

a b d c e a

b e c b a d

c a e d c b

d c b a d e

e d a e b c

Observe que la = c, lb = d e ra = e, com c 6= d e c 6= e.

A partir das translações à esquerda e à direita, podemos definir comutatividade,

associatividade e elemento neutro.

Definição 1.1.8. Seja (G, ·) um magma. (G, ·) é dito comutativo se, e somente se,

La = Ra, ∀ a ∈ G. (G, ·) é dito associativo se, e somente se, Ra·b = RbRa, ∀a, b ∈ G.

Um elemento e ∈ G é chamado de elemento identidade à esquerda (à direita) ou

elemento neutro à esquerda (à direita) de (G, ·) se, e somente se, Le : G → G

(Re : G→ G) é a aplicação identidade. Quando e é um neutro à esquerda e um neutro à

direita, e é chamado de elemento identidade ou elemento neutro.

Decorre de imediato da definição de magma comutativo e translação à esquerda

e à direita que um magma (G, ·) é comutativo se, e somente se, x · y = y · x, ∀x, y ∈ G.
Também decorre da definição que e é elemento neutro de um magma (G, ·) se, e somente

se, x ·e = e ·x = x, ∀x ∈ G. A associatividade foi definida através de translações à direita,

mas o mesmo conceito poderia ter sido definido utilizando translações à esquerda.

Lema 1.1.9. As sentenças abaixo são equivalentes:

1. (G, ·) é associativo;

2. (x · y) · z = x · (y · z), ∀x, y, z ∈ G;

3. La·b = LaLb, ∀a, b ∈ G.

Demonstração:

[Ry·z = RzRy, ∀y, z ∈ G] ⇔ [Ry·zx = RzRyx, ∀x, y, z ∈ G]

⇔ [x · (y · z) = Rzx · y = (x · y) · z, ∀x, y, z ∈ G]

⇔ [Lxy · z = Lx·yz,∀x, y, z ∈ G]

⇔ [LxLyz = Lx·yz,∀x, y, z ∈ G]

�

Chamamos atenção que, neste trabalho, será é mais viável verificar se as funções

satisfazem tais propriedades do que trabalhar de forma elementar. Isto é, caso seja ne-

cessário verificar se (G, ·) possui elemento neutro (por exemplo), analisaremos se existe
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e ∈ G tal que Le = Re = Id (Id a função identidade) em vez de analisarmos se

e · x = x · e = x.

Lema 1.1.10. Se e e f são elementos neutros à direita e à esquerda respectivamente de

um magma (G, ·), então e = f

Demonstração:

Como e é neutro à direita, Re : G → G é dada por Rex = x · e = x, ∀x ∈ G.

Como f é neutro à esquerda, Lf : G → G é dada por Lfx = f · x = x, ∀x ∈ G. Em

particular, temos quef · e = e, pois f é neutro à esquerda de (G, ·)

f · e = f , pois e é neutro à direita de (G, ·)
⇒ e = f

O que implica que e = f , pois f · e está unicamente determinado visto que Lfe = f · e
possui única imagem. �

Decorre da proposição acima o seguinte resultado.

Corolário 1.1.11. Um magma (G, ·) tem no máximo um elemento neutro.

Demonstração: Suponha que existam dois elementos neutros e1 e e1. Em particular, e1

é uma identidade à esquerda e e2 é uma identidade à direita. Portanto,

e1 = e1 · e2 = e2.

�

Teorema 1.1.12. Se (G, ·) é um quasigrupo associativo, então (G·) possui um único

elemento neutro.

Demonstração:

Como G 6= ∅, existe a ∈ G. Decorre do Teorema 1.1.4 que existe e ∈ G tal que

a · e = a. Seja b ∈ G qualquer. Também decorre do Teorema 1.1.4 que existe y ∈ G tal

que y · a = b. Portanto,

Reb = b · e = (y · a) · e
= y · (a · e) = y · a
= b
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De modo que Re : G → G é a função identidade. O que implica que e é um elemento

neutro à direita. Seja b ∈ G qualquer.

b · b = (b · e) · b
= b · (e · b)

Portanto, decorre da lei do cancelamento à esquerda que

b · b = b · (e · b) ⇒ b = e · b ⇒ b = Leb,

i.e., Le : G→ G é a função identidade. Logo, e é um elemento neutro à esquerda. Como

e é elemento neutro à esquerda e à direita, e é neutro. Visto que magmas têm no máximo

um elemento neutro, conclúımos que e é o único elemento neutro de G. �

A rećıproca do Teorema 1.1.12 não é verdadeira. Veja o exemplo abaixo.

Exemplo 1.1.13. Sejam G = {1, a, b, c, d} e · uma operação em G dada pela tabela de

Cayley abaixo.

· 1 a b c d

1 1 a b c d

a a c d 1 b

b b d c a 1

c c b 1 d a

d d 1 a b c

Observe que 1 ∈ G é o único elemento neutro de (G, ·), porém(a · b) · c = d · c = b

a · (b · c) = a · a = c
.

Como b 6= c, (a · b) · c 6= a · (b · c). Portanto (G·) é um quasigrupo que possui um único

elemento neutro, porém é não-associativo.

A existência de estruturas com tal propriedade, torna pertinente as seguintes

definições:

Definição 1.1.14 (Grupo). Seja (G, ·) um magma. (G, ·) é um grupo se, e somente se,

(G, ·) é um quasigrupo associativo.

Definição 1.1.15 (Loop). Seja (G, ·) um magma. (G, ·) é um loop se, e somente se,

(G, ·) é um quasigrupo e possui um elemento neutro.
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Como as translações em um quasigrupo são bijeções, podemos definir duas operações

denominadas divisão à esquerda e divisão à direita. Tais operações estão associadas às

funções inversas das translações. Formalmente temos:

Definição 1.1.16 (Divisão à esquerda (à direita)). Seja (G, ·) um quasigrupo. Entende-se

por divisão à esquerda (à direita) a seguinte operação binária:

\ : G×G → G

(x, y) 7→ (Lx)
−1y

(
/ : G×G → G

(x, y) 7→ (Ry)
−1x

)

para todo x, y ∈ G.

Observe que dados x, y, z ∈ G. Obtemos quex\y = z ⇔ x · z = y

x/y = z ⇔ z · y = x.

Notamos que é posśıvel definir de forma alternativa um loop como sendo um

conjunto com três operações binárias apropriadamente relacionadas.

Definição 1.1.17 (Loop). Um loop (G, ·, \, /) é um conjunto G não vazio dotado de três

operações binárias ·, \ e / tais que:

1. a · (a\b) = b, a\(a · b) = b, ∀a, b ∈ G;

2. (b/a) · a = b, (b · a)/a = b, ∀a, b ∈ G;

3. a\a = b/b, ∀a, b ∈ G.

Encerramos aqui esta primeira seção com a seguinte equivalência:

Proposição 1.1.18. A Definição 1.1.15 e a Definição 1.1.17 são equivalentes.

Demonstração: (⇐) : Para todo a ∈ G defina La : G → G e Ra : G → G dadas

por Lax = a · x e Rax = x · a. La é bijetiva para todo a ∈ G. Isto é, para todo par

(a, b) ∈ G×G, existe um único x ∈ G tal que a · x = b.

De fato, façamos x = a\b. Como a · (a\b) = b, por hipótese, obtemos que

a · x = b. O que prova a existência. Suponha que exista um elemento x1 ∈ G tal que

x1 6= x e a · x1 = b. Note que

a · x1 = b⇒ a\(a · x1) = a\b.

Como por hipótese a\(a · x1) = x1 e a\b = x, obtemos que x1 = x. Absurdo. O que

demonstra a unicidade e portanto a bijetividade da translação à esquerda La. Como



12

a ∈ G foi tomado arbitrariamente, obtemos que La é bijetiva para todo a ∈ G. Para

mostrar que Ra é bijetiva para todo a ∈ G, o procedimento é análogo.

Visto que para todo a ∈ G, La e Ra são funções bijetivas, existem L−1
a e R−1

a que

são as funções inversas de La e Ra, respectivamente. Observe que L−1
a b = a\b para todo

a, b ∈ G. De fato, L−1
a satisfaz as condições do item 1 da Definição 1.1.17, i.e.,a · (L−1

a b) = LaL
−1
a b = b

L−1
a (a · b) = L−1

a (Lab) = b
∀a, b ∈ G.

Analogamente, podemos mostrar que para todo a ∈ G, (Ra)
−1 satisfaz as condições do

item 2 da Definição 1.1.17 e, portanto, R−1
a b = b/a, para todo a, b ∈ G.

Seja e = a\a = b/b para todo a, b ∈ G. Seja x um elemento qualquer de G,

obtemos que x · e = x · (x\x) = x

e · x = (x/x) · x = x

O que implica que e é um elemento neutro que, consequentemente, é único (ver Corolário

1.1.11). Portanto (G, ·) é um quasigrupo que possui elemento neutro, i.e., (G, ·) é um

loop.

(⇒) : Sejam \ e / como na Definição 1.1.16. Mostraremos item por item. Sejam a, b ∈ G
arbitrários

1. a · (a\b) = a · ((La)
−1b) = La(La)

−1b = b, ∀a, b ∈ G;

a\(a · b) = a\(Lab) = (La)
−1Lab = b, ∀a, b ∈ G.

2. (b/a) · a = ((Ra)
−1b) · a = Ra(Ra)

−1b = b, ∀a, b ∈ G;

(b · a)/a = (Rab)/a = R−1
a (Ra)b = b, ∀a, b ∈ G.

3. Seja e o elemento neutro de (G, ·). Portanto, Re = Le = Id, em que Id é a função

identidade. Portanto, e/e = R−1
e e = e

e\e = L−1
e e = e

⇒ e = e/e = e\e.

Sejam a, b ∈ G quaisquer, temosa = a · e

b = e · b
⇒

a\a = a\(a · e) = L−1
a Lae = e

b/b = (e · b)/b = R−1
b Rbe = e

Decorre das equações acima que
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e = a\a = b/b, ∀a, b ∈ G.

�

A Definição 1.1.17 e a Proposição 1.1.18 tem grande relevância. Ao longo do

trabalho utilizaremos as propriedades 1., 2. e 3. desta definição devido à sua forma

compacta para obter certos resultados.

1.2 Ódulos e Estruturas Geoodulares

Na presente seção, apresentamos as estruturas algébricas principais do trabalho

que são os ódulos e as estruturas geoodulares. Estas estruturas podem ser dadas a varie-

dades diferenciáveis, ver próxima seção. Neste contexto possuem propriedades que serão

essenciais para a demonstração de diversos resultados (como a monoassociatividade) ou

possuem uma interperteção geométrica forte (como as identidades geoodulares).

Definição 1.2.1 (K-Ódulo). Sejam G um conjunto não vazio e K um anel com unidade.

Dizemos que (G, ·, ∗) é um K-ódulo (ou apenas ódulo quando K estiver subentendido)

se (G, ·) é um loop, cujo elemento neutro é e, com uma aplicação

∗ : G×K → G

(x, t) 7→ tx = t ∗ x

que satisfaz as seguintes propriedades:

1. tx · ux = (t+ u)x, ∀x ∈ G, ∀t, u ∈ K (monoassociatividade);

2. t(ux) = (tu)x, ∀x ∈ G, ∀t, u ∈ K (pseudoassociatividade);

3. 1x = x, ∀x ∈M , em que 1 ∈ K é a unidade do anel;

4. te = e, ∀t ∈ K.

Observação 1.2.2. Se K = Z, então tx é a potência xt de um elemento x ∈ G. Mais

precisamente,

xt = x · . . . · x︸ ︷︷ ︸
t vezes

, se t > 0

x0 = e

xt = x−1 · . . . · x−1︸ ︷︷ ︸
|t| vezes

, se t < 0

Pelo item 1 da definição de ódulo, obtemos xt · xu = xt+u.
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Observação 1.2.3. Se em particular (G, ·) é um grupo abeliano e (G, ·, ∗) satisfaz adici-

onalmente t(x · y) = tx · ty, ∀ t ∈ K, ∀ x, y ∈ G, então (G, ·, ∗) é um K-módulo. O que

justifica o uso do termo “ódulo”.

Proposição 1.2.4. Seja (G, ·, ∗) um K-ódulo cujo elemento neutro é e, temos que 0x = e,

para todo x ∈ G, em que 0 ∈ K é o elemento neutro do grupo abeliano (K,+).

Demonstração:

Da propriedade 1 da Definição 1.2.1 temos que

tx · ux = (t+ u)x, ∀x ∈ G, ∀t, u ∈ K.

Em particular, para t = 0 e u = 1, obtemos

0x · 1x = 1x ⇒ 0x · x = e · x
⇒ 0x = e.

Nas duas últimas igualdades utilizamos a condição 2 da Definição 1.2.1 e a lei do cance-

lamento, respectivamente. �

Definição 1.2.5 (Estrutura Loopuscular). Sejam M um conjunto não vazio, L operação

ternária definida em M que denotaremos por:

L(x, y, z) = Lyxz = x ·y z, ∀x, y, z ∈M.

M = (M,L) é uma estrutura loopuscular se, e somente se, para todo a ∈ M , Ma =

(M, ·a) é um loop cujo elemento neutro é a.

Lema 1.2.6. Seja M = (M,L) uma estrutura loopuscular. Para todo a, b ∈ M , temos

que Laa = Id e Laba = b.

Demonstração:

Facilmente verificamos queLaax = a ·a x = x ∀x ∈M

Laba = b ·a a = b
,

pois, a é o elemento neutro de Ma. �

Definição 1.2.7 (Estrutura Odular). Sejam K um anel com unidade, (M,L) uma estru-

tura loopuscular ωt uma operação binária para todo t ∈ K, que denotaremos por:

ωt(a, x) = t ∗a x = tax ∀a, x ∈M , ∀t ∈ K.

M = (M,L,ωt) é uma estrutura odular se, e somente se, para todo a ∈ M , Ma =

(M, ·a, ∗a) é um K-ódulo cujo elemento neutro é a.



15

Definição 1.2.8 (Estrutura Geoodular). Uma estrutura odular M é uma estrutura

geoodular se para cada a, b, x ∈M , t ∈ K as seguintes identidades

LtabuabL
a
tabx = Lauabx (Primeira Identidade Geoodular)

Lab tax = tbL
a
bx (Segunda Identidade Geoodular)

são satisfeitas.

1.3 Estruturas Suaves

Como foi comentado na seção anterior, nesta seção apresentaremos como as es-

truturas algébricas apresentadas naquela seção podem ser dadas a uma variedade dife-

renciável. Tais estruturas são estruturas suaves (ver Definição 1.3.4) que satisfazem pro-

priedades adequadas para que possamos definir uma operação suave em uma vizinhança

de um determinado ponto. Veremos posteriormente que tal operação está fortemente

ligada às geodésicas e aos transportes paralelos. Comecemos dando a seguinte

Definição 1.3.1 (Quasigrupo Suave). Um quasigrupo suave é uma tripla (M,U, ·) em

que U é um aberto de uma variedade diferenciável M e

· : U × U →M

é uma aplicação diferenciável tal que

Lx : U → Lx(U) Rx : U → Rx(U)

y 7→ x · y y 7→ y · x

são difeomorfismos para todo x ∈ U .

Observação 1.3.2. Alguns autores, como o L. V. Sabinin, ver [Sab99] página 47, usam

uma definição um pouco mais geral, na qual

· : M ×M →M

é uma operação parcial. Essa abordagem requer que condições extras sejam acrescentadas

à definição a fim de especificar quais elementos de M operam entre si.

Em um quasigrupo suave (M,U, ·), dizemos que e ∈ U é elemento neutro se, e

somente se,

a · e = e · a = a, ∀a ∈ U.

Observe que se existe elemento neutro em um quasigrupo suave, então ele é único. De

fato, se existirem e1, e2 ∈ U elementos neutros de um quasigrupo suave (M,U, ·), então

e1 = e1 · e2 = e2.
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Definição 1.3.3 (Loop Suave). Dizemos que M = (M,U, ·) é um loop suave se, e

somente se, M é um quasigrupo suave com elemento neutro.

Definição 1.3.4 (Estrutura Suave). Uma variedade suave M dotada de uma famı́lia de

operações diferenciáveis parciais é chamada de estrutura suave.

Definição 1.3.5 (Ódulo Suave). Dizemos que M = (M,U, ·, I, ∗) é um ódulo suave

se (M,U, ·) é um loop suave (cujo elemento neutro denotaremos por e), I é um intervalo

aberto contendo [0, 1], e

∗ : I × U → M

(t, a) 7→ ta = t ∗ a

é uma aplicação diferenciável satisfazendo:

1. tx · ux = (t + u)x, com t, u ∈ I, x ∈ U , tais que os dois lados da igualdade façam

sentido;

2. t(ux) = (tu)x, com t, u ∈ I, x ∈ U ; tais que os dois lados da igualdade façam

sentido;

3. 1x = x, ∀x ∈ U ;

4. te = e, ∀t ∈ I;

5. γa : I →M , γa(t) = ta, é um mergulho ∀a ∈ U ;

6. Se Γa = {ta, t ∈ I}, então Γa ∩ Γb 6= {e} implica que Γa ⊂ Γb ou Γa ⊃ Γb.

Uma definição de ódulo puramente algébrica foi dada na página 13, ver Definição

1.2.1. As novas condições, 5 e 6, que surgem na definição de ódulo suave tem um propósito

geométrico. Veremos adiante que curva {tb}t∈[0,1] é a “geodésica” que liga e ao ponto b

em um ódulo, e a condição 6 servirá para garantir a unicidade dessa geodésica.

Observação 1.3.6. Podemos generalizar a definição acima substituindo R por uma álgebra

R-linear K. Ao fazer isto, em vez de tomarmos um intervalo aberto I ⊃ [0, 1], tomamos

abertos do tipo estrela Ka ⊂ K tais que 0, 1 ∈ Ka ⊂ K. Além disso, substitúımos o item

5 pelo item

5’. γa : Ka →M , γa = ta, é um mergulho, ∀a ∈ U

6’. Se Γa = {ta, t ∈ Ka} e Γb = {tb, t ∈ Ka} são subvariedades imersas abertas de M ,

então Γa ∩ Γb 6= {e} implica que Γa ⊂ Γb ou Γa ⊃ Γb.

Neste caso, dizemos que tal estrutura é um K-ódulo suave. Ver [Sab99], página 51.
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Seja K um anel com unidade. Quando podemos definir para cada ponto da

variedade M um K-ódulo suave cujo elemento neutro é este ponto, podemos definir uma

estrutura que chamamos de variedade odular (ou variedade k-odular). Mais precisamente,

temos a seguinte

Definição 1.3.7 (Operação Diferenciável Parcial (Global)). Seja ϕ : M×M×. . .×M :→
M uma operação parcial em uma variedade diferenciável M. Se para todo (a1, . . . , an) no

qual ϕ estiver definida existirem vizinhanças abertas U1, . . . ,Un de a1, . . . ,an respectiva-

mente tal que

ϕ|U1×...×Un : U1 × . . .× Un →M

é uma aplicação diferenciável, então ϕ é dita uma operação diferenciável parcial.

Se além disso ϕ está definida em toda M × . . . ×M , dizemos que ϕ é uma operação

diferenciável global.

Definição 1.3.8 (Variedade Loopuscular). Uma estrutura suaveM = (M,L) é dita uma

variedade loopuscular se

L : M ×M ×M →M

é uma operação diferenciável parcial e para todo a ∈ M , Ma = (M,Ua, ·a), com x ·a y =

L(x, a, y) ∀x, y ∈ Ua, é um loop suave cujo elemento neutro é a.

Definição 1.3.9 (Variedade Odular). SejaM = (M,L, (ωt)t∈R) uma estrutura suave em

que L : M × M × M → M é uma operação parcial e ωt : M × M → M (t ∈ R) é

uma famı́lia de operações diferenciáveis parciais. M é dito uma variedade odular, se

para todo ponto fixado a ∈ M , existem vizinhança aberta Ua de a e um intervalo aberto

Ia ⊃ [0, 1], tais que Ma = (M,Ua, ·a, Ia, ∗a) é um R-ódulo suave cujo elemento neutro é

a e as operações ·a e ∗a são dadas por:x ·a y = Laxy = L(x, a, y)

t ∗a x = ωt(a, x)

para todo x, y ∈ Ua, t ∈ Ia.

Observamos que a Definição 1.3.9 pode ser generalizada tomando os escalares em

uma álgebra R-linear K. Deste modo, para que a definição faça sentido, exigimos que Ia

seja um aberto do tipo estrela que contem os elementos 0 e 1.

Definição 1.3.10 (Variedade Geoodular). Uma variedade odular M = (M,L, (ωt)t∈R) é

dita geoodular se adicionalmente as seguintes igualdades são satisfeitas:

LtabuabL
a
tabx = Lauabx (Primeira Identidade Geoodular)

Lab tax = tbL
a
bx (Segunda Identidade Geoodular)

,

para todos t, u ∈ R, a, b, x ∈M tais que as operações façam sentido.
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As identidades geoodulares têm as seguintes interpretações geométricas. A se-

gunda identidade mostra que “geodésicas” {t ∗a x}t∈R são levadas em “geodésicas” pela

translação à esquerda definida em a, i.e., Lab{t ∗a x}t∈R = {t ∗b (Labx)}t∈R. Ademais, o

parâmetro t é preservado. Chamamos atenção que {t∗a x}t∈[0,1] é a “geodésica” que liga a

a x. Enquanto que a primeira identidade geoodular nos garante que dados a, t ∗a b, u ∗a b
pontos da “geodésica” {t ∗a b}t∈R, então o gráfico abaixo comuta.

M
La
tab //

©
La
uab !!

M

Ltab
uab
��
M

Além disto, posteriormente veremos que Labx corresponde a um “transporte pa-

ralelo” da “geodésica” que liga a e x ao longo da “geodésica” que liga a e b. Assim, a

Primeira Identidade Geodular diz que dados os pontos a, c = tab, d = uab pertencentes

a uma mesma “geodésica”, o transporte paralelo de a para c seguido de outro transporte

de c para d é igual ao transporte paralelo de a para d .

Lema 1.3.11. Seja M = (M,L,ωt) uma variedade geoodular, (Lab )
−1 = Lba.

Demonstração:

ComoM é uma variedade geoodular, esta satisfaz a primeira identidade geoodu-

lar

LtabuabL
a
tabx = Lauabx.

Em particular, para t = 1 e u = 0, obtemos

L1ab
0ab

La1abx = Lb0abx ⇒ LbaL
a
b = Laa

⇒ Lba ◦ Lab = Id.

Para concluir que (Lab )
−1 = Lba resta verificar que Lba é inversa à direita de Lab . Para isto,

basta repetir o racioćınio trocando a por b. O que conclui a demonstração. �

1.4 Campos de Vetores Fundamentais e Ódulos Canônicos

A priori, as variedades diferenciáveis não estão dotadas de uma conexão afim.

Portanto, ficamos impossibilitados de definirmos um mapa exponencial nesta estrutura

de forma usual. Nesta seção apresentamos o conceito de campos de vetores fundamentais.

Ferramenta necessária para definirmos o que vem a ser mapas exponenciais sobre loops

suaves. No caṕıtulo seguinte, veremos que sob determinadas condições, este mapa coincide

com o mapa exponencial usual encontrado na geometria diferencial.
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Definição 1.4.1 (Campos de Vetores Fundamentais). Seja M = (M,U, ·) um loop suave

definido em uma variedade suave M de dimensão n. Um campo de vetores A em U é

fundamental se

A(x) = (Lx)∗,eA(e)

para todo x ∈ U , em que (Lx)∗,e representa o pushforward de Lx no ponto e (elemento

neutro de M).

Em um sistema de coordenadas local x = (x1, . . . , xn), escrevendo A = Ai ∂
∂xi

essa equação

se torna

Aj(x) =
∂(x · y)j

∂yi

∣∣∣∣
y=e

· Ai(e)

Observação 1.4.2. Os campos fundamentais correspondem aos campos invariantes à

esquerda dos grupos de Lie. Porém, a não-associatividade dos loops não nos permite que

tenhamos

A(x · y) = (Lx)∗,yA(y)

para todo x, y ∈M .

Como a operação · do loop é uma aplicação diferenciável, os campos de vetores

fundamentais são diferenciáveis. Analogamente, podeŕıamos ter definido os campos de

vetores fundamentais a partir das translações à direita, obtendo campos B. Restringire-

mos nosso estudo aos campos A.

Observe que cada X ∈ TeM determina um único campo fundamental X(x) em

U tal que X(e) = X.

SejamM = (M,U, ·) um loop suave, X ∈ TeM e X(x) o campo fundamental tal

que X(e) = X. Considere a seguinte equação diferencial ordinária

dϕ

dt
= X(ϕ(t)), ϕ(0) = e. (1.1)

Obteremos a solução única ϕ = ϕ(t,X), para t em um intervalo aberto (cujo tamanho

depende de X)

Afirmação: ϕ(t, uX) = ϕ(ut,X). De fato, seja

ϕ : (−δ, δ)→M

solução da EDO (1.1) e defina

h : (− δ
u
, δ
u
) → M

t 7→ ϕ(ut,X)
.
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Note que 
h(0) = ϕ(0, X) = ϕ(0) = e

dh

dt

∣∣∣∣
t=0

= uX

,

Defina agora

g : (− δ
u
, δ
u
) → M

t 7→ ϕ(t, uX)
.

Assim, 
g(0) = ϕ(0, X) = ϕ(0) = e

dg

dt

∣∣∣∣
t=0

= uX(ϕ(0)) = uX(e) = uX

.

Pelo teorema de existência e unicidade de EDO, decorre o desejado.

Então, para t = 1, obtemos que ϕ(u,X) = ϕ(1, uX).

Definição 1.4.3 (Mapa Exponencial). Seja ϕ = ϕ(t,X) solução da EDO (1.1). Fazendo

ϕ(u,X) = ϕ(1, uX) = Exp(uX), obtemos uma função exponencial u 7→ Exp(uX) e um

mapa exponencial

Exp : TeM → M

X 7→ ExpX

Decorre de imediato das definições anteriores que

d(Exp(tX))

dt
= (LExp(tX))∗,eX, Exp(0) = e. (1.2)

De acordo com a propriedade de diferenciabilidade dos loops suaves e do teorema

de dependência de soluções para a equação (1.2), as aplicações

(t,X) 7→ Exp(tX), X 7→ ExpX

são suaves. Então,

X i = [(Le)∗,eX]i

= [(LExp(tX))∗,eX]it=0

=

[
dExp(tX)i

dt

]
t=0

=
∑
j

[
∂Exp(tX)i

∂(tX)j

]
t=0

[
d(tX)j

dt

]
t=0

=
∑
j

[
∂(Expη)i

∂(η)j

]
η=0

Xj.
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Como X foi escolhido arbitrariamente, obtemos que[
∂(Expη)i

∂(η)j

]
η=0

= δij.

O que implica que (dExp)0 = Id. Portanto, decorre do teorema da função inversa que

Exp é localmente um difeomorfismo, em particular existe (Exp)−1 em uma vizinhança de

e.

Se M = (M,U, ·) é um loop suave, então podemos definir em uma vizinhança

U ′ ⊂ U de e e um intervalo aberto I ⊃ [0, 1] a seguinte operação:

t ∗ x = tx = Exp(tExp−1x), t ∈ I, x ∈ U ′.

tal operação é denominada operação canônica de M.

Definição 1.4.4 (Ódulo Canônico). Seja (M,U, ·) um loop suave. Dizemos que M =

(M,U ′, ·, ∗) é o ódulo canônico do loop suave se ∗ é a operação canônica de (M,U, ·).

Lema 1.4.5. Seja Exp : TeM →M o mapa exponencial definido em e. Então

d(t ∗ b)
dt

∣∣∣∣
t=0

= (Exp)−1b,

em que t ∗ b = Exp(t(Exp)−1b)

Demonstração:

Denotando X = (Exp−1b), temos

d(t ∗ b)
dt

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
(Exp(tX))

∣∣∣∣
t=0

= (LExp(tX))∗,eX
∣∣
t=0

= X

�

Proposição 1.4.6. Seja M = (M,U, ·, I,ωt) um ódulo suave. Então o ódulo canônico

do seu loop (M,U, ·) coincide com M

Demonstração:

Denotaremos por tb = ωt(b) o produto por escalar vindo do ódulo e por t ∗ b =

Exp(tExp−1b) o produto por escalar vindo do ódulo canônico do loop. Pela definição da

aplicação Exp, temos:

d(Exp(tExp−1b))

dt
= (LExp(tExp−1b))∗,eExp

−1b ⇒ d(t ∗ b)
dt

= (Lt∗b)∗,eExp
−1b.
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Decorre do Lema 1.4.5 que

Exp−1b =
d(t ∗ b)
dt

∣∣∣∣
t=0

assim,
d(t ∗ b)
dt

= (Lt∗b)∗,e
d(t ∗ b)
dt

∣∣∣∣
t=0

. (1.3)

Ademais, 0 ∗ b = e. Portanto, ϕ(t) = t ∗ b é solução da EDO

d(ϕ(t))

dt
= (Lϕ(t))∗,e

d(ϕ(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

, ϕ(0) = e (1.4)

Seja ξ =
d(tb)

dt

∣∣∣∣
t=0

. Pela definição de ódulo, temos:

tb · ub = (t+ u)b,

portanto,
d(tb · ub)

du

∣∣∣∣
u=0

=
d(t+ u)b

du

∣∣∣∣
u=0

. (1.5)

Note que
d(tb · ub)

du

∣∣∣∣
u=0

=
dLtbub

du

∣∣∣∣
u=0

= (Ltb)∗,e
d(ub)

du

∣∣∣∣
u=0

= (Ltb)∗,eξ

= (Ltb)∗,e
d(tb)

dt

∣∣∣∣
t=0

.

(1.6)

Por outro lado,

d(t+ u)b

du

∣∣∣∣
u=0

=
d(t+ u)b

d(t+ u)

∣∣∣∣
t+u=t

· d(t+ u)

du

∣∣∣∣
u=0

=
(t̃b)

dt̃

∣∣∣∣
t̃=t

· 1
(1.7)

Decorre das equações (1.5), (1.6) e (1.7) que

d(tb)

dt
= (Ltb)∗,e

d(tb)

dt

∣∣∣∣
t=0

Decorre da Proposição 1.2.4 que 0b = e. Portanto, ϕ(t) = tb é solução da EDO (1.4).

Pelo teorema de existência e unicidade, temos que t ∗ b = tb. �

Em uma variedade loopuscular M = (M,L), para cada a ∈ M nós temos as

seguintes equações definidas nos loops suaves Ma = (M,Ua, ·a):

d(Expa(tX))

dt
= (LaExpa(tX))∗,aX, Expa(0) = a.
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Além disso, podemos definir a aplicação exponencial

Expa : TaM →M.

Tal aplicação é invert́ıvel em uma vizinhança de 0. Ademais, Expa é diferenciável e

(Expa)∗,0=Id, em que Id é a aplicação identidade.

Adicionalmente, para todo a ∈ M podemos definir a seguinte operação dife-

renciável parcial:

tax = Expa(tExp
−1
a x), ∀x ∈M , t ∈ R de modo que tax faça sentido.



Caṕıtulo 2

Conexões Afins e Estruturas

Loopusculares

No presente caṕıtulo, dentre os conceitos apresentados podemos destacar os se-

guintes: Conexão Tangente Afim de uma Variedade Geoodular e a Estrutura Geoodular

Natural de (M,∇), em que (M,∇) denota uma variedade M dotada de uma conexão

afim ∇. Posteriormente, apresentaremos a demonstração de que dada (M,∇), a conexão

tangente afim ∇ da estrutura geoodular natural de (M,∇) coincide com a conexão afim

∇ de M . Ademais, a Variedade GeoodularM = (M,L, (ωt)t∈R) e a Estrutura Geoodular

Natural de (M,∇) coincidem, i.e., estes dois conceitos são equivalentes.

A principal referência utilizada na elaboração deste caṕıtulo foi o livro [Sab99].

2.1 Conexões Tangentes Afins de Estruturas Loopus-

culares

Na presente seção, podemos destacar os seguintes conceitos que são apresenta-

dos: conexões tangentes afins e transformações de holonomia elementar de uma estrutura

loopuscular (M,L). A partir destes, apresentamos propriedades que as variedades loo-

pusculares suaves herdam naturalmente de uma estrutura loopuscular.

Proposição 2.1.1. Seja M = (M,L) uma estrutura loopuscular definida em uma va-

riedade diferenciável M. Então para cada curva suave γ(t), com γ(0) = a, γ′(t) = Xa,

Xa ∈ TaM e para todo campo diferenciável de vetores Y em uma vizinhança de a, temos

d

dt
(Laγ(t))

−1
∗,aYγ(t)

∣∣∣∣
t=0

= ∇XaY,

em que ∇ é uma conexão afim. Tal conexão afim é chamada de conexão tangente

afim.
24
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Demonstração:

Para tal, vamos mostrar que
d

dt
(Laγ(t))

−1
∗,aYγ(t)

∣∣∣∣
t=0

satisfaz todas as condições sufi-

cientes para que um operador binário atuando no conjunto dos campos diferenciáveis em

M , X(M), seja uma conexão afim.

Sejam X, Z ∈ X(M), x(t), z(t) curvas suaves com x(0) = z(0) = a e x′(t) = X,

z′(t) = Z, respectivamente.

Denotando F (x, z) = x ·a z = Lax(z) = Ra
z(x), temos

d

dt
(x(t) ·a z(t)) =

d

dt
F (x(t), z(t))

= Fx(x(t), z(t))x′(t) + Fz(x(t), z(t))z′(t)

= dRa
z(x
′(t)) + dLax(z

′(t))

d

dt
(x(t) ·a z(t))

∣∣∣∣
t=0

= dRa
a(x
′(0)) + dLaa(z

′(0))

= x′(0) + z′(0)

= Xa + Za

Além disso,

x(0) ·a z(0) = a ·a a = a.

Assim,

[∇X+ZY ]a = [∇Xa+ZaY ]

=
d

dt
(Lax(t)·az(t))

−1
∗,aYx(t)·az(t)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
(Lax(t)·aa)

−1
∗,aYx(t)·aa

∣∣∣∣
t=0

+
d

dt
(Laa·az(t))

−1
∗,aYa·az(t)

∣∣∣∣
t=0

= [∇XY ]a + [∇ZY ]a .

Seja f ∈ C∞(M), a curva

ϕ(t) = x

(∫ t

0

f(x(t))

)
︸ ︷︷ ︸

t̃(t)

é tal que ϕ(0) = a e ϕ′(t) = fX. Logo,
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[∇fXY ]a = [∇fXaY ]

=
d

dt
(Laϕ(t))

−1
∗,aYϕ(t)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
(La

x(t̃)
)−1
∗,aYx(t̃)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt̃
(La

x(t̃)
)−1
∗,aYx(t̃) ·

dt̃

dt

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt̃
(La

x(t̃)
)−1
∗,aYx(t̃) · f(x(t))

∣∣∣∣
t=0

= [f(∇XY )]a

O que mostra a linearidade de ∇XY em X. Ademais,

[∇X(Y + Z)]a = [∇Xa(Y + Z)]

=
d

dt
(Lax(t))

−1
∗,a(Yx(t) + Zx(t))

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
(Lax(t))

−1
∗,a(Yx(t))

∣∣∣∣
t=0

+
d

dt
(Lax(t))

−1
∗,a(Zx(t))

∣∣∣∣
t=0

= ∇XaY +∇XaZ

= [∇XY ]a + [∇XZ]a .

Por fim,

[∇X(fY )]a = ∇Xa(fY )

=
d

dt
(Lax(t))

−1
∗,af(x(t))Yx(t)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
f(x(t))(Lax(t))

−1
∗,aYx(t)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
f(x(t))

∣∣∣∣
t=0

Ya + f(a)
d

dt
(Lax(t))

−1
∗,aYx(t)

∣∣∣∣
t=0

= XafYa + f(a)(∇XaY )

= [(Xf)Y ]a + [f(∇XY )]a

�

Proposição 2.1.2. Introduzindo coordenadas locais x1, . . . , xn em uma vizinhança de

a ∈M , nós obtemos as componentes dos śımbolos de Christoffel Γ da conexão ∇.

∇(∂i)a(∂j) = Γlij(a)(∂l)a, Γlij(a) = −
[
∂2(x ·a y)l

∂xi∂yj

]
x=y=a

em que ∂i =
∂

∂xi
para todo i ∈ {1, . . . , n}.
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Demonstração:

De fato, trabalhando em coordenadas locais, temos x = (x1, . . . , xn), com a =

0 = (0, . . . , 0). Sejam 
γ(t) = (0, . . . , 0, t︸︷︷︸

i

, 0, . . . , 0, )

ψ(s) = (0, . . . , 0, s︸︷︷︸
j

, 0, . . . , 0, )

temos que γ(0) = 0 = a, γ′(0) = ∂i

ψ(0) = 0 = a, ψ′(0) = ∂j
.

Ora,
∂2(x · y)

∂xi∂yj

∣∣∣∣
x=y=a

=
∂2(γ(t) ·ψ(s))

∂t∂s

∣∣∣∣
t=s=0

=
∂2

∂t∂s
Laγ(t)ϕ(s)

∣∣∣∣
t=s=0

=
d

dt
(Laγ(t))∗,a∂j

∣∣∣∣
t=s=0

(2.1)

Note que,

(Laγ(t))
−1
∗,a(L

a
γ(t))∗,a∂j = ∂j ⇒

d

dt

(
(Laγ(t))

−1
∗,a(L

a
γ(t))∗,a∂j

)∣∣
t=0

= 0

portanto,
d

dt
(Laγ(t))

−1
∗,a · (Laa)∗,a∂j

∣∣
t=0

+ (Laa)
−1
∗,a ·

d

dt
(Laγ(t))∗,a∂j

∣∣
t=0

= 0.

Assim

∇∂i∂j|a =
d

dt
(Laγ(t))

−1
∗,a∂j

∣∣∣∣
t=0

= − d

dt
(Laγ(t))∗,a∂j

∣∣∣∣
t=0

(2.2)

Decorre então das equações (2.1) e (2.2) que

∇∂i∂j|a = − ∂2(x · y)

∂xi∂yj

∣∣∣∣
x=y=a

�

A seguir, apresentamos o conceito de holonomia que vem a ser uma ferramenta

poderosa para obtermos variedades geodulares.

Definição 2.1.3 (Holonomia). Seja M uma estrutura loopuscular. A operação

h(a, b, c;x) = ha(b, c)x = (Lac)
−1LbcL

a
bx

é denominada operação de holonomia elementar. A transformação

ha(b, c) = (Lac)
−1LbcL

a
b

é chamada de transformação de holonomia elementar.
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Definição 2.1.4 (Curvatura Nula). Seja M = (M,L) uma estrutura loopuscular. Dize-

mos que M tem curvatura nula se, e somente se,

Lac = Lbc ◦ Lab .

Decorre da Definição (2.1.3) e da Definição (2.1.4) queM tem curvatura nula se,

e somente se, ha(b, c) = Id.

Proposição 2.1.5. Seja M = (M,L) uma estrutura loopuscular. M tem curvatura nula

se, e somente se, x ·y (Lyz)
−1w = x ·z w ∀x, y, z, w ∈M .

Demonstração:

De fato,

Lyx = Lzx ◦ Lyz ⇔ Lyx ◦ (Lyz)
−1 = Lzx

⇔ Lyx ◦ (Lyz)
−1w = Lzxw

⇔ x ·y (Lyz)
−1w = x ·z w

�

O próximo resultado nos garante que todo loop suave gera de forma única uma

variedade loopuscular de curvatura nula.

Teorema 2.1.6. Todo loop suave (M,U, ·), cujo elemento neutro denotaremos por e,

gera de maneira única uma variedade loopuscular de curvatura nula, U = (U,L), tal que

L(x, e, y) = x · y.

Demonstração:

Seja U como acima e defina a operação parcial

L : U × U × U → U

(x, a, y) 7→ x · (La)−1y
.

Afirmamos que U = (U,L) é uma variedade loopuscular. De fato, seja a ∈ U qualquer,

vamos mostrar que Ua = (U,Ua, ·a) é um loop suave cujo elemento neutro é a, em que

x ·a y = Laxy = L(x, a, y) e Ua = U ∩ La(U).
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Lax é bijetiva, ∀x ∈ Ua. De fato, (Lax)
−1 = (Lxa):

LxaL
a
xy = Lxa(x · (L−1

a ))y

= a · (Lx)−1[x · (La)−1]y

= a · (Lx)−1Lx(La)
−1y

= La(Lx)
−1Lx(La)

−1y

= LaL
−1
a y

= y

LaxL
x
ay = Lax(a · (Lx)−1)y

= x · (La)−1[La(Lx)
−1]y

= Lx(La)
−1[La(Lx)

−1]y

= LxL
−1
x y

= y.

Naturalmente, definimos translação à direita Ra
yx = Laxy = x · (La)−1y, para todo

x, y ∈ Ua. Note que Ra
y = Ra\y é uma bijeção. Conclúımos então que Lax e Ra

y são bijeções

para todo x, y ∈ Ua. Resta mostrar que a é elemento neutro de Ua. De fato,

L(a, a, x) = a · (La)−1x

= La(La)
−1x

= x

L(x, a, a) = x · (La)−1a

= x · e
= x

Portanto, Ua é um loop. Como tomamos a ∈ U arbitrariamente, obtemos que Ua

é um loop ∀a ∈ U , i.e., U é uma estrutura loopuscular. U tem curvatura nula. Afinal,

Lyxa = Lzx ◦ Lyza, ∀ x, y, z a ∈ U , tal que as operações façam sentido. De fato,

Lzx ◦ Lyza = Lzx(z · (Ly)−1a)

= x · (z · (Lz)−1(Ly)
−1a))

= x · (Lz(Lz)−1(Ly)
−1a))

= x · (Ly)−1a

= Lyxa

Mostremos agora que U é a única variedade loopuscular de curvatura nula gerada pelo

loop (M,U, ·). Suponha que U ′ = (U,L′) seja uma variedade loopuscular com curvatura
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nula gerada por (M,U, ·) tal que L′(x, e, y) = x · y. Isto é,

L′ : U × U × U → U

(x, a, y) 7→ L′(x, a, y) = L′ax y = x ·a y

é uma operação parcial que satisfaz x ·a y = x ·z (L′za )−1y, ver Proposição 2.1.5, para todo

x, y, z, a ∈ U tais que a operação faça sentido. Em particular, para z = e, temos:

L′(x, a, y) = x ·a y = x · (L′a)−1y = x · (La)−1y = L(x, a, y),

pois L(x, e, y) = L′(x, e, y), para todo x, y ∈ U tal que x · y está bem definido. Portanto,

U = U ′. O que conclui a demonstração. �

2.2 Estrutura Geoodular Natural de uma Variedade

com Conexão Afim

Na presente seção, apresentamos o conceito denominado Estrutura Geoodular

Natural. Além disso, apresentamos a demonstração de que tal estrutura coincide com

a variedade geoodular cujo todos os ódulos são canônicos. Iniciamos o nosso estudo,

definindo duas operações diferenciáveis parciais em M que dará a esta variedade uma

estrutura de variedade geoodular.

Seja ∇ uma conexão afim de uma variedade suave M . Definimos em (M,∇) as

seguintes operações parciais.

L(x, y, z) = Lyxz = x ·y z := expx ◦ τyx ◦ (expy)
−1z

ωt(y, z) = tyz := expy(t(expy)
−1z)

(2.3)

em que expx é o mapa exponencial em x, τyx : TyM → TxM denota o transporte paralelo

ao longo de uma geodésica que liga y a x. Note que podemos tomar uma vizinhança

de y tal que esta geodésica seja única. Ademais, decorre do teorema de dependência

diferenciável com respeito às condições iniciais que as as operações definidas acima são

diferenciáveis.

Observação 2.2.1. Chamamos atenção que as expx e Expx denotam funções distintas.

O mapa exponencial da variedade (M,∇) será denotado por expx. Enquanto que o mapa

exponencial de um loop suave (M,U, ·) dado como na Definição 1.4.3, página 20, será

denotado por Expx. Sob determinadas hipóteses, veremos que estes mapas coincidem.

Ver Teorema 2.2.4, página 35.

Lema 2.2.2. Sejam (M,∇) uma variedade com uma conexão afim, x, y ∈ M e τyx o

transporte paralelo ao longo da geodésica que liga y a x. Obtemos que (Lyx)∗,y = τyx.
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Demonstração:

De acordo com nossas hipóteses,

L(x, y, z) = expxτ
y
x(expy)

−1z

é diferenciável. Além disso, decorre da linearidade de τyx, que

(Lyx)∗,y = (expx)∗,0 ◦ τyx ◦ (exp−1
y )∗,y.

Visto que

(expx)∗,0 = Id e (expy)
−1
∗,y = Id

obtemos, (Lyx)∗,y = τyx. �

Teorema 2.2.3. Sejam (M,∇) uma variedade diferenciável com conexão afim, L, ωt

operações diferenciais parciais dadas por:

L(x, y, z) = x ·y z = expx ◦ τyx ◦ (expy)
−1z

ωt(y, z) = tyz = expy(t(expy)
−1z).

(2.4)

Então, M = (M,L, (ωt)t∈R) é uma variedade geoodular. Tal variedade é chamada de

estrutura geoodular natural de (M,∇).

Demonstração:

Para demonstrar o desejado, devemos mostrar que M é uma variedade odular

que satisfaz as identidades geoodulares. Assim, seguiremos o seguinte roteiro:

• Fixado um a ∈M , mostraremos que Ma é um loop suave, i.e, M é uma variedade

loopuscular;

• Fixado um a ∈ M , mostraremos que Ma é um ódulo suave, ver Definição 1.3.5,

concluindo que M é uma variedado odular;

• Por fim, mostraremos que M satisfaz as identidades geoodulares.

Mostremos que para qualquer a ∈M fixado, existe Ua tal que (M,Ua, ·a) é um loop suave

cujo é elemento neutro é a. De fato, defina o mapa

f : U × U ⊂M ×M → M

(x, y) 7→ Laxy

em que U é uma vizinhança de a tal que expx é um difeomorfismo local para todo x ∈ U .

Note que escrevendo x e y em coordenadas locais x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn)

obtemos:

df(x, y) =

(
∂

∂xj
(expxτ

0
x(exp0)−1y)i

∣∣∣∣ ∂

∂yj
(expxτ

0
x(exp0)−1y)i

)
df(0, 0) =

(
∂

∂xj
(expxτ

0
x(exp0)−10)i

∣∣∣∣ ∂

∂yj
(exp0τ

0
0(exp0)−1y)i

)
= (In|In)

,
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em que In é a matriz identidade de ordem n. Fixado x ∈M , defina

fx = f |{x}×Rn : Rn → M

y 7→ Laxy
.

Ora, df(0, y) = ([∗]|In) em que [∗] é uma matriz invert́ıvel para y em uma vizinhança de

0, portanto df(0, y) é sobrejetiva. Decorre do teorema da função inversa que dfx(y) é um

isomorfismo. Consequentemente, existe vizinhança aberta Ṽa de 0 tal que fx|Ṽa : Ṽa →
fx(Ṽa) é um difeomorfismo. Portanto, Lax : Va → Lax(Va) é um difeomorfismo, em que

ϕ(Ṽa) = Va e ϕ é uma carta de M com ϕ(0) = a.

Analogamente, fixando y defina

gy = f |Rn×{y} : Rn → M

x 7→ Ra
yx = Laxy

.

Ora, df(x, 0) = (In|∗) em que [∗] é uma matriz invert́ıvel em uma vizinhança de 0, portanto

df(x, 0) é sobrejetiva. Decorre do teorema da função inversa que dgy(x) é um isomorfismo.

Consequentemente, existe vizinhança aberta W̃a de 0 tal que gy|W̃a
: W̃a → gy(W̃a) é um

difeomorfismo. Portanto, Ra
y : Wa → Ra

y(Wa) é um difeomorfismo, em que ϕ(W̃a) = Wa.

Assim, Ua = Va ∩Wa é uma vizinhança aberta de a ∈M tal queLax : Ua → Lax(Ua)

Ra
x : Ua → Ra

x(Ua)

são difeomorfismos.

Facilmente verificamos que a ∈M é elemento neutro de (M,Ua, ·a). De fato,

L(x, a, a) = x ·a a
= expx ◦ τax ◦ (expa)

−1a

= exp ◦ τax(0a), 0a ∈ TaM
= expx(0x), 0x ∈ TxM
= x

L(a, a, y) = a ·a y
= expa ◦ τaa ◦ (expa)

−1y

= expa ◦ (expa)
−1y

= y.

Portanto, (M,Ua, ·a) é um loop suave.

Mostremos agora que fixado a ∈M , Ma = (M,Ua, ·a, Ia, ∗a) é um ódulo suave.

A operação ωt(a, x) = t ∗a x = tax é diferenciável pois é composta de funções

diferenciáveis.
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Mostremos agora que existe Ia ⊃ [0, 1], tal que se x ∈ Ua, então ωt(a, x) está

definida para todo t ∈ Ia. Note que

ω0(a, x) = expa(0(expa)
−1x)

= expa(0)

= a

ω1(a, x) = expa(1(expa)
−1x)

= expa((expa)
−1x)

= x

(2.5)

Como Ua é vizinhança normal de a, visto que exp−1
a está bem definido em Ua, e {ωt(a, x)}t∈R

é a geodésica que passa por a e x, então ωt(a, x) está bem definida ∀x ∈ Ua, ∀x ∈ Ua,
∀t ∈ [0, 1]. Tomando uma vizinhança aberta U ′a ⊂ Ua, se necessário, podemos extender

ωt(a, x) a um aberto Ia de modo que esta aplicação esteja definida para todo x ∈ U ′a,

para todo t ∈ Ia. Verifiquemos item por item da Definição 1.3.5 (ver página 16):

1. tax · uax = (t+ u)ax, com t, u ∈ Ia, x ∈ Ua.
De fato, definindo ϕ(u) = tax · uax, temos

ϕ(u) = tax · uax
= exptax ◦ τatax ◦ (expa)

−1uax

= exptax ◦ τatax ◦ (expa)
−1expa(u(expa)

−1x)

= exptax(uτ
a
tax(expa)

−1x)

Deste modo, ϕ′(u) = (Laϕ(u))∗,a(expa)
−1x). Portanto, decorre do Lema (2.2.2)ϕ(0) = tax

ϕ′(0) = (Latax)∗,a(expa)
−1 = τatax(expa)

−1

Por outro lado, definindo ψ(u) = (t+ u)ax, obtemos

ψ(u) = expa((t+ u)(expa)
−1x).

Assim, ψ′(u) = (Laϕ(u))∗,a(exp
a)−1x. Decorre também do Lema (2.2.2) queψ(0) = expa(t(expa)

−1x) = tax

ψ′(0) = (Laϕ(0))∗,a(exp
a)−1x = τatax(expa)

−1x

Assim, ϕ(0) = ψ(0) e ϕ′(0) = ψ′(0) o que implica que ϕ(u) = ψ(u) (pois ϕ(u) e

ϕ(u) descrevem geodésicas), i.e. tax · uax = (t+ u)ax
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2. ta(uax) = (tu)ax, com t, u ∈ Ia, x ∈ Ua. De fato,

ta(uax) = ta(expa(u(expa)
−1)x)

= expa(t(expa)
−1expa(u(expa)

−1)x)

= expa(tu(expa)
−1x)

= (tu)ax

3. 1 ∗a x = x, ∀x ∈ Ua. De fato,

1 ∗a x = expa(1(expa)
−1)x

= expa((expa)
−1)x

= x.

4. taa = a ∀t ∈ Ia. De fato,

taa = expa(t(expa)
−1a)

= expa(t0)

= expa(0)

= a.

5. Fixe x ∈ Ua e seja γx : Ia → M , γx(t) = ωt(a, x). Note que γx(t) é uma geodésica

que passa por a e x (ver equações (2.5)). Consequentemente, γx é um merguho para

todo x ∈ Ua.

6. Sejam γx(t) e γx̂(t) geodésicas dadas por:γx(t) = ωt(a, x), t ∈ Ia, x ∈ Ua

γx̂(t) = ωt(a, x̂), t ∈ Ia, x̂ ∈ Ua
.

Defina Γx = {γx(t); t ∈ Ia} e Γx̂ = {γx̂(t); t ∈ Ia}. Tais curvas, γx(t) e γx̂(t),

são geodésicas que passam por a e x, e a e x̂, respectivamente. Suponha que

Γx ∩ Γx̂ 6= {a}, i.e., que existe z ∈ Γx ∩ Γx̂, com z 6= a.

Digamos que z = γx(t0) = γx̂(t̂0), para algum t0 ∈ Ia e t̂0 ∈ Ia. Como x, y, z ∈ Ua,
Ua vizinhança normal de a, temos que

Γxt0 = Γx̂t̂0
, (2.6)

em que Γxt0 = {γx(t); t ∈ Ia e t ≤ t0}

Γx̂t̂0
= {γx̂ ∈ Ia e t ≤ t̂0}.

Caso contrário, teŕıamos dois segmentos geodésicos distintos contidos em uma vizi-

nhança normal de a ligando a a z.



35

Decorre da equação (2.6) que γx(t) e γx̂(t) são geodésicas que partem do mesmo

ponto e possuem a mesma direção no instante t = 0. Portanto, Γx ⊂ Γx̂ ou Γx ⊃ Γx̂.

Caso contrário, teŕıamos duas soluções distintas para a equação diferencial ordinária

dϕ

dt
= t(expa)

−1z, ϕ(0) = a.

Absurdo.

Até então mostramos que para todo a ∈ M , Ma = (M,La, (ωta)ta∈R) é um R-

ódulo, i.e.,M é uma variedade R-odular. Para concluir queM = (M, L, (ωt)t∈R) é uma

variedade geoodular, resta mostrar que M satisfaz as identidades geoodulares.

1a identidade geoodular:

Sejam c, a, x ∈ Ua; t, u ∈ R tais que as operações façam sentido. Então,

Lucatca (Lcuca)x = Lucatca (expuca ◦ τcuca ◦ (expc)
−1(x))

= exptca ◦ τucatca ◦ (expuca)
−1 ◦ expuca ◦ τcuca ◦ (expc)

−1(x)

= exptca ◦ τucatca ◦ τcuca ◦ (expc)
−1(x)

= exptca ◦ τctca ◦ (expc)
−1(x)

= Lctcax

2a identidade geoodular:

Sejam c, a, x ∈ Ua; t, u ∈ R tais que as operações façam sentido. Então,

Lca(tcx) = Lca(expc(t(expc)
−1)x)

= expa ◦ τca ◦ (expc)
−1(expc(t(expc)

−1)x

= expa ◦ tτca ◦ (expc)
−1(x)

= expa(t(expa)
−1) ◦ expa ◦ τca ◦ (expc)

−1(x)

= ta(L
c
a(c)).

O que conclui a demonstração. �

A próxima proposição é essencial para a demonstração do resultado central deste

caṕıtulo, a saber, que existe uma variedade geoodular que coincide com a estrutura geo-

odular natural de uma variedade dotada de uma conexão afim.

Teorema 2.2.4. Seja (M,∇) uma variedade com uma conexão afim. A conexão tangente

afim ∇ da estrutura geoodular natural de (M,∇) existe e coincide com a conexão afim

∇. Além disso, o mapa exponencial em a ∈ M com respeito a ∇ coincide com o mapa

exponencial com respeito ao loop (M,Ua, ·a) da estrutura geoodular natural para todo a ∈
M , i.e., expa = Expa ∀a ∈M .

Demonstração:

Decorre do fato de (Lax)∗,a = τax (ver Lema 2.2.2, página 30) que, caso exista a

conexão tangente afim da estrutura geoodular natural, esta é definida por:
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∇XaY =

{
d

dt
[(Laγ(t))

−1
∗,aYγ(t)]

}
t=0

=

{
d

dt
[(τaγ(t))

−1Yγ(t)]

}
t=0

=

{
d

dt
[(τ

γ(t)
a )Yγ(t)]

}
t=0

= ∇XaY

Mostremos agora que o mapa exponencial Exp de (M,Ua, ·a) (ver Definição 1.4.3, página

20) coincide com o mapa exponencial de (M,∇) em a ∈M . Visto que tax = expa(t(expa)
−1x)

(ver (2.3), página 30) temos,

d

dt
(tax) =

d

dt
(expa(t(expa)

−1)x)

= τatax(exp
−1
a x)

= (Latax)∗,a((expa)
−1x)

Fazendo (expa)
−1x = X, temos que tax = expa(tX), logo

d

dt
(expa(tX)) = (Laexpa(tX))∗,aX , expa(0) = a.

O que implica que expa é a aplicação exponencial Expa definida emMa = (M,Ua, ·a). �

Para podermos enunciar o próximo Teorema, antes devemos fazer algumas de-

finições.

Definição 2.2.5 (Variedades Geoodulares Coincidentes). SejamM = (M,L,ωt) e M̃ =

(M, L̃, ω̃t) duas variedades geoodulares. Diremos que M e M̃ coincidem se para todo

a ∈M existe uma vizinhança aberta Va de a na qual as operações de ambos sejam iguais,

i.e., L|Va = L̃
∣∣∣
Va

ωt|Va = ω̃t|Va
.

Facilmente verificamos que coincidir é uma relação de equivalência. Chamare-

mos de germe da variedade geoodular (M,L,ωt) a classe de equivalência [(M,L,ωt)].

Observe que se duas estruturas (M,L,ωt), (M, L̃, ω̃t) estão no mesmo germe, então suas

conexões tangentes afins são iguais, i.e., ∇ = ∇̃. Afinal, tais conexões foram definidas por

uma derivada que é uma operação local.

Teorema 2.2.6. SejamM = (M,L, (ωt)t∈R) uma variedade geoodular e M̃ = (M, L̃, (ω̃t)t∈R)

a estrutura geoodular natural de (M,∇), ∇ a conexão tangente afim de M. Então M
coincide com M̃.
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Demonstração:

Mostremos que τyx = (Lyx)∗,y é o transporte paralelo relativo a ∇ ao longo da

curva tyx (0 ≤ t ≤ 1) que liga y a x. Decorre da primeira identidade geoodular, que

L
uyx

(t+u)yx
◦ Lyuyx = Ly(t+u)yx

o que nos garante que

(L
uyx

(t+u)yx
)∗,y ◦ (Lyuyx)∗,y = (Ly(t+u)yx

)∗,y,

i.e.,

τuux(t+u)yx
◦ τyuyx = τy(t+u)yx

. (2.7)

Em particular,

τqp = (τpq)
−1. (2.8)

Tome um campo de vetores Y paralelo ao longo da curva tyx (0 ≤ t ≤ 1). Assim,

∇ d
dt

(tyx)Y =
d

dt
(τ
tyx

(t+u)yx
)−1Y(t+u)yx

∣∣∣∣
u=0

= 0.

Ora, para ϕ(u) = (t+ u)yx, temos que
ϕ(0) = tyx

d

du
ϕ(u)

∣∣∣∣
u=0

=
d

dt
(tyx)

Portanto, usando as equações (2.7) e (2.8) temos:

0 = (τytyx)
−1 d

du
(τ
tyx

(t+u)yx
)−1Y(t+u)yx

∣∣∣∣
u=0

=
d

du
(τytyx)

−1 ◦ (τ
tyx

(t+u)yx
)−1Y(t+u)yx

∣∣∣∣
u=0

=
d

du
(τy(t+u)yx

)−1Y(t+u)yx

∣∣∣∣
u=0

=
d

dt
(τytyx)

−1Ytyx .

Consequentemente, (τytyx)
−1Ytyx = C = Yy, para t = 0 (C uma constante). Pondo t = 1,

temos τyxYy = Yx, afinal

τyxYy = τyx(τ
y
tyx)

−1Ytyx

= τyx(τ
tyx
y )Ytyx

= τ
tyx
x Ytyx

= (τxtyx)
−1Ytyx

= Yx, para t = 1.
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Isto significa que τyx é o transporte paralelo ao longo de tyx (0 ≤ t ≤ 1), curva que liga y

a x.

Vamos agora mostrar que as curvas tyx (0 ≤ t ≤ 1), e apenas estas, são localmente

geodésicas para a conexão tangente ∇. Derivando a equação dada pela monoassociativi-

dade por u, temos.
d

du
((t+ u)yx) = (Ly(t+u)yx

)∗,y
d

du
(uyx)

para u = 0 temos,

d

dt
(tyx) = τytyx

d

du
(uyx)

∣∣∣∣
u=0

⇒ (τytyx)
−1 d

dt
(tyx) =

d

du
(uyx)

∣∣∣∣
u=0

.

Portanto, o campo de vetores d
dt

(tyx) é paralelo ao longo da curva tyx (0 ≤ t ≤ 1).

Consequentemente, tyx (0 ≤ t ≤ 1) é uma geodésica e em uma vizinhança de y temos

tyx = expy(tX) (0 ≤ t ≤ 1) com X =
d

dt
(tyx).

Em particular, decorre do fato de expy ser invert́ıvel, que se x = expyX, então existe uma

geodésica da forma tyx, partindo de y na direção X.

Portando, qualquer geodésica em alguma vizinhança de um ponto arbitrário y é

da forma

tyx, (0 ≤ t ≤ 1)

e

ωt(y, x) = tyx = expy(t(expy)
−1x) = ω̃t(y, x). (2.9)

Diferenciando a segunda identidade geoodular

Lyxtyz = txL
y
xz,

em relação a t, temos

(Lyx)∗,tyz(tyz)· = (txL
y
xz)·.

Para t = 0, temos

(Lyx)∗,y(expy)
−1z = (txL

y
xz)·t=0

= exp−1
x Lyxz

portanto

Lyxz = (expx ◦ τyx ◦ (expy)
−1)z = L̃(x, y, z). (2.10)

As equações (2.9) e (2.10) mostram que a variedade geoodular coincide (ao menos local-

mente) com a estrutura geoodular natural de (M,∇). Portanto, as curvas γa(t) = tca são

geodésicas para ∇, assim, a estrutura geoodular é uma restrição da estrutura geoodular

natural. Logo, a variedade geoodular maximal coincide com a estrutura geoodular natural

dada por (M,∇). �
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O Teorema 2.2.4 e o Teorema 2.2.6 estabelecem uma correspondência biuńıvoca

entre as categorias da variedades diferenciáveis dotadas de uma conexão afim (M,∇) e os

germes de variedades geoodulares [(M,L,ωt)].

Observação 2.2.7. Alterando a definição de loop suave de modo que · : M ×M → M

seja parcial, realizando os ajustes necessários na teoria, é posśıvel selecionar para cada

germe uma estrutura geoodular maximal, levando assim à uma correspondência entre as

categorias das variedades diferenciáveis dotadas de uma conexão afim e as variedades

geoodulares maximais. Ver [Sab99], páginas 50-51 e 137-139.



Caṕıtulo 3

Estruturas Diodulares e Estruturas

Holonomiais

No presente caṕıtulo, apresentaremos a teoria que resta para abordar variedades

discretas utilizando-se de estruturas algébricas. Devido a falta de um espaço tangente

que seja localmente difeomorfo com a variedade em questão, introduziremos um con-

ceito algébrico denominado Variedade Geodiodular que nos permite calcular propriedades

geométricas, tais como curvatura e torção.

As principas referências utilizadas neste caṕıtulo foram o livro [Sab99] e o artigo

[NSa00].

3.1 Estruturas Geodiodulares

Dada uma variedade diferenciável dotada de uma conexão afim, (M,∇), podemos

definir uma operação diferenciável parcial ternária

N : M ×M ×M → M

(x, y, z) 7→ expy[(expy)
−1x+ (expy)

−1z]
.

Para simplificar a notação, denoratemosN(x, y, z) = x+yz. Verifica-se que se (M,L, (ωt)t∈R)

for a estrutura geodular natural de (M,∇), M = (M,L,N, (ωt)t∈R) possui as seguintes

propriedades:

1. (M,N, (ωt)t∈R) é uma variedade geodular;

2. taN(x, a, y) = N(tax, a, tay).

Ver [Sab99], página 135. A demonstração da validade dessas propriedades é análoga a

demonstração do Teorema 2.2.3, página 31.

Ora, a operação +a trata-se da imagem do mapa exponencial da soma de dois
40
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vetores em TaM , i.e., +a associa a pontos da variedade uma adição que está definida em

TaM . Deste modo, obtemos que o loop suave (M,Ua,+a) é associativo e comutativo.

Devido às observações acima, podemos definir as seguintes estruturas algébricas.

Definição 3.1.1 (Diódulo). Sejam G um conjunto não vazio e K um anel com unidade.

Sejam · e + operações binárias em G e ∗ uma multiplicação por escalar, cujo escalares

são tomados em K. Dizemos que G = (G, ·,+, ∗) é um K-diódulo se, e somente se,

(G, ·, ∗) e (G,+, ∗) são K-ódulos. Quando K estiver subentendido, diremos apenas que G
é um diódulo. Se (G,+, ∗) em particular for um K-módulo (espaço vetorial caso K seja

um corpo), G é denominado diódulo linear.

Definição 3.1.2 (Estrutura Diodular). Sejam K um anel, M um conjunto não vazio, L,

N e ωt operações que denotaremos por:
L(x, y, z) = Lyxz = x ·y z, ∀x, y, z ∈M

N(x, y, z) = Ny
xz = x+y z, ∀x, y, z ∈M

ωt(a, x) = t ∗a x = tax, ∀a, x ∈M , ∀t ∈ K

.

M = (M,L, N,ωt) é uma estrutura diodular se, e somente se, para todo a ∈ M ,

Ma = (M, ·a,+a, ∗a) é um K-diódulo tal que a é elemento neutro de (M, ·a) e (M,+a).

Quando Ma for um K-diódulo linear para todo a ∈M , diremos que M é uma estrutura

diodular linear

Definição 3.1.3 (Estrutura Geodiodular). Uma estrutura diodular (linear) M é dita

estrutura geodiodular (linear) se para cada a, b, x, y ∈ M , t, u ∈ K as seguintes

identidades

LtabuabL
a
tabx = Lauabx (Primeira Identidade Geoodular)

Lab tab = tbL
a
bx (Segunda Identidade Geoodular)

ta(N(x, a, y)) = N(tax, a, tay) (Terceira Identidade Geoodular)

são satisfeitas.

As definições seguintes são estruturas algébricas definidas em uma variedade di-

ferenciável.

Definição 3.1.4 (Diódulo Suave). Seja M uma variedade diferenciável. Dizemos que

M = (M,U, ·,+, ∗) é um diódulo suave quando (M,U, ·, ∗) e (M,U,+, ∗) são ódulos

suaves cujo neutro das duas estruturas coincidem e será denotado por e.

Definição 3.1.5 (Variedade Diodular). Seja M = (M,L, N,ωt) uma estrutura suave

em que L e N são operações diferenciáveis parciais ternárias e ωt : M × M → M
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(t ∈ R) é uma famı́lia de operações diferenciáveis parciais. M é dito uma variedade

R-diodular (ou apenas variedade diodular), se para todo ponto fixado a ∈M , Ma =

(M,Ua, ·a,+a, ∗a) é um K-diódulo suave cujo elemento neutro é a e as operações ·a, +a e

∗a são dadas por: 
x ·a y = Laxy = L(x, a, y)

x+a y = Na
xy = N(x, a, y)

t ∗a x = ωt(a, x)

para todo x, y ∈ Ua, t ∈ R tais que as operações La, Na e ωt façam sentido. Se Ma for

um diódulo linear para todo a ∈M , M é dita uma variedade diodular linear.

Observação 3.1.6. A definição acima pode ser generalizada substituindo R por uma

álgebra R-linear K.

Uma variedade K-diodular M = (M,L, N, (ωt)t∈K) é dita geodiodular se adi-

cionalmente M satisfaz as identidades geoodulares, ver Definição 3.1.3 página 41.

Teorema 3.1.7. Sejam (M,∇) uma variedade diferenciável com conexão afim, L, N e

ωt operações diferenciais parciais dadas por:

L(x, y, z) = x ·y z = expx ◦ τyx ◦ (expy)
−1z

N(x, y, z) = x+y z = expy[(expy)
−1x+ (expy)

−1z]

ωt(y, z) = tyz = expy(t(expy)
−1z)

. (3.1)

Então, M = (M,L, (ωt)t∈R) é uma variedade geodiodular. Tal variedade é chamada de

estrutura geodiodular natural de (M,∇).

A demonstração do teorema acima é análoga à demonstração do Teorema 2.2.3.

Teorema 3.1.8. Sejam M = (M,L,N, (ωt)t∈R) uma variedade geoodular, ∇ a conexão

tangente afim de M e M̃ = (M, L̃, Ñ , (ω̃t)t∈R) a estrutura geoodular natural de (M,∇).

Então M coincide com M̃.

Demonstração:

Na demonstração do Teorema 2.2.6, página 36, demonstramos todas as condições

suficientes para verificar o desejado, exceto que

N(x, y, z) = expy(exp
−1
y x+ exp−1

y z) = Ñ(x, y, z).

A terceira identidade geoodular nos garante que

tyN(x, y, z) = N(tyx, y, tyz).
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Aqui utilizaremos a seguinte notação:

Ny
·,zx = Ny

xz, Ny
x,·z = Ny

xz.

Derivando, obtemos

d

dt
(tyN(x, y, z)) = (Ny

·,tyz)∗,tyx
d

dt
(tyx) + (Ny

tyx,·)∗,tyz
d

dt
(tyz)

em t = 0, temos

exp−1
y N(x, y, z) = (Ny

·,y)∗,yexp
−1
y x+ (Ny

y,·)∗,yexp
−1
y z.

Afinal,
d

dt
(tyN(x, y, z))

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
(expy(t(expy)

−1N(x, y, z))

∣∣∣∣
t=0

= (expy)
−1N(x, y, z)

Levando em consideração que Ny
·,yw = w e Ny

y,·w = w, obtemos

(Ny
·,y)∗,y = (Ny

y,·)∗,y = Id.

Finalmente,

N(x, y, z) = expy(exp
−1
y x+ exp−1

y z).

O que conclui a demonstração. �

O teorema acima nos permite trabalhar de forma puramente algébrica as varie-

dades com conexão afim e alguns objetos a elas associados. No caso do espaço tangente

em a ∈ M , TaM , de (M,∇) temos que o ódulo suave (M,Ua,+a, ∗a) é o equivalente

algébrico do espaço tangente TaM . Ainda neste caṕıtulo, apresentaremos outros con-

ceitos geométricos de forma puramente algébrica, permitindo deste modo trabalhar com

variedades discretas.

3.2 Ódulos e Diódulos Holonomiais

Definição 3.2.1 (Ódulo Holonomial). Seja G = (G, ·, ∗) um K-ódulo e

h : G×G×G → G

(a, b, x) 7→ h(a, b)x

uma operação ternária tal que h(a, b) é uma função bijetiva. (G, h) é um ódulo holono-

mial se h(a, b) satisfaz:

1. h(a, b)tx = th(a, b)x;

2. h(a, a · ub)tb = l(a, ub)tb;
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3. h(a · tb, a · ub)h(a, a · tb)x = h(a, a · ub)x;

4. h(e, b)x = x.

Em que a, b, e, x ∈ G (e elemento neutro de G) e t, u ∈ K. Ademais,

l(x, y) = (Lx·y)
−1 ◦ Lx ◦ Ly

é dito o associador de G.

Lema 3.2.2. Seja G = (G, h) um ódulo holonomial. Então

h(a, a) = Id.

Demonstração:

Sejam a, b ∈ G arbitrários. Do item 2 da Definição 3.2.1, temos que:

h(a, a)b = h(a, a · 0b)1b
= l(a, 0b)1b

= l(a, e)b

= (La·e)
−1LaLeb

= (La)
−1Lab

= b,

i.e., h(a, a)b = b, para todo a, b ∈ G. Ou seja, h(a, a) = Id, ∀a ∈ G. �

Proposição 3.2.3. Um ódulo holonomial (M, h) define uma estrutura geoodular dada

por L(x, a, y) = x ·a y = Lxh(a, x)(La)
−1y

ωt(a, y) = tay = Lat(La)
−1y

.

Reciprocamente, dada uma estrutura geoodular M = (M,L,ωt) dotada da holonomia

elementar

h(a, b)x = he(a, b)x = (Leb)
−1LabL

e
ax

(M, h) é um ódulo holonomial.

Demonstração:

Seja a priori (M, h) um ódulo holonomial com M = (M, ·, ∗) cujo elemento

neutro é e. Ora, L(x, e, y) = x · y = Lxh(e, x)(Le)
−1y = Lxy

ωt(e, y) = Let(Le)
−1y = t ∗ y.



45

Mostremos que Ma = (M, ·a, ∗a) é um ódulo para cada a ∈M .

Fixe um a ∈ M arbitrário. Denotemos Laxy = L(x, a, y) e Ra
yx = Laxy. Como as

funções Lx, La e h(a, x) são bijetivas, Lax = Lxh(a, x)(La)
−1 é bijetiva.

Mostremos agora que Ra
x é uma bijeção para todo x ∈M . Note que

Ra
xy = Lyh(a, y)a\x.

Seja c ∈M o único tal que a · c = y, então

Ra
xy = Lyh(a, a · c)a\x

= Ly(l(a, c)a\x)

= Ly(La·c)
−1LaLca\x

= LaLca\x.

Logo, sejam y1, y2, c1, c2 tais quea · c1 = y1

a · c2 = y2

e Ly1h(a, y1)a\x = Ly2h(a, y2)a\x,

para um x ∈M fixado, temos que

LaLc1a\x = LaLc2a\x.

Portanto,

Lc1a\x = Lc2a\x⇒ Ra\xc1 = Ra\xc2 ⇒ c1 = c2

e, consequentemente,

y1 = y2.

Ou seja, Ra
x é injetiva para todo x ∈M .

Mostremos agora que Ra
x é sobrejetiva para todo x ∈ M . Seja y ∈ M , existe c ∈ M tal

que

y = a · c.

Tomes d ∈M tal que

c = d · a\x,

e seja

f = a · d,

temos
Ra
xf = LaLda\x

= La(d · a\x)

= Lac

= a · c
= y.
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Portanto, Ra
x é sobrejetiva para todo x ∈M.

Note que a é elemento neutro de (M, ·). De fato, seja b ∈ M tal que a · b = x

temos:
L(x, a, a) = Lxh(a, x)L−1

a a

= Lxh(a, x)e

= La·bh(a, a · b)0b
= La·bL

−1
a·bLaLbe

= La(b · e)
= Lab

= x

L(a, a, x) = Lah(a, a)L−1
a x

= LaIdL
−1
a x

= LaL
−1
a x

= x

Portanto (M, ·a) é um loop. Para concluir que Ma é um ódulo, resta mostrar os

itens 1, 2, 3, e 4 da Definição 1.2.1, página 13.

1. tax ·a uax = (t+ u)ax. De fato,

tax ·a uax = Ltaxh(a, tax)(La)
−1uax

= LLat(La)−1xh(a, Lat(La)
−1x)(La)

−1Lau(La)
−1x

= LLat(La)−1xh(a, a · t(La)−1x)u(La)
−1x

= LLat(La)−1xl(a, t(La)
−1)u(La)

−1x

= La·t(La)−1x(La·t(La)−1x)
−1LaLt(La)−1xu(La)

−1x

= La((t(La)
−1x) · (u(La)

−1)x)

= La((t+ u)(La)
−1x)

= (t+ u)ax

2. ta(uax) = (tu)ax. De fato,

ta(ua) = ta(Lau(La)
−1x)

= Lat(La)
−1Lau(La)

−1x

= Latu(La)
−1x

= (tu)ax.

3. 1ax = x. De fato,

1ax = La1(La)
−1x

= La(La)
−1x

= x.
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4. taa = a, ∀t ∈ R. De fato,

taa = Lat(La)
−1a

= La(te)

= Lae

= a

Portanto, (M,L,ωt) é uma estrutura odular. Para que (M,L,ωt) seja uma estrutura

geoodular, basta mostrar que satisfaz a primeira e a segunda identidade geoodular.

1a Identidade Geodular:

LtabuabL
a
tab
x = Ltabuab(tab · h(a, tab)(La)

−1x)

= uab · h(tab, uab)(Ltab)
−1(tab · h(a, tab)(La)

−1x)

= uab · h(tab, uab)(Ltab)
−1(Ltabh(a, tab)(La)

−1x)

= uab · h(tab, uab)h(a, tab)(La)
−1x

= uab · h(a, uab)(La)
−1x

= Luabh(a, uab)(La)
−1x

= Lauabx.

2a Identidade Geodular:

Labωt(a, b) = Lab (Lat(La)
−1x)

= Lbh(a, b)(La)
−1Lat(La)

−1x

= Lbt(Lb)
−1Lbh(a, b)(La)

−1x

= Lbt(Lb)
−1Labx

= ωt(b, L
a
bx).

Portanto, (M,L,ωt) é uma estrutura geoodular.

Reciprocamente, sejam M = (M,L,ωt) uma estrutura geoodular e

h(a, b) = he(a, b)x = (Leb)
−1LabL

e
ax

mostremos que (Me, h) é um ódulo holonomial. Como M é uma estrutura geoodular,

em particular Me é um ódulo. Basta mostrar que (Me, h) satisfaz os itens 1, 2, 3 e 4

da Definição 3.2.1, página 43. Nas equações abaixo utilizaremos as seguintes notações:

x · y = x ·e y e tex = tx.

1. h(a, b)tx = th(a, b)x. De fato, decorre da 2a Identidade Geoodular que

h(a, b)tx = (Leb)
−1LabL

e
aωt(e, x)

= (Leb)
−1Labωt(a, L

e
ax)

= (Lab )
−1ωt(b, L

a
bL

e
ax)

= ωt(e, (L
e
a)
−1LabL

e
ax)

= ωt(e, h(a, b)x)

= th(a, b)x
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2. h(a, a · ub)tb = l(a, ub)tb. De fato, decorre da Segunda Identidade Geoodular e da

monoassociatividade que

l(a, ub)tb = (Lea·ub)
−1LeaL

e
ubtb

= (Lea·ub)
−1Lea(ub · tb)

= (Lea·ub)
−1Lea((u+ t)b)

= (Lea·ub)
−1(u+ t)aL

e
ab.

(3.2)

Por outro lado,

h(a, a · ub)tb = (Lea·ub)
−1Laa·ubL

e
atb

= (Lea·ub)
−1Laa·uba · tb

= (Lea·ub)
−1(a · ub ·a a · tb)

= (Lea·ub)
−1(Laub ·a Latb)

= (Lea·ub)
−1(uaL

e
ab ·a taLeab)

= (Lea·ub)
−1(u+ t)aL

e
ab.

(3.3)

Decorre então das equações (3.2) (3.3) que h(a, a · ub)tb = l(a, ub)tb.

3. h(c ·ta, c ·ua)h(c, c ·ta)x = h(c, c ·ua)x. De fato, decorre da 1a Identidade Geoodualr

h(c · ta, c · ua)h(c, c · ta)x = (Lec·ua)
−1Lc·tac·uaL

e
c·ta(L

e
c·ta)

−1Lcc·taL
e
cx

= (Lec·ua)
−1Lc·tac·uaL

c
c·taL

e
cx

= (Lec·ua)
−1Lcc·uaL

e
cx

= h(c, c · ua)x

4. h(e, q)x = x. De fato,

h(e, q)x = (Leq)
−1LeqL

e
ex

= x.

O que conclui a demonstração. �

Em se tratando de diódulos, temos a seguinte

Definição 3.2.4 (Diódulo Holonomial). Sejam G = (G, ·,+, ∗) um diódulo e h uma

operação ternária em G tal que (G, ·, ∗, h) seja um ódulo holonomial. Dizemos que (G, h)

é um diódulo holonomial se (G, h) satisfaz a seguinte equação:

h(a, b)(x+ y) = h(a, b)x+ h(a, b)y.

Proposição 3.2.5. Um diódulo holonomial define uma estrutura geodiodular dada por
L(x, a, y) = x ·a y = Lxh(a, x)(La)

−1y

ωt(a, y) = tay = Lat(La)
−1y

N(x, a, y) = x+a y = Lea((L
e
a)
−1x+ (Lea)

−1y)

.
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Reciprocamente, dada uma estrutura geodiodularM = (M,L,N,ωt) dotada da holonomia

elementar

h(a, b)x = he(a, b)x = (Leb)
−1LabL

e
ax

(M, h) é um diódulo holonomial.

Demonstração:

Seja (M, h) um diódulo holonomial. Na Proposição 3.2.3, página 44, mostramos

que (M,L,ωt) é uma estrutura geoodular. Para que (M,L,N,ωt) seja uma estrutura

gediodular, resta mostrar que (M,N,ωt) é uma estrutura odular e que (M,L,N,ωt)

satisfaz a terceira identidade geodular.

Fixado a ∈M arbitrários vamos mostrar que (M,+a, ∗a) é um ódulo. Seja x ∈M
fixado temos,

Na
xy = Lea(a\x+ (Lea)

−1y)

= LeaN
e
a\x(L

e
a)
−1y, ∀y ∈M.

Portanto,

Na
x = LeaN

e
a\x(L

e
a)
−1.

Como Lea e N e
a\x são bijeções, Na

x é uma bijeção.

Seja P a
y a translação à direita de (M,+), i.e., P a

y é uma função tal que P a
y x =

Na
xy = x+a y. Temos que

P a
y x = Lea((L

e
a)
−1x+ a\y)

= LeaN
e
(Le

a)−1xa\y, ∀x ∈M.

Como Lea e N e
k são bijeções para todo k ∈M , temos que P a

y é uma bijeção.

Para que (M,+a) seja um ódulo, resta verificar que a ∈M é elemento neutro de (M,+a).

N(a, a, y) = Lea((L
e
a)
−1a+ (Lea)

−1y)

= Lea(e+ a\y)

= a · (a\y)

= y

N(x, a, a) = Lea((L
e
a)
−1x+ (Lea)

−1a)

= Lea(a\x+ e)

= a · (a\x)

= x.

Logo, (M,+a) é um loop. Vamos agora verificar as quatro propriedades da Definição

1.2.1, página 13.
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1. tax+a uax = (t+ u)ax. De fato,

tax+a uax = Leat(L
e
a)
−1x+a L

e
au(Lea)

−1x

= Lea[(L
e
a)
−1Leat(L

e
a)
−1x+ (Lea)

−1Leau(Lea)
−1x]

= Lea[t(L
e
a)
−1x+ u(Lea)

−1x]

= Lea[t · (a\x) + u · (a\x)]

= Lea[(t+ u)a\x]

= Lea[(t+ u)(Lea)
−1x]

= (t+ u)ax.

2. ta(uax) = (tu)ax. De fato,

ta(uax) = ta((L
e
a)u(Lea)

−1x)

= (Lea[t(L
e
a)
−1Leau(Lea)

−1x])

= (Lea(tu)(Lea)
−1x)

= (tu)ax.

3. 1ax = x.

Demonstração idêntica ao item 3. da demonstração Proposição 3.2.3.

4. Por fim, temos que taa = a, ∀t ∈ R.

Demonstração idêntica ao item 4. da demonstração Proposição 3.2.3.

Portanto, como a ∈ M foi tomado arbitrariamente, (M,+a, ∗a) é um ódulo para todo

a ∈ M . Ou seja, (M,N,ωt) é uma estrutura odular. Para concluir que (M,L,N,ωt) é

uma estrutura geodiodular, resta mostrar a

3a Identidade Geoodular:

Lax(N(y, a, z)) = Lax(L
e
a((L

e
a)
−1y + (Lea)

−1z))

= Lexh(a, x)(Lea)
−1Lea((L

e
a)
−1y + (Lea)

−1z)

= Lexh(a, x)((Lea)
−1y + (Lea)

−1z)

= Lex(h(a, x)(Lea)
−1y + h(a, x)(Lea)

−1z)

= Lex((L
e
x)
−1Lexh(a, x)(Lea)

−1y + (Lex)
−1Lexh(a, x)(Lea)

−1z)

= Lex((L
e
x)
−1Laxy + (Lex)

−1Laxz)

= N(Laxy, xL
a
xz).

Reciprocamente, sejaM = (M,L,N,ωt) uma estrutura geodiodular dotada da holonomia

elementar

h(a, b)x = he(a, b)x = (Leb)
−1LabL

e
ax.
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Em particular, Me = (M, ·e,+e, ∗e) = (M, ·,+, ∗) é um diódulo. Na Proposição 3.2.3,

página 44, mostramos que (M, ·, ∗, h) é um ódulo holonomial. Para mostrar que (M, h)

é um diódulo holonomial, resta verificar que

h(a, b)(x+ y) = h(a, b)x+ h(a, b)y.

Ora, decorre da 3a Identidade Geoodular que

h(a, b)(x+ y) = (Leb)
−1LabL

e
aN(x, e, y)

= (Leb)
−1LabN(Leax, a, L

e
ay)

= (Leb)
−1N(LabL

e
ax, b, L

a
bL

e
ay)

= N((Leb)
−1LabL

e
ax, e, (L

e
b)
−1LabL

e
ay)

= N(h(a, b)x, e, h(a, b)y)

= h(a, b)x+ h(a, b)y.

O que conclui a demonstração. �

Teorema 3.2.6. Sejam M = (M,L,N,ωt) uma estrutura geodiodular e

h(a, b) = he(a, b) = (Leb)
−1LabL

e
a

a transformação de holonomia elementar em e. Então, a estrutura geodiodular M̃ =

(M, L̃, Ñ , ω̃t) coincide com M, em que
L̃(x, a, y) = Lexh(a, x)(Lea)y

Ñ(x, a, y) = Lea((L
e
a)
−1 +e (Lea)

−1y)

ω̃t(a, y) = Leate(L
e
a)
−1y

.

Demonstração:
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Note que

L̃(x, a, y) = Leah(a, x)(Lea)
−1y

= Lea(L
e
x)
−1LaxL

e
a(L

e
a)
−1y

= Laxy

= L(x, a, y),

Ñ(x, a, y) = Lea((L
e
a)
−1x+e (Lea)

−1y)

= Lea(N((Lea)
−1x, e, (Lea)

−1y))

= N(Lea(L
e
a)
−1x, a, Lea(L

e
a)
−1y)

= N(x, a, y),

ω̃t(a, y) = Leate(L
e
a)
−1

= Leaωt(e, (L
e
a)
−1y)

= Lea(L
e
a)
−1ωt(a, y)

= ωt(a, y).

Portanto, M = M̃. �

Deste modo, dado um ódulo (diódulo) holonomial cuja operação ternária envolve a

transformação holonomial elementar, existe uma única estrutura geoodular (geodiodular)

associada a este ódulo. Assim sendo, utilizaremos das variedades ódulares (diódulares)

holonomiais para trabalhar com as variedades diferenciáveis dotadas de uma conexão afim

de forma puramente algébrica.

Identificando o espaço tangente TaM de (M,∇) com o ódulo (M,+a, ∗a), para

todo a ∈ M , temos que a holonomia elementar corresponde ao transporte paralelo ao

longo de triângulos geodésicos. No caso diferencial, temos o tensor de curvatura dado por

Ri
jkl(a) = 2

[
∂3(ha(x, y)z)i

∂xl∂yk∂zj

]
x=y=z=a

.

Ver [NSa00].

Proposição 3.2.7. Seja (G, h) um ódulo holonomial tal que ha é a transformação de

holonomia elementar (ver Definição 2.1.3, página 27). Então ha satisfaz as identidades

odulares de Bianchi:

ha(z, x) ◦ ha(y, z) ◦ ha(x, y) = (Lax)
−1 ◦ hy(y, z) ◦ Lax.

Demonstração:

Note que

ha(z, x) ◦ ha(y, z) ◦ ha(x, y) = (Lax)
−1 ◦ Lzx ◦ Laz ◦ (Laz)

−1 ◦ Lyz ◦ Lay ◦ (Lay)
−1 ◦ Lxy ◦ Lax

= (Lax)
−1 ◦ Lzx ◦ Lyz ◦ Lxy ◦ Lax

= (Lax)
−1hx(y, z)Lax.
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�

Segue abaixo uma tabela que compara objetos da Geometria Diferencial e da

Geometria Não-associativa.

Geometria Diferencial Geometria Não-associativa

Variedade com Conexão afim (M,∇) Estrutura Geodiodular (M,L,N,ωt)

Espaço Tangente TaM Espaço Osculador (M,+a, ∗a)
Fibrado Tangente TM Estrutura Osculadora (M,N,ωt)

Curvatura R(X, Y )Z Holonomia Elementar ha(x, y)z

Identidades de Bianchi Identidades Odulares de Bianchi

Na próxima seção, apresentaremos uma estrutura de variedade geodiodular que

pode ser dada à esfera bidimensional no apêndice trabalhamos com este objeto no caso

discreto.

3.3 Exemplo: A Geometria Não-associativa da Es-

fera Bidimensional S2
R

Apresentaremos nesta seção a estrutura não-associativa que pode ser dada à esfera

bidimencional de raio r, S2
r = {(x, y, z) ∈ R3;x2 + y2 + z2 = r2}, com r 6= 0. Devido a

projeção estereográfica

ϕ : S2
r\{N} → C

(x1, x2, x3) 7→ x1 + ix2

r − x3

em que N = (0, 0, r), podemos realizar nosso estudo de S2
r em C. Sejam portanto ξ, η ∈ C

e defina a seguinte operação parcial:

� : C× C → C

(ξ, η) 7→ �(ξ, η) = ξ � η =
ξ + η

1− ξη/r2

.

Lema 3.3.1. Seja � a operação acima, (C, U,�) é um loop suave, em que U = B(0, r).

Demonstração:

Fixe um ξ ∈ C arbitrário, temos que

Lξ : U → C

η 7→ Lξη =
ξ + η

1− ξη/r2

é uma bijeção. De fato, note que Lξη = aη+b
cη+d

com a = 1, b = ξ, c = − ξ
r2

e d = 1.
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Mostremos que Lξ é uma transformação de Möebius. Ora,

ad− bc = 1 · 1− ξ ·
(
−ξ/r2

)
= 1 · 1 + (|ξ|/r)2

≥ 1

.

Como ad− bc 6= 0, segue o desejado e a inversa de Lξ, (Lξ)
−1, é dada por

L−1
ξ : Lξ(U) → U

η 7→ L−1
ξ η =

dη − b
−cη + a

=
η − ξ

ξη/r2 + 1

,

ou seja, Lξ é uma bijeção para todo ξ ∈ U .

Mostremos agora que a função

Rξ : U → C

η 7→ Rξη = η � ξ =
η + ξ

1− ηξ/r2

é uma bijeção. De fato, Rξ possui inversa e esta é dada por

(Rξ)
−1η =

ηr2(r2 + |ξ|2)− ξr2(r2 + |η|2)

r4 − |ξ|2|η|2
,

afinal

Rξ(Rξ)
−1 = Rξ

(
ηr2(r2 + |ξ|2)− ξr2(r2 + |η|2)

r4 − |ξ|2|η|2

)

=

ηr2(r2+|ξ|2)−ξr2(r2+|η|2)
r4−|ξ|2|η|2 + ξ

1− ηr2(r2+|ξ|2)−ξr2(r2+|η|2)
r4−|ξ|2|η|2 ξ/r2

=

ηr2(r2+|ξ|2)−ξr2(r2+|η|2)+ξr2(r2−|ξ|2|η|2)
r4−|ξ|2|η|2

1− ηξr2(r2+|ξ|2)−|ξ|2r2(r2+|η|2)
r2(r4−|ξ|2|η|2)

=

ηr2(r2+|ξ|2)−ξr2(|ξ|2|η|2/r2+|η|2)
r4−|ξ|2|η|2

(r4−|ξ|2|η|2)−ηξ(r2+|ξ|2)+|ξ|2(r2+|η|2)
r4−|ξ|2|η|2

=
ηr2(r2 + |ξ|2)− ξr2(|ξ|2|η|2/r2 + |η|2)

(r4 − |ξ|2|η|2)− ηξ(r2 + |ξ|2) + |ξ|2(r2 + |η|2)

=
r2(r2 + |ξ|2)− ξη(r2/|η|2)(|ξ|2|η|2/r2 + |η|2)

r4 − |ξ|2|η|2 + |ξ|2|η|2 − ηξr2 − ηξ|ξ|2 + |ξ|2r2
η

=
r4 + r2|ξ| − ξη|ξ|2 − ξηr2

r4 + r2|ξ| − ξη|ξ|2 − ξηr2
η

= η



55

e, além disto, é posśıvel demonstrar que

(Rξ)
−1Rξη = η

Para concluir que (C, U,�) é um loop suave, resta mostrar que existe elemento

neutro. Ora, 0 ∈ U é elemento neutro de (C, U,�). De fato,
Lξ(0) =

ξ + 0

1− ξ0/r2
= ξ

Rξ(0) =
0 + ξ

1− 0ξ/r2
= ξ

,

para todo ξ ∈ U �

A partir do loop suave acima conclúımos a construção da geometria não-associativa

de S2
r do seguinte modo.

Proposição 3.3.2. O associador do loop suave (C, U,�) é dado por

l(ξ, η)ζ =
1− (ξη/r2)

1− (ξη/r2)
ζ.

Demonstração:

Visto que l(ξ, η)ζ = (Lξ�η)
−1LξLηζ mostremos que

LξLηζ = Lξ�η

(
1− (ξη/r2)

1− (ξη/r2)
ζ

)
. (3.4)

Ora,

LξLηζ = Lξ

(
η + ζ

1− ηζ/r2

)
=

a+ η+ζ
1−ηζ/r2

1−
(
ξ η+ζ

1−ηζ/r2

)
/r2

=

a(1−ηζ/r2)+η+ζ
1−ηζ/r2

1− ξ(b+c)
r2−ηζ

=
a(1− ηζ/r2) + η + ζ

1− ηζ/r2
· 1− ηζ/r2

r2 − ηζ − ξ(η + ζ)

=
r2(ξ + η + ζ)− ξηζ
r2 − ηζ − ξ(η + ζ)

·

(3.5)
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Por outro lado,

Lξ�η

(
1− (ξη/r2)

1− (ξη/r2)
ζ

)
=

ξ · η + 1−(ξη/r2)

1−(ξη/r2)
ζ

1− ξ · η 1−(ξη/r2)

1−(ξη/r2)
ζ/r2

=

ξ+η

1−ξη/r2 + 1−(ξη/r2)

1−(ξη/r2)
ζ

1− ξ+η
1−ξη/r2 ·

1−(ξη/r2)

1−(ξη/r2)
ζ/r2

=

ξ+η+(1−ξη/r2)ζ

1−ξη/r2

1− (ξ+η)(1−ξη/r2)ζ

r2(1−ξη/r2)(1−ξη/r2)

=

ξ+η+(1−ξη/r2)ζ

1−ξη/r2

r2(1−ξη/r2)(1−ξη/r2)−(ξ+η)(1−ξη/r2)ζ

r2(1−ξη/r2)(1−ξη/r2)

=
ξ + η + ζ − ξηζ/r2

(1−ξη/r2)[r2(1−ξη/r2)−(ξ+η)ζ]
(1−ξη/r2)

=
r2(ξ + η + ζ)− ξηζ
r2 − ξη − ξζ − ηζ

=
r2(ξ + η + ζ)− ξηζ
r2 − ηζ − ξ(η + ζ)

·

(3.6)

Decorre então das equações (3.5) e (3.6) a equação (3.4). Dáı segue o resultado. �

Como a esfera é um espaço simétrico, a transformação de holonomia elementar

de (C, U,�) é dada por h(ξ, η) = l(ξ, L−1
ξ η) ver [Sab99], página 157. Decorre deste fato a

seguinte

Proposição 3.3.3. No loop suave (C, U,�), a transformação de holonomia elementar é

dada por

h(ξ, η)ζ =
1 + ξη/r2

1 + ξη/r2
. (3.7)

Demonstração:
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h(ξ, η)ζ = l(ξ, L−1
ξ η)ζ

=
1− (ξL−1

ξ η/r2)

1− (ξ(L−1
ξ η)/r2)

ζ

=
1− (η−ξ)ξ/r2

1+ξη/r2

1− (η−ξ)ξ/r2
1+(ξη/r2)

ζ

=

1+ξη/r2−(ξη−ξξ)/r2
1+ξη/r2

1+ξη/r2−(ξη−ξξ)/r2
1+(ξη/r2)

=
1 + ξη/r2 − ξη/r2 + ξξ/r2

1 + ξη/r2
· 1 + (ξη/r2)

1 + ξη/r2 − ξη/r2 + ξξ/r2
ζ

=
1 + (ξη/r2)

1 + (ξη/r2)
· 1 + ξξ/r2

1 + ξξ/r2
ζ

=
1 + (ξη/r2)

1 + (ξη/r2)

(3.8)

�

A partir da holonomia elementar definida no ódulo canônico de (C, U,�), pode-

mos então encontrar a variedade geodiodular natural S2
r , ver Proposição 3.2.5 e Teorema

3.2.6, páginas 44 e 51, respectivamente. O que descreve bem a geometria não-associativa

de S2
r . Continuaremos o estudo de tal objeto calculando comprimentos de arcos em S2

r

tendo o intuito de verificar que este comporta-se como esperado.

Defina em (C, U,�) seguinte métrica

gζ(ξ, η) = g0(L−1
ζ ξ, L−1

ζ η)

em que

g0(a, b) = 2(ab+ ab).

Facilmente verificamos que g0(a, b) é uma forma bilinear, simétrica, positiva definida. De

fato, g0(a, b) satisfaz:

• bilinearidade:

g0(a+ b, c+ d) = 2((a+ b)(c+ d) + (a+ b)(c+ d))

= 2(abc+ aab) + 2(abd+ aab) + 2(abc+ bab) + 2(abd+ b+ ab)

= g0(a, c) + g0(a, d) + g0(b, c) + g0(b, d).

• simetria:
g0(a, b) = 2(ab+ ab)

= 2(ba+ ba)

= g0(b, a).
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• e é positiva definida:

g0(a, a) = 2(aba+ aab)

= 4|a|2 ≥ 0

além disto,

g0(a, a) = 4|a|2 = 0⇔ a = 0

Como g0(a, b) é diferenciável e as translações à esquerda são difeomorfismos cujo diferen-

cial é um transporte paralelo, temos que gζ(ξ, η) varia diferenciavelmente. Portanto esta

define de fato uma métrica Riemanniana. Assim,

gζ(ξ, η) = 2

(
(ξ − ζ)(η − ζ)

(1 + ζξ/r2)(1 + ηζ/r2)
+

(ξ − ζ)(η − ζ)

(1 + ζξ)(1 + ζη/r2)

)
Afinal,

gζ(ξ, η) = g0(L−1
ζ ξ, L−1

ζ η)

= g0( ξ−ζ
1+ζξ/r2

, η−ζ
1+ζη/r2

)

= 2

(
(ξ − ζ)(η − ζ)

(1 + ζξ/r2)(1 + ηζ/r2)
+

(ξ − ζ)(η − ζ)

(1 + ζξ)(1 + ζη/r2)

)
.

Em particular,

gζ(ξ, ξ) =
4|ξ − ζ|2

|1 + ζξ/r2|2
.

Seja ξ = ζ + dζ, então temos que

g(dζ, dζ) =
4dζdζ

(1 + |ζ|2/r2)2
.

que corresponde ao elemento de comprimento de arco em S2
r .



Apêndice A

Variedades Geoodulares Discretas

No presente apêndice, apresentamos a proposta de Nesterov e Sabinin para tra-

balhar algebricamente com variedades discretas utilizando as estruturas geodiodulares.

Apresentando como exemplo a geometria não-associativa discreta de S2
r .

A principal referência utilizada neste apêndice foi o artigo [Nes06].

A.1 Geometria Discreta Não-associativa

Entende-se por geometria não-associativa o estudo das variedade geodiodula-

res com o intuito de trabalhar com variedades dotadas de uma conexão afim de forma

algébrica. Apresentamos nesta seção o programa de pesquisa sugerido por Alexander I.

Nesterov, ver [Nes06], no qual aponta para uma nova ferramenta de estudo de estruturas

discretas. Apesar de não haver nenhum resultado f́ısico proveniente desta abordagem

ainda, todos os elementos de um novo formalismo estão presentes no programa supraci-

tado.

Para que a geometria discreta seja útil em aplicações f́ısicas, visto que a elaboração

de uma Teoria da Gravitação Quântica venha a requerer o uso de um espaço-tempo dis-

creto, esta deve suportar as principais caracteŕısticas da geometria diferencial. Uma vez

que é preciso omitir a estrutura suave, podemos recorrer apenas à estrutura algébrica.

Portanto, é natural utilizar as variedades geodulares (geodiodulares) como um modelo

algébrico adequado para o estudo de variedades diferenciáveis de uma conexão afim. Em

se tratando de variedades discretas, tomaremos uma variedade geodiodular linear em que

os escalares são tomados em um corpo finito. Mais precisamente, nosso objeto em questão

é uma variedade geodiodular linear M = (M,L,N, (ωt)t∈F), M variedade discreta, F
corpo finito. Sobre M, temos as seguintes observações a fazer:

1. Tomamos F um corpo por simplicidade, podeŕıamos ter tomado os escalares em

um anel por exemplo. Os corpos finitos estão bem caracterizados. Tais objetos
59
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são conhecidos na literatura como Corpos de Galois e são denotados por FG(pm),

em que p um número primo e m ∈ N. Neste caso, FG(pm) possui pm elementos e

xp
m

= x, ∀x ∈ FG(pm). Ver [Jac80] p. 287-290;

2. O espaço vetorial M+
a = (M,+a, ∗a) atuará como o espaço tangente em a ∈ M ,

cada b ∈M pode ser considerado como um vetor em M+
a , ∀a ∈M ;

3. Toda curva (tab)t ∈ F pode ser considerada como a geodésica que liga a, b ∈M . O

mapa y 7→ b ·a y significa que o vetor b ·a y ∈ M+
b é o transporte paralelo do vetor

y ∈M+
a ao longo da geodésica (tab)t∈F ;

4. A presença de curvatura na variedade resulta em uma transformação de holonomia

elementar não trivial, i.e.,

ha(x, y) = LyaL
x
yL

y
x 6= Id.

No nosso contexto, definimos uma “curva” γ em uma variedade discreta M como

o conjunto de pontos ordenados de M, não necessariamente distintos

γ = (a1, . . . , as), ai ∈M, ∀i ∈ {1, . . . , s}

e, além disso, definimos o vetor y ∈M+
as paralelo ao vetor x ∈M+

a1
ao longo de γ como

y = Las−1
as ◦ . . . ◦ La2a3 ◦ L

a1
a2
x (Labx = b ·a x)

Algo que ainda precisa ser ajustado nesta abordagem é o que diz respeito ao

cálculo discreto em espaços discretos. Temos que toda função cujo domı́nio é um produto

direto de corpos finitos

f : F × . . .×F → F

é um polinômio. Lembramos que devemos representar os termos do polinômio no grau

minimal. No caso do corpo FG(pm), por exemplo, xp
m

= x, i.e., a representação minimal

de xp
m

é x.

Seja P(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n, an 6= 0, podemos definir a derivada de P(x)

P ′(x) = a1 + . . .+ (an · n)xn−1.

Devemos ficar atento para a algumas propriedades destes cálculos. Por exemplo, em

FG(pm) temos (xp)′ = p(xp−1) = 0 (sendo p a caracteŕıstica de FG(pm)).

O Teorema de existência e unicidade de soluções de EDO’s com PVI não é válido,

ver Exemplo A.1.1. O que significa que no nosso caso, não podemos trabalhar com objetos

infinitesimais apenas, a estrutura algébrica de uma variedade geoodular deve sempre ser

levada em conta.
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Exemplo A.1.1. Sejam f(x) = x, g(x) = xp + x polinômios tais que f(x) ,g(x) ∈
FG(pm)[x]. Então f ′(x) = 1

f(0) = 0
e

g′(x) = px(p−1) + 1 = 1

g(0) = 0
.

Logo, f(x) e g(x) são soluções da EDO

ϕ′(x) = 1, ϕ(0) = 0.

Por fim, a noção de um espaço tangente, campos de vetores, dentre outros, pode

ser introduzida. Bem como a noção da conexão afim

∇XaY =

{
d

dt
(Laγ(t))

−1
∗,aYγ(t)

}
t=0

em que γ(0) = a, γ̇(0) = Xa e X, Y são campos de vetores. Além disto, podemos

introduzir de modo canônico a noção de torção e curvatura:

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

em que [ , ] é o colchete de Lie.

A.2 Exemplo: A Geometria Não-associativa Discreta

da Esfera Bidimensional S2
R

Nesta seção apresentamos a construção da geometria não-associativa discreta de

S2
r . A cada ponto p = (j, k), j, k ∈ {0, 1, . . . , n− 1} associamos ao par ordenado (θj,ϕk),

assumindo θj = πj/n, ϕk = 2πk/n. Com esta associação, obtemos uma triangulação

definida por n2 pontos alocados na superf́ıcie esférica

ζp = r tan(θj/2)eiϕk .

A operação não-associativa definida na seção anterior, assume a seguinte forma

ζpq =
ζp + ζq

1− ζpζq/r2
.

Sejam p = (j, k), q = (l,m), podemos escrever ζpq da seguinte forma

ζpq = r tan(θpq/2)eiϕpq
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em que 

θpq = 2 tan−1

(
1

r

∣∣∣∣ ζp + ζq

1− ζpζq/r2

∣∣∣∣) ,
ϕpq = arg(ζp + ζq)−

i

2
ln(l(ζp, ζq)),

l(ζp, ζq) =
1− ζpζq/r2

1− ζpζq/r2
.

A métrica diodular e a holonomia elementar são dadas por

gζp(ζq, ζq) =
4|ζp − ζq|2

|1 + ζpζq/r2|2
, h(ζp, ζq)ζm =

1 + ζpζq/r
2

1 + ζpζq/r2
ζm

respectivamente.

Até certo ponto, as informações relativas à geometria da esfera estão escondidas

na estrutura do loop finito. A simetria esférica está determinada pela relação entre o

associador e a holonomia elementar

h(ζp, ζq) = l(ζp, L
−1
ζp
ζq).

A esfera S2
r diferenciável pode ser considerada como o resultado do “processo limite” da

construção acima fazendo n tender ao infinito. De fato, quanto maior o parâmetro n,

maior o número de pontos e as triangulações tornam-se mais finas. Tendo o intuito de

obter este processo de forma correta, consideremos q = p + δ, |δ| � n. Seja δ = (l,m),

então

gζp(ζq, ζq) = ζp + r

(
ζp

ζp

)1/2((
1 +
|ζp|2

r2

)
πl

2n
+ i
|ζp|
r

2πm

n

)
+O

((
δ

n

)2
)

e a métrica diodular fica da seguinte forma

gζp(ζq, ζq) = r2

((
πl

n

)2

+

(
4|ζ|2

(1 + |ζ|2/r2)2

)(
2π

m
n

)2
)

+O

((
|δ|
n

)2
)

simplificando, temos

gζp(ζq, ζq) = r2((∆θq)
2 + sin2 θp(∆ϕq)

2 +O

((
|δ|
n

)2
)
,

em que ∆θq = πl
n

e ∆ϕq = 2πm
n

. Pondo n tendendo ao infinito, temos:∆θq → dθ, ∆ϕq → dϕ

gζp(ζq, ζq)→ ds2 = r2((dθ)2 + sin2 θ(dϕ)2)

Podemos trabalhar de forma similar para obter a seguinte expressão para a holonomia

elementar

h(ζp, ζq)ζm = ζm

(
1 + i

∆(ζp, ζq)

r2
+O

((
|δ|
n

)2
))
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em que

∆(ζp, ζq) =
2|ζp|2∆q

1 + |ζp|2/r2
.



Apêndice B

Girogrupos versus Loops

A estrutura algébrica proposta por Abraham A. Ungar, os girogrupos e os espaços

girovetoriais, surgiu como uma ferramenta adequada para estudar de forma algébrica os

espaço hiperbólico, ver [Ung09], e a F́ısica Relativ́ıstica, ver [Ung98] e [Ung08]. Historica-

mente, Ungar trabalhou de forma independente aos demais matemáticos que tinham uma

afinidade com os loops e os loops suaves. E, da forma como ele apresentou os girogrupos,

a primeira vista pareceu se tratar de uma nova estrutura algébrica.

Porém, no artigo [Sab95], Lev V. Sabinin mostrou que os girogrupos do Ungar

trantam-se de loops que obedecem propriedades espećıficas que já foram bem estudadas.

Mais precisamente, girogrupos são Bol Loops à esquerda que satisfazem a Identidade de

Bruck. Além disto, Sabinin mostrou que algumas das condições postas por Ungar na es-

trutura que ele definiu, eram desnecessárias. Apesar da ressalva dos matemáticos russos,

Ungar não aderiu à teoria dos Loops Suaves, fazendo algumas alterações e correções à sua

estrutura algébrica.

Neste apêndice, apresentamos brevemente os girogrupos e como eles podem ser-

vir de ferramente para os espaços hiperbólicos, também apresentamos a definição de Bol

Loops assim como a Identidade de Bruck. Posteriormente, apresentamos a demonstração

da afirmação enunciada no parágrafo acima presente no artigo [SSS98].

As principais referências utilizadas neste apêndice são os artigos [Ung94], [SSS98]

e o livro [Ung09].

B.1 Girogrupos e Loops

Em [Ung94], Ungar deu a seguinte

Definição B.1.1 (Girogrupo). Seja G um conjunto não vazio,

+ : G×G→ G, gir[x;y] : G→ G

64
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operações em G, em que giré chamado de girador. (G,+) é um girogrupo se satisfaz

(G.2a) x+ (y + z) = (x+ y) + gir[x; y]z (Giroassociatividade à Direita);

(G.2b) (x+ y) + z = x+ (y + gir[y;x]z) (Giroassociatividade à Esquerda);

(G.3) x+ y = gir[x; y](y + x) (Girocomutatividade)

(G.4) 0 + x = x+ 0 = x (Existência de elemento neutro)

(G.5) x+ (−x) = (−x) + x = 0 (Existência de um inverso)

(G.6) gir[0; y] = id;

(G.7) gir[x+ y; y] = gir[x; y] (Loop à Esquerda)

Nas publicações mais recentes, Ungar define como um girogrupo o par (G,+)

que satisfaz as condições (G.2a), (G.4), (G.5), (G.7), e exige que

(G.6’) gir[x; y](z + w) = gir[x; y]z + gir[x; y]w.

Enquanto que girogrupos que satisfazem (G.3) Ungar define como girogrupo giroco-

mutativo.

No artigo [SSS98], p. 13-15, observa-se que a condição (G.2.b) é redundante e que

caso (G,+) satisfaça as condições (G.2a), (G.4), (G.5), (G.6), (G.7), obtemos a condição

(G.6′). Em [Ung09], página 11, verifica-se que a condição (G.6) pode ser demonstrada

na presença de (G.2a), (G.4), (G.5), (G.6’) e (G.7). O que justifica a mudança da de-

finição de girogrupo. Utilizando as definições atuais para girogrupos, obtemos que estes

são Bol Loops e os girogrupos girocomutativos são Bol Loops que satisfazem a Identidade

de Bruck. Definimos estes objetos abaixo.

Definição B.1.2 (Loop à esquerda). Seja (G,+) um magma. Dizemos que (G,+) é um

loop à esquerda se Lx são bijeções para todo x ∈ G e existe elemento neutro à direita.

Definição B.1.3 (Bol Loop à Esquerda). Seja (G,+) um loop à esquerda. Dizemos que

(G,+) é um Bol loop se satisfaz

x+ (y + (x+ z)) = (x+ (y + x)) + z (B.1)

Definição B.1.4 (Identidade de Bruck). Dizemos que o magma (G,+) satisfaz a Iden-

tidade de Bruck se

x+ (y + (y + x)) = (x+ y) + (x+ y) (B.2)

Lema B.1.5. Em girogrupos, (L−1
x ) = L−x.

Demonstração:

Observe que de (G.7), (G.6) e (G.5), nós temos:id = gir[0; y] = gir[−y; y]

id = gir[x+ (−x);−x] = gir[x;−x]
. (B.3)
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Portanto, decorre de (G.2a) juntamente com (G.5) e (B.3) que

LxL−xz = Lx((−x) + z)

= x+ ((−x) + z)

= (x− x) + gir[x;−x]z

= z

L−yLyz = L−y(y + z)

= (−y) + (y + z)

= (−y + y) + gir[−y; y]z

= z,

i.e., (Lx)
−1 = L−x. �

Corolário B.1.6. Girogrupos são loops à esquerda

Demonstração:

Decorre do Lema B.1.5 que Lx é bijetiva para todo x ∈ G. Decorre de (G.4) que

0 ∈ G é elemento neutro (portanto elemento neutro à direita) do girogrupo. �

Lema B.1.7. Seja (G,+) um girogrupo. Então

gir[x; y] = l(x, y).

Demonstração:

Decorre de (G.2a) que

LxLyz = Lx(y + z)

= x+ (y + z)

= (x+ y) + gir[x; y]z

= Lx+ygir[x; y]z.

Portanto,

gir[x; y]z = (Lx+y)
−1LxLy = l(x, y).

�

Corolário B.1.8. Em girogrupos, a condição (G.6) é redundante.

Demonstração:

De fato, decorre de (G.2a) que

gir[0;x] = l(0, x)

= (L0+x)
−1L0Lx

= (Lx)
−1Lx

= Id.
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�

Lema B.1.9. Girogrupos girocomutativos satisfazem a identidade de Bruck.

Demonstração:

De fato, decorre de (G.3) que

x+ y = gir[x; y](y + x)

= (Lx+y)
−1LxLy(y + x)

i.e.,

Lx+y(x+ y) = LxLy(y + x)

Portanto,

(x+ y) + (x+ y) = Lx(y + (y + x))

= x+ (y + (y + x))

que coincide com a identidade de Bruck. �

Proposição B.1.10. Seja (G,+) um loop. (G,+) é um Bol Loop se, e somente se, (G,+)

satisfaz (G.7).

Demonstração:

Decorre de (G.7) e do Lema (B.1.7) que

(Lx+y + y)−1Lx+yLy = (Lx+y)
−1LxLy ⇒ Lx+y(L(x+y)+y)

−1Lx+y = Lx

Portanto,

L(x+y)+y = Lx+y(Lx)
−1Lx+y = Lx+yL−xLx+y.

Em particular, pondo y = (−x) + w, temos

Lw+[(−x)+w] = LwL−xLw

Para cada w, x ∈ G. Pondo x = −q, temos

LwLqLw = Lw+[(q)+w],

i.e.

w + (q + (w + z)) = (w + (q + w)) + z

que é um Bol Loop à esquerda.

A rećıproca pode ser encontrada em [SSS98], página 13. �
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B.2 Girogrupos e o Espaço Hiperbólico

Segue abaixo a geometria não-associativa que pode ser dada ao espaço hiperbólico.

Tome no plano dos complexos D = {z ∈ C; |z| < 1} e em D defina a seguinte

operação:

+ : D× D → D
(a, z) 7→ = a+ x := a+z

1+āz

. (B.4)

Juntamente com o girador (associador)

gir[a, b]z = l(a, b)z =
1 + ab̄

1 + āb
z,

Temos que (D,+) é um girogrupo girocomutativo (Bol Loop que satisfaz a Identidade de

Bruck), ver [Ung09], p. 2-3. As figuras abaixo esboçam o papel do girador (associador) e

dão um exemplo de que a operação definida acima não é comutativa nem associativa.

Figura B.1: Não Comutatividade

Figura B.2: Não Associatividade



69

Na figura acima, nos permite visualizar o significado da operação a+ b:

1. sejam u, v ∈ T0D tais que exp0 u = a e exp0 v = b;

2. seja v′ ∈ TaD o transporte paralelo de v ao longo do segmento geodésico de O até

a, i.e, v′ = τ 0
av e v = (exp0)−1b;

3. então a+ b = expa v
′ = expa τ

0
a (exp0)−1b que corresponde à operação “·0” da estru-

tura geoodular natural de D.

Podemos tomar a estrutura canônica de (D,+), D, e a partir da transformação de holo-

nomia elementar de D, h, obter o ódulo holonomial (D, h). Assim, a partir deste ódulo

holonomial, geramos a geometria não-associativa do espaço hiperbólico.



Conclusão

A partir deste trabalho conclúımos que as variedades geoodulares e geodiodulares

oferecem uma boa ferramenta para o estudo de variedades dotadas de uma conexão afim.

Apesar desta estrutura obter tantas exigências em sua definição, obter tal objeto torna-se

um trabalho simples. Afinal, visto que um ódulo holonomial está associado à uma única

variedade geoodular, dado um loop suave podemos tomar a seu ódulo canônico (que é um

ódulo suave) e a partir desta juntamente com a transformação de holonomia elementar

obtemos um ódulo holonomial. Ou seja, um loop suave e sua transformação de holonomia

elementar determinam unicamente uma variedade geodiodular.

Apesar da similaridade entre os resultados encontrados nas variedades geoodu-

lares e às geodiodulares, justificamos o estudo das variedades geodiodulares apresentado

neste trabalho devido à associação que há entre o Espaço Tangente e o Espaço Osculador,

ver página 53. Desta forma, utilizando-se da estrutura algébrica não-associativa da va-

riedade, pode-se apresentar alternativas para lidar com objetos presentes nas variedades

discretas que não podem ter tratados como seus análogos nas variedades suaves devido

à falta da diferenciabilidade desses objetos. Desta forma, as variedades geodiodulares

apresentam-se como uma ferramenta que pode ser aplicada em teorias nas quais faz-se o

uso de espaços discretos, como a Teoria da Gravitação Quântica.

Independente da equivalência entre as variedades geoodulares e as variedades com

conexão afim, outro fato que torna o estudo da geometria não-associativa relevante é o

fato de os loops suaves serem um generalização da Teoria de Lie. Para obter este resul-

tado, é necessário realizar um estudo da teoria infinitesimal dos loops suaves, denominada

ν-hiperálgebra. Ver [NSa97], páginas 220-226. Ademais, visto que os girogrupos tratam-

se de Loops Suaves que satisfazem propriedades adicionais, temos que esta teoria também

pode ser aplicada na f́ısica relativ́ıstica.
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