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Prof. Dr. José Nelson Bastos Barbosa (Orientador)

UFBA

Prof. Dr. André Lúıs Godinho Mandolesi

UFBA

Profa. Dra. Marco Antonio Nogueira Fernandes

UFBA



Aos meus pais; Ana Lucia e Jorge,
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Resumo

Apresentaremos neste trabalho dois teoremas que caracterizam as curvas anaĺıticas

complexas, isto é, os gráficos de funções holomorfas ou anti-holomorfas, que mostraremos

serem superf́ıcies mı́nimas em R4. O primeiro resultado, que é um Teorema tipo Bernstein

para superf́ıcies mı́nimas em R4, caracteriza as curvas anaĺıticas complexas através do Jaco-

biano. Este teorema é de grande importância, uma vez que alguns resultados tipo Bernstein

para superf́ıcies em R4, obtidos anteriormente, seguem como corolário deste. O segundo te-

orema caracteriza as curvas anaĺıticas complexas a partir de dois invariantes geométricos, as

curvaturas Gaussiana e Normal.

Palavras-chave: Superf́ıcies mı́nimas; Curvas anaĺıticas complexas; Invariantes geométricos.



Abstract

In this work we present two theorems that characterize the complex analytic curves, that

is, the graphs of holomorphic or anti-holomorphic functions; we show that they are minimal

surfaces in R4. The first result, which is a Bernstein type theorem for minimal surfaces in

R4, characterizes the complex analytic curves through the Jacobian. This theorem has great

importance, since some Bernstein type results for surfaces in R4, obtained earlier, follow

as corollaries of it. The second theorem characterizes the complex analytic curves from

geometric invariants; Gaussian and normal curvatures.

Keywords: Minimal surfaces; Complex analytic curves; Geometric invariants.
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3 Curvas Anaĺıticas Complexas e Invariantes Geométricos 55

3.1 Resultado Principal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

3.2 Aplicação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71



Introdução

Uma superf́ıcie que tem curvatura média zero em todos os seus pontos é chamada uma

superf́ıcie mı́nima.

Achar exemplos de superf́ıcies com curvatura média zero em todos os pontos não é, em

prinćıpio, uma tarefa fácil. Mesmo para o caso mais simples de superf́ıcies que são gráficos

z = f(x, y) de funções diferenciáveis.

Em 1916, S. Bernstein demonstrou o seguinte resultado extraordinário: se f : R2 → R é

uma função inteira e suave, cujo gráfico, Gf , de f é uma superf́ıcie mı́nima, então f é uma

função afim e Gf é um plano.

Foi conjecturado por um longo tempo que o teorema de Bernstein era válido para f :

Rn → R , sendo n um número natural qualquer. Para n = 3 sua veracidade foi comprovada

por E. De Giorge [6], para n = 4 por F. Almgren [1] e para n = 5, 6, 7 por Simons [15]. Por

outro lado, Bombieri, De Giorge e Giuste [3] provaram que, para n ≥ 8, existiam soluções da

equação de superf́ıcies mı́nimas que não eram afins.

Se f : C → C é uma função holomorfa ou anti-holomorfa, então o gráfico Gf de f em

C2 = R4 é uma superf́ıcie mı́nima e é chamado de curva anaĺıtica complexa. Porém, existem

gráficos mı́nimos em R4 que não são curvas anaĺıticas complexas. Por exemplo, o gráfico da

função f : R2 → R2, dada por

f(x, y) =
1

2
(ex − 3e−x)

(
cos

y

2
,−siny

2

)
.

É interessante notar que a imagem do Jacobiano de f , dado por Jf = 1
8
(e2x − 9e−2x), é toda

a reta real.

O objetivo principal deste trabalho é encontrar sob quais condições geométricas o gráfico

de uma aplicação f : R2 → R2, f = (f1, f2), é uma curva anaĺıtica complexa. O primeiro
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resultado foi obtido por Chen e Osserman [4], onde eles provaram que se a diferencial df

de f é limitada, então o gráfico de f é um plano. Posteriormente, Simon [14] obteve um

resultado mais geral, impondo a condição de limitação do Jacobiano de f1 ou de f2. Supondo

f um difeomorfismo, Shoen [13] obteve o mesmo resultado. Além disso, Ni [10] obteve um

resultado tipo Bernstein assumindo que f era uma aplicação que preservava área, ou seja,

uma aplicação cujo Jacobiano, Jf , satisfaz a relação Jf = 1. Este resultado foi generalizado

por Hasanis, Savas-Halilaj e Vlachos em [8], assumindo apenas que o Jacobiano era limitado.

O primeiro resultado a ser apresentado nesta dissertação é o seguinte Teorema tipo Berns-

tein, que se encontra em outro trabalho de Hasanis, Savas-Halilaj e Vlachos, em [9].

Teorema 0.1. Seja f : R2 → R2 uma função inteira, tal que o gráfico Gf de f é uma

superf́ıcie mı́nima em R4. Assuma que Gf não é um plano. Então, o gráfico de f é uma

curva anaĺıtica complexa se, e somente se, Jf (R2)  R. Em particular, se Gf é uma curva

anaĺıtica complexa, então Jf (R2) = [0,+∞) ou Jf (R2) = (0,+∞) se f é holomorfa, ou

Jf (R2) = (−∞, 0) ou Jf (R2) = (−∞, 0] se f é anti-holomorfa.

Este Teorema tem uma grande importância, visto que resultados tipo Bernstein conheci-

dos e provados por R. Schoen [13], L. Fu [7], L. Ni [10], e os próprios autores em [8] seguem

como consequência deste.

Por outro lado, as curvas anaĺıticas complexas são superf́ıcies caracterizadas, localmente,

pela relação |K| = |KN |, onde K e KN representam a curvatura de Gauss e a curvatura

normal, respectivamente. Apresentaremos também uma caracterização de curvas anaĺıticas

complexas através destes invariantes geométricos que se encontra em [8].

Teorema 0.2. Seja Gf o gráfico de uma função inteira e suave f : R2 → R2 com curvatura

Gaussiana K e curvatura normal KN . Se KN = cK, onde c é uma constante, então Gf é

uma curva anaĺıtica complexa. Mais precisamente, KN = K = 0 e Gf é um plano ou |c| = 1

e Gf é uma curva anaĺıtica complexa não trivial.

Iremos mostrar neste trabalho alguns resultados que serão imprescind́ıveis na demons-

tração dos teoremas citados anteriormente. No primeiro caṕıtulo, de preliminares em su-

perf́ıcies regulares, daremos os principais conceitos que serão usados nesse trabalho. Além
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disso, apresentaremos a demonstrar o Teorema de Osserman, peça fundamental na obtenção

dos resultados referidos, o qual garante a existência de parâmetros isotérmicos globais para

superf́ıcies mı́nimas em Rn. No caṕıtulo 2, exibiremos a prova do resultado tipo Bernstein no

espaço euclidiano de dimensão 4 e algumas aplicações. Finalmente, no caṕıtulo 3, apresen-

taremos a demonstração do resultado que caracteriza as curvas anaĺıticas complexas através

das curvaturas Gaussiana e Normal.



Caṕıtulo 1

Superf́ıcies Paramétricas: Teoria Local

1.1 Prolegômenos

Seja (x1, ..., xn) um ponto em Rn. Uma superf́ıcie em Rn é uma transformação dife-

renciável X : D → Rn, onde D é um domı́nio em R2. Sejam M a matriz Jacobiana associada

à diferencial de X em q ∈ D, dXq : R2 → Rn, e S o subconjunto de Rn formado pelos pontos

X(u, v).

Para dois vetores v = (v1, ..., vn) , w = (w1, ..., wn), denotaremos o produto interno por

〈v, w〉 =
n∑
k=1

vkwk,

e o produto exterior por

v ∧ w; v ∧ w ∈ EN , N =

 n

2


onde as componentes de v ∧ w são os determinantes∣∣∣∣∣∣ vi vj

wi wj

∣∣∣∣∣∣ , i < j ,

dispostos em uma ordem fixa.

Demostraremos uma identidade que será muito útil para nós ao longo do trabalho.

Identidade de Lagrange . Para dois vetores v = (v1, ..., vn), w = (w1, ..., wn) em Rn

obtemos (
n∑
i=1

v2
i

)(
n∑
i=1

w2
i

)
−

(
n∑
i=1

viwi

)2

=
∑
i<j

(viwj − vjwi)2.
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Prova: Sabemos que(
n∑
i=1

xi

)(
n∑
j=1

yj

)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyj

=
n∑
i=1

xiyi +
∑
i<j

xiyj +
∑
j<i

xiyj.

Particularizando, para xi = v2
i e yj = w2

j , obtemos(
n∑
i=1

v2
i

)(
n∑
j=1

w2
j

)
=

n∑
i=1

v2
iw

2
i +

∑
i<j

v2
iw

2
j +

∑
j<i

v2
iw

2
j

e para xi = viwi = yi(
n∑
i=1

viwi

)2

=

(
n∑
i=1

viwi

)(
n∑
i=1

viwi

)

=
n∑
i=1

v2
iw

2
i +

∑
i<j

viwivjwj +
n∑
j<i

viwivjwj

=
n∑
i=1

v2
iw

2
i +

∑
i<j

viwivjwj +
n∑
i<j

viwivjwj

=
n∑
i=1

v2
iw

2
i +

∑
i<j

2viwivjwj

=
n∑
i=1

v2
iw

2
i +

∑
i<j

(
v2
iw

2
j + v2

jw
2
i − (viwj − vjwi)2

)
=

n∑
i=1

v2
iw

2
i +

∑
i<j

v2
iw

2
j +

∑
i<j

v2
jw

2
i −

∑
i<j

(viwj − vjwi)2

=
n∑
i=1

v2
iw

2
i +

∑
i<j

v2
iw

2
j +

∑
j<i

v2
iw

2
j −

∑
i<j

(viwj − vjwi)2

=

(
n∑
i=1

v2
i

)(
n∑
j=1

w2
j

)
−
∑
i<j

(viwj − vjwi)2.

�

Finalmente, introduziremos a matriz

G = (gij) = MTM ; gij =
n∑
k=1

∂Xk

∂u

∂Xk

∂uj
=

〈
∂X

∂ui
,
∂X

∂uj

〉
, (1.1)

e usando a identidade de Lagrange:
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detG = g11g22 − (g12)2

=

(
n∑
i=1

(
∂Xi

∂u1

)2
)(

n∑
i=1

(
∂Xi

∂u2

)2
)
−

(
n∑
i=1

∂Xi

∂u1

∂Xi

∂u1

)2

=
∑
i<j

(
∂Xi

∂u1

∂Xj

∂u2

− ∂Xj

∂u1

∂Xi

∂u2

)2

=
∑
i<j

(
∂(Xi, Xj)

∂(u, v)

)2

=

∣∣∣∣∂X∂u1

∧ ∂X
∂u2

∣∣∣∣2 . (1.2)

Definição 1.1. Uma superf́ıcie parametrizada regular S é uma aplicação X : D → Rn, onde

D é um subdomı́nio de R2, tal que

1. X é diferenciável ;

2. Para todo q = (u, v) ∈ D, a diferencial de X em q, dXq : R2 → Rn, é injetora.

As variáveis u, v são os parâmetros da superf́ıcie. O subconjunto S de Rn obtido pela

imagem da aplicação X, é denominado o traço de X.

A condição 2 da definição acima, vai garantir a existência de um plano tangente em cada

ponto da superf́ıcie. Vejamos abaixo algumas formas de expressar esta condição.

Lema 1.2. Seja X : D → Rn uma aplicação diferenciável. Para cada ponto em D, as

seguintes condições são equivalentes:

1. dXq é injetora;

2. Os vetores ∂X
∂u1

, ∂X
∂u2

são linearmente independentes,

3. A matriz Jacobiana tem posto 2;

4. ∃ i , j ; 1 ≤ i ≤ j ≤ n, tais que
∂(Xi, Xj)

∂(u, v)
6= 0, ;

5. ∂X
∂u1
∧ ∂X

∂u2
6= 0;

6. det G > 0.



1.1 Prolegômenos 17

Duas superf́ıcies parametrizadas podem ter o mesmo traço. Sendo assim, se X é uma

superf́ıcie regular podemos obter várias superf́ıcies que têm o mesmo traço de X, da seguinte

forma:

Proposição 1.3. Seja X : D → Rn uma superf́ıcie parametrizada regular. Se h : D̃ → D é

uma aplicação diferenciável cujo determinante da matriz Jacobiana não se anula e h(D̃) = D,

então Y = X ◦ h é uma superf́ıcie parametrizada regular que tem o mesmo traço de X.

Prova: A aplicação Y é diferenciável pois é uma composição de funções diferenciáveis. Mos-

tremos então, que det G̃ > 0, onde G̃ = M̃TM̃ , sendo M̃ a matriz Jacobiana associada a

diferencial de Y em q ∈ D̃. Seja U a matriz Jacobiana associada a diferencial de h em q.

Como h é um difeomorfismo temos que det h 6= 0. Observe que M̃ = MU . Sendo assim,

det G̃ = det (UTMTMU) = det (UTGU) = detG(det U)2 > 0.

�

Seja X(u, v), (u, v) ∈ D ⊂ R2, uma superf́ıcie parametrizada regular. Se considerarmos

u1 e u2 como funções diferenciáveis de um parâmetro t, t ∈ I ⊂ R, obtemos uma curva

diferenciável α(t) = X(u1(t), u2(t)) cujo traço está contido na superf́ıcie descrita por X.

Dizemos que α é uma curva da superf́ıcie e definiremos um vetor tangente à superf́ıcie como

sendo o vetor tangente a uma curva da superf́ıcie. Mais precisamente,

Definição 1.4. Se X(u, v) é uma superf́ıcie parametrizada regular, dizemos que um vetor

w de Rn é um vetor tangente a X em q = (u1(t0), u2(t0)) se w = α′(t0), onde α(t) =

X(u(t), v(t)) é uma curva da superf́ıcie.

Definição 1.5. O plano tangente a X em q é o conjunto de todos os vetores tangentes a X

em q, que denotamos por Π ou Π(q).

Observamos que os conceitos de vetor tangente e plano tangente são definidos em um

ponto q do domı́nio de X e não no ponto X(q), já que a superf́ıcie X pode ter auto-interseção.

Corolário 1.6. O plano tangente, Π(q), é o plano de Rn gerado pelos vetores ∂X
∂u

e ∂X
∂v

.
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Prova: Se w ∈ Π(q), então w = α′(t0) onde α(t) = X(u1(t), u2(t)). Portanto,

w = α′(t0)

=
d

dt
(X(u(t), v(t)))|t=t0

=
∂X

∂u
(u0, v0)u′(t0) +

∂X

∂v
(u0, v0)v′(t0),

isto é, w é uma combinação linear dos vetores ∂X
∂u1

e ∂X
∂u2

em (u0, v0).

Reciprocamente, suponhamos que w = a∂X
∂u

(u0, v0) + b∂X
∂v

(u0, v0), então existe uma curva

α(t) da superf́ıcie, tal que (u0, v0) = (u1(0), u2(0)) e α′(0) = w. De fato, basta considerar

α(t) = X(u(t), v(t)),

onde u(t) = u0 + at e v(t) = v0 + bt. �

Para desenvolver a teoria local das superf́ıcies vamos introduzir duas formas quadráticas.

A primeira, que veremos a seguir, está relacionada com o comprimento de curvas em uma

superf́ıcie, ângulo entre vetores e área de subdomı́nios da superf́ıcie.

Definição 1.7. Seja X : D ⊂ R2 → Rn uma superf́ıcie parametrizada regular, ∀ q ∈ D a

aplicação

Iq : Π(q) → R

w → 〈w,w〉

é denominada a primeira forma quadrática de X em q.

Consideremos uma superf́ıcie dada por X(u1(t), u2(t)) e um ponto q = (u0, v0). Então

um vetor w ∈ Π(q) é da forma

w = a
∂X

∂u
(u0, v0) + b

∂X

∂v
(u0, v0),

onde a, b ∈ R. Portanto,

Iq(w) = a2

〈
∂X

∂u
,
∂X

∂u

〉
+ 2ab

〈
∂X

∂u
,
∂X

∂v

〉
+ b2

〈
∂X

∂v
,
∂X

∂v

〉
.
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Usando a notação

E(u0, v0) =

〈
∂X

∂u
,
∂X

∂u

〉
(u0, v0) = g11,

F (u0, v0) =

〈
∂X

∂u
,
∂X

∂v

〉
(u0, v0) = g12,

G(u0, v0) =

〈
∂X

∂v
,
∂X

∂v

〉
(u0, v0) = g22,

segue que

Iq(w) = a2E(u0, v0) + 2abF (u0, v0) + b2G(u0, v0),

ou

Iq(w) = a2g11 + 2abg12 + b2g22.

Variando (u(t), v(t)) temos funções E(u1(t), u2(t)), e F (ui(t), uj(t)) e G(ui(t), uj(t)) dife-

renciáveis, que são denominadas os coeficientes da primeira forma quadrática. As funções

E,F eG satisfazem as seguintes propriedades:

1. E(u, v) > 0 e G(u, v) > 0 para todo (u, v), pois os vetores Xu e Xv são não nulos;

2. E(u, v)G(u, v)− F 2(u, v) > 0. De fato, E(u, v)G(u, v)− F 2(u, v) = det G > 0.

Definição 1.8. Seja X : D ⊂ R2 → Rn uma superf́ıcie parametrizada regular. Fixado

q = (u0, v0) ∈ U e N ∈ Π⊥, a segunda forma quadrática de X em q, segundo o vetor

normal N , é uma aplicação Πq : TqX → R, que para cada vetor w ∈ TqX associa Πq da

seguinte forma: se α(t) = X(u(t), v(t)) é uma curva diferenciável da superf́ıcie, tal que

(u(t0), v(t0)) = q e α′(t) = w, então definimos Πq(w) = 〈α′′(t0), N(u0, v0)〉.

Vamos verificar que Πq(w) não depende da curva escolhida. Seja w = aXu(u0, v0) +

bXv(u0, v0), consideremos uma curva α(t) = X(u(t), v(t)) tal que (u(t0), v(t0)) = q e α′(t0) =

w, isto é, (u(t0), v(t0)) = (u0, v0), (u′(t0), v′(t0)) = (a, b). Como

α′(t) = u′(t)Xu(u(t), v(t)) + v′(t)Xv(u(t), v(t))

e

α′′(t) = u′′(t)Xu(u(t), v(t)) + (u′(t))2Xuu(u(t), v(t)) +

2u′(t)v′(t)Xuv(u(t), v(t)) + (v′(t))2Xvv(u(t), v(t)) +

v′′(t)Xv(u(t), v(t)),
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obtemos

Πq(w) = 〈α′′(t0), N(u0, v0)〉

= (u′(t))2〈Xuu, N〉(u0, v0) + 2u′(t)v′(t)〈Xuv, N〉(u0, v0) + v′(t))2〈Xvv, N〉(u0, v0)

= a2〈Xuu, N〉(u0, v0) + 2ab〈Xuv, N〉(u0, v0) + b2〈Xvv, N〉(u0, v0),

onde a última expressão não depende da curva α. Usando a notação

e(u0, v0) = 〈Xuu, N〉(u0, v0) = b11(N),

f(u0, v0) = 〈Xuv, N〉(u0, v0) = b12(N),

g(u0, v0) = 〈Xuu, N〉(u0, v0) = b22(N),

teremos

Πq(w) = a2e(u0, v0) + 2abf(u0, v0) + b2g(u0, v0).

Variando (u, v) temos funções diferenciáveis e(u, v), f(u, v), g(u, v), que são denominadas

coeficientes da segunda forma quadrática da superf́ıcie parametrizada X.

Definição 1.9. Sejam X(u, v) uma superf́ıcie parametrizada regular, N ∈ Π⊥ arbitrário e

q = (u0, v0). A função curvatura normal em q segundo o vetor normal N é uma aplicação

kNn : TqX − {0} → R que para cada vetor w ∈ TqX não nulo, associa

kNn (w) =
Πq(w)

Iq(w)
.

Observação: Se w ∈ TqX, w 6= 0, então kNn (λw) = kNn (w) para todo número real λ 6= 0.

De fato, seja w = aXu(u0, v0) + bXv(u0, v0) onde (a, b) 6= (0, 0). Denotando por e0, f0, g0 os

coeficientes da segunda forma fundamental em (u0, v0), então

kNn (λw) =
Πq(λw)

Iq(λw)

=
λ2a2e0 + 2λ2abf0 + λ2b2g0

λ2〈w,w〉

=
a2e0 + 2abf0 + b2g0

〈w,w〉
= kNn (w).
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Como consequência deste fato, podemos falar na curvatura normal em q, kNn , segundo uma

direção tangente à superf́ıcie .

Proposição 1.10. Sejam X(u, v) uma superf́ıcie parametrizada regular e kNn a função cur-

vatura normal de X em q = (u0, v0), segundo o vetor normal N . Então existem vetores

w1, w2 ∈ TqX tais que k1 = kNn (w1) e k2 = kNn (w2) são os valores mı́nimo e máximo da

função kNn .

Prova: Se kNn é uma função constante, então quaisquer dois vetores de TqX satisfazem

as condições da proposição. Suponhamos que kNn não é constante. Consideremos a função

k̃Nn : R2 → R definida por

k̃Nn (a, b) = kNn (aXu(q) + bXv(q)), (a, b) 6= (0, 0),

isto é,

k̃Nn (a, b) =
a2b11(N) + 2abb12(N) + b2b22(N)

a2g11 + 2abg12 + b2g22

.

Esta função é diferenciável já que (a, b) 6= (0, 0). Além disso, para todo λ 6= 0, k̃Nn (λa, λb) =

k̃Nn (a, b). Portanto, para obter os valores mı́nimo e máximo da função k̃Nn , basta restringir

k̃Nn a uma circunferência C de R2 dada por a2 + b2 = 1. Como k̃Nn é cont́ınua, existem pontos

(a1, b1) e (a2, b2) de C tais que

k1(N) = k̃Nn (a1, b1) e k2(N) = k̃Nn (a2, b2)

são, respectivamente, o mı́nimo e o máximo da função k̃Nn restrita a C. Portanto,

k1 ≤ k̃Nn (a, b) ≤ k2,

para todo (a, b) ∈ R2\{(0, 0)}. Além disso, como kNn não é constante, k1 < k2. Consideremos

agora os vetores de TqX

w1 = a1Xu(q) + b1Xv(q),

w2 = a2Xu(q) + b2Xv(q).

Pela própria definição de k̃Nn , temos que para todo w ∈ TqX \ {0},

k1 = kNn (w1) ≤ kNn (w) ≤ kNn (w2) = k2.
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�

Com a notação da proposição anterior, os vetores w1 e w2 são chamados vetores principais

de X em q e as curvaturas k1(N) = max kNn e k2(N) = min kNn são denominadas curvaturas

principais de X em q com respeito a normal N . A semissoma de k1(N) e k2(N),

H(N) =
k1(N) + k2(N)

2
,

é chamada curvatura média de X em q.

Note que k1(N) e k2(N) são as ráızes da equação

det(bij(N)− λgij) = 0.

De fato, se k0 é uma curvatura principal em q, na direção de w = a0Xu(q) + b0Xv(q) com

respeito à normal N , então ∂k̃Nn
∂a0

= ∂k̃Nn
∂b0

= 0. Isto é,

∂k̃Nn
∂a0

= (2a0b11(N) + 2b0b12(N))Iq(w)− Πq(w)(2a0g11 + 2b0g12)

= (2a0b11(N) + 2b0b12(N))Iq(w)− k0Iq(w)(2a0g11 + 2b0g12)

= 2Iq(w)((a0b11(N) + b0b12(N))− k0(a0g11 + b0g12))

= 0,

e

∂k̃Nn
∂b0

= (2b0b22(N) + 2a0b12(N))Iq(w)− Πq(w)(2b0g22 + 2a0g12)

= (2b0b22(N) + 2a0b12(N))Iq(w)− k0Iq(w)(2b0g22 + 2a0g12)

= 2Iq(w)((a0b12(N) + b0b22(N)− k0(a0g12 + b0g22))

= 0.

Portanto,

(b11(N)− k0g11)a0 + (b12(N)− k0g12)b0 = 0,

(b12(N)− k0g12)a0 + (b22(N)− k0g22)b0 = 0.

Segue-se do fato de que (a0, b0) é uma solução não trivial do sistema acima, que o deter-

minante
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b11(N)− k0g11 b12(N)− k0g12

b12(N)− k0g12 b22(N)− k0g22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

isto é, k0 satisfaz a equação

λ2 − b11(N)g11 − 2b12(N)g12 + b22(N)g22

g11g22 − g2
12

λ+
b11(N)b22(N)− b12(N)2

g11g22 − g2
12

= 0.

Pela relação entre os coeficientes de uma equação do segundo grau e as ráızes da equação

conclúımos que

H(N) =
b11(N)g11 − 2b12(N)g12 + b22(N)g22

2det(gij)
. (1.3)

Considere o funcional H : Π⊥ → R definido em (1.3). Como os bij(N) são lineares em N ,

temos que esse funcional é linear em N para N ∈ Π⊥. Pelo Teorema de Representação de

Riesz, existe um único vetor H ∈ Π⊥ tal que

H(N) = 〈H,N〉. (1.4)

O vetor H assim definido é chamado o vetor curvatura média de X em q. Se {e1, ..., en−2} é

uma base ortonormal de Π⊥ , o vetor curvatura média H pode ser expresso por

H =
n−2∑
k=1

H(ek)ek. (1.5)

Definição 1.11. A superf́ıcie S é uma superf́ıcie mı́nima se o vetor curvatura média é nulo

em todo ponto.

Em virtude de (1.4) e (1.5), H = 0 se e somente se H(N) = 0 para todo N ∈ Π⊥.

Portanto, usando (1.3), superf́ıcies mı́nimas são caracterizadas em termos da primeira e

segunda forma fundamental pela equação

b11(N)g11 − 2b12(N)g12 + b22(N)g22 = 0, ∀N ∈ Π⊥. (1.6)
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1.2 Superf́ıcies não-paramétricas

Nesta seção, iremos considerar uma escolha especial de parâmetros que serão de grande

utilidade. Diremos que uma superf́ıćıe S, definida por X(u, v), está na forma não-paramétrica

se :

X(u, v) = (u, v, f3(u, v), ..., fn(u, v)).

Note que uma superf́ıcie não paramétrica é automaticamente regular. De fato, basta notar

que ∂(f1,f2)
∂(u,v)

= 1.

Para o restante da seção, iremos calcular os coeficientes da primeira e segunda forma fun-

damental, com o objetivo de encontrarmos a equação de superf́ıcies mı́nimas para superf́ıcies

na forma não-paramétrica em Rn.

Se S é uma superf́ıcie na forma não-paramétrica, então

∂X

∂u
=

(
1, 0,

∂f3

∂u
, ...,

∂fn
∂u

)
,

∂X

∂v
=

(
0, 1,

∂f3

∂v
, ...,

∂fn
∂v

)
, (1.7)

∂2X

∂u∂v
=

(
0, 0,

∂2f3

∂u∂v
, ...,

∂2fn
∂u∂v

)
.

Assim,

g11 = 1 +
n∑
k=3

(
∂fk
∂u

)2

, g12 =
n∑
k=3

∂fk
∂u

∂fk
∂v

, g22 = 1 +
n∑
k=3

(
∂fk
∂v

)2

.

Usando (1.7), deduzimos que

∂2X

∂u2
=

(
0, 0,

∂2f3

∂u2
, ...,

∂2fn
∂u2

)
,

∂2X

∂v2
=

(
0, 0,

∂2f3

∂v2
, ...,

∂2fn
∂v2

)
,

∂2X

∂u∂v
=

(
0, 0,

∂2f3

∂u∂v
, ...,

∂2fn
∂u∂v

)
.

Portanto, para um vetor normal arbitrário N = (N1, ..., Nn), temos

b11 =
n∑
k=3

Nk
∂2fk
∂u2

, b12 =
n∑
k=3

Nk
∂2fk
∂u∂v

, b22 =
n∑
k=3

Nk
∂2fk
∂v2

.
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A equação (1.6) para superf́ıcies mı́nimas fica na forma(
1 +

n∑
k=3

(
∂fk
∂v

)2
)(

n∑
k=3

Nk
∂2fk
∂u2

)
− 2

(
n∑
k=3

∂fk
∂u

∂fk
∂v

)(
n∑
k=3

Nk
∂2fk
∂u∂v

)

+

(
1 +

n∑
k=3

(
∂fk
∂u

)2
)(

n∑
k=3

Nk
∂2fk
∂v2

)
= 0.

Logo,

n∑
k=3

[(
1 +

n∑
m=3

(
∂fm
∂v

)2
)
∂2fk
∂u2

− 2

(
n∑

m=3

∂fm
∂u

∂fm
∂v

)
∂2fk
∂u∂v

+

(
1 +

n∑
m=3

(
∂fm
∂u

)2
)
∂2fk
∂v2

]
Nk = 0.

para todo vetor normal N .

Escolhendo N3, ..., Nn arbitrários, tais que Nk 6= 0 para k ∈ {3, ..., n}, temos

(
1 +

n∑
m=3

(
∂fm
∂v

)2
)
∂2fk
∂u2

− 2

(
n∑

m=3

∂fm
∂u

∂fm
∂v

)
∂2fk
∂u∂v

+

(
1 +

n∑
m=3

(
∂fm
∂u

)2
)
∂2fk
∂v2

= 0,

k = 3, ..., n.

Introduzindo a notação

f(u, v) = (f3, ..., fn), p =
∂f

∂u
, q =

∂f

∂v

r =
∂2f

∂u2
, s =

∂2f

∂u∂v
, t =

∂2f

∂v2
, (1.8)

teremos (
1 +

∣∣∣∣∂f∂v
∣∣∣∣2
)
∂2fk
∂u2

− 2

〈
∂f

∂u
,
∂f

∂v

〉
∂2f

∂u∂v
+

(
1 +

∣∣∣∣∂f∂u
∣∣∣∣2
)
∂2f

∂v2
= 0, (1.9)

ou

(
1 + |q|2

)
r − 2〈p, q〉s+

(
1 + |p|2

)
t = 0. (1.10)
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Essa é a equação de superf́ıcies mı́nimas para superf́ıcies na forma não-paramétrica em Rn.

Com a segunda notação vetorial utilizada, os coeficientes da primeira forma fundamental

ficam na forma

g11 = 1 + |p|2, g12 = 〈p, q〉, g22 = 1 + |q|2. (1.11)

Portanto,

detgij = 1 + |p|2 + |q|2 + |p|2|q|2 − 〈p, q〉2. (1.12)

Denotaremos por W a raiz quadrada do determinante da matriz G, isto é,

W =
√
det gij. (1.13)

Segundo o resultado abaixo, toda superf́ıcie regular é, localmente, solução da equação de

superf́ıcies mı́nimas.

Proposição 1.12. Se S é uma superf́ıcie regular dada por X(u1, u2) = (x1, ..., xn), então

existe uma vizinhança V de cada ponto de S, tal que a superf́ıcie Σ obtida pela restrição de

X a V tem uma reparametrização Σ̃ na forma não-paramétrica.

Prova:

Seja a um ponto de S. Como S é regular, ∃ i , j ; 1 ≤ i ≤ j ≤ n, tais que
∂(xi, xj)

∂(u, v)
6= 0.

Suponha, sem perda de generalidade, i = 1 e j = 2. Pelo Teorema da Aplicação Inversa,

existe uma vizinhança V de a, tal que a aplicação h : (u1, u2)→ (x1, x2) é um difeomorfismo.

A reparametrização X̃ = X ◦ h−1 está na forma não-paramétrica e define Σ̃. �

1.3 Parâmetros isotérmicos

Ao estudarmos propriedades que são independentes de parâmetros, é conveniente es-

colher parâmetros de modo que as propriedades geométricas da superf́ıcie sejam refletidas

no plano. Um exemplo pode ser dado por uma aplicação conforme, de modo que ângulos

entre curvas na superf́ıcie são iguais a ângulos entre as correspondentes curvas no plano.

Analiticamente, essa condição é expressa em termos da primeira forma fundamental por

gij = λ2δij, λ = λ(u, v) > 0. (1.14)
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Os parâmetros u, v satisfazendo essas condições são chamados parâmetros isotérmicos.

Muitas das expressões obtidas na teoria de superf́ıcie simplificam-se consideravelmente

quando se refere a parâmetros isotérmicos. Por exemplo,

det(gij) = λ4 (1.15)

e a fórmula (1.6), para curvatura média, torna-se

H(N) =
b11(N) + b22(N)

2λ2
. (1.16)

Temos a seguinte fórmula usual para o Laplaciano do vetor coordenada de uma superf́ıcie

arbitrária.

Lema 1.13. Se S é uma superf́ıcie regular definida por X(u, v) onde u, v são parâmetros

isotérmicos. Então

∆X = 2λH (1.17)

onde H é o vetor curvatura média.

Prova: Uma vez que u, v são parâmetros isotérmicos, temos〈
∂X

∂u
,
∂X

∂u

〉
=

〈
∂X

∂v
,
∂X

∂v

〉
,

〈
∂X

∂u
,
∂X

∂v

〉
= 0.

Diferenciando a primeira equação com respeito a u, e a segunda com respeito a v, obtemos〈
∂2X

∂u2
,
∂X

∂u

〉
=

〈
∂2X

∂u∂v
,
∂X

∂v

〉
= −

〈
∂2X

∂v2
,
∂X

∂u

〉
.

Assim, 〈
∆X,

∂X

∂u

〉
=

〈
∂2X

∂u2
+
∂2X

∂v2
,
∂X

∂u

〉
= 0, para u = u, v.

Por conseguinte, ∆X é um vetor perpendicular ao plano tangente a S. Mas se N é um

vetor normal arbitrário de S, temos

〈∆X,N〉 =

〈
∂2X

∂u2
, N

〉
+

〈
∂2X

∂v2
, N

〉
= b11(N) + b22(N)

= 2λ2H(N)

= 2λ2 〈H,N〉
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por (1.16). �

O lema a seguir é consequência imediata do resultado que acabamos de demonstrar.

Lema 1.14. Se X(u, v) define uma superf́ıcie regular S em parâmetros isotérmicos, então S

é uma superf́ıcie mı́nima se, e somente se, xk(ui, uj) são funções harmônicas.

Assim, superf́ıcies mı́nimas surgem naturalmente em um contexto diferente daquele de

minimizar área. Desejamos prosseguir ainda mais com a conexão entre superf́ıcies mı́nimas

e funções harmônicas.

Introduzimos a seguinte notação. Dada uma superf́ıcie X(ui, uj), consideremos a função

complexa

φk(ζ) =
∂xk
∂u
− i∂xk

∂v
; ζ = u+ iv. (1.18)

Notamos as identidades:

n∑
k=1

φ2
k(ζ) =

n∑
k=1

(
∂xk
∂u

)2

−
n∑
k=1

(
∂xk
∂v

)2

− 2i
n∑
k=1

∂xk
∂u

∂xk
∂v

=

∣∣∣∣∂X∂u
∣∣∣∣2 − ∣∣∣∣∂X∂v

∣∣∣∣2 − 2i

〈
∂X

∂u
,
∂X

∂v

〉

= g11 − g22 − 2ig12. (1.19)

n∑
k=1

|φk(ζ)|2 =
n∑
k=1

(
∂xk
∂u

)2

+
n∑
k=1

(
∂xk
∂v

)2

= g11 + g22. (1.20)

Podemos inferir diretamente as seguintes propriedades das funções φk(ζ):

(i) φk(ζ) é anaĺıtica em (ζ) ⇐⇒ xk são harmônicas em u, v;

(ii) u, v são parâmetros isotérmicos ⇐⇒
n∑
k=1

φ2
k(ζ) 6= 0. (1.21)
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(iii) Se u, v são parâmertros isotérmicos, então S é regular ⇐⇒
n∑
k=1

|φk(ζ)|2 6= 0. (1.22)

Lema 1.15. Se X(u, v) define uma superf́ıcie regular mı́nima, sendo ui, uj parâmetros isotérmicos,

então as funções φk(ζ) definidas por (1.18) são anaĺıticas e satisfazem as equações (1.21) e

(1.22).

Os resultados anteriores são baseados na suposição que a superf́ıcie pode ser representada

localmente em termos de parâmetros isotérmicos. Contudo, a existência de tais parâmetros

não é óbvia, e no caso de superf́ıcies C1 nem sempre é verdade. Para superf́ıcies C2 existe

um teorema geral garantindo a existência, mas no caso de superf́ıcies mı́nimas podemos dar

uma prova elementar.

Lema 1.16. Para todo ponto regular de uma superf́ıcie mı́nima S, existe uma vizinhança em

que existe uma reparametrização de S em termos de parâmetros isotérmicos.

Prova: Pela proposição (1.12), podemos encontrar uma vizinhança de um ponto regular de

S que pode ser representada na forma não-paramétrica. Temos então a equação

∂

∂u

(
1 + |q|2

W

)
=

∂

∂v

(
〈p, q〉
W

)
,

(1.23)

∂

∂u

(
〈p, q〉
W

)
=

∂

∂v

(
1 + |p|2

W

)
,

satisfeita em algum disco (u − a1)2 + (v − a2)2 < R2 (Ver Osserman [11]). Essas equações

implicam a existência de funções F (u, v), G(u, v) no disco, satisfazendo

∂F

∂u
=

1 + |p|2

W
,

∂F

∂u
=
〈p, q〉
W

, (1.24)

∂G

∂u
=
〈p, q〉
W

,
∂G

∂u
=

1 + |q|2

W
.

Sejam

ξ1 = u+ F (u, v), ξ2 = v +G(u, v). (1.25)
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Assim,

∂ξ1

∂u
= 1 +

1 + |p|2

W
,

∂ξ1

∂v
=
〈p, q〉
W

,

∂ξ2

∂u
=
〈p, q〉
W

,
∂ξ2

∂v
= 1 +

1 + |q|2

W

e

J =
∂(ξ1, ξ2)

∂(u, v)
=

(
1 +

1 + |p|2

W

)(
1 +

1 + |q|2

W

)
−
(
〈p, q〉
W

)2

= 1 +
1 + |q|2

W
+

1 + |p|2

W
+

(
1 + |p|2

W

)(
1 + |q|2

W

)
−
(
〈p, q〉
W

)2

= 1 +
1 + |q|2

W
+

1 + |p|2

W
+

(1 + |p|2)(1 + |q|2)

W 2
− (〈p, q〉)2

W 2

= 1 +
1 + |q|2

W
+

1 + |p|2

W
+

(g11g22 − g2
12)

W 2

= 2 +
2 + |q|2 + |p|2

W
> 0.

Consequentemente, a transformação (1.25) tem uma inversa local (ξ1, ξ2)→ (ui, uj) e funções

xx = fk(ui, uj) para k = 3, ..., n,. Podemos então representar a superf́ıcie em termos de

parâmetros ξ1, ξ2. Seja A a matriz jacobiana da aplicação (ui, uj)→ (ξ1, ξ2). Então,

A =
1

J


∂ξ2
∂v

−∂ξ1
∂v

−∂ξ2
∂u

∂ξ1
∂u

 .

Segue que

∂u

∂ξ1

=
W + 1 + |q|2

JW
,

∂v

∂ξ1

= −〈p, q〉
JW

,

∂u

∂ξ2

= −〈p, q〉
JW

,
∂u

∂ξ2

=
W + 1 + |p|2

JW
,
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e, portanto,

∂xk
∂ξ1

=
∂fk
∂u

∂u

∂ξ1

+
∂fk
∂v

∂v

∂ξ1

=
W + 1 + |p|2

JW

∂fk
∂u
− 〈p, q〉

JW

∂fk
∂v

=
W + 1 + |p|2

JW
pk −

〈p, q〉
JW

qk, k = 3, ..., n;

∂xk
∂ξ2

=
∂fk
∂u

∂u

∂ξ2

+
∂fk
∂v

∂v

∂ξ2

= −〈p, q〉
JW

∂fk
∂u

+
W + 1 + |q|2

JW

∂fk
∂v

=
W + 1 + |q|2

JW
qk −

〈p, q〉
JW

pk, k = 3, ..., n.
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Com respeito aos parâmetros ξ1, ξ2, temos

g̃11 =

〈
∂x

∂ξ1

,
∂x

∂ξ1

〉

=
n∑
k=1

(
W + 1 + |q|2

JW
pk −

〈p, q〉
JW

qk

)2

=
n∑
k=1

((
W + 1 + |q|2

JW

)2

p2
k − 2

(W + 1 + |q|2)〈p, q〉
(JW )2

pkqk +

(
〈p, q〉
JW

)2

q2
k

)

=

(
W + 1 + |q|2

JW

)2 n∑
k=1

p2
k − 2

(W + 1 + |q|2)〈p, q〉
(JW )2

n∑
k=1

pkqk +

(
〈p, q〉
JW

)2 n∑
k=1

q2
k

=

(
W + 1 + |q|2

JW

)2

(1 + |p|2)− 2
(W + 1 + |q|2)〈p, q〉2

(JW )2
+

(
〈p, q〉
JW

)2

(1 + |q|2)

=
(W + 1 + |q|2)2(1 + |p|2)− 2(W + 1 + |q|2)〈p, q〉2 + 〈p, q〉2(1 + |q|2)

(JW )2

=
(W + 1 + |q|2)(W +W 2 +W |p|2)−W 〈p, q〉2

(JW )2

=
(W + 1 + |q|2)(1 +W + |p|2)− 〈p, q〉2

J2W

=
2 + 2W + |p|2 + |q|2

J2

=
W

J
,
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g̃22 =

〈
∂x

∂ξ2

,
∂x

∂ξ2

〉

=
n∑
k=1

(
W + 1 + |p|2

JW
qk −

〈p, q〉
JW

pk

)2

=
n∑
k=1

((
W + 1 + |p|2

JW

)2

q2
k − 2

(W + 1 + |p|2)〈p, q〉
(JW )2

pkqk +

(
〈p, q〉
JW

)2

p2
k

)

=

(
W + 1 + |p|2

JW

)2 n∑
k=1

q2
k − 2

(W + 1 + |p|2)〈p, q〉
(JW )2

n∑
k=1

pkqk +

(
〈p, q〉
JW

)2 n∑
k=1

p2
k

=

(
W + 1 + |p|2

JW

)2

(1 + |q|2)− 2
(W + 1 + |p|2)〈p, q〉2

(JW )2
+

(
〈p, q〉
JW

)2

(1 + |p|2)

=
(W + 1 + |p|2)2(1 + |q|2)− 2(W + 1 + |p|2)〈p, q〉2 + 〈p, q〉2(1 + |p|2)

(JW )2

=
(W + 1 + |p|2)(W +W 2 +W |q|2)−W 〈p, q〉2

(JW )2

=
(W + 1 + |p|2)(1 +W + |q|2)− 〈p, q〉2

J2W

=
2 + 2W + |q|2 + |p|2

J2

=
W

J
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e

g̃12 =

〈
∂x

∂ξ1

,
∂x

∂ξ2

〉

=
n∑
k=1

(
W + 1 + |q|2

JW
pk −

〈p, q〉
JW

qk

)(
W + 1 + |p|2

JW
qk −

〈p, q〉
JW

pk

)

=
n∑
k=1

(
(W + 1 + |p|2)(W + 1 + |q|2) + 〈p, q〉2

(JW )2
pkqk −

(W + 1 + |q|2)〈p, q〉
(JW )2

p2
k

−(W + 1 + |p|2)〈p, q〉
(JW )2

q2
k

)

=

(
(W + 1 + |p|2)(W + 1 + |q|2) + 〈p, q〉2

(JW )2
〈p, q〉 − (W + 1 + |q|2)〈p, q〉

(JW )2
(1 + |p|2)

−(W + 1 + |p|2)〈p, q〉
(JW )2

(1 + |q|2)

)

=
〈p, q〉

(JW )2
((W + 1 + |p|2)(W + 1 + |q|2) + 〈p, q〉2 − (W + 1 + |q|2)(1 + |p|2)

−(W + 1 + |p|2)(1 + |q|2)

=
〈p, q〉

(JW )2

(
W 2 + 2W +W |q|2 + 1 + |q|2 +W |p|2 + |p|2 + |p|2|q|2 + 〈p, q〉2 − 2W

−W |p|2 − 1− |p|2 − |q|2 − |p|2|q|2 −W |q|2 − 1− |q|2 − |p|2 − |p|2|q|2
)

=
〈p, q〉

(JW )2
(W 2 − 1− |q|2 − |p|2 − |p|2|q|2 + 〈p, q〉2)

=
〈p, q〉

(JW )2
(W 2 −W 2)

= 0.
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Isto é,

g̃11 = g̃22 =
W

J
; g̃12 = 0, (1.26)

de modo que ξ1 e ξ2 são parâmetros isotérmicos. �

Corolário 1.17. Se xk(u, v), k = 3, ..., n, define uma superf́ıcie mı́nima na forma não-

paramétrica, então fk são funções anaĺıticas reais de u, v.

Concluiremos a seção com o seguinte lema elementar.

Lema 1.18. Seja S uma superf́ıcie definida por X(u, v), onde ui, uj são parâmetros isotérmicos,

e seja S̃ uma reparametrização de S definida pelo difeomorfismo (u(ũ, ṽ), v(ũ, ṽ). Então ũ, ṽ

são parâmetros isotérmicos se, e somente se, a aplicação (ui(ũ, ṽ), v(ũ, ṽ)) é confome ou

anti-conforme.

1.4 Teorema de Bernstein

Lema 1.19. Seja E(x1, x2) ∈ C2 em um domı́nio convexo D, e suponha que a matriz Hes-

siana (
∂2E

∂xi∂xj

)
é positiva definida. Defina a aplicação

(x1, x2)→ (u1, u2), onde ui =
∂E

∂xi
. (1.27)

Então se x e y são dois pontos distintos de D, e se u, v são suas respectivas imagens pela

aplicação 1.27, os vetores y − x e v − u satisfazem a equação

〈v − u, y − x〉 > 0. (1.28)

Prova:
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Seja G(t) = E(ty + (1− t)x) = E(ty1 + (1− t)x1, ty2 + (1− t)x2) = E(x̃1, x̃2), 0 ≤ t ≤ 1.

Então

G′(t) =
2∑
i=1

∂E

∂x̃i
(ty + (1− t)x)(yi − xi)

e

G′′(t) =
2∑

i,j=1

[
∂2E

∂x̃i∂x̃j
(ty + (1− t)x)

]
(yi − xi)(yj − xj) > 0

para 0 ≤ t ≤ 1, uma vez que a matriz Hessiana da aplicação E é positiva definida. Assim,

G′(1) > G′(0), ou
∑2

i=1
∂E
∂xi

(y)(yi − xi) >
∑2

i=1
∂E
∂xi

(x)(yi − xi). Portanto,

2∑
i=1

(vi − ui)(yi − xi) > 0.

�

Lema 1.20. Com as hipóteses do Lema (1.19), se definimos a aplicação

(x1, x2)→ (ξ1, ξ2), por ξi(x1, x2) = xi + ui(x1, x2), (1.29)

onde ui(x1, x2) é definido por 1.27, então para quaisquer dois pontos distintos x e y em D,

suas imagens ξ e η satisfazem

〈η − ξ, y − x〉 > |y − x|2. (1.30)

Prova:

Temos que η − ξ = (y − x) + (v − u). Dáı,

〈η − ξ, y − x〉 = 〈(y − x) + (v − u), y − x〉

= 〈v − u, y − x〉+ |y − x|2 > |y − x|2,

uma vez que, pelo lema anterior, 〈v − u, y − x〉 > 0. �

Corolário 1.21. Com as mesmas hipóteses, temos

|η − ξ| > |y − x|. (1.31)
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Prova: Pela inequação de Cauchy- Schwarz,

|〈η − ξ, y − x〉| ≤ |η − ξ||y − x|.

Usando o lema anterior e a inequação de Cauchy- Schwarz, teremos

|y − x|2 < 〈η − ξ, y − x〉 ≤ |〈η − ξ, y − x〉| ≤ |η − ξ||y − x|.

Portanto, |η − ξ| > |y − x|. �

Lema 1.22. Na notação dos lemas anteriores, se D é o disco x2
1 +x2

2 < R2, então a aplicação

1.29 é um difeomorfismo de D em um domı́nio ∆ que inclui um disco de raio R sobre ξ(0).

Prova: A aplicação 1.29 é diferenciável, uma vez que E(x1, x2) ∈ C2. Se x(t) é uma curva

diferenciável em D, e ξ(x(t)) sua imagem, então segue de (1.31) que |dξ(x(t))x′(t)| > |x′(t)|.

Assim,
∣∣∣dξ(x(t)) x′(t)

|x′(t)|

∣∣∣ > 1 para x′(t) 6= 0. Portanto, a aplicação 3.2 é um difeomorfismo local.

Mostremos que (1.29) é injetiva. De fato, caso contrário teŕıamos dois pontos distintos em

D, x e y, cujas imagens ξ e η seriam iguais. Por (1.31) obtemos que 0 > |y − x|, o que é um

absurdo. Dessa forma, conclúımos que a aplicação 1.29 é um difeomorfismo global sobre o

domı́nio ∆. Resta mostrar que ∆ inclui todos os pontos ξ(x(t)) tais que |ξ(x(t))− ξ(0)| < R.

Se ∆ for todo plano, não temos o que fazer. Caso contrário, suponhamos que exista um

ponto ξ(x(t)) na fronteira de ∆ tal que |ξ(x(t)) − ξ(0)| < R. Sejam (ξk) uma sequência de

pontos em ∆ que tendem a ξ e (xk) seus correspondentes pontos em D. Note que a (xk) não

tem nenhum ponto de acumulação em D, uma vez que ξ 6∈ ∆. Assim, |xk| −−−→k→∞ R e, por

(1.31), temos que |ξk − ξ(0)| > |kk|. Segue que |ξ − ξ(0)| ≥ R, o que prova o lema. �

Lema 1.23. Seja f(x1, x2) uma solução da equação de superf́ıcie mı́nima para x2
1 +x2

2 < R2.

Então usando a notação (1.8), (1.24), a aplicação (x1, x2) → (ξ1, ξ2) definida por (1.25) é

um difeomorfismo sobre o domı́nio ∆ que inclui o disco de raio R sobre o ponto ξ(0).

Prova: Segue das equações (1.24) que existe uma função E(x1, x2) em x2
1 + x2

2 < R2 satis-

fazendo

∂E

∂x1

= F,
∂E

∂x2

= G. (1.32)
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Então E(x1, x2) ∈ C2, e ∂2E
∂x21

= 1+|p|2
W

> 0. Note que ∂(F,G)
∂(x1,x2)

= det ∂2E
∂xi∂xj

= 1. De fato,

det
∂2E

∂xi∂xj
=

∂(F,G)

∂(x1, x2)

=
∂F

∂x1

∂G

∂x2

− ∂F

∂x2

∂G

∂x1

=

(
1 + |p|2

W

)(
1 + |q|2

W

)
−
(
〈p, q〉
W

)2

=
1 + |p|2 + |q|2 + |q|2|q|2 − 〈p, q〉2

W 2

= 1.

Como ∂2E
∂x21

> 0 e det ∂2E
∂xi∂xj

= 1 obtemos que a função E(x1, x2) tem uma matriz Hessiana

positiva definida e podemos apelar para os Lema (1.19) e (1.22). Por (1.32), a aplicação

(1.25) é justamente a aplicação (1.22) aplicado a essa função. Portanto o lema 1.23 segue

imediatamente do Lema (1.22). �

Lema 1.24. Seja f(x1, x2) ∈ C1 uma função real em um domı́nio D. A superf́ıcie S : x3 =

f(x1, x2) está em um plano se, e somente se, existe uma transformação linear não-singular

(u1, u2)→ (x1, x2) tal que u1, u2 são parâmetros isotérmicos em S.

Prova: Suponha que existam tais parâmetros u, v. Introduza as funções φk(ζ) por (1.18),

k = 1, 2, 3. Por hipótese, (x1, x2) são funções lineares de u1, u2 e, por conseguinte, φ1 e φ2 são

constantes. Uma vez que u1, u2 são parâmetros isotérmicos temos que

3∑
k=1

φ2
k(ζ) ≡ 0.

Dáı,

φ3(ζ) = −
2∑

k=1

φk(ζ)

e, portanto, φ3 também é constante. Visto que φ3 = ∂x3
∂u
− i∂x3

∂u
, conclúımos que x3 tem

gradiente constante com respeito a u1, u2. Observe que
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∂x3

∂u
=

∂f

∂x1

∂x1

∂u
+
∂f

∂x2

∂x2

∂u

= ai
∂f

∂x1

+ bi
∂f

∂x2

,

implicando que f tem gradiente constante com respeito a x1, x2. Portanto, f(x1, x2) =

Ax1 +Bx2 +C. Reciprocamente, se f é dessa forma, é fácil obter uma transformação linear

expĺıcita produzindo coordenadas isotérmicas; por exemplo, x1 = λAu+Bv, x2 = λBu−Av,

onde λ2 = 1
1+A2+B2 . Temos,

φ1(ζ) =
∂x1

∂u
− i∂x1

∂v

= λA− iB,

φ2(ζ) =
∂x2

∂u
− i∂x2

∂v

= λB − iA,

e

φ3(ζ) =
∂f

∂x1

∂x1

∂u
+
∂f

∂x2

∂x2

∂u

= λ(A2 +B2).

Assim,

3∑
k=1

φ2
k(ζ) = λ2(A2 +B2)− (A2 +B2) + λ2(A2 +B2)2

= λ2(A2 +B2)(1 + A2 +B2)− (A2 +B2)

= 0, ∀ζ ∈ C.

Segue que u, v são parâmetros isotérmicos. �

Teorema 1.25 (Osserman). Seja f(x1, x2) uma solução da equação de superf́ıcie mı́nima no

plano x1, x2. Então existe uma transformação linear não-singular

x1 = u

x2 = au+ bv, b > 0 (1.33)
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tal que (u, v) são parâmetros isotérmicos (globais) para superf́ıcie definida por xk = fk(x1, x2), k =

3, ..., n.

Prova: Introduzimos a aplicação (1.25), que agora definimos em todo plano x1, x2. Segue do

Lema (1.23) que essa aplicação é um difeomorfismo do plano x1, x2 no plano ξ1, ξ2. Sabemos

de (1.26) que (ξ1, ξ2) são parâmetros isotérmicos sobre a superf́ıcie S definida por xk =

fk(x1, x2) , k = 3, ..., n. Pelo lema (1.15), as funções

φk(ζ) =
∂xk
∂ξ1

− i∂xk
∂ξ2

, k = 1, ..., n

são funções anaĺıticas de ζ. Note que

φ̄1φ2 =

(
∂x1

∂ξ1

− i∂x1

∂ξ2

)(
∂x2

∂ξ1

− i∂x2

∂ξ2

)
=

(
∂x1

∂ξ1

∂x2

∂ξ1

+
∂x1

∂ξ2

∂x2

∂ξ2

)
− i
(
∂x1

∂ξ1

∂x2

∂ξ2

− ∂x1

∂ξ2

∂x2

∂ξ1

)
.

Sendo assim, temos

Im {φ̄1φ2} = −∂(x1, x2)

∂(ξ1, ξ2)

e uma vez que ∂(x1,x2)
∂(ξ1,ξ2)

> 0, deduzimos primeiro que φ1 6= 0 e φ2 6= 0, ∀ ζ ∈ C, e depois que

Im

{
φ2

φ1

}
= Im

{
φ2φ̄1

φ1φ̄1

}
=

1

|φ1|2
Im

{
φ2φ̄1

}
< 0.

Temos uma função anaĺıtica, φ2
φ1

, cuja parte imaginária é negativa. Pelo teorema de Picard,

φ2
φ1

é uma função constante. Segue que existe c = a− ib, b>0, tal que

φ2 = cφ1; c = a− ib e b>0. (1.34)

Isto é,

∂x2

∂ξ1

− i∂x2

∂ξ2

= (a− ib)
(
∂x1

∂ξ1

− i∂x1

∂ξ2

)

= a
∂x1

∂ξ1

− b∂x1

∂ξ2

− i
(
b
∂x1

∂ξ1

+ a
∂x1

∂ξ2

)
.

Logo,

∂x2

∂ξ1

= a
∂x1

∂ξ1

− b∂x1

∂ξ2

e
∂x2

∂ξ2

= b
∂x1

∂ξ1

+ a
∂x1

∂ξ2

. (1.35)
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Pela aplicação (1.33), temos

∂x2

∂ξ1

= a
∂u

∂ξ1

+ b
∂v

∂ξ1

e
∂x2

∂ξ2

= a
∂u

∂ξ2

+ b
∂v

∂ξ2

.

Comparando essas equações com as equações em (1.35), obtemos

∂u

∂ξ1

=
∂v

∂ξ2

e
∂u

∂ξ2

= − ∂v
∂ξ1

;

implicando que u + iv é uma função holomorfa de ξ1 + iξ2. Mas isso significa, pelo lema

(1.18), que (u1, u2) são também parâmetros isotérmicos, provando assim o teorema. �

Corolário 1.26 (Bernstein). No caso onde n = 3, se f é uma solução da equação de su-

perf́ıcie mı́nima em todo x1, x2-plano , então f é uma função linear de x1, x2.

Prova: Pelo teorema de Osserman, existe uma transformação linear não-singular tal que

u1, u2 são parâmetros isotérmicos para a superf́ıcie definida por x3 = f3(x1, x2). Aplicando o

Lema (1.24), obtemos que f é uma função linear de x1, x2. �



Caṕıtulo 2

Resultado tipo Bernstein em R4

Neste caṕıtulo veremos uma caracterização de uma curva anaĺıtica complexa por meio

do Jacobiano. Como corolário, obtemos um resultado tipo Bernstein para funções suaves,

f : R2 −→ R2, impondo a condição de limitação para o Jacobiano de tais funções.

2.1 Noções básicas

Uma superf́ıcie S num espaço euclidiano Rn é representada, localmente, por uma

transformação X : D ⊂ R2 −→ Rn de posto 2, dada por

X (x, y) = (f1 (x, y) , f2 (x, y) , ..., fn (x, y)) , (x, y) ∈ D,

onde D é um subconjunto aberto de R2 e fi : D −→ R, i ∈ {1, ..., n}, são funções suaves.

Denotaremos por 〈, 〉 o produto interno euclidiano em Rn e por E, F , G os coeficientes da

primeira forma fundamental, que são dados por

E =
n∑
i=1

(
∂fi
∂x

)2

, F =
n∑
i=1

∂fi
∂x

∂fi
∂y

, G =
n∑
i=1

(
∂fi
∂y

)2

.

Os parâmetros (x, y) são chamados isotérmicos se, e somente se, E = G e F = 0, ∀ (x, y) ∈ D.

Considere a base local ortonormal {e1, e2, ξ3, ..., ξn} em Rn tal que, restrita a S, os vetores

e1, e2 são tangentes a S e, consequentemente, ξ3, ..., ξn são normais a S. Denotaremos por ∇

a usual conexão linear em Rn e

hαij = 〈∇eiξα, ej〉, i, j ∈ {1, 2}, α ∈ {3, ..., n},
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são os coeficientes da segunda forma fundamental. O vetor curvatura média H e a curvatura

Gaussiana K de S são dados, respectivamente, por

H =
1

2

n∑
α=3

(hα11 + hα22) ξα,

K =
n∑

α=3

(
hα11h

α
22 − (hα12)2) .

Além disso, se

|h|2 =
n∑

i,j=1

n∑
α=3

(
hαij
)2

é o quadrado do comprimento da segunda forma fundamental h, então a equação de Gauss

implica

2K = 4H2 − |h|2.

No caso onde S é mı́nima, isto é, H = 0, teremos

K = −
n∑

α=3

{(hα11)2 + (hα12)2}, (2.1)

2K = −|h|2. (2.2)

Outro invariante que desempenha um papel importante na teoria de superf́ıcie em R4 é a

curvatura Normal KN de S que é dada por

KN =
2∑
i=1

(
h3

1ih
4
2i − h3

2ih
4
1i

)
.

Em particular, para superf́ıcies mı́nimas temos

KN = 2
(
h3

11h
4
12 − h3

12h
4
11

)
. (2.3)

O gráfico Gf de f é mı́nimo se, e somente se, satisfaz a seguinte equação,

(
1 + |fy|2

)
fxx − 2〈fx, fy〉fxy +

(
1 + |fx|2

)
fyy = 0. (2.4)

Essa é a clássica equação não paramétrica de uma superf́ıcie mı́nima, como vimos no caṕıtulo

anterior.
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2.2 Gráficos mı́nimos em R4

Seja f : R2 −→ R2 uma função suave cujo gráfico é uma superf́ıcie mı́nima em R4.

Tendo em vista uma obtenção de um resultado tipo Bernstein, surge a seguinte questão: o

gráfico de f é um plano em R4? Em geral, a resposta é negativa. Um contra-exemplo simples

é dado pela função f(x, y) = (x2 − y2, 2xy). De fato, note que (0, 0, 0, 0, p = (1, 0, 1, 0) e

q = (0, 1,−1, 0) ∈ Gf = {(x, y, x2 − y2, 2xy); (x, y) ∈ R2}, e no entanto, p + q = (1, 1, 0, 0)

não pertence a Gf . Mostremos que Gf é uma superf́ıcie mı́nima. Pela expressão de f , temos

fx = (2x, 2y), fxx = (2, 0), fxy = (0, 2), fy = (−2y, 2x),

fyy = (−2, 0), |fy|2 = |fx|2 = 4(x2 + y2) e 〈fx, fy〉 = 0.

Assim, a equação de superf́ıcie mı́nima fica na forma(
1 + |fy|2

)
fxx − 2〈fx, fy〉fxy +

(
1 + |fx|2

)
fyy = (1 + 4(x2 + y2))(2− 2, 0) = (0, 0),

isto é, o gráfico de f é uma superf́ıcie mı́nima em R4.

Existe uma infinidade de gráficos mı́nimos em R4 que não são planos, os chamados curvas

anaĺıticas complexas. O gráfico de uma função holomorfa ou anti-holomorfa é uma superf́ıcie

mı́nima, como será mostrado logo abaixo, e é chamado de curva anaĺıtica complexa.

Proposição 2.1. O gráfico de uma função holomorfa ou anti-holomorfa , ϕ : C −→ C, é

uma superf́ıcie mı́nima.

Prova: Seja ϕ : C −→ C uma função holomorfa com ϕ (x, y) = (f(x, y), g(x, y)). Como f

é holomorfa, as funções f e g são harmônicas e satisfazem as equações de Cauchy-Riemann,

isto é, fx = gy e fy = −gx. Assim,

|ϕx|2 = |ϕy|2, 〈ϕx, ϕy〉 = 0 e ϕxx = −ϕyy.

Portanto,(
1 + |ϕy|2

)
ϕxx − 2〈ϕx, ϕy〉ϕxy +

(
1 + |ϕx|2

)
ϕyy =

(
1 + |ϕy|2

)
(ϕxx + ϕyy) = 0,

e o gráfico de ϕ é uma superf́ıcie mı́nima em R4. �
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Não é verdade que gráficos mı́nimos em R4 são apenas planos ou curvas anaĺıticas com-

plexas. De fato, Osserman [11] construiu exemplos de gráficos mı́nimos em R4 que não são

planos e nem curvas anaĺıticas complexas. Por exemplo, o gráfico da aplicação f : R2 −→ R2,

dada por

f(x, y) =
1

2
(ex − 3e−x)

(
cos

y

2
,−seny

2

)
.

É interessante notar que a imagem do Jacobiano de f que é dado por Jf = −1
8

(e2x − 9e−2x),

assume todos os valores reais.

2.3 Resultado principal

Seja f : R2 −→ R2, f (x, y) = (f1(x, y), f2(x, y)) , (x, y) ∈ R2 uma solução inteira

da equação de superf́ıcie mı́nima. Então, o gráfico de f é uma superf́ıcie mı́nima em R4.

Em virtude do teorema de Osserman (ver Teorema 1.25), podemos introduzir parâmetros

isotérmicos globais (u, v), via uma transformação não singular x = u, y = au + bv, onde

a, b são constantes reais com b > 0. Agora, a superf́ıcie mı́nima Gf é parametrizada via a

aplicação

X (u, v) = (u, au+ bv, ϕ(u, v), ψ(u, v)) ,

onde ϕ(u, v) := f1(u, au+ bv) e ψ(u, v) := f2(u, au+ bv). Uma vez que (u, v) são parâmetros

isotérmicos, os vetores

Xu = (1, a, ϕu, ψu) , Xv = (0, b, ϕv, ψv) (2.5)

são ortogonais e de mesmo comprimento. Portanto,

ϕuϕv + ψuψv = −ab

E = 1 + a2 + ϕ2
u + ψ2

u = b2 + ϕ2
v + ψ2

v . (2.6)

Além disso, sendoGf uma superf́ıcie mı́nima, garantimos que as funções ϕ e ψ são harmônicas,

isto é,

ϕuu + ϕvv = 0 e ψuu + ψvv = 0.
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Apelando para a Identidade de Lagrange e tendo em conta a relação (2.6) , obtemos

E2 = (1 + a2 + ϕ2
u + ψ2

u)(b
2 + ϕ2

v + ψ2
v)

= b2 + ϕ2
v + ψ2

v + a2b2 + a2ϕ2
v + a2ψ2

v + b2ϕ2
u + ϕ2

uψ
2
v + b2ψ2

u + ϕ2
vψ

2
u + ψ2

uψ
2
v

= b2 + ϕ2
v + ψ2

v + a2b2 + (aϕv − bϕu)2 + 2abϕuϕv + (aψv − bψu)2 + 2abψuψv

+ (ϕvϕv + ψuψv)
2 − 2ϕuϕvψuψv + (ϕuψv − ϕvψu)2 + 2ϕuϕvψuψv

= b2 + ϕ2
v + ψ2

v + a2b2 + (aϕv − bϕu)2 + 2ab(ϕuϕv + ψuψv) + (aψv − bψu)2

+ (ϕuϕv + ψuψv)
2 + (ϕuψv − ϕvψu)2

= b2 + ϕ2
v + ψ2

v + a2b2 + (aϕv − bϕu)2 − 2a2b2 + (aψv − bψu)2

+ a2b2 + (ϕuψv − ϕvψu)2

= b2 + ϕ2
v + ψ2

v + (aϕv − bϕu)2 + (aψv − bψu)2 + (ϕuψv − ϕvψu)2 .

Ou equivalentemente,

E2 = E + a2ϕ2
v − 2abϕuϕv + b2ϕ2

u + a2ψ2
v − 2abψuψv + b2ϕ2

u + (ϕuψv − ϕvψu)2

= E + a2
(
ϕ2
v + ψ2

v

)
+ b2

(
ϕ2
u + ψ2

u

)
− 2ab (ϕuϕv + ψuψv) + (ϕuψv − ϕvψu)2

= E + 2a2b2 + a2
(
ϕ2
v + ψ2

v

)
+ b2

(
ϕ2
u + ψ2

u

)
+ (ϕuψv − ϕvψu)2

= E + a2b2 + a2
(
ϕ2
v + ψ2

v

)
+ a2b2 + b2

(
ϕ2
u + ψ2

u

)
+ (ϕuψv − ϕvψu)2

= E + a2
(
b2 + ϕ2

v + ψ2
v

)
+ b2

(
a2 + ϕ2

u + ψ2
u

)
+ (ϕuψv − ϕvψu)2

= E + a2E + b2 (E − 1) + (ϕuψv − ϕvψu)2

= E
(
1 + a2 + b2

)
− b2 + (ϕuψv − ϕvψu)2 . (2.7)

Definamos a aplicação Φ(u, v) = (ϕ(u, v), ψ(u, v)). Assim,

∂(ϕ, ψ)

∂(u, v)
=

 ∂ϕ
∂u

∂ϕ
∂v

∂ψ
∂u

∂ψ
∂v

 =

 ∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f2
∂x

∂f2
∂y

 1 0

a b

 .

Logo,

JΦ = bJf ,
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onde Jf , JΦ são os Jacobianos de f e Φ, respectivamente. Assim (2.7) torna-se

J2
Φ = E2 − (1 + a2 + b2)E + b2, (2.8)

que será uma identidade muito útil para nós.

Teorema 2.2. Seja f : R2 → R2 uma função inteira, tal que o gráfico Gf de f é uma

superf́ıcie mı́nima em R4. Assuma que Gf não é um plano. Então, o gráfico de f é uma

curva anaĺıtica complexa se, e somente se, Jf (R2)  R. Em particular, se Gf é uma curva

anaĺıtica complexa, então Jf (R2) = [0,+∞) ou Jf (R2) = (0,+∞) se f é holomorfa, ou

Jf (R2) = (−∞, 0) ou Jf (R2) = (−∞, 0] se f é anti-holomorfa.

Prova: Em virtude do Teorema (1.25), podemos introduzir parâmetros isotérmicos globais

(u, v), via uma transformação não singular x = u, y = au+ bv, onde a, b são constantes reais

com b > 0. Agora, a superf́ıcie mı́nima Gf é parametrizada via a aplicação

X (u, v) = (u, au+ bv, ϕ(u, v), ψ(u, v)) ,

onde ϕ(u, v) := f1(u, au+ bv) e ψ(u, v) := f2(u, au+ bv).

Definamos a aplicação Φ(u, v) = (ϕ(u, v), ψ(u, v)). Pela observação acima, temos

JΦ = bJf .

Uma vez que (u, v) são parâmetros isotérmicos e Gf é uma superf́ıcie mı́nima, segue que as

funções ϕ e ψ são harmônicas, isto é,

xuu + xvv = 0 = yuu + yvv,

ϕuu + ϕvv = 0 = ψuu + ψvv.

Então, as funções complexas φk : U ⊆ C −→ C, k = 1, 2, 3, 4, dadas por φ1 = 1, φ2 = a− bi

φ3 = ϕu − iϕv, φ4 = ψu − iψv
(2.9)

são holomorfas e satisfazem

φ2
1 + φ2

2 + φ2
3 + φ2

4 = 1 + a2 − b2 − 2abi+ ϕ2
u − ϕ2

v − 2ϕuϕvi+ ψ2
u − ψ2

v − 2ψuψvi

=
(
1 + a2 + ϕ2

u + ψ2
u

)
+
(
b2 + ϕ2

v + ψ2
v

)
− 2 (ab+ ϕuϕv + ψuψv) i

= g11 + g22 − 2g12i

= 0. (2.10)
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Assuma que o gráfico Gf de f é uma superf́ıcie mı́nima que não é um plano, e suponha que

Jf não tome todos os valores reais. Em virtude de (2.10), podemos escrever

(φ3 − iφ4) (φ3 + iφ4) = φ2
3 + φ2

4

= −
(
φ2

1 + φ2
2

)
= −

(
1 + (a− bi)2)

= −d. (2.11)

Afirmamos que d = 0. Assuma o oposto, isto é, que d 6= 0. Sendo assim, as funções (φ3 − iφ4),

(φ3 + iφ4) são funções inteiras holomorfas não identicamente nulas. Defina a função complexa

h : C −→ C por

h = (φ3 − iφ4) . (2.12)

Ressaltamos que h é holomorfa, não constante e não identicamente nula. Combinando (2.10)

com (2.12), obtemos

φ3 =
(φ3 − iφ4) + (φ3 + iφ4)

2

=
1

2

(
h− d

h

)
,

e

φ4 =
(φ3 − iφ4)− (φ3 + iφ4)

2

=
i

2

(
h+

d

h

)
.

calculando a parte imaginária de φ3φ̄4, temos

Im(φ3φ̄4) = Im((ϕu − iϕv)(ψu + iψv))

= Im(ϕuψu + ϕvψv + i(ϕuψv − ϕvψu))

= ϕuψv − ϕvψu

= JΦ.

Por outro lado, de (2.11) obtemos
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φ3φ̄4 = − i
4

(
h̄+

d̄h

|h|2

)(
h− d

h

)
= − i

4

(
hh̄+

d̄h2

|h|2
− dh̄

h
− dd̄h

h|h|2

)
= − i

4

(
|h|2 +

d̄h2

|h|2
− dh̄

h
− |d|

2

|h|2

)
,

e

φ̄3φ4 =
i

4

(
h+

d

h

)(
h̄− d̄h

|h|2

)
=

i

4

(
hh̄− d̄h2

|h|2
+
dh̄

h
− dd̄h

h|h|2

)
=

i

4

(
|h|2 − d̄h2

|h|2
+
dh̄

h
− |d|

2

|h|2

)
.

Portanto,

Im(φ3φ̄4) =
−i
2

(
φ3φ̄4 − φ̄3φ4

)
=

i2

8

(
|h|2 +

d̄h2

|h|2
− dh̄

h
− |d|

2

|h|2
+ |h|2 − d̄h2

|h|2
+
dh̄

h
− |d|

2

|h|2

)
= −1

8

(
2|h|2 − 2

|d|2

|h|2

)
=

1

4

(
−|h|2 +

|d|2

|h|2

)
.

Assim, tendo em vista a relação JΦ = bJf , temos que

Jf =
JΦ

b

=
1

b
Im(φ3φ̄4)

=
1

4b

(
−|h|2 +

|d|2

|h|2

)
.

Uma vez que h é uma função inteira e não constante, pelo teorema de Picard, existem

sequências {zn}n∈N e {wn}n∈N de números complexos tais que |h(zn)| → ∞ e |h(wn)| → 0.

Consequentemente, Jf (zn) → −∞ e Jf (wn) → ∞. Assim, JΦ(R2) = R, contradizendo a

nossa suposição. Portanto, d = 0, a = 0, b = 1 e, consequentemente x e y são parâmetros

isotérmicos. Além disso, de (2.11) obtemos que φ3 = ±iφ4, ou equivalentemente,

∂f1

∂x
− i∂f1

∂y
= ±i

(
∂f2

∂x
− i∂f2

∂y

)
. (2.13)
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De (2.13) deduzimos que f = f1 + if2 é holomorfa ou anti-holomorfa. Por conseguinte, Gf é

uma curva anaĺıtica complexa.

Reciprocamente, assuma que Gf é uma curva anaĺıtica complexa que não é o plano.

Assim, a função complexa f = f1+if2 é holomorfa ou anti-holomorfa. Então, para z = x+iy,

teremos

fz =

(
∂f1

∂x

∂x

∂z
+
∂f1

∂y

∂y

∂z

)
+ i

(
∂f2

∂x

∂x

∂z
+
∂f2

∂y

∂y

∂z

)
=

(
1

2

∂f1

∂x
+

1

2i

∂f1

∂y

)
+ i

(
1

2

∂f2

∂x
+

1

2i

∂f2

∂y

)
=

1

2

(
∂f1

∂x
+
∂f2

∂y

)
+
i

2

(
∂f2

∂x
− ∂f1

∂y

)
e

fz̄ =

(
∂f1

∂x

∂x

∂z̄
+
∂f1

∂y

∂y

∂z̄

)
+ i

(
∂f2

∂x

∂x

∂z̄
+
∂f2

∂y

∂y

∂z̄

)
=

(
1

2

∂f1

∂x
− 1

2i

∂f1

∂y

)
+ i

(
1

2

∂f2

∂x
− 1

2i

∂f2

∂y

)
=

1

2

(
∂f1

∂x
− ∂f2

∂y

)
+
i

2

(
∂f1

∂y
+
∂f2

∂x

)
.

Note que

|fz|2 − |fz̄|2 =
1

4

{(
∂f1

∂x
+
∂f2

∂y

)2

+

(
∂f2

∂x
− ∂f1

∂y

)2

−
(
∂f1

∂x
− ∂f2

∂y

)2

−
(
∂f1

∂x
+
∂f2

∂y

)2
}

=
∂f1

∂x

∂f2

∂y
− ∂f1

∂y

∂f2

∂x
.

Isto é,

Jf = |fz|2 − |fz̄|2. (2.14)

Consequentemente, Jf ≥ 0 se f é holomorfa e Jf ≤ 0 se f é anti-holomorfa. Em ambos os

casos, Jf não assume todos os valores reais.

Se f é uma função holomorfa, então

Jf = |fz|2.
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Como o gráfico Gf de f é uma superf́ıcie mı́nima, via parâmetros isotérmicos, as funções f1

e f2 são harmônicas. Assim,

∂

∂x

(
∂f1

∂x
+
∂f2

∂y

)
=
∂2f1

∂x2
+
∂2f2

∂x∂y
=

∂2f2

∂x∂y
− ∂2f1

∂y2
=

∂

∂y

(
∂f2

∂x
− ∂f1

∂y

)
,

∂

∂y

(
∂f1

∂x
+
∂f2

∂y

)
=

∂2f1

∂x∂y
+
∂2f2

∂y2
=

∂2f1

∂x∂y
− ∂2f2

∂x2
= − ∂

∂x

(
∂f2

∂x
− ∂f1

∂y

)
.

Isto é, as partes real e imaginária de fz satisfazem as equações de Cauchy-Riemann e,

portanto, fz é holomorfa. Além disso, fz não é constante, pois, caso contrário f é afim e

Gf é um plano. Pelo teorema de Picard, fz(C) = C ou fz(C) = C − {a}. Dessa forma, ou

Jf (R2) = [0,+∞) ou Jf (R2) = (0,+∞).

Se f é uma função anti-holomorfa, então

Jf = −|fz̄|2

e fz̄ é uma função anti-holomorfa. De fato,

∂

∂x

(
∂f1

∂x
− ∂f2

∂y

)
=
∂2f1

∂x2
− ∂2f2

∂x∂y
= − ∂2f2

∂x∂y
− ∂2f1

∂y2
= − ∂

∂y

(
∂f2

∂x
+
∂f1

∂y

)
,

∂

∂y

(
∂f1

∂x
− ∂f2

∂y

)
=

∂2f1

∂x∂y
− ∂2f2

∂y2
=

∂2f1

∂x∂y
+
∂2f2

∂x2
=

∂

∂x

(
∂f2

∂x
+
∂f1

∂y

)
.

Dessa forma, a função f̄z̄ é holomorfa. Novamente pelo teorema de Picard obtemos que

f̄z̄(C) = C ou f̄z̄(C) = C− {a}. Como

Jf = −|fz̄|2 = −|f̄z̄|2,

temos que Jf (R2) = (−∞, 0) ou Jf (R2) = (−∞, 0]. �
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2.4 Aplicações

Nesta seção, obteremos alguns conhecidos teoremas tipo Bernstein para funções in-

teiras f : R2 → R2 usando o método desenvolvido aqui. O seguinte resultado foi obtido

primeiramente por Simon [14].

Corolário 2.3. Seja f : R2 → R2, f = (f1, f2) uma solução inteira da equação de superf́ıcie

mı́nima, tal que f1 ou f2 tem gradiente limitado. Então f é uma função afim.

Prova: Sem perda de generalidade, assumiremos que f1 tem gradiente limitado. Em vir-

tude do Teorema (1.25), podemos introduzir parâmetros isotérmicos globais (u, v), via uma

transformação não singular x = u, y = au + bv, onde a, b são constantes reais com b > 0.

Agora, a superf́ıcie mı́nima Gf é parametrizada via a aplicação

X (u, v) = (u, au+ bv, ϕ(u, v), ψ(u, v)) ,

onde ϕ(u, v) := f1(u, au+ bv) e ψ(u, v) := f2(u, au+ bv).

Uma vez que (u, v) são parâmetros isotérmicos, ϕ e ψ são funções harmônicas. Além disso,

as funções Φk : C→ C, k = 1, 2, 3, 4, dadas pelo sistema (2.9) são holomorfas e satisfazem a

equação (2.10). Observe que

∂ϕ

∂u
=
∂f1

∂x
+ a

∂f1

∂y
e

∂ϕ

∂v
= b

∂f1

∂y
.

Visto que f1 tem gradiente limitado, obtemos que ϕ também tem gradiente limitado. Note

que as funções ϕu e ϕv são funções harmônicas, já que ϕ é uma função harmônica. De fato,

ϕuuu + ϕuvv = −ϕvvu + ϕuvv = 0 e ϕvuu + ϕvvv = ϕvuu − ϕuuv = 0.

Temos então que ϕu e ϕv são funções harmônicas e limitadas, visto que o gradiente de ϕ

é limitado. Pelo teorema de Liouville, tem-se que as funções ϕu e ϕv são constantes. Por

isso, φ3 é uma função constante. Em virtude de (2.10), obtemos que φ4 também é constante.

Portanto, Gf é um plano e f é uma função afim. �

Uma classe interessante de superf́ıcies mı́nimas em R4 pode ser obtida considerando

gráficos de aplicações da forma f = grad u , onde u : U ⊂ R2 → R é uma função su-

ave. Pode-se mostrar que o gráfico de f = grad u : U → R é uma superf́ıcie mı́nima se, e



2.4 Aplicações 53

somente se, a função u satisfaz a chamada equação especial de Lagrange

cosθ∆u = sinθ(det Hess u− 1),

para alguma constante real θ. Fu [7] provou que as únicas soluções inteiras da equação

especial de Lagrange são funções harmônicas ou polinômios quadráticos, o que significa que o

gráfico inteiro mı́nimo do grad u é uma curva anaĺıtica complexa ou um plano. Esse resultado

segue como corolário do resultado principal mostrado neste caṕıtulo.

Corolário 2.4. Seja u : R2 −→ R uma solução inteira da equação especial de Lagrange

cosθ∆u = sinθ (det Hessu− 1) ,

onde θ é uma constante real. Então u é uma função harmônica ou um polinômio quadrático.

Prova: Considere a função inteira f = grad u : R2 −→ R2. Uma vez que u satisfaz a

equação especial de Lagrange , o gráfico de f é uma superf́ıcie mı́nima em R4. Note que o

Jacobiano de f = (ux, uy) é dado por

Jf =
uxx uxy

uxy uyy
.

Assim, Jf = det Hess u = uxxuyy−u2
xy. Se existe um ponto (x0, y0) ∈ R2 tal que Jf (x0, y0) =

1, então nesse ponto o Laplaciano de u satisfaz

∆u(x0, y0) = uxx(x0, y0) + uyy(x0, y0) 6= 0.

Consequentemente, θ = π
2

e Jf ≡ 1. Pelo Teorema 2.2, f é uma função afim e, portanto,

u é polinômio quadrático. Se Jf > 1, então pelo Teorema 2.2 f é uma função afim e u um

polinômio quadrático. Se Jf < 1, então pelo Teorema 2.2 deduzimos que Jf ≤ 0 e f é uma

função anti-holomorfa. Sendo assim,

∂f1

∂x
= −∂f2

∂y
.

Isto é,

uxx = −uyy,
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implicando que u é uma função harmônica. �

Finalmente notamos que [8. Teorema 1.1], apresentado abaixo, segue imediatamente do

Teorema 2.2.

Corolário 2.5. Seja f : R2 −→ R2 uma função inteira e suave, tal que o gráfico Gf é uma

superf́ıcie mı́nima em R4. Se o Jacobiano Jf de f é limitado, então Gf é um plano.



Caṕıtulo 3

Curvas Anaĺıticas Complexas e

Invariantes Geométricos

Neste caṕıtulo, caracterizaremos curvas anaĺıticas complexas a partir de dois inveri-

antes geométricos, as curvaturas Gaussiana e normal.

3.1 Resultado Principal

Para a prova do próximo teorema, precisaremos do seguinte resultado auxiliar.

Lema 3.1. Se Φ : R2 → R2, Φ(u, v) = (ϕ(u, v), ψ(u, v)), é uma aplicação onde ϕ e ψ são

funções harmônicas em R2, isto é, uma aplicação harmônica. Então inf |JΦ| = 0, a menos

que Φ seja uma função afim.

Suponha, por absurdo, que Φ não é uma função afim e inf |JΦ| = c > 0. Consequente-

mente |JΦ| ≥ c > 0. Assuma em prinćıpio que JΦ ≥ c > 0. Vejamos Φ como uma função

complexa Φ : C→ C, Φ = ϕ+ iψ. Então, para z = u+ iv, teremos

Φz =

(
ϕu
∂u

∂z
+ ϕv

∂v

∂z

)
+ i

(
ψu
∂u

∂z
+ ψv

∂v

∂z

)
=

(
1

2
ϕu +

1

2i
ϕv

)
+ i

(
1

2
ψu +

1

2i
ψv

)
=

1

2
(ϕu + ψv) +

i

2
(ψu − ϕv)
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e

Φz̄ =

(
ϕu
∂u

∂z̄
+ ϕv

∂v

∂z̄

)
+ i

(
ψu
∂u

∂z̄
+ ψv

∂v

∂z̄

)
=

(
1

2
ϕu −

1

2i
ϕv

)
+ i

(
1

2
ψu −

1

2i
ψv

)
=

1

2
(ϕu − ψv) +

i

2
(ϕv + ψu) .

Note que

|Φz|2 − |Φz̄|2 =
1

4
{(ϕu + ψv)

2 + (ψu − ϕv)2 − (ϕu − ψv)2 − (ψu + ϕv)
2}

= ϕuψv − ϕvψu.

Isto é,

|Φz|2 − |Φz̄|2 = JΦ. (3.1)

Uma vez que ϕ e ψ são funções harmônicas, obtemos

(ϕu + ψv)u = ϕuu + ψuv = −ϕvv + ψuv = (ψu − ϕv)v

e

(ϕu + ψv)v = ϕuv + ψvv = ϕuv − ψuu = − (ψu − ϕv)u

Ou seja, as partes real e imaginária de Φz satisfazem as equações de Cauchy-Riemann. Mais

precisamente, Φz é uma função holomorfa. De nossa suposição e usando (3.1) temos,

|Φz|2 ≥ |Φz̄|2 + c ≥ c > 0. (3.2)

Observe também que Φz não pode assumir o valor c. De fato, se Φz = c então c2−c−|Φz̄|2 > 0,

implicando que ∆ = 1 + 4|Φz̄|2 ≥ 0, o que é um absurdo. Como Φz omite os valore 0 e c

conclúımos, pelo Teorema de Picard, que Φz é constante. Portanto, existem constantes reais

κ e λ tais que

ϕu + ψv = 2κ e ψu − ϕv = 2λ.

De (3.2) deduzimos que

(κ− ψv)2 + (ψu − λ)2 ≤ κ2 + λ2 − c.
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As funções κ−ψv = ϕu− κ e ψu− λ = ϕv + λ são harmônicas, uma vez que ϕ é uma função

harmônica. Sendo assim, a função Ψ = −ϕu + iϕv é holomorfa e limitada. Pelo Teorema

de Liouville, Ψ é uma função constante. Logo, ϕ e ψ são funções afins, contradizendo a

suposição feita inicialmente.

Se JΦ ≤ −c < 0, basta considerar a função Φ̃ = ψ + iϕ. Assim, JΦ̃ = −JΦ ≥ c > 0. Pelo

resultado acima, Φ̃ é uma função afim e, portanto, Φ também o é. Novamente obtemos uma

contradição. Portanto, inf |JΦ| = 0, e a prova está conclúıda. �

Teorema 3.2. Seja Gf o gráfico de uma função inteira f : R2 → R2 com curvatura Gaussi-

ana K e curvatura normal KN . Assuma que Gf é mı́nimo em R4. Então,

inf
K<0

|KN |
|K|

= 0,

a menos que Gf seja uma curva anaĺıtica complexa.

Prova: Assuma que Gf não é um plano e que infK<0
|KN |
|K| > 0. Introduzimos parâmetros glo-

bais isotérmicos (u, v) tais que Gf seja uma superf́ıcie mı́nima parametrizada via a aplicação

X(u, v) = (u, au+ bv, ϕ(u, v), ψ(u, v)),

onde a,b são constantes reais com b > 0.

Afirmamos que (a, b) = (0, 1). Suponha, por absurdo, que (a, b) 6= (0, 1). Iremos derivar a

expressão (2.6) em relação às variáveis u e v e usaremos o fato de ϕ ser uma função harmônica

para obtermos as equações abaixo.

ϕuuϕv + ϕuϕuv + ψuuψv + ψuψuv = 0

⇒ ϕuuϕv + ϕuϕuv = −ψuuψv − ψuψuv (3.3)

ϕuvϕv + ϕuϕvv + ψuvψv + ψuψvv = 0

⇒ ϕuvϕv + ϕuϕvv = −ψuvψv − ψuψvv

⇒ ϕuuϕu − ϕvϕuv = ψuvψv − ψuψuu. (3.4)

Elevando ao quadrado os dois membros das equações (3.4) e (3.3), obtemos

(ϕuuϕv + ϕuϕuv)
2 = (ψuuψv + ψuψuv)

2

ϕ2
uuϕ

2
v + 2ϕuuϕvϕuϕuv + ϕ2

uϕ
2
uv = ψ2

uuψ
2
v + 2ψuuψvψuψuv + ψ2

uψ
2
uv (3.5)



3.1 Resultado Principal 58

e

(ϕuuϕu − ϕvϕuv)2 = (ψuvψv − ψuψuu)2

ϕ2
uuϕ

2
u − 2ϕuuϕuϕvϕuv + ϕ2

vϕ
2
uv = ψ2

uuψ
2
u − 2ψuuψvψuψuv + ψ2

vψ
2
uv. (3.6)

Somando (3.5) e (3.6), temos

ϕ2
uuϕ

2
v + ϕ2

uϕ
2
uv + ϕ2

uuϕ
2
u + ϕ2

vϕ
2
uv = ψ2

uuψ
2
v + ψ2

uψ
2
uv + ψ2

uuψ
2
u + ψ2

vψ
2
uv

ϕ2
uu

(
ϕ2
v + ϕ2

u

)
+ ϕ2

uv

(
ϕ2
v + ϕ2

u

)
= ψ2

uu

(
ψ2
v + ψ2

u

)
+ ψ2

uv

(
ψ2
v + ψ2

u

)
(
ϕ2
uu + ϕ2

uv

) (
ϕ2
v + ϕ2

u

)
=

(
ψ2
uu + ψ2

uv

) (
ψ2
v + ψ2

u

)
. (3.7)

Considere o seguinte subconjunto de R2

M0 = {(u, v) ∈ R2;w(u, v) = 0},

onde

w(u, v) =
(
ϕ2
uu + ϕ2

uv

) (
ϕ2
v + ϕ2

u

)
,

ou, equivalentemente, como vimos em (3.7)

w(u, v) =
(
ψ2
uu + ψ2

uv

) (
ψ2
v + ψ2

u

)
.

Afirmamos que o complementar M1 = R2 −M0 é denso em R2. Para este feito , é suficiente

mostrar que o interior, int(M0), de M0 é vazio. Suponha, por absurdo, que int(M0) 6= ∅ e seja

U uma componente conexa de int(M0) que contenha o ponto (x, y) ∈ R2 tal que w(x, y) = 0.

Isto é,

w(x, y) =
(
ϕ2
xx + ϕ2

xy

) (
ϕ2
x + ϕ2

y

)
= 0.

Usando este fato e a continuidade da função ϕ, garantimos a existência de uma vizinhança

V ⊂ U de (x, y) tal que, ϕu = ϕv = 0 ou ϕuu = ϕvv = 0 , para (u, v) ∈ V . Nos dois casos,

a função anaĺıtica φ3 = ϕu − iϕv fica na forma φ3 = c1 − ic2 em V e, pelo Teorema da

Identidade, φ3 = c1 − ic2 para (u, v) ∈ U . Isto é, ϕ é uma função afim. Usando os mesmos

argumentos, garantimos que ψ também é uma função afim. Dessa maneira o gráfico de f é

um plano em R4, o que contradiz a nossa suposição. Portanto, int(M0) = ∅ e M1 é denso em

R2.
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Multiplicando a equação (3.3) por ϕu e a equação (3.4) por −ϕv, obtemos

ϕuuϕvϕu + ϕ2
uϕuv = −ψuuψvϕu − ψuψuvϕu, (3.8)

ϕuvϕ
2
v − ϕuϕuuϕv = ψuuψuϕv − ψvψuvϕv. (3.9)

Somando as equações (3.8) e (3.9), teremos

ϕuvϕ
2
v + ϕ2

uϕuv = −ψuuψvϕu − ψuψuvϕu + ψuuψuϕv − ψvψuvϕv

ϕuv
(
ϕ2
v + ϕ2

u

)
= ψuu (ψuϕv − ψvϕu)− ψuv (ψuϕu + ψvϕv)

ϕuv
(
ϕ2
v + ϕ2

u

)
= −JΦψuu − ψuv (ψuϕu + ψvϕv)

ϕuv =
−JΦψuu − ψuv (ψuϕu + ψvϕv)

ϕ2
u + ϕ2

v

. (3.10)

Multiplicando a equação (3.3) por ϕv e a equação (3.4) por ϕu, obtemos

ϕ2
vϕuu + ϕvϕuϕuv = −ψuuψvϕv − ψuϕvψuv, (3.11)

ϕ2
uϕuu − ϕuϕvϕuv = ψuvψvϕu − ψuψuuϕu. (3.12)

Somando as equações (3.11) e (3.12), teremos

ϕuuϕ
2
v + ϕ2

uϕuu = −ψuuψuϕu − ψuψuvϕv − ψuuψvϕv + ψvψuvϕu

ϕuu
(
ϕ2
v + ϕ2

u

)
= ψuv (ψvϕu − ψuϕv)− ψuu (ψuϕu − ψvϕv)

ϕuu
(
ϕ2
v + ϕ2

u

)
= JΦψuv − ψuu (ψuϕu + ψvϕv)

ϕuu =
JΦψuv − ψuu (ψuϕu + ψvϕv)

ϕ2
u + ϕ2

v

. (3.13)

Nosso objetivo agora é encontrar dois vetores η e ξ, normais a Gf . Seja η1 ∈ R4, η1 =

(x, y, z, w), tal que 〈η1, Xu〉 = 0 = 〈η1, Xv〉. Então, x+ ay + ϕuz + ψuw = 0

by + ϕvz + ψvw = 0

e η1 =
(
a
b
(ϕvz + ψvw)− ϕuz − ψuw, 1

b
(−ϕvz − ψvw), z, w

)
. Assim,

bη1 = (a(ϕvz + ψvw)− bϕuz − bψuw, (−ϕvz − ψvw), bz, bw)

= z (aϕv − bϕu,−ϕv, b.0) + w (aψv − bψu,−ψv, 0, b) .
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Sejam ξ = (aϕv − bϕu,−ϕv, b, 0) e η = (aψv − bψu,−ψv, 0, b). Esses vetores são normais a

Gf e satisfazem

|ξ|2|η|2 − 〈ξ, η〉2 = b2E2.

De fato,

|ξ|2|η|2 − 〈ξ, η〉2 =
(
(aϕv − bϕu)2 + ϕ2

v + b2
) (

(aψv − bψu)2 + ψv + b2
)

− ((aϕv − bϕu)(aψv − bψu) + ψuϕv)
2

= (aϕv − bϕu)2(aψv − bψu)2 + ψ2
v(aϕv − bϕu)2

+b2(aϕv − bϕu)2 + ϕ2
v(aψv − bψu)2 + ϕ2

vψ
2
v + b2ϕ2

v + b2ψ2
v

+b2(aψv − bψu)2 + b4 − (aϕv − bϕu)2(aψv − bψu)2 − ϕ2
vψ

2
v

−2(aϕv − bϕu)(aψv − bψu)ϕvψv

= b2((aϕv − bϕu)2 + ϕ2
v + ψ2

v + (aψv − bψu)2 + b2)

+ϕ2
v(a

2ψ2
v − 2abψuψv + b2ψ2

u) + ψ2
v(a

2ϕ2
v − 2abϕuϕv + b2ϕ2

u)

− 2(a2ϕvψv − abϕvψu − abϕuψv + b2ϕuψu)ϕvψv

= b2((aϕv − bϕu)2 + ϕ2
v + ψ2

v + (aψv − bψu)2 + b2)

+ a2ϕ2
vψ

2
v − 2abϕ2

vψuψv + b2ϕ2
vψ

2
u + a2ϕ2

vψ
2
v

− 2abϕuϕvψ
2
v + b2ψ2

vϕ
2
u − 2a2ϕ2

vψ
2
v − 2b2ϕuψuϕvψv

+ 2abϕ2
vψuψv + 2abϕuϕvψ

2
v

= b2((aϕv − bϕu)2 + ϕ2
v + ψ2

v + (aψv − bψu)2 + b2 + ψ2
vϕ

2
u + ϕ2

vψ
2
u

−2ϕuψuϕvψv)

= b2((aϕv − bϕu)2 + ϕ2
v + ψ2

v + (aψv − bψu)2 + b2 + (ϕuψv − ϕvψu)2)

= b2E2.

Note que {Xu, Xv, ξ, η} é uma base de R4 ao longo do gráfico de f . Estamos interessados

em uma base ortonormal {e1, e2, ξ3, ξ4} de R4, tal que ξ3 e ξ4 sejam normais a Gf . Sejam

e1 = 1√
E
Xu, e2 = 1√

E
Xv e ξ3 = 1

|ξ|ξ. O vetor ξ4 será obtido pelo processo de ortogonalização
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de Gram-Schmidt.

ζ = η − 〈Xu, η〉Xu

|Xu|2
− 〈Xv, η〉Xv

|Xv|2
− 〈ξ, η〉ξ
|ξ|2

= η − 〈ξ, η〉ξ
|ξ|2

=
η|ξ|2 − 〈ξ, η〉ξ

|ξ|2
.

Assim,

|ζ|2 =

〈
η|ξ|2 − 〈ξ, η〉ξ

|ξ|2
,
η|ξ|2 − 〈ξ, η〉ξ

|ξ|2

〉
=
|ξ|4〈η, η〉 − 2|ξ|2〈ξ, η〉2 + 〈ξ, η〉2〈ξ, ξ〉

|ξ|4

=
|ξ|4|η|2 − 2|ξ|2〈ξ, η〉2 + |ξ|2〈ξ, η〉2

|ξ|4

=
|ξ|4|η|2 − |ξ|2〈ξ, η〉2

|ξ|4

=
|ξ|2|η|2 − 〈ξ, η〉2

|ξ|2

=
b2E2

|ξ|2
.

Seja ξ4 = ζ
|ζ| , isto é, ξ4 = 1

b|ξ|E (η|ξ|2 − 〈ξ, η〉ξ). Com o objetivo de encontrar a expressão

das curvaturas Gaussiana e normal, calcularemos alguns coeficientes da segunda forma fun-

damental.

h3
11 = 〈∇e1ξ3, e1〉

=

〈
∇Xu√

E

ξ3,
Xu√
E

〉
=

1

E
〈(ξ3)u, Xu〉

=
1

E

〈
ξu|ξ| − ξ|ξ|u
|ξ|2

, Xu

〉
=

1

E|ξ|
〈ξu, Xu〉

=
1

E|ξ|
〈(aϕuv − bϕuu,−ϕuv, 0, 0), (1, a, ϕu, ψu)〉

=
−bϕuu
E|ξ|

,
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h3
12 = 〈∇e1ξ3, e2〉

=

〈
∇Xu√

E

ξ3,
Xv√
E

〉
=

1

E
〈(ξ3)u, Xv〉

=
1

E

〈
ξu|ξ| − ξ|ξ|u
|ξ|2

, Xv

〉
=

1

E|ξ|
〈ξu, Xv〉

=
1

E|ξ|
〈(aϕuv − bϕuu,−ϕuv, 0, 0), (0, b, ϕv, ψv)〉

=
−bϕuv
E|ξ|

,

h4
11 =

〈
∇e1ξ4, e1

〉
=

〈
∇Xu√

E

ξ4,
Xu√
E

〉
=

〈
(ξ4)u
E

,Xu

〉
=

〈
(|ξ|2η − 〈ξ, η〉ξ)uEb|ξ|+ (|ξ|2η − 〈ξ, η〉ξ)(bE|ξ|)u

E3b2|ξ|2
, Xu

〉
=

〈
(|ξ|2η − 〈ξ, η〉ξ)u

E2b|ξ|
, Xu

〉
=

〈
(|ξ|2)uη + |ξ|2ηu − 〈ξ, η〉uξ − 〈ξ, η〉ξu

E2b|ξ|
, Xu

〉
=

〈
(|ξ|2ηu − 〈ξ, η〉ξu

E2b|ξ|
, Xu

〉
=
|ξ|2〈ηu, Xu〉 − 〈ξ, η〉〈ξu, Xu〉

E2b|ξ|

=
−|ξ|2bψuu + 〈ξ, η〉bϕuu

E2b|ξ|

=
〈ξ, η〉ϕuu − |ξ|2ψuu

E2|ξ|
,



3.1 Resultado Principal 63

h4
12 =

〈
∇e1ξ4, e2

〉
=

〈
∇Xu√

E

ξ4,
Xv√
E

〉
=

〈
(ξ4)u
E

,Xv

〉
=

〈
(|ξ|2η − 〈ξ, η〉ξ)uEb|ξ|+ (|ξ|2η − 〈ξ, η〉ξ)(bE|ξ|)u

E3b2|ξ|2
, Xv

〉
=

〈
(|ξ|2η − 〈ξ, η〉ξ)u

E2b|ξ|
, Xv

〉
=

〈
(|ξ|2)uη + |ξ|2ηu − 〈ξ, η〉uξ − 〈ξ, η〉ξu

E2b|ξ|
, Xv

〉
=

〈
(|ξ|2ηu − 〈ξ, η〉ξu

E2b|ξ|
, Xv

〉
=
|ξ|2〈ηu, Xv〉 − 〈ξ, η〉〈ξu, Xv〉

E2b|ξ|

=
−|ξ|2bψuv + 〈ξ, η〉bϕuv

E2b|ξ|

=
〈ξ, η〉ϕuv − |ξ|2ψuv

E2|ξ|
.

Calculemos algumas expressões abaixo com a finalidade de chegar a uma representação

escrita razoável para curvatura Gaussiana.

Usando as equações (3.10) e (3.13)

ϕuuψuu + ϕuvψuv =
JΦψuuψuv − (ϕuψu + ϕvψv)ψ

2
uu − (ϕuψu + ϕvψv)ψ

2
uv − JΦψuuψuv

ϕ2
u + ϕ2

v

=
−(ϕuψu + ϕvψv)(ψ

2
uu + ψ2

uv)

ϕ2
u + ϕ2

v

.
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|ξ|2 = b2 + ϕ2
v + (aϕv − bϕu)2

= b2 + ϕ2
v + a2ϕ2

v − 2abϕuϕv + b2ϕ2
u

= b2 + ϕ2
v + a2ϕ2

v + 2(ϕuϕv + ψuψv)ϕuϕv + b2ϕ2
u

= b2 + ϕ2
v + a2ϕ2

v + 2ϕ2
uϕ

2
v + 2ψuψvϕuϕv + b2ϕ2

u

= b2 + ϕ2
v + a2ϕ2

v + 2ϕ2
uϕ

2
v + (a2b2 − ϕ2

uϕ
2
v − ψ2

uψ
2
v) + b2ϕ2

u

= b2 + ϕ2
v + a2ϕ2

v + ϕ2
uϕ

2
v + a2b2 − ψ2

uψ
2
v + b2ϕ2

u,

|η|2 = b2 + ψ2
v + (aψv − bψu)2

= b2 + ψ2
v + a2ψ2

v − 2abψuψv + b2ψ2
u

= b2 + ψ2
v + a2ψ2

v + 2(ψuψv + ϕuϕv)ψuψv + b2ψ2
u

= b2 + ψ2
v + a2ψ2

v + 2ψ2
uψ

2
v + 2ϕuϕvψuψv + b2ψ2

u

= b2 + ψ2
v + a2ψ2

v + 2ψ2
uψ

2
v + (a2b2 − ψ2

uψ
2
v − ϕ2

uϕ
2
v) + b2ψ2

u

= b2 + ψ2
v + a2ψ2

v + ψ2
uψ

2
v + a2b2 − ϕ2

uϕ
2
v + b2ψ2

u,

〈ξ, η〉 = (aϕv − bϕu)(aψv − bψu) + ϕvψv

= a2ϕvψv − abϕvψu − abϕuψv + b2ϕuψu + ϕvψv

= a2ϕvψv − ab(ϕvψu + ϕuψv) + b2ϕuψu + ϕvψv

= a2ϕvψv + (ψuψv + ϕuϕv)(ϕvψu + ϕuψv) + b2ϕuψu + ϕvψv

= a2ϕvψv + ϕuψuψ
2
v + ϕvψvϕ

2
u + ϕvψvψ

2
u + ϕuψuϕ

2
v + b2ϕuψu + ϕvψv

= ϕvψv(1 + a2 + ϕ2
u + ψ2

u) + ϕuψu(b
2 + ϕ2

v + ψ2
v)

= ϕvψvE + ϕuψuE

= (ϕvψv + ϕuψu)E,

A = (ψ2
u + ψ2

v)|η|2 = b2ψ2
u + ψ2

uψ
2
v + a2ψ2

uψ
2
v + ψ4

uψ
2
v + a2b2ψ2

u − ψ2
uϕ

2
uϕ

2
v + b2ψ4

u

+b2ψ2
v + ψ4

v + a2ψ4
v + ψ2

uψ
4
v + a2b2ψ2

v − ϕ2
uϕ

2
vψ

2
v + b2ψ2

uψ
2
v
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B = (ϕ2
u + ϕ2

v)|ξ|2 = b2ϕ2
u + ϕ2

uϕ
2
v + a2ϕ2

uϕ
2
v + ϕ4

uϕ
2
v + a2b2ϕ2

u − ϕ2
uψ

2
uψ

2
v + b2ϕ4

u

+b2ϕ2
v + ϕ4

v + a2ϕ4
v + ϕ2

uϕ
4
v + a2b2ϕ2

v − ϕ2
vψ

2
uψ

2
v + b2ϕ2

uϕ
2
v

C = 2E(ϕvψv + ϕuψu)
2

= 2E(ϕ2
vψ

2
v + 2ϕuψuϕvψv + ϕ2

uψ
2
u)

= 2E(ϕ2
vψ

2
v + a2b2 − ϕ2

uϕ
2
v − ψ2

uψ
2
v + ϕ2

uψ
2
u)

= (E + E)(ϕ2
vψ

2
v + a2b2 − ϕ2

uϕ
2
v − ψ2

uψ
2
v + ϕ2

uψ
2
u)

= (1 + a2 + ϕ2
u + ψ2

u)(ϕ
2
vψ

2
v + a2b2 − ϕ2

uϕ
2
v − ψ2

uψ
2
v + ϕ2

uψ
2
u)

+(b2 + ϕ2
v + ψ2

v)(ϕ
2
vψ

2
v + a2b2 − ϕ2

uϕ
2
v − ψ2

uψ
2
v + ϕ2

uψ
2
u)

= ϕ2
vψ

2
v + a2b2 − ϕ2

uϕ
2
v − ψ2

uψ
2
v + ϕ2

uψ
2
u + a2ϕ2

vψ
2
v + a4b2 − a2ϕ2

uϕ
2
v − a2ψ2

uψ
2
v

+a2ϕ2
uψ

2
u + ϕ2

uϕ
2
vψ

2
v + a2b2ϕ2

u − ϕ4
uϕ

2
v − ϕ2

uψ
2
uψ

2
v + ϕ4

uψ
2
u + ϕ2

vψ
2
uψ

2
v + a2b2ψ2

u

−ϕ2
uϕ

2
vψ

2
u − ψ4

uψ
2
v + ϕ2

uψ
4
u + b2ϕ2

vψ
2
v + a2b4 − b2ϕ2

uϕ
2
v − b2ψ2

uψ
2
v + b2ϕ2

uψ
2
u

+ϕ4
vψ

2
v + a2b2ϕ2

v − ϕ2
uϕ

4
v − ϕ2

vψ
2
uψ

2
v + ϕ2

uϕ
2
vψ

2
u + ϕ2

vψ
4
v + a2b2ψ2

v − ϕ2
uϕ

2
vψ

2
v

−ψ2
uψ

4
v + ϕ2

uψ
2
uψ

2
v .
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A+B + C = b2ψ2
u + a2b2ψ2

u + b2ψ4
u + b2ψ2

v + ψ4
v + a2ψ4

v + a2b2ψ2
v + b2ϕ2

u

+a2b2ϕ2
u + b2ϕ4

u + b2ϕ2
v + ϕ4

v + a2ϕ4
v + a2b2ϕ2

v + ϕ2
vψ

2
v + a2b2

+ϕ2
uψ

2
u + a2ϕ2

vψ
2
v + a4b2 + a2ϕ2

uψu + a2b2ϕ2
u − ϕ2

uψ
2
uψ

2
v

+ϕ4
uψ

2
u + a2b2ψ2

u − ϕ2
uϕ

2
vψ

2
u + ϕ2

uψ
4
u + b2ϕ2

vψ
2
v + a2b4

+b2ϕ2
uψ

2
u + ϕ4

vψ
2
v + a2b2ϕ2

v − ϕ2
vψ

2
uψ

2
v + ϕ2

vψ
4
v + a2b2ψ2

v − ϕ2
uϕ

2
vψ

2
v

= a2b2(1 + a2 + ϕ2
u + ψ2

u) + a2b2(b2 + ϕ2
v + ψ2

v) + ϕ2
vψ

2
v(b

2 + ϕ2
v + ψ2

v)

+b2ψ2
u(1 + a2 + ϕ2

u + ψ2
u) + ψ2

v(b
2 + ϕ2

v + ψ2
v) + a2ϕ2

v(b
2 + ϕ2

v + ψ2
v)

+ϕ2
uψ

2
u(1 + a2 + ϕ2

u + ψ2
u) + ϕ2

v(b
2 + ϕ2

v) + a2ψ2
v(b

2 + ψ2
v)

+b2ϕ2
u(1 + a2 + ϕ2

u)− ϕ2
uψ

2
u(ϕ

2
v + ψ2

v)− ϕ2
vψ

2
v(ϕ

2
u + ψ2

u)

= a2b2E + a2b2E + ϕ2
vψ

2
vE + b2ψ2

uE + ψ2
vE + a2ϕ2

vE + ϕ2
uψ

2
uE + ϕ2

v(E − ψ2
v)

+a2ψ2
v(E − ϕ2

v) + b2ϕ2
u(E − ψ2

u)− ϕ2
uψ

2
u(E − b2)− ϕ2

vψ
2
v(E − 1− a2)

= (2a2b2 + ϕ2
vψ

2
v + b2ψ2

u + ψ2
v + a2ϕ2

v + ϕ2
uψ

2
u + ϕ2

v + a2ψ2
v + b2ϕ2

u − ϕ2
uψ

2
u

−ϕ2
vψ

2
v)E − (ϕ2

vψ
2
v + a2ψ2

vϕ
2
v + b2ϕ2

uψ
2
u − b2ϕ2

uψ
2
u − ϕ2

vψ
2
v − a2ψ2

vϕ
2
v)

= (2a2b2 + b2ψ2
u + ψ2

v + a2ϕ2
v + ϕ2

v + a2ψ2
v + b2ϕ2

u)E

= ((aϕv − bϕu)2 + (aψv − bψu)2 + 2abϕuϕv + 2abψuψv + 2a2b2 + ϕ2
v + ψ2

v)E

= ((aϕv − bϕu)2 + (aψv − bψu)2 + 2ab(ϕuϕv + ψuψv) + 2a2b2 + ϕ2
v + ψ2

v)E

= ((aϕv − bϕu)2 + (aψv − bψu)2 + 2ab(−ab) + 2a2b2 + ϕ2
v + ψ2

v)E

= ((aϕv − bϕu)2 + (aψv − bψu)2 + ϕ2
v + ψ2

v)E

= (E2 − J2
Φ − b2)E

= ((1 + a2 + b2)E − 2b2)E.
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Com base nessas informações e usando o fato que −K =
∑n

α=3(hα11)2 + (hα12)2, obtemos

−K = (h3
11)2 + (h3

12)2 + (h4
11)2 + (h4

12)2

=
b2ϕ2

uu

E2|ξ|2
+
b2ϕ2

uv

E2|ξ|2
+

(〈ξ, η〉ϕuu − |ξ|2ψuu)2

E4|ξ|2
+

(〈ξ, η〉ϕuv − |ξ|2ψuv)2

E4|ξ|2

=
1

E4|ξ|2
(b2E2 + 〈ξ, η〉2)(ϕ2

uu + ϕ2
uv)− 2〈ξ, η〉|ξ|2

(
ϕuuψuu + ϕuvψuv) + |ξ|4(ψ2

uu + ψ2
uv)
)

=
1

E4|ξ|2
(|ξ|2|η|2(ϕ2

uu + ϕ2
uv)− 2〈ξ, η〉|ξ|2

(
ϕuuψuu + ϕuvψuv) + |ξ|4(ψ2

uu + ψ2
uv)
)

=
1

E4

(
η|2(ϕ2

uu + ϕ2
uv)− 2〈ξ, η〉(ϕuuψuu + ϕuvψuv) + |ξ|2(ψ2

uu + ψ2
uv)
)
.

=
1

E4

(ψ2
uu + ψ2

uv)

ϕ2
u + ϕ2

v

(
η|2(ψ2

u + ψ2
v) + 2〈ξ, η〉(ϕuψu + ϕvψv) + |ξ|2(ϕ2

u + ϕ2
v)
)
.

=
1

E4

(ψ2
uu + ψ2

uv)

ϕ2
u + ϕ2

v

(
η|2(ψ2

u + ψ2
v) + 2E(ϕuψu + ϕvψv)

2 + |ξ|2(ϕ2
u + ϕ2

v)
)
.

=
1

E4

(ψ2
uu + ψ2

uv)

ϕ2
u + ϕ2

v

(A+B + C) .

=
1

E4

(ψ2
uu + ψ2

uv)

ϕ2
u + ϕ2

v

((1 + a2 + b2)E − 2b2)E.

=
1

E3

(ψ2
uu + ψ2

uv)

ϕ2
u + ϕ2

v

((1 + a2 + b2)E − 2b2).

Portanto,

K =
1

E3

(ψ2
uu + ψ2

uv)

ϕ2
u + ϕ2

v

(2b2 − (1 + a2 + b2)E). (3.14)
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De (2.3), (3.10) e (3.13), obtemos

KN = 2
(
h3

11h
4
12 − h3

12h
4
11

)
= 2

(
−bϕuu (〈ξ, η〉ϕuv − |ξ|2ψuv) + bϕuv (〈ξ, η〉ϕuu − |ξ|2ψuu)

E3|ξ|2

)
=

2 (b|ξ|2ϕuuψuv − b|ξ|2ϕuvψuu)
E3|ξ|2

=
2b(ϕuuψuv − ϕuvψuu)

E3

=
2b(JΦψ

2
uv − (ϕuψu + ϕvψv)ψuuψuv + (ϕuψu + ϕvψv)ψuuψuv + JΦψ

2
uu)

E3(ϕ2
u + ϕ2

v)

=
2b(JΦψ

2
uv + JΦψ

2
uu)

E3(ϕ2
u + ϕ2

v)

=
2b

E3

(ψ2
uv + ψ2

uu)

(ϕ2
u + ϕ2

v)
JΦ (3.15)

Uma vez que

E = 1 + a2 + ϕ2
u + ψ2

u = b2 + ϕ2
v + ψ2

v ,

temos

2E = 1 + a2 + b2 + ϕ2
u + ϕ2

v + ψ2
u + ψ2

v .

Isto é,

E =
1 + a2 + b2 + ϕ2

u + ϕ2
v + ψ2

u + ψ2
v

2
≥ 1 + a2 + b2

2
.

Portanto,

2b2 − (1 + a2 + b2)E ≤ 2b2 − (1 + a2 + b2)2

2

=
4b2 − (1 + a2 + b2)2

2

=
4b2 − (1 + 2a2 + 2b2 + a4 + 2a2b2 + b4)

2

=
2b2 − (1 + 2a2 + a4 + 2a2b2 + b4)

2

= −1

2
(a2 + (b− 1)2)(a2 + (b+ 1)2)

< 0.
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Isso mostra que M1 ⊂ {(u, v) ∈ R2;K(u, v) < 0}. Ademais,

KN

K
=

2bE3(ϕ2
u + ϕ2

v)(ψ
2
uv + ψ2

uu)JΦ

E3(ϕ2
u + ϕ2

v)(ψ
2
uv + ψ2

uu)(2b
2 − (1 + a2 + b2)E)

=
2bJΦ

(2b2 − (1 + a2 + b2)E)
.

Usando a expressão acima e a equação (2.8), temos

K2
N

K2
=

4b2J2
Φ

(2b2 − (1 + a2 + b2)E)2

=
4b2(E2 − (1 + a2 + b2)E + b2)

(2b2 − (1 + a2 + b2)E)2

= 4b2W (E),

onde

W (t) :=
t2 − (1 + a2 + b2)t+ b2

((1 + a2 + b2)t− 2b2)2

é uma função crescente para t > 2b2

1+a2+b2
. De fato,

W ′(t) =
(2t− (1 + a2 + b2))((1 + a2 + b2)t− 2b2)− 2(t2 − (1 + a2 + b2)t+ b2)(1 + a2 + b2)

((1 + a2 + b2)t− 2b2)3

=
(1 + a2 + b2)2t− 4tb2

((1 + a2 + b2)t− 2b2)3

=
t(a2 + (b− 1)2)(a2 + (b+ 1)2)

((1 + a2 + b2)t− 2b2)3
.

Como 2b2

1+a2+b2
> 0, temos W ′(t) > 0 para t < 0 ou para t > 2b2

1+a2+b2
. Uma vez que estamos

supondo infK<0
|KN |
|K| = 0, obtemos

inf
M1

|KN |
|K|

> 0.

Sendo assim,

0 < inf
M1

K2
N

K2
= inf

M1

4b2W (E) = 4b2W (inf
M1

E).
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Isto é, W (infM1 E) > 0 ou, equivalentemente,

inf
M1

J2
Φ = (inf

M1

E)2 − (1 + a2 + b2) inf
M1

E + b2 > 0.

Por (2.8) e pela expressão acima, obtemos

inf
M1

|JΦ| > 0.

Afirmamos que infR2 |JΦ| = infM1 |JΦ| > 0. De fato, como M1 ⊂ R2 temos infR2 |JΦ| ≤

infM1 |JΦ|. Suponha, por absurdo, que infR2 |JΦ| < infM1 |JΦ|. Seja ε > 0 tal que infR2 |JΦ|+

ε ≤ infM1 |JΦ|. Sendo assim, existe x ∈ R2 tal que |JΦ(x)| < infR2 |JΦ| + ε. Como M1 é

denso em R2, garantimos a existência de uma sequência (xn)n∈N de pontos em M1 com

xn → x. Pela continuidade do Jacobiano, |JΦ(xn)| → |JΦ(x)|. O que é um absurdo, já que

|JΦ(xn)| > infM1 |JΦ|. Assim, infR2 |JΦ| = infM1 |JΦ| > 0, como hav́ıamos afirmado. Por

outro lado, Φ(u, v) = (ϕ(u, v), ψ(u, v)) é uma aplicação harmônica. De acordo com o Lema

(3.1), Φ é uma aplicação afim e, consequentemente, Gf é um plano, fato esse que contradiz

a nossa suposição. Logo (a, b) = (0, 1).

Por (2.9) e (2.10), as funções complexas φk : U ⊆ C −→ C, k = 1, 2, 3, 4, dadas por φ1 = 1, φ2 = a− bi

φ3 = ϕu − iϕv, φ3 = ψu − iψv

são holomorfas e satisfazem a essas duas condições:

ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 + ϕ2

4 = 0

e

(φ3 − iφ4) (φ3 + iφ4) = −
(
1 + (a− bi)2) .

Dessa forma,

(φ3 − iφ4) (φ3 + iφ4) = 0.

Portanto, φ3 = ±iφ4. Isto é, ϕu − iϕv = ψv + iψu e Φ é holomorfa ou ϕu − iϕv = −ψv − iψu
e Φ é anti-holomorfa. Nos dois casos obtemos que Gf é uma curva anaĺıtica complexa. �
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3.2 Aplicação

As curvas anaĺıticas complexas são superf́ıcies caracterizadas, localmente, pela relação

|K| = |KN |, onde K e KN representam a curvatura de Gauss e a curvatura normal, respecti-

vamente. O resultado seguinte é uma caracterização de curvas anaĺıticas complexas a partir

de dois invariantes geométricos, as curvaturas Gaussiana e Normal.

Teorema 3.3. Seja Gf o gráfico de uma função inteira f : R2 → R2 com curvatura Gaus-

siana K e curvatura normal KN . Assuma que o gráfico de f é uma superf́ıcie mı́nima em

R4. Se KN = cK, onde c é uma constante, então Gf é uma curva anaĺıtica complexa. Mais

precisamente, KN = K = 0 e Gf é um plano ou |c| = 1 e Gf é uma curva anaĺıtica não

trivial.

Prova: No caso onde K ≡ 0, Gf é um plano. Considere agora o caso onde K não é

identicamente nula. Temos infK<0
|KN |
K

= |c|. Pelo teorema (3.2), c = 0 a menos que Gf

seja uma curva anaĺıtica complexa. Afirmamos que o caso c = 0 não pode ocorrer. De fato,

argumentando indiretamente suponha que c = 0. Na prova do Teorema (3.2), o conjunto M1

é denso em R2. De nossa suposição, KN = cK = 0. Por (3.15)

KN =
2b

E3

(ψ2
uv + ψ2

uu)

(ϕ2
u + ϕ2

v)
JΦ = 0.

Em M1, ψ2
uv +ψ2

uu 6= 0. Temos assim que JΦ ≡ 0 em M1 e, como M1 é denso em R2 obtemos

que JΦ ≡ 0 em R2. Por (2.8) obtemos

E2 − (1 + a2 + b2)E + b2 = 0,

isto é, E é constante e, consequentemente, K ≡ 0, contradizendo a nossa suposição. Portanto,

c 6= 0 e Gf é uma curva anaĺıtica complexa não trivial. �
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