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Resumo

Neste trabalho descreveremos os espaços homogêneos Riemannianos de dimensão

três. Enunciaremos o Teorema de Classificação de Thurston, o qual afirma que em di-

mensão três existem examente oito geometrias, a saber, S3,R3,H3,S2×R,H2×R, Nil3, Sol3
e P̃SL2(R). Apresentaremos a diferencial quadrática de Abresch-Rosenberg, que é holo-

morfa em toda superf́ıcie de curvatura média constante, bem como as equações fundamen-

tais para uma imersão isométrica de uma superf́ıcie em um espaço homogêneo tridimen-

sional com grupo de isometria de dimensão quatro. Usando estas ferramentas estudamos

dois teorema demonstrados por J. Espinar e H. Rosenberg que classificam as superf́ıcies

de curvatura média constante cuja curvatura Gaussiana K não muda de sinal em espaços

homogêneos de dimensão três com grupo de isometrias de dimensão quatro.

Palavras-chave: Espaços homogêneos, Diferencial quadrática holomorfa, Imersão isométrica,

Curvatura média constante, Curvatura Gaussiana.



Abstract

In this work we describe the Riemannian homogeneous spaces of dimension three.

We present the Thurston’s Classification Theorem, which states that in three dimensions

there are exactly eight geometries, namely, S3,R3,H3,S2×R,H2×R, Nil3, Sol3 e P̃SL2(R).

We present the quadatic differential of Abresch-Rosenberg, which is holomorphic on every

constant mean curvature surface, and the fundamental equations for an isometric immer-

sed surface in a homogeneous space 3-dimensional with isometry group of dimension four.

Using these tools, we study two theorem demonstrated by J. Espinar and H. Rosenberg,

who classify the constant mean curvature surfaces whose Gaussian curvature K does not

change sign on homogeneous spaces of dimension three with a group of isometries of

dimension four.

Keywords: Homogeneous spaces, Holomorphic quadratic differential, Isometric immer-

sion, constant mean curvature, Gaussian curvature.
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Introdução

Um problema clássico em Geometria Diferencial é o estudo de superf́ıcies de

curvatura média constante imersas no espaço Euclidiano. Uma questão fundamental

neste tópico é a classificação dessas superf́ıcies sob hipóteses globais como compacidade e

completude. Muitos dos resultados obtidos para o espaço Euclidiano foram generalizados

com maior ou menor dificuldade para imersões cujo espaço ambiente é a esfera S3 ou

o espaço hiperbólico H3. Nestes casos, as variedades ambientes, chamadas de formas

espaciais, tem curvatura seccional constante e uma grande quantidade de isometrias, fato

este que é fundamental para a demonstração dos resultados.

Os espaços homogêneos são uma generalização natural das formas espaciais. Uma

variedade Riemanniana se diz homogênea se seu grupo de isometrias age transitivamente,

isto é, para cada par de pontos do espaço existe uma isometria que leva um ponto no

outro. Geometricamente, uma variedade homogênea tem a mesma aparência em todos os

seus pontos.

Os espaços homogêneos Riemannianos de dimensão três que são simplesmente

conexos estão classificados. Estes espaços tem grupo de isometrias de dimensão seis,

quatro ou três.

Os espaços com grupo de isometrias de dimensão seis são as formas espaciais: o

espaço Euclidiano R3, o plano hiperbólico H3 e a esfera canônica S3.

Os espaços homogêneos com grupo de isometrias de dimensão quatro são fibrações

sobre uma forma espacial bidimensional, as fibras são geodésicas e existe uma famı́lia

a um parâmetro de translações ao longo das fibras, geradas por um campo de Killing

unitário, também chamado de campo vertical. Tais variedades são classificadas, a menos

de isometrias, pela curvatura κ da superf́ıcie base da fibração e a curvatura fibrado τ ,

onde κ e τ são números satisfazendo κ 6= 4τ 2. Quando a curvatura fibrado τ é zero, temos

os espaços produtos H× R, se κ < 0 e S2 × R, se κ > 0, cujo o grupo de isometrias tem

quatro componentes conexas. Quando τ é diferente de zero o grupo de isometrias tem

duas componentes conexas. Estas variedades são de três tipos: As esferas de Berger, para

κ > 0, o espaço de Heisenberg Nil3, para κ = 0 e o ˜PSL2(R), para κ < 0.

1
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Os espaços homogêneos Riemannianos de dimensão três, simplesmente conexo,

com grupo de isometrias de dimensão três são certas classes de grupos de Lie; dentre

eles destacamos especialmente o espaço Sol3. O grupo de isometrias do Sol3 tem oito

componentes conexas.

Estes espaços, exceto as esferas de Berger, são chamados Geometrias de Thurston.

Em seus trabalhos, na década de 70, Thurston mostrou que em dimensão três existem

exatamente oito geometrias maximais: R3, S3, H3, H×R, S2×R, Nil3, ˜PSL2(R) e Sol3.

Além disso, William Thurston conjecturou que toda variedade tridimensional compacta

pode ser decomposta em pedaços que podem ser modelados pelas oitos geometrias acima.

Esta é a chamada Conjectura de Geometrização de Thurston. Tal Conjectura foi provada

recentemente por Perelman e tem como caso particular a Conjectura de Poincaré, que

afirma que a única variedade tridimensional compacta, simplesmente conexa de dimensão

três é a esfera S3. No Caṕıtulo 1 do presente trabalho, descrevemos os espaços homogêneos

Riemannianos de dimensão três e enunciamos precisamente o Teorema e a Conjectura de

Geometrização de Thurston.

Em 2004, inspirado no resultado de Heinz Hopf, Uwe Abresch e Harold Rosenberg

provaram em [2] que, para superf́ıcies de curvatura média constante nos espaços produto

H2 × R e S2 × R, existe uma certa variação da diferencial de Hopf, que é holomorfa.

Esta diferencial, chamada de diferencial de Abresch-Rosenberg, deve ser vista como a

diferencial de Hopf usual para superf́ıcies mais um certo termo de correção. No trabalho

supracitado, os autores classificaram as superf́ıcies cuja diferencial quadrática é nula, e em

particular, obtiveram que qualquer imersão de uma esfera de curvatura média constante

é a esfera de distância canônica, generalizando o resultado do Hopf.

Um ano mais tarde os mesmos autores anunciaram a existência de uma diferencial

quadrática holomorfa para superf́ıcies de curvatura média constante em qualquer espaço

homogêneo Riemanniano de dimensão três com grupo de isometria de dimensão quatro e

provaram o problema de Hopf equivalente para estes espaços. Enquanto que a diferencial

de Hopf ser holomorfa é equivalente a superf́ıcie ter curvatura média constante, o mesmo

não acontece com a diferencial de Abresch-Rosenberg. Existem exemplos de superf́ıcies

com curvatura média não constante e diferencial de Abresch-Rosenberg holomorfa. No

Caṕıtulo 2, trataremos de tal diferencial, além das equações fundamentais de uma imersão

de uma superf́ıcie em um espaço homogêneo 3-dimensional, simplesmente conexo, com

grupo de isometria de dimensão quatro. Estas equações foram obtidas por Daniel Benôıt

em [9] e a forma complexa destas equações foram obtidas por Isabel Fernández e Pablo

Mira em [18]. Tais ferramentas são usadas para mostar os resultados principais desse

trabalho, os quais serão apresentados no Caṕıtulo 3.
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Teorema (Espinar-Rosenberg, 2009). Seja Σ ⊂ E(κ, τ) uma superf́ıcie de curvatura

média constante H com K ≥ 0. Então, Σ é ou uma esfera rotacional (em particular,

4H2 + κ > 0), ou um cilindro vertical sobre uma curva completa de curvatura geodésica

2H em M2(κ).

Teorema (Espinar-Rosenberg, 2009). Seja Σ ⊂ E(κ, τ) uma superf́ıcie de curvatura

média constante H com K ≤ 0 e H2 + τ 2− |κ− 4τ 2| > 0. Então, Σ é um cilindro vertical

completo sobre uma curva completa de curvatura geodésica 2H em M2(κ).

Esses resultados classificam as superf́ıcies de curvatura média constante, cuja cur-

vatura Gaussiana K não muda de sinal, nos espaços homogêneos com grupo de isometria

de dimensão quatro estendendo assim a estes espaços o Teorema de Klotz e Ossermann

que afirma que uma superf́ıcie de curvatura média constante em R3, cuja curvatura Gaus-

siana K não muda de sinal é uma esfera, uma superf́ıcie mı́nima, ou um cilindro circular

reto.



Caṕıtulo 1

Espaços Homogêneos Riemannianos

de Dimensão Três

Neste caṕıtulo descreveremos os espaços homogêneos Riemannianos de dimensão

três e apresentaremos o Teorema de Classificação de Thurston. Iniciaremos citando alguns

resultados envolvendo ações de Grupos de Lie. Boas referências para os tais resultados

encontrados neste caṕıtulo são [7], [24] e [25].

Um grupo de Lie G é uma variedade diferenciável que admite uma estrutura de

grupo tal que a aplicação ϕ : G×G −→ G dada por

(x, y) 7−→xy−1, x, y ∈ G,

é diferenciável.

Sejam G um grupo de Lie e M uma variedade diferenciável. Uma ação de G

sobre M é uma aplicação diferenciável

ψ : G×M −→ M

(g, x) 7−→ g · x,

tal que, para todos g1, g2 ∈ G e para todo x ∈M , temos g1 ·(g2 ·x) = (g1g2) ·x e eG ·x = x,

onde eG é o elemento neutro do grupo G.

A ação é dita transitiva se, dados dois pontos de M , existe um elemento de G

que leva um ponto no outro e a ação é propriamente descont́ınua se todo p ∈ M possui

uma vizinhança U ⊂M tal que U ∩ ψ(g, U) = ∅, para todo g ∈ G, com g 6= eG.

No caso de G ser grupo de homeomorfismo de M e da ação ser propriamente

descont́ınua a projeção π : M → M/G, onde M/G é munido com a topologia quociente,

é uma aplicação de recobrimento. (Ver [25], pg 165).

O estabilizador ou grupo de isotropia de um ponto x ∈ M é o grupo Gx = {g ∈
G; g · x = x}. Se todos os estabilizadores são triviais, dizemos que G age livremente sobre

M .
4
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Supondo agora que M é uma variedade Riemanniana e Γ é um subgrupo do

grupo das isometrias de M que opera de modo propriamente descont́ınuo, então é verdade

que M/Γ tem uma estrutura de variedade diferenciável na qual π : M → M/Γ é um

difeomorfismo local. Além disso, podemos munir M/Γ com uma métrica Riemanniana de

modo que π seja uma isometria local.

O próximo resultado é fundamental para o que se segue.

Teorema 1.0.1. O conjunto de isometrias de uma variedade Riemanniana é um grupo

de Lie de dimensão finita que age diferenciavelmente em M .

Se Γ é um subgrupo do grupo de isometrias de M , dizemos que Γ age sobre M

por isometrias. A partir do grupo de isometrias de uma variedade define-se importantes

conceitos como homogeneidade e isotropicidade. Assim, dizemos que M é uma variedade

Riemanniana homogênea se existe um grupo de Lie Γ agindo diferenciavelmente e transi-

tivamente por isometrias sobre M . Isto é, dados quaisquer x, y ∈M , existe uma isometria

f ∈ G tal que f(x) = y. Além disso, M é dita isotrópica em p se existe um grupo de

Lie Γ agindo diferenciavelmente em M por isometrias, tal que o subgrupo de isotropia

Γp ⊂ Γ, age transitivamente sobre o conjunto de vetores unitários em TpM , através da

diferencial.

Uma variedade homogênea isotrópica em um ponto é isotrópica em todos os

pontos. Neste caso, dizemos que M é homogênea e isotrópica e uma consequência disso é

que as isometrias transformam um referencial ortonormal em um espaço tangente a um

ponto, em um referencial ortonormal em outro ponto qualquer. Intuitivamente, podemos

dizer que uma variedade homogênea tem a mesma aparência na vizinhança de qualquer

ponto, enquanto uma variedade isotrópica tem a mesma aparência em qualquer direção.

Homogeneidade e isotropia juntas são condições muito fortes. Em particular,

tais condições implicam que as curvaturas seccionais são as mesmas em todo ponto da

variedade e em todo subespaço de dimensão dois do espaço tangente. Essencialmente,

existem apenas três geometrias homogênea e isotrópica simplesmente conexas : com curva-

tura seccional zero, com curvatura seccional constante positiva e com curvatura seccional

constante negativa. Estas geometrias são chamadas de Euclidiana, esférica e hiperbólica,

respectivamente. Ou seja, são as formas espaciais Rn, Sn e Hn. Veja [35].

O Teorema a seguir pode ser encontrado em [32] e [38]. Ele determina comple-

tamente as variedades Riemannianas homogêneas, simplesmente conexas, de dimensão

três que são, salvo alguns exemplos excepcionais, grupos de Lie munidos com métrica

invariante à esquerda.
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Teorema 1.0.2 (V. Patrangenaru). Um espaço homogêneo Riemanniano, de dimensão

três, simplesmente conexo é um dos espaços a seguir.

1. O produto Riemanniano de uma 2-esfera por uma reta Euclidiana.

2. O produto Riemanniano de um plano hiperbólico real por uma reta Euclidiana.

3. Um grupo de Lie não unimodular com uma famı́lia 2-paramétrica de métricas inva-

riantes à esquerda.

4. SU(2) com uma famı́lia 3-paramétrica de métricas invariantes à esquerda.

5. ˜PSL2(R), o recobrimento universal de PSL2(R), com uma famı́lia 2-paramétrica

de métricas invariantes à esquerda.

6. Nil3, o grupo de Heisenberg, com uma famı́lia 1-paramétrica de métricas invariantes

à esquerda.

7. Sol3, o recobrimento universal do grupo de transformações do plano de Minkowski

que preservam a orientação temporal, com uma famı́lia 2-paramétrica de métricas

invariantes à esquerda.

8. Ẽ(2), o recobrimento universal do grupo de isometrias do plano Euclidiano, com

uma famı́lia 2-paramétrica de métricas invariantes à esquerda.

A seguir são citadas algumas propriedades e casos particulares importantes, e mais

conhecidos, que aparecem no Teorema acima. Estas observações podem ser encontradas

originalmente em [32] e novamente foram listadas em [38].

• Todos os espaços, exceto SU(2) e S2 × R são difeomorfos a R3.

• O espaço Euclidiano R3 é um exemplo excepcional de 8, enquanto que o espaço

hiperbólico H3 é um caso limite de 3.

• Os espaços 1 e 2 são os únicos que não são grupos de Lie e seus grupos de isometrias

tem dimensão quatro.

• Os grupos de Lie não unimodulares, simplesmente conexos, de dimensão três estão

parametrizados por R. Cada um deles tem uma famı́lia 2-paramétrica de métricas

invariante à esquerda e seus grupos de isometrias são de dimensão três.

• As métricas sobre SU(2) incluem uma famı́lia 1-paramétrica de métricas canônicas

cujos grupos de isometrias são de dimensão seis, e uma famı́lia 2-paramétrica de

métricas de Berger, cujos grupos de isometrias são de dimensão quatro. As demais

métricas tem grupo de isometrias de dimensão três.
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• As métricas sobre ˜PSL2(R) incluem uma famı́lia 2-paramétrica de métricas com

grupo de isometrias de dimensão quatro e as demais tem grupos de isometrias de

dimensão três.

• As métricas de Nil3 são homotéticas e com grupo de isometrias de dimensão quatro.

Em particular, do Teorema acima e das observações anteriores, inferimos que para

uma variedade Riemanniana homogênea M , simplesmente conexa, as posśıveis dimensões

do grupo de isometrias, são 3, 4 e 6.

Se M tem grupo de isometrias de dimensão seis, então M é uma das variedades

de curvatura seccional constante, isto é, as formas espaciais Rn,Sn e Hn.

Se M tem grupo de isometrias de dimensão três, então M tem a geometria do

grupo de Lie Sol3. Isso por que o Sol3 é um grupo de Lie unimodular e John Milnor

classificou em [27] todos os grupos de Lie unimodular, simplesmente conexos.

Finalmente, consideramos o caso em que M tem grupo de isometria de dimensão

quatro. Tal variedade é uma fibração Riemannianna sobre uma forma espacial de di-

mensão dois, as fibras são geodésicas e existe uma famı́lia a um parâmetro de translações

ao longo das fibras, gerada por um campo de Killing unitário ξ, também chamado de

campo vertical. Estas variedades são classificadas, a menos de isometrias, pela curvatura

κ da superf́ıcie que é base da fibração e a curvatura fibrado τ , onde κ e τ são números reais

satisfazendo κ 6= 4τ 2. A curvatura fibrado τ é um número tal que ∇Xξ = τX ∧ ξ, para

todo campo tangente a variedade, onde ∇ é a conexão Riemanniana da variedade. Veja

Proposição 1.2.2 a seguir, para demonstração deste fato. Quando a curvatura fibrado τ é

zero e κ é não nulo, temos os espaços produtos M2(κ)×R, onde M2(κ) é S2, se κ > 0 e H2,

se κ < 0. O grupo de isometrias desses espaços tem quatro componentes conexas. O vetor

vertical ξ é simplesmente a direção correspondente a R. Quando τ é não nulo, o grupo

de isometria tem duas componentes conexas: as isometrias que preservam a orientação

da fibra e da base de fibração, e as que revertem ambas as orientações. Estas variedades

são de três tipos: elas tem o grupo de isometrias das esferas de Berger para κ > 0, do

grupo de Heisenberg Nil3 para κ = 0, e ˜PSL2(R) para κ < 0. Em resumo, temos a tabela

abixo. Os artigos [9] e [10] tratam destes dois tipos de variedades.

κ > 0 κ = 0 κ < 0

τ = 0 S2 × R - H2 × R

τ 6= 0 S3
b Nil3 ˜PSL2(R)

De fato, os números κ e τ classificam as variedades Riemannianas homogêneas,

simplesmente conexas, com grupo de isometrias de dimensão quatro. Já a classificação dos

espaços homogêneos Riemannianos de dimensão três que não são simplesmente conexos é
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um problema complexo. Embora estas variedades sejam quociente de espaços homogêneos,

simplesmente conexos, nem todo subgrupo do grupo de isometrias deste quociente, que

atue de forma própria e descont́ınua, origina um novo espaço homogêneo, e ainda que

resulte em um espaço homogêneo a dimensão do grupo de isometrias pode diminuir.

Entretanto, entre os quocientes dos exemplos da tabela acima existem alguns

espaços homogêneos interessantes, pois continuam tendo grupo de isometrias de dimensão

quatro e, portanto, admitem também submersão Riemanniana sobre M2(κ) com curvatura

fibrado τ . Estes são S2×S1,H2×S1, o espaço projetivo real RP3 = S3
b/Z2, mais geralmente

os espaços lente S3
b/Zn, n ≥ 3, PSL2(R) e mais geralmente PSL2(R)/Zn, n ≥ 2. Ver [38]

para mais informações a respeito de tais espaços.

O interesse pelas variedades homogêneas simplesmente conexas também se rela-

ciona com o trabalho de W. Thurston, feito nas décadas de 60 e 70, quando ele define

e classifica as chamadas “geometrias”de dimensão três. Para enunciar precisamente o

resultado do Thurston precisamos de algumas definições preliminares.

Sejam X uma variedade diferenciável G e um grupo de Lie de difeomorfismos de

X. Um atlas (X,G) de uma variedade M é um conjunto de difeomorfismos, ditos cartas,

φi : Ui −→ X, i ∈ I,

do aberto Ui em M , tal que {Ui}i∈I é uma cobertura de M e, sempre que Ui ∪Uj 6= ∅, as

funções φi◦φ−1
j são localmente dadas por elementos de G. Dizemos que uma variedade M é

modelada por (X,G), ou que admite uma estrutura (X,G), ou que é uma variedade (X,G),

se M admite um atlas (X,G). A definição fundamental para o trabalho de Thurston é

a seguinte: uma geometria modelo é um par (X,G) consistindo de uma variedade suave

conexa X e um grupo de Lie G de difeomorfismos de X tais que:

(i) X é simplesmente conexa;

(ii) G atua transitivamente em X e seus estabilizadores, com respeito a qualquer ponto,

são compactos;

(iii) G é maximal para a propriedade (ii) acima, ou seja, G não está estritamente contido

em nenhum grupo de difeomorfismos de X com estabilizadores compactos;

(iv)(X,G) modela alguma variedade compacta.

Podemos dizer que a condição (i) é natural já que qualquer variedade sempre é

recoberta por uma simplesmente conexa.

A condição (ii) implica queX possui uma métrica completa, homogênea eG−invariante.

(Ver [35], páginas 144-145)
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Já a condição (iii) diz que nenhuma métrica G−invariante pode ser invariante

por um grupo maior, ou seja, X não admite um grupo maior de isometrias. Essa é uma

propriedade necessária para qualquer resultado de classificação.

Finalmente, a condição (iv) elimina as geometrias que não servem como modelo

para qualquer variedade compacta.

Dizemos que uma variedade M representa uma geometria modelo (X,G) se exis-

tem f : M −→ X difeomorfismo e ϕ : Isom(M) −→ G isomorfismo tal que para todo

g ∈ Isom(M) e todo x ∈ M , f(g(x)) = ϕ(g)(f(x)). Observe que se M é uma variedade

Riemanniana completa, homogênea, simplesmente conexa, então (Isom(M),M) é uma

geometria modelo representada por M , se Isom(M) não está propriamente contido em

um grupo de isometrias de M com a outra métrica.

É posśıvel mostar que se (X,G) é uma geometria modelo, X admite uma métrica

invariante pela ação de G tal que G é o grupo de todas as isometrias. Logo, se M é

modelada por uma geometria modelo (X,G), então M admite uma métrica localmente

homogênea induzida pelo atlas (X,G). Neste caso, dizemos que M admite uma estrutura

geométrica modelada por (X,G). Também é posśıvel mostar que se M é uma variedade

compacta modelada por (X,G), então M é o quociente de X por um grupo discreto

de isometrias. Então, para uma variedade compacta, ser modelada por uma geometria

modelo (X,G) é equivalente a ser escrita como quociente de X por um grupo discreto de

isometrias.

Neste ponto, podemos enunciar o Teorema de Classificação de Thurston das ge-

ometrias tridimensionais:

Teorema 1.0.3 (Thurston). Em dimensão três, existem exatamente oito geometrias

(X,G).

(i) Se os G estabilizadores dos pontos de M são tridimensionais, então M é S3, R3 ou

H3, ou seja as variedades simplesmente conexas de curvatura seccional constante.

(ii) Se os estabilizadores são unidimensionais, então M fibra sobre uma das três geo-

metrias bidimensionais de maneira G-invariante; mais precisamente, existe uma

métrica Riemanniana G-invariante em M tal que a conexão ortogonal às fibras tem

curvatura 0 ou 1:

- caso a curvatura seja zero, então M é S2 × R ou H2 × R;

- caso a curvatura seja 1, M é a nil-geometria (a qual fibra sobre R2) ou a geometria

do recobrimento universal ˜PSL2(R) (a qual fibra sobre H2).

(iii) A única geometria com estabilizadores de dimensão zero é a solv-geometria ( a qual

fibra sobre R).
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O Teorema acima constitui base para a Conjectura de Geometrização de Thurs-

ton, provada recentemente por Grigori Perelman. Esta conjectura afirma que toda 3-

variedade compacta pode ser decomposta em pedaços que podem ser modelados pelas

oitos geometrias citadas no Teorema de Thurston. Em outras palavras, entendendo toda

a topologia e a geometria de variedades localmente homogêneas, as quais são modela-

das pelas variedades homogêneas do Teorema de Thurston, compreenderemos qualquer

3-variedade. Para precisar o enunciado desta conjectura precisamos dos seguintes concei-

tos. Ver [26].

Dadas duas variedades compactas X, Y de dimensão n, podemos construir uma

variedade X#Y dita soma conexa de X e Y da seguinte maneira: destacamos de X e

Y pequenas bolas compactas de dimensão n. Como resultado, obtemos duas variedades

com bordo difeomorfos a esfera (n− 1)-dimensional. Colando estes dois objetos pelos seu

bordo comum, obtemos X#Y .

Note que, da definição anterior segue-se que a soma conexa de qualquer n-

variedade X com a esfera Sn é difeomorfa a X. Em outras palavras, a esfera Sn funciona

como um elemento neutro para a operação # . Baseado nesta observação, e por analogia

com a aritmética dos números inteiros, dizemos que uma variedade compacta tridimensi-

onal X é prima se X não é difeomorfa a S3 e toda decomposição de X como soma conexa

de duas variedades possui um dos fatores igual a S3. Acerca deste último conceito, temos

o seguinte teorema de “fatoração única”:

Teorema 1.0.4 (Kneser, 1929). Toda 3-variedade compacta possui uma decomposição

como soma conexa de 3-variedades primas (ditas fatores primos). Mais ainda, esta de-

composição é única a menos de permutação dos fatores primos. Finalmente, existem

apenas uma quantidade enumerável de 3-variedades primas (módulo difeomorfismo).

Em outras palavras, o Teorema nos diz que para entender 3-variedades compactas

basta compreender bem as 3-variedades primas. Diz que a quantidade de tais variedades

é enumerável, mas nada afirma sobre quais são elas. Neste sentido, Thurston propôs a

seguinte conjectura recentemente provada por G. Perelman

Teorema 1.0.5 (Perelman). Toda 3-variedade compacta prima possui uma coleção dis-

junta de toros e garrafas de Klein (bidimensionais) tal que toda componente conexa do

seu complementar é modelada por alguma das geometrias de Thurston.

Uma consequência famosa deste Teorema é a Conjectura de Poincaré segundo a

qual a única 3-variedade compacta simplesmente conexa é S3.

Na última parte deste caṕıtulo, trataremos das geometrias citadas pelo Teorema

de Thurston e mais as esferas de Berger As esferas de Berger não entram na classificação

feita por Thurston, pois não são geometrias maximais. De fato, o grupo de isometrias das
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esferas de Berger está contido no grupo de isometrias da esfera canônica S3. Tais esferas

são deformações da métrica canônica de S3.

1.1 As Formas Espaciais

As variedades Riemannianas de curvatura seccional constante são as mais simples.

A propriedade importante deses espaços é que eles possuem um número suficientemente

grande de isometrias. As variedades Rn, Sn e Hn são completas e simplesmente conexas.

Mostra-se em [6] que estas são essencialmente as únicas variedades Rimenannianas com-

pletas, simplesmente conexas, com curvatura seccional constante. Tais variedades são

chamadas de formas espaciais.

1.1.1 O Espaço R3

Definimos o espaço Euclidiano R3 com a métrica dada por

ds2 = dx2 + dy2 + dz2,

dita métrica Euclidiana. Com respeito as coordenadas canônicas de R3, qualquer isometria

α de R3 pode ser expressa como

α(v) = Av + b,

onde v é um vetor de R3 e A ∈ O(3), onde O(3) é o grupo dos isomorfismos lineares

ortogonais de R3. Se A ∈ O(3), é a identidade I de R3, a isometria acima é uma translação

pura. Mudando a origem de R3, se necessário, podemos escrever cada elemento do grupo

de isometrias de R3, Isom(R3), que fixa algum ponto de R3 como v 7→ Av. O grupo

Isom(R3) age transitivamente em R3 e com estabilizador de ponto O(3), cuja componente

conexa da identidade é SO(3) = {A ∈ O(3) : detA = 1} = O(n)+, o subgrupo dos

elementos que preservam orientação.

Uma variedade de dimensão três é dita Euclidiana se é escrita como R3/G, onde

G é um subgrupo do grupo Isom(R3) discreto e age livremente em R3. É interessante,

então, descrever as isometrias de R3 sem pontos fixos. Se ϕ é uma tal isometria, temos

três possibilidades:

• ϕ é uma translação pura;

• ϕ é uma translação seguida de uma reflexão por um plano paralelo à direção de

translação;

• ϕ é uma translação seguida de uma rotação em um eixo paralelo à direção de

translação.
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As únicas variedades Euclidianas compactas de dimensão dois são o toro e a

garrafa de Klein (vide [34], p. 410). Já a classificação das variedades Euclidianas de

dimensão três é bem mais dif́ıcil e é feito em [35], p. 231-242 e em [34] p. 443-448.

Os śımbolos de Christoffel e a conexão de Levi-Cita em R3 são identicamete nulos.

Consequentemente, a curvatura seccional de R3 é constante e igual a zero.

1.1.2 O Espaço H3

O espaço hiperbólico H3 representa a mais rica das oito geometrias. A maioria

das variedades de dimensão três que admite uma estrutura geométrica modelada por

uma geometria modelo são hiperbólicas, ou seja são escritas como quociente de H3 por

um grupo discreto de isometrias. Nesta secção trataremos de alguns fatos básicos da

geometria hiperbólica. Para mais detalhes vide [40]. Começamos nosso estudo por H2,

o plano hiperbólico. Existem três modelos para o plano hiperbólico: o modelo do semi-

plano, o modelo do disco e o modelo do hiperbolóide. Estes três modelos são isométricos,

veja [24]. A depender do contexto usamos um ou outro modelo. Por exemplo, as simetrias

de H2 são facilmente vista no modelo do hiperbolóide; enquanto que a expressão da métrica

no modelo do disco e do semi-plano deixa claro que o espaço hiperbólico é conformemente

localmente flat. A seguir, descreveremos o modelo do semi-plano e do disco de Poincaré.

O modelo do semi-plano. Considere o conjunto

H2 = {z ∈ C; Im(z) > 0},

munido da métrica

ds2
H2 =

|dz|2

Im2(z)
,

onde |dz|2 denota a métrica Euclidiana em C.

O conjunto H2 com a métrica ds2
H2 é uma variedade Riemanniana chamada modelo

do semi-plano para o plano Hiperbólico. O eixo real junto com o ponto infinito é chamado

de bordo assintótico de H2 e denotaremos por ∂∞H2. Isto é,

∂∞H2 = {z ∈ R} ∪ {∞}.

Existem três tipos de curvas especiais em H2: as geodésicas, os ćırculos e os

horociclos. Os horociclos são linhas horizontais ou ćırculos tangentes ao bordo assintótico.

É posśıvel mostrar que todo horociclo é levado em outro horociclo por uma isometria de

H2.

As geodésicas de H2 são os semi-ćırculos ortogonais ao ∂∞H2 e as semi-retas

verticais partindo de ∂∞H2.
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Figura 1.1: O plano hiperbólico H2.

Figura 1.2: As geodésicas de H2.

Denotaremos por Isom(H2) o grupo de isometrias do espaço hiperbólico. A

proposição a seguir pode ser encontrada em ([40], Caṕıtulo 2) e descreve os elementos

de Isom(H2).

Proposição 1.1.1. O grupo de isometrias Isom(H2) do espaço hiperbólico H2 é dado por

Isom(H2) =

{
z −→ az + b

cz + d
, ad− bc = 1

}⋃{
z −→ −az̄ − b

cz̄ + b
, ad− bc = 1

}
,

onde a, b, c, d ∈ R.

A seguir, vamos descrever o comportamento das isometrias positivas de H2, isto

é, que preservam a orientação de H2.

Seja T uma isometria de H2 diferente da identidade, ou seja,

T (z) =
az + b

cz + d
,

onde a, b, c, d ∈ R e ad− bc = 1. Um ponto z ∈ H2 ∪ ∂∞H2 é fixado por T se, e somente
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se, T (z) = z. Então

T (z) = z ⇐⇒ az + b

cz + d
= z

⇐⇒ cz2 + (d− a)z − b = 0

⇐⇒ z =
−(d− a±

√
(d− a)2 + 4bc)

2c
.

Tendo em conta que ad− bc = 1, temos que 4bc = 4ad− 4 e

T (z) = z ⇐⇒ z =
a− d±

√
(a+ d)2 + 4bc)

2c
.

Logo, T tem no máximo dois pontos fixos.

Observe que se c = 0, então T (z) = az + b e ∞ é um ponto fixo para T . Se além

disso a = 1, então temos a = d = 1, pois ad− bc = 1. Logo,

z =
±
√

(a+ d)2 + 4bc

2c

e não existe outro ponto fixo diferente do infinito. Se a 6= 1, então o outro ponto é um

número real. Isto motiva a seguinte classificação.

Existem três tipos de isometrias positivas de H2.

1. Se c 6= 0 e (a + d)2 − 4 > 0, então T possui dois pontos fixos distintos, x1, x2 ∈ R.

Se T (z) = az + b, com a 6= 1, T tem um um ponto fixo real e o outro ponto fixo é

∞. Em ambos os casos T possui dois pontos fixos distintos em ∂∞H2. Neste caso,

dizemos que T é uma isometria hiperbólica.

2. Se c 6= 0 e (a + d)2 − 4 = 0, T tem um ponto fixo real duplo. Se T (z) = z + b,

b 6= 0, ∞ é o único ponto fixo de T em ∂∞H2. Assim, T tem um único ponto fixo

em ∂∞H2. Neste caso, dizemos que T é uma isometria parabólica

3. Se c 6= 0 e (a + d)2 − 4 < 0, T tem dois pontos fixos em C, e um único ponto fixo

em H2. Neste caso, dizemos que T é uma isometria eĺıptica.

Agora, vamos descrever brevemente o comportamento de cada uma das isometrias

de H2.

A isometria Hiperbólica. Sejam z1, z2 ∈ ∂∞H2 os dois pontos fixos de T . Denote por γ

a geodésica completa em H2 ligando o ponto z1 ao ponto z2. Então γ é fixada por T . Além

disso, T age por translação ao longo de γ. Observe que γ divide H2 em duas componentes

conexas. Seja z ∈ H2 e seja β a geodésica completa passando por z e ortogonal a γ. Seja

ω1 = γ∩β, e denote β1 = T (β), então β1 é uma geodésica completa, passando por T (ω1) e

ortogonal a γ no ponto T (ω1). A imagem T (z) permanece em β1 e na mesma componente
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Figura 1.3: Uma isometria hiperbólica em H2.

conexa que contém z. Como T é uma isometria, temos d(z, z1) = d(T (z), T (ω1)), onde

d(., .) denota a distância em H2.

Isometria Parabólica. Sejam z1 ∈ ∂∞H2 e z ∈ H2. Denote por C o horociclo que

contém z e passa por z1. Então C é fixado por T e , portanto, T (z) ∈ C.

Figura 1.4: Uma isometria parabólica em H2.

Isometria Eĺıptica. Seja z1 ∈ H2 o único ponto fixo de T em H2. Denotamos por γ a

única geodésica completa conectando os pontos z1, z, e denote por β = T (γ) a geodésica

completa conectando os pontos T (z) e T (z1) = z1, isto é, T age como uma rotação em

torno de z1.

Figura 1.5: Uma isometria eĺıptica em H2.

O modelo do Disco de Poincaré . Um outro modelo para H2 é o disco de Poincaré

que é o disco unitário

D = {w ∈ C; |w| < 1}

munido com a métrica

ds2
D =

4

(1− |w|2)2
|dw|2 .
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O bordo assintótico de D é denotado e definido por

∂∞D = {w ∈ C; |w| = 1}.

Denotando por Isom(D) o grupo de isometrias de D, temos a seguinte proposição

que pode ser encontrada em ([40]).

Proposição 1.1.2. O grupo de isometrias Isom(D) do disco de Poincaré é dado por

Isom(D) =

{
w −→ aw + c̄

cw + ā
; a, c ∈ C, aā− cc̄ = 1

}
.

Figura 1.6: O disco de Poincaré de dimensão dois com sua geodésicas.

Uma observação importante é que o mapa

ϕ : H2 −→ D

definido por

ϕ(z) =
z − i
z + i

é uma isometria. Ou seja, H2 e D são isométricos. Assim, as propriedades de H2 são

levadas em D por esta isometria. Em particular, a classificação das isometrias é a mesma.

Baseado nas informações sobre H2 trataremos agora de H3.

De forma geral definimos Hn por

H = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn|xn > 0},

munido com a métrica

gH =
dx2

1 + . . .+ dx2
n

x2
n

.

Assim como no caso de dimensão dois, a curvatura seccional é constante igual a −1.

Uma observação importante é que qualquer plano vertical de dimensão dois em Hn é
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isométrico a H2. Asssim, as geodésicas de H3 são os semićırculos que interceptam ∂Rn
+ =

{(x1, . . . , xn) ∈ Rn;xn = 0} ortogonalmente, e as semirretas verticais partindo de ∂Rn
+.

Veja [6], p. 180.

Figura 1.7: As geodésicas de H3.

O grupo Isom(H3) é gerado por reflexões em semi-esferas com centro em z1 ∈
∂∞H3, onde os planos verticais são pensados como esferas. É a generalização do caso

bidimensional. Um eixo de g ∈ Isom(H3) é uma geodésica preservada por g. Lembrando

que PSL2(C) = SL2(C)/{I,−I}, onde Sl2(C) é o grupo das matrizes complexas 2×2 com

determinande um, e I é a matriz identidade. Como no caso bidimensional as isometrias

podem ser eĺıpticas, hiperbólicas ou parabólicas. Temos a seguinte proposição.

Proposição 1.1.3. O grupo das isometrias positivas de H3 é isomorfo a PSL(2,C). Se

g é uma isometria positiva de H3, temos as seguintes possibilidades:

- g tem um único eixo γ, fixo ponto a ponto, e nenhum ponto fixo fora de γ. Nesse caso,

g é dita uma isometria eĺıptica ou uma rotação em γ;

- g tem um único eixo γ e age em γ por translação. Os úicos pontos fixos de g são os

dois pontos de γ ∩ ∂∞H3. Nesse caso, g é dita uma isometria hiperbólica;

- g não tem eixo e tem somente um ponto fixo, que pertence a ∂∞H3. Nesse caso, g é

dita uma isometria parabólica.

Para uma demonstração dessa proposição vide [34], p. 448-449 ou [35], p. 86-87,

98-99.
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Vamos dar uma descrição das isometrias eĺıpticas, hiperbólicas e parabólicas em

termos de compostas de reflexões. Sejam g1 e g2 reflexões em semi-esferas S1 e S2, res-

pectivamente.

- Se S1 e S2 interceptam-se em H3, g1 ◦ g2 é uma rotação no eixo γ = S1 ∩ S2.

Figura 1.8: Uma isometria eĺıptica em H3.

- Se S1 e S2 interceptam-se em um único ponto de ∂∞H3, g1 ◦ g2 é parabólica.

Figura 1.9: Uma isometria parabólica em H3.

- Se S1 e S2 não se interceptam em H3 ∪ ∂∞H3, g1 ◦ g2 preserva a única geodésica γ′

perpendicular a S1 e S2 simultaneamente e age em γ′ por translação. Então g1 ◦ g2

é hiperbólica. Se compusermos g1 ◦ g2 com uma rotação em γ′, ainda temos uma

isometria hiperbólica.

Pode-se verificar que todas as isometrias eĺıpticas, parabólicas e hiperbólicas po-

dem ser obtidas como acima. Além disso, todas as isometrias positivas de H3 são com-

postas de tais isometrias. Veja [40], p. 192-193.
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Figura 1.10: Uma isometria hiperbólica em H3.

1.1.3 O Espaço S3

Definimos S3 como a esfera unitária com centro na origem de R4, isto é,

S3 = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4;x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 = 1},

com a métrica induzida

g =
4R4

(|u|2 +R2)2
ḡ ,

onde u ∈ R4 e ḡ = dx2
1 +dx2

2 +dx2
3 +dx2

4 é a métrica canônica de R4. A curvatura seccional

de S3 é constante igual a 1 e Isom(S3) é isomorfo a O(4). As geodésicas completas de S3

são os grandes ćırculos com centro na origem de R4, determinados pela intersecção de S3

com um plano de R4 que passa pela origem.

A reflexão em relação a um subespaço tridimensional π de dimensão três que passa

pela origem induz uma isometria de S3, dita uma reflexão na esfera π ∩ S3 de dimensão

dois que , por sua vez, é dita esfera geodésica . Tais reflexões geram O(4). Uma isometria

importante de S3 é a aplicação ant́ıpoda

A : x 7−→ −x.

Esta isometria preserva orientação de S3. A variedade quociente S3/〈A〉, é chamado espaço

projetivo de dimensão três.

Topologicamente, S3 é equivalente a R3 ∪ {∞} através do homeomorfismo cha-

mado projeção estereográfica que descreveremos no que se segue. Assim, consideremos R4

e a base ortonormal canônica {e1, e2, e3, e4}. Seja π o hiperplano gerado por e1, e2, e3 que

denotaremos por R3.

Seja x ∈ S3. Definiremos o homeomorfismo

P : S3 −→ π ∪ {∞} ' R3 ∪ {∞}

da seguinte forma. Se x 6= e4, consideremos a reta rx em R4 passando por x e e4 e definimos

P (x) = rx ∩ π. Para que P seja, de fato, um homeomorfismo definimos P (e4) =∞.
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Uma observação importante sobre S3 é que identificando R4 com C2, a equação

que define uma esfera unitária em R4 torna-se |z|2 + |w|2 = 1, onde z, w ∈ C2. Neste

caso, cada linha complexa (subespaço de dimensão um) pode ser visto como sendo C2

intersectando S3 em um grande ćırculo S2, chamado ćırculo de Hopf. Assim, a famı́lia

de ćırculos de Hopf cobrem S3 e existe uma correspondência um a um com as linhas

complexas de C2 , isto é, um feixe fibrado π : S3 −→ S2, com fibra S1. Esta estrutura é

a chamada fibração de Hopf. Para mais detalhes sobre S3 vide [35], p. 103-108 e [34], p.

449-457.

Figura 1.11: O fibrado de Hopf sobre a projeção estereográfica.

1.2 Os Espaços Homogêneos com grupo de isometria

4-dimensional

Nesta seção vamos considerar as variedades homogêneas Riemannianas de di-

mensão três, cujo grupo de isometrias tem dimensão 4, denotadas por E(κ, τ). Tais

variedades são fibrações Riemannianas sobre uma forma espacial bidimensional M2(κ)

tendo curvatura Gaussiana κ. Isto é, existe uma submersão Riemanniana

π : E(κ, τ) −→M2(κ)

a qual também é uma submersão de Killing. Se E(κ, τ) não é compacta, então E(κ, τ) é

topologicamente M2(κ) × R, onde cada fibra é difeomorfa a R, e a curvatura fibrado da

submersão é τ . Se E(κ, τ) é compacto, com κ > 0 e τ 6= 0, então E(κ, τ) são as esferas de

Berger, com cada fibra difeomorfa a S1.

O campo unitário de vetores tangentes as fibras é um campo de vetores de Killing

o qual denotaremos por ξ. Este campo será chamado de campo vertical. Estas variedades

são classificadas, a menos de isometrias, pela curvatura κ da superf́ıcie base da submersão

e da curvatura fibrado τ , onde κ e τ podem ser qualquer número real satisfazendo κ 6= 4τ 2

e ∇Xξ = τX ∧ ξ (ver Proposição 1.2.2). Estas variedades são:
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- E(κ, τ) = H2 × R, se κ < 0 e τ = 0;

- E(κ, τ) = S2 × R, se κ > 0 e τ = 0;

- E(κ, τ) = Nil3 (espaço de Heisenberg), se κ = 0 e τ 6= 0;

- E(κ, τ) = ˜PSL2(R), se κ < 0 e τ 6= 0;

- E(κ, τ) = S3
τ (esferas de Berger), se κ > 0 e τ 6= 0.

Antes de começar a estudar a geometria dos espaços E(κ, τ) vamos fazer uma

breve discussão sobre fibração e submersão Riemanniana. Para maiores detalhes ver

[17],[6] e [29].

Sejam E,B, F espaços topológicos. Uma fibração localmente trivial, com espaço

total E, base B e fibra t́ıpica F é uma aplicação cont́ınua P : E −→ B com a seguinte

propriedade: para todo x ∈ B existe uma vizinhança U 3 x e um homeomorfismo

ϕU : U × F −→ p−1(U),

tal que p ◦ ϕU = PU , onde PU : U × F −→ U é a projeção na primeira coordenada. A

igualdade P (ϕU(x, y)) = x significa que, para cada x ∈ U , ϕU leva {x} × F homeomorfi-

camente sobre P−1. Assim, a imagem inversa P−1(x) de cada ponto de B é homeomorfa

à fibra t́ıpica F . Desse modo comuta o seguinte diagrama

U × F ϕU //

PU
%%

P−1(U)

P
��
U

Cada uma das vizinhanças U acima chama-se uma vizinhança distinguida e o

homeomorfismo ϕU diz-se uma trivialização local. Para cada x ∈ B, defini-se Ex :=

P−1(x) ⊂ E a fibra sobre x e assim Ex ' F , para todo x ∈ B.

Uma aplicação diferenciável entre variedades M e M

π : M
n+k −→Mn

é uma submersão se π é sobrejetiva, e, para todo p̄ ∈M , dπp̄ : Tp̄M −→ Tπ(p)M tem posto

n. Neste caso, para todo p ∈M, a fibra π−1(p) = Fp é uma subvariedade de M . Um vetor

tangente de M é chamado vertical se é tangente a alguma fibra Fp, p ∈M . Denotemos por

H e V os subespaços formado pelos vetores horizontais e verticais de M , respectivamente

e Xh e Xv as projeções nos subespaços horizontal e vertical, respectivamente. Assim,

qualquer vetor v tangente a M pode ser decomposto em parte vertical e horizontal, ou

seja, podemos escrever v = vv + vh.
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A submersão π diz-se Riemanniana se, para todo p ∈ M , dπ : TpM −→ Tπ(p)M

preserva comprimento de vetores horizontais, isto é,

dπ|H : TpM −→ Tπ(p)M

é uma isometria.

Usaremos a notação p̄ e p, bem como X e X, para pontos e campo de vetores

que são π−relacionados, isto é, tais que

π(p̄) = p e d(πX) = X.

Se X é um campo de vetores em M , então existe um único campo de vetores X em M

tal que X ∈ H e dπ(X) = X. Chamamos X o levantamento horizontal de X. Além disso,

temos a seguinte Proposição que pode ser encontrada em [29].

Proposição 1.2.1. Seja T um campo de vetores em M vertical e X, Y, Z compos de

vetores em M com levantamentos horizontais X,Y , Z, respectivamente. Então

1. [T,X] é vertical;

2. 〈[X,Y ], Z〉 = 〈[X, Y ], Z〉;

3. 〈[X,Y ], T 〉 = 2〈∇XY , T 〉;

4. ∇XY = ∇XY +
1

2
[X,Y ]v, onde [X,Y ]vé a componente vertical de [X,Y ];

5. [X,Y ] é π-relacionado a [X, Y ];

6. K(X, Y ) = K(X,Y ) +
3

4
‖[X,Y ]v‖2, onde K e K denotam a curvatura seccional de

M e M , respectivamente.

A seguir descreveremos dois tensores que aparecem naturalmente quando traba-

lhamos com uma submersão. Para mais detalhes ver [31]. Dados X, Y ∈ X(M) definimos

TXY =
(
∇XvY v

)h
+
(
∇XvY h

)v
,

AXY =
(
∇XhY h

)v
+
(
∇XhY v

)h
,

onde ∇ denota a conexão em M . Algumas propriedades dos tensores T e A são:

- T é vertical, isto é, TX = TXv ;

- A é horizontal, isto é, AX = AXh ;

- TZW = TWZ, para todo campo Z,W vertical;
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- AXY = −AYX, para todo campo X, Y horizontal.

A seguir definiremos submersão de Killing, veja [33], e apresentaremos alguns

resultados relacionados com este tipo de submersão. A importância de tal submersão

para nosso estudo vem do fato que os espaços homogêneos com grupo de isometria de

dimensão quatro é um caso particular das submersões de Killing.

Consideremos M uma variedade Riemanniana de dimensão três tal que π : M −→
M é uma submersão Riemanniana sobre uma superf́ıcie (M2, g) com curvatura de Gauss

κ, e as fibras, isto é, a imagem inversa de um ponto em M2 por π, são trajetórias de um

campo de vetores Killing unitário ξ e, portanto, geodésicas. Denotaremos por 〈, 〉,∇,∧, R̄
e [ ] a métrica, a conexão de Levi-Cita, o produto exterior, o tensor curvatura e o colchete

de Lie em M , respectivamente. Além disso, associado a ξ consideraremos o operador

J : X(M) −→ X(M)

dado por

JX := X ∧ ξ,

onde X ∈ X(M).

A Proposição a seguir nos mostra como é posśıvel associar uma função real a

variedade ambiente M . Este resultado, bem como o posterior, podem ser encontrados em

[13].

Proposição 1.2.2. Seja M como descrita acima. Então existe uma função τ : M −→ R
tal que

∇Xξ = τX ∧ ξ.

Prova. Seja X ∈ X(M). Como ξ é um campo de Killing, temos da equação de Killing

〈∇Xξ,X〉+ 〈∇Xξ,X〉 = 0.

Ou seja,

2〈∇Xξ,X〉 = 0

e

〈∇Xξ,X〉 = 0.

Como ξ é unitário, temos

0 = X〈ξ, ξ〉 = 〈∇Xξ, ξ〉+ 〈ξ,∇Xξ〉

= 2〈∇Xξ, ξ〉.

Assim,

〈∇Xξ,X〉 = 0 e 〈∇Xξ, ξ〉 = 0
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e o campo ∇Xξ é ortogonal a X e a ξ. Como M tem dimensão três, conclúımos que para

todo campo horizontal X ∈ X(M), existe τX : M −→ R tal que

∇Xξ = τXX ∧ ξ.

Vamos mostrar que a função τX não depende do campo X. De fato, seja {X, Y } ∈
X(M) uma base ortonormal de vetores horizontais tal que det(X, Y, ξ) = 1. Temos

∇Xξ = τXX ∧ ξ (1.1)

∇Y ξ = τY Y ∧ ξ. (1.2)

Logo, basta provar que τX = τY . Tomando o produto escalar de (1.1) e Y , e o produto

escalar de (1.2) e X, temos

〈∇Xξ, Y 〉 = τX〈X ∧ ξ, Y 〉 = τX det(X, ξ, Y )

= −τX det(X, Y, ξ)

= −τX ,

〈∇Y ξ,X〉 = τY 〈Y ∧ ξ,X〉 = τY det(Y, ξ,X)

= τY det(X, Y, ξ)

= τY .

Como ξ é um campo de Killing, temos

0 = 〈∇Xξ, Y 〉+ 〈∇Y ξ,X〉

= −τX + τY ,

ou seja,

τX = τY .

�

A Proposição anterior torna natural a seguinte definição. Uma submersão Rie-

manniana sobre uma superf́ıcie M2, cujas fibras são trajetórias de um campo de vetores de

Killing unitário ξ é chamada de Submersão de Killing e denotaremos por M(κ, τ), onde

κ é a curvatura de Gauss de M(κ) e τ é dado na Proposição 1.2.2.

Nosso objetivo agora é calcular a curvatura seccional K(X, Y ) de qualquer plano

gerado por X, Y ∈ X(M(κ, τ)).

Proposição 1.2.3. Seja M(κ, τ) uma submersão Riemanniana com campo de Killing

unitário ξ. Seja {X, Y } ∈ TM(κ, τ) uma base ortonormal de vetores horizontais tal que

{X, Y, ξ} é orientada positivamente. Então

K(X, Y ) = κ− 3τ 2,

K(X, ξ) = τ 2.
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Prova. A curvatura seccional de M(κ, τ) é dado por

K(X, Y ) = K(X, Y )− 3‖AXY ‖2

‖X ∧ Y ‖2
,

onde K(X, Y ) é a curvatura da base de fibração M2 veja [31]. Como X, Y são ortonormais,

temos

K(X, Y ) = κ− 3‖AXY ‖2.

Usando que AXY =
1

2
[X, Y ]v (vide [31],Lema 2), temos que

〈AXY, ξ〉 = 〈1
2

[X, Y ]v, ξ〉 =
1

2
〈[X, Y ]v, ξ〉

=
1

2
〈[X, Y ], ξ〉 =

1

2
〈〈∇XY −∇YX, ξ〉

=
1

2
〈∇XY, ξ〉 −

1

2
〈∇YX, ξ〉.

Tendo em conta que

0 = X〈X, Y 〉 = 〈∇XY, ξ〉+ 〈Y,∇Xξ〉,

e

0 = Y 〈X, ξ〉 = 〈∇YX, ξ〉+ 〈X,∇Y ξ〉,

conclúımos que

〈∇XY, ξ〉 = −〈Y,∇Xξ〉,

〈∇YX, ξ〉 = −〈X,∇Y ξ〉.

Assim, temos

〈AXY, ξ〉 =
1

2
〈∇XY, ξ〉 −

1

2
〈∇YX, ξ〉

= −1

2
〈Y,∇Xξ, 〉+

1

2
〈X,∇Y ξ〉

= −1

2
〈Y, τX ∧ ξ〉+

1

2
〈X, τY ∧ ξ〉

= −1

2
τ〈Y,X ∧ ξ〉+

1

2
τ〈X, Y ∧ ξ〉

=
1

2
τ det(X, Y, ξ) +

1

2
τ det(X, Y, ξ)

=
1

2
τ +

1

2
τ = τ,

onde usamos que a base {X, Y, ξ} é orientada positivamente. Logo,

AXY = τξ,

e AXY é vertical. Portanto,

K(X, Y ) = κ− 3‖AXY ‖2

= κ− 3‖τξ‖2

= κ− 3τ‖ξ‖2 = κ− 3τ 2,
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ou seja,

K(X, Y ) = κ− 3τ 2.

Agora, novamente usando o Corolário 1 de [31], temos que a curvatura seccional

de um plano gerado por um vetor horizontal X e um vetor vertical V é

K(X, V )‖X‖2‖V ‖2 = 〈(∇Xτ)V V,X〉+ ‖AXV ‖2 − ‖TVX‖2.

Então,

K(X, ξ) = 〈(∇Xτ)ξξ,X〉+ ‖AXξ‖2 − ‖TξX‖2.

Por outro lado,

AXξ = (∇Xhξh)v + (∇Xhξv)h = (∇Xξ)
h,

ou seja, AXξ é um campo horizontal. Então,

〈AXξ,X〉 = 〈(∇Xξ)
h, X〉 = 〈∇Xξ,X〉

= 〈τX ∧ ξ,X〉 = −τ〈Y,X〉

= 0

e

〈AXξ, Y 〉 = 〈(∇Xξ)
h, Y 〉 = 〈∇Xξ, Y 〉

= 〈τX ∧ ξ, Y 〉 = −τ〈Y, Y 〉

= −τ,

ou seja,

AXξ = −τ.

Assim,

‖AXξ‖ = ‖ − τY ‖ = τ 2‖Y ‖ = τ 2.

Por outro lado,

TξX = (∇ξvX
v)h + (∇ξvX

h)v = (∇ξX)v,

ou seja, TξX é vertical. Então

〈TξX, ξ〉 = 〈(∇ξX)v, ξ〉

= 〈(∇ξX), ξ〉.

Além disso,

0 = ξ〈X, ξ〉 = 〈∇ξX), ξ +X,∇ξξ)〉,
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logo

〈∇ξX), ξ〉 = −〈X,∇ξξ〉.

Como as fibras são geodésica, ∇ξξ = 0 e conclúımos que

〈TξX, ξ〉 = −〈X,∇ξξ〉 = 0,

o que implica que

TξX = 0 e ‖TξX‖2 = 0.

Finalmente, usando a definição de derivada covariante de um tensor temos que

∇ZT é

(∇ZT )XY = ∇Z(TXY )− T∇ZX
Y − TX(∇ZY ).

Tendo em conta que ∇ξξ = 0, TξX = 0, Tξξ = (∇ξξ)
h, ∇Xξ = −τY e ξ(τ) = 0, temos

(∇XT )ξξ = ∇X(Tξξ)− T∇Xξ
ξ − Tξ(∇Xξ)

= ∇X(∇ξξ)
h + τTY ξ + Tξ(τY )

= Tξ(τY ) = (∇ξ(τY ))v

= (ξ(τ)Y + τ∇ξY )v

= (τ∇ξY )v.

Portanto,

〈∇XT )ξξ,X〉 = 〈(τ∇ξY )v, X〉 = 0.

Em resumo,

‖AXξ‖2 = τ 2, ‖TξX‖2 = 0 e 〈(∇Xτ)ξξ, ξ〉 = 0.

Temos, então

K(X, Y ) = τ 2.

�

Agora, vamos apresentar um referencial ortonormal para o espaço E(κ, τ), com

τ 6= 0. Para mais detalhes veja [9].

Suponha que τ 6= 0. A variedade E(κ, τ) possui localmente um referencial orto-

normal (E1, E2, E3) com

E3 = ξ.

Uma vez que

Γ
k

ij = 〈∇Ei
Ej, Ek〉,

podemos calcular os śımbolos de Christoffel da conexão Riemanniana ∇. Como, para

todo campo de vetores X, vale

∇XE3 = τX ∧ E3
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e para quaisquer campos de vetores X, Y, Z,

〈X ∧ Y, Z〉 = det
(E1,E2,E3)

(X, Y, Z),

temos

Γ
1

23 = 〈∇E2E3, E1〉

= 〈τ(E2 ∧ E3), E1〉

= τ〈E2 ∧ E3, E1〉

= τ det(E2, E3, E1)

= τ det(E1, E2, E3)

= τ.

Usando o fato de que a derivada covariante é compat́ıvel com a métrica, conclúımos que

Γ
k

ij = −Γ
j

ik .

Logo,

Γ
3

21 = −τ .

Analogamente, obtemos os outros śımbolos de Christofell:

Γ
3

12 = Γ
1

23 = −Γ
3

21 = −Γ
2

13 = τ,

Γ
1

32 = −Γ
2

31 = τ − σ,

onde τ ∈ R e σ é um número real que determinaremos a seguir. Os outros śımbolos de

Christofell Γ
k

ij são identicamente nulos.

Como a conexão Riemanniana ∇ é simétrica, temos

[E1, E2] = ∇E1E2 −∇E2E1.

Além disso, sendo (E1, E2, E3) um referencial ortonormal, então valem,

∇E1E2 = Γ
1

12E1 + Γ
2

12E2 + Γ
3

12E3

= τE3,

∇E2E1 = Γ
1

21E1 + Γ
2

21E2 + Γ
3

21E3

= −τE3.

Logo,

[E1, E2] = τE3 + τE3 = 2τE3.
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Procedendo de forma análoga, obtemos

[E1, E2] = 2τE3 , [E2, E3] = σE1, [E3, E1] = σE2.

Das propriedades de simetria do tensor curvatura R vemos que R de fato define

uma aplicação bilinear simétrica R : Λ2M × Λ2M → R, dada por

R(X ∧ Y, Z ∧W ) := R(X, Y,W,Z),

onde Λ2M é o espaço dos bivetores. A relação

〈R(X ∧ Y ), Z ∧W 〉 = R(X ∧ Y, Z ∧W )

define um opreador autoadjunto R : Λ2M ×Λ2M . Este operador é chamado de operador

curvatura. Para mais detalhes veja [29]. Calculando R na base (E2∧E3, E3∧E1, E1∧E2)

temos

Rij = 〈R(ei), ej〉, Rii = 〈R(ei), ei〉 = K(Ej, Ek),

se ei = Ej∧Ek. Isto significa que a diagonal da matriz R nos dá a curvatura seccional com

respeito ao plano gerado por Ej e Ek. Usando os śımbolos de Christofell acima podemos

calcular a matriz de R:

R33 = 〈R(E1, E2)E2, E1〉

= 〈∇E1∇E2E2 −∇E2∇E1E2 −∇[E1,E2]E2, E1〉

= 〈−∇E2(τE3)−∇2τE3E2, E1〉

= 〈−ττE1 − 2τ(τ − σ)E1, E1〉

= 2τσ − 3τ 2.

Analogamente, obtemos

R11 = R22 = τ 2 e Rij = 0, i 6= j.

Assim, para a variedade homogênea E(κ, τ), o tensor curvatura na base (E2 ∧ E3, E3 ∧
E1, E1 ∧ E2) é diagonal, isto é,

R = diag(a, a, b)

com

a = τ 2, b = −3τ 2 + 2στ.

Pela Proposição 1.2.3,

K(E1, E2) = κ− 3τ 2.

Então,

κ = K(E1, E2) + 3τ 2 = b+ 3τ 2.



30

Logo, temos que

b = κ− 3τ 2,

e, portanto,

σ =
κ

2τ
.

A próxima Proposição nos diz como se escreve o tensor curvatura de E(κ, τ).

Proposição 1.2.4. Para quais quer campos de vetores X, Y, Z,W em E(κ, τ), temos

〈R̄(X, Y )Z,W 〉 = (κ− 3τ 2)〈Ro(X, Y )Z,W 〉+ (κ− 4τ 2)〈R1(ξ;X, Y )Z,W 〉,

com

R0(X, Y )Z = 〈X,Z〉Y − 〈Y, Z〉X, (1.3)

R1(V,X, Y )Z = 〈Y, V 〉〈Z, V 〉X + 〈Y, Z〉〈X, V 〉V − 〈X,Z〉〈Y, V 〉V − 〈X, V 〉〈Z, V 〉Y.(1.4)

Prova. Vamos decompor os campos nas partes horizontais vertical com respeito a ξ, isto

é, X = X̃ + ξx, Y = Ỹ + ξy, Z = Z̃ + ξz, onde x = 〈X, ξ〉, y = 〈Y, ξ〉, z = 〈Z, ξ〉. Usando

a multilinearidade do tensor curvatura, obtemos uma soma de 16 termos:

〈R̄(X, Y )Z,W 〉 = 〈R̄(X̃ + ξx, Ỹ + ξy)Z̃ + ξz, W̃ + ξw〉

= 〈R̄(X̃, Ỹ )Z̃, W̃ 〉+ 〈R̄(ξx, Ỹ )Z̃, W̃ 〉

+〈R̄(X̃, ξy)Z̃, W̃ 〉+ 〈R̄(ξx, ξy)Z̃, W̃ 〉

+〈R̄(X̃, Ỹ )ξz, W̃ 〉+ 〈R̄(ξx, Ỹ )ξz, W̃ 〉

+〈R̄(X̃, ξy)ξz, W̃ 〉+ 〈R̄(ξx, ξy)ξz, W̃ 〉

+〈R̄(X̃, Ỹ )Z̃, ξw〉+ 〈R̄(ξx, Ỹ )Z̃, ξz〉

+〈R̄(X̃, ξy)Z̃, ξw〉+ 〈R̄(ξx, ξy)Z̃, ξw〉

+〈R̄(X̃, Ỹ )ξz, ξw〉+ 〈R̄(ξx, Ỹ )ξz, ξw〉

+〈R̄(X̃, ξy)ξz, ξw〉+ 〈R̄(ξx, ξy)ξz, ξw〉.

Os termos onde ξ aparece três ou quatro vezes, ou duas vezes nas posições 1, 2 ou 3, 4 são

nulos por anti-simetria. Além disso, os termos onde ξ aparece uma vez desaparecem por
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que a matrix de R̄ na base (E2 ∧ E3, E3 ∧ E1, E1 ∧ E2) é diagonal. Assim, temos

〈R̄(X, Y )Z,W 〉 = 〈R̄(X̃, Ỹ )Z̃, W̃ 〉+ 〈R̄(ξx, Ỹ )ξz, W̄ 〉

+〈R̄(X̃, ξy)ξz, W̃ 〉+ 〈R̄(ξx, Ỹ )Z̃, ξw〉

+〈R̄(X̃, ξy)Z̃, ξw〉

= (κ− 3τ 2)(〈X̃, W̃ 〉〈Ỹ , Z̃〉 − 〈X̃, Z̃〉〈Ỹ , W̃ 〉)

+ τ 2(−xz〈Ỹ , W̃ 〉+ yz〈X̃, W̃ 〉+ xw〈Ỹ , Z̃〉 − yw〈X̃, Z̃〉)

= (κ− 3τ 2)(〈X,Z〉〈Y,W 〉 − 〈X,W 〉〈Y, Z〉)

−(κ− 4τ 2)(〈X,Z〉〈Y, ξ〉〈W, ξ〉+ 〈Y,W 〉〈X, ξ〉〈Z, ξ〉

−〈X,W 〉〈Y, ξ〉〈Z, ξ〉 − 〈Y, Z〉〈X, ξ〉〈W, ξ〉).

�

A seguir descrevemos cada um dos espaços homogêneos Riemannianos, com grupo

de isometria de dimensão quatro.

1.2.1 O Espaço S2 × R

Esta é provavelmente a menos interessante e também a mais simples das oito

geometrias. Existem somente sete variedades tridimensionais sem bordo, incluindo S2×R,

com estrutura geométrica modelada por S2×R. Para mais detalhes ver [34]. Inicialmente

vamos tratar da esfera S2.

A esfera Euclidiana é o conjunto,

S2 = {(x, y, z) ∈ R3;x2 + y2 + z2 = 1}

Com a métrica induzida do espaço Euclideano 3-dimensional. Neste caso κ ≡ 1 e M(κ) =

M(1) ≡ S2.

Considerando a projeção estereográfica, podemos escrever S2 de forma intŕınseca,

isto é, sem mencionar o espaço ambiente, como:

R2 ∪∞,

com a métrica:

ds2
S2 = λ2(dx2 + dy2),

2

1 + κ(x2 + y2)
.

Um referencial natural é dado por {∂x, ∂y} e referencial ortonormal dado por

{e1 = λ−1∂x, e2 = λ−1∂y}.
Denotando o grupo de isometrias de S2 por Isom(S2), temos o seguinte resultado

(ver [29]).
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Proposição 1.2.5. O grupo de isometrias da Esfera Euclidiana é dado por,

Isom(S2) = O(3),

onde O(3) é o grupo de matrizes ortogonais de ordem 3× 3.

O espaço S2 × R é o produto da esfera S2 pela reta Euclidiana com a métrica

produto

ds2 = λ2(dx2 + dy2 + dz2), λ =
2

1 + κ(x2 + y2)
.

Assim, o grupo de isometrias de S2 × R pode ser identificado com Isom(S2)× Isom(R).

1.2.2 O Espaço H2 × R

Ao contrário de S2 × R, existem infinitas 3-variedades com estrutura geométrica

modelada por H2 ×R. Por exemplo, o produto de qualquer superf́ıcie hiperbólica com R
ou S1 tem uma estrutura deste tipo. As referências usadas nesta seção são [28] e [34].

Seja D = {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 < 1} o modelo do disco para H2, com a métrica

gD = 4
dx2 + dy2

(1− x2 − y2)2
.

Sejam (x, y) ∈ D e z ∈ R. A métrica em H2 × R é a métrica produto dada por

ds2 =
dx2 + dy2

F
+ dz2,

onde

F =

(
1− x2 − y2

2

)2

.

A matriz da métrica ds2 é 
1
F

0 0

0 1
F

0

0 0 1
F

 ,

e a sua inversa é 
F 0 0

F F 0

F 0 F

 .

Tendo em conta que

Γmij =
1

2

3∑
k=1

(
∂gjk
∂xi

+
∂gki
∂xj
− ∂gij
∂xk

)
gkm,

podemos calcular os śımbolos de Christoffel para a métrica ds2. Encontramos
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Γ
1

11 = Γ
2

12 = Γ
2

21 =
x√
F
,

Γ
2

22 = Γ
1

12 = Γ
1

21 =
y√
F
,

Γ
2

11 = − y√
F
, Γ

1

22 = − x√
F

e os outros śımbolos de Christoffel são identicamente nulos.

Agora, sejam e1, e2, e3 uma base canônica de R3 e sejam E1 =
√
Fe1, E2 =

√
Fe2,

E3 =
√
Fe3 tais que (E1, E2, E3) é uma base ortonormal para H2 × R. Ver [28].

O grupo de isometrias de H2×R é naturalmente isomorfo a Isom(H2)× Isom(R).

Logo, as isometrias de H2×R são as isometrias de H2, que descrevemos na seção anterior,

mais as translações ao logo das fibras.

1.2.3 O Espaço de Heisenberg Nil3

O grupo de Heisenberg Nil3 é o grupo de Lie, formado pelas matrizes nilpotentes

da forma 
1 x z

0 1 y

0 0 1

 , x, y, z ∈ R,

munido com uma famı́lia a 1-parâmetro de métricas invariantes à esquerda. Nil3 é um

espaço homogêneo Riemanniano com grupo de isometria de dimensão quatro. Este grupo

é difeomorfo ao R3 e à famı́lia de métricas, que denoteremos por gτ e se expressa, em

termos da curvatura da fibra τ , como

gτ = dx2 + dy2 + (τ(xdy − ydx) + dz)2,

sendo (x, y, z) as coordenadas usuais de R3. Assim, denotaremos R3 com a métrica gτ por

Nil3. Algumas referências sobre o espaço de Heisenberg são [4], [20], [30] e [34].

Dadas duas constantes τ e τ̂ e os correspondentes grupos de Heisenberg com as

métricas associadas gτ e gτ̂ , a aplicação

λ :

(
R3,

τ 2

τ̂
gτ

)
→ (R3, gτ̂ )

(x, y, z) 7→ τ

τ̂
(x, y, z)

é uma isometria. Assim, a menos de homotetia e uma isometria, podemos fixar uma

constante τ . Geralmente usa-se a normalização τ = 1
2
.

A aplicação π : Nil3 −→ R2 dada por (x, y, z) 7→ (x, y) é uma submersão Rie-

manniana de Killing cujas fibras são dadas por {x = x0, y = y0}, ou seja, as fibras são
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linhas retas. O campo vertical da submersão, denotado por ξ, é um campo de Killing.

Isto é, as fibras são trajetórias de um campo de Killing e, portanto, são geodésicas.

Agora, seja {e1, e2} o referencial ortonormal em R2, com e1 = ∂x e e2 = ∂y e seja

E3 = ξ. Denote por E1 e E2 os levantamentos horizontais em Nil3 de e1 e e2, isto é,

dπ(Ei) = ei e 〈Ei, E3〉 = 0, 1i = 1, 2.

Observando que dπ(∂x) = ∂x e dπ(∂y) = ∂y e usando a métrica g acima, obtemos

a expressão de Ei em coordenadas,

E1 = ∂x − τy∂z, E2 = ∂y − τx∂z e E3 = ∂z.

Note que

〈Ei, Ej〉 = δij, 〈Ej, E3〉 = 0, i, j = 1, 2 e |E3|2 = 1,

ou seja, (E1, E2, E3) é um referencial ortonormal em Nil3. Considerando M2(κ) = R2,

temos que κ = 0. Logo, σ = κ
2τ

= 0 e os śımbolos de Christofell em Nil3 são:

Γ
3

12 = Γ
1

23 = −Γ
3

21 = −Γ
2

13 = τ,

Γ
1

32 = −Γ
2

31 = τ.

Assim podemos calcular a conexão Riemanniana de Nil3. Temos que

∇E1E2 = Γ
1

12E1 + Γ
2

12E2 + Γ
3

12E3

= 0E1 − τE2 + 0E3

= −τE3.

Analogamente, obtemos ∇Ej
Ej = 0, 1 ≤ j ≤ 3 e

∇E1E3 = ∇E3E1 = −τE2, ∇E2E3 = ∇E3E2 = τE1,

∇E1E2 = ∇E2E1 = τE3.

Em particular,

[E1, E2] = 2τE3, [E1, E3] = 0 e [E2, E3] = 0.

Observação 1.2.6. Note que [E1, E2] = 2τE3 não é horizontal. Isto implica que os

planos horizontais gerados pelos campos E1 e E2 não são integráveis, o que significa que

não existem superf́ıcies horizontais em Nil3.

As isometrias do Nil3 são as translações geradas pelos campos de Killing

F1 = ∂x + τy∂z, F2 = ∂y + τx∂z, F3 = ∂z,
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e as rotações em torno do eixo z correspondente a

F4 = −y∂x + x∂y.

As translações correspondentes a F1, F2 e F3 são, respectivamente,

(x, y, z) 7→ (x+ t, y, z + τty),

(x, y, z) 7→ (x, y + t, z − τtx),

(x, y, z) 7→ (x, y, z + t),

onde t ∈ R. Assim, as isometrias levam planos verticais em planos verticais e linhas

Euclidianas em linhas Euclidianas.

Usando a Proposição 1.2.3 podemos ver que as curvaturas seccional dos planos

determinados por (E1, E2),(E1, E3) e (E2, E3) em Nil3 são

K(E1, E2) = −3τ 2, K(E1, E3) = τ 2, K(E2, E3) = τ 2.

As curvaturas de Ricci na direção dos campos E1, E2, E3 são, respectivamente,

Ric(E1) = −2τ 2, Ric(E2) = −2τ 2, Ric(E3) = 2τ 2.

E curvatura escalar em um ponto p ∈ Nil3 é

ρ̄(p) = −2τ 2.

1.2.4 O Espaço ˜PSL2(R)

O grupo de Lie das matrizes 2 × 2 com entradas reais cujo determinante é 1,

é denotado por SL2(R), isto é, SL2R = {A ∈ GL2(R); detA = 1}. Podemos escrever

SL2(R) da seguinte maneira.

SL2R =

{(
a b

c d

)
, a, b, c, d,∈ R e ad− bc = 1

}

=

{(
1+bc
d

b

c d

)
b, c, d,∈ R e d 6= 0

}

SL2(R) é um grupo de Lie de dimensão três. O quociente SL2(R)/{−Id, Id}
também é um grupo Lie denotado por PSL2(R) e seu recobrimento universal é denotado

por ˜PSL2(R). Podemos definir um produto no recobrimento universal de PSL2(R) pelo

levantamento, através da aplicação de recobrimento, do produto de PSL2(R). Como

PSL2(R) é grupo de Lie temos que ˜PSL2(R) é um grupo de Lie e admite uma métrica

invariante à esquerda.
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A seguir, apresentaremos um modelo para ˜PSL2(R) e escreveremos uma métrica

nesse espaço. De fato, iremos mostrar que ˜PSL2(R) é uma fibração Riemanniana sobre

o plano hiperbólico H2.

Um modelo para ˜PSL2(R). As isometrias de H2 são as restrições a H2 ⊂ R2 das

transformações conformes de R2 que levam H2 sobre si mesmo. No R2 tais transformações

são dadas pelas transformações de Möbius que são aplicações de C em C dadas por

f(x) =
az + b

cz + d
, com a, b, c, d ∈ R. Toda transformação de Möbius é uma composição de

translação, rotação, homotetia e inversão. Essas são as isometrias de H2. O conjunto das

transformações de Möbius,

M = {f : H2 −→ H2; f(z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ R e ad− bc = 1}

forma um grupo com a operação de composição de funções. O elemento neutro é a

identidade f(z) = z. M é o grupo das isometrias de H2 que preservam orientação.

Para cada matriz A =

(
a b

c d

)
∈ GL2(R) podemos associar a uma trans-

formação de Möbius f(z) =
az + b

cz + d
. Isso define um homomorfismo de grupos

H : (SL2(R), ·) −→ (M, ◦); H

(
a b

c d

)
=
az + b

cz + d
.

De fato, sejam A,B ∈ SL2(R), com A =

(
a1 b1

c1 d1

)
e B =

(
a2 b2

c2 d2

)
. Temos que

H(A.B) =
(a1a2 + b1c2)z + a1b2 + b1d2

(c1a2 + d1c2)z + c1b2 + d1d2

= H(A) ◦H(B)

e, portanto, H é um homomorfismo de grupos.

O núcleo de H é conjunto kerH = {A ∈ SL2(R); H(A) = e ∈M} = {−Id, Id}.
Pelo Teorema do isomorfismo, temos que M ' SL2(R)/{−Id, Id} = PSL2(R), ou seja,

PSL2(R) é isomorfo ao grupo das isometrias de H2 que preservam orientação.

Seja UH2 := {(p, v) ∈ TH2; |v| = 1} o fibrado tangente unitário de H2, isto é, UH2

é uma subvariedade de TH2 consistindo de vetores tangentes de comprimento unitário. O

grupo PSL2(R) age transitivamente em UH2 e o estabilizador de cada ponto sob esta ação

é trivial. Isso nos permite identificar PSL2(R) com UH2 e, consequentemente, ˜PSL2(R)

com ŨH2. A subvaridade UH2 é difeomorficamente um fibrado circular trivial sobre H2,

logo UH2 ' H2 × S1 e, portanto, ŨH2 ' H̃2 × S1. Como o recobrimento de H2 × S1 é

H2 × R e ˜PSL2(R) ' ŨH2 conclúımos que ˜PSL2(R) ' H2 × R do ponto de vista de

difeomorfismo e não métrico.

Métrica em ˜PSL2(R). Através da projeção natural π : TM −→ M a métrica em uma

variedade Riemanniana induz uma métrica no fibrado tangente TM da seguinte forma.
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Seja (p, v) ∈ TM e V um vetor tangente a TM em (p, v). Escolha uma curva

α : t→ (p(t), v(t)) em TM , com p(0) = p, v(0) = v e V = α′(0). Defina

‖V ‖2
(p,v) = ‖dπ(V )‖2

p +

∥∥∥∥Dvdt
∥∥∥∥2

p

,

onde
Dv

dt
é a derivada covariante ao longo da curva t −→ p(t).

Lembrando que um vetor em (p, v) ∈ TM que é ortogonal a fibra π−1(p) ' TpM é

dito ser horizontal e um vetor tangente a uma fibra é dito ser vertical. Podemos identificar

o espaço tangente a fibra π−1(p) com o espaço tangente em p ∈ M . Além disso, se V é

horizontal v(t) é um campo paralelo ao longo da curva p(t). Assim, temos que

- ‖V ‖(p,v) = ‖V ‖p, se V é vertical.

- ‖V ‖(p,v) = ‖dπ(V )‖p, se V é horizontal.

O espaço tangente horizontal tem a mesma dimensão do espaço tangente a M . Como

‖V ‖(p,v) = ‖dπ(V )‖p, dπ induz uma isometria entre o espaço tangente horizontal e o

espaço tangente a M . Logo dπ : TM −→M é uma submersão Riemanniana.

A métrica em H2 induz uma métrica em TH2 que pode restrita a subvariedade

UH2. Como estamos identificando PSL2(R) com UH2, temos uma métrica em PSL2(R).

Essa métrica induz uma métrica no recobrimento universal ˜PSL2(R). Como PSL2(R)

age em UH2 por isometrias, temos que a métrica induzida em PSL2(R) é invariante à

esquerda e é levantada em uma métrica invariante à esquerda em ˜PSL2(R).

Fato 1.2.7. π : ˜PSL2(R) −→ H2 é uma fibração Riemanniana.

De fato, temos que UH2 ' H2 × S, ou seja, as fibras t́ıpicas de UH2 são ćırculos,

e portanto, são 1-dimensional. Assim o espaço tangente horizontal a UH2 coincide com o

espaço tangente horizontal de TH2. Logo podemos restringir π uma submersão Rieman-

niana de ŨH2 em H2. Como ˜PSL2(R) ' ŨH2 conclúımos que π : ˜PSL2(R) −→ H2 é

uma fibração Riemanniana.

Como métrica em ˜PSL2(R) é invariante à esquerda, temos que ˜PSL2(R) é uma

variedade Riemanniana homogênea completa simplesmente conexa. Vamos expressar essa

métrica em ˜PSL2(R) em coordenadas.

Seja ϕ uma parametrização conforme de H2 e seja λ : U ⊂ R2 −→ R o fator

de conformidade. A métrica em H2 nessas coordenadas é λ2(dx2 + dy2). Identificando

v ∈ UH2 com seu ponto de base em H2 e sendo θ o ângulo que v faz com ∂x, temos a

seguinte parametrização para UH2.

(x, y, θ)→ (ϕ(x, y),
1

λ
(cos θ∂x + senθ∂y)).
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Sejam V um vetor tangente a ˜PSL2(R) no ponto (p, v), α : t −→ (p(t), v(t))

uma curva passando por (p, v) em t = 0 e α′(0) = V. Escrevendo p(t) = (x(t), y(t)) e

v(t) =
1

λ
(cos θ∂x + sin θ∂y), vamos Calcular a derivada covariante de v ao longo da curva

p(t).

Para calcular a derivada covariante em termos dos śımbolos de Christofell pode-

mos usar a fórmula
Dv

dt
=

2∑
k=1

(
dvk
dt

+
∑

Γkij
dxi
dt

)
∂

∂xk
,

que é a expressão clássica da derivada covariante em termos dos śımbolos de Christofell.

Precisamos, então calcular os śımbolos de Christoffel para a métrica ds2 = λ2(dx2 + dy2)

em H2. Eles são dados em termos da métrica Riemanniana pela seguinte expressão.

Γmij =
1

2

∑
k

(
∂

∂xi
gjk +

∂

∂xj
gki −

∂

∂xk
gij

)
gkm.

Como gij = λ2

〈
∂

∂xi
,
∂

∂xj

〉
= λ2δij, temos que a matriz (gij) é dada por

(gkm) =

(
g11 g12

g21 g22

)

=

(
λ2 0

0 λ2

)

e a sua inversa é a matriz

(
gkm
)

=

(
g11 g12

g21 g22

)

=

 1

λ2
0

0
1

λ2

 .

Assim, temos,

Γ1
11 =

1

2

2∑
k

(
∂g1k

∂x1

+
∂gk1

∂xj
− ∂g11

∂xk

)
gk1

=
1

2

∑
k

(
∂g11

∂x
+
∂g11

∂x
− ∂g11

∂x
g11

)
g11 +

1

2

∑
k

(
∂

∂x
g12 +

∂g21

∂x
− ∂g11

∂y

)
g21

=
1

2

∂g11

∂x
g11

=
λx
λ
,
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Γ1
22 =

1

2

∑
k

(
∂

∂y
g2k +

∂

∂y
gk2 −

∂

∂xk
g22

)
gk1

=
1

2

∑
k

(
∂

∂y
g21 +

∂

∂y
g12 −

∂

∂x
g22

)
g11 +

1

2

∑
k

(
∂

∂y
g22 +

∂

∂y
g22 −

∂

∂y
g22

)
g21

= −1

2

∂g22

∂x
g11

= −λx
λ
.

Com cálculos análogos, obtemos os outros śımbolos de Christofell:

Γ1
11 =

λx
λ
, Γ1

22 = −λx
λ
, Γ1

12 =
λy
λ
,

Γ1
21 =

λy
λ
, Γ2

12 =
λx
λ
, Γ2

11 = −λy
λ
,

Γ2
22 = −λy

λ
, Γ2

21 =
λx
λ
.

Agora, vamos calcular a derivada covariante ao longo da curva p(t):

Dv

dt
=

2∑
k=1

(
dvk
dt

+
∑
ij

Γki,jvj
dxi
dt

)
∂

∂xk

=

[
dv1

dt
+
∑
i

(
Γ1

11v1
dxi
dt

Γ1
i2v2

dxi
dt

)]
∂x+

[
dv2

dt
+
∑
i

(
Γ2
i2v1

dxi
dt

+ Γ2
i2v2

dxi
dt

)]
∂y

=

[
dv1

dt
+
(
Γ1

11v1x
′ + Γ1

12v2x
′)+

(
Γ1

21v1y
′ + Γ1

22v2y
′)] ∂x

+

[
dv2

dt
+
(
Γ2

11v1x
′ + Γ2

12v2x
′)+

(
Γ2

21v1y
′ + Γ2

22v2y
′)] ∂y .

Como

v(t) =
1

λ
(cos θ∂x + senθ∂y) =

1

λ
(cos θ, senθ),

temos que

dv1

dt
=
−senθ(t)θ′(t)λ− cos θ(t)λ′

λ2
e

dv2

dt
=

cos θ(t)θ′(t)λ− senθ(t)λ′

λ2
.

Substituindo
dv1

dt
e
dv2

dt
, v1 e v2 e os śımbolos de Christofell na expressão acima, obtemos

que

Dv

dt
=

1

λ2
(−λθ′senθ − λxy′senθ + λysenθ)∂x +

1

λ2
(λθ′ cos θ − λyx′ cos θ + λxy′ cos θ)∂y,

ou seja,
Dv

dt
=

1

λ2
(λθ′ + y′λx − x′λy)(cos θ∂y − senθ∂x).
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Tendo em conta que

V = α′(0) = (p′(0),
Dv

dt
(0)),

conclúımos que

‖dπ(V )‖2
p = ‖p′(0)‖2

p = ‖(x′, y′)‖2
p = λ2(x′2 + y′2).

Logo,

‖V ‖2
p,v = ‖dπ(V )‖2

p +

∥∥∥∥Dvdt
∥∥∥∥2

p

= λ2(x′2 + y′2) +

∥∥∥∥ 1

λ2
(λθ′ + y′λx − x′λy)(−senθ, cos θ)

∥∥∥∥2

p

= λ2(x′2 + y′2) +
1

λ4
(λθ′ + y′λx − x′λy)2‖(−senθ, cos θ)‖2

p.

Assim,

‖V ‖2
(p,v) = λ2(x′2 + y′2) +

1

λ2
(λθ′ + y′λx − x′λy)2.

Fazendo z = θ no recobrimento universal, obtemos a seguinte expressão para a métrica

em ˜PSL2(R):

ds2 = λ2(dx2 + dy2) +

(
−λy
λ
dx+

λx
λ
dy + dz

)2

.

Referencial canônico. Um referencial canônico em ˜PSL2(R) é (E1, E2, E3) (ver [9])

onde

E1 = λ−1(cos(σz)∂x + sin(σz)∂y) + τ(x sin (σz)− y cos(σz))∂z,

E2 = λ−1(− sin(σz)∂x + cos(σz)∂y) + τ(x cos (σz)− y sin(σz))∂z,

E3 = ∂z

e

σ =
κ

2τ
,

que satisfaz

[E1, E2] = 2τE3, [E2, E3] =
κ

2τ
E1, [E3, E1] =

κ

2τ
E2.

Observação 1.2.8. O fato de [E1, E2] não ser horizontal implica que o plano horizontal

gerado por E1 e E2 não é integrável, significando que não existe superf́ıcie horizontal em

˜PSL2(R).
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Isometrias de ˜PSL2(R). A métrica induzida no fibrado tangente TM de uma variedade

Riemanniana M é intŕınseca o bastante para preservar o levantamento das isometria de

M a TM . Em particular, o grupo de isometrias de ˜PSL2(R) contém os levantamentos

das isometrias de H2. Notamos também que as translações ao longo das fibras verticais

são isometrias de ˜PSL2(R). Estas isometrias, em coordenadas, são dadas por (x, y, z) −→
(x, y, z + a). Então o grupo de isometrias de ˜PSL2(R) contém o grupo G gerado pelos

levantamentos das isometrias de H2 e as translações verticais. Ver [42], para mais detalhes.

De fato, temos o seguinte resultado

Proposição 1.2.9. O grupo de isometrias de ˜PSL2(R) é gerado por levantamento de

isometrias de H2 junto com as translações verticais ao longo das fibras.

Observação. Seja F uma isometria de ˜PSL2(R). Como

π : ˜PSL2(R) −→ H2

é uma submersão Riemanniana, podemos escrever F na forma F (z, t) = (f(z), h(z, t)),

onde

f : H2 −→ H2

é uma isometria do espaço hiperbólico H2. Veja [15]. A seguinte proposição pode ser

encontrada em [15].

Proposição 1.2.10. As isometrias de ˜PSL2(R) no modelo do semi-plano, são dadas por,

F (z, t) = (f(z), t− 2τ arg f ′ + c)

ou

G(z, t) = (−f̄(z),−t+ 2τ arg f ′ + c),

onde f é uma isometria positiva de H2 e c é um número real. No modelo do disco, temos

F (z, t) = (f(z), t− 2τ arg f ′ + c)

ou

G(z, t) = (f̄(z),−t+ 2τ arg f ′ + c),

onde f é uma isometria positiva de D2 e c é um número real.

1.2.5 As Esferas de Berger

Nesta seção descreveremos as esferas de Berger. Antes, falaremos sobre o espaço

projetivo complexo e a fibração de Hopf, os quais estão intimamente relacionados com as

esferas de Berger.
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O Espaço Projetivo Complexo

A esfera unitária S2n+1 pode ser considerada como o conjunto das (n+ 1)−listas

de números complexos z = (z1, z2, . . . , zn+1) tais que

|z1|2 + . . .+ |zn+1|2 = 1.

O grupo multiplicativo S1 dos números complexos de módulo 1 age sobre Sn+1

por isometrias, de modo natural; para cada u ∈ S1 e cada z ∈ S2n+1, fazemos

u.z = (u.z1, . . . , u.zn+1) ∈ S2n+1.

O espaço Projetivo Complexo CPn é definido como o espaço quociente da esfera

S2n+1 pela relação de equivalência segundo a qual dois pontos w, z ∈ S2n+1 são equivalentes

se, e somente se, existe u ∈ S1 tal que w = u.z, isto é, CPn = S2n+1/S1. Dado z ∈ S2n+1,

sua classe de equivalência por esta relação de equivalência é portanto a órbita {u.z;u ∈ S1}
de z com respeito à acão de S1 definida acima. Cada uma dessas classes de equivalência

é homeomorfa o a ćırculo S1. Esta relação de equivalência decompõe a esfera S2n+1 como

reunião de ćırculos dois a dois disjuntos, cada um dos quais é um ponto do espaço projetivo

complexo CPn.

Indicaremos π : S2n+1 −→ S2n+1/S1 a projeção natural que associa a cada z ∈
S2n+1 sua classe de equivalência π(z) ∈ CPn. Muniremos CPn com a topologia quociente,

de acordo com a qual um subconjunto A ⊂ CPn é aberto se, e somente se, π−1(A) é

aberto em S2n+1. Isto torna π cont́ınua. Como S2n+1 é compacto, conclúımos que CPn

compacto. Além disso, como a ação de S1 sobre S2n+1 é por isometrias e CPn = S2n+1/S1,

podemos induzir uma métrica em S2n+1/S1 tal que π : S2n+1 −→ CPn é uma submersão

Riemanniana. Esta métrica é chamada métrica de Fubini-Study. Quando n = 1, a fibração

π : S2n+1 −→ S2n+1/S1 = S2(1/2), é chamada fibração de Hopf que pode ser dada por

(z, w) −→
(

1

2
(|w|2 − |z|2), zw̄

)
,

onde S3 ⊂ C2 e S2(1/2) ⊂ C× R.

Falaremos agora das esferas de Berger. Quando τ 6= 0 e κ > 0, os espaços

E(κ, τ) são fibrações sobre a esfera S2. Estas variedades são obtidas deformando a métrica

da esfera redonda de maneira que a fibração de Hopf seja preservada, mas modifique o

comprimento das fibras.

A esfera S3 é o recobrimento universal de SO3(R), o qual pode ser identificado

com o fibrado tangente unitário US2 da esfera S2. De fato, o grupo de isometria SO3(R)

age transitivamente em US2 e o estabilizador de qualquer ponto em US2 é o trivial. O

fibrado tangente unitário US2 pode ser dotado com a métrica canônica induzida no fibrado

TS2. Vamos dar uma expressão para esta métrica.
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Seja (x, y) −→ φ(x, y) uma parametrização conforme de um domı́nio D em S2

e seja λ um fator conforme, isto é, a métrica de D é dada por λ2(dx2 + dy2). Então

procedendo como na Seção 1.2.4, obtemos a seguinte expressão para a métrica de ŨD:

ds2 = λ2(dx2 + dy2) +

(
−λy
λ
dx+

λx
λ

+ dz

)2

.

Agora, escolhemos D = S2\{∞} com a métrica de curvatura 4, isto é, a métrica

da esfera redonda de raio
1

2
, dada pela projeção estereográfica, isto é,

λ =
1

1 + x2 + y2
.

Obtemos então,

ds2 = λ2(dx2 + dy2) + (2λ(ydx− xdy) + dz)2.

Mais geralmente, R3 dotado com a métrica

ds2 = λ2(dx2 + dy2) + (τλ(ydx− xdy) + dz)2,

onde

λ =
1

1 + κ
4
x2 + y2

é o recobrimento universal da variedade homogênea E(κ, τ) com κ > 0 menos a fibra cor-

respondente ao ponto∞ ∈ S2. As fibras são dadas por {x−x0, y+y0} nessas coordenadas.

o referencial canônico (E1, E2, E3) é dado por

E1 = λ−1(cos(σz)∂x + sin(σz)∂y) + τ(x sin (σz)− y cos(σz))∂z,

E2 = λ−1(− sin(σz)∂x + cos(σz)∂y) + τ(x cos (σz)− y sin(σz))∂z,

E3 = ∂z

com

σ =
κ

2τ
.

Os colchetes do referencial acima são

[E1, E2] = 2τE3, [E2, E3] =
κ

2τ
E1, [E3, E1] =

κ

2τ
E2.

Este referencial é definido em um conjunto aberto E oqual é E(κ, τ) menos a fibra corres-

pondente ao ponto ∞ ∈ S2.

As variedades (S3, ds2) são um espaço homogêneo Riemanniano e são chamadas

de esferas de Berger. Tais variedades serão denotadas por S3
b . Estas variedades são

modelos para os espaços homogêneos E(κ, τ) quando κ > 0 e τ 6= 0. A aplicação π :

(S3, ds2) −→ S2(κ) dada por

π(z, w) =
2√
κ

(
zw̄,

1

2
(|z|2 − |w|2)

)
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é uma submersão Riemanniana.

Observações.

1. As esferas de Berger, no sentido estrito, são as variedades tais que κ = 4. Note que

neste caso a aplicação π é a fibração de Hopf:

π : S3(1) −→ S2(1/2)

(z, w) 7→ π

(
zw̄,

1

2
(|z|2 − |w|2)

)
.

As variedades descritas acima têm o mesmo grupo de isometrias das esferas de

Berger.

2. Como comentamos acima, as esferas de Berger são obtidas deformando a métrica

usual da esfera S3 de maneira que a fibração de Hopf continue sendo uma submersão

Riemanniana, mas modifique o comprimento das fibras. Isso pode ser visto melhor

definindo sobre S3 = {(z, w) ∈ C; |z|2 + |w|2 = 1} a métrica de Berger da seguinte

maneira:

gb(X, Y ) =
4

κ

[
g(X, Y ) +

(
4τ 2

κ
− 1

)
g(X, V )g(Y, V )

]
,

onde X, Y ∈ TS3, V = (iz, iw), κ > 0 e τ 6= 0 e g é a métrica canônica da esfera S3.

Veja [38].

3. Se κ = 4τ 2 a métrica gb coincide com a métrica canônica da esfera S3. Como estamos

considerando grupo de isometria de dimensão quatro, temos que ter κ 6= 4τ 2.

4. A famı́lia das métricas de Berger é uma famı́lia a 2-parâmetros, mas a menos de

homotetia, esta famı́lia é reduzida a uma famı́lia a uma parâmetro.

As Isometrias de S3
b

Seja A = [aij] ∈ Mn(C). Denotaremos por AT a transposta de A = [aij] e por

A∗ = (Ā)T = (AT ) o conjugado hermitiano de A , isto é, (A∗)ij = aji. O grupo unitário

n× n é o subgrupo

U(n) = {A ∈ GLn(C) : A∗A = I}.

O grupo especial unitário é o grupo

SU(n) = {A ∈ GLn(C) : A∗A = I e detA = 1}.

Temos que

SU(n) = {A ∈ GLn(C) : A∗A = I e detA = 1}

=

{[
z w

−w̄ z̄

]
: |z|2 + |w|2 = 1

}
= S3.
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O grupo de isometrias de S3
b é U(2). O próximo resultado pode ser encontrado em [38] e

classifica, a menos de conjugação, os grupos a 1-parâmetro de U(2) em dois tipos.

Proposição 1.2.11. Um grupo a 1-parâmetro de U(2), a menos de conjugação e repre-

sentação, deve ser um dos seguintes tipos:

(i)

{(
1 0

0 eit

)
: t ∈ R

}

(ii)

{(
eiαt 0

0 eit

)
: t ∈ R

}
, com α ∈ R\{0}.

As isometrias de (i) são as rotações em torno dos grandes ćırculos l = {(z, 0) ∈
S3}, enquanto que as isometrias do tipo (ii) são as translações ao longo das fibras, se

α = 1 e composição de rotações e translações ao longo das fibras, se α 6= 1.

Vamos ver outro tipo de isometria das esferas de Berger. Dizemos que uma

geodésia é horizontal se o vertor tangente é ortogonal a E3 e vertical de se o vetor tangente

é colinear com E3. Observe que as geodésicas horizontais e verticais são grandes ćırculos.

Uma reflexão geodésica através de uma geodésica γ de S3
b é uma aplicação que

envia cada ponto p em seu oposto em uma geodésica que passa por p e encontra γ ortogo-

nalmente. Mais precisamente, se α é uma geodésica que encontra ortogonalmente γ em

s = 0 e α(s0) = p então a reflexão geodésica de p com respeito a γ é o ponto α(−s0).

O seguinte resultado pode ser encontrado em [39] e nos dá outro tipo de isometria nas

esferas de Berger.

Proposição 1.2.12. A reflexão geodésica através de uma geodésica horizontal ou vertical

é uma isometria de S3
b .

Observação 1.2.13. As esferas de Berger podem ser vistas como hipersuperf́ıcies dos

espaços projetivo complexo e hiperbólico complexo. As esferas de Berger S3
b com κ−4τ 2 >

0 são as esferas do plano projetivo complexo, enquanto que as esferas com κ − 4τ 2 < 0

são esferas do plano hiperbólico complexo. Em alguns textos são chamadas de as esferas

de Berger de primeiro e segundo tipo, respectivamente (ver [38]).

1.3 O espaço Sol3

O Sol não tem grupo de isometrias de dimensão quatro, mas tem uma estrutura

interessante e será colocado aqui por completude do texto.



46

O Sol3 é um grupo de Lie isomorfo ao subgrupo de GL3(R3) formado pelas

matrizes da forma 
ez 0 x

0 e−z y

0 0 1

 ,

onde x, y, z ∈ R. Este grupo é solúvel, unimodular e não nilpotente. O Sol3 pode ser visto

como R3 dotado com a métrica Riemanniana invariante à esquerda

ds2 = e2zdx2 + e−2z + dy2 + dz2,

onde (x, y, z) são as coordenadas canônicas de R3. A estrutura de grupo de Lie é dada

pela multiplicação

(x1, y1, z1) · (x2, y2, z2) = (x1 + e−z1x2, y1 + ez1y2, z1 + z2).

Referêncial Ortonormal

Defimos em Sol3 um referencial ortonormal invariante à esquerda (E1, E2, E3),

dado por

E1 = e−z
∂

∂x
, E2 = ez

∂

∂y
, E3 =

∂

∂z
.

Este referencial é chamado de referencial canônico. Os colchetes são

[E1, E2] = E1E2 − E2E1

= e−z
∂

∂x
(ez

∂

∂y
)− ez ∂

∂x
(e−z

∂

∂x
)

= 0

[E3, E1] = E3E1 − E1E3

=
∂

∂z
(e−z

∂

∂x
)− ez ∂

∂x
(
∂

∂z
)

= −e−z ∂
∂x

= −E1

[E3, E1] = E3E1 − E1E3

=
∂

∂z
(e−z

∂

∂x
)− ez ∂

∂x
(
∂

∂z
)

= −e−z ∂
∂x

= −E1.
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Ou seja,

[E1, E2] = 0, [E3, E1] = −E1, [E3, E2] = E2 .

Agora, usando a fórmula de Coszul,

2〈X,∇ZY 〉 = Z〈X, Y 〉+ Y 〈X,Z〉 −X〈Y, Z〉+ 〈Z, [X, Y ]〉+ 〈Y, [X,Z]〉 − 〈X, [Y, Z]〉,

podemos calcular a conexão Riemanniana ∇ de Sol3 com respeito ao referencial canônico:

2〈E1,∇E1E1〉 = 〈E1, [E1, E1]〉+ 〈E1, [E1, E1]〉 − 〈E1, [E1, E1]〉 = 0,

2〈E2,∇E1E1〉 = 〈E1, [E2, E1]〉+ 〈E1, [E2, E1]〉 − 〈E2, [E1, E1]〉 = 0,

2〈E3,∇E1E1〉 = 〈E1, [E3, E1]〉+ 〈E1, [E3, E1]〉 − 〈E3, [E1, E1]〉 = −2 ,

isto é,

〈E1,∇E1E1〉 = 0,

〈E2,∇E1E1〉 = 0,

〈E3,∇E1E1〉 = 1,

e, portanto,

∇E1E1 = −E3.

Analogamente, calculamos os demais ∇Ei
Ej e encontramos

∇E1E1 = −E3, ∇E2E1 = 0, ∇E3E1 = 0,

∇E1E2 = 0, ∇E2E2 = E3, ∇E3E1 = 0,

∇E1E3 = E1, ∇E2E3 = −E2, ∇E3E1 = 0 .

Vamos calcular a curvatura seccional dos planos (E2, E3), (E1, E3) e (E1, E2).

R(E2, E3)E2 = ∇E2∇E3E2 −∇E3∇E3E2∇[E2,E3]E2

= ∇E3E3 +∇E2E2

= −E3,

R(E1, E3)E1 = ∇E1∇E3E1 −∇E3∇E1E1 +∇[E1,E3]E1

= −∇E3(−E3) +∇E1E1

= ∇E3E3 +∇E1E1

= E3,
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R(E1, E2)E1 = ∇E1∇E2E1 −∇E2∇E1E1 −∇[E1,E2]E1

= −∇E3(−E3) +∇E1E1

= ∇E2E3

= −E2,

Logo,

K(E2, E3) = 〈R(E2, E3)E2, E3〉

= 〈−E3, E3〉

= −1,

K(E1, E3) = 〈R(E1, E3)E1, E3〉

= 〈E3, E3〉

= 1,

K(E1, E2) = 〈R(E1, E2)E1, E2〉

= 〈−E2, E2〉

= −1.

Isometrias do Sol3

O grupo de isometrias do Sol3 tem dimensão três. A componente conexa da

identidade é gerada pelas seguintes famı́lias de isometrias:

(x, y, z) −→ (x+ c, y, z)

(x, y, z) −→ (x, y + c, z)

(x, y, z) −→ (e−cx, ecy, z + c).

Estas isometrias são apenas translações à esquerda no Sol3 com respeito a estrutura de

grupo de Lie acima, isto é, a multiplicação por elementos em Sol3. Observe que as

translações à direita não são isometrias.

Os campos de Killing correpondentes a estas famı́lias de isometrias são

F1 =
∂

∂x
, F2 =

∂

∂y
, F3 = −x ∂

∂x
+ y

∂

∂y
+

∂

∂z
.

Estes campos são invariantes à direita.

Uma outra propriedade importante do Sol3 é que ele admite reflexões. De fato,

reflexões Euclidianas nas coordenadas (x, y, z) com respeito ao plano x = const. e y =
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const. são isometrias do Sol3 que revertem a orientação. a consequência mais importante

disto é que podemos utilizar o Prinćıpio de reflexão de Alexandrov nas direções x e y.

Mais especificamente, o grupo de isotropia na origem (0, 0, 0) é isomorfo ao grupo

diedral D4 e é gerado pelas seguintes isometrias:

σ : (x, y, z) 7−→ (y,−x,−z),

σ : (x, y, z) 7−→ (−x, y, z).

Estas duas isometrias revertem a orientação do Sol3; σ tem ordem 4 e τ tem ordem 2. As

reflexões com respeito ao plano y = 0 é dado por σ2τ . Para mais detalhes veja [11] e [41].

Finalmente, podemos observar que a aplicação

Sol3 −→ R

(x, y, z) 7−→ z

é uma fibração Riemanniana.



Caṕıtulo 2

Superf́ıcies em Espaços Homogêneos

Um problema clássico em Geometria Diferencial é determinar quando uma varie-

dade Riemanniana Mn pode ser imersa isometricamente em outra variedade Riemanniana

M
n+p

. No caso em que p = 1, as equações de Gauss e Codazzi são condições necessárias

para existência de tal imersão, relacionando o tensor curvatura R de M , o tensor curvatura

R de M e o operador de forma S de M . Denotando por ∇ a conexão Remanniana de M

essas equações são, respectivamente, as seguintes:

〈R(X, Y )Z,W 〉 − 〈R̄(X, Y )Z,W 〉 = 〈SX,Z〉〈SY,W 〉 − 〈SY, Z〉〈SX,W 〉,

∇XSY −∇Y SX − S[X, Y ] = R̄(X, Y )N,

para quaisquer campos de vetores X, Y, Z e W em M .

No caso em que M
n+1

é uma forma espacial, isto é, Sn+1,Hn+1 ou Rn+1, as

equações de Gauss e Codazzi são condições necessárias e suficientes para M ser localmente

imersa isometricamente em M . Neste caso, as equações de Gauss e Codazzi envolvem

a métrica e a segunda forma fundamental de M . No caso dos espaços homogêneos,

essas equações não são suficientes para descrever completamente o comportamento das

superf́ıcie imersas em E(κ, τ).

Em [9] Benôıt Daniel obteve uma condição necessária e suficiente para uma su-

perf́ıcie Σ ser localmente imersa isometricamente em E(κ, τ). As equações de Gauss e

Codazzi, neste caso, envolvem a segunda forma fundamental, a projeção T do campo de

Killing ξ sobre o espaço tangente de Σ e a componente normal ν do campo vertical ξ e

podem ser escritas, respectivamente, como

K = detS + τ + (κ− 4τ 2)ν2 ,

∇XSY −∇Y SX − S[X, Y ] = (κ− 4τ 2)ν(〈Y, T 〉X − 〈X,T 〉Y ) .

Além delas aparecem duas outras equações que são consequência do fato do campo

ξ ser paralelo. Tais equações juntas com as equações de Gauss e Codazzi são as chamadas

equações de compatibilidade da superf́ıcie Σ em E(κ, τ).
50
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Na primeira parte deste Caṕıtulo, enunciaremos o Teorema que explicita as

equações de compatibilidade e provaremos que são, de fato, condições necessárias a

existência da imersão. Em seguida, reescreveremos estas equações para o caso em que

temos um parâmetro conforme para a primeira forma fundamental. Essas equações po-

dem ser encontradas em [18]. Também neste caṕıtulo apresentaremos a definição da

diferencial de Abresch-Rosenberg Q, que generaliza a diferencial de Hopf em R3, e apre-

sentamos algumas fórmulas relacionando Q, a função ângulo ν, e a curvatura Gaussiana.

As equações de compatibilidade e a diferencial de Abresch-Rosenberg são as principais

ferramentas usadas na prova dos teoremas principais deste trabalho.

2.1 As Equações de Compatibilidade

Na presente seção, apresentaremos as equações fundamentais de uma imersão de

uma superf́ıcie nos espaços E(κ, τ). As principais referências são os trabalhos de B. Daniel

[9] e [10] e o trabalho de I. Fernández e P. Mira [18].

No que se segue, dada Σ uma superf́ıcie completa, imersa em E(κ, τ) e sejam ds2

a métrica induzida pela imersão, ∇ a conexão Riemanniana, R o tensor curvatura, K a

curvatura Gaussiana e S o operador de forma de Σ. Sejam T um campo de vetores em

Σ tal que ‖T‖ ≤ 1 e ν uma função real suave em Σ tal que ν ≤ 1. Passando para o

recobrimento duplo orientável, se necessário, podemos supor que Σ é orientável. Logo,

podemos definir sobre Σ uma estrutura complexa, que denotaremos por J , da seguinte

forma: dada uma base ortonormal positiva {e1, e2} ⊂ TpΣ, definimos

J(e1) = e2 e J(e2) = −e1.

Geometricamente, J representa uma rotação de
π

2
em TΣ no sentido anti-horário.

Dizemos que a upla (ds2, S, T, ν) satisfaz as equações de compatibilidade para

E(κ, τ), se

‖T‖2 + ν2 = 1

e, além disso, as igualdades

(i) K = detS + τ 2 + (κ− 4τ 2)ν2 ;

(ii) ∇XSY −∇Y SX − S[X, Y ] = (κ− 4τ 2)ν(〈Y, T 〉X − 〈X,T 〉Y ) ;

(iii) ∇XT = ν(SX − τJX) ;

(iv) dν(X) + 〈SX − τJX, T 〉 = 0 ;

são válidas, para todo X, Y ∈ X(Σ).
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Observação 2.1.1. Note que quando ν 6= 0, (iii) implica (iv). De fato, diferenciando a

identidade 〈T, T 〉+ ν2 = 1 e usando (iii), obtemos

〈ν(SX − τJX), T 〉+ dν(x)ν = 0.

Logo, se ν 6= 0, obtemos a equação (iv).

É interessante, para o que se segue, escrevermos o tensor curvatura de E(κ, τ) em

termos da projeção T do campo de Killing ξ sobre o espaço tangente de Σ. A proposição

seguinte é uma consequência da Proposição 1.2.4 e pode ser encontrada em [9].

Proposição 2.1.2. Para X, Y, Z,W ∈ X(Σ), temos

〈R̄(X, Y )Z,W 〉 = (κ− 3τ 2)〈R0(X, Y )Z,W 〉+ (κ− 4τ 2)〈R1(T ;X, Y )Z,W 〉

R̄(X, Y )N = (κ− 4τ 2)ν(〈Y, T 〉X − 〈X,T 〉Y ),

onde

ν = 〈N, ξ〉,

T é a projeção de ξ em TΣ, isto é,

T = ξ − νN,

e R0 e R1 são definidos pelas igualdades (1.3) e (1.4) da Proposição 1.2.4.

Prova. A primeira equação segue diretamente da Proposição 1.2.4 e do fato de que

〈N,X〉 = 0 e 〈X,T 〉 = 〈X, ξ〉 para todo X ∈ X(Σ).

Para a segunda equação, usando novamente o fato acima, temos

R̄(X, Y )N = (κ− 3τ 2)Ro(X, Y )N + (κ− 4τ 2)R1(ξ;X, Y )N

= (κ− 3τ 2)(〈X,N〉Y − 〈Y,N〉X)

+(κ− 4τ 2)(〈Y, ξ〉〈N, ξ〉X + 〈Y,N〉〈X, ξ〉ξ

−〈X,N〉〈Y, ξ〉ξ − 〈X, ξ〉〈N, ξ〉Y )

= (κ− 4τ 2)(〈Y, ξ〉〈N, ξ〉X − 〈X, ξ〉〈N, ξ〉Y )

= (κ− 4τ 2)ν(〈Y, ξ〉X − 〈X, ξ〉Y ) .

Agora, usando que ξ = T + νN , obtemos

R̄(X, Y )N = (κ− 4τ 2)ν(〈Y, T 〉X − 〈X,T 〉Y ) ,

o que conclui a prova. �

O Teorema a seguir, foi obtido por Benôıt Daniel em [9]. Ele afirma que, para

garantir a existência de uma imersão isométrica de uma superf́ıcie Σ no espaço homogêneo

3-dimensional E(κ, τ), é necessário e suficiente que Σ satisfaça as equações de compatibi-

lidade para E(κ, τ).
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Teorema 2.1.3 (Benôıt Daniel, 2007). Sejam Σ uma variedade Riemanniana orientada,

simplesmente conexa, de dimensão dois, ds2 sua métrica Riemanniana e ∇ sua conexão

Riemanniana. Sejam S um campo de operadores simétricos Sy : TyΣ −→ TyΣ, T um

campo de vetores em Σ e ν uma função suave em Σ tal que ‖T‖2 + ν2 = 1.

Sejam ξ um campo vertical em E(κ, τ), onde κ é a curvatura da base da fibração

e τ a curvatura fibrado. Então existe uma imersão isométrica f : Σ −→ E(κ, τ) tal que o

operador de forma com respeito ao normal N associado a f é

df ◦ S ◦ df−1

e tal que

ξ = df(T ) + νN

se, e somente se, (ds2, S, T, ν) satisfaz as equações de compatibilidade para E(κ, τ). Neste

caso, a imersão é unica a menos de isometrias globais de E(κ, τ) que preservam a ori-

entação da fibra e da base da fibração.

A prova de que as equações de compatibilidade são necessárias é feitas nos Lemas

2.1.4 e 2.1.5 abaixo. A prova da rećıproca é baseada no método do referencial móvel e

pode ser encontrada em [9] e [10].

Lema 2.1.4 (Equações de Gauss e Codazzi em uma variedade homogênea). Para Σ

imersa isometricamente em E(κ, τ), temos

K = Ke + τ 2 + (κ− 4τ 2)ν

e

∇XSY −∇Y SX − S[X, Y ] = (κ− 4τ 2)ν(〈Y, T 〉X − 〈X,T 〉Y ) ,

onde K é a curvatura de Gauss de Σ e Ke = detS é a curvatura extŕınseca de Σ.

Prova. Sabemos que as equações de Gauss e Codazzi para uma hipersuperf́ıcie Rieman-

niana são

〈R̄(X, Y )Z,W 〉 − 〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈SX,Z〉〈SY,W 〉 − 〈SX,W 〉〈SY, Z〉, (2.1)

R̄(X, Y )N = ∇XSY −∇Y SX − S[X, Y ]. (2.2)

Pela Proposição 2.1.2, temos que

(κ− 3τ 2)〈R0(X, Y )Z,W 〉 + (κ− 4τ 2)〈R1(T ;X, Y )Z,W 〉

= 〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈SX,Z〉〈SY,W 〉 − 〈SX,W 〉〈SY, Z〉.

Escolhendo X, Y tais que ‖X‖ = ‖Y ‖ = 1, 〈X, Y 〉 = 0 e fazendo X = Z, Y = W ,

obtemos as igualdades

R0(X, Y )X = 〈X,X〉Y − 〈Y,X〉X = ‖X‖2Y = Y
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e

R1(T ;X, Y )X = 〈Y, T 〉〈X,T 〉X − 〈Y, T 〉T − 〈X,T 〉〈X,T 〉Y.

Assim,

〈R0(X, Y )X, Y 〉 = 〈Y, Y 〉 = 1,

〈R1(T ;X, Y )X, Y 〉 = −‖T‖2.

Por outro lado, uma vez que T = ξ − νN , temos

‖T‖2 = 〈ξ − νN, ξ − νN〉

= 〈ξ, ξ〉 − 2ν〈ξ,N〉+ ν2〈N,N〉

= 1− ν2.

Além disso,

detS = 〈SX,X〉〈SY, Y 〉 − 〈SY,X〉〈SY,X〉.

Logo,

K = detS + κ− 3τ 2 − (κ− 4τ 2)‖T‖2

= detS + κ− 3τ 2 − (κ− 4τ 2)(1− ν2)

= detS + τ 2 + (κ− 4τ 2)ν2,

ou seja,

K = detS + τ 2 + (κ− 4τ 2)ν2 ,

que é a equação de Gauss em E(κ, τ).

Finalmente, juntando a Proposição 2.1.2 e a equação (2.2), obtemos a equação

de Codazzi

∇XSY −∇Y SX − S[X, Y ] = (κ− 4τ 2)ν(〈Y, T 〉X − 〈X,T 〉Y ).

�

Pela Proposição 1.2.2, a curvatura fibrado τ nos espaços homogêneos E(κ, τ) deve

satisfazer ∇Xξ = τX ∧ ξ. Consequentemente, temos que uma imersão em E(κ, τ) satisfaz

o seguinte resultado.

Lema 2.1.5. Para X ∈ X(Σ), temos

∇XT = ν(SX − τJX) e dν(X) + 〈SX − τJX, T 〉 = 0.

Prova. Como ξ = T + νN , temos

∇Xξ = ∇X(T + νN)

= ∇XT + dνN + ν∇XN.
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Usando que

∇XT = ∇XT + 〈SX, T 〉N e ∇XN = −SX,

obtemos

∇Xξ = ∇XT + 〈SX, T 〉N + dν(X)N − νSX .

Por outro lado,

∇Xξ = τX ∧ ξ

= τX ∧ (T + νN)

= τ(X ∧ T + νX ∧N)

= τ(〈JX, T 〉N − νJX).

Igualando as expressões, encontramos

〈SX, T 〉N − τ〈JX, T 〉N + dν(X)N +∇XT = ν(SX − τJX),

ou seja,

(〈SX − τJX, T 〉+ dν(X))N +∇XT = ν(SX − τJX).

Conclúımos então que

∇XT = ν(SX − τJX)

e

dν(X) + 〈SX − τJX, T 〉 = 0,

como afirmado. �

Agora, vamos reescrever as equações fundamentais para uma imersão ψ : Σ −→
E(κ, τ) em termos de um parâmetro conforme z. Identificaremos ψ(Σ) com Σ. Vamos con-

siderar, então, Σ uma superf́ıcie de Riemann com estrutura complexa dada pela métrica

induzida e z denotará o parâmetro conforme de Σ. Associado a z = u+iv, consideraremos

os operadores ∂z = 1
2
(∂u − i∂v) e ∂z̄ = 1

2
(∂u + i∂v).

Sejam N um vetor normal unitário de Σ e ξ o campo de Killing unitário vertical

de E(κ, τ). Chamaremos de dados fundamentais de Σ a upla

(λ, ν,H, p, A) ∈ R+ × [−1, 1]× R× C× C,

onde λ é o fator de conformidade da métrica induzida em Σ, isto é, λ = 2〈∂z, ∂z̄〉, ν =

〈N, ξ〉 é a componente normal do campo vertical ξ; H é a curvatura média de Σ, p é a

diferencial de Hopf de Σ, ou seja, p = 〈−∇∂zN, ∂z〉dz2, e, sendo T ∈ X(Σ) a componente

tangente do campo vertical ξ, isto é, T = ξ − νN , temos A := 〈ξ, ∂z〉 = 〈T, ∂z〉.
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Em termos do parâmetro conforme complexo z, a primeira e a segunda formas

fundamentais de Σ são dadas por

I = λ|dz|2,

II = pdz2 + λH|dz|2 + p̄dz̄2,

respectivamente. Assim, temos

II(∂z, ∂z) = 〈S(∂z), ∂z〉 = p, II(∂z, ∂z̄) = 〈S(∂z), ∂z̄〉 =
λH

2
. (2.3)

Além disso, como A = 〈T, ∂z〉 e I = λ|dz|2 =
λ

2
(dzdz̄ + dz̄dz), temos que

A = 〈T, ∂z〉 = I(T, ∂z) =
λ

2
dz̄(T )

e

Ā = 〈T, ∂z̄〉 = I(T, ∂z̄) =
λ

2
dz(T ).

Como T ∈ X(Σ), podemos escrever

T = a∂z + b∂z̄.

Então

dz(T ) = dz(a∂z + b∂z̄) = a e dz̄(T ) = dz̄(a∂z + b∂z̄) = b.

Logo,

T =
2

λ
(Ā∂z + A∂z̄). (2.4)

Lema 2.1.6. As seguintes relações intŕınsecas em Σ são satisfeitas:

1) 〈∂z, ∂z〉 = 0;

2) 〈∂z̄, ∂z̄〉 = 0;

3) 〈∂z, ∂z̄〉 =
λ

2
;

4) K =
−2(logλ)zz̄

λ
;

5) ∇∂z∂z = λz
λ
∂z;

6) ∇∂z∂z̄ = ∇∂z̄∂z = 0;

7) J(∂z) = i∂z.
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Prova. Como I = 〈. , .〉 = λ|dz2|, temos as igualdades 1), 2) e 3).

〈∂z, ∂z〉 = I(∂z, ∂z) = 0 , 〈∂z̄, ∂z̄〉 = I(∂z̄, ∂z̄) = 0 e 〈∂z, ∂z̄〉 = I(∂z, ∂z̄) =
λ

2
.

Agora, tendo em conta que (ver [7], pg 283)

K = − 1

2λ
∆ log λ

e

∆(log λ) = 4(log λ)zz̄ ,

encontramos 4)

K =
−2(logλ)zz̄

λ
.

Para provar as demais igualdades, expressamos os coeficientes da conexão ∇
associados a z e z̄ como

∇∂z∂z = CΓ1
11∂z + CΓ2

11∂z̄,

∇∂z∂z = CΓ1
12∂z + CΓ2

12∂z̄,

∇∂z∂z = CΓ1
22∂z + CΓ2

22∂z̄,

onde CΓkij são os śımbolos de Chistoffel da conexão associados a parametrização (z, z̄).

De fato, escrevendo z = u+ iv, temos

∇∂z∂z =
1

4
∇∂u−i∂y (∂u−i∂y)

=
1

4

(
(Γ1

11 − 2iΓ1
12 − Γ1

22)∂u + (Γ2
11 − 2iΓ2

12 − Γ2
22)∂v

)
,

=
1

4
(
(
Γ1

11 − Γ1
22 + 2Γ2

12) + i(Γ2
11 − Γ2

22 − 2Γ1
12)
)
∂z

+
1

4
((Γ1

11 − Γ1
22 − 2Γ2

12)− i(Γ2
11 − Γ2

22 + 2Γ1
12))∂z̄.

Logo,

CΓ1
11 =

1

4
(
(
Γ1

11 − Γ1
22 + 2Γ2

12) + i(Γ2
11 − Γ2

22 − 2Γ1
12)
)
,

CΓ2
11 =

1

4
((Γ1

11 − Γ1
22 − 2Γ2

12)− i(Γ2
11 − Γ2

22 + 2Γ1
12)).

De forma análoga, obtemos

CΓ2
12 =

1

4
(Γ1

11 + Γ1
22 + i(Γ2

11 + Γ2
22);

CΓ1
11 = CΓ2

22 ;

CΓ2
11 = CΓ1

22 ;

CΓ1
12 = CΓ2

12 ;

Então, podemos determinar ∇∂z∂z,∇∂z∂z̄ ,∇∂z̄∂z e ∇∂z̄∂z̄. Como a parame-

trização é isotérmica, os śımbolos de Christofell são dados pelas igualdade.
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Γ1
12 =

Ev
2E

, Γ1
22 = −Gu

2E
, Γ1

11 =
Eu
2E

,

Γ2
22 = −Ev

2G
, Γ2

12 =
Gu

G
, Γ2

22 =
Gv

2G
, Γ2

12 =
Gu

2G
,

e, como CΓ1
11 =

λz
λ

e CΓ2
11 = 0, temos que

∇∂z∂z = CΓ1
11∂z + CΓ2

11∂z̄

=
λz
λ
∂z.

Analogamente,

∇∂z∂z̄ = ∇∂z̄∂z = 0 e ∇∂z̄∂z̄ =
λz̄
λ
.

�

O Teorema a seguir, foi obtido em [18]. Ele apresenta as equações de compati-

bilidade para o caso em que temos uma parâmetro conforme para a primeira forma fun-

damental.

Teorema 2.1.7 (I.Fernández e P. Mira). Os dados fundamentais de uma imersão

ψ : Σ −→ E(κ, τ) satisfazem as seguintes condições de integrabilidade

K = Ke + τ 2 + (κ− 4τ 2)ν2; (2.5)

pz =
λ

2
(Hz + νA(κ− 4τ 2)); (2.6)

Az =
νλ

2
(H + iτ); (2.7)

νz = −(H − iτ)A− 2pA

λ
; (2.8)

|A|2 =
1

4
λ(1− ν2). (2.9)

Reciprocamente, se escolhermos funções λ, ν,H : Σ −→ R, com λ > 0,−1 ≤ ν ≤
1 e p,A : Σ −→ C em uma superf́ıcie de Riemann, simplesmente conexa, Σ satisfazendo as

condições de integrabilidade acima para constantes κ, τ , com κ− 4τ 2 6= 0, então, a menos

de congruência, existe uma única superf́ıcie ψ : Σ −→ E(κ, τ) cujos dados fundamentais

são (λ, ν,H, p, A).

Prova. O Teorema 2.1.3, afirma que uma condição necessária e suficiente para a existência

de uma imersão isométrica é dada em termos das equações de compatibilidade. Assim,

para provar este teorema verificaremos que as equações fundamentais (2.5) à (2.8) são

equivalentes as equações de compatibilidade.
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Sejam, então (λ, ν,H, p, A) os dados fundamentais da superf́ıcie Σ. Vamos mos-

trar que (λ, ν,H, p, A) satisfaz as equações (2.5) à (2.8) se e, somente se, (S, T,∇, ν, J,K)

veri-fica as equações de compatibilidade.

Primeiramente, vamos verificar que ‖T‖2 + ν2 = 1 é equivalente à (2.9). Como,

por (2.4),

T =
2

λ
(Ā∂z + A∂z̄),

temos que ∥∥∥∥2

λ
(Ā∂z + A∂z̄)

∥∥∥∥2

= λ|A|2,

e portanto,

‖T‖2 + ν2 = 1⇐⇒
∥∥∥∥2

λ
(Ā∂z + A∂z̄)

∥∥∥∥2

= 1− ν2 ⇐⇒ 4|A|2

λ
= 1− ν2.

Agora, vamos verificar que (iv) é equivalente à (2.7). Como (iv) é uma expressão

linear em X, é suficiente mostrar que essa igualdade vale para X = ∂z. Então, fazendo

X = ∂z em (iv), temos

dν(∂z) + 〈S(∂z)− τJ(∂z), T 〉 = 0. (2.10)

Como dν = νzdz+νz̄dz̄, encontramos que dν(∂z) = νz. Substituindo dν(∂z) = νz, J(∂z) =

i∂z e T =
2

λ
(Ā∂z + A∂z̄) na expressão (2.10) acima, temos

uz = −〈S(∂z)− τJ(∂z),
2

λ
(Ā∂z + A∂z̄)〉 − 〈iτ∂z,

2

λ
(Ā∂z + A∂z̄)〉

= −2

λ
Ā〈S(∂z), ∂z −

2

λ
A〉S(∂z), ∂z̄ − iτA

= −2

λ
Āp− 2

λ
A
λ

2
H + iτA

= −(H − iτ)A− 2

λ
pĀ.

Ou seja, (iv) é equivalente à (2.7).

Analogamente, como (iii) é linear em X, é suficiente mostar que (iii) é válido

para X = ∂z. Isto é equivalente a mostrar que

〈∇∂zT, ∂z̄〉 =
νλ

2
(H − iτ) e 〈∇∂zT, ∂z〉 = νp.

De fato,

〈∇∂zT, ∂z̄〉 = 〈ν(S(∂z)− τJ(∂z)), ∂z̄

= ν〈S(∂z)− iτ∂z, ∂z̄〉

= ν〈S(∂z), ∂z̄〉 − νiτ〈pz, ∂z̄, ∂z̄〉

= ν
λH

2
− νiτ λ

2

=
νλ

2
(H − iτ) (2.11)
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e

〈∇∂zT, ∂z〉 = 〈ν(S(∂z)− τJ(∂z)), ∂z〉

= ν〈S(∂z), ∂z〉 − iτ〈∂z, ∂z〉

= νp. (2.12)

Observe que (2.11) é precisamente o conjugado da expressão (2.6). Além disso, como a

conexão é compat́ıvel com a métrica, temos

∂z〈T, ∂z〉 = 〈∇∂zT, ∂z〉+ 〈T,∇∂z∂z〉

∂zA = 〈∇∂zT, ∂z〉+ 〈T, λz
λ
∂z〉

= 〈∇∂zT, ∂z〉+
λz
λ
〈T, ∂z〉.

Logo,

〈∇∂zT, ∂z〉 = Az −
λz
λ
〈T, ∂z〉,

e podemos reescrever (2.12) como

Az −
λz
λ
〈T, ∂z〉 = νp. (2.13)

Agora, derivando (2.8) com respeito a z, obtemos

(Az z̄ + AĀz)λ− AĀλz
λ2

= −ννz
2
.

Substituindo (2.6) e (2.7) na expressão acima obtemos (2.13). Ou seja, (iii) é obtida a

partir de (2.6), (2.7) e (2.8).

A seguir, vamos mostrar que (ii) é equivalente à (2.5). Como (2.8) é uma ex-

pressão bilinear e anti-simétrica nas variáveis X e Y é suficiente verificar (2.8) para X = ∂z

e Y = ∂z̄. Assim, temos

∇∂zS(∂z̄)−∇∂zS(∂z̄)− S([∂z, ∂z̄]) = (κ− 4τ 2)ν(〈∂z̄, T 〉∂z − 〈∂z, T 〉∂z̄).

Uma vez que vale

S([∂z, ∂z̄]) = ∇∂z̄∂z −∇∂z∂z̄ = 0,

encontramos que

∇∂zS(∂z̄)−∇∂zS(∂z̄) = (κ− 4τ 2)ν(〈∂z̄, T 〉∂z − 〈∂z, T 〉∂z̄).

Agora, tomando o produto interno dessa expressão por ∂z, e usando que

〈∂z, ∂z〉 = 0 e 〈∂z̄, ∂z〉 =
λ

2
,
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obtemos

〈∇∂zS(∂z̄)−∇∂z̄S(∂z), ∂z〉 = (κ− 4τ 2)ν〈〈∂z̄, T 〉∂z, ∂z〉 − 〈〈∂z, T 〉∂z̄, ∂z〉

〈∇∂zS(∂z̄), ∂z〉 − 〈∇∂z̄S(∂z), ∂z〉 = (κ− 4τ 2)ν〈∂z, T 〉
λ

2
. (2.14)

Como

p = 〈S(∂z), ∂z〉 e ∇∂z̄∂z = 0,

temos

∂z̄〈S(∂z), ∂z〉 = 〈∇∂z̄S(∂z), ∂z〉+ 〈S(∂z),∇∂z̄∂z〉,

pz̄ = 〈∇∂z̄S(∂z), ∂z〉.

Além disso, como

〈S(∂z̄), ∂z〉 = I(∂z̄, ∂z) = −λH
2

e

∂z〈S(∂z̄), ∂z〉 = 〈∇∂zS(∂z̄), ∂z〉+ 〈S(∂z̄),∇∂z∂z〉

= 〈∇∂zS(∂z̄), ∂z〉+

〈
S(∂z̄),

λz
λ
∂z

〉
,

conclúımos que

〈∇∂zS(∂z̄), ∂z〉 = −λHz

2
.

Substituindo esta expressão em (2.14) obtemos (2.5).

Finalmente, como

E = G = 0, F =
λ

2
, e = p, g = p̄, e f =

λH

2
,

obtemos

detS = K(I, II) (2.15)

=
eg − f 2

EG− F 2
=
pp̄− λ2H2

4

−λ
2

4

= H2 − 4|P |2

λ2
. (2.16)

mais ainda, tendo em conta que

K =
−2(logλ)zz̄

λ
,

podemos escrever a equação de Gauss (i) como

(logλ)zz̄ =
2|p|2

λ
− λ

2
ν2(κ− 4τ 2)− λ

2
(H2 + τ 2). (2.17)
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Derivando (2.13) com respeito a z̄, obtemos

Azz̄ −
[

(λzz̄A+ λzAz̄)− λzAλz̄
λ2

]
= νz̄p+ νpz̄.

substituindo (2.5), (2.6) e (2.7) na expressão acima, obtemos exatamente a expressão

(2.17). Ou seja, (i) é obtido a partir das equações (2.5), (2.6) e (2.7).

Portanto as equações (2.5) à (2.8) são equivalentes às equações compatibilidade,

e o resultado segue do Teorema 2.1.3. �

2.2 A Diferencial de Abresch-Rosenberg

Em 1955, H. Hopf construiu uma diferencial quadrática definida sobre superf́ıcies

de R3 que, aliado ao fato de ser holomorfa quando a curvatura média da superf́ıcie é

constante, é a principal ferramenta para demonstrar o seguinte importante resultado.

Teorema(Heinz Hopf). Seja M uma superf́ıcie compacta de gênero zero imersa

em R3 com curvatura média constante. Então M é isométrica à esfera redonda.

Este resultado foi estendido para esferas S2 de curvatura média constante na

esfera S3 e no espaço hiperbólico H3.

Em 2004, U. Abresch e H. Rosenberg em [AR1] e [AR2] generalizaram a definição

da diferencial de Hopf para superf́ıcies de curvatura média constante nos espaços produtos

S2 ×R e H2 ×R e, mais geralmente, para espaços homogêneos tridimensional com grupo

de isometrias de dimensão quatro e, consequentemente, estabeleceram uma generalização

do Teorema de Hopf. Em verdade, eles provaram o

Teorema(Abresch-Rosenberg). Qualquer imersão de uma esfera S2 de curva-

tura média constante, em um espaço homogêneo simplesmente conexo, (M3, g) com grupo

de isometrias no mı́nimo de dimensão quatro, é de fato uma esfera de curvatura média

constante, mergulhada e rotacionalmente invariante.

A diferencial de Abresch-Rosenberg para uma imersão ψ : Σ −→ E(κ, τ) é a

diferencial quadrática globalmente definida por

Qdz2 = (2(H + iτ)p− (κ− 4τ 2)A2)dz2. (2.18)

Ao contrário do que acontece em R3, onde a diferencial de Hopf ser holomorfa im-

plica necessariamente que a superf́ıcie tem curvatura média constante, existem superf́ıcies

em alguns espaços homogêneos E(κ, τ), com diferencial de Abresch-Rosenberg holomorfa

e curvatura média não constante. Para mais detalhes ver [18]. Em verdade, para a

diferencial de Abresch-Rosenberg, temos o seguinte.
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Teorema 2.2.1 ([12]). Qdz2 é uma diferencial quadrática holomorfa em qualquer su-

perf́ıcie de curvatura média constante em E(κ, τ).

Prova. Derivando Q em relação a z̄, encontramos

Qz̄ = 2Hz̄p+ 2(H + iτ)pz̄ − (κ− 4τ 2)2AAz̄.

Substituindo as equações (2.6) e (2.7), obtemos

Qz̄ = λHz(H + iτ) + 2Hz̄p.

Como Σ tem curvatura média constante, temos que

Hz = Hz̄ = 0

e, portanto,

Qz̄ = 0.

Ou seja, Q é holomorfa. �

Associada a diferencial de Abresch-Rosenberg, definimos sobre uma superf́ıcie de

curvatura média constante Σ, uma função suave q : Σ −→ R+ dada por

q =
4|Q|2

λ2
.

Como Q é holomorfa em qualquer superf́ıcie de curvatura média constante, temos que q

também é holomorfa. Logo, q é identicamente nula ou os zeros de q são isolados. Note

que q não depende do parâmetro conforme z. Assim, q é definida globalmente em Σ.

Para o resultado que se segue vamos redefinir a diferencial de Abresch-Rosenberg

para a imersão de uma superf́ıcie ψ : Σ −→ E(κ, τ) como sendo a diferencial quadrática

Qdz2 =

(
2p− κ− 4τ 2

H + iτ
A2

)
dz2,

definida longe dos pontos com H = 0 se τ = 0. Assim, para a Proposição que se segue,

assumiremos que as superf́ıcies tem curvatura média não nula se τ = 0. Note que não há

perda de generalidade com isso, pois nosso estudo é basicamente local. Estamos apenas

excluindo as superf́ıcies mı́nimas em S2 × R e H2 × R, que são melhores estudadas por

outros métodos.

Observe ainda que, definir a diferencial de Abresch-Rosenberg como acima, deixa

claro que tal diferencial é uma perturbação da diferencial de Hopf. Com esta definição a

equação de Codazzi pode ser reescrita da seguinte maneira.

Qz̄ = λHz + (κ− 4τ 2)
Hz̄A

2

(H + iτ)2
. (2.19)
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Como comentamos acima, em geral, não é verdade que a diferencial de Abresch-

Rosenberg em uma superf́ıcie Σ ⊂ E(κ, τ) ser holomorfa implica que a curvatura média

é constante. Entretanto, para alguns casos particulares o fato acima é verdadeira. Por

exemplo para esferas de Berger que satisfazem κ − 8τ 2 < 0. Veja [18]. O fato acima

também é verdade para as superf́ıcies com diferencial de Abresch-Rosenberg identicamente

nula. Isto é o que afirma a proposição a seguir.

Proposição 2.2.2. Qualquer superf́ıcie em E(κ, τ) com diferencial de Abresch-Rosenberg

nula é uma superf́ıcie de curvatura média cosntante.

Prova. Suponha que H não é constante em um aberto U ⊂ Σ. Então podemos supor,

sem perda de generalidade que Hz 6= 0 e A 6= 0, do contrário teŕıamos ν2 = 1 e H = τ = 0.

Por hipótese Q ≡ 0, então

2p =
κ− 4τ 2

H + iτ
A2 (2.20)

e a equação de Codazzi (2.19) fica

λHz = −(κ− 4τ 2)
HZ̄A

2

(H + iτ)2
,

o que implica com
A2

λ
Hz̄ =

(H + iτ)2

κ− 4τ 2
Hz.

Como Hz 6= 0, ficamos
A2

λ
=

(H + iτ)2

κ− 4τ 2
.

Tomando o módulo na expressão acima, obtemos

|A|2

λ
=

H2 + τ 2

|κ− 4τ 2|
. (2.21)

Agora, substituindo as equações (2.20) e (2.21) na equação (2.8) e usando o fato

que
|w|2

w
= w̄ para todo número complexo w, temos

−νz = (H − iτ)A+
2pĀ

λ

= (H − iτ)A+
κ− 4τ 2

H + iτ
A2 Ā

λ

= (H − iτ)A+
κ− 4τ 2

H + iτ
A
|A|2

λ

= (H − iτ)A+ A
κ− 4τ 2

|κ− 4τ 2|
· H

2 + τ 2

H + iτ

= (H − iτ)A

(
1 +

κ− 4τ 2

|κ− 4τ 2|

)
,
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ou seja,

−νz = (H − iτ)A

(
1 +

κ− 4τ 2

|κ− 4τ 2|

)
. (2.22)

Consequentemente, se κ − 4τ 2 < 0, inferimos que νz ≡ 0, ou seja, ν é constante. Por

outro lado, juntando as equações (2.21) e (2.9), conclúımos que

1− ν2 =
4(H2 + τ 2)

|κ− 4τ 2|
. (2.23)

Como ν é constante, por (2.23), H deve ser constante, o que não é posśıvel, pois estamos

supondo H não constante.

Se κ− 4τ 2 > 0, usando as expressões (2.19) e (2.21), encontramos

Hz(H + iτ)Ā = −κ− 4τ 2

H + iτ
Hz̄A

|A|2

λ

= −κ− 4τ 2

H + iτ
Hz̄A

H2 + τ 2

κ− 4τ 2

= −H
2 + τ 2

H + iτ
Hz̄A

= −Hz̄(H − iτ)A.

Isto é,

Hz̄(H + iτ)Ā = −Hz(H + iτ)Ā.

Logo, Hz(H + iτ)Ā ∈ iR.

Agora, diferenciando (2.23), encontramos que

νz =
4HHz

(κ− 4τ 2)ν
.

Logo,

νz(H + iτĀ) =
4H

(κ− 4τ 2)
ν ·Hz(H + τ)Ā ∈ iR.

Por outro lado, usando a expressão (2.22), obtemos

νz(H + iτ)Ā = −(H2 + τ 2)|A|2
(

1 +
κ− 4τ 2

|κ− 4τ 2|

)
∈ R− {0}

o que é uma contradição. Portanto H é constante.

�

O próximo Lema dá as expressões para o Laplaciano e para norma do gradiente

da função ângulo ν, bem como relaciona a função q com a curvatura Gaussiana K. Antes,

vamos ver como ficam as expressões do gradiente e do Laplaciano em termos da métrica

〈 . 〉 = λ|dz|2. A matriz dos coeficientes da métrica 〈 . 〉 é dada por
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(gij) =

(
0 λ

2
λ
2

0

)
,

e a sua matriz inversa é (
gij
)

=

(
0 2

λ
2
λ

0

)
.

Tendo em conta que as expressões do gradiente e do Laplaciano de uma função

f sobre uma variedade Riemanianna (M, g), em termos da métrica g, são dadas por (ver

[8]):

∇f =
∑
k,l

(gkl∂lf)∂k

e

∆f =
1
√
g

2∑
j,k=1

∂j(g
jk√g∂kf),

temos

∇f =
∑
k,l

(gkl∂lf)∂k

= (g11∂1f + g12∂2f)∂1 + (g21∂1f + g22∂2f)∂2

= (g11∂zf + g12∂z̄f)∂z + (g21∂zf + g22∂z̄f)∂z̄

=
1

λ
fz̄∂z +

1

λ
fz∂z̄ .

Ou seja,

∇f =
1

λ
fz̄∂z +

1

λ
fz∂z̄.

E, para o Laplaciano de f , ficamos com

∆f =
1
√
g

2∑
j,k=1

∂j(g
jk√g∂kf)

=
1√
−λ2/4

2∑
j=1

(
∂j(g

i1λ

2
i∂1f) + ∂j(g

i2λ

2
i∂2f)

)
=

2

λi
(i∂z(fz̄) + i∂z(fz))

=
2

λ
(fz̄z + fzz̄)

=
4

λ
fzz̄ .

Portanto,

∆f =
4

λ
fzz̄ .

Com isso podemos apresentar a prova do seguinte lema.
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Lema 2.2.3. Seja Σ uma superf́ıcie imersa em E(κ, τ). Então as seguintes equações são

satisfeitas:

‖∇ν‖2 =
4H2 + κ− (κ− τ 2)ν2

4(κ− τ 2)

(
4(H2 −He) + (κ− 4τ 2)(1− ν2)

)
− q

κ− 4τ 2
; (2.24)

∆ν = −(4H2 + 2τ 2 + (κ− 4τ 2)(1− ν2)− 2Ke)ν . (2.25)

Além disso, longe dos zeros isolados de q, temos

∆ ln q = 4K. (2.26)

Prova. Usando a equação (2.8) e a igualdade νz = −(H − iτ)Ā− 2
λ
pA, obtemos

|νz|2 = νzνz

=
4

λ2
|p|2|A|2 + (H2 + τ 2)|A|2 +

2

λ
(H + iτ)pĀ2 +

2

λ
(H − iτ)p̄2A .

Como

Q = 2(H = iτ)p− (κ− 4τ 2)A2,

temos que

|Q|2 = QQ̄ (2.27)

= 4(H2 + τ 2)|p|2 + (κ− 4τ 2)2|A|4

−(κ− 4τ 2)
(
2(H + iτ)pĀ2 + 2(H − iτ)p̄A2

)
.

Mas, como (κ− 4τ 2) 6= 0, podemos escrever a expressão acima da seguinte forma

2(H + iτ)pĀ2 + 2(H − iτ)p̄A2 =
4(H2 + τ 2)|p|2

(κ− 4τ 2)
+

(κ− 4τ 2)2|A|4

(κ− 4τ 2)
− |Q|2

(κ− 4τ 2)
.

Multiplicando esta expressão por 1
λ

e substituindo em |νz|, obtemos

|νz| =
4

λ2
|p|2|A|2 + (H2 + τ 2)|A|2 +

(H2 + τ 2)

(κ− 4τ 2)

4|p|2

λ

+
(κ− 4τ 2)2

(κ− 4τ 2)

|A|4

λ
− |Q|2

λ(κ− 4τ 2)
.

Substituindo (2.9) e 4|p|2 = λ(H2 −Ke), temos que

|νz|2 = (H2 −Ke)
(1− ν2)

4
λ+ (H2 + τ 2)

(1− ν2)

4
+ (H2 −Ke)

H2 + τ 2

κ− 4τ 2
λ

+(κ− 4τ 2)
(1− ν2)2

16
λ− |Q|2

λ(κ− 4τ 2)
.
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Usando que ‖∇ν‖2 =
4

λ
|νz|2 e substituindo q =

4|Q|2

λ2
, encontramos

‖∇ν‖2 =
4

λ
|νz|2 = (H2 −Ke)(1− ν2) + (H2 + τ 2)(1− ν2) + 4

(
H2 + τ 2

κ− 4τ 2

)
(H2 −Ke)

+(κ− 4τ 2)
(1− ν2)2

4
− q

(κ− 4τ 2)
(2.28)

= (H2 −Ke)

(
(1− ν2) + 4

H2 + τ 2

κ− 4τ 2

)
(2.29)

+(1− ν2)(κ− 4τ 2)

(
1− ν2

4
+
H2 + τ 2

κ− 4τ 2

)
− q

κ− 4τ 2

=

(
1− ν2

4
+
H2 + τ 2

κ− 4τ 2

)(
4(H2 −Ke) + (κ− 4τ 2)(1− ν2)− q

κ− 4τ 2

)
=

4H2 + κ− (κ− 4τ 2)ν2

4(κ− 4τ 2)

(
4(H2 −Ke) + (κ− 4τ 2)(1− ν2)− q

κ− 4τ 2

)
.

Portanto,

‖∇ν‖2 =
4H2 + κ− (κ− 4τ 2)ν2

4(κ− 4τ 2)
(4(H2 −Ke) + (κ− 4τ 2)(1− ν2)) (2.30)

− q

κ− 4τ 2

Por outro lado, derivando a equação νz = −(H − iτ)A− 2

λ
pĀ com respeito a z̄,

obtemos

νzz̄ = −(H − iτ)Az̄ −
2

λ
pz̄Ā−

2

λ
pĀz̄ +

2

λ2
pĀλz̄ .

Observando que Āz̄ = Āz, temos

Āz̄ = Āz =
λz̄
λ
Ā+ p̄ν.

Usando as equações (2.6), (2.7) e que H é constante, temos

νzz̄ = −(H2 + τ 2)

2
λν − (κ− 4τ 2)ν|A|2 +

2

λ
|p|2ν .

E, substituindo (2.9), obtemos

νzz̄ = −(H2 + τ 2)

2
λν − λν

4
(κ− 4τ 2)(1− ν2) +

2

λ
|p|2ν

= −λν
4

(
(κ− 4τ 2)(1− ν2) +

8|p|2

λ2
+ 2(H2 + τ 2)

)
.

Como ∆ν =
4

λ
νzz̄ e H2 −Ke =

4|p|2

λ2
, obtemos

∇ν = −((κ− 4τ 2)(1− ν2) + 2(H2 −Ke) + 2(H2 + τ 2))ν.
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Finalmente, seja p ∈ Σ tal que Q(p) 6= 0. Então

∆ ln q = ∆ ln
4|Q|2

λ2

= ∆4|Q|2 −∆ lnλ2

= ∆4|Q|2 − 2 lnλ.

Assim,

∆ ln |Q|2 = (ln |Q|2)zz̄

= (ln(QQ̄))zz̄

=

(
QzQ̄+QQ̄z

|Q|2

)
z̄

=

(
QzQ̄

QQ̄
+
QQz̄

QQ̄

)
z̄

=

(
Qz

Q

)
z̄

= 0.

e, portanto,

∆ ln q = −2∆ lnλ.

Sabendo que

K = −2(ln f)zz̄
λ

e ∆f =
4

λ
(ln f)zz̄,

temos que

2K(I) = −∆(lnλ), (2.31)

e, assim,

∆ ln q = 4K(I),

como afirmado.

�



Caṕıtulo 3

Classificações de H-superf́ıcies

completas em E(κ, τ )

Em 1966, Tilla Klotz e Robert Ossermann classificaram, em [16], as superf́ıcies de

curvatura média constante imersas em R3, cuja curvatura Gaussiana não muda de sinal.

Mais precisamente, eles demonstraram o seguinte resultado.

Teorema (Klotz-Ossermann). Uma superf́ıcie completa, com curvatura média

constante H em R3, cuja curvatura Gaussiana K não muda de sinal é ou uma esfera, ou

uma superf́ıcie mı́nima, ou um cilindro circular reto.

Este resultado foi estendido para superf́ıcies em S3 por D. Hoffman, em 1973, e

por R. Tribuzy, em 1978, para o espaço ambiente H3. Neste último caso, com a hipótese

extra da curvatura Gaussiana K ser não positiva. Ver [23] e [36], respectivamente.

Em 2010, J. Espinar e H. Rosenberg estenderam o resultado acima para superf́ıcies

de curvatura média constante imersas em espaços homogêneos tridimensionais E(κ, τ),

com grupo de isometria de dimensão quatro, cuja curvatura Gaussiana não muda de

sinal.

Na seção inicial deste caṕıtulo apresentaremos mais dois resultados que também

classificam as H-superf́ıcies em E(κ, τ), isto é, superf́ıcies de curvatura média constante

H em E(κ, τ). Tais classificações envolvem as funções q e ν definidas anteriormente, e

são fundamentais para a demonstração dos teoremas principais que serão apresentados na

seção 3.2.

3.1 Funções q e ν constantes

Nesta seção apresentaremos dois teoremas que classificam as superf́ıcies completas

de curvatura média constante em E(κ, τ) com funções q e ν constantes. Veja Caṕıtulo 2,

seção 2.1.

70
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Sejam q : Σ −→ [0,+∞) a função definida por

q =
4|Q|2

λ2
,

onde Qdz2 é a diferencial de Abresch-Rosenberg, e ν : Σ −→ [−1, 1] a função ângulo

definida por

ν = 〈N, ξ〉,

onde N é um campo unitário normal a Σ e ξ é o campo vertical.

Dizemos que a superf́ıcie Σ ⊂ E(κ, τ) é um cilindro vertical sobre uma curva α se

Σ = π−1(α), onde α é uma curva em M2(κ) e π é projeção de E(κ, τ) sobre M2(κ). Veja

o Caṕıtulo 1, seção 1.2.

O próximo resultado, que pode ser encontrado em [13], descreve a geometria

dos cilindros verticais em E(κ, τ). De fato, esse resultado caracteriza tais cilindros como

superf́ıcies cuja função ângulo é identicamente nula.

Proposição 3.1.1. Seja Σ ⊂ E(κ, τ) um cilindro vertical sobre α. Então a curvatura

média, Gaussiana e extŕınseca são, respectivamente,

H =
kg
2
, K = 0, Ke = −τ 2,

onde κg é a curvatura geodésica da curva α com respeito a métrica g de M2(κ). Além

disso, estes cilindros são caracterizados por ν ≡ 0. Em particular, um cilindro vertical

completo em E(κ, τ) é isométrico a R2. Também, quando τ ≡ 0, um plano vertical em

M2 × R é totalmente geodésico.

Prova. Seja α ⊂ M2(κ) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. Sejam

t, n campos de vetores tangentes e normais ao longo de α. Denote por T e N o único

levantamentos horizontais em E(κ, τ) de t e n, respectivamente. Assim, T é tangente a

Σ = π−1(α). Como ξ também é tangente a Σ, então {T, ξ} ∈ X(Σ) é uma base ortonormal

em Σ e N é um campo de vetores normais unitários ao longo de Σ, em particular, ν ≡ 0.

Agora, escolha N tal que {T,N, ξ} seja uma base positiva. A segunda forma

fundamental aplicada aos vetores X, Y ∈ X(Σ) é dada por

II(X, Y ) = 〈∇XY,N〉.

Vamos calcular a segunda forma de Σ na base {T, ξ}. Como ξ é um campo de Killing

unitário, as fibras são geodésicas. Logo,

∇ξξ = 0.
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Por outro lado, usando que {T,N, ξ} é uma base positiva, e que ∇T ξ = τ(T ∧ ξ), temos

〈∇T ξ,N〉 = τ〈T ∧ ξ,N〉

= τ det(T, ξ,N)

= −τ det(T,N, ξ)

= −τ,

ou seja,

II(T, ξ) = −τ e II(ξ, T ) = τ.

Além disso,

〈∇TT,N〉 = 〈∇tt, n〉M2 = kg,

onde 〈 〉M2 e ∇ são a métrica e a conexão Riemanniana de M2(κ), respectivamente.

Sejam X := x1ξ + x2T e Y := y1ξ + y2T . Assim,

II(X, Y ) = 〈∇x1ξ+x2(y1ξ + y2T ), N〉

= 〈∇x1ξ(y1ξ + y2T ) +∇x2T (y1ξ + y2T ), N〉

= 〈x1y1∇ξξ + x1y2∇ξT + x2y1∇T ξ + x2y2∇TT,N〉

= 〈x1y1∇ξξ,N〉+ x1y2〈∇ξT,N〉+ x2y1〈∇T ξ,N〉+ x2y2〈∇TT,N〉

= x1y2τ − x2y1τ + x2y2kg.

Ou seja,

II(X, Y ) = (x1, x2)

(
0 −τ
−τ kg

)(
y1

y2

)
e operador de forma é

S =

(
0 −τ
−τ kg

)
.

Logo,

H =
1

2
trS =

1

2
kg

e a curvatura extŕınseca

Ke = detS = −τ 2.

Usando a equação de Gauss (2.5), obtemos

K = Ke + τ 2 + (κ− 4τ 2)ν2

= −τ 2 + τ 2 + (κ− 4τ 2)0

= 0.
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Portanto,

kg = 2H, K = 0 e Ke = −τ 2.

�

Antes de prosseguirmos precisamos do seguinte lema que será utilizado na de-

monstração do próximo resultado.

Lema 3.1.2. Seja Σ ⊂ E(κ, τ) uma superf́ıcie conexa tal que todos os seus dados funda-

mentais (〈, 〉, S, T, ν) dependem somente de um parâmetro real. Então Σ é invariante por

um grupo a um parâmetro de isometrias.

Prova. Suponha que todos os dados fundamentais de Σ dependem somente de s. Seja

U um domı́nio simplesmente conexo em Σ e V ⊂ R2, um domı́nio simplesmente conexo

de uma superf́ıcie S, tal que ψ0 : V −→ U ⊂ E(κ, τ). Parametrizamos V por parâmetros

(s, t) obtidos acima. Usando o mesmo argumento usado na prova do Teorema 1.1 de [18]

conclúımos que os dados fundamentais {λ0, p0, H0, T0, ν0} de ψ0 são dados por

λ0(s, t) = λ(s)

p0(s, t) = p(s)

H0(s, t) = H(s)

T0(s, t) = a(s)∂s

ν0(s, t) = ν(s),

onde a(s) é uma função suave.

Sejam t̄ ∈ R e it̄ : R2 −→ R2 um difeomorfismo dado por

i(s, t) := (s, t+ t̄),

e defina ψt̄ := ψ0 ◦ it̄. Os dados fundamentais {λt̄, pt̄, Ht̄, Tt̄, νt̄} de ψt̄ são dados por

λ0(s, t) = λ(s)

pt̄(s, t) = p(s)

Ht̄(s, t) = H(s)

Tt̄(s, t) = a(s)∂s

νt̄(s, t) = ν(s),

isto é, os dados fundamentais de ψt̄ e ψ0 coincidem em qualquer ponto (s, t) ∈ V . Pelo

Teorema [10], existe uma isometria ambiente It̄ : E(κ, τ) −→ E(κ, τ) tal que

It̄ ◦ ψ0 = ψ0 ◦ it̄,

para todo t̄ ∈ R e, portanto, S é uma superf́ıcie invariante por um grupo a um parâmetro

de isometrias. �
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O próximo lema classifica as superf́ıcies de curvatura média constante em E(κ, τ)

com q identicamente nulo.

Lema 3.1.3 (Espinar-Rosenberg). Seja Σ ⊂ E(κ, τ) uma H−superf́ıcie sobre a qual a

diferencial de Abresch-Rosenberg é nula. Então Σ é ou um slice em H2 ×R ou S2 ×R se

H = 0 = τ , ou Σ é invariante por um grupo a um parâmetro de isometrias de E(κ, τ).

Além disso, sobre a curvatura de Gauss dessas superf́ıcies podemos afirmar que:

• se 4H2 + κ > 0, então K > 0 e tais superf́ıcies são esferas rotacionalmente invari-

antes;

• se 4H2 + κ = 0 e ν ≡ 0, então K ≡ 0 e Σ é ou um plano vertical em Nil3, ou um

cilindro vertical sobre um horociclo em H2 × R ou ˜PSL2(C);

• existe um ponto com curvatura de Gauss negativa nos demais casos.

Prova. Sendo H = 0 = τ, e tendo em conta que Q := 2(H + iτ)p − (κ − 4τ 2)A2 é

identicamente nula, por hipótese, conclúımos que

(κ− 4τ 2)A2 = 0.

Como (κ− 4τ 2) 6= 0, temos que A ≡ 0.

Por (2.9), vale
1

4
λ(1 − ν2) = 0, ou seja, ν = ±1 e, portanto, Σ é um slice em

H2 × R ou S2 × R.

Agora, se H 6= 0 ou τ 6= 0, temos

0 = 2(H + iτ)p− (κ− 4τ 2)A2,

ou seja,

2(H + iτ)p = (κ− 4τ 2)A2. (3.1)

Tomando o módulo dos termos da igualdade acima, obtemos

4(H2 + τ 2)|p|2 = (κ− 4τ 2)2|A|4,

isto é,

4|p|2 =
(κ− 4τ 2)2

H2 + τ 2
|A|4.

Usando que 4|p|2 = λ2(H2 −Ke) e a expressão (2.9), obtemos

H2 −Ke =
(κ− 4τ 2)2(1− ν2)2

16(H2 + τ 2)
. (3.2)
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Multiplicando a igualdade 2.8 por (H + iτ), usando (3.1) e (2.9), encontramos

(H + iτ)νz = −(H2 + τ 2)A− 2

λ
(H + iτ)pĀ

= −(H2 + τ 2)A− (κ− 4τ 2)
A

λ
|A|2

= −(H2 + τ 2)A− (κ− 4τ 2)
1

4
A(1− ν2)

= −1

4

(
4H2 + 4τ 2 + (κ− 4τ 2)(1− ν2)

)
A

= −1

4

(
4H2 + κ− (κ− 4τ 2)ν2

)
A,

ou seja,

(H + iτ)νz = −1

4

(
4H2 + κ− (κ− 4τ 2)ν2

)
A.

Novamente, tomando o módulo da expressão acima,

(H2 + τ 2)|νz|2 =
1

16

(
4H2 + κ− (κ− 4τ 2)ν2

)2 |A|2,

que implica

|νz|2 =
(4H2 + κ− (κ− 4τ 2)ν2)

2

16(H2 + τ 2)
|A|2.

Escrevendo

g(ν) =
4H2 + κ− (κ− 4τ 2)ν2

4
√
H2 + τ 2

,

temos que

|νz|2 = g(ν)2|A|2. (3.3)

Suponha que ν é uma função não constante. Em particular, ν não é identicamente

nulo e, portanto, existe p ∈ Σ tal que νz(p) 6= 0. Como νz é cont́ınua, existe uma vizinhança

U de p, onde νz 6= 0.

Podemos assumir que ν2 6= 1, pois, do contrário, teŕıamos, por (2.9), que |A| ≡ 0

e, consequentemente, por (3.3) teŕıamos νz = 0, o que contradiz a hipótese de ν não ser

constante. Em particular, de (3.3) inferimos que g(ν) 6= 0 em U.

Agora, substituindo (2.9) em (3.3), encontramos

|νz|2 = g(ν)2 1

4
λ(1− ν2)

e assim, obtemos que

λ =
4|νz|2

(1− ν2)g(ν)2
. (3.4)

Substituindo as expressões (3.1) e (3.4) na igualdade obtida no Lema 2.2.3 do Caṕıtulo 2,

∆ν =
4

λ
νzz̄ = −

(
(κ− 4τ 2)(1− ν2) + 2(H2 −Ke) + 2(H2 + τ 2)

)
ν,
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encontramos

νzz̄ = −λ
4

(
(κ− 4τ 2)(1− ν2 + 2(H2 −Ke) + 2(H2 + τ 2)

)
ν

= − 4|νz|2

4(1− ν2)g(ν)2

(
(κ− 4τ 2)(1− ν2) + 2

(
(κ− 4τ 2)2(1− ν2)2

16(H2 + τ 2)

)
+ 2(H2 + τ 2)

)
= − ν|νz|2

(1− ν2)g(ν)2

(
16(κ− 4τ 2)(1− ν2)(H2 + τ 2) + 2(κ− 4τ 2)2(1− ν2)2 + 32(H2 + τ 2)

16(H2 + τ 2)

)
= −2

ν|νz|2

(1− ν2)g(ν)2

(
(κ− 4τ 2)2(1− ν2)2 + 8(κ− 4τ 2)(1− ν2)(H2 + τ 2) + 16(H2 + τ 2)

16(H2 + τ 2)

)
= −2

ν|νz|2

(1− ν2)g(ν)2

(
(κ− 4τ 2)(1− ν2) + 4(H2 + τ 2)

4
√
H2 + τ 2

)2

= −2
ν|νz|2

(1− ν2)g(ν)2

(
4H2 + κ− (κ− 4τ 2)ν2

4
√
H2 + τ 2

)2

= −2
ν|νz|2

(1− ν2)g(ν)2
g(ν)2

= −2
ν|νz|2

(1− ν2)
.

Portanto,

νzz̄ = −2
ν|νz|2

1− ν2
. (3.5)

Defina s := arctgh(ν) em U . Note que s é uma função real bem definida em U , já que

ν : Σ −→ R e −1 < ν < 1. Além disso, temos que

sz =
νz

1− ν2
e szz̄ =

νzz̄(1− ν2) + 2ν|νz|2

(1− ν2)2
.

Substituindo (3.5) em szz̄ obtemos que szz̄ = 0, e, como ∆s =
4

λ
szz̄, conclúımos

que ∆s = 0 e s é uma função harmônica. Logo s é parte real de uma função holomorfa.

Assim, podemos considerar um novo parâmetro conforme w para a primeira forma fun-

damental de Σ tal que w = s+ it, ou seja, s = Re(w).

Como s := arctgh(ν), segue-se que ν = tgh(s) e ν = ν(s), isto é, ν só depende de

s. Assim, por 3.4,temos λ = λ(s) e, por 3.3 e 2.4, temos que T = T (s), e p = p(s) pela

definição da diferencial de Abresch-Rosenberg. Isto é, todos os dados fundamentais de Σ

dependem somente de s. Pelo Lema 3.1.2, Σ é uma superf́ıcie invariante por um grupo a

um parâmetro de isometrias.

Agora, vamos provar as afirmações sobre a curvatura Gaussiana de Σ. Usando a

equação de Gauss K = Ke + τ 2 + (κ− 4τ 2)ν2 e (3.2), obtemos que

H2 + τ 2 + (κ− 4τ 2)ν2 −K =
(κ− 4τ 2)2(1− ν)2

16(H2 + τ 2)
.
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Fazendo

a := 4(H2 + τ 2) e b := (κ− 4τ 2)

, escrevemos a expressão acima como

a+ 4bν2 − 4K =
b2(1− ν2)2

a

e, reordenando os termos, podemos escrever

4aK = a2 + 4abν2 − b2(1− ν2)2.

Somando e subtraindo b2, 4a2 e 4ab, obtemos

4aK = a2 − b2 + (2a+ b)2 − (2a+ b(1− ν2))2.

Vamos considerar os três posśıveis casos para o valor da soma 4H2 + κ.

• Se 4H2 + κ > 0, temos:

a+ b = 4H2 + κ > 0,

o que implica que b > −a. Por outro lado,

a− b = 4H2 + 8τ 2 − κ > 0.

Como 4H2 > −κ, temos que a− b > 0 e b < a.

Assim, −a < b < a e a > |b| > 0, já que (κ− 4τ 2) 6= 0. Logo a = 4(H2 + τ 2) > 0, o

que implica que H 6= 0 ou τ 6= 0.

Além disso, a2 − b2 = (a + b)(a − b) > 0 e, como ν2 ≤ 1, também conclúımos que

(2a+ b)2 ≥ (2a+ b(1− ν2))2, logo

K =
a2 − b2 + (2a+ b)2 − (2a+ b(1− ν2))2

4a
> 0.

Como Σ é completa, Σ é topologicamente uma esfera.

• Se 4H2 + κ = 0, temos

a+ b = 4H2 + κ = 0,

ou seja, a = −b e a equação acima pode ser reescrita como

4aK = a2(1− (1 + ν2)2).
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Sendo ν ≤ 1 e a > 0, temos que (1 − (1 + ν2)2) ≤ 0, isto é, existem pontos de Σ

que tem curvatura Gaussiana negativa, a menos que ν ≡ 0. Neste caso, temos que

K ≡ 0.

Note que 4H2 + κ = 0 implica que κ = −4H2 ≤ 0. Assim, consideramos dois casos.

Se H 6= 0, então κ < 0 e portanto M2(κ) = H2 e E(κ, τ) = H2 × R, se τ = 0, ou

E(κ, τ) = ˜PSL2(C), se τ 6= 0. Como estamos supondo ν ≡ 0, temos que Σ é um

cilindro sobre um horociclo em H2 × R ou ˜PSL2(C).

Se H = 0, temos que κ = 0 e τ 6= 0. Logo M2(κ) = R2 e E(κ, τ) = Nil3. Como

ν ≡ 0 e κ = 0, Σ é um cilindro sobre uma linha reta em R2, isto é, Σ é um plano

vertical em Nil3.

• Se 4H2 + κ < 0, temos

a+ b = 4H2 + κ < 0

e

a− b = 4H2 + 4τ 2 − κ+ 4τ 2

= 4H2 − κ+ 8τ 2.

Como 4H2 + κ < 0, temos que 0 ≤ 4H2 < −κ, ou seja, −κ > 0. Logo a − b > 0.

Portanto,

a2 − b2 = (a+ b)(a− b) < 0.

Então, como 4aK = a2 − b2 + (2a+ b)2 − (2a+ b(1− ν2))2, temos que para ν = 0,

4aK = a2 − b2 < 0 e, portanto, existe pelo menos um ponto em Σ com curvatura

gaussiana negativa. Isto é, para 4H2 +κ ≤ 0 temos que existe pelo menos um ponto

em Σ com curvatura gaussiana negativa.

Para finalizar este lema precisamos da seguinte afirmação.

Afirmação 3.1.4. Não existe superf́ıcie completa com curvatura média constante 4H2 +

κ < 0 em E(κ, τ), κ < 0, com q ≡ 0, K ≥ 0 e infΣ{ν2} = c > 0.

De fato, suponha que tal superf́ıcie exista. Como estamos supondo que K ≥ 0 e

Σ é completa, então pelo Lema 5 de [16], Σ é uma esfera ou é uma superf́ıcie não compacta

e parabólica. Como infΣ{ν2} = c > 0 e 4H2 + κ < 0, Σ não pode ser uma esfera. Logo Σ

é uma superf́ıcie não compacta e parabólica.

Como q é identicamente nulo em Σ e vimos acima que arctgh(ν) é uma função

harmônica, temos que arctgh(ν) é uma função harmônica limitada em Σ. Pelo Prinćıpio
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do Máximo de Hopf, ν é constante. Isto implica que K ≡ 0 e c < ν2 < 1 é constante em

Σ. Assim, a projeção

π : Σ→M2(κ)

é um difeomorfismo global e uma quasi-isometria. Contradição, pois Σ é parabólica e

M2(κ), κ < 0, é hiperbólica e a afirmação é verdadeira e, portanto, o lema está provado.

�

O próximo Teorema é uma extensão do lema anterior e classifica as superf́ıcies

de curvatura média constante imersas em E(κ, τ) cuja função q é constante.

Teorema 3.1.5 (Espinar-Rosenberg). Seja Σ ⊂ E(κ, τ) uma H−superf́ıcie completa com

função q constante.

(i) Seja q = 0 em Σ.

• Se H = 0 = τ , então Σ é um slice em H2 × R ou S2 × R.

• Se 4H2+κ > 0, então Σ é uma esfera SH mergulhada rotacional, o que também

implica que K > 0.

• Se 4H2 + κ = 0 e ν = 0 em Σ, então Σ é um cilindro vertical sobre uma

curva completa de curvatura |κ|. Isto é, Σ é ou um cilindro vertical sobre uma

linha reta em Nil3, ou um cilindro vertical sobre um horociclo em H2 × R ou

˜PSL2(C). Além disso, todos esses exemplos são planos.

• Se 4H2 + κ ≤ 0 e ν não é constante, então Σ tem um ponto com curvatura de

Gauss negativa.

(ii) Seja q 6= 0 em Σ, então Σ é um cilindro vertical sobre uma curva completa de

curvatura geodésica 2H em M2(κ).

Prova. O Lema anterior nos dá a classificação para q = 0. Vamos então, analisar o caso

q 6= 0.

Suponhamos, por contradição, que ν não é constante em Σ. Como q > 0, escre-

vemos q = c2 > 0. Assim, podemos considerar uma parametrização conforme z sobre Σ

tal que 〈·, ·〉 = |dz|2 e Qdz2 = cdz2 em Σ. Portanto, por (2.18)

Q = c = 2(H + iτ)p− (κ− 4τ 2)A2. (3.6)

Podemos assumir que H 6= 0 ou τ 6= 0, caso contrário, por (2.9), ν seria constante, o que

contradiz a hipótese. Usando (2.8) e que λ = 1, temos

(H + iτ)νz = −(H2 + τ 2)A− 2pĀ.
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Como, por (3.6), 2(H + iτ)p = (κ− 4τ 2)A2 + c e usando (2.9), obtemos

(H + iτ)νz = −(H2 + τ 2)A− ((κ− 4τ 2)A2 + c)Ā

= −(H2 + τ 2)A− (κ− 4τ 2)|A|2A− CĀ

= −(H2 + τ 2 +
(κ− 4τ 2)

4
(1− ν2))A− cĀ,

isto é,

(H + iτ)νz = H2 + τ 2 +
(κ− 4τ 2)

4
(1− ν2))A− cĀ.

Tomando o módulo na expressão acima e usando que ‖∇ν‖2 =
4

λ
|νz|, do Lema 2.2.3,

obtemos

4(H2 + τ 2)‖∇ν‖2 = (g(ν) + 4c)2(1− ν2), (3.7)

onde

g(ν) := 4H2 + κ− (κ− 4τ 2)ν2.

Como q é constante, temos ∆ ln q = 0, e, pela igualdade (2.26) do Lema 2.2.3, temos que

K ≡ 0. Logo, pela equação de Gauss (2.5),

0 = Ke + τ 2 + (κ− 4τ 2)ν2,

e, portanto,

H2 −Ke = H2 + τ 2 + (κ− 4τ 2)ν2.

Usando a expressão acima e a igualdade (2.24) do Lema 2.2.3, temos que

‖∇ν‖2 =
4H2 + κ− (κ− 4τ 2)ν2

4(κ− 4τ 2)

(
4(H2 −Ke) + (κ− 4τ 2)(1− ν2)

)
− q

κ− 4τ 2

=
g(ν)

4(κ− 4τ 2)

(
4(H2 + τ 2 + (κ− 4τ 2)ν2) + (κ− 4τ 2)(1− ν2)

)
− c2

κ− 4τ 2

=
g(ν)

4(κ− 4τ 2)

(
4H2 − κ− (κ− 4τ 2)ν2 + 4(κ− 4τ 2)ν2

)
− c2

κ− 4τ 2

=
g(ν)

4(κ− 4τ 2)

(
g(ν) + 4(κ− 4τ 2)ν2

)
− c2

κ− 4τ 2

=
g(ν)2

4(κ− 4τ 2)
+ g(ν)ν2 − c2

κ− 4τ 2
,

ou seja,

‖∇ν‖2 =
g(ν)2

4(κ− 4τ 2)
+ g(ν)ν2 − c2

κ− 4τ 2
. (3.8)

Agora, juntando as equações (3.7) e (3.8) obtemos a igualdade polinomial em ν2

com coeficientes dependendo de a := 4(H2 + τ 2), b := κ− 4τ 2 e c, dada por
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g(ν)2a

4b
+ ν2g(ν)a− ac2

b
= (g(ν) + 4c)2(1− ν2).

Podemos escrever

P (ν2) := C(a, b, c)ν6 + termos de ordem menor = 0.

Observando que ν6 aparece no termo −4bg(ν)2ν2, conclúımos que o coeficiente do termo

ν6 é C(a, b, c) = −4b3 que é não nulo. Isto gera uma contradição, e conclúımos assim que

a função ν é constante. Agora, resta provar que Σ é um cilindro vertical sobre uma curva

completa de curvatura geodésica 2H. Isto será feito no Teorema 3.1.6 a seguir.

�

Apresentamos agora a classificação das superf́ıcies completas de curvatura média

constante H em E(κ, τ) com função ângulo ν : Σ −→ R dada por ν = 〈N, ξ〉 sendo

constante. Antes, precisamos introduzir uma famı́lia de superf́ıcies que aparece nesta

classificação.

Seja Sκ,τ uma famı́lia de superf́ıcies completas com curvatura média constate H

em E(κ, τ), κ < 0, satisfazendo para qualquer Σ ∈ Sκ,τ :

• 4H2 + κ < 0.

• q é identicamente nulo em Σ ∈ Sκ,τ .

• 0 < ν2 < 1 é constante ao longo de σ.

• Ke = −τ 2 e K = (κ− 4τ 2) < 0 são constantes ao longo de Σ.

Teorema 3.1.6 (Espinar-Rosenberg). Seja Σ ⊂ E(κ, τ) uma superf́ıcie de curvatura

média constante H com função ângulo constante. Então, Σ é ou um cilindro vertical

sobre uma curva completa de curvatura geodésica 2H em M2(κ), ou um slice em H2 × R
ou S2 × R, ou Σ ∈ Sκ,τ com κ < 0 .

Prova. Podemos assumir que ν ≤ 0. O caso ν > 0 é similar. Vamos dividir a prova em

três casos:

1o Caso. ν = 0. A prova desta afirmação foi feita no Lema 3.1.3.

Neste caso, Σ deve ser um cilindro vertical sobre uma curva completa de curvatura

geodésica 2H em M2(κ).

2o Caso. ν = −1.

Pela equação (2.9), temos que |A|2 = 0, o que implica que A = 0. Por (2.7)

H + iτ = 0. Portanto H = τ = 0 e Σ é um slice em H2 × R ou S2 × R.

3o Caso. −1 < ν < 0.
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Mostraremos que este caso Σ ∈ Sκ,τ com κ < 0. Como ν é constante, νz ≡ 0. Por

(2.8), temos

(H − iτ)A = −2p

λ
Ā.

Tomando o módulo ao quadrado na igualdade acima, obtemos

(H + τ 2)|A|2 =
4|p|2

λ2
|A|2.

Como ν 6= ±1, por (2.9), |A|2 6= 0. Usando a expressão (2.15) H2 −Ke = 4|p|2
λ2 , obtemos,

H2 + τ 2 =
4|p|2

λ2
= H2 −Ke

e, portanto, Ke = −τ 2 em Σ. Como ν é constante, ∆ν = 0 e por (2.25),

0 = (4H2 + 2τ 2 + (κ− 4τ 2)(1− ν2)− 2Ke)ν

= (4H2 + 2τ 2 + (κ− 4τ 2)(1− ν2)(−2(−τ 2)))

= 4H2 + 4τ 2 + (κ− 4τ 2)(1− ν2),

ou seja,

4H2 + 4τ 2 + (κ− 4τ 2)(1− ν2) = 0. (3.9)

Por definição, q =
4|Q|2

λ2
. Substituindo a expressão (2.27) para |Q|2 nesta igualdade,

temos

q = 4(H2 + τ 2)
4|p|2

λ2
+ (κ− 4τ 2)2 4|A|4

λ2

−4
(κ− 4τ 2)

λ2

(
2(H + iτ)pĀ2 + 2(H − iτ)p̄A2

)
substituindo

H2 + τ 2 =
4|p|2

λ2
e |A|2 =

1

4
λ(1− ν2)

a expressão acima fica

q = 4(H2 + τ 2)(H2 −Ke) + (κ− 4τ 2)2 (1− ν2)2

4

−4
(κ− 4τ 2)

λ2

(
2(H + iτ)pĀ2 + 2(H − iτ)p̄A2

)
e usando que

(H − iτ)A = −2p

λ
Ā e (H + iτ)Ā = −2p̄

λ
A,

obtemos

q = 4(H2 + τ 2)(H2 −Ke) + (κ− 4τ 2)2 (1− ν2)2

4

+4
(κ− 4τ 2)

λ2

(
(H2 + τ 2)|A|2 + (H2 + τ 2)|A|2

)
.
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Novamente, substituindo |A|2 = 1
4
λ(1− ν2), Ke = −τ 2 e utilizando (3.9), temos

q = 4(H2 + τ 2)(H2 −Ke) + (κ− 4τ 2)2 (1− ν2)2

4

+4
(κ− 4τ 2)

λ2

(
(H2 + τ 2)|A|2 + (H2 + τ 2)|A|2

)
= 4(H2 + τ 2)(H2 −Ke) + (κ− 4τ 2)2 (1− ν2)2

4
+2((κ− 4τ 2))(1− ν2)(H2 + τ 2)

=
1

4

(
(κ− 4τ 2)2(1− ν2)2 + 8(κ− 4τ 2)(1− ν2)(H2 + τ 2) + 16((H2 + τ 2)2)

)
=

1

4

(
(κ− 4τ 2)(1− ν2 + 4(H2 + τ 2)

)2

=
1

4

(
4H2 + (κ− 4τ 2)(1− ν2)4τ 2

)2

= 0,

isto é, q = 0 em Σ. Além disso, de (3.9) conclúımos que 4H2 + κ < 0 o que implica que

κ < 0. Portanto, Σ ∈ Sκ,τ , κ < 0.

�

3.2 Curvatura de Gauss K limitada

Aqui apresentamos a classificação das superf́ıcies de curvatura média constante

H em E(κ, τ), cuja curvatura Gaussina K não muda de sinal.

Começaremos essa seção definindo funções subharmônicas e superf́ıcies de Ri-

emann parabólicas, bem como alguns fatos relacionados com tais superf́ıcies que serão

usados nas próximas demonstrações. Uma referência deste tópico é [3].

Dizemos que uma função v com valores reais é subharmônica em uma região plana

Ω se satisfaz as seguintes condições:

(i) v é semicont́ınua superior em Ω, isto é, v(z) ≥ lim sup
z′→z

v(z′).

(ii) Para qualquer função harmônica u em una região Ω′ ⊂ Ω, a diferença v − u ou é

constante ou não tem um máximo em Ω′.

Numa função semicont́ınua superior é convencionalmente permitido assumir o

valor −∞, mas não o valor +∞.

Dizemos que v é superharmônica se −v é subharmônica.

Uma superf́ıcie de RiemannW é dita ser parabólica se não existe funções subharmô-

nicas negativa não constante em W . Um fato importante sobre superf́ıcies de Riemann

parabólicas é que vale o Prinćıpio do Máximo clássico para tais superf́ıcies. Veja [3], p.

204.
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Teorema 3.2.1 (Espinar-Rosenberg). Seja Σ ⊂ E(κ, τ) uma H-superf́ıcie completa com

K ≥ 0. Então, Σ é ou uma esfera rotacional e neste caso, em particular, 4H2 + κ > 0,

ou um cilindro vertical sobre uma curva completa de curvatura geodésica 2H em M2(κ).

Prova. Primeiro vamos provar que Σ é uma esfera topológica ou uma superf́ıcie parabólica

não compacta. Depois mostramos que, quando a superf́ıcie é uma esfera topológica, então

ela é uma esfera rotacional. Se Σ é uma superf́ıcie completa não compacta, parabólica,

usaremos o Teorema 3.1.5 para provar que Σ é um cilindro vertical.

Então, seja Σ uma superf́ıcie completa, com K ≥ 0. Usando o Lema 5 do artigo

[16], conclúımos que Σ é ou uma esfera ou uma superf́ıcie não compacta e parabólica.

Caso Σ seja uma esfera, o fato de a curvatura média ser constante nos permite

concluir que Σ é uma esfera de curvatura média constante, rotacionalmente invariante em

E(κ, τ) utilizando os teoremas de [2].

Consideremos, então Σ uma superf́ıcie parabólica não compacta. Podemos as-

sumir q não identicamente nulo pois, caso contrário, como K ≥ 0, pelo Teorema 3.1.5,

temos que Σ é um cilindro vertical sobre uma linha reta em Nil3 ou uma cilindro vertical

sobre um horociclo em H2 × R ou ˜PSL2(C).

Pela equação de Gauss 2.5, temos que

0 ≤ K = Ke + τ 2 + (κ− 4τ 2)ν2 ≤ Ke + τ 2 + |κ− 4τ 2|,

pois

(κ− 4τ 2)ν2 ≤ |(κ− 4τ 2)ν2| ≤ |κ− 4τ 2||ν2| ≤ |κ− 4τ 2|.

Logo, −Ke ≤ τ 2 + |κ− 4τ 2|, o que implica que

H2 −Ke = H2 + τ 2 + |κ− 4τ 2|. (3.10)

Por outro lado, usando a definição de Qdz2 em 2.18 e a desigualdade |α + β|2 ≤
2 (|α|2 + |β|2) ,∀α, β ∈ C, temos

q

2
=

2|Q|2

λ2
=

2

λ2
|2(H + iτ)p− (κ− 4τ 2)A2|

≤ 2

λ2
[2
(
|2(H + iτ)p|2 + |(κ− 4τ 2)A2|2

)
]

=
4

λ2

(
4(H2 + τ 2|p|2 + (κ− 4τ 2)2|A|2)

)
= 4(H2 + τ 2)

4|p|2

λ2
+ (κ− 4τ 2)2 4|A|2

λ2
.

Substituindo as expressões H2−Ke =
4|p|2

λ2
e |A|2 =

1

4
λ(1−ν2), na desiguladade anterior,

temos
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q

2
≤ 4(H2 + τ 2)(H2 −Ke) +

(κ− 4τ 2)2

4
(1− ν2)2

e, usando (3.10), obtemos

q

2
≤ 4(H2 + τ 2)(H2 −Ke) + (H2 + τ 2 + |κ− 2τ 2|) +

(κ− 4τ 2)2

4
,

isto é,

0 < q ≤ 2c, onde c = 4(H2 + τ 2)(H2 −Ke) + (H2 + τ 2 + |κ− 2τ 2|) +
(κ− 4τ 2)2

4

Como ∆ ln q = 4K ≥ 0, temos que ln q é uma função subharmônica limitada

por cima por ln c, em uma superf́ıcie de Riemann parabólica Σ, considerando a estrutura

complexa dada pela métrica induzida. Sendo ln q uma função subharmônica, o valor

−∞ é permitido em pontos isolados. Pelo prinćıpio do Máximo ver ([22], p. 15), ln q e,

portanto, q é constante. Como supomos q não identicamente nulo, conclúımos que q é

uma constante positiva. Pelo Teorema 3.1.5, Σ é um cilindro completo vertical sobre uma

curva de curvatura geodésica 2H em M2(κ).

�

Antes de enunciarmos e provarmos a classificação das superf́ıcies completas em

E(κ, τ) com K < 0, apresentamos o seguinte resultado que será necessário na prova do

próximo teorema.

Lema 3.2.2 ([14]). Seja (Σ, I) uma superf́ıcie de Riemann orientada e suponha que

Qdz2 6= 0 é holomorfa. Então Ĩ =
√
qI é uma métrica flat em Σ− {pi}, onde q(pi) = 0.

Se I é completa e q ≥ c0 > 0, então Ĩ é completa e (Σ, I) é parabólica.

Prova. Usando as expressões (2.31) e (2.26), temos

−2K(Ĩ) = ∆ ln
√
qλ

=
1

2
∆ ln q + ∆ lnλ

= 2K(Ĩ)− 2K(Ĩ) = 0.

Portanto K(Ĩ) = 0 e Ĩ é uma métrica flat. Mostremos que Ĩ é completa.

Suponha que I é uma métrica completa. Então, o comprimento de qualquer

curva divergente, isto é, as curvas que saem de qualquer compacto de Σ, é infinito. Como

q ≥ C0 > 0, vale a desigualdade

Ĩ =
√
qI ≥

√
C0I,

isto é,

Ĩ ≥
√
C0I.
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Logo as curvas divergentes para Ĩ também tem comprimento infinito e, portanto, Ĩ é com-

pleta. Resta-nos provar que (Σ, I) é parabólica. Seja u ∈ C2(Σ) uma função subharmônica

não positiva, isto é ∆u ≥ 0 e u ≤ 0. Então,

∆u =
2

λ
uzz̄ =

√
q

(
2

λ
√
q

)
uzz̄

=
√
q∆Ĩu,

onde ∆Ĩ é o Laplaciano associado a métrica Ĩ. Assim, temos que ∆Ĩu ≥ 0 e u ≤ 0.

Pelo Prinćıpio do Máximo, (ver [22] p.15), u = cte e (Σ, I) é uma superf́ıcie de Riemann

parabólica ((Σ, Ĩ) e, portanto (Σ, I) é parabólica).

�

Vejamos agora a classificação das H–superf́ıcies em E(κ, τ) com curvatura Gaus-

siana negativa.

Teorema 3.2.3 (Espinar-Rosenberg). Seja Σ ⊂ E(κ, τ) uma superf́ıcie de curvatura

média constante H com K ≤ 0 e H2 + τ 2− |κ− 4τ 2| > 0. Então, Σ é um cilindro vertical

completo sobre uma curva completa de curvatura geodésica 2H em M2(κ).

Prova. Vamos dividir a prova em dois casos, κ− 4τ 2 < 0 e κ− 4τ 2 > 0.

1o Caso. κ− 4τ 2 < 0.

Como K ≤ 0, pela equação de Gauss K = Ke + τ 2 + (κ− 4τ 2)ν2, temos que

0 ≥ K = Ke + τ 2 + (κ− 4τ 2)ν2

−Ke ≥ τ 2 + (κ− 4τ 2)ν2

H2 −Ke ≥ H2 + τ 2 + (κ− 4τ 2)ν2

≥ H2 + τ 2 + (κ− 4τ 2) = H2 + κ− 3τ 2,

ou seja,

H2 −Ke ≥ H2 + τ 2 + (κ− 4τ 2) = H2 + κ− 3τ 2.

Usando a expressão

0 ≤ ‖∇ν‖2 = (2H2−Ke+τ
2)(1−ν2)+

(κ− 4τ 2)

4
(1−ν2)2+4

(
H2 + τ 2

κ− 4τ 2

)
(H2−Ke)−

q

κ− 4τ 2
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e o fato que κ− 4τ 2 < 0, obtemos

q

κ− 4τ 2
≤ (2H2 −Ke + τ 2)(1− ν2) +

κ− τ 2

4
(1− ν2)24

(
H2 + τ 2

κ− 4τ 2

)
(H2 −Ke)

q ≥ (2H2 −Ke + τ 2)(1− ν2)(κ− 4τ 2)

+
κ− 4τ 2

4
(1− ν2)2 + 4(H2 + τ 2)(H2 −Ke)

≥ 4(H2 + τ 2)(H2 −Ke)

+(κ− 4τ 2)(1− ν2)

(
H2 + τ 2(H2 −Ke) +

κ− 4τ 2

4
(1− ν2)

)
= (H2 −Ke)

(
4H2 + 4τ 2 + (κ− 4τ 2)(1− ν2)

)
+(H2 + τ 2)(κ− 4τ 2)(1− ν2) +

(κ− 4τ 2)2

4
(1− ν2)2

≥
(
H2 + τ 2 + (κ− 4τ 2)ν2

) (
4H2 + 4τ 2 + (κ− 4τ 2)(1− ν2)

)
+(H2 + τ 2)(κ− 4τ 2)(1− ν2) +

(κ− 4τ 2)2

4
(1− ν)2. (3.11)

Esta última desigualdade vale pois

4H2 + 4τ 2 + (κ− 4τ 2)(1− ν2) > 0.

Mas, por hipótese,

0 < 4(H2 + τ 2)− |κ− 4τ 2| = 4H2 + 4τ 2 + κ− 4τ 2 = 4H2 + κ.

Logo,

4H2 + 4τ 2 + (κ− 4τ 2)(1− ν2) = 4H2 + 4τ 2 + κ− 4τ 2 − (κ− 4τ 2)ν2

= 4H2 + κ− (κ− 4τ 2)ν2

≥ 4H2 + κ > 0.

Agora, seja a := H2 + τ 2 e b := κ − 4τ 2. Defina uma função real suave f :

[−1, 1] −→ R por

f(x) = (a+ bx2)(4a+ b(1− x2)) + ab(1− x2) +
b2

4
(1− x2)2.

Note que f(ν) é a desigualdade (3.11) e, portanto, q ≥ f(ν) em Σ. Temos que f ′(x) =

(4ab+ b2)x− 3b2x3 e os pontos cŕıticos de f são

x = 0, x = ±

√
4a+ b

3|b|
.

Observando que
4a+ b

3|b|
=

4H2 + κ

3(κ− 4τ 2)
e 4(H2 +κ− 3τ 2) > 0, pois H2 + τ 2− |κ− 4τ 2| > 0

por hipótese, temos

0 < 4(H2 + κ− 3τ 2) = (4H2 + κ)− 3|κ− 4τ 2| = (4a+ b)− 3|b|
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e
4a+ b

3|b|
> 1.

Logo o único ponto cŕıtico de f em (−1, 1) é x = 0. Além disso,

f(0) = (4a+ b)2/4 > 0 e f(±1) = 4a(a+ b) > 0.

Sendo f uma função real cont́ınua definida em um compacto, o máximo e o mı́nimo se

realizam. Sabendo que o mı́nimo pode ser realizado em x = 0 ou em x = ±1 temos que

se c = min{f(0), f(±1)} > 0, então

q ≥ f(ν) ≥ c > 0.

Pelo Lema 3.2.2, a métrica ds2 =
√
qI é completa, plana em Σ e (Σ, ds2) é uma

superf́ıcie parabólica. Além disso,

∆ds2 ln q =
1
√
q

∆ ln q =
4K
√
q
≤ 0,

ou seja, ln q é uma função superharmônica limitada por cima pela constante positiva ln c

em uma superf́ıcie parabólica. Pelo Prinćıpio do Máximo (ver [22] p. 15), ln q é constante

o que implica que q é constante. Como q ≥ c > 0, temos q é uma constante positiva. Pelo

Teorema 3.1.5 segue-se o resultado e o caso κ− 4τ 2 < 0 está provado.

2oCaso κ− 4τ 2 > 0.

Sejam w1 := 2(H + iτ)
p

λ
e w2 = (κ − 4τ 2)

A2

λ
. Então, usando a definição de Q

temos q = 4|w1 + w2|2. Assim,

|w1|2 = w1w̄1

= (H2 + τ 2)
4|p|2

λ2

= (H2 + τ 2)(H2 −Ke),

visto que H2 −Ke =
4|p|2

λ2
. Usando a equação de Gauss, K = Ke + τ 2 + (κ − 4τ 2)ν2, e

que K ≤ 0 e κ− 4τ 2 > 0, obtemos

H2 −Ke ≥ H2 + τ 2 + (κ− 4τ 2)ν2 ≥ H2 + τ 2,

ou seja,

H2 −Ke ≥ H2 + τ 2.

Logo,

|w1|2 = (H2 + τ 2)(H2 −Ke) ≥ (H2 + τ 2)(H2 + τ 2) = (H2 + τ 2)2.



89

Também,

|w2|2 = w2w̄2

= (κ− 4τ 2)2 |A|4

λ2

=
(κ− 4τ 2)2

16
(1− ν2)2

≤ (κ− 4τ 2)2

16
=

(
κ− 4τ 2

4

)2

,

visto que (1− ν2)2 ≤ 1, pois ν2 ≤ 1.

Agora, usando a desigualdade para números complexos, |α+β|2 ≥ ||α|−|β||2,∀α, β ∈
C e a hipótese, H2 + τ 2 − |κ− 4τ 2| > 0, temos

q

4
= |w1 + w2|2 ≥ ||w1| − |w2||2

≥
∣∣∣∣(H2 + τ 2)− |κ− 4τ 2|

4

∣∣∣∣2
=

1

16

∣∣4(H2 + τ 2)− |κ− 4τ 2|
∣∣2 > 0,

isto é,

q ≥ cte > 0.

Assim, q é limitado por baixo por uma constante positiva. Procedendo como

no caso anterior, conclúımos que q é uma constante positiva. Como q 6= 0, segue-se do

Teorema 3.1.5 que Σ é um cilindro vertical sobre uma curva de curvatura geodésica 2H

em M2(κ).

�
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