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Resumo

Dado qualquer ideal fechado para unides enumeraveis, podem ser definidos os
invariantes cardinais ndo-enumeraveis aditividade (add), nimero de cobertura (cov), uni-
formidade (non) e cofinalidade (cof). Neste trabalho, investigamos os cardinais do dia-
grama de Cichon - que sao invariantes cardinais como os acima descritos, obtidos quando
consideramos os ideais classicos M e L (respectivamente, o ideal dos subconjuntos ma-
gros da reta e o ideal dos subconjuntos Lebesgue nulos da reta). Apresentamos demons-
tracoes para varias desigualdades entre esses cardinais, usando argumentos conjuntisticos
e/ou topoldgicos ou via morfismos na categoria Dialy(Sets)® (por exemplo, cov(M)
¢ menor ou igual a non(L), add(M) = min{b,cov(M)}, bem como as desigualdades
duais). Aplicacoes desses cardinais em Topologia e Andlise também sdo investigadas,
apresentando demonstracoes. Por exemplo, espacos de Lindel6f de tamanho menor do
que cov(M) (ou, mais geralmente, que podem ser escritos como unido de menos do que
cov(M) subespagos compactos) sao D-espagos. Vérios resultados envolvendo cardinais
do diagrama de Cichon e variagoes seletivas de separabilidade sao apresentados; algumas

demonstragoes utilizam argumentos baseados em jogos topolégicos e conjuntisticos.

Palavras-chave: : Topologia geral, Combinatoria Infinitaria, Teoria dos Conjuntos,

Filtros e Ideais, Hipdtese do Continuum, Axioma de Martin e Invariantes cardinais.



Abstract

Given any ideal closed for countable unions, the cardinal invariants can be defined
non-countable additivity (add), covering number (cov), uniformity (non) and cofinality
(cof). In this work, we investigate the cardinals of Cichont’s diagram - which are cardinal
invariants as described above, obtained when we consider the classical ideals M e L (res-
pectively, the ideal of the Meager subsets of the line and the ideal of Lebesgue Null subset
of real line). We present proof for various inequalities between these cardinal, using set
theorical and / or topological or via morphisms arguments in the category Dialy(Sets)?
(e.g cov(M) is less than or equal to non(L), add(M) = min{b, cov(M)} as well as the
dual inequalities). Applications of these cardinals in topology and analysis are also inves-
tigated, presenting proofs. For example, Lindeldf spaces smaller than cov(M)(or, more
generally, that can be written as a union of less than cov(M) compact subspaces) are
D-spaces. Several results involving the cardinals of Cichon’s diagram and selective vari-
ations of separability are presented; some proofs use arguments based on topological and

set theorical games.

Keywords: General Topology, Infinitary Combinatorics, Set Theory, Filters and Ideals,

Continuum Hypothesis, Martin’s Axiom and Cardinal Invariant.



Sumario

ntroducao

T Prelimg |

1

4

(1.1 Nocoes de Teoria dos Conjuntos| . . . . . . . . . .. ... .. ... ..... 4
(1.2 Nocoes topologicas| . . . . . . . ... .. ... . ... . 17
(1.3 Teoria da Medida e Categoria| . . . . . . . . .. .. ... ... .. ..... 27
L4 Arvored ... 35
[1.5 Principios de Selecao e os Jogos associados| . . . . . . ... ... ... ... 37
[1.6 Axioma de Martin e pequenos cardinaisf. . . . . . . .. .. ... ... ... 41
[(1.6.1 Pequenos cardinais beo.. .. ... ... ... ... ......... 46

[1.6.2  Aplicacoes de M A em 'Topologia e Analise[ . . . . . ... ... ... 50

[1.7 Algebra de Boole| . . . . . . . 56
(.8 Combinatoria de filtros e ideaisl . . . . . . . . . . . .. ... 57
(1.8.1 Invariantes Cardinais definidos em Termos de Ideais| . . . . . . . .. 61

(1.8.2  Estudo de Caso [: O Ideal dos Subconjuntos Limitados de uma Pre- |

[ ordeml . . . ... L 64
(1.9 O Espaco dos Irracionais| . . . . . . . .. . . ... ... ... . ... ... 66

2 Ideais M e L e os cardinais do diagrama de Cichon| 69
[2.1 Invariantes Cardinais do Diagrama de Cichon| . . . . . . .. ... ... .. 69
[2.2  Algumas Desigualdades do Diagrama de Cichon| . . . . . . . . ... . ... 73
[2.3  Morfismos em Dialy(Sets)P.| . . . . ..o 85
[2.3.1 Estudo de Caso II: O Ideal dos subconjuntos Limitados de uma |

[ Pré-ordeml . . . . . . . . .. 88
[2.3.2  Morfismos no Diagrama de Cichon| . . . . ... .. ... ... ... 90

[3 Aplicacoes em Topologia e Analise| 95
[3.1 Conjuntos de Luzin e Sierpinskil . . . . . . . . ... ... ... .. ..... 95
[3.2 Quando R é a uniao crescente denulos 7| . . . . ... ... ... ... .. 99
[3.3 D-espacos e cov(M)| . . . ... 101




[3.4  Principios de Selecao Envolvendo

| Conjuntos Densos e Discretos| . . . . . . . . . .. .. .. ... ... ..., 109
[3.5  Separabilidade Seletiva, Invariantes Cardinais e Aplicacoes| . . . . . . . .. 113
[3.5.1 Jogos Conjuntisticos| . . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 122

[3.5.2 A versao em Separabilidade da Propriedade de |

[ Gerlits-Nagyl. . . . . . .. . o 130
[A Dualidade de Erdos-Sierpinski | 136
[B_Combinatoria das coberturas abertas.| 139
[C Conjuntos fortemente nulos| 146
148

[Referéncias]



Introducao

O conceito de ideal é a base desse trabalho, pois promove um estudo de questoes
relativas a familias de subconjuntos da reta real que tem certas qualidades que os tornam
“pequenos”, a saber os ideais M e L, onde sao, respectivamente, ideal dos conjuntos
magros e ideal dos conjuntos Lebesgue nulos, os quais satisfazem essa nogao. As questoes
que aparecem no trabalho tém por semente de motivacao: conceitos da Analise, Teoria da
Medida e Topologia, onde possiveis respostas, no sentido de serem consistentes, podem ser
dadas com métodos envolvendo Teoria dos Conjuntos. As respostas, em geral, de maior
interesse aparecem quando assumimos a negagao da Hipdtese do Continuum(CH). Pro-
priedades envolvendo medida e categoria sobre a reta, como por exemplo, sob o Axioma de
Martin todo subconjunto da reta com cardinalidade menor que o continuum tem medida
nula; uma unido enumerdvel de conjuntos raros nao cobre a reta(O teorema de Baire),
entre outras, sao tratadas em contextos mais gerais que correspondem ao estudo dos in-
variantes cardinais add(Z), cov(Z),non(Z) e cof(Z), onde Z = £ ou Z = M. Assumir a
existéncia, por exemplo, de conjuntos de Luzin implica que non(M) = R;. Consequéncias
do Axioma de Martin(MA) estao naturalmente associadas ao estudo dos invariantes car-
dinais apresentados: sob MA +—-CH, o valor de todos esses invariantes cardinais citados
até este momento é igual a cardinalidade do continuum. Aplicagoes relacionadas a MA
e CH, envolvendo os ideias £ e M, que faz parte dos escopo do trabalho, consiste no
estudo relacionado ao Diagrama de Cichon.

O corpo da presente dissertacao esta dividido em trés capitulos e trés apéndices.
No primeiro capitulo sao apresentados alguns fatos basicos para leitores que nao tenham
tanto conhecimento em Teoria dos Conjuntos ou em Topologia Geral, possam ter o minimo
de defini¢oes elementares para seguir com uma leitura desse trabalho. Alguns resultados
um pouco mais avancados também sao apresentados nesses dois capitulos iniciais, por
serem usados em teoremas do capitulo trés e no apéndice.

No capitulo dois, apresentamos algumas desigualdades envolvendo os invariantes
cardinais definidos a partir dos ideias da reta ja citados, demonstradas tanto pelo uso
ferramentas puramente conjustisticas, juntamente com alguns fatos de carater topolégico,

quanto via morfismos da categoria Dialy(Set), ja que os invariantes cardinais de interesse



podem ser expressos como norma de objetos. Mais ainda, é demonstrado que para a no¢ao
de objeto dual na Categoria Dialética existe a desigualdade dual entre as normas dos ob-
jetos envolvidos. No capitulo trés, apresentamos uma construgao de cunho combinatorio e
topolégico, com intuito de relacionar os conceitos de ona (open neighbourhood assignment)
e espacos que sao Lindelof, a fim de mostrarmos que um espagcos topologicos de Lindelof
de tamanho estritamente menor que cov(M) sdo necessariamente D-espacos. Destacamos
resultados que mesclam propriedades de separabilidade seletiva. Também demonstramos
que se K = 7w (X) < cov(M) e todo conjunto denso é separavel, entao X é R-separdvel.
Se X for um espago enumeravel sem pontos isolados com 7w(X) estritamente menor que
add(M), o espago X é w-resolvivel, obtendo como corolario disso que qualquer espago
X com 7-peso estritamente menor que add(M) também é w-resolvivel. Apresentamos
um caracterizagao para cov(M) que estd ligada ao jogo de Galvin. Também damos uma
caracterizacao do invariante cardinal add(M) via jogos conjustisticos. No apéndice, mos-
trarmos caracterizagoes de alguns invariantes cardinais que podem ser descritos via argu-
mentos que envolvem uma combinatéria de coberturas abertas de um espago topologico.
Propriedades que traduzem tal combinatéria sao conhecidas como: propriedade de Roth-
berger, Menger e Hurewicz. Também apresentamos resultados que estao relacionados com
conjuntos que sao fortemente nulos (SMZ), omitindo algumas demonstragoes.

Por fim, devido a extensao deste trabalho, omitiremos ou apenas esbogaremos
algumas poucas demonstracoes. Porém, deixamos claro ao leitor o desejo de inclui-las
em trabalhos futuros, por exemplo, em semindrios. Destacamos que no ultimo apéndice
apresentamos a Conjectura de Borel e o ideal dos conjuntos fortemente nulos, que tém

uma ampla relacao com os invariantes cardinais que aparecem no diagrama de Cichon.



Diagrama de Cichon




Capitulo 1
Preliminares

Naturalmente, este primeiro capitulo e as se¢oes que se sucedem, tem por objetivo
dar algumas nogoes consideradas basicas para o desenvolvimento do trabalho, tal como
estabelecer algumas nomenclaturas e notacoes. Também provaremos algumas assergoes
que serao tuteis para demonstrarmos alguns dos teoremas apresentados nos capitulos pos-
teriores. No presente capitulo, varias nogoes serao supostas conhecidas e sobre as quais
daremos alguma referéncia. Vamos fazer uso da axiomética de Zermelo-Fraenkel (ZF),
porém, na maior parte do trabalho estaremos fazendo uso de ZFC := ZF + AC, onde
AC denota o Axioma da Escolha.

1.1 Nocoes de Teoria dos Conjuntos

Dados conjuntos X e Y, um subconjunto R do produto cartesiano X x Y ¢é
chamado de rela¢do (binaria). Para uma relacdo R do cartesiano X x Y, usualmente
denotaremos por aRb, em vez de (a,b) € R. Diremos que o conjunto R~! := {(y,z) :
(x,y) € R} é a relagao inversa de R.

O dominio de uma relagao R é definido como sendo o conjunto de todos os z € X
tal que (x,y) € R para algum y € Y, isto é, dom(R) = {z € X : Jy € Y((x,y) € R)}.
A imagem im(R) da relacao R é definido como o conjunto de todos os y € Y tal que
(x,y) € R para algum x € X, dito de outro modo, im(R) :={y € Y : o € X((x,y) €
R)}. O conjunto F' = dom(R) Uim(R) é chamado corpo de R. Uma relagdo R C X x Y

é chamada de func¢ao se
(Ve e X, y1,y2 € Y)(2Rys ANxRys — y1 = y2)

O conjunto das funcoes de X em Y serd denotado por XY . Dada f € XY, denotaremos



por dom(f) e im(f), respectivamente, o dominio de f e a imagem de f. Sejam A C X
e B C Y definimos a restricio de f a A como sendo a funcao f | A: A — Y definida
como (f [ A)(a) = f(a) para todo a € A; a imagem de A por f como sendo o conjunto
flA] = {f(a) : a € A} e a imagem inversa de B por f~}[B] = {x € X : f(x) € B}.

Vamos assumir conhecida a definicao de composicao entre relacoes.

Proposigao 1.1. Se f: A — B € uma fungao, A € nao-vazio:

(1) Existe uma fun¢io G : B — A tal que go f : A — A é a identidade se, e somente se,
f € injetora.

(ii) Analogamente, eziste uma funcio h : B — A tal que foh : B — B € a fun¢ao

identidade se, e somente se, f: A — B € sobrejetora. [ |

As funcoes g e h, do teorema acima, sao chamadas de Inversa a esquerda e Inversa

a direita, respectivamente.

Definicao 1.2. Dados X e A conjuntos. Uma indexacao de X por A é uma funcao
x : A — X sobrejetora. Neste caso, diz-se que A é um conjunto de indices para X, ou
que X pode ser inderado por A. Para cada ¢ € A, diz-se que z; é a i—ésima coordenada
de x e denota-se por z;.

Na maioria das vezes cometeremos um abuso de linguagem escrevendo : “X =
{z; 1 i € A}” como indexagao de X por A. No caso em que x é uma indexagao injetora, diz-
se que = é uma enumera¢do de X por A e, novamente, por vezes diremos que {z; : i € A}
é uma enumeracao de X por A.

Sejam P um conjunto e < uma rela¢do binaria sobre P. O par (P, <) é chamado

de pré-ordem quando < é :
(1) reflexiva, i.e, se p € P entao p < p;
(7i) transitiva, i.e, se p,q,r € P, e p <gq, g <r,entdop <r.
No caso em que (P, <) é uma pré-ordem e satisfaz a seguinte propriedade:
(1v) < é antissimétrica, isto é, sempre que z,y € P, vale x <y e y < x, entdo x = y.

Diz-se que (P, <) é uma ordem parcial. Agora, sendo (P, <) uma ordem parcial, diz-se

que (P, <) é ordem totall| se < é tricotomica, i.e :

(v) para todo z,y € P, x =youzxr <youy< x.

!Alguns autores usam: ordem linear ao invés de ordem total. No caso que P é uma ordem linear,
também ¢ dito que o conjunto P é linearmente ordenado.



Na maioria das vezes escreveremos, por comodidade, “ P 7 ao invés de “(P, <)”,
quando a relacao estiver clara no contexto.

Faremos um breve destaque ao conceito de boa ordem, ideia que fara parte de todo
este trabalho no momento de definirmos os pequenos cardinais na se¢ao 1.8. Sejam r uma
relacao e a um elemento no dominio de r, entao a é um r—minimal se nao existe b, distinto
de a, tal que (b,a) € r. Uma relagao r é dita bem-fundada, se qualquer subconjunto X
nao-vazio do corpo de r, possui elemento r—minimal.

Diremos que (P, <) é uma boa ordem (resp., que < é uma boa ordem estrita)
quando < for uma ordem parcial bem-fundada. Em outras palavras, uma ordem parcial
(P, <) é boa ordem se todo subconjunto nao-vazio A, existe um “menor elemento” a € A,
que sera denotado por minA. Note que, “toda boa ordem é uma ordem total”. De fato:
dados uma boa ordem (P, <) e z,y € P, tem-se que o conjunto nao vazio {z,y} tem
elemento minimo segundo <, o que implica que z < y ou y < .

Sejam (P, <) uma boa-ordem estrita e f : P — P uma funcdo estritamente
crescente, podemos afirmar: « < f(x) para todo z € P. Se o conjunto A := {z € P :
f(z) < x} nao fosse vazio, pela boa-ordem de P, tomamos z := min A para a propriedade
f(2) < z, como f é estritamente crescente, temos f(f(z)) < f(z) < z, mas isso implica

que f(z) € A o que contradiz a minimalidade de z. |

Um subconjunto C' C P serd uma cadeia na ordem parcial (P, <) se C' for total-
mente ordenado por <, i.e., se a ordem parcial (C, < N(C' x C)) for uma ordem total.
Uma cadeia C' é dita maximal se qualquer subconjunto D C P que contenha propriamente
C nao é cadeia.

Vamos assumir conhecido o conceito limitante superior em uma ordem parcial.

Aproveitamos tal contexto para enunciar o conhecido “Lema de Kuratowski-Zorn”:

Lema 1.3 (Kuratowski-Zorn). Se toda cadeia numa ordem parcial P possui limitante

superior, entao IP possui elemento maximal.

Um fato também conhecido, e que destacamos aqui, é que o Lema de Kuratowski-

Zorn é equivalente ao Axioma da Escolha, o qual é enunciado abaixo:

(AC): Se F é uma familia de conjuntos nao-vazios, existe uma funcao f : F — |JF,

chamada funcao escolha, que a cada A € F que satisfaz f(A) € AEI

Dois pontos que também devemos citar é que: AC é indecidivel em ZF e equivale

a todo conjunto ser bem-ordenado. Essa é sem divida a equivaléncia mais importante no

2Qutra formulacdo cléssica, e imediata, para AC: Dada uma familia F de conjuntos nao-vazios, dois-
a-dois disjuntos, existe um conjunto C tal que C' contém somente um elemento de cada elemento de

F.



que diz respeito a cardinalidade, pois no contexto de cardinalidade, que apresentaremos
posteriormente, todo conjunto admite cardinalidade. Um fato conhecido é que sob Axioma
da Escolha: o Axioma da Fundagad®|(“€” é uma relagio bem-fundada no universo), acaba
sendo equivalente a nao existéncia de sequéncias € —decrescentes infinitas.

O conjunto de todos os subconjuntos de um conjunto A serd denotado por P(A).
Um conjunto A é dito transitivo se A C P(A) ou, equivalentemente, A é transitivo se para
todo x € A e todo y € x, temos que y € A. Essa é uma nogao muito importante para os
fundamentos da Teoria dos Conjuntos e, essencial, para definicao dos “nimeros ordinais”.
Um numero ordinal, ou, por simplicidade, um ordinal, ¢ um conjunto transitivo e bem-
ordenado por “€”. Usaremos as letras gregas: «, 3,7,9,( e £, para designar ordinais.

Para ordinais, é comum escrevermos “<” ao invés de “€”. Sendo a um ordinal,
pode-se demonstrar facilmente da defini¢ao que o« = {8 : 8 < a}, isto é, um ordinal «
é o conjunto de ordinais menores que ele. Dada uma boa ordem (P, <) tal que (a, €)
é isomorfa a (P, <), diremos, por abuso de linguagem, que « é isomorfo a (P, <). Um
ordinal é um representante das boas ordens, no seguinte sentido: dada uma boa ordem
(P, <) existe precisamente um unico ordinal a que é isomorfo a (P, <) e a esse ordinal
denominamos o tipo de ordem de (P, <), ademais, denotaremos a por t.o(P, <).

Se v é um ordinal, vale que o conjunto o U {ar} também é um ordinal. Note que
se (8 for um ordinal tal que o < 3, entao o U {a} < . Logo, o U {a} é 0 menor ordinal
dentre os ordinais maiores que «. Assim, definimos o + 1 := a U {a} como o sucessor de
. Se um ordinal o nao é sucessor entao dizemos que é um ordinal limite. Em qualquer
caso, dado um ordinal o sempre vale a igualdade: a = sup{f + 1 : 3 < a}. Outros

resultados, considerados de rotina, sao:

(i) Se a, B s@o ordinais, vale uma e apenas uma entre: a = § ou 5 € @ ou « € f3;
(i) Se v, 3, s@o ordinais, o € f e € &, entao o € &;

(iii) Se C' é um conjunto nao-vazio de ordinais , entdo () C ¢é um ordinal, ((C € C e

N C = minC

(iv) Se X é conjunto de ordinais, entdo | J X é um ordinal e, mais ainda, | J X = supX.

Uma consequéncia direta de (7), (i7) e (iii) é que todo conjunto de ordinais que
seja transitivo também é um ordinal.

Para provarmos a existéncia de ordinais limites, nés necessitamos do Axioma do
Infinito, que declara que : “existe um conjunto z, tal que 0 € z e para todo y € x,yU{y} €

x”. Tal x é dito conjunto indutivo. Nbés definimos:

3No Brasil, é tradicional dizer “Axioma da Regularidade”, ao invés de Axioma da Fundacdo.



w:= [Nz : x é indutivo }

Nao ¢ dificil checar que w é um ordinal e que, de fato, é o menor ordinal limite.
Os elementos de w sao ditos numeros naturais.
Um fato importante é que nao existe um conjunto contendo todos os ordinais.

Isso pode ser resumido no seguinte:
(—3z [Vz (z ¢ ordinal— x € 2)])

Se existisse tal z, aplicando o Axioma da Separacao em z, obteriamos o conjunto
On = {z : x é ordinal}. Como € é tricotomico, bem-fundado em On e, além disso,
sendo On transitivo, i.e., todo elemento de um ordinal é também um ordinal, segue que
o conjunto On é um ordinal. Diante disso, temos que On € On, mas isso contradiz a
tricotomia de €. Deduzimos daqui que, de fato, nao existe o conjunto de todos os nimeros
ordinais.

Se A e B sado conjuntos, dizemos que A e B sao equipotentes(denotamos por
A =~ B) se existir f : A — B bijetora. Passamos agora a defini¢do que diz respeito ao

conceito de numero cardinal ou, por simplicidade, cardinal.

Definicao 1.4. Diz-se que um ordinal o é um cardinal se todo ordinal f < « nao pode

ser colocado em bijecao com a.

Sob Axioma da Escolha, todo conjunto X pode ser bem ordenado, logo existe
ordinal o que é isomorfo a uma certa boa ordem sobre X. Assim, o conjunto {« : X =~ a},
que a priori é uma classe, mas se demonstra ser um conjunto, conforme se verificara
mais adiante, é nao vazio, e isso justifica a seguinte definicao: dado um conjunto X, a

cardinalidade ou tamanho de X é definida como sendo
| X| := min{a: X =~ a}.

Assim, « é um cardinal se e s6 se &« = |a|. Considerando AC, uma consequéncia da
definicao de cardinal é a seguinte: dados X e Y conjuntos, sempre é possivel comparar
suas cardinalidades. Quanto a notacao, é tradicional usar as letras gregras s, A, u, 6 para
cardinais.

Sejam A e B conjuntos, diz-se que A é dominado por B, e denota-se por A <X B,
se existir uma fungao injetora f : A — B. Obviamente, se X C Y, entao X <X Y.
Também temos uma dominagao estrita, que definimos por X <Y se X <YV eY £ X.

Seja X um conjunto. Diz-se que X é finito se existir um n < w tal que X =~ n.
Caso contrario, diz-se que X é infinito. Definimos agora dois conceitos comumente citados

em outras areas da matematica: um conjunto X é enumerdvel se X for finito ou X ~ w.



Caso contrario, diz-se que X é nao enumerdvel. Se X for infinito e enumeravel, diz-se que
X é infinito enumerdvel.
O seguinte resultado é importante e basico para a Teoria de Cardinais e introduz

o argumento diagonal de Cantor.

Teorema 1.5 (Cantor). Se X é um conjunto, entio |X| < |P(X)|. Dito de outro modo,
nao existe f : X — P(X) que seja sobrejetora.

Uma consequéncia imediata e muito conhecida: é a nao existéncia de um conjunto
universo, i.e, nao existe o conjunto de todos os conjuntos. Do Teorema de Cantor, também
podemos concluir que todo ordinal « existe um cardinal maior que «. Assim, temos uma
maneira de “ fabricar” cardinais ndo enumeréveis, como exemplo: |P(w)|. Sem o axioma
da escolha nao podemos ordenar P(w) dai ndo podemos construir |P(w)| na defini¢ao
dada. Entretanto, podemos usar o seguinte resultado para obter cardinais maiores que w

sem fazer uso de AC:

Teorema 1.6 (Hartogs). Seja X um conjunto, entio {a : o = X} € um conjunto que
também é um ordinal. Mais ainda, {a : @ = X} A X € o menor ordinal com essa

propriedade.

Demonstragao:

Usando Axioma das Partes e Separacao, definimos o conjunto
h(X) :={r € P(X x X) :ré boa ordem sobre ocorpo(r) C X}.
Do Axioma da Substitui¢ao, definimos o conjunto
H(X) :={ t.o(( corpo(r),r)) : r € h(X)}.

Disso, segue que é imediato a verificagao de H(X) = {a : @ < z}. Para mostrarmos que
H(X) é um ordinal, basta ver que H(X) é transitivo: de fato, considere € o, € H(X).
Logo, a < X, e como 8 € a, obtemos < X. Portanto, § € H(X), segue que H(X) é
ordinal. Além disso, H(X) também é um cardinal. Do contrério, suponha que exista <
H(X), com 8~ H(X). Concluimos que 5 < X, entdo H(X) < X, logo H(X) € H(X) e
isto contradiz a tricotomia em On.

Para a justificativa de que H(X) é o menor ordinal que ndo é dominado por X,
note que H(X) £ X vale ou, do contrério, terfamos contradi¢do da tricotomia em On.
Dai, todo ordinal ¢ < H(X) ¢é dominado por X. O que nés diz que H(X) é o menor
ordinal que H(X) £ X. [

O conjunto H(X) = {a € On : a < X} é chamado de fun¢do de Hartogs de X.
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Do que ja foi verificado em , dado um cardinal k, podemos definir k™ = H(X) e, pode
ser verificado que KT = min{\ : A é cardinal, A > k}. Sob AC a cardinalidade de X estd

sempre bem definida e H(X) coincide com | X|*.

Definicao 1.7. Seja x um cardinal. Dizemos que x é cardinal sucessor, se existe A tal

que K = AT = H(\). Se k nao é cardinal sucessor, entao é dito cardinal limite.

Apresentamos alguns fatos:

(i) Todo cardinal k > w é um ordinal limite;
(ii) w é o menor cardinal infinito;

(iii) Se A é um conjunto de cardinais, entao sup(A) é um cardinal.

Se A é um conjunto e A < |A|, definimos os seguintes conjuntos:
O AP ={y cA:|Y|=2}
(i) [A] = {Y C A: Y| < A}
(i) [AJ = {Y CA:[¥| <A}

(iv) A=A
£<A

Sendo X um conjunto e a um ordinal, dizemos que *X é o conjunto de todas as
sequéncias de elementos de X que tem comprimento . Um caso particular dos conjuntos
que acabamos de definir sdo: <“A e [A]<“, conjunto das sequéncias finitas de elementos
de A e os subconjuntos finitos de A, respectivamente. Outra defini¢ao, se s € <“ A, com
dom(s) = n, denotamos s := (s(0)s(1)...s(n—1)), e para a € A denote s a := sU{(n,a)}.
Dados s,t € <“A, onde s € "A,t € *A, denotamos por st € "*¥A a concatenacio de s e
t,ie., st:=(s(0)s(1)...s(n — 1)t(0)t(1)...t(k — 1)).

Um resultado elementar da Teoria dos Conjuntos, porém, importante para esse

trabalho, é descrito a seguir:
Proposigao 1.8. “2 ~“w ~ P (w) ~ R. |

De posse do conceito de cardinalidade, observamos um fato em ZFC : dada f :
A — B uma sobrejegao, existe func¢ao h inversa a direita de f, logo |B| ~ |im(h)| < |A|.
Segue disso que |B| < |A]l. Entado deduzimos que se uma familia {A, : * € I} tem
tamanho k, entao existe J C I, |J| = K, com {4, : x € J} uma enumeragao.

Enunciaremos dois teoremas classicos e fundamentais em matematica:
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Teorema 1.9 (Indugao Transfinita). Seja X uma classe de ordinais:
(1) assuma que 0 € X;

(i1) sempre que o € X, entao a+1 € X;

(11i) se o é um ordinal limite e f € X para todo < «, entdo o € X
Entao X € a classe de todos os ordinais.

Apresentaremos o teorema de Recursao para ordinais.

Teorema 1.10 (Recursao Transfinita). Sejam & um ordinal X um conjunto nao-vazio.

Sejaae X, f: X =>X eg: UCX — X. Entao existe unica funcao F : & — X tal que
(<¢

(i) F(0) = a;

(1)) F(C+ 1) = f(F(Q)) para todo ¢ < &;

(11i) F(C) = g(F | ¢) para qualquer ¢ < &, ¢ ordinal limite.

Um fato proveitoso, segue da seguinte propriedade: Se C é uma familia de car-
dinais entdo |JC também ¢ um cardinal. Com isso e usando recursao transfinita, nds
podemos construir para todo ordinal o um cardinal w,:

(i) No = w;
(i) Noy1 = (Ra)™ = w;

o)

(iii) Ng = U N, = U We, para B ordinal limite.

a<f a<f

Vamos destacar algumas propriedades da aritmética cardinal. Seja x e A cardi-

nais, definimos:
(i) k+A=|xx {0} U x {1}
(ii) KA =]k x Al
(iii) & = M|
Proposicao 1.11. Dado um conjunto X infinito e k < |X|, entao
[X]"] = |[X]="| = | X"
[

A préxima proposicao serd usada de maneira muito natural nessa dissertacao:

Proposicao 1.12. Dada uma familia {X; : i € I} de conjuntos indexados por um con-

gunto I. Vale a desigualdade:

U

iel

< |I|.sup{|X;| : i € I}.
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Seja D um subconjunto de um ordinal . Tal conjunto D é dito cofinal em « se
para todo A € « existe & € D, tal que A < £. Se a é um ordinal, a cofinalidade de a é
definida por cf(«), como sendo o menor ordinal, tal que existe uma funcao f : cf(a) — «
com im(f) sendo um conjunto cofinal em «, também dizemos que f nessas condigoes é

cofinal em a. Em simbolos, temos
cf(a) := min{f : 5 é ordinal e existe f : f — «cofinal em «}.
Pode ser demonstrado que dado um ordinal «, temos:
cf(a) = min{|D| : D é um subconjunto cofinal em a}.

Diz-se que um ordinal « é regular se cf(a) = a. Um ordinal « é dito ordinal
singular se cf(a) < a. Vale destacar que um ordinal sucessor nunca é regular, ou seja, a
nocao de ordinal regular sé faz sentido para ordinais limites, pois dado um ordinal sucessor
sua cofinalidade sempre é 1. Outro ponto simples a ser observado é que em certas situagoes
para demonstrar se um cardinal k é regular, basta checar que x é a cofinalidade de algum
ordinal a.

Algumas propriedades referentes a cofinalidade sao dadas abaixo:
(i) kT é cardinal regular para todo cardinal  infinito.

(i) Se A < cf(k), entao *k = U A

a<k

(iii) Se & é cardinal infinito k™) > .
(iv) Se A é cardinal regular, A C A, e |A| < X entao existe o < A tal que A C a.

(v) Se k éregular, A < ke {X, : a <A} C P(k) e | X,| < K, para todo a < A, entao
Ug<r Xa # K, e mais ainda, [{J,., Xao| < .

Vamos justificar apenas o item (iv), pois bem: Seja 8 = t.0(A, €), onde A estd
com a ordem induzida por A, e seja f: 3 — A C A um isomorfismo de ordem. Como A é
regular, temos < cf(A). Por conseguinte, A nao é cofinal em A, i.e, existe o < A tal que
¢ < a para todo £ € A. Segue o desejado.

A cofinalidade é um conceito que pode ser pensando em contextos mais gerais de
ordens parcias. Seja (P, <) uma ordem parcial. Diz-se que B C P ilimitado se para todo
x € P, existe y € B, tal que y £ z. Um conjunto D C P é dito dominante (ou cofinal) se
para todo x € P, existe y € D,z < y. Se < é uma ordem total sem maximo um conjunto

B C P é ilimitado se, e somente se, € dominante. Definimos a cofinalidade de uma ordem



13

parcial P, como cof(P, <) := min{|D| : D C P ¢ cofinal}. Se a é um ordinal, vale que
cof(a, <) = cf(a).

O seguinte resultado é muito 1til no sentido que podemos limitar alguns argumen-
tos a familias de conjuntos com indices em um subconjunto cofinal de um dado nimero

ordinal.

Proposicao 1.13. Sejam uma familia crescente {X, : a < £},€ um ordinal limite e
A C € cofinal, entao U Xo = U X [ |

acA ael
Abaixo uma propriedade bastante conhecida em cursos béasicos de Teoria dos

Conjuntos:

Proposicao 1.14. Se k > w, cf(k) = min{\ : H{ X, : @ < A} familia de subconjuntos de
Kk, com | Xo| < R, Va <X elJ,oyXoa =K} [ |

O préximo teorema é usualmente chamado na literatura como principio da casa

dos pombos ou principio das gavetas:

Teorema 1.15. Sejam k um cardinal infinito, A um conjunto de tamanho Kk, e A =

U A, onde X < cf(k). Entao existe & < X tal que |A¢| = k. |
E<A

Agora, daremos um resultado bésico, porém, que traz um importante “meca-
nismo” para provarmos que um certo cardinal é o menor que atende uma certa propriedade

ou que um dado cardinal nao pode satisfazer uma propriedade.
Proposicao 1.16. Sdo equivalentes para 0 e k cardinais firados:
(1) 6 < k.

(ii) VAN <0 =\ <K).

Demonstragao:

(i) = (ii): E 6bvia.

(17) = (i): Se tivéssemos 6 > k, por hipdtese terfamos k < k, absurdo.

Também podemos concluir:

Proposigao 1.17. Sdo equivalentes para 0 e k cardinais firados:

(1) 0 =k;

(17) VAN <0 < X< k).
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Demonstragao:

(i) = (ii): E 6bvia.
(i7) = (i): Pela proposicao [1.16], temos 6 < k. Se tivéssemos 6 < k, por hipétese,

terfamos 0 < 0, e isso é absurdo. Portanto, vale a igualdade 6 = k. |

Proposicao 1.18. Sao equivalentes para 6, k, \ cardinais fixados.
(1) 6 < min{r, \};

(17) V(p < 0 = pu < k e p < A).

Demonstracgao:

(i) = (ii): B imediata.
(17) = (i): Sem perda de generalidade, suponha k < A\. Se ocorresse k < 6, por

hipétese terfamos que k < K, 0 que é um absurdo. Disso segue que < k = min{x, A}. B

Proposicao 1.19. Sao equivalentes para 6, k, \ cardinais fixados.
(1) min{r, A} <6;

(1) Vu(p <k ep < A= pu < 0)

Demonstracgao:

(i1) = (i): E imediata.
(1) = (ii): Sem perda de generalidade, suponha A < k. Se ocorresse 6 < A, por

hipétese deduzimos que 6 < 6, o que é um absurdo. Disso segue que min{x,A\} < 9. N

Como corolario das duas ultimas proposicoes, podemos deduzir que:

Proposicao 1.20. Sejam k, \ e 0 cardinais fixados. Considere as sequintes afirmacoes

sobre esses cardinais:
(A) min{k, A} =0;

(B) Para todo cardinal p, tem-se que vale a equivaléncia: p < k e pp < A< u <46.



15

Vale que : (A) < (B) |

Vejamos outro resultado bésico para demonstracoes que envolvem igualdades en-
tre nimeros cardinais que estao submetidos a certas propriedades. Em geral é mais
pratico “checar” que um invariante cardinal sendo o minimo tamanho para um conjunto
que atende uma dada propriedade, também é o maximo tamanho para o qual todos os
cardinais anteriores a ele a propriedade nao é verificada. Abaixo, daremos a formalizacao

do que acabamos de dizer:

Fato 1.21. Se temos uma afirmacao p sobre cardinais, defina:
01 := min{x : (k) € verdadeiro}

Oy := max{\ : Vu < X\, () € falso}
vale que 0 = 0.
Demonstragao:

De fato, para a desigualdade 6y < 64, se tivéssemos #; < 65, por definicao de 65
a propriedade ¢ ¢é falsa para o cardinal 6, contradizendo o fato que ¢(6;) é verdadeiro.
Para desigualdade 0; < 0y, tome p < ;. Segue da minimalidade de 6; que p(u) é falso,

assim obtemos 6; < 6,. Com isso fica mostrado que 6; = 6,. [ |

Uma propriedade elementar para uma dada sequéncia de conjuntos finitos de w

¢ dada abaixo:

Proposicao 1.22. Seja (M;);e, uma sequéncia de conjuntos finitos de w tal que cada
n € w pertence somente a um numero finito de conjuntos M!s. Entao podemos construir

uma sequéncia (i;)je. estritamente crescente tal que M;; e M; sdo disjuntos.
Demonstragao:

Suponha ig := 0. Tome Ag := U {i : n € M;}, como M,, é finito, entdao Ay
nEMiO
¢ finito. Portanto, tome ¢; > max Ay. Agora assuma contruida a sequéncia i, %o, ..., ;

estritamente crescentes. Defina A; := U {i : n € M}, como cada M; é finito,
TLEUij M;
entao A; ¢é finito. Portanto, tome ¢4, > max A;, disso segue o resultado. [ |

Fato 1.23. Seja {A, : n € w} uma particao de w em intervalos contiguos, nao-vazios,

indexados na forma natural, i.e., m < n se, e somente se, todos os elementos de A,, sao
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menores do que todos os elementos de A,. Entdo, dado i € w, i € A, temos que n < 1.
Demonstragao:

Para isso, tome h € “w estritamente crescente, dada por h(n) := min(A4,). Entao

n < h(n) e note que se i € A,, podemos concluir que n < h(n) <. |
O seguinte teorema nos fornece mais uma equivaléncia com o Axioma da Escolha:
Teorema 1.24 (ZF). Sdo equivalentes:
(i) AC.

(i1) Para toda familia {A; : i € I} existe uma familia {B; : i € 1} de conjuntos dois-a-
dois disjuntos tal que B; C A; para todo i € I e U B; = U A;.
i€l i€l
[
Como consequéncia imediata do teorema acima: dada uma familia {4, : n € w}

de conjuntos indexados por w, existe uma familia {B,, : n € w} tal que B,, C A,, para todo

n € w, os conjuntos Bls sao dois-a-dois disjuntos, e U B, = U A,,. Tal consequéncia
new new
serd util na secao [3.5.2]

Como é tradicional, denotaremos 2%° por ¢, comumente chamado de continuum.
Pelo Teorema de Cantor, 8; < 2% e, mais geral, R, ; < 2% paratodo a € On. A Hipdtese
do Continuum (CH) é a assercao que diz: “Y; = ¢”. De maneira geral, podemos destacar
a Hipdtese Generalizada do Continuum (GCH), onde se assume que: “N,;; = 25" para
todo a € On.

Varios resultados apresentados nessa dissertacao tém correspondéncia com resul-
tados de consisténcia. Portanto, é necessario introduzirmos nogoes béasicas de conceitos
provenientes da Teoria de Modelos. Seja K um conjunto de férmulas. Dizemos que K
prova ¢, denotamos por K = ¢, se houver uma dedugao formal (sintatica) de ¢ a partir de
IC, ou seja, se existir uma sequéncia finita ¢y, ..., ¢; de férmulas tais que ¢,, = ¢ e cada ¢;,
0 <i < j, ouestd em K ou é axioma légico ou segue de ¢y, ..., ¢;—1 por axiomas légicos
e/ou regras de inferéncias vélidas. No caso em que K prova ¢, ¢ é dito Teorema de K
(ou seja, ¢ é consequéncia sintatica de K). Dizemos que K é consistente Consistente se
K nao prova contradicoes, i.e., nao existe ¢ tal que K F ¢ e K F —¢. Dizemos que ¢ é
consistente com K se LU {¢} for consistente. Se M é um modelo de K no qual ¢ é vélida,
denotaremos por M = ¢. Se ¢ é valida em todos os modelos de K, ¢ é dita consequéncia
semantica de K. O Teorema da Correcao diz que: se ¢ é uma consequéncia sintatica de

IC, entao ¢ é consequéncia semantica de K.

Teorema da Corregao. Se K+ ¢, entio K = ¢
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Dizer que ¢ é consistente com I, equivale a dizer que existe algum modelo de K

no qual ¢ seja verdadeira. Isso é justificado pelo teorema:

Teorema da Completude. Seja K um conjunto de sentencas de uma linguagem da
logica de primeira ordem. Entdo K € consistente se, e somente se, K tem um modeloE]

Dizemos que ¢ é independente de K se tanto ¢ como —¢ forem consistentes com
K.

No presente trabalho, em geral, estaremos com teoremas de ZFC, entao ¢ sera
dita consistente se for consistente com ZFC e, também, se ¢ for independente serd em
relacao a ZFC. Faremos uso da seguinte equivaléncia: ¢ é independente de ZFC se, e
somente se, ZFC + ¢ e ZFC + ¢ sao consistentes.

O problema de saber se CH ¢ vélido ou nao, foi, de certa forma, solucionado por
Godel e Paul Cohen. A resposta de Godel a CH, foi que se ZFC é consistente, entao
ZFC+CH e ZFC+ GCH sao consistentes. Ja Paul Cohen, provou se ZFC é consistente,
entao ZFC 4+ —-CH e ZFC + -GCH também sao consistentes, i.e, um modelo pode ser
construido assumindo-se ou nao CH ou GCH . Isso diz que podemos usar CH como
uma hipétese adicional para deduzir algumas propriedades interessantes que aparecerao no
presente trabalho. A principal técnica para se provar que alguma afirmagao é consistente

ou que independe de ZFC ¢é chamada de forcing.

1.2 Nogoes topolégicas

Assumiremos conhecida a definicao de topologia. Dizemos um espaco topoldgico
¢ o par (X, 7), onde X é o suporte para a topologia 7. Omitiremos a mengao a topologia
7 quando esta estiver clara no contexto. Vamos dizer que X é um espago topologico
discreto se T é a topologia discreta, i.e, 7 = P(X). Dizemos que um subconjunto U é
uma vizinhanc¢a de x se existe um aberto V tal que x € V C U. Seja V, uma colecao
de subconjuntos de X, dizemos que V, é um sistema fundamental de vizinhanc¢as de x se
todo elemento de V), é vizinhanga de x e cada vizinhanca de x contém algum elemento de
V... Se todos os elementos de um sistema fundamental de vizinhancas de x sao vizinhacas
abertas, tal sistema fundamental de vizinhangas abertas é dito base local de .

Seja X um espaco topolégico. Uma familia B de abertos de X é dita base da
topologia de X se, e somente se, para todo aberto V' e todo ponto x € V, existe U € B tal
que x € U C V. Com isso, todo aberto pode ser escrito como uniao de uma subfamilia de

B. Vamos supor conhecido a definigao de fecho de um subconjunto de X. Dado A C X,

4Na verdade, o Teorema da Completude pode ser encarado como a reciproca do Teorema da Correcio,
ie., “Se K = ¢, entdo K ¢”. O que ocorre é que: “K = ¢ < K F ¢ se, e somente se, “A teoria I é
consistente < K tem modelo.”
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denotaremos por A o fecho do conjunto A. Um subconjunto D de X é denso em X se
o fecho de D é igual a X, ou equivalentemente, D é denso em X se para todo aberto
nao-vazio U em X o conjunto D N U é nao-vazio.

Seja S uma familia de abertos de X. Dizemos que § é uma subbase para X se a
familia das interseccoes finitas de S é base.

Dado Y um subconjunto do espago topolégico (X, 7), a topologia de subespago
para Y é a familia v := {Y NU : U € 7}. Assim, diremos que Y é um subespago
de X. Um subconjunto D de X ¢ dito discreto se sua topologia de subespago for a
discreta. Diante disso, um subespaco D de X é discreto se, e somente se, existe uma
familia {U, : x € D} de abertos de X, tal que x € U,, satisfazendo U, N D = {x}, para
todo x € D.

Uma propriedade topologica é dita hereditdria, se X é um espago topoldgico com
certa propriedade “P” e qualquer subespaco A C X satisfaz “P”. Um ponto x € X é dito
ponto aderente de A se para todo aberto U de X, tal que x € U ocorre que U N A # ().
Dado z € X, diremos que x é ponto de acumulacdao de A se dado um aberto V' de X tal
que x € V tem-se (V \ {z})N A # 0.

Um espaco topoldgico X é dito:

(i) Primeiro enumerdvel ou que satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade (“first
countable”) se todo ponto do espago possui um sistema fundamental de vizinhangas

enumeravel;

(i) segundo enumerdvel ou que satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade (“second

countable”) se possui uma base de abertos que é enumeravel;

(iii) terceiro enumerdvel ou separavel se X possui um subconjunto enumerével denso.

Um fato simples que pode ser deduzido do que acabamos de definir: é que todo
espaco segundo enumeravel é separavel. Como qualquer subespaco de um espago que
tem base enumeravel, também possui base enumeravel, temos como consequéncia que o
segundo axioma de enumerabilidade implica que qualquer subespaco de um espago que
possui base enumeravel, contém um denso enumeravel. Em geral, um espaco separavel
pode nao satisfazer o segundo axioma de enumerabilidade, mas no contexto de espagos
métricos, um espago separavel sempre possui base enumeréve]ﬂ Uma observacao a ser
feita é que a propriedade de um espaco ser separavel nao é hereditaria.

Para alguns resultados iremos exigir algumas propriedades sobre a topologia. Por

isso, damos os seguintes axiomas de separagao:

5Também reforcamos o seguinte: um espaco métrico nio precisa ter base enumeravél. Um exemplo
trivial disso: seja X um conjunto nao-enumerdvel com a métrica d, definida por d(z,y) =0sex =y e
d(z,y) = 1 se x # y. A topologia de X dada pela métrica d é discreta, o que implica que X néo tem
base enumeravel.
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Definicao 1.25. Seja X um espaco topoldgico. Diz-se que:

(i) X é Tj se para todo x,y € X, se x # y, entdo existe um aberto U em X tal que
x €U ey ¢U ou existe um aberto Vem X tal queye Vex &V.

(ii) X é T; se valer a seguinte condigao: para todo z,y € X, se x # y, entao existe um
aberto U em X tal que z € U e y € U e existe um aberto V em X tal que y € V e
x&V.

(iii) X é T, (ou Hausdorff) se valer a seguinte condigao: para todo z,y € X, se x # y,

entao existem abertos U eV em X taisquez e U,y e Ve UNV = 0.

(iv) X é T3 se para todo x € X e todo F fechado em X, se z € F', entao existem abertos
UeVemX taisquex e U, FCV eUNV =, ou equivalentemente, para cada

vizinhanca aberta V de z existe uma vizinhanca aberta U de x tal que U C V.
(v) X é regular se X for Ty e Ts.

(vi) X é T3% se valer a seguinte condicao: para todo x € X e todo F' fechado em X,
se x ¢ F, entdo existe uma func¢do continua f : X — [0,1] tal que f(z) = 0
e fIF] C {1}. Se X éT; e TB%, dizemos que X é um espaco de Tychonoff ou

completamente reqular.

(vii) X é T} se para todos F, G fechados e disjuntos em X, existem V' e U abertos disjuntos
em X tais que ' C V, G C U, ou equivalentemente, dado o conjunto fechado F' e
U um aberto com F C U, entdo existe aberto V tal que F CV CV C U.

(viii) X é normal se X for Ty e Ty.

Se X é um espago Tj, um conjunto da forma {x}, com z € X, é fechado. Como
consequencia disso, todo conjunto finito em de um espaco 1) é fechado. No caso que
A C X finito se X for espaco 17, obrigatoriamente, A é discreto, pois qualquer subconjunto
de A é complemento de um fechado de A. Ainda com X um espaco topoldgico T, se A
é um subconjunto de X: um ponto x € X é ponto de acumulagao de A se, e somente se,
qualquer vizinhanca aberta de x contém infinitos pontos de A. Do que acabamos de falar

segue que:

Proposicao 1.26. Seja A C X um subconjunto fechado e discreto,i.e., nao possui ponto
de acumulacdo. O espaco X tem a propriedade Ty se, e somente se, dado v € X existe

vizinhanga aberta de x onde sua interseccao com A € finita [ |

Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que um aberto U de X é aberto regular

se U = int(U). Denotamos por RO(X) a familia de todos os abertos regulares de X. Se
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tivermos que X é um espago T3, entdo RO(X) é uma base para X. De fato, fixe z € X e

tome uma vizinhanca aberta V de z, por T, existe U aberto tal que x € U C V. Como

int(U) é aberto regular, e estd contido em U, temos que RO(X) é uma base de X.
Dada uma familia {A; : ¢ € I}, definimos o produto cartesiano de {A; : i € I},

denotamos por H A;, o conjunto:
i€l

HA,» = {x:]%UAi:x(i)EAi,‘v’iGI}.

el i€l

Dado ¢t € I, definimos a fungao m; : HXi — X, tal que m(f) = f(¢t) ¢ dita
iel
projecao de HXi na coordenada t.
iel
Sejam {A; : i € I} uma familia de espagos topologicos, X = HAi em X —
iel
A;,1 € I, a funcao projecao. Definimos a topologia produto de Tychonoff ou topologia

produto a topologia gerada pela base:

{H U; : U; é aberto em X;, paratodoi € le{iel:U; # X;}é ﬁnito} )
iel

O conjunto {i € I : U; # X;} é chamado de coordenadas destacadas. Por defini¢ao
da base que gera a topologia de Tychonoff, a topologia de produto é a menor sobre X que
faz cada m; continua. Sendo A um conjunto qualquer e X um espaco topolédgico, sempre
vamos considerar o espaco 4X com a topologia produto, e as vezes usaremos a notacao
X4 para esse espaco.

Dizemos que uma familia U/ de subconjuntos de X cobertura de X se X = JU. A

cobertura U diz-se cobertura aberta se os elementos de U forem abertos. Uma subfamilia
U C U é dita uma subcobertura de X se X = JU'.

Definicao 1.27. Diz-se que um espaco topolégico X é compacto se toda cobertura aberta
de X possui uma subcobertura finita[f]
De posse da definicao acima, podemos enunciar o seguinte teorema que é equiva-

lente ao Axioma da Escolha:

Teorema 1.28 (Teorema de Tychonoff). Seja {X; : i € I} uma familia de espagos

topoldgicos compactos nao-vazios. Entdo o produto de espagos de Tychonoff [];,c; Xi €

compacto.

5Obviamente, segue da definicao de subespaco topoldgico que: Um espaco topolégico A C X é com-
pacto se, e somente se, para cada familia U de abertos de X tal que A C |JU, existe Y’ uma subfamilia
finita de U, tal que A C JU'.
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Sejam X um espaco topoldgico, A C X ex € X; x é dito um ponto de acumulac¢ao
completo de A se para toda vizinhanga aberta U de x vale [U N A| = |A|. Seja F uma
familia de conjuntos de um espaco topoldgico X. Uma familia F tem a propriedade da
intersec¢ao finita (p.i.f) se a interseccao de toda subfamilia finita de conjuntos nao-vazios
de F é nao vazia. Disso, temos a seguinte propriedade: um espago X é compacto se, e
sO se, toda familia de conjuntos fechados com p.i.f tem intersec¢ao nao vazia. Diremos
que uma familia F é localmente finita se para cada x € X existe aberto U tal que
{Ae F:UnNA=# 0} é finito. No caso em que F é finita, obviamente, F é localmente
finita e no caso que X é um espago topoldogico compacto nenhuma familia infinita de
subconjuntos de X é localmente finita. Considerando X um espago topologico Ty e A C X
nas condigoes da proposi¢ao é imediato concluir que a familia {{z} : = € A} é

localmente finita.

Definigao 1.29. Sejam X um espaco topologico, A C X e U,V familia de subconjuntos
de X . Diz-se que:

(i) V refina U se, para todo V € V), existir um U € U tal que V C U.

(ii) V éum refinamento aberto de U se U é cobertura aberta de X e V for uma cobertura

aberta de X que refina U.

(iii) Um espago topolégico onde toda cobertura aberta admite um refinamento aberto

localmente finito é chamado paracompacto

(iv) X ¢é Lindeldf se para toda cobertura aberta U de X, existir uma subcobertura

enumeravel U’ de U.

(v) X é enumeravelmente compacto se para toda cobertura aberta enumeravel U de X

existir uma subcobertura finita U’ de U.

Obvio que todo espaco topoldgico compacto é paracompacto. Outra implicagao
simples é que: um espago enumeravelmente compacto é pseudocompacto, e vale a equi-
valéncia se X for um espaco normal. Quando X é um espaco compacto Ts, ele também
serd um espaco normal. Evidenciamos que uniao finita de conjuntos compactos sempre
é um conjunto compacto. Em geral, uniao infinita de compacto nao é compacto. Aqui

também vale destacar as duas propriedades equivalentes:
(a) X é compacto.

(b) Todo subconjunto infinito de X possui ponto de acumulac¢ao completo.
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Quando X é um espaco 717, ser enumeravelmente compacto é equivalente a todo
subconjunto infinito de X possuir ponto de acumulagao. Disso, podemos concluir que
um fechado discreto de X enumeravelmente compacto € finito, pois nao possui ponto de
acumulagao.

Um espago X que tem base enumeravel, necessariamente é um espaco de Lindelof:
de fato, seja U uma cobertura aberta de X, entao para um z € X fixado, existe U, € U
onde x € U,. Sendo B uma base enumeravel de X, existe B, € B com = € B, C U,.
Sendo B enumeravel, concluimos que {B, : x € X} é enumerédvel. Logo, existe A C X
enumeravel(podendo ser finito) tal que {B, : © € A} = {B, : * € X}, sendo assim
podemos concluir que | J{B, : x € A} = |J{B, : x € X} = X. Tome U’ a subcobertura
de U que é enumeravel pondo {U, : z € A}.

Note que um espaco X Lindel6f nao enumeravel necessariamente tem ponto de
acumulagao completo. Do contrario, dado qualquer x € X ele nao é ponto de acumulacao
completo, entao existe um aberto U, vizinhanca de x tal que U, N X é enumeravel.
Ademais, claramente {U, : x € X} é uma cobertura aberta de X, sendo X Lindeldf,
existe subcobertura enumeravel, logo X seria enumerével.

Existem relacoes entre os axiomas de separacao e paracompacidade, destacamos:

um espago Lindeldf e regular é paracompacto; qualquer espaco paracompacto é normal.
(vi) Diz-se que X é o-compacto se é unido enumeravel de compactos.

Se X é o-compacto e fixada uma cobertura aberta U de X, sempre obtemos

uma subcobertura enumeravel. Em outras palavras, espaco o-compacto necessariamente
é Lindelof.

(vii) Diz-se que X é pseudo-compacto se dado qualquer funcao continua f : X — R sua

imagem ¢ limitada em R.

Dizemos que um espaco topoldgico X é localmente compacto se todo ponto de X
possui um sistema fundamental de vizinhancas compactas. Quando X é Ty, tal definicao
equivale a cada x € X e para cada U vizinhanca aberta de z, existe uma vizinhanca V'
de z tal que V é um subconjunto compacto de U.

A topologia da ordem sobre um ordinal v > 0 é a topologia gerada pela base
{{0}} U {]a, ] : @ < B < 7v}. Um fato que vale destacar é que todo ordinal com
a topologia da ordem é um espaco normal. Um exemplo fundamental de ordinal com
a topologia da ordem é w;. Tal espaco nao é compacto, porém, é enumeravelmente
compacto, haja vista que todo subconjunto infinito de w; tem ponto de acumulacao em

wi. Como consequeéncia, wy nao pode ser paracompacto, pois um espaco enumeravelmente
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compacto que seja paracompacto, obrigatoriamente, é compactd’] No caso, ver que w;
nao é compacto vem que {[0, &) : @ < wy } é uma cobertura aberta de w; sem subcobertura
finita.

Dada uma familia & de subconjuntos de um conjunto X e um subconjunto A de

X, definimos a estrela de A com relagao a U o seguinte conjunto:
St(A,U)=U{U el : AnU # 0}.

Se A C X é tal que St(A,U) = X, diz-se que A é nicleo estrela de U. Observe
que para x € X temos que St({z},U) = J{U U :Un{z}#0} =U{U eld : z € U}.
Por conveniéncia denotaremos St(x,U) em vez de St({z},U).

Definimos a nocao de conjunto perfeito. Dado um espaco topoldgico X, diz-se
que A C X é um conjunto perfeito se for fechado e nao contém ponto isolado.

Um espaco topoldgico é chamado de completamente metrizdvel se sua topologia é
induzida por uma métrica completa, i.e, se 7 é uma topologia de X, existe uma métrica d
sobre X, tal que (X, d) é uma espago métrico completo e 7 coincide com a topologia sobre
X gerada pela métrica d. Note que existe uma sutil diferenca entre: “espago métrico
completo” e “espaco completamente metrizavel”.

Um subconjunto de um espago topoldgico X ¢é dito G se é escrito como inter-
seccao enumeravel de abertos. Também definimos o seu andlogo, um subconjunto de X
¢ dito F), se ¢ uma uniao enumeravel de abertos. Damos a seguir um resultado que pode
ser util para dizer se um subconjunto de um espago métrico completo é completamente

metrizavel.

Teorema 1.30. Um subconjunto A de um espagco métrico M é completamente metrizdvel
se, e somente se, A ¢ um G

Aqui devemos destacar que a nocao de completitude é propriedade de espaco
métrico, enquanto ser completamente metrizavel é uma propriedade de carater topologico.
Isso se justifica no seguinte exemplo: O conjunto dos racionais Q é metrizavel, porém,
nao completamente metrizavel, haja vista que nao é Gs.

Diz-se que um espaco topoldgico X é espaco polonés se é separavel e completa-

mente metrizavel. Vamos dar algumas observacoes a respeito dessa definicao:
(i) A reta real R com a topologia usual é um espago polonés.

(ii) Todo subespago fechado de um espago polonés é polonés.

"Vamos justificar tal afirmativa do seguinte modo: Fato. Seja X é um espaco T;. O espaco X é
enumeravelmente compacto se, e somente se, toda familia localmente finita de subconjuntos nao-vazios
de X é finita. Tome U cobertura aberta de X. Como X é paracompacto, existe )V refinamento aberto
localmente finito de #. Sendo X um espaco enumeravelmente compacto, segue que V é finita, digamos
que V := {V1,Vs,...,V,}. Por V ser um refinamento de i, dado V; € V existe U; € U tal que V; C Uj.
Assim, existe uma subcobertura finita de ¢ dada por U’ := {Uy,Us, ..., U, }.
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Um espago topdlogico é chamado zero-dimensional se possui uma base que con-

siste de abertos e fechados, também chamados de clopen (do inglés “closed” e “open”).
(iii) w® é um espago zero-dimensional e polonés.

Nosso objetivo é tratar de resultados sobre R, porém, varias propriedades podem
ser generalizadas para um espaco polonés arbitrario.

Vamos apresentar de maneira sucinta questoes referentes ao assunto de fungoes
cardinais. Nas ultimas décadas varios resultados interessantes foram provados usando
fungdes cardinais, Teoria dos Conjuntos e Topologia. Ademais, alguns destes resultados
estarao presentes nessa dissertacao.

Comegamos denotando T e Card, respectivamente, a classe dos espacos topoldgicos
e a classe dos cardinais. Uma func¢ao cardinal é uma funcgao-classe ¢ : C — Card tal que
CCT; ¢(X)> w para todo X € C; para quaisquer X,Y € C homeomorfos, tem-se que
O(X) = o(Y).

Seja X um espaco topoldgico:
(i) O peso de X é definido por
w(X) = min{|B : B é uma base de abertos para X} + X

Dado um cardinal k£ > w e assumindo que topologia do conjunto {0, 1} é a discreta, pode

ser demonstrado que w(2%) = k. Tal espaco é chamado de Cubo de Cantor de peso k.

(ii) O densidade de X é definido por
d(X) =min{|D|: D C X é denso em X} + N,

Um teorema cléssico e que serd justificativa de algumas passagens em alguns teoremas do
capitulo 3 é:
Teorema 1.31 (Hewitt-Marczewsky-Pondiczery). Se X = HXt, onde |T| < 2% e
teT
d(X;) < K, para todo t € T, entao d(X) < k.
Demonstragao:
Vide [HJ. [ |
(iii) O spread de X ¢é definido por
s(X) =sup{|A| : A C X é discreto X} + N,

Dado X um espaco topolégico e uma familia F de abertos de X. Diz-se que F é

uma familia celular, se ¢ uma familia de abertos dois-a-dois disjuntos.
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(iv) A celularidade de X é definido por
¢(X) =sup{|C| : C é uma familia celular em X} + N,

Quando um espaco X tem celularidade ¢(X) = Wy, dizemos que X é um espaco
com a propriedade c.c.cﬂ Obviamente, vale que ¢(X) < d(X). Um exemplo de espago com
a propriedade c.c.c é o préprio cubo de Cantor de peso k, definido mais acima. No caso 2
com k finito é imediato que tal espaco tenha a propriedade c.c.cﬂ Um espago X infinito
que seja Hausdorff, possui uma familia celular infinita. Uma desigualdade conhecida,
envolvendo ¢, s e w é dada abaixo:

c(X) < s(X) < min{|X|, w(X)}.

(v) O grau de Lindeldf de X é definido por:

L(X) := min{x : dada uma cobertura aberta de X, existe subcole¢ao de tamanho < k

que cobre X} + Ry

Se L(X) = Ng, entao o espa¢o X ¢é Lindelof. Em particular, todo espago compacto
tem grau de Lindelof enumeravel. Um fato trivial que pode ser demonstrado: se L(X) = &,
nao existe um conjunto fechado e discreto de tamanho maior que k. Uma desigualdade

bastante conhecida é que:

L(X) < min{|X], w(X)}.

Considere V uma colecao de abertos nao-vazios do espaco topolégico X. Uma
m—base para X é uma colecao V de X, tal que para todo U aberto nao vazio de X, existe
VeVYcecomV CU.

(vi) O m—peso de X é definido como:
7w(X) = min{|V| : V7 — base para X } + X,

Como toda base de um espago topolégico X também é uma m-base, entao é
imediato concluir que 7w (X) < w(X). Também é imediato que d(X) < mw(X), pois
dada uma m-base V a cada V' € V, podemos tomar =, € V e, desse modo, a familia
{z, : V € V} é um conjunto denso em X.

Seja p € X, V é m—base local de p se para todo aberto U, com p € U, existe

VeV, comV CU. Definimos o w-carater local por:

8 A propriedade c.c.c nesse contexto é de cardter topolégico. Na secdo 1.4 damos a nocdo da propriedade
c.c.c no contexto de ordem parcial.

9Destacamos que o cubo de Cantor é o exemplo de espaco onde a propriedade c.c.c é mantida, inde-
pendentemente do tamanho do espaco. O leitor pode conferir que, em geral, o cubo de Cantor perde a
propriedade de ser separavel se k > 2%.
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(vii) mx(p, X) = min{|V| : V é m—base local em p} + Ry

Uma fungao cardinal ¢ : C — Card é dita mondtona se, e sé se, p(Y) < ¢(X),
para quaisquer X,Y € C tais que Y C X.

As funcoes cardinais: peso e spread s@o, obviamente, exemplos de funcoes car-
dinais mondtonas. Ja as funcoes cardinais: ¢, d, L e mw sao exemplos de fung¢oes nao-
mondétonas. Um espago topoldgico que testemunha que ¢ e d sao ambas nao-monotonas é
o Plano de Nz’emytzkﬂ que sera denotado por N. Tal espaco contém um subespaco dis-
creto L (que também ¢é fechado) tal que ¢(L) = ¢ e d(L) = ¢, enquanto, d(N) = X;. Como
a celularidade de um espaco topolégico é sempre menor ou igual a sua densidade, entao
vale que ¢(N) < d(N) = Ry, logo ¢(N) = Ny, desse modo fica justificado que ¢ e d ndo sao
mondétonas. Agora, vejamos que a fungao grau de Lindel6f nao é monétona. Considere
um espacgo topolégico discreto (X, 7) ndo-compacto e com tamanho x > w. Denote por
Y a compactificagao por um ponto de X. Como a topologia de subespaco de X coincide
com 7, entdao X é discreto em Y, logo k < L(X). Por outro lado, como Y é compacto,
entdo L(Y) = Ny. Com isso, a compactificagao por um ponto de qualquer espago discreto
de tamanho x > w testemunha que L nao é monétona. Um exemplo cléssico de espaco
que testemunha que a funcao mw é nao-mondtona é o espaco topoldgico [%E, pois tal
espacgo possui um conjunto denso e enumeravel de pontos isolados, e isso implica que
mw(fw) = d(fw) = Ny. Agora, como subespaco Sw \ w possui uma familia celular de
tamanho 7] entdo ¢ < d(fw\w) < mw(Bw \w). Portanto, acabamos de argumentar que,
de fato, a funcao cardinal 7w, também, é nao-mondtona.

Caso ¢ seja uma funcgao cardinal que nao é mondétona, definimos a fungéﬂ

ho(X) = sup{6(Y) : Y C X}

Podemos entender, por exemplo, se hd(X) = k, todo subespago de X possui um
denso de tamanho menor ou igual a k. Se hd(X) = w, todo subespaco de X é separdvel,
entao o espago X ¢ dito hereditariamente separavel. Para o trabalho, nosso interesse sera
hL(X) :=sup{L(Y):Y C X}, onde L é o grau de Lindeldf. No caso hL(X) = w, dizemos

que X é hereditariamente Lindelof, pois todo subespaco de X tem grau de Lindelof no

10Para o Leitor que nao conheca, por cortesia, daremos a definicdo do Plano de Niemytzki: Seja N um
conjunto de pontos do plano com segunda coordenada maior ou igual a zero, i.e., N := {(z,y) € R? : y >
0}. Denote por L areta y = 0 e seja L' := N\ L. Para cada z € L e r > 0, seja U(z,r) o conjunto de
todos os pontos em N no interior da bola de raio r tangente a L no ponto e seja U;(x) := U(z, +) U {x}
parai=1,2,.... Paracada z em N\ L er >0, seja V(x,r) o conjunto de todos os pontos de N dentro
do circulo de raio 7 e centro , e seja U;(z) := V(z, 1) para i = 1,2,... Para cada z € N. A familia de
todos os conjuntos U;(z) para todo i € w e para todo z € N, gera uma topologia em N. O conjunto N é
chamado de Plano de Niemytzki. Agora, note que, o conjunto L é fechado e discreto em N.

HEsse espaco é definido no final da Secao

12Ver [H, p. 32]

13Para uma leitura complementar, vide [Juh80].
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maximo w.

Teorema 1.32 (Groot). Dado um espago X com a propriedade Hausdorff, entio |X| <
2ML(X) - Em particular, temos que todo espaco Hausdorff que é hereditariamente Lindeldf

tem cardinalidade no mdximo 2%.

Demonstragao:
Vide [HI.

1.3 Teoria da Medida e Categoria

Primeiramente, vamos tratar de alguns conceitos elementares de Teoria da medida
e em seguida trataremos dos conceitos de categoria. O ponto chave dessa secao é o
conceito fundamental da medida de Lebesgue sobre R (respectivamente, os conceitos
bésicos da propriedade de Baire) que tem sido extremamente 1til em varios problemas da
matematica.

As referéncias adotadas para segao: [Oxt80] e [Roy8§|, sendo que na primeira,
estudamos alguns resultados mais classico sobre Categoria. Para o nosso proposito, defi-
nimos por o—dlgebra, em um conjunto X, a uma familia A de subconjuntos de X com as

seguintes propriedades:
(i) X € A4
(ii) Se A € Aentao X \ A € A,

(iii) Se A;, Ay, ...,€ Aentdo | ] A, € A
n<w
Em palavras, dado um conjunto X, uma o—algebra é uma familia de subconjuntos
de X que contém X e que é fechada para complementar e uniao enumeravel. Seguiremos
com as definicoes. Uma classe mondtona C de X ¢é uma familia de subconjuntos de X

satisfazendo as condigoes:

(iv) Se para todon € w, A, € Ce A, D Ani1, ﬂ A, = A, entao A € C.

n<w

(v) Separatodon e w A, € Ce A, C Api1, U A, = A, entao A € C.

n<w

A familia A é chamada de algebra se a condicao (iii) acima ¢é satisfeita somente no
caso para unides finitas. Disso podemos concluir que uma familia A é uma o—4&lgebra de
X se, e 86 se, é dlgebra e classe mondtona. Outra maneira de obtermos o—élgebras é via “

Intersegoes”, pois, note que nao é dificil verificar que a interseccao de qualquer familia de
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o—éalgebras sobre X que contenham um dado subconjunto B de P(X) é uma o—4élgebra,
e que, além disso, ela é menor que contém B. Entao dizemos que tal o—algebra ¢é a
o—algebra gerada por B.

Quando temos um espago topolégico (X, 7) podemos considerar a topologia T para
gerar a chamada o—dlgebra de Borel de X, que denotaremos por B(X) e seus elementos
sao chamados de borelianos. FEssa o—élgebra sera de grande interesse para este texto
quando consideramos a topologia usual de R. Utilizando indugao Transfinita, podemos

demonstrar que:

Teorema 1.33. Existem ¢ Borelianos de R.
[ |

Por uma medida, em um espago de medida (X, .A), com A uma o—algebra sobre

X, entendemos por uma fungao nao negativa u : A — [0, 0] que satisfaz:

(a) p(®) =0

(b) é o aditiva, i.e, se dado Ay, ..., A, ... € A dois a dois disjuntos, entao:

N( U An) = ZM(An)

n<w n<w

Destacamos algumas propriedades de uma medida. Seja (X, .4, ) um espago de

medida, entao para A, B € A:
() 1(B) = u(B 1 A)+ p(B 0 (X \ 4))
(ii) Se A C B, entao u(B) = pu(A) + u(B\ A)
Note que (i) e (i¢) implicam, respectivamente, as seguinte:
(iii) Se A C B entao u(A) < u(B).
(iv) Se Ay, ..., A, € A, entao pu(A; U...UA,) < u(Ar) + ... + p(Ay).

Medida exterior (em inglés “ outer measure”) de um conjunto nao-vazio X é uma

funcao p* : P(X) — [0, 00] que satisfaz:
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Seja ACP(X)ep: A— [0,00] tal que ) € A, X € A, e p() = 0. Sempre é

possivel obter uma medida exterior a partir de p, a saber, para todo A C X,

pi(A) =inf{> p(4;): A4 € ALAC (A}

J<w J<w

é uma medida exterior.

Quando p é dada por p([a,b]) := b — a, dizemos que p* é a medida exterior de

Lebesgue.

Definigao 1.34. Seja p* uma medida exterior sobre X. Diremos que ' C X é p*—mensurdvel
se todo A C X
iH(A) = (AN E) + 1 (AN (X \ B))

No caso da medida exterior de Lebesgue, diremos que m*-mensuravel é um Lebesque
mensurdvel. Denotamos a familia dos lebesgue mensurdveis por L(R). E claro que se
um conjunto A C R, tal que m*(4) = 0, A é um Lebesgue mensurdavel. Sempre que

m*(A) = 0, diz-se que A é um Lebesgue nulo.

Teorema 1.35 (Carathéodory). Seja u* uma medida exterior sobre X e M a familia de
todos os p*—mensuraveis. Entao M € uma o—adlgebra, e a restricao de u* a M € uma
medida.

Esse teorema nds permite definir a medida de Lebesque. Isto é, quando temos
p((a—1b)) =b—a, com a,b € R, obtemos a medida exterior de Lebesgue e pelo eorema
de Carathéodory, podemos restringir a medida exterior de Lebesgue a o—algebra dos
lesbesgue mensuraveis e obtemos a medida de Lebesgue. Denotaremos por “m” a medida
de Lebesgue[”]

Defini¢ao 1.36. Dado A C R. Diremos que m, := sup{m(K) : K C Ae K é compacto}
¢ medida interior do conjunto.

E sabido que, no caso dos conjuntos de medida finita, um conjunto é mensuravel
se, e somente se, suas medidas interior e exterior coincidem.

Nesse trabalho a medida de interesse serd a de Lebesgue, portanto, de agora em
diante, vamos nos referir aos conjuntos Lebesgue mensuraveis por “mensuravel” e Lebes-

gue nulo por “nulo”. Vamos listar algumas propriedades acerca da medida de Lebesgue.

4Uma questdo natural surge com respeito a medida de Lebesgue: Se todos os subconjuntos da reta sdo
mensuraveis a Lebesgue ou ndo (e também, surge uma questdo andloga sobre a propriedade de Baire).
Na literatura, sao apresentadas construgoes de subconjuntos da reta que nao sao mensuraveis a Lebesgue.
A primeira construcao é devida a Vitali em: Sul problema della misura dei gruppi di punti di una retta.
Nota, Bologna, 1905.
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Proposicao 1.37. (i) Se A C R € nulo, entao ezxiste um boreliano nulo N tal que
ACN;

(ii) Sejam x € R, B € L(R), entdo B+ x € L(R) e m(B) = m(B + z), ou seja, m é

1movariante por translagao.

(11i)) Se A C R ee >0, existe um aberto G C R tal que A C G e m(G) < m*(A) + e.
Portanto, m*(A) = inf{m(G) : A C GeG aberto}.

(iv) Se E C R € mensurdvel, entao para todo € > 0, existe um conjunto fechado F C E
tal que m*(F) > m*(E) — €, portanto m*(E) = sup{m(F) : F C E, E fechado}.

Proposicao 1.38. As sequintes propriedades sao equivalentes:

(i) A C R € mensurdvel;
(i) existe um G5 com A C G5, m*(Gs\ A) =0;
(iii) existe um F, com F, C A, m*(A\ F,) = 0;
(iv) para todo € > 0, existe uma aberto G com E C G e m*(G\ E) < ¢;

(v) existe um conjunto K C R que é F, e um nulo Z, tal que K C A, Z C A e
A=KUZ.

Outra propriedade que podemos citar: é que se A é um mensuravel, com m(A)
finito, podemos aproxima-lo por conjuntos compactos, ou seja, se A tem medida finita,
entdo para todo € > 0 existe um compacto C' com C C A e m*(A\ C) <e.

Agora vamos introduzir a linguagem para a nocao de categoria.

Definicao 1.39. Seja X um espaco topolégico. Dizemos que:

() Um conjunto A C X é um conjunto magro em X se A estd contido numa reuniao
enumeravel de conjuntos fechados com interior vazio. Também podemos usar conjunto de
primeira categoria como sinonimo para conjunto magro e conjunto de sequnda categoria
para nao magro.

(77) Um conjunto A C X é raro (em inglés “nowhere dense”) em X se o interior do fecho
de A é vazio;

(73i) X é um espago de Baire se a intersec¢ao de uma familia enumeravel de conjuntos

abertos densos em X ¢é denso em X.

Proposicao 1.40. Seja X um espaco topologico e A C X um raro. Valem as sequintes

assercoes:
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(i) A é raro & X \ A contém um aberto denso < A estd contido num fechado de

interior vazio;

(ii) A éraro se e somente se todo aberto nao-vazio U de X contém um aberto nao-vazio
V tal que VN A # 0;

(iii) A fronteira de um conjunto fechado é um conjunto raro;
(iv) Um conjunto fechado é raro se, e somente se, o seu complementar é um aberto denso;

(v) Um conjunto é um fechado de interior vazio se, e somente se, todos os seus pontos

sao de fronteira.

As assergoes listadas abaixo sao todas equivalentes e seguem diretamente da de-

finicao de espaco de Baire:
(i) X é espaco de Baire;

(ii) Toda unido de uma familia enumerével de conjuntos fechados sem interior deve ter

interior vazio;
(iii) Todo aberto de X nao vazio é ndo magro;

(iv) O complementar de um magro é denso e, mais ainda, contém uma intersec¢ao enu-

meravel de abertos densos .

Portanto, podemos dizer que um espago é Baire se cumpre com alguma dessas

propriedades acima.

Teorema 1.41 (Baire). Seja X um espaco métrico completo. Entdo a intersec¢ao enu-

merdvel de abertos densos € denso em X.

Teorema 1.42. Seja X um espaco completamente metrizdvel. Entao € espaco de Baire.
[ |

Todo espago completamente metrizavel nao é um conjunto magro em si mesmo.

Seja X um espaco completamente metrizavel e A qualquer subconjunto de X. Entao A é

complementar de um conjunto magro em X se, e somente se, contém um denso Gs.

Observagao 1.43. Seja X um espaco topoldgico e A um conjunto de interior vazio em
D C X, onde D é um conjunto denso em X. Entdo A tem interior vazio em X, pois
claramente, se existisse um aberto U de X contido em A terfamos UND C AND = A,
dai U N D é um aberto relativo a topologia de subespaco de D que esta contido em A,
segue entao que A nao possui interior vazio em D.

Daremos a seguir uma propriedade elementar sera importante no segundo capitulo.
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Proposicao 1.44. Seja X um espaco topologico e Y C X com interior vazio em X.

Dado U um aberto de X, entdo podemos afirmar que Y NU tem interior vazio em U.
Demonstragao:

Se Y NU tem interior nao vazio em U, existe um aberto V' de U contido em Y NU
testemunha. Como U é aberto em X, entao V é aberto em X que estda contido em Y.

Logo Y teria interior nao vazio em X. |

Proposigao 1.45. Sejam Y um conjunto denso contido em X, A um subconjunto de Y
e Z um subconjunto de X, com ZNY = A. Se A tem interior vazio em Y, entdo Z tem

interior vazio em X.
Demonstragao:

De fato, pois de se A tem interior vazio em Y, entao A tem interior vazio
em X. Falta checarmos que Z \ A tem interior vazio em X. Pois bem, se existisse um
aberto U de X contido em Z \ A, como Y é denso, segue entdao que Y N U é nao vazio e

isto contradiz a afirmacao que Y N Z é igual ao conjunto A. [ |
Uma consequéncia imediata dessa proposicao é descitra no seguinte:

Corolario 1.46. Sejam X um espago topologico; Y um subconjunto denso de X e ACY
fechado de interior vazio, entdao existe um fechado de interior vazio em X com A =GNY .

Proposicao 1.47. Sejam Y um conjunto denso contido em X, A um subconjunto de Y
e Z um subconjunto de X, com ZNY = A. Se A tem interior vazio em Y, entdo Z tem

mterior vazio em X.
Demonstracgao:

De fato, pois por [[.43]se A tem interior vazio em Y, entdo A tem interior vazio
em X. Falta checarmos que Z \ A tem interior vazio em X. Pois bem, se existisse um
aberto U de X contido em Z \ A, como Y é denso, segue entao que Y NU é nao vazio e

isto contradiz a afirmagao que Y N Z é igual ao conjunto A. |

Proposigao 1.48. Um conjunto A € raro, se e somente se, todo aberto nao vazio U

contém um aberto nao vazio V tal que V N A € vazio. |

Proposicao 1.49. Sejam A, D subconjuntos de um espaco topoldgico X, sendo A um

fechado de interior vazio e D um denso em X. Entao AN D é um fechado de interior
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vazio em D.
Demonstragao:

Com efeito, que AN D é fechado em D é imediato, pois A é fechado em X. Falta
vermos que AN D tem interior vazio. Suponhamos que exista um aberto U nao vazio de
D contido em AN D. Por definicao de aberto na topologia subespaco de D, o aberto U
é igual a V' N D, onde V é um aberto nao vazio de X. Portanto, U =V N D C AN D.
Como A é fechado de interior vazio, entdao X \ A é um aberto denso em X, decorre que
X\ANV =V\ A é um aberto nao vazio de X. Por conseguinte, sendo D um denso
em X e V' N D um subconjunto de AN D, temos que (V' \ A) N D é um aberto nao vazio
contido em A N D, absurdo. [ |

Uma consequéncia importante da proposicao [1.49, e que posteriormente voltare-
mos a fazer referéncia, consiste: se A é um fechado raro em R entao sua intersec¢ao com

o conjunto dos irracionais é ainda um fechado raro nos irracionais.

Proposigcao 1.50. Se sq, s1,..., 8, € ““w e Fy, F1, ..., F,, sdao conjuntos fechados de inte-
rior vazio em “w, entdo eziste t € <“w que € tal que [s;t] N F; =0, para todo 0 <1i <k

e para todo 0 < 7 < m.
Demonstragao:

Comecgamos argumentando para so e Fy. Sendo Fy um conjunto fechado de in-
terior vazio, entao existe ty € <“w tal que [sg to] N Fy = 0. Agora, como [s{ o] é um
conjunto aberto e Fjy é um conjunto raro, entao existe t; € ““w tal que [s; tg ] N Fy = 0.
Como o quantidade de sequéncias s; ¢ finita, entao em um ndimero finito de passos con-
seguirmos contruir a sequéncia gy 1= tg ty ..t tal que [s;,tg t .. "tg] N Fy = 0. Argu-
mentando para Fi, sendo F} um conjunto fechado de interior vazio, entao existe wy tal
que [so g0 wo] N F; = (), e assim repetimos o processo para cada F;. No final, obtemos
t € ““w, que por construcao ¢ tal que [s; t] N F; = 0, para todo 0 < i < k e para todo
0<j73<m. [ |

Dados z € R, A C R. O ponto z é dito ponto de condensa¢ao de A se para todo
U vizinhanga aberta de x, temos |U N A| > N,.

Teorema 1.51. Dado um conjunto do tipo Gs que seja nao-enumerdvel, esse G contém

uma copia homeomorfa do conjunto de Cantor que é um fechado raro de medida nula.
Demonstragao:

Seja E := (G, com G,, aberto, onde E é nao-enumeravel. Defina F' := {z €

E : x é de condensagao de E}. Note que F' é nao-vazio, pois se todo ponto de E fosse
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contraexemplo, como R tem base enumeravel B, teriamos:

Vee E,AV, € B, comz €V,
Vo E| <N

Considere a familia A := {V, : z € E}. Como B é enumerével e A C B, entao a familia
A é enumeravel. Veja também que E C | J.A, portanto, o conjunto E pode ser escrito
como £ = (J e 4 E N A Sendo A enumerdvel, segue que £ é enumerdvel, pois é uniao
enumeravel de conjuntos enumeraveis, diante disso, estamos contradizendo a hipétese que
E ¢é nao-enumeravel.

Vejamos que F' nao tem pontos isolados: de fato, suponha que exista x € F e U
uma vizinhanga aberta de z, tal que |[UNF| = {x}. Por outro lado, terfamos que U \ {z}
é aberto e todos os seus pontos nao seriam de condensacao. Como consequéncia disso, um
ponto de U \ {z} teria uma vizinhanca aberta com extremos racionais contida em U \ {z}
intersectanto E apenas em enumeraveis pontos, e com argumentos analogos aos acima,
temos um absurdo.

Vamos construir uma copia do conjunto de Cantor dentro do E := ﬂn21 G,,. Seja
(1 o aberto que estd na familia {G,, : n € w}. Podemos tomar 1(0) e I(2) dois fechados
disjuntos de comprimento no maximo % cujo interior encontra F' e cuja uniao esta contida

em (1. Procedendo indutivamente, dados 2" intervalos fechados disjuntos, todos com

1
3n)

por I(s), onde s € <“{0,2} estendemos cada um deles por dois intervalos disjuntos, Is

e I, de diam(?’n%), contidos em G,1. Temos intervalos fechados da forma I, para

interior intersectando F' e comprimento no maximo todos contidos em G, e indexados

s € <¥2. Agora, fazemos

Como Udom(s):n I, é um fechado, segue que C' é um fechado, e tem interior vazio e tem
medida nula pelos mesmos motivos do conjunto de Cantor. Note que C := {zy : f €
“{0,2}}, onde {x} := 5, Iy, € que existe uma bijegio de C' e o conjunto de Cantor,
dada por

zp = (0, f(0)f(1)f(2)-)s

e tal bijecao leva base em base, logo o conjunto de Cantor é homeomorfo ao conjunto C'.

As seguintes proposigoes serao importantes para demonstrarmos o Teorema Erdos-

Sierpinski no apéndice A.

Proposicao 1.52. Se A € um subconjunto de R que tem medida nula, entdo existe N
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nulo com [N\ A| = c.
Demonstragao:

Como m(A) = inf{m(U) : U aberto e A C U}, se m(A) = 0 entdo tomando
e =1, existe U C Aem(U) < 1. Agora como R\ U é um conjunto fechado, logo ele
também é um conjunto do tipo G5 que nao é enumeravel, caso contrario m(R) < 1 o
que seria um absurdo. Pelo Teorema [1.51 existe um conjunto C' de medida nula que é

uma c6pia homeomorfa do conjunto de Cantor, tal que C C R\ U C R\ A. Considere
N:=AuUC. [ |

Proposicao 1.53. Se A é um subconjunto magro de R, entao existe M magro com |M \
Al=c.

Demonstragao:

Sendo A um subconjunto magro, por defini¢ao existe uma familia {F}, : n € w} de
F,. Segue que R\, __ F, CR\A.

F,, ¢ um G5 nao enumerdvel, caso contrario R seria um conjunto magro.

conjuntos fechados de interior vazio, tal que A C
Note que R\, .,
Novamente, pelo Teorema |1.51} existe C' C R\ |, ¢, F» € R\ A. Considere M := AUC.

|

new new

1.4 Arvores

Definimos uma drvore como sendo uma ordem parcial (7', <) com a propriedade
que: dado x € T, o conjunto {y € T : y < z} é uma boa-ordem com respeito a <. Seja
(T, <) uma arvore. Definimos a altura de x € T', denotada por h(x,T'), como sendo o tipo
de ordem de {y € T : y < z}. Dado um ordinal «, denotamos por Lev,(T") o conjunto
{z €T : h(z,T) = a} e chamaremos de nivel a da arvore. A altura de uma arvore T,
denotada por ht(7'), é o minimo o € On tal que o a-ésimo nivel de T é vazio. Seguindo

com as definicoes, dizemos que » C T é um ramo de T se for uma cadeia maximal de T
Fato 1.54. ht(T) = Sup{ht(z,T)+1:2€T}.
Demonstragao:

<: Se £ € hit(T'), entao & < ht(T). Por minimalidade, existe z com ht(z,T) = .

Como e+ 1,6 e U{ht(x,T)+1:2€T}=Sup{ht(z,T)+1:2 €T}
>: SexeT ea=ht(x,T), entdo Lev,(T) # 0 e a+1 < min{¢ : Leve(T) = 0}.
Portanto, a + 1 < ht(X), logo ht(T) é cota superior de {ht(z,T)+ 1:x € T}, e acabou.
|
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Uma anticadeia numa arvore (T, <) é uma familia A C T tal que para quaisquer
z,y € A,z £y ey £ x. Un exemplo de anticadeia é o préprio nivel. Agora, observamos
que se p, q € T sao incomparaveis, obrigatoriamente nao existe ¢t € T tal que ¢, p < t, pois
se existisse terfamos que o conjunto {s € T : s < t} é seria boa ordem, logo {p, ¢} tem
minimo e dai devem ser comparaveis.

Seja T" C T, diz-se que T" é subdrvore se paratodox € T ey € T, tal que y < =z,
entdao y € T".

E conveninte nos trabalhos envolvendo espacos de Baire ou conjunto de Cantor
de espacos poloneses arbitrarios algumas nogoes topoldgicas para tais espacos de maneira
combinatoria. Em particular, considerando X = 2 ou X = w, uma base padrao para a
topologia de X*“ consiste na familia formada por [s] = {z € <“X : s C z}, onde s € <“X.
Para ver que de fato {[s] : s € <“X} é uma base, tome U um aberto bésico de X*, com
x € U. Seja o conjunto das coordenadas destacas de U dado por [ ={n € w: U, # X}.
Entao tome k£ = max/ e considere s : k — X, pondo s(n) = z,, entdo x € [s], e por
defini¢do de s claramente [s] C U. Note que um conjunto A C “2 tem interior vazio se

todo aberto de “2 nao esta contido em A, i.e., dado qualquer p € “2, existe f € [p] tal
que f ¢ A.

Fato 1.55. Uma cadeia C que € uma subdrvore € um ramo se, e somente se, nao existem
elementos na drvore de altura > que sup{h(z,T) + 1 : r € C} que sejam limitantes
superiores de C ( meste caso note que altura do ramo € igual a altura da subdrvore C).
Definimos o conjunto de todos os sucessores imediadatos de t € T o conjunto
suc(t,T) :={s >t:h(s,T)=h(t,T)+1}.
Considere A um subconjunto de 2¢. Denote A* := {z | n:n € w,x € A} e
por [A*] o conjunto de todos os ramos de A*. Claro que A* é uma subarvore de <“2. O

préximo resultado diz exatamente quem sao os conjuntos fechados em 2¢ (ou w®).

Fato 1.56. A = [A*].
Demonstracao:

A C [A*]: Seja f € A. Considere a base local {[f | m] : m € w} de f. Logo,
[f Tm] N A # 0, ou seja, existe g, € A com ¢, [;n= f n. Disso podemos deduzir que
f [m€ A* e sendo m um nimero natural arbitrario, f é um ramo de A*.

[A*] C A: Seja f € [A*], i.e. féum ramo de A*. Portanto, f [ n é um elemento

de A. Para todo m > n, f [,€ [f ], logo qualquer aberto bésico [f [,] é vizinhanga
aberta de f, entdo f € A. [ |

Proposicao 1.57. Fize o < ht(T). Seja C uma cadeia contida em T, = U Levg(T).

B<a
Entio C' é um ramo tal que o = min{f : C'N Levg(T) # 0} equivale a C' ser limitado
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e fechado para baizo, i.e., se x € C tem altura B e f < & < «, entao existe y € C' com
ht(y, T) =€ edadoz € C ey <z, yeC. [

Seja A C “2. Denotamos por A* o conjunto da forma {f [n: f € A,n < w}.

Dizemos que A* ramifica sempre dadon € we f € A, existem m > n e g € A tal que

m = min{k : f(k) # g(k)}.

Proposigao 1.58. f € A nao é ponto de acumulacao de A se, e somente se, existe n € w,

tal que para todo m < n, A*, como drvore, nao ramifica acima de n. [ |
) ) p

1.5 Principios de Selecao e os Jogos associados

Scheepers no artigo [Scheep96] e juntamente com seus co-autores em [JMSS96],
fizeram um estudo de maneira sisteméatica dos principios de selecao inspirados nas pro-
priedades de: Rothberger, Menger e Hurewz’czﬁ]. Assuma que A e B sao familias de
conjuntos, com ) ¢ A. Tais principios, que sdo simplesmente declaragoes que podem ou

nao ser validas para as familias A e B, sdo descritos abaixo:

e 51(A, B): Dada uma sequéncia (A, : n € w) de elementos de A, existe uma sequéncia

(B, :n € w) tal que B, € A,, paracadan € w, e {B,:n€w} € B.

o Spin(A,B): Dada uma sequéncia (A, : n € w) de elementos de A, podemos esco-

lher V,, C A, finito, para todo n € w, a fim de que a familia [ J{V, : n € w} pertenga a B5.

e Upin(A,B): Dada uma sequéncia (A, : n € w) de elementos de A, podemos seleci-
onar, para cada n € w, um conjunto finito V,, C A, tal que {{JV, : n € w} é um elemento
de B.
Note que:

Se vale S (A, B) entao vale Sy, (A, B).

Para esse trabalho, nosso principal interesse é estudar o principio de selecao

S1(A, B). Comegamos observando o seguinte:

Observagao 1.59. Se A = B e vale Si(A, A), entdo todo elemento de A contém um
subconjunto enumeravel que também pertence a A. De fato: tome F € A e considere

A, = F, para todo n € w. Como vale Si(A, A), existe B, € A, = F, para todo

5No momento, ndo precisamos definir essas propriedades, entretanto, estas serdo definidas no apéndice
B.
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n € w, tal que {B, : n € w} € A. De posse disso, concluimos que {B,, : n € w} C F e
{B, :necw}eA

Normalmente, por uma questao de contexto, em qualquer situacao os elementos

de A sao supostos enumeraveis.

Observacao 1.60. Precisamos destacar, de maneira mais concreta que, os principios
de selecao definidos acima sao de maior interesse quando relacionados aos espacos to-

poldgicos. Formalmente,
S1(A,B), sz'n(-A7 B) e Ufin(Av B)

denotam classes de espacos topoldgicos que atendem a dada assercao definida pelo principio

de selegao. Dado X um espaco topoldgico arbitrario, dizemos que:
X satisfaz S1(A, B) se, e somente se, vale o principio S1(Ax, Bx),

No enunciado anterior: Ax e By, normalmente, denotam familias de conjuntos
topologicamente definidos em termos do espagco X. Por exemplo, na literatura sempre

temos Ox como sendo a familia das coberturas abertas do espaco topoldgico X. Assim,

X satisfaz S1(O, O) se, e somente se, vale o principio S1(Ox, OX)EG]

O simbolo G1(A, B), com A e B familias de conjuntos, denota o jogo associado a

hipétese de selegao S1(A, B). Esse jogo é descrito do seguinte modo:

Definigao 1.61. G1(.A, B) é o seguinte jogo, disputado por dois jogadores: UM e DOIS.
O jogador U M na n-ésima rodada joga um elemento A, € A, e o jogador DOIS responde

escolhendo um elemento B, € A,. O jogo

<~A07 B07 A17 B17 A27 B27 A37 B37 >
é vencido por DOIS se {B, : n € w} for um elemento de B; do contrario UM vence.

E claro que podemos definir os jogos associados aos principios de sele¢ao Sy, (A, B)
e Uin(A, B), com devidas adaptacoes, porém, tais jogos nao serao estudados nessa dis-
sertacao. A definigao que daremos a seguir serd de grande importancia para o Capitulo
3:

16Essa é uma das propriedades a serem definidas no apéndice B.
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Defini¢ao 1.62. Consideremos o jogo G1(A, B). Uma estratégia ¢ para o jogador UM
é uma funcao

cp:t€<wU.Al—>g0(t)E [UA]M.

A ideia de qualquer estratégia ¢ é decidir os lances de UM, a partir dos lances
anteriores do jogador DOIS, i.e., se (By, By, Ba, ..., B,_1) é uma sequéncia finita de lances
de DOIS, realizados nas i-ésimas rodadas, onde ¢ < n —1, entao UM, jogando de acordo
com sua estratégia, respondera na n-ésima rodada com ¢({By, By, Ba, ..., B,_1)). Isso se

traduz no seguinte:

tal que A,, ;== {B":m € w}.

No que segue, daremos a devida formalizagao da ideia do paragrafo anterior.
Considere fixada uma estratégia ¢ para o jogador UM e assuma que UM jogard sempre
segundo ¢. Dada s € <“w uma sequéncia com dom(s) = n, podemos associar a essa
sequéncia o lance do jogador UM que responde, segundo sua estratégia, a sequéncia de
lances do jogador DOIS cujos movimentos na i-ésima rodada, para ¢ < n, constituiram-
se na escolha do elemento indexado por s(i). O lance associado a s, que é a jogada
no dominio dom(s)-ésima rodada, serd indicado por: A, = {BI" : m € w}. Porém,
a codificacao de A, deve pressupor, obviamente, quais foram os lances anteriores de
UM: Ay, Asj1, Asi2, -, Asin—1. Assim, codificamos os lances de DOIS em uma sequéncia
P(s) € "|J A, definida indutivamente, como descrito abaixo:

vise “wy(s) = (B, By, B BTy e < J A

sin

tal que
B = o) € Ay

e para cada i, com 1 <7 <n—1,

s(e s(0 s(1 s(2 s(i—1 s(i
By = o((By" B By BEY) € Ay,

sl sl

onde Ay := {B{}; : m € w}.

Veja que o descrito acima, nos diz que: Dada uma sequéncia s € "w, entao

Y(s) [ ¢ =(s [ i), para i < n. A seguinte tabela descreve a codificagdo que tratamos
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acima:

Rodada | Lances de UM Lances de DOIS
0 o () = Ay B,

! o((By")) = A Bl

2 (B Bi)) = Aso B

3 o((By", Bily, BiZ)) = Auis By

n—1 | (B, By, BIY, . BInT))) = Agur | BinTY

n p(¥(s)) == As

A seguinte observacao justifica a razao pela qual abordamos tais principios, logo

apos tratarmos de arvores.

Observagao 1.63. Uma estratégia ¢ para UM determina uma arvore {B; : s € <“w},
ordenada pela indexacao via inclusao reversa, tal que By := () e, para todo s € <“w,
o((s)) := Ay = {Bgm : m € w}, onde, de modo bastante natural, temos By, = B,
para todo m € w.

Note que, depois de uma instancia especifica do jogo jogada por UM, segundo
sua estratégia ¢, todos os lances de DOIS podem ser codificados por uma f € “w que é
a uniao das sequéncias finitas que codificam cada lance conforme acabamos de descrever,

i.e., se s, é a sequéncia finita que codifica os lances da rodada 0 até n — 1, entao obtemos:

f::Us

new

)

Observe que nessas condigoes o n-ésimo lance de DOIS ¢é Bﬁz = Bfip41. Isso motiva a

seguinte defini¢ao:

Definicao 1.64. Dada uma estratégia ¢ para o jogador UM, uma sequéncia vencedora
de lances que derrota ¢ é uma sequeéncia de lances que é codificada por uma sequéncia
f € “w, tal que, se UM joga segundo sua estratégia, entao {B}CFZ) ‘n € wt = {Bfipt1 :
new}eB.

Definicao 1.65. Dizemos que uma estratégia ¢ para o jogador UM é uma estratégia
vencedora se ¢ nao pode ser derrotada.

Segue da definicao anterior que UM nao possui estratégia vencedora se dada
qualquer estratégia ¢ para o jogador UM, existe f € “w tal que {By,41 : n € w} € B.

Uma importante conclusao é que no jogo G1(.A, B), para mostramos que UM nao possui
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estratégia vencedora, basta fixarmos uma estratégia arbitraria ¢ para UM, considerarmos
a arvore correspondente, e exibirmos f € “w tal que o ramo {Bjj,41 : n € w} da arvore
determinada por ¢ pertence a familia B.

A seguinte proposicao nos fornece uma ferramenta importante para provarmos

resultados relacionados a principios de selecao usando os jogos associados.

Proposicao 1.66. Se UM nao tem estratégia vencedora em G1(A, B), entao vale S1(A, B).

Demonstragao:

Por contrapositiva, se nao valesse S1(.A, BB), existiria uma familia {A4,, : n € w} C
A tal que para qualquer escolha de B,, € A, {B, : n € w} ¢ B. Tomando a estratégia ¢
de UM que responde ao n-ésimo lance sempre com A,,, o jogador UM com certeza vence
o0 jogo G1(A, B), ou seja, ¢ é uma estratégia vencedora para UM. [ |
Como no caso dos principios de selecao, usaremos os jogos para definir classes de

espagos topologicos. Dado um espago X, diremos que:

X satisfaz G1(A, B) se, e somente se,

o0 jogador UM nao possui estratégia vencedora no jogo G1(Ax, Bx)
Dessa forma, a proposicao anterior tem o seguinte corolario:

Corolério 1.67. Se X satisfaz G1(A, B), entao X satisfaz Si(A, B).

1.6 Axioma de Martin e pequenos cardinais

Nessa secao vamos introduzir o Axioma de Martin (MA). Tal axioma é uma
ferramenta viavel para demonstrar teoremas que estao relacionados com CH. Sob MA,
de certa forma, todos os cardinais menores que ¢ se “comportam” como Xy. Vale destacar
que: MA é um principio combinatorio consistente, i.e., nao é nem um axioma de ZFC e
nem um teorema de ZFC.

A formulacdo do Axioma de Martin envolve a nocao de pré-ordem. Por isso,
comegamos relembrando a definigdo de pré-ordem. Um par (P, <) diz-se pré-ordem

quando < € :
1) renexiva, 1.e, se p € I entao p < p;
i flexiva, i P enta <
ii) transitiva, i.e, se p,q,r € P,ep <gq, g <r,entaop <r.
b, q pP>q,9q p

Nessa secao e no contexto do Axioma de Martin, sempre que escrevermos “P”,
estaremos supondo que se trata de uma pré-ordem, e outras vezes diremos, por abuso de

linguagem, “ordem” em vez de “pré-ordem”.
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Seguindo com as defini¢oes, vamos nos referir aos elementos de P como condi¢oes
e quando ¢ < p, diremos que q estende p. Seja p,q € P, se p e ¢ tem uma extensdao
comum( isto é, existe r € P tal que r < p,q), entdo dizemos que p e ¢ sdo compativeis,
caso contrario diremos que p e ¢ sao incompativeis.

Uma anticadeia A é um subconjunto de P tal que quaisquer dois elementos de
A sdo incompativeis. Se toda anticadeia de P é enumeravel, entao P é dita ccc(do inglés
countable chain condition).

Vejamos, também, se (T, <) é uma arvore, podemos considerar a ordem reversa
(T, >) e no contexto de Axioma de Martin,temos a seguinte equivaléncia: Na linguagem
de arvores, ser uma anticadeia equivale a ser uma anticadeia na linguagem do Axioma de

Martin aplicado a pré-ordem (T',>). A seguir iremos conferir tal afirmagcao.

(1) Seja A uma anticadeia de T no sentido de arvore. Fixados p,q € A, ja vimos que
nao existe t € T tal que ¢,p < t. Considerando a ordem >, temos que nao existe

t > p,q, ou seja, p e ¢ ndo sao compativeis. Logo, A é anticadeia em (T, >).

(77) Reciprocamente, seja A uma anticadeia em (T, >). Caso A nao fosse uma anticadeia
no sentido de arvore, teriamos a existéncia de p, g € A que sao comparaveis, ou seja,
sem perda de generalidade, suponha p < ¢. Sendo < uma ordem, entao p,q < gq.
Isto implica que na linguagem do Axioma de Martin, temos p, ¢ > ¢, ou seja, A nao

pode ser uma anticadeia, contradicao.

Introduzimos agora a nocao de conjunto denso em uma ordem. Diremos que
D C P é denso se para todo p € P existe algum r € D tal que » < p. Vamos dar um
exemplo de conjunto denso em uma pré-ordem, porém, antes introduziremos um conjunto
importante para os iniciantes no estudo do Forcing, que € o seguinte: Sejam I, J conjuntos,

onde I é um conjunto infinito e J nao-vazio, e seja k um cardinal infinito. Definimos:
Fn(I,J, k) ={f] f: I — J funcao, com dom(f) C I e |dom(f)| < k}.

O conjunto Fn(I,J,kf] 6 uma pré-ordem (se dom(f) < w, denominado por
conjunto das funcgoes parciais finitas de I em J), com q < p se, e s6 se, p C ¢q. Note que
p, q sdo compativeis se, e somente se, p(z) = ¢q(z), para todo = € dom(p) N dom(q).

Considerando k = w, denotamos F,(I,J) := F,(I,J,w). Um exemplo de con-
junto denso nessa ordemn parcial é D; = {q € P : i € dom(q)}, para todo i € I. De fato,
fixe p € P. Se i € dom(p), ndo héd o que fazer. Caso contrario, tome g = p U {(i,j)} para

7Sejam I = ke J =2e A € [Fn(k,2)]“!. Pelo Lema dos A sistemas podemos tomar {dom(p) : p € A}
como sendo um A-sistema de raiz r. Como 7 é finito e como existe s6 um ntmero finito de fungdes de
r em 2, podemos tomar ¢ : r — 2 tal que dado p € A vale que p < q. Logo A ndo é anticadeia, logo
Fn(k,2) é ccc.
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algum ;7 € J e dal obtemos ¢ < p, com ¢ € D;. De maneira andlogo, se demonstra que
E;={qeP:jeim(q)} também é um denso em P.

Outra definicao, que por si s6 se faz interessante, é a de filtro genérico numa
pré-ordem P. Pois bem, primeiramente, definimos um G C P filtro se satisfaz as seguintes

propriedades:

e SeqeGeq<p,peG;

e Sep,qe G,entao existe r e G tal quer < per <gq.

Se G é um filtro em F,(I,J), o conjunto | JG ¢é uma fun¢ado com dominio em
I e imagem contida em .J, isto é claro, pois dois elementos distintos de um filtro sao
sempre compativeis no contexto de ordem, entao a familia G é uma familia de funcgoes
compativeis, i.e., uma familia de funcoes tais que p,q¢ € G dois elementos distintos, eles

coincidem na intersecgao de seus dominios, com isso, | J G, é uma fungao.

Teorema 1.68. Um filtro F' na drvore (T',>) € exatamente uma cadeia em (T, <), e mais
ainda, também € subdrvore.

Teorema 1.69. Seja (T, <) uma drvore e « = ht(T). Um F € um filtro em (T,>)
intersecta todos os niveis de T' se, e somente se, F' € um ramo de altura o em (T, <).
|

Se C' é uma cadeia em <“ X claramente, g := |JC é uma fun(;éﬂ. Se para todo
m € w, existe p € C com m € dom(p), entdo dom(|JC) = w. Se X =2, entdo |JC € “2
e o ramo em <“2 correspondente é {r : I3p € Gecomr C p} = {g | n : n € w}. Para
arvores de sequéncias finitas de um dado conjunto <“X, mais importante que a uniao de
uma cadeia intersectar todos os niveis, acaba sendo que cada nimero natural n pertenca
ao dominio de alguma sequéncia p € <“X.

Seja D é uma familia de densos de P. Dizemos que G ¢é filtro D—genérico se,
para todo D € D, D NG # (). Agora estamos aptos a enunciar o Axioma de Martin,
introduzido por Donald A. Martin e Robert M. Solovay , onde tal assercao é independente
dos axiomas de ZFC e, mais ainda, MA + —-CH ¢ independente de ZFC.

Considere a seguinte assercao:

MA(k): Seja P uma ordem ccc e D uma colecao de subconjuntos densos de PP

com |D| < k. Entao existe um filtro D—genérico de P.

Note que imediatamente se MA (\) vale e k < A entdo MA (k) vale. Expomos que

a premissa dada em MA (k) nao pode ser enfraquecida, no seguinte sentido, nao podemos

180bserve que a unido de uma cadeia C nao faz com que C seja um ramo.
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retirar a propriedade c.c.c da pré-ordem P dada na definigdo de MA (k). Tomando x = Ny,
o forcing F,,(w,w;) ndo tem a propriedade c.c.c e MA(X;), para essa ordem, falha.

Vejamos algumas consequéncias envolvendo MA (k):

1. MA(w) vale( e nao precisamos da hipétese de P ser ccc).
2. MA(c) é falso.

3. Se k é um cardinal infinito e vale MA(k), entao 2" = 2*.

Apresentamos um esboco da prova classica do item
Esbogo da Prova: MA (c) é falso.

Considere a ordem parcial P := (F,(w, 2), C). Como (F,(w,2),C) é c.c.c. Fixado

f € “2, definimos o seguinte subconjunto de P
Diy:={peF,(w,2):In€w, p(n)=1- f(n)}

Note que Dy é um subconjunto denso de IP. Para cada n € w, definimos o subconjunto
de P
E, ={p€ F,(w,2) :n € dom(p)}

Note que E, também é um conjunto denso de P. Assim, a familia D := {D; : f €
“2} U{E, : n € w} tem tamanho c¢. Se valesse MA(c), existiria G C P filtro genérico
de D. Entédo, para cada n € w, vale que G N E,, # (), logo |JG é uma funcao de “2.
Como, para cada f € “2, temos G N Dy # ), podemos concluir que |JG difere de todas

as fungoes f € “2, mas isso é impossivel. [ |

Acima, no item [2 vimos que o cardinal ¢ testemunha que MA(c) é falso, entao

fica bem definido o cardinal:

m := min{x : MA(k) falha}.

Segue dos itens [I] e 2| que ¥; < m < ¢. Assim, o Azioma de Martin, abreviado

por MA, é a assercao que:
MA (k) vale para todo k < ¢, ou, equivalentemente, m = c.

E evidente que CH implica M Sendo P uma ordem com a propriedade

19 Aproveitamos para dizer que: usualmente quando “Sob MA” aparecer em um dado teorema, estare-
mos comentendo um certo abuso de linguagem, na verdade estamos nos referindo a “Sob MA + -CH?”,
ja que , sob CH, M A nao nos oferece consequéncias relevantes, num certo sentido
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c.c.c, existem versoes mais fracas que MA, basta restringir a exigéncia de c.c.c a uma
propriedade especifica (e mais forte) para P. A seguir daremos algumas variagoes de
MA.

Diz-se que @ C P é centrado, se vale: VF € [Q|~¥,dp € P,Vq € F,p < q. Uma
ordem P é dita o- centrada se P é a uma uniao no méaximo enumeravel de conjuntos
centrados.

Quando temos uma propriedade sobre P, podemos reescrever o Axioma de Martin
apenas acrescentado a propriedade de P ao enunciado de MA. Algumas dessas propri-
edades sobre P sao: o-centrada e enumerdvel. Para ordens enumerdveis vamos usar a
palavra “countable”, ao invés da palavra “enumerdvel”. Destacamos MA r, (..2),c) que
também é denotado por MACOheﬂ. Abaixo definimos:

Mconen := min{x : MA (k) falha para ordem parcial(F,,(w,2), C)}

Meountable *= Min{x : MA (k) falha para ordens parcias enumeraveis}
My centrada := Min{x : M A (k) falha para ordens parcias o-centradas}.

Como toda pré-ordem enumeravel é o-centrada, e toda pré-ordem o- centrada é

cce, portanto:
MA = MAU—centrada = MAcountable-

Diz-se que uma ordem parcial (P, <) tem a propriedade K (Knaster Property),
se dado um conjunto nao enumeravel A C P existe B C A nao enumeravel tal que todo
elemento x,y € B sao compativeis. Obrigatoriamente, uma ordem parcial que possui a
propriedade K ¢ c.c.c, a reciproca em geral nao Valdﬂ.

Aproveitamos para definir o cardinal:
Mpropriedade K = {/ : MLA (k) falha para ordens com a propriedade K}.
Além disso, dizemos também que vale:

MA = MApropriedadeK-

Vale observar que no esbogo da prova do item [2, fizemos uso da pré-ordem

20Definimos MA cohen, POis veremos que toda algebra de boole enumerdvel e sem dtomos é isomorfa a
Clop(“2) e isso implica que argumentar sob MA .oyntabie €quivale a argumentar sob MA copen -

21Sob MA + —~CH, implica que toda ordem c.c.c tem a propriedade K. Pode ser visto em [FM84] ou
em [R]
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(Fh(w,2),C) para justificar que MA(c) é falso. Note que

Fuw,2)=| | *2|=uw,

A€w]<w

entdo (F,(w,2),C) é uma ordem enumeravel que faz com que o cardinal ¢ testemunhe
que os seguintes cardinais, envolvidos na sequéncia de desigualdades abaixo, estejam bem

definidos:

m S mpropriedadeK S My _centrada S Meountable S MCohen

1.6.1 Pequenos cardinais b e 0.

Vamos destacar algumas consequéncias que estao relacionadas a MA e as familias
ilimitadas e dominantes. Ja foi dito que algumas vezes é conveniente definir a nogao
“limitado” e “dominante” em contexto geral.

Seja (P, <) uma ordem parcial sem elemento méximo. Definimos os invariantes
cardinais:

b(P, <) := min{|A| : A C Pe Aéilimitado em P}

(P, <) := min{|A| : A C Pe Aé cofinal em P}

Veja que os cardinais acima estao obviamente bem definidos. Quando a ordem
parcial estiver clara no contexto, denotaremos b(P) := b(P, <) e 9(P) := d(P, <). Nessa
subsecao, o interesse é tratar dos cardinais 0 e b.

Primeiro, definimos a pré-ordem “<*” em “w. Sejam f, g € “w, definimos f <* ¢
se, e somente se, {n € w: g(n) < f(n)} é finito. Em palavras, f <* g se existe um niimero
natural j tal que, para todo n > j, a fungdo f(n) < g(n). Dito de maneira informal, tal
pré-ordem diz que a partir de algum natural o gréfico da funcao g estard sempre “acima”
da fungao f.

Foi dito que <* é um pré-ordem. De fato: que <* é reflexiva é claro. Seja
f,g,h € “w sao tais que f <* g e g <* h, para ver que é transitiva, basta checar que:
{new:hn)< fn)}c{new:gn) < fn)tu{necw:h(n) <gn)}

Definimos agora dois cardinais que estarao presentes no diagrama de Cichon (
objeto de estudo do capitulo 2). Para este trabalho a palavra “dominante” serd reservada
para o seguinte: Diz-se que uma familia D C “w é dominante se for cofinal em (Yw, <*),

i.e., se para todo g € “w, existe f € D tal que g <* f.
Definicao 1.70. Chamamos de 0 a menor cardinalidade de uma familia dominante, i.e.,

0 = min{|D|: D C “w é uma familia dominante em (“w, <*)}
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O cardinal 0 é bem definido, pois “w é uma familia dominante. Um fato interes-
sante, e que serd visto no final deste capitulo, é que 0 coincide com o menor tamanho de
uma familia de conjuntos compactos que cobrem os irracionais.

Um resultado classico em Teoria dos Conjuntos que pode ser visto em [VD]F_ZI,

trata-se do seguinte:

Teorema 1.71. 0 = min{|D| : D € cofinal em (w”, <)}, onde dado f,g € “w, f < g se,
e somente se, f(n) < g(n) para todo n € w. [ |

Mais precisamente, o teorema anterior garante a validade da seguinte igualdade:
o(*w, <) = o(*w, <).
Diz-se que uma familia B C “w é ilimitada em (“w, <*) se nao existe g € “w tal

que, para todo f € B, f <* g.

Definicao 1.72. Chamamos de b a menor cardinalidade de uma familia ilimitada, ou

seja,
b := min{|B| : B C “w é uma familia ilimitada (“w,<*)}
O cardinal b é bem definido, pois “w também é uma familia ilimitada.

Fato 1.73. Seja F C “w. Se F € uma familia dominante, obrigatoriamente, ela é

tlimitada.
Demonstragao:

De fato, se F fosse limitada, existiria g € “w tal que f <* g, para toda f € F,
ou seja, dado f € F existe k € w tal que para todo n > k vale que f(n) < g(n).
Defina ¢ € “w pondo ¢'(n) := g(n) + 1. Por F ser dominante, existe h € F tal que
g'(n) < h(n) para todo n € w. Como F é limitada, entao vale que h(n) < g(n) para
todo n natural maior que um certo natural j. Sendo g(n) < ¢’(n) para todo n € w, logo
h(n) < g(n) < ¢'(n) < h(n) para todo n > j, disso podemos concluir que h(n) < h(n), o

que é um absurdo. [

Destacamos que toda familia enumeravel de fungoes de “w é sempre limitada: de
fato, considere uma familia A := {f;};c, C “w e defina g € “w fazendo g(n) := max{ f;(j) :
i,j <n}+ 1. Dado f;, o conjunto {k € w : g(k) < f;(k)} é finito, pois g(k) < fi(k) sé
pode ocorrer quando k < ¢. Entao, para toda f; € A, vale que f; <* g, ou seja, a familia
A ¢é limitada. Sendo assim, em ZFC, temos a seguinte relagao entre 0 e b:
w<b<o<e.

22Também sugerimos [Silv98], como leitura complementar.
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Observamos que para o cardinal b o analogo do Teorema [1.71] é falso, vejamos
isso: Considere a familia {f, : n < w} tal que f, : w — w definida por f,(m) := n,
para todo m,n € w. B claro que tal familia ¢ ilimitada na ordem parcial (w¥, <), entao
b(wv, <) = Ny, e, como ja sabemos, b(w*, <*) > V;. Entao fica evidenciado que nao

se aplica ao cardinal b. Daremos abaixo uma caracterizacao do cardinal b:

Teorema 1.74. b = {|B| : B ¢ um subconjunto ilimitado de “w formado por fun¢oes

estritamente crescentes e que € bem ordenado por <*}.
Demonstragao:

Ver em [vD].
[

Encerramos essa subsecao dando as demonstracoes de dois resultados de con-

sisténcia bem conhecidos envolvendo os cardinais: 0 e b.

Teorema 1.75. MA . .ntabie tmplica 0 = c.
Demonstracao:

Vamos mostrar que se vale MA countanie (k) entdo £ < 0. Tome F C “w tal que
k = |F|. Considere a ordem parcial P := (~“w, C) e defina Dy, = {s € “w : Im >
n,comm,n € dom(s) e f(m) < s(m)}.

Afirmacgao: Fixada f € “w, o conjunto Dy, ¢ denso em P.

Se s € Dy, nao temos o que fazer. Suponha s ¢ Dy, tomando n € dom(s)
onde m > n, como f(m) < f(m)+ 1 é claro que sU (m, f(m)+ 1) € Dy,. Logo, Dy, é
denso como queriamos.

Voltando a demonstragdo. Como F tem tamanho k, entdo a familia {Dy,, : f €
F,n € w} tem tamanho menor ou igual a k. Sendo valido MA .,uniape(K), existe filtro
genérico G relativo a familia de densos dada. Defina g :== JG : w — w. Fixado f € F,
existe s € G N Dy. Dal existe m > n com n,m € dom(s) tal que f(m) < s(m), e como
s C UG, podemos dizer que f(m) < g(m). Decorre que F nao é cofinal em (Yw, <).
Assim temos demonstrado o teorema.

Teorema 1.76. MA,_ c.trada = b = c¢.
Demonstragao:

Considerando w < k < ¢, vamos demonstrar que sob MA,_ccntrada(k) implica

que k < b, i.e., toda subfamilias de “w de tamanho x sao limitadas segundo <*, ou seja,
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fixada uma F C “w com |F| = k, existe uma fungao ¢ : w — w que testemunha que F é

limitada. Definimos a pré-ordem:

P={(p,F):pe€ Fn(w,w)eF € [F]*},

com a relacao definida:

(p, F) <{q,G) < qC p,GC Feparatodof € G,n e dom(p)\dom(q), f(n) < p(n).

Afirmacao: A ordem PP definida assim é o—centrada.

Fixado p € Fn(w,w). Definimos o conjunto P, := {(p, F') : F' € [F|<*}. Tome A
um subconjunto finito de IP,, entao o conjunto A ¢é da forma {(p, Fp), ..., (p, Fy.) }, onde F;
sdo subconjuntos finitos de F. Observe que (p, Fy U ... U F,) é um limitante inferior em

[P, para o conjunto A. Como P = P, e F,(w,w) é enumeravel, entao PP de fato

¢ o-centrada.
Nosso objetivo agora é definir uma familia de densos de tamanho x, para usar

MA,_centrada- Para isso, comecamos fixando n < w, e considere:

D, ={(p,F) € P:n € dom(p), F € [F]~*}

Vamos mostrar que D,, assim definido é um conjunto denso em P. Comecamos
fixando (p, F') um elemento arbitrdrio em P. Se n € dom(p) nado hé o que fazer. Se
n ¢ dom(p). Considere m = max{f(n) : f € F'}. Tome ¢ = pU{(n,m+1)}. Entao (g, F)
pertence a D, e (¢, F) < (p, F). Isso nos diz que D,, é um conjunto denso em P, para
todo n € w.

Agora, para cada f € F o conjunto Ef = {(p,F) : f € F e p é uma fungao
parcial finita}, também, é um denso em P. De fato: fixe (p, A) € P, note que (p, AU{f})
pertence a Er e (p, AU{f}) < (p, A).

Temos a familia de densos D = {D,, : n € w} U{E; : f € F} tem tamanho &,
com isso podemos aplicar M A(k) para a familia D, portanto existe G filtro D-genérico.
Defina o conjunto g := |J{p : IF((p, F) € G)}.

Afirmagao: g é uma fungao com dom(g) C w.

De fato, para demonstrarmos isso, basta provar que A = {p : IF((p, F)) € G}
é uma familia de fungoes compativeis. Entao fixe p,q € A, dai existem F,H € [F|<¥
tal que (p, F),{q, F) € G. Como G é filtro, existe (r, R) € G, que estende (p, F) e

(q, F'). Portanto, p,q sao fungdes compativeis, obtemos o desejado. Como s € g,s €



20

p,p € Fn(w,w), e como s = (n,p(n)) podemos concluir que n € dom(g). Note que G
intersectando D,, para todo n € w, obtemos que dom(g) = w.

Para terminarmos, temos de checar que g é a nossa candidata a funcao que limita
F. Tome f € F, como G é filtro D-genérico, temos que analisar o seguinte: Seja f € F.
Como existe (p, F) € G N Ey, se mostrarmos que {n € dom(g) : g(n) < f(n)} é finito,
entdo o conjunto {n € w : g(n) < f(n)} serd finito, e portanto f <* g. Sendo f € F
arbitraria, entao g ¢ um limitante superior para JF, logo o cardinal k ¢é estritamente
menor que b. Vamos a justificativa, fixamos f € F. Como G N Ey é nao vazio, entao
podemos tomar (p, F) € G N Ey. Tome n € dom(g), por defini¢ao, existe p’ € F,(w,w)
tal que n € dom(p’) tal que (p/, F') € G, e claramente, dom(p’) C dom(g). Agora, como
(p, F),(p', F') € G entao tais condigdes sao compativeis, isto é, existe (¢, H) < (p, F) e
(q, HYy < (p, F'). Por definigao de ordem P, vale que

(Vh € F)(Yn € dom(p) \ dom(p))(h(n) < p'(n))

Como f € F, vale que se n € dom(p') \ dom(p)) entdo f(n) < p/(n). Desse modo, se
f(n) < p'(n) podemos concluir que n ¢ dom(p’) ou n € dom(p). Se p'(n) existe, podemos
afirmar que n ¢ dom(p’) ndo pode ocorrer. Deduzimos disso que se vale f(n) > p'(n),
obtemos que n € dom(p). Como p'(n) = g(n), temos que f(n) > g(n) implica que
n € dom(p). Acabamos de mostrar que se n € w é tal que g(n) < f(n), entdo n € dom(p),
ou seja, {n € dom(g) : g(n) < f(n)} C dom(p) e como dom(p) é finito, entdo obtemos o
desejado. |

A seguinte subsecao é preparacao para o segundo capitulo, pois os resultados

apresentados a seguir tem relacao direta com os invariantes cardinais do Diagrama de
Cichon.

1.6.2 Aplicacoes de M A em Topologia e Analise

Nessa subsecao iremos apresentar uma sequéncia de resultados que foram tratados
no artigo [MS70J| de Martin e Solovay, em 1970.

Teorema 1.77. Suponha Ry < k < ¢ e vdlido MAopricdade k(K). Se { X4 : a < K} € uma

familia de subconjuntos de R, cada um Lesbesque nulo, entao U X, € Lebesgue nulo.

a<k

Demonstragao:

A ideia da prova, consiste em tomar € > 0 e exibir um aberto W com m(W) < €

e X, C W, para todo o < k, com isso conseguimos garantir que m(|J,_. Xa) < €.

a<k

230 texto original faz uma elegante exposicio do assunto, recomendamos a leitura de tal artigo.
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Tome € > 0 e seja { X, : @ < k} a familia de conjuntos de medida nula. Seja € um

numero real positivo. N6s vamos mostrar que U X, tem a medida exterior de Lebesgue

a<k

nula. Definimos a pré-ordem P := {U C R : U aberto, com m(U) < €} onde a rela¢ao de
ordem é

U < Vse, e somente se, V C U

Como R possui base enumeravel, denote por B tal base enumeravel, e defina B*

a familia das unioes finitas de elementos de B.
Afirmacgao: P é c.c.c.

Seja S C P, nao enumeravel. Note que P := |J,-,P,, onde P, := {U € P :
m(U) + -+ < ¢}. Considere S C S néo enumerével e m > 1 tal que m(U) + 7 < ¢, para
todo U € S'. Para cada U € S, tome U* € B*, tal que U* C U e m(U \ U*) < 7 <€,
para cada U € S'. Existe S” C S, com S” nao enumerdvel tal que U* = V*, para todo
UV eS8”. Sejam U,V € §”. Como U* C U, temos que V\U C V\U*. Entao, segue que
m(UUV) =m(U)+m(V\U) <m(U)+m(V\Vx) <m(U)++, onde U € . Portanto,
UUV € P éum aberto que estende V e U, i.e., os abertos V' e U sao compativeis. Com
esse argumento, fica demonstrado que um conjunto S nao é anticadeia e, mais ainda, que

qualquer familia de condi¢oes de P que seja enumeravel nao é anticadeia. Logo, se P tem

anticadeia, ela deve ser enumeravel. Assim, fica provado que P é uma ordem c.c.c.

Afirmagao Seja D, := {U € P : X, C U}, vamos mostrar agora que D, é denso

em P.

Para isso, tome U € P. Pela definicao da ordem parcial P, temos que m(U) < e.
Logo, X, tem medida nula, entao existe um conjunto aberto V' tal que X, C Vem(V) <
e —m(U). Portanto, U UV é aberto que contém X, e m(U U V) < m(U) +m(V) < e.
Isso nos permite concluir que D, é denso.

Sob a hipdtese de MA ,,opricdade k (), existe G C P filtro genérico para a familia
de densos {D, : @ < k}. O que permite concluir que | JG é um conjunto aberto, e sendo
G N D, nao vazio, se U, € GN D,, temos que X, C U, e U, € G. Com isso, acabamos
de mostrar que X, C [JG. Entao |J,_, Xo € UG.

Afirmagao: O conjunto | JG tem medida nula.

Suponhamos que nao, ou seja, que exista € > 0 tal que m({JG) > €. Disso
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terfamos a existéncia de G’ C G finito, com G’ := {Uy, ..., U, }, tal que m(|J G’) > €. Mas
sendo G um filtro em P, existe V € G tal que U; C V para todo 0 < ¢ < n. Decorre disso
que | JG" C V, mas como V nao tem medida nula, deduz-se que m(|JG’) < €, porém, isso

é um absurdo. [ |

Teorema 1.78. Se vale MA, entao a intersec¢cao de menos do que ¢ abertos densos em

R € densa em R.
Demonstragao:

Seja k < ce {U, : a < k} familia de abertos densos. Fixe um intervalo J limitado
e aberto, se mostrarmos que {U, : « < k} N J # (), acabou. Pois bem, comeg¢amos
definindo uma pré-ordem pondo P = {A C R : A um aberto nao vazioe A C J}, e a

relacao definida como:
VA, B € P,A < Bse, e somente se, A C B

Se temos uma anticadeia de PP, obrigatoriamente, seus elementos sao disjuntos, pois a
interseccao de quaisquer dois elementos distintos de P ainda esta em P. Agora, como
R é espaco métrico e separavel, logo tem base enumeravel, dai podemos concluir que
uma anticadeia de P nao pode ter X; abertos disjuntos de R, pois todo elemento de uma
anticadeia contém um aberto basico. Com isso, concluimos que P é ccc.

Seja Do = {U € P: U C U,}, com a < k. Vejamos que cada D, é um denso
em P. Seja U um elemento arbitrario de P, sendo U aberto e U, um aberto denso, entao
U, NU é um aberto nao vazio. Como R com a topologia usual é um espaco T3, existe
aberto V nao vazio tal que V C V C U, NU. Como U € P, segue por definicio de P que
U C J, obtemos que V C J, logo V € P. Mais ainda, V C U, conclui-se que V € D,
e estende U, daf segue que D, é denso. Como vale MA()), existe um G filtro genérico
para {D, : a < k}. Entdo podemos tomar V,, € GN D,. Como cada V,, é um aberto nao
vazio, pois é elemento de P, e G é filtro, entdo {V, : @ < k} é uma familia de fechados

com a p.fi, com todos os V,,’s contidos em J. Portanto, existe z € ﬂ V,, e sendo cada

a<k

V,, um subconjunto de U,, obtemos o desejado. [ |

Veja que o teorema anterior com [P restrita ao conjunto de intervalos de extremos
racionaiﬁ e, para a propriedade dada, teremos uma ordem enumeravel, assim podemos
enfraquecer a hipotese do teorema para para MA . untable, € iremos obter que: a
interseccao de menos do que ¢ abertos densos em R é um conjunto denso em R, entao

a uniao de menos do que ¢ conjuntos fechados de interior vazio tem interior vazio, isto

24Sendo R um espaco separavel, qualquer restricio de P a uma base enumeravel vamos obter o mesmo
resultado.
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é, a uniao de menos do que ¢ conjuntos fechados-raros nao cobre R. Isso se resume no

seguinte teorema:

Teorema 1.79. Considerando w < Kk < ¢, MA countapie(k) tmplica que uma familia de
conjuntos fechados de interior vazio dada por {F, : a < k} ndo cobre a reta.

Abaixo apresentamos ao leitor uma segunda demonstracao do teorema anterior:

Teorema 1.80. Considerando w < k < ¢, MA countabie(k) implica que dada uma familia

{Xa < K} de fechados raros, entio | J{ X, : o < K} nao cobre o espago “2.
Demonstracgao:

Considere a familia {X, : o < k} donde X, é um subconjunto fechado e raro de
“2. Para a < k fixado, defina o conjunto D, := {t € <“2: [t] N X, = 0}.

Afirmagao: D, é um conjunto denso de <“2.

E imediato, pois dado t ¢ D,. Como X, é um conjunto fechado e raro, o
complementar de X, é denso e aberto, logo existe [s] N X, = 0.

Aplicando MA .ountanie(K), existe G filtro genérico relativo a familia de densos D,,.
Afirmagao: |JG nao pertence a nenhum X,.

Fixado a < k. Como G é filtro genérico, existe s € G N D,, logo [s] N X, = 0,
por outro lado, |JG é uma funcao de “2 que estende s. Logo, | JG ndo pode pertencer
a X,. Decorre entao que qualquer familia de x conjuntos raros X, nao cobre “2. Logo,

MA .ountavie (k) implica {X,, : @ < £} nao cobre “2. [ |

Teorema 1.81. (Solovay) Assumindo MA,_centrada- Sejam A,C C P(w), onde |A| < &k,
IC| < K, e para todo y € C, FF C A finito, com |y \ U F| = w. Entao eziste d C w, onde
para todo x € A,y € C, temos que |[dN x| <w e|dNy| =w.

[

Teorema 1.82. Se vale MA(k), entdo a uniao de Kk conjuntos magros é um conjunto

magro.
Demonstragao:

Basta provarmos que a interseccao de x abertos densos é complementar de um
conjunto magro, pois isso equivale a dizer que toda uniao de x conjuntos magros ainda é

um conjunto magro. Seja U,, a < k, aberto denso em R. Considere B = {B; : i < w}
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uma base para R formada por intervalos abertos de extremos racionais. A demonstracao
fard uso do teorema [1.81] entao para isso denotamos:
¢ ={i<w:B;,CB;j};C:={¢j:j<w}ian ={i<w:B; ¢ U} e A:={a,: a <k}

Fixamos n,j < w € a4, Gay, -, e, € A. Como a intersecgao finita de abertos

denso é aberto denso, existe B; € B; N Uy, NUqy, N ... N U,,. Agora, por definicao de
B, segue que {k € w : By C B;} é um subconjunto infinito de ¢; \ o, U do, U ... U aqg,,.
Desse modo, estamos nas hipéteses do teorema m, portanto, existe d C w tal que dN¢;
¢ infinito para todo j € w e d Na é finito para a € A. Ponhamos V,, := {B; :i € d e
i > w}. Fixado j € w, temos |d N ¢;j| = w, segue disso, que para todo n, existe i € dN¢;
tal que i« > n e B; C B;. Dai podemos concluir que B; C V,, N B;, para todo j,n < w.

Logo, V,, é aberto denso. Para terminarmos, veja que fixado o < k, temos |d N a,| < w,

entao existe n € w onde d Na, C n. Isto nos diz que para todo ¢ > n, V,, C D,. Assim
mnew Vn g na<n Ua' L

Apresentamos uma formulagao topolégica do Axioma de Martin:

(MA,,,) : Um espago X compacto 75 com a propriedade c.c.c, e uma familia
{F, : a < k} de fechados raros, onde x < ¢. Entao (J,., Fa nao cobre X.

O teorema de Baire para espacos compactos é enunciado da seguinte forma:

Dado um espaco X compacto e Hausdorff, verifica-se que a interseccao enumerdvel de
abertos densos € densa, ou equivalentemente, a unidao enumerdvel de conjuntos fechados

de interior vazio tem interior vazio.

Disso que acabamos de comentar, também podemos concluir pelo teorema de
Baire, que dado um espaco compacto Hausdorff, entao nao é possivel cobri-lo com uma
quantidade enumeravel de conjuntos fechados-raros. Pode ser demonstrado que MA
implica MA,,,. Disso, ¢ imediato que MA,,, implica o teorema de Baire. Sob CH o

Axioma de Martin pode ser visto como uma versao enumeravel do Teorema de Baire.

Teorema 1.83. MA implica MA,,,.
Demonstracao:

Seja (X, 7) um espago compacto T c.c.c. Queremos mostrar que dada uma familia

de fechados-raros, digamos {N, : o < s}, com < ¢, entao J,_, No # X. Defina:
P={FCX:3UerA(UCF)}

e considere a ordem parcial (P, C). Claramente, P é uma ordem com a propriedade c.c.c.
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Afirmacgao: O conjunto D, :={F € P: FN N, = ()} é denso P.

Para isso, fixamos um conjunto C' € P. Por definicao de P, existe U aberto
contido em C, e sendo N, um fechado-raro entao X \ IV, é um aberto denso. Portanto,
existe aberto V tal que V C U C C, e com isso, VN N, = ). Como X é T, e compacto,
segue que X é um espaco regular, ou seja, fixado x € V existe um conjunto fechado K
tal que x € K C V. Concluimos que K é um fechado que pertence a D, e estende C), i.e.,
D, é denso, como desejado.

Sob MA, existe filtro genérico G para a familia {D, : a < k}, mais ainda, G é
uma familia de fechados com a propriedade da intersec¢ao finita. Segue da compacidade
de X que existe z € |G, e como G intersecta cada D,,, deduzimos que z ¢ |J N,, ou seja,
a reta nao pode ser coberta por uma familia de x conjuntos fechados de interior vazio.

[ |

Voltamos a nocao de ordem. Aqui damos algumas defini¢coes que serao tteis para
secao 9.

SejamPeQei:P— Q. A funcdo i é dita uma imersdao densa se dados p,p’ € P
i) (" <p=il) <ip).
i1) p' e p s@o incompativeis entao i(p) e i(p’) sdo incompativeis.

Além disso, i[P] é denso em Q.

Fato 1.84. Se P € subordem densa de Q, entao a identidade € imersao densa.
Demonstragao:

E imediato verificar.

Fato 1.85. Seja P subordem densa na ordem Q. Se G € um filtro em P, entao G* :=
{g e Q:3dp e Gl < q)} € filtro em Q. No caso de F um filtro em Q, temos que
{peP:3qe€ G, q<p} éfiltro em P.

Proposicao 1.86. Considerando P como subordem de Q. Se D ¢ denso em P, entdo D

€ denso em (.

[ |
Proposicao 1.87. Se P ¢ subordem densa de Q. E equivalente dizer que:
P é c.c.c se, e somente se Q é c.c.c
[ |

Proposicao 1.88. Considerando P como subordem de Q. Se D ¢é denso em Q, entao
D' :={peP:3de€ D,p<d} édenso em P.
[ |
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Fato 1.89. Diante das assercoes anteriores, temos o sequinte: se P é uma subordem
densa em Q, entao vale MA com respeito a ordem P se, e somente se, vale MA com

respeito a ordem Q.

1.7 Algebra de Boole

Em geral as nocoes de filtro e ideal podem ser definidas em contexto de reticu-
lado, i.e., um conjunto B é um reticulado quando é um conjunto parcialmente ordenado
e dados a,b € L sempre existem supremo e infimo do conjunto {a, b} em B, denotados
respectivamente por aVb e a Ab. Um reticulado B que “capta” as propriedades essenciais
dos operadores 16gicos é o reticulado Booleano, que nada mais é que um reticulado dis-
tributivo e complementado, i.e., existem 0,1 € L onde para todo a € B, existe que b € B
tal que a Ab=0eaVb=1, dai diz-se que b é complemento de a. Se X é um conjunto
e B C P(X) é um reticulado, entdo um elemento A € B tem um complemento se, e so-
mente se, X \ A pertence a B. Sendo B um reticulado booleano, dizemos que a estrutura
(B,V,A,—,0,1), onde “=” é a operagao de complemento, é uma &lgebra de Boole. Dado
um conjunto X um exemplo 6bvio de dlgebra de Boole é a estrutura (P(X),U, N, \, 0, X).
Tal estrutura serda o ponto fundamental para as defini¢oes de filtro e ideal no presente
trabalho.

Sendo B um algebra de boole. Definimos a ordem parcial (B, <): Se x,y € B,
xr <y se, e somente se, z Vy =y. Um elemento a de uma algebra de Boole B é chamado
de dtomo se a # 0 e para todo b € B, se b < a, entdo b = 0 ou a = b. Denote por At(B) o
conjunto de todos os dtomos de B. Se At(B) é denso no sentido de ordem, entao B sera
chamada de atomica.

Abaixo apresentamos a definicao de Espaco de Stone.

Definicao 1.90. Um espaco de Stone, também chamado de espaco Booleano, é um espaco

topolégico compacto, Hausdorff e que possui uma base consistindo de abertos-fechados.

Um exemplo de espaco de Stone é o espago “2. A seguir enunciamos uma versao

do Teorema de Representagao de Stone para algebras Booleanas.

Teorema 1.91. (Stone,1936) Todo espago de Stone é isomorfo a uma dlgebra de conjun-

tos abertos-fechados(clopens) de um espago topolo’gz'coﬁ

Proposicao 1.92. Clop(“2) é uma dlgebra de boole sem dtomos.
Abaixo um teorema onde a técnica back-and-forth é aplicada em sua demons-

tracao.

25Como leitura complementar acerca desse teorema, indicamos o livro de Paul R. Halmos: Lectures on
Boolean Algebras. D. Van Nostrand Company, Inc. New Jersey. 1963.
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Teorema 1.93. Toda algebra de boole enumerdvel e sem dtomos € isomorfa a Clop(¥2).
[ |

Consequencia importante dos resultados anteriores

Corolario 1.94. Qualquer dlgebra de boole completa e sem dtomos que contenha um denso
enumerdvel € isomorfa a dlgebra RO(¥2) de abertos requlares do conjunto de Cantor.

[ |

A seguir apresentamos um esboco da prova do teorema que garante que MA é

equivalente as suas versoes em Topologia e em Algebras de Boole completas.

Teorema 1.95. As sequintes sao equivalentes:

(i) MA(r);

(i1) MA (K)70p:

(7i1) MA (k) restrito a dlgebras de booleanas completas.

Demonstragao:

(1) = (ii) ja temos provado.

(id) = (iid). Vide [KR0).

(7ii) = (i). Considere P uma ordem c.c.c e D uma familia de conjuntos densos de P, tal

que |D| < k. Definindo a topologia sobre P é gerada pela base formada pelos conjuntos

da forma [p] := {q € P : ¢ < p}, obtemos algebra de Boole completa dada por RO(P).

Nio é dificil checar que i : P — RO(P) definida por i(p) := int([p]) é uma imersio densa.

Logo, também temos que RO(P) tem a propriedade c.c.c. Como vale MA restrito a

algebras booleanas, existe filtro genérico G* em RO(IP) com respeito a familia de densos

D* :={i(D) : D € D}. Note que G :=i~'(G*) é um filtro genérico em P com respeito a

familia D. Assim, temos demonstrado que M A (k) restrito a algebras booleanas completas

implica MA (k). [
Adaptando o teorema anterior para MA ., ntabie; € usando o Fato [1.89] e o Co-

rolario [1.94] conclui-se o bem conhecido fato de que todas as ordens enumerdveis sao

equivalentes no contexto de MA, em particular, Meountabie = Mcohen-

1.8 Combinatoria de filtros e ideais

Seja X conjunto. Um conjunto F C P(X) é chamado de filtro sobre X se
(i) D¢ F, X € F;
(ii) se A€ F,AC B, entao B € F;

(ili) se A,B € F, entao ANB € F.
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Uma familia nao-vazia B de subconjuntos nao vazios de X ¢é dita base de filtro se
para todo By, By € B existe By € B, B3 C B; N By. Se B é uma base de filtro, o conjunto
Fg={F C X :3B € Bcom B C F} ¢é chamado de filtro gerado por B. Nao é dificil
checar que Fj é o menor filtro que contém B.

Dizemos que um filtro F é primo se para todo Fy, Iy € F, se [} U F, € F, entao
Fre Foulk,eF.

Definimos por wultrafiltro um filtro F que cumpre com a propriedade: para todo
AC X, ou A€ FouX\AE€ F ou, equivalentemente, F é um filtro maximal no sentido
da inclusao. Também vale que todo ultrafiltro, de fato, é um filtro primo. Diz-se que um
filtro F sobre X é livre se nao contém subconjuntos finitos de X ou, equivalentemente, a
interseccao de F ¢é vazia.

Nesse contexto de filtros, vale destacar um principio de maximalidade numa
algebra de Boole, muito conhecido, e que é chamado de (UT), que diz que todo filtro
proprio de uma algebra de Boole pode ser estendido a um ultrafiltro. Além disso, é
conhecido que AC implica UT, porém, a reciproca nao vale.

Seja F uma familia de subconjuntos infinitos de w. Dizemos que F satisfaz a
s.f.i.p (strong finite intersection property) se toda subfamilia finita e ndo-vazia possui a
intersecgao infinita. Um conjunto A é dito ser pseudo-intersecgio de F se A\ F' é finito
para todo F' € F. Toda familia com pseudo-intersec¢ao infinita tem a s.f.4.p, mas o
contrario nao ¢é verdade. Como todo ultrafiltro livre F C [w]* tem a s.f.i.p e nao tem

pseudo-interseccao infinita, o cardinal abaixo esta bem definido
p = {|F|: (F C [w]¥) (F tem s.f.i.p e nao possui pseudo-interseccao infinita)}

E facil ver que familias enumeraveis com a s.f.i.p tém pseudo-interseccao infinita.
Logo, o cardinal p é nao-enumeravel, i.e.;, Ny < p < ¢. Vamos, em seguida, verificar como

o cardinal p se comporta sob o Axioma de Martin.

Definicao 1.96. Seja F C P(w). Definimos a ordem parcial Pz como
(s, F'y < (s,F)se,esése,s Cs'elF CF' eparatodoAd e F,s'\ s C A.

Lema 1.97. Sejam (s1, F1), (s9, F5) € Pr. Os elementos (s1, F1) e (s, Fy) sao com-

pativeis se, e somente se,

Vo € Fi(se\ s1 C x)
Vz € F2(81 \ S9 g l‘)
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Demonstragao:

«: E imediato.
=: Suponhamos que (s1, F1), (sq, F») sejam condigoes compativeis. Por definicao,

existe (s3, F3) extensao comum de (s1, F1), (sq, F3), tal que
<837F3> < <817F1> & 51 Cszel) C Fg, € para todox € F1783 \ s1 C .

<83,F3> < <827F2> & 59 C s3ely C Fg, € para todox € F2783 \ So C .

Como s1 C s3 e s9 C s3, entdo s \ s2 C s3 \ $1 € S2 \ S2 C 53\ so. Por hipétese,
Vo € Fy(s3\s1) CaxeVa € Fy(s3)\ s2) C a. Logo, para todo x € Fj vale que sy \ 1 C z,
e por outro lado, para todo x € Fy, também vale que s; \ 5o C z. [ |
No proximo teorema mostramos que a restricao de ML A a ordens o-centradas, faz

com que o cardinal p seja o Continuum.

Teorema 1.98. MA, _.cnirada tmplica p = c.
Demonstragao:

Suponha que F C [w]* tem a s.f.i.p e |F| < ¢. Definimos uma pré-ordem como

Pr={(s,F):s € [w], F e [F|<“}, onde a relagao posta é:
(s, F'Y < (s,F)se,esése,s Cs'eF CF' eparatodoAd e F,s\ s C A.

Note que qualquer niimero finito de pares com a mesma primeira coordenada sao com-
pativeis, e sendo [w]<“ um conjunto enumeravel, segue que Pz é o—centrada. Agora, para
cada A € F, defina o conjunto D4, := {(s, F) € P: A € Fels| >n}.

Afirmacao: Fixado A € [F]<“ e n € w. O conjunto Dy, é denso em Pr.

De fato, suponha que (¢, E) ¢ um elemento de P que nao estd em D,,. Tome
F := EU{A}. Como F tem a s.f.i.p entdao (] F ¢ infinito, e sendo ¢ um subconjunto finito
de w, logo existe t' C (| F tal que ' é finito e [t| > n, e ' Nt = ). Sendo assim, s :=tUt’
é tal que |s| > n. Note que (s, F') < (¢, E), e por construcao (s, F) € Dy,,.

Como vale MA| existe um filtro genérico G com respeito a familia D := {Dy4, :
Ae F.one€w} Seja X :=J{s:3IF € [F|*¥(s,F) € G}. Note que X ¢ infinito, pois
G intersecta todo denso do tipo Dy ,. Agora, resta ver que X ¢é uma pseudo-interseccao
de F, i.e., para todo A € F, o conjunto X \ A é finito. Fixamos A € F, sendo G filtro

genérico para D, entao existe (s, F') € G, tal A € F. Como todos os elementos de G
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compativeis, segue que dado (s', F') € G, pelo Lema|l.97| temos que s'\ s C A. Portanto,
s\ A C s. Isso implica que X \ A C s, e como s, por definigdo, é um conjunto finito,
segue dai o resultado, i.e., o conjunto X é pseudo-interseccao de F.

[ |

Como ¢é conhecido que p < b, entao o resultado é coroldrio de [L.9§ Foi
provado por Bel]m que k < p implica M A, _centrada(K), Ou seja, é provado que o cardinal

P = My_centrada, COMO consequéncia disso, temos:
m S p S Meountable-

Ainda em relacao ao teorema anterior, segue como coroldrio imediato que sob MA toda

base de ultrafiltro livre sobre w também tem cardinalidade ¢, ja que nesse caso p = .

Teorema 1.99. p € regular.
[ |
Algo classico quando falamos de ultrafiltros sao as propriedades aqui destacadas
sobre o espago de todos os ultrafiltros sobre um conjunto w (com w munido da topologia

discreta). O espaco fw é chamado de compactificacio de Stone-Cech de w. Denotamos:
fw={U CP(w) : U é ultrafiltro sobre w}.

Seja A um subconjunto de w. Definimos [A] sendo o conjunto de todos os ultra-
filtros que contém o conjunto A. Nao é dificil checar que a familia B = {[A] : A C w} é
uma base de abertos e fechados para topologia de fw. O espago fw contém uma copia
homeomorfa do espago discreto w, ou melhor, cada {U € Bw : {n} € U} = [{n}] € B,
além disso, w é denso em Sw. O espaco fw é um espaco de Hausdorff, mais ainda, sendo
também um espago compacto, Sfw é um espaco normal. Como todo ponto em w sao iso-
lados em fw, cada vizinhanga [A] de U € fw \ w contém infinitos pontos, pois se U € [A]
e U é filtro livre, A é infinito, entdao [A] é infinito. Em geral, qualquer ultrafiltro livre
estende o filtro dos cofinitos, por isso nenhum elemento de um ultrafiltro pode ser finito.

Dizemos que U € Pw \ w sobre w é um P-ponto, se dada qualquer parti¢ao
{A; 11 € w} de w, existe F € U com |F N A;| <Ry para todo i € w.

A seguinte assercao é equivalente a definicao de P-pontos:
O ultrafiltro U € pw \ w € um P-ponto, se dada qualquer particao {A; : i € w} de w, tal
que A; ¢ U, para todo i € w, existe A € U tal que |A; N A| < R, para todo i € w.

26Na verdade, o resultado foi feito para ilustrar as técnicas
2TVide: On the combinatorial principle P(c). Fund. Math.,1981. 114, 149-157.
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Dada um familia {[4;] : i < w} de vizinhancas de U € fw \ w. Uma propriedade
que caracteriza os P-pontos é a seguinte: Se U € fw \ w é um P-ponto se, e somente se,
a interseccao de qualquer familia enumeravel de vizinhancas de U existe uma vizinhanca

[A] de U tal que U € [A] C ﬂ[A,] Em outras palavras, Y é um P-ponto no espago
1<w
topolégico fw \ w se estd no interior de todo G, que o contenha.

A nocao de P-ponto foi primeiramente definida por W. Rudin@, que provou
a existéncia de P-pontos sob CH. Porém, é conhecido que a hipétese CH pode ser
enfraquecida para p = ¢. Outro resultado conhecido é devido a J. Ketonen, que sob a
hipétese 0 = ¢ também existem P-pontog?’} Com o que foi dito, temos que a existéncia

de P-pontos é consistente. Shelah, provou que é consistente a nao existéncia de P-pontos.

1.8.1 Invariantes Cardinais definidos em Termos de Ideais

Comecamos este paragrafo definindo o conceito de ideal. Tal conceito juntamente
com a nocao de cardinalidade fazem parte central do que se segue nessa segao. Seja X
um conjunto nao vazio. Um conjunto Z C P(X) é chamado de ideal, se ele satisfaz as

seguintes condigoes :
1. X ¢7T;
2. Se A, Be€Z,entao AUB €T,

3. Se AcTeBCA,entao Be 1.

Se temos um Z, sempre podemos definir um filtro como sendo {X \ A : A € Z}. Dizemos
que uma familia ndo vazia B C P(X) \ {X} ¢é base de ideal se dados By, By € B existe
Bs € B, tal que By U By C Bs. Note que o conjunto {A C X : 9B € B,A C B} é
um ideal, chamado de ideal gerado por B, e mais ainda, é o menor ideal que contém B.
Definimos x(Z) := min{|B| : B é base de ideal Z}.

A seguinte asser¢ao denotada por (BPI) que declara: para qualquer ideal 7
proprio de uma algebra booleana, existe um ideal primo que estende Z. Um fato conhecido
¢ que (UT) é equivalente a (BIP), segue disso que (AC) implica (BPI).

Um ideal Z é dito k-completo se é fechado para familia de tamanho menor que &,
isto é, se para toda familia A C Z de cardinalidade menor que &, | JA € Z. No presente
trabalho iremos estudar os ideais N; —completo, comumente chamado por muitos autores

de o—completo.

ZNo artigo: Homogeneity problems in the theory of Cech compactifications. Duke Math. J. 23 (1956),
no. 3, 406-419.

29%Vide o artigo: On the existence of P-points in the Stone-Cech compactification of integers.Fund.
Math. 62(1976), 91.
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Vamos considerar Z um ideal de X o—completo e contendo todos unitarios de X.
Definimos os seguintes invariantes cardinais nao-enumeraveis aditividade (add), nimero

de cobertura (cov), uniformidade (non) e cofinalidade (cof), respectivamente, como sendo

add(Z) :=min{|A| : ACZ e JA¢ T},

cov(Z) :=min{|A|: ACZe|JA= X},

non(Z) :=min{|Y|: Y C X eY ¢ T},

cof(Z) :=min{|A|: ACZTeVBeZ,3A€ A B C A}

Os cardinais definidos acima estao, obviamente, bem definidos. Podemos entender os

invariantes cardinais acima, como:
e add(Z) o menor tamanho de uma familia de subconjuntos de Z, cuja unido nao esta

em 7.

Como qualquer ideal é fechado sob unioes finitas, este cardinal é sempre pelo menos

Ng; se Z é o—completo, add(Z) é maior ou igual a N;.

e cov(Z) o menor tamanho de uma familia de Z, onde a uniao é tudo, i.e., igual a X.

Como o préprio X nao estd em Z, temos add(Z) < cov(Z).

e non(Z) o menor tamanho de um subconjuto de X que nao estd em Z.
Por defini¢ao de ideal, X ¢ Z. Disso, segue que add(Z) < non(Z).

e cof(Z) o menor tamanho de uma familia de subconjuntos de Z que é cofinal na or-
dem parcial (Z, C).
Note que, por defini¢ao de base de ideal, cof(Z) < x(Z). Além disso, non(Z) <
cof(Z) e cov(Z) < cof(Z).

Tais desigualdades se resumem como:

N; < add(Z) < min{cov(Z),non(Z)} < max{cov(Z),non(Z)} < cof(Z) < x(Z) < |Z|.

Como Z contém todos os unitarios de X, concluimos facilmente que tais invarian-
tes cardinais sao todos nao-enumeraveis. Considererando Z o—completo com os unitarios
de X e as desigualdades acima, obtemos os cardinais dispostos na ordem apresentada no

diagrama abaixo:



63

IZ|

|

x(Z)

|

cofl

PN

cov(Z) non(7)

N

add(Z)

T

Ny

Destacamos também que tal diagrama sera de grande importancia no desenvol-
vimento da dissertacao, pois da uma ideia do “comportamento” destes cardinais sob a
Hipdtese do continuum e do Axioma de Martin, além disso, serve como auxilio para o

entendimento de algumas demonstracoes que estarao presentes na dissertacao.

Fato 1.100. Vale também a desigualdade x(Z) < cof(Z) e, ,com isso, também deduzimos
que cof(Z) = x(Z), pois dada uma familia A cofinal em Z, entao B := {{JA' : A" C
A, A’ finito} é uma base de Z com mesma cardinalidade de A.

Diante disso, podemos afirmar que: se existe uma base de ideal de tamanho
A = add(Z), obrigatoriamente, a aditividade coincide com a cofinalidade do ideal, pois
A <add(Z) < cof(Z) = x(Z) < A

Observe que se considerarmos o ideal Z ordenado pela inclusao, nés obtemos que
add(Z) = b(Z,C) e cof (Z) =0(Z, Q).

Teorema 1.101. add(Z) ¢ um cardinal regular.
Demonstragao:

Seja um Z um ideal o—completo contendo os unitarios e x um cardinal tal que
add(Z) = k. Considere a familia {A, : @ < k} de conjuntos de Z que testemunha a

minimalidade de . Entao, para todo a < k, o conjunto B, = U Ag¢ pertence a Z. Logo,
(<a
{B, : @ € K} é uma familia crescente contida em Z. Tomando um conjunto A C x cofinal
em K, tal que |A| = cf(k), podemos concluir que U B, nao pertence a Z. Disso segue
acA
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que add(Z) < |A| < k e, portanto, add(Z) é regular. |

Agora, oferecemos uma segunda demonstragao de O argumento serd in-
direto: Suponha que add(Z) = k e considere a familia que testemunha a minimalidade
de add(Z) dada {I. € Z : £ < k}. Se k fosse singular terfamos que & resulta da unido
disjunta de uma quantidade menor do que s conjuntos, cada um dos quais também tem

cardinalidade menor que &, i.e.,

k= U A, tal que A < K, |Ay| < K para todo o < A.
a<A

Considere B, = |J{I € Z: { € A,}. Como |A,| < kK, por minimalidade, temos
que B, € Z. Analogamente, | J{B, : @« < A} € Z. Daqui deduzimos uma contradigao,

pois (J{B,:a < A} = U I ¢ T, e aqui terminamos a prova. [
E<k
Virias consequéncias do Axioma de Martin estdo naturalmente associadas ao

estudo dos invariantes cardinais apresentados: sob MA + ~CH, o valor de todos esses

invariantes cardinais citados até este momento é igual a cardinalidade do Continuum.

1.8.2 Estudo de Caso I: O Ideal dos Subconjuntos Limitados de

uma Pré-ordem

A seguir apresentamos um breve estudo sobre objetos investigados por Valeria
de Paiva’ e Samuel G. Silvafl no preprint Dialectica Categories Cardinalities of the

Continuum and Combinatorics of Ideals.

Definigao 1.102. Seja (P, <) uma pré-ordem sem elemento méaximo é dita direcionada
para cima (upwards directed) se todo subconjunto finito F' C P possui limitante superior
em P.

Assuma que P seja uma ordem direcionada para cima e, x € P, considere C, =
{y € P:y < z}. Um subconjunto A C PP é limitado superiormente em P se, e somente
se, existe x € P, tal que A C C,. Denote Z; a familia dos subconjuntos limitados
superiormente em P, afirmamos que Z;, é um ideal de subconjuntos de IP: de fato, como
P ndao tem méximo entao é ilimitado e com isso P ¢ Z;, mais ainda, dados A, B € I,
existem C, e C, contendo A e B, respectivamente. Portanto, AU B C C, U C, e sendo
[P direcionada para cima, existe limitante superior de {z,y}, digamos z. Disso segue que
AUB C C, e portanto Z, é fechado para uniao e um subconjunto de um limitado é
limitado, temos que Z; é um ideal. Vale destacar que B = {C, : z € P} é uma base

para tal ideal, pois pela reflexividade de P o conjunto C, é nao-vazio e dados C,,C,,

30NLU Research Lab, Sunnyvale
31Instituto de Matemadtica da Universidade Federal da Bahia
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novamente, sendo P direcionada para cima existe C, € B, tal que C, U C, C C,. Note

que é imediato a conclusao que o ideal Zj, coincide com o ideal gerado pela base B.
Resumido o paragrafo anterior, sempre que estamos no contexto de ordens di-

recionadas para cima, podemos nos fazer uma pergunta bem razoavel: “ quem sao os

cardinais add(Zy), cov(Zy), non(Zy) e cof(Zy) ?”. Agora vamos tratar de responder tal

pergunta. Considere B = {C, : v € P} a base de Z;:

(i) add(Zr) = b(P)

e add(Z;) < b(P). Tome B C P ilimitado que testemunha |B| = b(P). Vamos
considerar o conjunto A = {C, : € B}. Afirmamos que |J.A ndo pertence a
Z;: De fato, caso contrario se | JA € Z;, entao existe um elemento da base B que
contém | J A, digamos C,. Logo, C, contém a todo C,, em A, segue disso que z < z,

para todo x € B. Obtemos uma contradicao da hipétese que B é ilimitado.

e b(P) < add(Z.). Vamos considerar A = {4, : @ < k} uma familia de elementos de
Z;, de tamanho minimo que testemunha | JA ¢ Z;, com add(Z;) = k. Como B é
base do ideal 7y, existe z, € P, tal que C,, contém A,, para todo a < k. Entao
{z, : a € Kk} é ilimitado, pois se tivéssemos = € P tal que x, < z, para todo a < K,

UAC U Cy., € Cy, e isso nos diz que | J.A é um elemento de Z;, o que seria uma

a<k
contradicao.

Concluimos a igualdade desejada.
(ii) cov(Zy) = o(P)

e cov(Z;) < ?(P). Tome D C P dominante testemunhando |D| = ?(P). Vamos
considerar o conjunto A = {C, : x € D}. Afirmamos que a unido de [JA é o
proprio ideal Z;: De fato, fixado x € P. Como D ¢é dominante, existe d € D tal que
x < d, portanto x € Cy C |J.A, entdo segue o desejado.

e 3(P) < cov(Zy). Vamos considerar A = {D,, : @ < k} uma familia de elementos de
7y, tal que |JA = Z;, que testemunha cov(Z;) = k. Fixado um z € P, sabemos
que existe a < k tal que z € D, C C,_ . Logo, z < z, e isso nos diz que o conjunto
{20 : @ < K} é dominante e tem cardinalidade menor ou igual a k. Disso segue a

desigualdade.

Concluimos a igualdade desejada.
(iii) non(Z.) = b(P)

e non(Z,) < b(P). Tome B C P ilimitado, tal que B testemunha a minimalidade
|B] = b(P). Afirmamos que B nao pertence a Z: de fato, se B € 7, entao existe

um elemento da base B que contém B, digamos C',. Logo, C, contém todo = em B,
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segue disso que x < z, para todo z € B. Obtemos uma contradicao da hipétese que

B é ilimitado.

e b(P) <non(Z.). Vamos considerar Y C [P de tamanho &, tal que Y nao estd em Zp,
com k testemunhando non(Z;) = k. Tome uma enumeragao de Y = {y, : a € k},
se Y fosse limitado, existiria x € P tal que y, < x, para todo a < Kk, portanto
Wa ra € K} € Uyer Cpa € Cy,y € podemos conluir que Y é um elemento de Zy, o

que seria uma contradicao.

Concluimos a igualdade desejada.

(iv) cof(Zr) = o(PP).

e cof(Z;) < o(P). Fixamos D C P dominante, tal que |D| = 9(P). Vamos considerar
o conjunto A = {C, : x € D}. Afirmamos que A é cofinal na ordem parcial (Z, C).
Dado A em Z;, existe C, € B tal que A C C,. Sendo D um conjunto cofinal em P,
podemos garantir que existe x € D onde C, C (.. Portanto, A esta contido em C,,

dai segue o desejado.

e d(P) < cof(Zy). Denotamos cof(Z;) = k e vamos considerar A = {4, : a < K}
uma familia de elementos de Z;, que é cofinal na ordem parcial (Z, C). E claro que
{z} € I, para todo = € P. Portanto, existe A, € A tal que {z} C A,. Além disso,
sabemos que existe z, € P, onde A, C C,, . Decorre que z < 2, e sendo x € P
arbitrario, isto nos diz que o conjunto {z, : @ < £} é dominante e tem cardinalidade

menor ou igual a k. Disso segue a desigualdade. Concluimos a igualdade desejada.

1.9 O Espaco dos Irracionais

Para essa segao iremos denotar (por tradi¢ao) o conjunto dos nimeros irracionais
com o simbolo “P”. Uma propriedade importante do espaco P com a topologia de su-
bespaco da reta é que P é homeomorfo ao espago produto w*. Um subconjunto compacto
de P é um subconjunto compacto de R. Se C' C P é um compacto, entao C' tem interior
vazio em PP, caso contrario, suponha que C' tivesse interior nao vazio, i.e., existe um aberto
da forma |a, b|NP contido C. Pois bem, tome uma sequéncia infinita de irracionais dada
por {z, : n € w} no conjunto |a, b[ que converge para um tnico nimero racional ¢ €]a, b|.
Obviamente {z,, : n € w} nao converge em |a, b|NP, logo C' ndo pode ser compacto haja

vista que {z,, : n € w} é um subconjunto infinito de C' sem ponto de acumulagao.

Definicao 1.103. Se X é um espaco topoldgico, o niimero de cobertura por compactos

(compact covering number) de X é dado por K¢(X) := min{|C| : C é familia de compactos
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el JC=X}.

E imediato concluir que X compacto equivale a K¢(X) = 1. Também segue que
todo espago og-compacto equivale a K¢(X) = Xy, Abaixo demonstramos que Kc¢(P) é um

cardinal nao-enumeravel:

oX; < K¢(P). Sendo R um espago métrico completo e P C R um conjunto Gy, entao P é
completamente metrizavel. Logo, todo compacto de P é fechado e limitado. Ademais, P
é espago de Baire, entao qualquer sequéncia (F},),c, de conjuntos fechados raros implica

que U F,, tem interior vazio. Como cada F}, é compacto em P e tem interior vazio, assim

new
P nao pode ser coberto por uma quantidade enumeravel de compactos de IP. Portanto

Kc¢(P) é ndo enumeravel.

A seguir daremos um resultado que sera util mais a frente, quando estivermos
tratando do diagrama de Cichon. Agora, demonstraremos que dado um espaco topoldgico
nao-compacto X, existe um ideal Z tal que o menor tamanho de uma familia de conjuntos

compactos de X, que cobre X é cov(Z).
Proposicao 1.104. Existe um ideal Z de X tal que Kc(X) = cov(Z).
Demonstragao:

Suponha X nao compacto. Definamos B = {B € P(X) \ X : B é compacto em
X}. Como a uniao finita de compactos continua sendo um compacto, entao B é uma base
de ideal. Dessa forma, obtemos o ideal gerado por B, serd denotado Z := {A C X : existe
B € B, A C B}. Afirmamos que vale a igualdade K¢(X) = cov(Z). De fato, para justificar
a desigualdade K¢(X) < cov(Z), tomamos uma cobertura por compactos de X, digamos
C, cuja cardinalidade é Kc¢(X). Entdao, C € B C Z. Logo, |JC = X segue disso que
cov(Z) < |C| = Ke(X). Para a desigualdade contréria, fixamos A C Z onde [JA = X e
|A| = cov(Z). Os elementos de A nao sao necessariamente compactos, mas estao contidos
em compactos. Portanto, a cada A € A, fixe B4 compacto com A C B4. Como A cobre
X, obviamente, a familia {B4 : A € A} também cobre X. Dai K¢(X) < |A| = cov(Z).
Por fim, obtemos a igualdade requerida.
[ |
Para o proximo teorema, vamos utilizar algo conhecido: P é homeomorfo ao
conjunto “w. Aproveitamos para antecipar ao leitor que de posse do seguinte teorema,

podemos declarar que cov(M) < Dﬁ Isso sera dito de melhor forma no segundo capitulo.

Proposicao 1.105. O cardinal ® € o menor tamanho de uma cobertura de P por subcon-

Juntos compactos, i.e., Kc(P) = 0.

32Essa desigualdade faz parte do diagrama de Cichoni.
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Demonstragao:

00 < Ke(wv).: Tome U cobertura de w® por compactos de tamanho Kc¢(w”). Lembrando
que projegao usal [ [, : w* — w na n-ésima coordenada é continua e isso nos fornece que:
fixado K € U, o conjunto [[[K] é um subespago compacto de w. Sendo w um espago
discreto, o conjunto [ [, [K] é finito. Assim ¢é legitimo definir a funcéo fi(n) := max[],[K]
para todo n € w. Agora, basta checar que a familia {fy : K € U} é cofinal em (w, <),
pois dai segue a desigualdade. Entao seja g € “w, como U cobre w*, obtemos disso que
para todo n € w,g(n) < max([[,[K]) = fi(n), onde g < fi e {fx : K € U} é cofinal em

(“w, <), como o desejado.

e Kc(“w) < 0.: Se D um subconjunto de “w cofinal em (Yw,<) com D = 0. Basta
ver que a familia {C} : f € D} é cobertura de w*, onde C := {g € “w : g < f}. De fato,
sendo g € “w por hipétese de D ser cofinal em (“w, <), existe h € D tal que g < h e,
portanto, g € C, e como C; é claramente um compacto, entdo {Cy : f € D} cobre w®.
Das duas desigualdades concluimos a tese.

[ |



Capitulo 2

Ideais M e L e os cardinais do

diagrama de Cichon

2.1 Invariantes Cardinais do Diagrama de Cichon

A maior parte do desenvolvimento do estudo de medida e de categoria sobre
os reais pode ser visto a partir da perspectiva dos invariantes cardinais no diagrama de
Cichon. Tao importante quanto isso, o diagrama Cichoni é um divisor de aguas no estudo
do Continuum, anexando nomes e trazendo a tona os invariantes cardinais associados aos
reais em seus varios aspectos.

Com a gama de possibilidades para o Continuum revelado por Cohen, existe todo
o sentido para se estudar outros diagramas semelhantes ao diagrama de Cichon, o que
ja vém sendo um ponto de destaque por muitos pesquisadores nos primeiros anos apos a
introducao de técnicas do forcing de Cohen.

Antes de comecarmos a estudar o diagrama de Cichon, estabelecemos algumas
notagoes. Sejam M = {A CR: A émagro} e L:={ACR: Aénulo}. Evidentemente,
M, L sao ideais nao triviais e add(M),add(L£) > R;. A cardinalidade dos ideais de
interesse sdo dadas por |[M| = |L£] = 2% pois devido a proposigao o conjunto de
Cantor C € M N L, logo P(C) C MnN L, esendo |C| = ¢ segue a afirmagao.

A seguir descreveremos o nosso objeto de estudo, considerando cada flecha uma
desigualdade valida em ZFC:
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M) —— cof (M

|

0

cov(L) —non

% )
|
N; —add(£) — add(M) — cov(M) —non(L)

Comegaremos dando informagoes a respeito do cardinal cov(M):

Teorema 2.1. cov(M) = min{|A| : A € familia de conjuntos fechados raros que cobre
R}.

Demonstragao:

Denote por A = min{|A| : A é familia de conjuntos fechados raros que cobre R}.
Como todo conjunto fechado-raro também é um conjunto magro, entao a desigualdade
cov(M) < X é imediata. Por outro lado, dado um conjunto magro M,, com a € cov(M),
existe uma familia {F,, , : n € w} de conjuntos fechados-raros tal que M, C (J{F,.:n €
w}, para todo a. Note que [{F, o : 1 € w,a < cov(M)}| < cov(M) e sendo {M, : a <
cov(M)} uma familia de magros que cobre R, entao {F,, o : n € w,a < cov(M)} também
cobre R, portanto, A < cov(M). [ |

Chamamos atengao do leitor para o seguinte: Se k < cov(M), a unido de x
conjuntos magros nao cobre R, e, mais ainda, a uniao de k fechados raros também nao

cobre R. Podemos afirmar ainda mais:

Fato 2.2. Se k < cov(M), uma unido de k conjuntos magros em R (ou, equivalentemente,

de k fechados raros) tem, necessariamente, interior vazio em R.
Demonstragao:

Seja {F, : a < s} uma familia de fechados de interior vazio em R. Suponha
que exista um intervalo aberto U tal que U C U F,, entao U = U (F,NU). Segue da

a<k a<k
proposicao [1.44] que U N F,, é um fechado de interior vazio em U. Decorre disso que a

familia {U N F, : @ < k} é uma cobertura do intervalo aberto U, formada de conjunto
fechados de interior vazio em U. Como U é homeomorfo a R, temos uma cobertura de R
com menos que cov(M) conjuntos fechados de interior vazio. |

Justificaremos com argumentos puramente topolégicos a préoxima desigualdade

do Diagrama de Cichon.
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Fato 2.3. cov(M) <.
Demonstragao:

Como o cardinal 9 é o menor tamanho de uma cobertura do conjunto do niimeros
irracionais por compactos, e sendo um compacto nos irracionais um conjunto fechado de

interior vazio, entao cov(M) <. u

Para a proximo proposi¢ao denotaremos por Mp o ideal dos magros no conjunto

dos irracionais.

Proposicao 2.4. Valem as sequintes igualdades entre os invariantes cardinais:
(1) add(M) = add(Mp):

Demonstragao:

e add(M) < add(Msp). Seja A’ uma familia de subconjuntos de Mp, tal que |J A ¢
Mp e que testemunha | A'| = add(Mp). Denote A" := {F, : a < |A'|} e sem perda
de generalidade, considere F, um conjunto fechado e raro de P. Como F, é um
fechado de P, entao existe um fechado GG, em R tal que F,, = G,NP. Sendo F,, um
conjunto de interior vazio e diante da proposicao o conjunto G, tem interior
vazio. Diante disso, A := {G, : o < |A'|} é uma familia de fechados de interior
vazio em R, isto implica que add(M) < add(Mp).

e add(Mp) < add(M). Seja A uma familia de subconjuntos de M, tal que |J A ¢ M
e que testemunha |A| = add(M). Denote A := {F, : a < |A’|} e sem perda de
generalidade, considere F,, um conjunto fechado e raro de R. Dai pelo fato [1.49]
segue que F, NP é um conjunto fechado de interior vazio. Portanto, a familia
A = {F,NP:«a < |A|} de subconjuntos fechados de interior vazio em P, e tal que
|A| = |A'|, o que acarreta a desigualdade add(Mp) < add(M).

Deduzimos entao a igualdade desejada.

(#4) non(M) = non(Mp)

Demonstragao:

e non(M) < non(Mp). Seja A um subconjuntos de P donde A ¢ Mp que testemunha
|A| = non(Mp). Em particular, A C R, entao basta checar que A ¢ M. Sem perda
de generalidade, se A fosse um fechado de interior vazio em R, entao pelo fato [1.49)

A = ANP é um fechado de interior vazio em P, isto contradiz a hipdtese que

A¢ M.
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e non(Mp) < non(M). Seja A um subconjuntos de R donde A ¢ M que testemunha
|A| = non(M). Sem perda de generalidade suponha que A nao contém numeros
racionais. Afirmamos que ANP tem cardinalidade |A| e nao pertence ao ideal Mp.
Com efeito, que |[ANP| = |A] é imediato, pois bem, suponhamos que A NP estd

incluso em uma unido enumerével U F,, onde F,, é um conjunto fechado de interior

nw
vazio em P. Segue entao que existe a familia {G,, : n < w} de subconjuntos fechados

de R tal que F,, = G,,NP e pela proposicao [1.47 obtemos que G,, tem interior vazio
em R. Dessa forma, A=ANP C U EF,|NPC <U Gn> NP C U G, e isto

n<w n<w
contradiz a afirmacao que A nao pertence ao ideal M.

n<w

Deduzimos entao a igualdade desejada.

(1) cov(M) = cov(Mp)

Demonstragao:

e cov(M) < cov(Mep). Seja A" uma familia de subconjuntos de Mp, tal que | J A" =P
e que testemunha |A’'| = cov(Mp). Denote A" := {F, : a < |A'|} e sem perda de
generalidade, considere F,, um conjunto fechado e raro de P. Como F;, é um fechado
de P, entao existe um fechado G, em R tal que F, = G,NP. Sendo F, um conjunto
de interior vazio em [P e diante da proposicao [1.47|o conjunto G, tem interior vazio.
Disso, A := {G,, : a < |A'|} é uma familia de fechados de interior vazio em R. Como
J F, cobre P e {{q} : ¢ € Q} é uma familia de conjuntos magros de R cuja cardinali-
dade é estritamente menor que |A|, obtemos como resultado que {{¢q} : ¢ € Q}UA é

uma cobertura para R com cardinalidade |.A'[, isto implica que cov(M) < cov(Mp).

e cov(Mp) < cov(M). Considere uma familia de conjuntos magros A := {F, : a < K}
de R tal que |JA =R, e k = cov(M). Sem perda de generalidade, vamos assumir
que cada F,, é um fechado de interior vazio em R. Defina B, := F, NP, como F,
é fechado e possui interior vazio em R, entao B, é um fechado de interior vazio em
P. Sendo A uma familia que cobre R, obtemos que A’ := {B, : a <} em particular

¢ uma familia de fechados de interior vazio em P que é cobertura para P. Sendo
assim, ficamos com cov(Mp) < |A'| < |A| = cov(M), logo cov(Mp) < cov(M).

Entao fica demonstrada a igualdade desejada.

(iv) cof (M) = cof (Mp)

Demonstragao:
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e cof(M) < cof(Mp). Seja A" uma familia de subconjuntos de Mp, que testemunha
|A’| = cof(Mp). Denote A" := {F, : a < |A'|} e sem perda de generalidade,
considere F,, um conjunto fechado e raro de P. Como F,, é um fechado de P, entao
existe um fechado GG, em R tal que F,, = G,NP. Sendo F,, um conjunto de interior
vazio e diante da proposicao [1.47| o conjunto G, tem interior vazio. Diante disso,
A= {G, : a < |A|} é uma familia de fechados de interior vazio em R. Considere
B :={G,UQ: G, € A}. Claramente B ¢ uma familia de subconjuntos magros
de R de cardinalidade cof(Mp). Para mostrarmos a desigualdade requerida, tome
B € M. Sem perda de generalidade, suponha que B NP, entao por obtemos
que B NP é um fechado de interior vazio em P. Sendo assim, existe G, NP € A’
que contém B NP. Tomando F := {{q} : ¢ € QN (B \ BNP)}, que por sua vez
pertence a familia B, deduzimos que B esta incluso na uniao de dois magros de R

que pertencem a familia B, isto é, B C (G, NP)UF C G,UQ.
Sendo isto implica que add(M) < add(Mp).

o cof(Mp) < cof(M). Seja A C M tal que A ¢é familia cofinal testemunhando
kK = |A| = cof(M). Tome a enumeracao de A := {A, : @ < k}. Sem perda de
generalidade, vamos assumir que A, é um subconjunto fechado de interior vazio em
R. Denote B, := A, NP, como A, é um conjunto fechado de interior vazio em R,
entdo B, é um fechado de interior vazio em P. Claramente, a familia A’ := {B,, :
a < Kk} é cofinal em P, pois dado um magro M C P, existe um conjunto F fechado
de interior vazio em R tal que M = FNP. Como A é familia cofinal, segue dai que

existe A, € A tal que F C A,, e portanto, existe B, contendo M.

Fica provada a igualdade desejada.
|
Fizemos a proposi¢ao anterior para ilustrar um fato que usaremos livremente:
para qualquer espago poloneés, os valores dos invariantes cardinais coincidem com os valores

para R, tanto para M como L.

2.2 Algumas Desigualdades do Diagrama de Cichon

Um ponto forte a ser destacado nesse trabalho, nao sé por sua beleza, mas por
ser uma ferramenta importante para demonstrarmos alguns dos teoremas apresentandos,
se trata da caracterizagao do invariante cardinal onde: cov(M) = Mepuntapie- Voltando ao

Teorema [1.80}, essencialmente, temos demonstrado o teorema abaixo:

Teorema 2.5. MA . untavic(K) implica k < cov(M).
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Pela Proposicao [1.16| o teorema anterior se traduz na prova de Meountabie <

cov(M). Também destacamos que: pelo fato temos que cov(M) <, logo o Teorema
tem como corolario o Teorema Agora vamos provar a reciproca do teorema [1.80]

Teorema 2.6. xk < cov(M) implica MA countapie ().
Demonstragao:

Pelo comentario logo apds o Teorema [1.95|é suficiente aplicar o Axioma de Martin
para (<“2 D). Seja {D, : a < k} é uma familia de conjuntos densos em (<“2, D). Basta
mostrar que existe um filtro genérico. Fixe a < k e considere E, = {J,p [q] € “2.
Claramente, F, é aberto. Agora, vejamos que E, é denso em “2. Para isso, tome [p] um
aberto bésico e fixe h € [p]. Como D, é denso em (<“2 D), existe s € D,, tal que s D h.
Logo, p C s, e isto implica que s € [p] e s € D,, ou seja, [p| N D, é nao vazio. Concluimos
“2\ Eq)

nao cobre “2. Portanto, existe f € “2 tal que f € E, para todo @ < k. Definimos o

que “2\ E, é um fechado de interior vazio. Como s < cov(M), temos que | J,_,(
conjunto G :={f [ n:n < w}.
Afirmacgao: G é um filtro genérico para a familia de subconjuntos densos {D,, : @ < k}.
De fato, sendo G uma cadeia (no caso, ramo) de (<“2, D), temos que G é filtro em
(<w2, D). Falta provarmos que G é filtro genérico com respeito a familia de subconjuntos
densos {D,, : a < k}. Para isso, fixamos a < k, sabemos que f € E,, entao segue,
por definigdo de E,, que existe ¢ € D, tal que f € [¢]. Logo, f | dom(q) = ¢q. Seja
j :=dom(q), entao f [,€ {f [ n:n <w}ND,, eportanto, segue a afirmagao.
Assim, fica provado que k£ < cov(M) implica que MA countanie (k). Desse modo,

também fica provado que cov(M) < Mepuntanle, donde segue:

COV(M) = Meountable-

|

O Teorema [L.77, nos diz que sob MA (k) temos que x < add(L), e o Teorema
nos diz que sob MA (k) vale k < add(M).

A seguir apresentaremos um resultado que é a esséncia do argumento que justifica
as desigualdades: cov(M) < cov(L) e cov(L) < non(M), tais desigualdades fazem parte
do Diagrama de Cichon. Também antecipamos que o préximo resultado é importante
para que possamos definir os morfimos que justificam as desigualdades citadas na proxima

secao.

Teorema 2.7. R pode ser decomposto numa uniao disjunta formada por um conjunto
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magro e um nulo.
Demonstragao:

Vamos considerar uma enumeracao de Q = {q, ..qy, ..}, vamos definir o conjunto

1 1
P, = U]qj - 2n+j,qn+ ot [, paran >0

I<w

Defina A := ﬂ P, e B:=R\ A. Como P, é um aberto denso, para todo natural n, o

n<w
conjunto R\ P, é fechado de interior vazio. Logo, B é um conjunto magro. Se mostrarmos

que A é um conjunto nulo, teremos que A e B sao os conjuntos que decompoem a reta.

O fato que A é nulo, segue de

(e o]

. . a— 1 1 1 1
j=1

Jj=1
[ |

Para essa se¢ao, a menos de mengao contraria, para resultados posteriores, vamos
assumir que A e B s@o os conjuntos dados no teorema anterior. Uma consequéncia ébvia
de é que todo subconjunto da reta pode ser representado como uniao de um conjunto
magro e um conjunto de medida nula. Introduzimos novas notac¢oes para demonstrarmos
a dualidade presente entre os invariantes cardinais cov(M), cov(L), non(M) e non(L).

Se X é subconjunto de R e y um nimero real, denotamos:
1. =X :={-x:2€ X},
2. y+ X :={y+x:2€ X} ondey+ X éa “translagao de X por y");
3.SeYCR, Y+ X ={y+X:yeY}

Agora, vejamos que a propriedade de um ser magro é mantida via translagoes,
ou seja, dado um conjunto magro X o conjunto y + X, para um y € R fixado, ainda
¢ um conjunto magro. Para isso, fixe y € R e observe que f: z € R — x4+y € R
¢ um homeomorfismo e, também, uma isometria. Sendo X um conjunto magro, entao
X C Unew Frny Fy conjunto fechado e raro. Logo, y + X = g(X) C U, e, 9(F) e, mais

ainda, sendo g um homeomorfismo cada g(F,) é um conjunto fechado. Por conseguinte,

new

obtemos que dado um nimero real y o conjunto y + X é magro, sempre que X for um
conjunto magro. Também destacamos o caso analogo para o conceito de conjuntos nulos,
i.e, dados N um subconjunto nulo de R e y € R, vale que y + N é um conjunto de medida

nula. Para ver isso, note que h : z € R +— 24y € R é um homeomorfismo e uma isometria.
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Fixado € > 0, existe uma colegao {I, }ney, colegdo de intervalos abertos de cobrem X tal
que Y. m(I;) < ¢, onde m é a medida de Lebesgue. Como h é um homeomorfismo a
imagem de um conjunto aberto ainda é um conjunto aberto, e sendo A uma isometria,

temos o desejado. Em resumo, tal paragrafo pode ser expresso na seguinte proposicao:

Proposicao 2.8. Se X é um conjunto magro(nulo), entao y+ X também é um conjunto
magro (nulo) para todo y € R.
|

Utilizando argumentos analogos ao da proposicao anterior, podemos demonstrar
que um conjunto magro (nulo) é invariante por simetria, ou seja, dado X magro (nulo)
entdo —X é magro (nulo).

Podemos tornar evidente a partir da proposicao que: Sendo R uma uniao
disjunta de um conjunto de medida nula A e B um conjunto magro, se temos X um
conjunto nao magro entao A + X ¢é igual a R. Para demonstrarmos isso, provaremos
a préxima proposicdo, que por mais simples que seja, é a esséncia do resultado [2.11]
Aproveitamos para dizer de maneira prévia que tal proposicao também é parte central da

demonstracao do Teorema que sera dada na segao seguinte.

Proposicao 2.9. Consideremos os conjuntos A e B como no teorema[2.7. Dados x,y €

R, entao
l.y¢drz+B=xcy—A;

2.y¢r+A=zxcy—B

Demonstragao:

Vamos demonstrar somente o item (1), pois o caso (2) é andlogo. Comegamos
afirmando que : y — x ¢ B. De fato, pois caso contrario, se y — x € B entao y =
r+(y—x) € x+ B, o que é um contradi¢cao. Como A e B sao disjuntos, entao y —x € A.

Disso vem que —x € A — y e, consequentemente, r € y — A. [ |

O argumento que acabamos de mostrar para os conjuntos A, B fixados de acordo

com a proposi¢ao demonstra o seguinte resultado:
Teorema 2.10. X ndo magro(ndo nulo), entio A+ X =R (B+ X =R).
Demonstragao:

Demonstraremos o caso X nao-magro, pois para o outro caso o argumento é

anédlogo. Veja que se A+ X # R, terfamos a existéncia de z € R\ A 4 z, tal que

Vee X(z¢ A+ x).
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Logo, da Proposicao [2.9}
Ve € X(z € z— B),

ou seja, X C z — B, e diante disso, sendo B um conjunto magro, ja vimos que z — B é
magro. Concluimos que X também seria um conjunto magro, o que seria uma contradigao.

Agora damos a prova de Rothberger para as seguintes desigualdades:

Teorema 2.11. cov(M) < non(L) e cov(L) < non(M).
Demonstragao:

Por 2.7, podemos fixar A € L e B € M tal que AU B = R. Primeiro vamos
demonstrar que cov(M) < non(L). Seja X C R, tal que X ¢ L e |X| = non(L). Pelo
Teorema [2.10] B+ X = R. Sendo B um conjunto magro, entdo B + = é magro, para todo
x € X. Disso, podemos concluir que C'= {B+x : x € X} é uma familia de subconjuntos
de M, onde |JC = R. Decorre que cov(M) < |C| < |X| = non(L).

Para a desigualdade cov(L) < non(M), tome X C R, tal que X ¢ M e |X]| =
non(M). Novamente, fazendo uso do Teorema [2.10] temos A+ X = R. Como A + z tem
medida nula, deduz-se que F' = {A+ z : z € X} é uma familia de subconjuntos de L,
onde |J F' = R. Decorre que cov(L) < |F| < |X| = non(M). |

Abaixo, damos uma observacgao interessante para um cardinal k, basicamente,
um cardinal k que atende a propriedade abaixo, sempre vale que a uniao de conjuntos

fechados de interior vazio tem interior vazio, independente do espago de Baire considerado.
Observacgao 2.12. Digamos que x satisfaz:

Nenhum espaco de Baire pode ser escrito como uniao de k fechados raros.
Entao, também vale que:

Seja {M,, : o < K} uma familia de conjuntos fechados raros de um espago de Baire X,

entao U M, tem interior vazio.

a<k

De fato, por contrapositiva, se U M., tivesse interior nao-vazio, entao existiria
a<k
um conjunto aberto U contido em U M,. Como U é aberto de um espaco de Baire, logo

a<k
U é um espago de Baire. Disso segue que U é um espaco de Baire que pode ser escrito

como uniao de k conjuntos fechados raros. [ |
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Teorema 2.13. Se k < b e k < cov(M), entdo k < add(M).
Demonstragao:

Seja {M, : @ < k} uma familia de conjuntos magros da reta. Como k < cov(M)

entao a familia {M, : @ < k} nao cobre R. Se mostrarmos que M = J,_,. M, é um

a<k
conjunto magro, temos a prova do teorema. O conjunto M, pela Observagao 2.12 tem
interior vazio, logo R\ M é um conjunto denso em R. Como R\ M tem base enumeravel,
segue que R\ M é separdvel. Entao existe um denso D = {d,, : n € w} contido em R\ M
que também é denso em R. Sendo M, um conjunto magro, vamos supor sem perda de

generalidade que M, = J, ., Fan, onde F, , é um conjunto fechado-raro de R e (£}, )new

new

é uma sequéncia crescente. Fixado n € w, definimos f, : w — w pondo:

1 1
fa(n) = min{k € w :]d, — o d, + E[ﬂFa,n =0}
Note que f, estd bem definida, pois F}, ,, ¢ um conjunto raro, logo qualquer aberto
V de R contém um aberto U nao vazio que nao intersecta F, ,. Por hipdtese, x < b entao
a familia {f, : @ < k} é limitada, i.e. existe f € “w, tal que para todo o < k, existe

n(a) € w, valendo o seguinte:

Ja(n) < f(n), ¥Vn = n(a)

Dado m € w, qualquer conjunto do tipo {d; : j > m} ainda é densoﬂ Com isso,

podemos concluir que o conjunto

1 1
U = U]dn—m,dner[

é aberto-denso. Pelo teorema de Baire, deduzimos que R\

Afirmacao: M CR\ ), ... Un.

n>m

mew Um € um conjunto magro.

mew

Vamos justicar isso do seguinto modo: fixe n € w e o < k. Tomando j >

max{n(a),n}, temos f,(j) < f(j), e, portanto,

1 1
—— < ——,Vj > max{n,,n}.

FG) 1)

1Como R é espaco T} e qualquer vizinhanca U, de 2 € R possui infinitos pontos, logo qualquer z € R
¢é ponto de acumulagdo. Dado x € R é possivel contruir uma sequéncia (d;, )xe. de elementos dois-a-dois
distintos. Logo, dado j > m existe um certo indice ji > j > m, tal que d;, € U,
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O que acarreta que

1 1 1 1
=5 4T i S T B Y T )

Agora, por defini¢ao de f,(j), temos o seguinte

1 1

m,dj + fa—(j)[mFa’j - (Z)

Jd; —
Vale lembrar que a sequéncia (F, ,)ne ¢ crescente. Entdo para o n € w fixado acima,

vale que F, , C F, ;. Diante disso,

1 1

m,dj + ﬁ.l—(j)[mFa’n =0,V > max{n,,n}.

Jd; —

Com isso deduz-se que tomando [ := max{n,,n}, o conjunto U;NF,,, = (). Esse raciocinio
Un.

Voltando para a demonstra¢ao do teorema, para k < ¢ e k < cov(M), sempre

nos leva a concluir que M C R\

mew

podemos exibir um conjunto M := J,., M, tal que M ainda pertence ao ideal M.

Entao obrigatoriamente x < add(M), como desejado. |

Corolario 2.14. min{b, cov(M)} < add(M).
Demonstragao:
Segue imediatamente da Proposicao [1.19] |

Seja X um conjunto. Entendemos por base de o-ideal a familia B nao vazia de
elementos de P \ {X} tal que para toda familia {B, : n € w}, existe B € B que contém
U{B. :n € w}.

Na préxima segao provaremos a desigualdade contréria.

Como uniao enumeravel de o-compactos é o-compacto, entao a familia dos o-
compactos ¢ uma base de o-ideal, portanto, podemos pensar no o-ideal gerado pelos
o-compactos. Denotaremos por K o o-ideal gerado pelos compactos de “w. O proximo

resultado nos diz que o o—ideal K ¢é a familia os subconjuntos limitados de “w.
Teorema 2.15. As sequintes sdo equivalentes:
(1) X € o-compacto;

(17) Eziste f € “w tal que X C Cy:={g € “w: g9 <* f}.
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Em particular, cada Cy é um conjunto magro.
Demonstragao:

Primeiramente, vamos provar que (i) = (ii). Seja X = U K;, onde K; é um
i<w
conjunto compacto de “w. Pela compacidade de K, existe f; € “w tal que K; C Ky, 1=

{s € “w:s < f;}. Agora, a familia F := {f; : i € w} por ser enumeravel é limitada,
i.e., existe ¢ € “w que testemunha que dado f € F, vale que f <* g. Afirmamos que
X estd contido em C, := {s € “w : s <* g}. De fato, pois para uma fungao h € X,
existe K; que contém h. Disso, h € Ky, logo h < f; <* g, assim temos h <* g. Para
provarmos que (i) = (i), assumimos que f € “w e X C Cf := {g € “w : g <* f}.
Para um conjunto A C w finito note que o nimero de fungoes g € “w tais que {n €
w: g(n) > f(n)} = A é enumerdvel, pois qualquer g que atenda tal propriedade é
um elemento de [],,4[f(m) + 1,w). Portanto, se A € [w]<, entao as fungdes g tais
que {n < w : f(n) < g(n)} = A estao contidas em uma unido enumeravel da familia

{KFp,, : n € w}. Seja entao U {KFA,n ‘n € w}. Essa ¢ uma uniao enumerdvel de
A€w]<w
conjuntos compactos. Tomando um elemento h € Cf, entdo {n < w: f(n) < g(n)} é um

subconjunto finito de w, digamos F'. Portanto, h € Ky, , e diante disso, o conjunto Cy

estd incluso numa uniao enumeravel de compactos, com isso, segue o resultado. [ |

Teorema 2.16. add(K) =b e cov(K) = 0.

Demonstragao:
e add(K) = b. Para provarmos a desigualdade “b < add(K)”, note que qualquer familia
{As : o < K} C K, sendo k < b, existe a familia {f, : @ < K} tal que cada A, esta
contido em C,. Como {f, : @ < k} é limitada, existe f € “w satisfazendo f, <* f para
todo o < k. Entéo [J{A, : a < k} C C}, ou seja, uma familia de elementos de K que
testemunha a minimalidade de add(K) nao pode ter tamanho estritamente menor que b.
Para a desigualdade “add(K) < b”, seja uma familia ilimitada{f, : @ < b}. Considere
U{C%. : @ < b}, vejamos que tal familia ndo pode pertence ao o-ideal K. De fato, pois
se pertencesse existiria f € “w que torna valido que | J{C}, : @ < b} estd contido em C.
Dai, temos que Cy, C (Y, entao f, € Cy. Deduzimos que f, <* f, para todo a < b, mas
isso é um absurdo, pois {f, : @ < b} é uma familia ilimitada. Assim, temos demonstrado
a igualdade desejada.

Usaremos a seguinte caracterizacao do cardinal 0: é o menor tamanho de uma

familia de compactos de w® que cobertura para w®.

e cov(K) = 2. Como todo conjunto compacto é o-compacto, qualquer familia que tes-
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temunha a minimalidade de ? atende a propriedade que caracteriza o cardinal cov(K),
entdo segue disso a desigualdade “cov(K) < 9”. Vejamos a prova de “D < cov(K)”. Seja
A<de{X,:a< A} CK. Por definicao, X, € K, entao existe uma familia enumerdvel
{K,, : n € w} formada de compactos em w* tal que X, C | J{X, : @ < A}. Decorre que
U{Xa ta < A} € Uper UneutEa,, i n € w}. Como A <0, U\ Unew 1Ko, : 7 € w} ndo
pode cobrir w* e, por conseguinte, | J{ X, : @ < A} também nao cobre. Logo, para A\ <0,
nao existe familia de elementos de K que cubra w®. Donde segue que ? < cov(K). |

Observamos que, se considerarmos o ideal Z gerado por compactos de “w, entao
add(Z) = Wy e cov(Z) = 0. Nao entraremos em detalhe, mas isso se refere ao fato, ja visto
no Capitulo 1, que b((*w, <)) = Vg e 0((*w, <)) = 0((*w, <*)).

Encerramos essa segdo dando uma caracterizacao do cardinal cov(M) usando um
principio de predigao. E conhecido que varios principios de predicoes tem ampla relacao
com os invariantes cardinais, como exemplo, o principio de predicao diamante (<>)E] A

seguir daremos o conceito fundamental para o nosso propésito.

Defini¢ao 2.17 (Guessing Principle). Sejam g, f € “w. Diz-se que g adivinha f se
{n <w:g(n) = f(n)} é infinito. Uma familia F C “w é adivinhada por ¢ se todas as
fungoes em F sao adivinhadas por g.

A definicdo carece de uma observagao. Sendo MA (w) verdadeiro, qualquer
familia F C “w que seja enumeravel é sempre adivinhada e a justificativa disso pode
ser deduzida da primeira parte da demonstracao do proximo teorema. Também vale des-
tacar que, claramente, “w nao é adivinhada por nenhuma g € “w. Em resumo, estamos
dizendo que o cardinal gs := {|F]| : F C “w nao é adivinhada} estd bem deﬁnidoﬁ e, mais

ainda, w; < gs <.
Teorema 2.18. cov(M) < gs.
Demonstragao:

Vimos que cov(M) = Meouniapie- L0go para k < cov(M), temos MA .ountabie(K)-
Sendo (““w, D) uma ordem enumerével, podemos aplicar MA .,uniapie (/). Primeiramente,
tome uma familia F = {fe : £ < k} € “w. O conjunto D¢,, = {¢ € ““w : Ik >
m, fe(k) = q(k)} é denso, dado s ¢ Dg,, a sequéncia finita s U {(m + 1, fe(m + 1))}
estende s e pertence ao conjunto Dg,,. O conjunto E; = {¢ € ““w : j € dom(q)}
também é denso. Portanto, {D¢,, : £ € Kk} U{E; : j € w} é uma familia de x densos.
De MA . untavie(K), existe filtro G genérico em (<“w, D), entdo podemos definir a fungao

g =UG w—w.

2Para o leitor interessado em tal tema, sugerimos: Moore, J.T.; Hrusdk, M.; Dzamonja, M. Parame-
trized < principles, Trans. Amer. Math. Soc., v. 356, n.6, p. 2281-2306, 2004.
3 A notacdo gs nio é comumente utilizada. Estamos usando-a para dar destaque a esse cardinal.
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Afirmacgao: g adivinha F.

Fixado [ € w. Para um dado §{ < &, vamos checar que A; == {n < w : g(n) =
fe(n)} é ilimitado. Pois bem, sendo G um filtro genérico, vale que D¢ ;NG # (). Portanto,
existe r € G, tal que f¢(k) = r(k) para algum k > [, e como r C ¢ := |J G, disso que dado
| € w sempre existe k > [ tal que k € Ag, segue nossa afirmacao de que A, ¢ ilimitado,
para todo £ < K.

Decorre imediatamente que dada uma familia 7 C “w de cardinalidade x <
cov(M), sempre existe fun¢ao g : w — w que adivinha a familia F, logo cov(M) < gs.

[ |

A seguir daremos uma demonstracao alternativa para o Teorema anterior, usando
argumentos puramente topologicos:

Demonstragao:

Fixe f € “w. Vamos provar que o conjunto definido como

My :={ge“w:{n<w:g(n)= f(n)}é finito}

é um conjunto magro. Note que My := U {ge“w:A={necw:gh) = f(n)}}
A€w]<w
Entao vale que
My (ﬂ{g €“w:g(n) # f(n)}>
A€w]<w \n¢A

Agora vamos provar que [,4,{g € “w : g(n) # f(n)} é um conjunto fechado de interior
vazio, e com isso, podemos concluir que M; ¢ um conjunto magro. Vamos a prova, fixado
fen € wnote que {g € “w: g(n) # f(n)} é um conjunto fechado, pois “w \ [{(n, f(n))}]
é aberto, disso segue que o conjunto ﬂn¢A{g €“w:g(n)# f(n)} é fechado. Falta vermos
que (),¢4{9 € “w : g(n) # f(n)} tem interior vazio, para isso, tome h € (), ,,{g €
“w: g(n) # f(n)}. Como qualquer vizinhanca de h contém um aberto basico [h [,]
para algum n. Tomando m > max{n,max A}, com isso, considere h [, U{(m, f(m))}.
Logo, [k [m U{(m, f(m))}] C [h [.] e, portanto, existem fungdes no aberto béasico [h [,]
que nao pertencem ao conjunto (,44{g € “w : g(n) # f(n)}. Assim, fica provado que
Nngatyg € “w : g(n) # f(n)} ¢ fechado de interior vazio, deduzimos disso que My ¢ um
conjunto magro. Entao, temos provado que g € “w nao adivinha a familia F se, e somente
se, g € My. Entao, se |F| = gs e F é uma familia que nao ¢ adivinhada, temos provado
que “w = [J;cz My. Portanto, cov(M) < gs. |

A seguir, daremos a prova que justifica a igualdade gs = cov(M).
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Teorema 2.19. Dado um cardinal Kk, sao equivalentes:

(1) R nao € uniao de menos que k magros;
(2) Toda familia F C “w de tamanho A\ < k € adivinhada;

3) Sejam F C “w e para todo conjunto X C |w|¥, onde | X| =\ < k, existe g € w¥ tal
]
que para todo f € F, A€ X, o conjunto {n € A: f(n) =g(n)} € infinito.

Demonstragao:

(1) = (2): J4 foi provada no Teorema [2.18]
(2) = (3): Definimos a fun¢ao hg 3 : w — Fn(w,2) pondo
hapg(n) == Fg | (X0, X o, X7

Afirmacgao: Seja A conjunto enumerdvel e F C YA, |F| < k. Entao existe g : w — A tal
que {n <w: f(n) =g(n)} é finito para todo f € F.

De fato, fixe uma enumeragao de A, digamos A = {a,, : n < w}. Seja F = {F, :
a < A}, com A < k. A cada a < A, defina F',(n) = m se, e somente se, F,,(n) = apn,.
Como |F'| < k, existe ¢’ : w — w que adivinha F’. Assim, podemos definir g(n) = ay ).
Note que {n < w : fo(n) = g(n)} = {n < w : fl(n) = ¢'(n)}. Temos que para todo
n < w, vale que: f,(n) = g(n) se e somente se f.(n) = ¢’(n). Assim, fica provada nossa
afirmacao.

Agora, seguimos com a demonstracao. Segue da afirmacao anterior, para A\ < k,
vale que a familia {h, s : a, 5 < A} é adivinhada, i.e., existe h : w — Fn(w,2) que tal que

hap:a, B < A}. Agora, definimos a funcao g : w — w escolhendo indutivamente
7/8 g >

zo € dom(h)
x1 € dom(h) \ {zo}
xo € dom(h) \ {zo, x1}

Fixe o, 8 < A. O conjunto {n € X, : g(n) = Fg(n)} contém {z,, : x, € X, e
9(wm) = Fy(xm)}-

Afirmacao: {z,, : z,, € X, e g(z,) = Fs(xy,)} € infinito. Pois {m < w : h(m) =
heg(m)} é infinito.

De fato, se m € w é tal que h(m) = hap(m), temos g(x,,) = h(m)(z,) =
hapg(m)(zm) = Fs | {X%, X', ..., X"} portanto z,, € {X%, X'a,..., X"} logo z,, €



84

Xo, € portanto Fg(z,,) = g(2m).

(3) = (1).(Esbogo da demonstragao, ver detalhes em [BalJ]) Seja A < x <. Con-
sidere a familia F = {F, : @ < A} de fechados raros de “w. Nosso objetivo aqui é cons-
truir um elemento x € “2 tal que x ¢ | JF. Para isso, comegamos fixando a < A, defina
s® = min{s € <™2:Vt €72,j < n,[t7s]|NF, = 0}. Por hipétese, é adivinha essa familia
, portanto, existe (s,) € “(<“2) tal que para todo o < A, defina X, := {n : s, = si}.
Como cada A\ < 0, entao ¢é possivel fixar uma familia de funcoes estritamente crescentes
nos naturais que codifiquem particoes em intervalos, obtendo assim uma sequéncia estri-
tamente crescente (k, : n € w) de modo que as sequéncias s; para j < ky, tém dominio

contido em [0, k2, 11) para todo a < A o conjunto {n < w : XoN[kap, kons1) # 0} é inﬁnitoﬂ

Afirmagao: Existe X C w infinito tal que |X N [kan, kont1)] < 1 para todon € w e
X N X, é infinito, para todo a < .
De fato, dado a < A e n € w, defina:

fa(n) == { (X hans Baner)) s oo, Foni) 76

0 caso contrario.

eseja Yy, :={n <w: fo(n) # 0}. Considere a familia {Y, : @ < k}. Por hipétese de (3),
dado a < A
{n€Y,:g(n)= fo(n)}é infinito

é claro que X := {g(n) : n € w} satisfaz o desejado.

Agora, seja {z, : n € w} uma enumeragao do conjunto X construido acima. Note

que cada z, € X é um numero natural. Diante disso, defina

—~

T = 80 Sy Szy .- Sz

n et

Afirmagao: = ¢ | F.

Fixe a < A\. Como X N X, é nao vazio, podemos tomar o minimo z,, € X N
[Kan, Kopg1) € 7, € X,. Entao s,, := sg , onde m deve ser o minimo niimero natural
tal que para todo t € <*2 [t7s] N F,, = (). Note que (<“2,D) é uma ordem enumeravel,
tomando uma enumeragao de <“2 = {s, : n € w}, entdo fixado @ < A\ o conjunto

Xo={n<w:s)=s,}. Sej<n,entdo r; < Ky, e, portanto, s, tem dominio contido

4Detalhes em [Bal].
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em [0, kopy1), para todo j < n. Por defini¢do de (s& : n € w),

(50 52, Szy -  Su,) = (50 Szy Say .o Sy ]

—~ —~

e por construcao [sq S, S, ... s ] € disjunto de Fi,. Como x € [sq 55, S5, ... 55 |, entdo

x ¢ F,. Sendo a < A, temos que = ¢ |JF. |

O teorema anterior pode ser traduzido no seguinte:
Corolario 2.20. gs = cov(M).
Demonstracgao:

Denote por
©(A) = ewiste cobertura da reta por \ conjuntos magros.

E(N) = existe familia F C “w, com |F| = A, que ndo € adivinhada.

Pelo teorema anterior, as férmulas sao equivalentes:

Vi < A(&(p) é falso)

Vi < Ap(p) é falso).

Entao, pelo Fato [1.21], podemos afirmar que:
gs := max{\ : Vu < \(&(p) é falso)}.

cov(M) := max{\ : Vu < A(¢(p) é falso) }

e pelas equivaléncias das férmulas, obtemos gs = cov(M), como esperado.

2.3 Morfismos em Dialy(Sets).

Durante anos, varios conceitos em Teoria das Categorias foram introduzidos com
a finalidade de generalizar conceitos da Teoria dos Conjuntos em outras dreas da ma-
tematica. Andreas Blass foi primeiro a propor discursoes sobre fatos que segundo o
proprio Blass, sao empiricos dentro da Teoria de Conjuntos e que estariam ligados a Teo-
ria das Categorias. Nesse sentido, Blass encontra no trabalho de Valéria de Paiva [P89a]

e Peter Vojtas [V93] uma relagao direta tratada no artigo [Bla95]. Nosso objetivo para
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essa secao é mostrar que as desigualdades do diagrama de Cichén podem ser provadas
por morfismos.

Alguns autores durante anos tentaram compreender a interpretacao dialética de
Géde]ﬂ em termos categorias. Seguindo nisso, a pesquisadora Valeria de Paiva em sua
tese de PhDﬁ introduz as chamadas categorias dialéticas. Nessa parte do trabalho vamos
apresentar como a categoria Dialy(Sets)® se relaciona com os invariantes cardinais de
interesse. As referéncias adotadas para essa segao: [Blal(]; [BaJ] e [Bla96].

Os objetos da categoria Dialy(sets)?? sao triplas da forma o := (A, B, E), onde
A, B sao conjuntos e E é uma relacao binaria contida em A x B. Um morfismo de
09 = (Ag, By, E5) para 01 = (A, By, Eq) é um par de fungoes(p, ¢) tal que ¢ : A; — Ag e
1 : By — Bj tal que para cada a € Ay e para cada b € By,

se vale ¢(a)Exb, entdao aE1(b).

Denotamos por 0; < 0y se existe um morfismo de 0y := (Ag, By, E») para oy :=

(A1, B, E1). O diagrama abaixo expressa de maneira clara a defini¢ao de morfismo:

Al E1 Bl

‘| lo

A2 E2 B2

Definimos a norma do objeto o da categoria Dialy(sets)?? denotado por ||o|| da
relacdo (A, B, E') como sendo a menor cardinalidade de um subconjunto Y de B tal que

todo x € A esta relacionado pela E com pelo menos um y € Y, i.e.,

llo]] :=min{|Y]: (Y CB)A(Vx € AJy €Y [xEy])}

Dado X conjunto e Z um ideal sobre X, nessa nova linguagem os invariantes

cardinais sdo dados por:
(1) add(Z) = [|(Z.Z 2)II;
(2) non(Z) = [|(Z, X, 2)I;
(3) cov(Z) = [|(X,Z, €)[l;
(4) cof(Z) = [|(Z,Z, 9)II

As duas ultimas igualdades seguem diretamente da definicdo dos invariantes car-

dinais envolvidos. Vamos justificar os itens (1) e (2), respectivamente.

SVer definicio em [P89]
6Vide [P8]
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(1) Demonstragao: Dado A uma familia de elementos de Z. O conjunto | J.A
nao pertence ao ideal Z se, e somente se, dado Y € Z, existe A € A tal que A € Y.
Note que se existisse Y € Z tal que todo A € A é subconjunto de Y, entao (J A € Z.
Reciprocamente, nao pode ocorrer | JA € Z, pois terfamos a existéncia de um conjunto
Ae Atal que A Z | A.

(2) Demonstragao: Seja Y C X. O conjunto Y pertence ao ideal T se, e
somente se, dado I € Z, existe b € Y tal que b ¢ I. Primeiramente, se existisse I € Z, tal
que todo b € Y é também um elemento de I, teriamos Y C [ e, portanto, o conjunto Y
é um elemento de Z. Para a reciproca, suponha que Y € Z. Entao, por hipotese, existe

beY tal que b¢ Y, o que é um absurdo.

Proposicao 2.21. Sejam 01,09 objetos da categoria Dialy(Sets)?. Se o1 < o0g, entdo
[low|| < [loa]l.

Demonstragao:

Sendo 01 < 0y, existe um morfismo de oy para o; dado pelo par (¢,%). Fixe um
subconjunto Y de By com Y testemunha da minimalidade de ||oq||. Sendo |[¢[Y]| < |Y| e
Y[Y] € By, podemos afirmar que 9[Y] é tal que, para todo a € A existe b € ¥[Y] onde
aEyb. De fato, fixemos a € A;. Como Y é testemunha da minimalidade de ||os||, entao
existe b € Y tal que ¢(a)Eyb implica que ¥(b) € ¥[Y]. Concluimos disso que se 0; < 0y
entao sempre vale que ||o1|| < [|og]|. [

Seja um objeto o = (A, B, E). Apresentamos o dual de o como sendo o objeto
definido por o* := (B, A, E*), onde (z,y) € E* se, e somente se, (y,x) ¢ E.

Nao é dificil ver que os objetos cujas normas sao os invariantes cardinais cof(Z)
e non(Z), também sao objetos duais dos objetos cujas normas sao add(Z) e cov(Z), res-

pectivamente.

Fato 2.22. Se o par (p,v) € um morfismo de oy para o1, entdo (1, ) é um morfismo de
oy = (B1, Ay, EY) para 05 = (Bs, Ay, E3).

Demonstragao:
Como o par (p,1) é um morfismo de oy para oy vale que:

VYa € A1 Vb € By QO(CL)EQb = CLE{(#(())

O fato segue de uma simples observagao de que a contra-positiva da implicacao

acima garante que o par (¢, ¢) é um morfismo de of para o05. Pois bem, vejamos isso:
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aplicando a contra-positiva da implicacao acima, vale que

(a,9(b)) ¢ By = (¢(a),b) & Ey

portanto,
(¥(b),a) ¢ By = (b,p(a)) & By

Segue da definicao de ET e EJ que
Vb € By Ya € Ay (¢(b),a) € Ef = (b,p(a)) € E;

e isso mostra o desejado, ou seja, (¢, ¢) é um morfismo de o} para o5. Abaixo o diagrama

que representa (1, p):

Como consequéncia direta desse fato, temos um importante resultado:

Corolario 2.23. Se ||o1]| < ||oa]], entao ||o3|| < ||of]|.

2.3.1 Estudo de Caso II: O Ideal dos subconjuntos Limitados de

uma Pré-ordem
Vimos na Subsecao que uma ordem P, sem elemento maximo, com a pro-
priedade que todo subconjunto finito de P possui limitante superior em P, tem a seguinte

caracterizagao para um subconjunto limitado de P:
Para cada z € P definimos C, :={y € P: y < z}.Dado A C P:

“O subconjunto A é limitado superiormente se, e somente se, existe x € P, tal que
ACC,”

Também vimos que a familia Z; dos subconjuntos limitados de P é um ideal sobre P,
onde a base que gera tal ideal é dada por B := {C, : x € P}. Para essa ordem P definida

acima, ficou demonstrado na Subsecao [1.8.2] a validade das seguintes igualdades:
add(Zy) = b(P)

cov(Zr) = o(P)
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non(Z.) = b(P)
cof(Z) =o(P)

Para demonstrarmos essas igualdades fizemos uso de varios argumentos envolvendo a
estrutura da pré-ordem P, além da minimalidade dos invariantes cardinais citados. Agora,
iremos apresentar uma segunda prova para tais igualdades fazendo uso da linguagem de
morfismos, i.e., vamos exibir morfismos que demonstram essas igualdades. Para isso,
sempre faremos uso da Proposicao m Para o segue lembramos que B := {C, : y € P}
¢ base do ideal Zy,, logo para um dado C' € I, existe y. € P tal que C C C,,..

Proposigao 2.24. cov(Z.) = d(P).
Demonstracao:

e cov(Z,) < d(P): Defina

p:xeEP—axeclP
v:yelP—C, el

Dados x,y € P. Se vale p(z) < y, por definigdo de ¢, temos = < y, portanto,
z € Cy, ou seja, x € P(y). Assim, o par (¢,?) é um morfismo do objeto (P,P, <) para
(P,Z;, €), entao de posse da Proposicao [2.21} segue que cov(Z;) < d(P).

¢ d(P) < cov(Zy): Defina

p:xeP—axeclP
V. Cely—y. P

onde y,. é tal que C C C,,,.

Dados x € P e C € Z;. Se vale ¢(x) € C, por definicao de ¢ e de y,., temos
o(x) ==z € Cy,, portanto, x < y., ou seja, x < ¢(C'). Assim, o par (¢, ) é um morfismo
do objeto (P, Z;, €) para (P, P, <), entao pela Proposicao , segue que 0(P) < cov(Zy).

Entao fica demonstrada a igualdade cov(Z.) = 2(P).

Pelo Corolario [2.23] obtemos a seguinte proposicao, que ¢ a igualdade dual:

Proposigao 2.25. non(Z;) = b(P).

Agora demonstremos a seguinte proposicao:
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Proposigao 2.26. cof(Z,) = d(P).
Demonstragao:

e cof (Zy) < o(P).
Definimos

p:Celp—x. P
YryeP—C, el

onde z. é tal que C' C C,,.

Dados C' € Z; e y € P. Se vale ¢o(C) < y, por definigdo de ¢, temos z. < y,
portanto, C' C Cy, ou seja, C' C 9(y). Assim, o par (¢,?) é um morfismo do objeto
(P,P, <) para (Z1,Z;,C), entdao de posse da Proposicao [2.21] segue que cof(Z;) < d(P).

¢ 0(P) < cof(Z): Defina

p:xeP—C, e
v:Celp—y. P

onde y, é tal que C C C,,.

Dados x € P e C € Z;. Se vale p(z) C C, por definicao de ¢ e de y,., temos
o(z) = C, C C,, portanto, x < y., ou seja, v < (C). Assim, o par (p,9) é um
morfismo entre do objeto (Zr,Z;, C) para (P, P, <) e, entao de posse da Proposi¢ao [2.21]
segue que ?(P) < cof(Zy).

Dal fica demonstrada a igualdade cof(Z.) = do(P).

Pelo Corolario [2.23] obtemos a seguinte proposicao, que é a igualdade dual:

Proposigao 2.27. add(Z;) = b(P).
[

Vale destacar que de posse da linguagem de morfismos, o que acabamos de fazer
segue de maneira muito natural. O que na verdade, acaba sendo uma sistematizagao
(ou sintese) dos argumentos usados para demonstrarmos tais igualdades apresentadas,
inicialmente, na Subsecao [1.8.2]

2.3.2 Morfismos no Diagrama de Cichon

Na linguagem de objetos, o diagrama de Cichon é apresentado da seguinte forma
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(R, L, €) (M,R, %) —— (M, M,C) — (L, L, C)
! T
(“w,“w, 27) — (“w,“w,
NN

(L,L,2) — (MM, D) —— (R,M, ) — (LR, F)

Observacao 2.28. Todas as desigualdades entre os objetos que aparecem no diagrama
de Cichén podem ser “resumidas” em apenas 5 desigualdades, a saber :

(1) (“w,“w, 2*) < (M, R, Z);

(1) (M, M, Q) < (L, L, Q);

(i) (M, M, 2) < (“w,“w, %)

(i)(R, L, €) < (M, R, Z);

()L, L, D) < (R, L, €).

O que justifica a palavra “resumida” que usamos acima é que podemos estudar
somente as desigualdades citadas devido ao Corolario [2.23] pois as demais desigualdades
do diagrama de Cichon sao justamente as desigualdades duais dessa lista de 5 desigualda-
des. Entao a partir de agora provar uma desigualdade entre os nossos invariantes cardinais
serd traduzido em exibir um morfismo que testemunha sua validade.

J& mostramos que: cov(M) < non(L) e cov(£) < non(M) na se¢ao anterior.
Utilizamos de varios argumentos tomando como ponto de partida a Proposicao ( a
saber, Teoremas e . E bastante interessante que usando a linguagem de morfis-
mos, temos uma demonstracao alternativa de que usando sozinho, ja se prova uma das
desigualdades: cov(M) < non(L) e cov(L) < non(M). O teorema a seguir prova a desi-
gualdade: cov(£) < non(M). Segue de [2.23] a desigualdade dual, i.e, cov(M) < non(L).

Teorema 2.29. (R, L, €) < (M,R, Z).
Demonstragao:

Tomamos os conjunto A, B como no Teorema [2.7] Definimos:
p:xeER—x+BeM

viyeR—y—AeL.

Ja vimos que translacao e simetria de um conjuntos magro e de um conjunto de

medida nula ainda é um conjunto magro e um conjunto de medida nula, respectivamente.



92

Com isso, as fungoes ¢ e ¥ estao bem definidas. Agora, dados x,y € R, se supusermos
y & ¢(x), podemos concluir pelo Teorema [2.9] que = € ¥(y). Entao obtemos que o par

(p, 1) é um morfismo que justifica o resultado desejado. [ |

Justificamos a desigualdade cov(M) < d por argumentos puramente topoldgicos
no fato 2.3l Poderfamos nos perguntar: se existe uma demonstra¢do por morfismos? A
resposta é sim. Sendo mais facil provar a desigualdade dual, abaixo daremos a demons-
tracao disso. Vamos demonstrar o teorema que, essencialmente, se traduz na desigual-
dade: b < non(M). Para o préximo teorema, lembramos que: Dado f € “w o conjunto
Cr:={g € “w:g <* f} é um o-compacto no subconjunto dos irracionais, logo, é um

subconjunto magro em “w.
Teorema 2.30. (“w,“w,* #) < (M, “w, ).
Demonstragao:

Defina ¢ : f € “w+— Cy € M eponha vy :g € “w— g€ “w. Dados f,g € “w,
suponhamos que g & ¢(f) := Cy. Entao gL f e, por definigao, ¢(g) = g&£*f. Assim,
temos que g ¢ (f) implica que ¥(g)<™ f. Logo, o par (p, ) é o morfismo que testemunha
o desejado. [ |

O préximo teorema tem como consequéncia a desigualdade: 9 < cof(M).
Teorema 2.31. (“w,“w,<*) < (M, M, Q).
Demonstracgao:

Dada f € “w definimos a fungao f’ € “w pondo f'(n) := max{f(:) : i < n} + 1.

Considere

v :%w—> M

frorolf)={ge w:g<" [}

Como ¢(f) :={g € “w: g <* f'} é o-compacto nos irracionais, entdo é um con-
junto magro. Para cada conjunto magro M € M, existe uma familia {Fy;,, : n € w} de

conjuntos fechados de interior vazio tal que M C |, __ Fi,,. Vamos definir as sequéncias

n<w

(Sp:m €w), (t, :n € w) e (w, : n € w) da seguinte forma:

Considere fixada uma enumeracao de <“w. Fazemos sy = to = wy = (0) e
vamos supor construidos g, ..., t,. Definimos w,, := ¢ty t;"..7 ¢, e vamos por s,;; sendo a

sequéncia s de menor indice satisfazendo:
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Para todo 7 € dom(w,) e para todo j € dom(w,,), se dado p € !5 + 1, entdo
[p7s] N Fayy = 0, para todo I < n + 1.

Considere d,, 1 := max{dom(w, S,+1), max(im(s,+1))} esejat,+1 := sp41 (000..00),

onde a quantidade de termos nulos é d,, 11 — dom(w,, S,4+1). Finalmente,

W1 = to Tty bl

Seja agora ¢ : M — “w pondo (M)(n) := max{w,(:) : i € dom(w,)}.

Afirmacao(*): Se p(f) € M, entao f <* ¢(M).
Primeiro, para um magro M fixado, vamos observar um fato que decorre da

contrucao das sequéncias acima, note que, se h € “w e m € w sao tais que:

M [dom(w,,)) € dom(wy,)

e também

h rdom(wm+1)\dom(wm): Wnt1 rdom(merl)\dom(wm)

Sendo a imagem de h [qom(w,,) Um subconjunto de dom(w,), entao h [qom(w,) ¢

uma das p’s nas condicoes em que p € 15 + 1, e, como

h rdom(merl)\dom(wm): Wm+1 rdom(merl)\dom(wm)

coincide com w,, 1 €, por construgao, como

h rdom(wm+1)2 h rdom Wi /—\thrla

entao

[h [dom(wm_,_l) ﬁFjM,l] =0

Desse modo, podemos concluir que h ¢ Firo, Fasa, ..., Farms1. Diante disso, o conjunto

{n <w: 1m<h rdom(wn)g d0m<wn)) eh rdom(wnJrl)\dom(wn): Wn+1 rdom(wn+1)\dom(wn)} (21)

¢ finito, pois caso contrario, h ¢ Fy,, para todo n € w.
Tendo em vista do que foi observado acima, vamos dar a prova da contrapositiva
da nossa afirmagao (*). Entao suponha que f £* ¢(M). Dai, por defini¢ao, temos que o

conjunto A := {n < w : Y(M)(n) < f(n)} ¢é infinito. Defina g : w — w uma funcdo tal

"Note que, geometricamente, dom(w,, 1) é o lado do menor quadrado que contém o grafico de w,, .
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que
(n) wy(m) se,n € A,e,n:=min{j: m € dom(w,)}
g\n) = .
0 caso contrario.
ou seja, se A := {z, : n € w}, g é a fungdo que coincide com w,, nos pontos de

dom(w,,) \ dom(w,_1), sendo identicamente nula nos demais pontos. Logo, por (2.1),
temos que g ¢ M. Se mostrarmos que g € ¢(f), teremos provado que ¢(f) € M. Vamos
mostrar mais: g < f’. Seja i € w, caso ¢g(i) = 0, acabou. Se g(i) = wy,(i) paran € A
e i € dom(wy,), pelo fato n < i entdo segue da definicao de f’ que f(n) < f'(3).
Agora, como n € A, temos (M)(n) < f(n). Portanto, valem as desigualdades

g(i) = wn(i) < p(M)(n) < f(n) < f'(i)
|

No Corolario [2.14] vimos que min{b, cov(M)} < add(M). Por outro lado, ja é
conhecido que add(M) < cov(M), e o teorema anterior, por dualidade, é uma prova de

add(M) < b, entdo obtemos o seguinte coroldrio:

Corolario 2.32. add(M) = min{b, cov(M)}.

Por dualidade, também deduzimos:

Corolario 2.33. cof(M) = max{0, non(M)}.
|
Encerramos essa secao destacando que a desigualdade mais dificil de ser provada
é add(£) < add(M), sendo que por dualidade, segue a desigualdade cof(M) < cof(L),
cuja demonstracgao é atribuida a Bartoszynski em [BaJ]. Do mais, todas as outras desi-

gualdades do diagrama de Cichén foram provadas nesse capitulo.



Capitulo 3
Aplicacoes em Topologia e Analise

Comecamos esse capitulo discutindo sobre dois subconjuntos especiais da reta,
chamados de conjuntos Luzin e conjuntos de Sierpinski. Tais conjuntos sao uteis em varias
questoes da Analise e Teoria da medida. Também, tém um nimero bastante consideravel
de aplicacoes em Teoria dos conjuntos (principalmente, na constru¢ao de modelos de
ZFQC).

Nosso principal objetivo para esse comego de capitulo é demonstrar que a existéncia
de Conjuntos de Luzin e Sierpinski nao podem ser estabelecidas com a teoria ZFC. Des-
tacamos que tanto o Axioma de Martin, quanto a Hipétese do Continuum, tem ampla
relacao com o estudo dos conjunto de Luzin e Sierpinski. Nessa primeira parte do capitulo,
veremos que, mais geralmente, hipdteses sobre os invariantes cardinais do diagrama de

Cichont podem ser utilizadas em varias situagoes, nos mesmos contextos.

3.1 Conjuntos de Luzin e Sierpinski

Os resultados dessa secao sao classicos e fazem parte do Folklore da darea. Comegamos
essa secao definindo conjuntos de Luzin e Sierpinski, e posteriormente, mostraremos que

ZFC nao prova e nem desprova a existéncia de tais conjuntos.

e X C R ¢éum conjunto de Luzin, se X é nao-enumeravel, porém sua intersecgao com

qualquer subconjunto magro de R é enumeravel.

O objeto dual —em um certo sentido— dos conjuntos de Luzin, sao definidos abaixo:

e Y C R é um conjunto de Sierpinski, se Y é nao-enumeravel, porém sua interseccao

com qualquer Lebesgue nulo é enumeravel.

Vejamos que X C R é um conjunto de Luzin é equivale a X ser nao-enumeravel

e todo subconjunto de X nao-enumeravel nao é magro, em particular, o préprio X nao

95
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é magro. Também existe um fato analogo para os conjuntos de Sierpinski, ou seja, todo
subconjunto nao-enumeravel de X nao pode ser nulo, e também, vale que o préoprio X
nao é nulo.

Se X é um conjunto de Luzin e X’ um subconjunto de X, entdo X’ também é
Luzin. Para ver isso, tome um conjunto magro A C R tal que X’ N A é nao vazio. Como
X é Luzin, | X'NA| <|XNA| <w, entao X’ é um conjunto de Luzin. No caso que X é
Sierpinski, X’ é Sierpinski. A seguir apresentamos uma prova de que a nao existéncia de

conjuntos de Luzin é consistente.

Teorema 3.1. Sob MA + —-CH nao existem conjuntos de Luzin.
Demonstragao:

De fato, tomando X C R, se X é enumeravel, entao X nao é Luzin. Se X
for ndo-enumeravel, ji sabemos que sob o Axioma de Martin add(M) = ¢, portanto,
non(M) = ¢. Como nao vale CH, temos que N; < non(M) = c¢. Disso concluimos que
qualquer conjunto de tamanho ¥; é magro, logo nenhum conjunto de cardinalidade N;

pode ser Luzin. [}

Analogamente, sob MA + —CH nao existem conjuntos de Sierpinski.

O proximo teorema, mostra que é consistente a existéncia de conjuntos de Luzin.

Teorema 3.2. Se vale CH, entao existe conjunto de Luzin.
Demonstragao:

Denote por F a familia de todos os conjuntos fechado de interior vazio de R.
Como o conjunto unitario de um nimero real é um conjunto fechado de interior vazio,
tem que {{z} : * € R} C F. Como R tem base enumeravel, ¢ facil ver que |F| < 2%.
Sob CH, temos que |F| = ¢ = X;. Portanto, tome uma enumeracao de F dada por
{F, : @ < wi}. Como Fy tem interior vazio, logo Fy nao é igual a reta. Desse modo,
existe xg ¢ Fy. Agora, F} U Fy U {xo} é um fechado de interior vazio, entao definimos
x1 ¢ Fy U FyU{xp}. Assuma que a familia {z, : @ < £} ja estd construida para £ < w.
Sendo £ < w, note que

UFaU{xa:a<£}

asé

é um conjunto magro, logo nao pode ser a igual a reta. Assim, é possivel tomar

x§¢UFaU{xa:&<£}.

asé

Seja
X ={xq:a<wi}.
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Note que por construgao a indexacdo é bijetora, entao |X| = W;. Portanto, X é nao
enumeravel e intersecta qualquer fechado de interior vazio em um conjunto enumeravel,
pois fixado Fjg, temos X N F3 C {z, : a < } e sendo < wy, temos o desejado, i.e., o

conjunto X é um conjunto de Luzin. [ |

Com as adaptagoes 6bvias do teorema anterior, também é possivel demonstrar
que CH implica existéncia de conjuntos de Sierpinski.

Abaixo apresentamos uma prova alternativa para a existéncia de conjuntos de
Luzin e Sierpinski enfraquecendo CH. Consideramos o préximo teorema em um contexto

geral de invariantes cardinais definidos a partir de um ideal Z sobre um conjunto X dado.

Teorema 3.3. Seja T um ideal nao-trivial sobre um conjunto X. Suponhamos que
cov(Z) = cof(Z) = k, entao existe um conjunto B C X tal que |B| = k e para todo
IeZ |BNI|<k.

Demonstracao:

Considere A := {A, : @ < k} uma base do ideal Z testemunha da minimalidade
de cof(Z). Como cov(Z) = k, entao cada conjunto | J,_5 A¢, com B < &, ndo ¢ igual a X.
Logo, podemos tomar
xg € X\ U Ag,
£<B
segue disso que xg # ¢, para todo £ < . Defina o conjunto B := {z3 : § < k}. Note
que por construcao B tem cardinalidade k.
Tome I € Z. Como A é uma base do ideal Z, existe minimo 8 < & tal que I C Ag.
Deduzimos que BN I C {x¢ : £ <}, e sendo § < K, podemos concluir que |BNI] < k.
[

Se assumimos cov(M) = cof (M) = Ry, o teorema anterior garante a existéncia
de conjuntos de Luzin. Logo, o Teorema tem o Teorema [3.2] como corolario. Ana-
logamente, assumindo cov(L) = cof(L) = Ny, temos garantida a existéncia de conjuntos
de Sierpinski. No artigo [Blal0], encontra-se o forcing usado para demonstragao da con-
sisténcia das seguintes igualdades: cov(M) = cof(M) = N; e cov(L) = cof(L) = V.
Diante disso, podemos declarar que é consistente a existéncia de conjuntos de Luzin e

Sierpinski.
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Proposicao 3.4. Se existe X C R Luzin, entdo non(M) = N;.
Demonstragao:

Como X C R é um conjunto de Luzin, tome X' C X de tamanho X;. Entao X’

é um conjunto de Luzin. Logo, X’ ndo é um conjunto magro. Assim, non(M)=2%;. B

Para varios resultados envolvendo a nogao de conjuntos de Luzin, sempre havera
um resultado para a nogao de conjuntos de Sierpinski, e vice-versa. Também podemos

provar que se existe um conjunto de Sierpinski, non(£) = N;.

Proposicao 3.5. Se X ¢ conjunto de Luzin, entdo X € nulo. No caso de X ser conjunto

de Sierpinski, temos que X é magro.
Demonstragao:

Sabemos que R pode ser escrito como uniao disjunta, digamos, R = A U B,
onde A é nulo e B é magro . Temos que X = (X NA)U (X N B) e como X é Luzin,
vale que | X N B| < w e portanto, X N B tem medida nula. Sendo X N A C A, entao
m(X N A) = 0. Podemos conluir que m(X) = 0. No caso que X é um conjunto de

Sierpinski, a demonstragao é anédloga. [ |

Teorema 3.6. Se existe um conjunto de Luzin, entao todo conjunto de Sierpinski deve

ter cardinalidade N, .
Demonstragao:

Primeiro, lembre que cov(£) < non(M). Se existe X conjunto de Luzin, pela
proposicao temos non(M) = 8;. Portanto, cov(£) = 8y, ou seja, o0 menor tamanho
de uma cobertura de R por conjuntos nulos é N;. Agora, considere uma cobertura de
R dada pela familia de conjuntos de medida nula {N, : o < R;}. Entao ficamos com
o seguinte: dado Y C R, temos Y| = [|J,,(Na NY)[ < V. Supondo ¥V € R um
conjunto de Sierpinski, isso acarreta que Y deve ser necessariamente nao enumeravel, ou

seja, Ny < |Y|. Entéo ficamos com ¥; < |Y| = | U (N, NY)| < R;. Portanto, Y tem

a<Ny
cardinalidade N;. [ |
De maneira analoga podemos demonstrar que se existe um conjunto de Sierpinski,
entao todo conjunto de Luzin tem cardinalidade N;, para isso basta mostrar que R pode
ser coberto por uma familia de magros de tamanho X;. De todo modo concluimos que se

existem conjuntos de Luzin e Sierpinski, ambos devem ter cardinalidade igual a N;.

Defini¢ao 3.7. Diz-se que um conjunto X C R é Luzin generalizado (Sierpiriski genera-

lizado) se | X| = ¢ e sua intersec¢do com qualquer magro (nulo) é menor que c.
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E facil ver que essas nogoes generalizadas sé fazem sentindo em modelos de ~CH.
Pois para modelos com CH a nogao de conjunto de Luzin Generalizado (ou Sierpinski

Generalizado) acaba coincidindo com a nogao de conjunto de Luzin (Sierpinski).

Teorema 3.8. Sob MA + —~CH existem conjuntos de Sierpinski generalizados.

Demonstragao:

Sob MA + —CH, temos cov(L) = cof(L£) = ¢. Aplicando o Teorema para

k = ¢, temos garantida a existéncia de conjuntos de Sierpinski generalizados. [ |

Novamente, no artigo [Blal0] o autor apresenta o forcing que também prova a
consisténcia de cov(L) = cof(L) = ¢. De posse disso, temos outra forma de justificar
que a existéncia de conjuntos de Sierpinski generalizados é consistente. Obviamente, sob
MA + —CH também existem conjuntos de Luzin generalizados, adaptando a demons-

tragao acima.

3.2 Quando R é a uniao crescente de nulos ?

Estudamos o problema no titulo desta secao e mostraremos que é equivalente
ao fato de que cada conjunto de reais é uma uniao crescente de conjuntos mensuraveis.
Os resultados apresentados aqui podem ser vistos em [GHV]. Obviamente, sob CH, o
conjunto R pode ser escrito como R = {z, : @ < wy}, fazendo N, := {z¢ : £ < a},

obtemos uma sequéncia crescente de subconjuntos enumeraveis e nulos.

Teorema 3.9. Os sequintes sao equivalentes:

(i) Todo subconjunto X C R pode ser escrito como unido crescente de conjuntos men-

suravess;
(i) Todo subconjunto X C R pode ser escrito como unido crescente de nulos;

(111) R pode ser escrito como uniao crescente de conjuntos nulos.

Demonstragao:

A equivaléncia (ii) < (iii) é imediata, e o item (i7i) = (i) é claro. Temos que
mostrar apenas que (i) = (iii). Pois bem, sabemos que existe conjunto de Vital{l| X que
nao é mensuravel, com as propriedades: m.(X) =0e X +Q = R. Agora, por hipétese,

existe uma familia {U; : £ < k} de conjuntos mensurdveis com a condi¢ao de que: Para

1yver em [Roy8§].
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todo &,( < K, onde ¢ < ¢ implica que U C U; e tal que X = U U,. Como m,(X) =0
a<k
e U, C X, entao U, é um conjunto de medida nulaEL para todo a < k. Entao o conjunto

N, := U,+Q é nulo, para o < k e, mais ainda, obtemos uma sequéncia crescente (N )a<x

de conjuntos nulos tal que R = U U,, como desejavamos. [ |

a<k

Definicao 3.10. Diz-se que um subconjunto X C R é L-inacessivel se X # U N,, onde

a<k
{N, : @ < Kk} é uma familia crescentes de subconjuntos nulos contidos em X, i.e, X é

L-inacessivel se nao pode ser escrito como uma uniao crescente de conjuntos de medida

nula contidos em si préprio.

Proposicao 3.11. Se cov(£) = add(£) ou non(L) = ¢, entdo nenhum subconjunto X C

R é L-inacessivel.
Demonstragao:

Se mostrarmos que R nao é L-inacessivel, ou seja, que é possivel escrever R como
uniao crescente de conjuntos de medida nula, pelo teorema segue que todo subcon-
junto X de R pode ser escrito como uniao crescente de conjuntos de medida nula. Seja
k = cov(L). Portanto, existe uma familia {V, : o < k} C £ tal que R = [J{N, : a < k}.
Obvio que tal familia nao é necessariamente crescente. Por isso, definimos uma nova

familia formada pelos elementos N',, = U Ng para todo o < k. Como add(L) = &,
BLa
entdao N', é um conjunto de medida nula, para todo @ < k. Claramente, a familia

{N', : @ < K} é cobertura crescente de R. Desse modo temos que a familia {N', : o < K}
testemunha que R nao é L-inacessivel. Dai segue que todo subconjunto X C R é também

L-inacessivel.

No caso em que non(£) = ¢, tomamos uma enumeracao de R dada por {z, : a <
c¢}. Sendo assim, o conjunto A, := {xs : f < a} é nulo, pois a < non(L). Claramente, a
familia {A, : @ < K} ¢é crescente e testemunha que R nao é L-inacessivel.

[ |
Como corolario imediato disso, vem o seguinte teorema:

Teorema 3.12. MA + —-CH ou CH implica que nao existe subconjunto da reta que seja
L-inacessivel.

Temos entao um exemplo de resultado valido tanto em modelos de CH como em
modelos de MA + —CH.

20 conjunto de Vitali tem medida interior nula, logo qualquer mensurével contido em X tem medida
nula.
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3.3 D-espagos e cov(M)

Nessa secao iremos apresentar resultados de [AJL]. Aqui também usamos técnicas
de demonstragoes presentes em [A09]. Para os seguintes resultados, estaremos assumindo a
propriedade T3 +77. Definimos ONA( do inglés: open neighbourhood assignment) em um
espago topoldgico(X, 7) por uma fungao O : X — 7 tal que, para todo z € X,z € O(x).
Com um leve abuso de linguagem, diremos que o conjunto N = {O(x) : € X} é a ona
de X. Para um subconjunto A de X que tal que |J{O(x) : x € A} = X, diz-se que A é
nicleo da ona O. Dizemos que X é D—espaco se para toda ona O de X existe D C X
tal que (J{O(z) : © € D} = X, com D sendo um subconjunto fechado e discreto. Se
X é um espaco 17 e compacto, obrigatoriamente, é um D-espago, pois fixada uma ona
{O(z) : € X} de X, existe um conjunto finito F' C X tal que | J{O(z) : x € F} = X,
por T, F' é fechado e discreto, segue que X é D-espago. O proximo resultado é citado

em |G|, iremos apresentar a sua demonstracao.

Proposicao 3.13. Um espaco X Hausdorff que é o-compacto, necessariamente ¢ D-
espaco.

Demonstragao:

Seja O uma ona sobre X e considere uma familia de subespacos compactos de X
dada por {K,, : n € w} tal que X =

{K, : n € w} é uma familia crescente que cobre X. Vamos argumentar indutivamente.

new BKn- Sem perda de generalidade, assuma que

Note que Cy := {O(x) : = € Ky} é uma familia de abertos que cobre Kj, logo por
compacidade, existe subfamilia finita de Cy que cobre K. Com isso, existem finitos pontos

de Ky, digamos {z{, z}, ..., z3°} que é nticleo finito de O com respeito a Kj. Denote
(x)o = (2, 28, .., TL°),
entao ficamos com o seguinte: Ky C O[(x)o]. Agora, considere a familia de abertos
{O(z) : x € K1\ O[(x)o]}-

Como K; é compacto e o espaco X é Hausdorff, temos que K; é fechado em
X. Deduzimos disso que K; \ O[{x)¢] é fechado em X, logo é fechado em K, entao
K\ O[(z)o] também ¢é compacto. Desse modo, existe (x)1, tal que O[(z)] é uma familia
que cobre K \ O[(x)], dai
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cobre KoUK, =K 1E|. Procedendo indutivamente, para 5 > 1 temos que
{O(z) - 2 € K; \ O[{x)o (w) (2)2..7(2)j-1]}

¢ uma familia de abertos, e portanto contruimos

tal que

¢ familia de abertos de X que cobre Kj.

Para todo n € w, temos construidas as sequéncias (z),. Agora, definimos

Por construcao, O[F| 2 |, Kn = X.

Afirmacao F' é fechado e discreto.

Pela Proposicao |1.26] basta checarmos que {{z} : z € im(z)} é localmente finita
em X. Sejat € x existe m := min{j : ¢ € K,}. Note que por construgao V :=
O[(z)o (z)1(x)a.. () ;-1 ()] tal que a vizinhanca aberta de ¢ que é tal que VNim(z) C

{im((z)o~ (@)1 (2)m) }-
|

Os resultados expostos nessa se¢ao tem como motivagao o problema proposto em

[vDPT79], onde os autores perguntaram:
Um espacgo de Lindelof reqular é D-espaco?

Obviamente, a Proposicao [3.13| garante que espacos regulares enumeraveis que
sao, consequentemente, o-compactos e Lindelof, sao D-espacos. Vamos apresentar na
sequéncia uma prova de que espagos de Lindeldf de cardinalidade menor que cov(M) sao
D-espagos. O seguinte lema é de extrema importancia e para tal vamos considerar X
sendo um espaco T + T3. Dada uma sequéncia finita s de <*Y’, vamos denotar por O]s]

como sendo a ona aplicada ao conjunto imagem de s, i.e., O[s] = O[{s(j) : 7 < dom(s)}].

3Estamos supondo a sequéncia dos K/ s crescente.
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Sendo Y enumeravel, podemos supor {y; : i < w} uma enumeragao fixada de Y. Dessa

maneira vale observar que em geral s(j) nao precisa ser igual a y;.

Lema 3.14. Sejam X um espacgo topologico e O é ona sobre X. Se X € um espaco de
Lindelof, entao existe um subconjunto Y de X enumerdvel , tal que para todo ' C'Y
finito, e para todo x € X \ O[F] eziste y € Y \ O[F] tal que x € O(y).

Demonstracgao:

Como X ¢é um espago de Lindeldf, existe Y, enumerdvel tal que O[Yy] = X. Seja
Fo = A{Fon :n <w} = [Yo]¥. Dado n € w, considere Z,,, = X \ O[Fp,] e note que
Zon U Fy,, é nucleo de O, logo pela hipotese de X ser Lindelof existe Y7, C Zy,, U Fop

nicleo enumeréavel de O. Desse modo obtemos o conjunto

Vi = Yin

n<w
Portanto, O[Yy U Y1] = X. Novamente, defina F; = {F},, : n < w} = [Yy UY;]<“. Dado
n € w o conjunto Zy ,, = X \O[F} ] e note que Z; ,UF;,, é nicleo de O, logo pela hipdtese

de X ser Lindelof, existe Y, , C Z;, U F}, nicleo enumerdvel de O, assim construimos

Y2 = | Yeu-

n<w
Prosseguindo de maneira indutiva, construimos Y = (J{Y¥, : n < w}. Agora,
vamos provar que o conjunto Y, assim construido, atende ao lema. De fato, por construgao

Y é enumerdvel. Seja F' C Y finito e 2 ¢ O[F]. Existe j < w tal que F' C {J,,;Y;. Logo

<w
v

1<]

F=F,eF={Fj, n<w}= . Por construgao, existe

Yy € Y}'Jrl,m g Zj,m U F}',ma
talquez € O(y) e Y;,, CY,; CY. [ |

O teorema que se sucede faz parte do artigo [AJL]. Daremos uma demonstragao
que é uma adaptacao dos argumentos dados na Proposicao 5.1.6 apresentada por Aurichi
em [A09).

Teorema 3.15. Se X ¢ um espago de Lindelof cuja cardinalidade € estritamente menor

que cov(M), entao X é um D-espago.
Demonstragao:

Seja O uma ona arbitraria. Sem perda de generalidade suponha que O nao pos-
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sui nicleo finitd’] Considere ¥ como no lema [3.14  Seja Z a subdrvore de (<Y, C),
onde Z ¢é definida por: s € Z se, e somente se, s(dom(s) —1) ¢ O[s | (dom(s) — 1)].
Claramente, (Z,2) é uma pré-ordem enumerdvel. Nossa intengao é usar o fato que
k= |X| < cov(M) = Mepuntavie, logo vale MA ountapie(k). Para isso, tome x € X e
defina D, := {s € Z : x € O[s]} e para cada n € w, defina E, := {s € Z : n € dom(s)}.

Afirmacgao:

(i) Dy :={s € Z : x € O[s]} é denso:

Tome t € Z tal que t ¢ D,. Como t ¢ D,, temos que x ¢ O[t], entdo pelo Lema
m existe y; € Y tal que x € O(y;). Note que s := t7y; é um elemento de Z que estende
t, com z € Ols].

(1i) E, é denso:

Tome t ¢ E, com dom(t) = j. Queremos definir s € E,, tal que ¢ C s. Pois
bem, como t € Z, entdo t(j — 1) ¢ O[t I;_1]. Pelo Lema [3.14] existe y;, € Y, tal que
t(j — 1) € O(y;). Defina t7y;. Se n € dom(t7y;), estamos feitos. Caso contrario, como O
nao possui nicleo finito, entdo O[t7y,,| ndo cobre X. Portanto, existe z € X \ O[t7y;,].
Novamente, pelo Lema , existe y;, € Y, tal que z € O(y;,). Com isso, definimos
Y0 Yirs se n € dom(t 7y, yj, ), tomamos s 1= ¢y, y;,. Caso contrério, continuamos o

processo k + 1-vezes seja necessario, até obtermos

8= U Yjo Yjr - Yi
tal que n € dom(s). Portanto, dada uma condigao t € Z, sempre é possivel estendé-la a
alguma s € F,.

Como D :={D,:z € X}U{FE, :n € w} é uma familia de denso com tamanho
menor ou igual a |X|, entdao podemos aplicar MA .ountanic(|X|). Portanto, existe filtro
GCZtalqueGND,#0eGNE, #, para todo x € X. Por G ser filtro genérico com
respeito D, temos que 7 :=JG 1w — Y.

Afirmagao: O conjunto {r(n): n € w} é nicleo fechado-discreto de O.

o X = JO(r(n)).

Justificativa: De fato, fixe x € X. Como G é filtro genérico com respeito a D, temos

que existe t € G N D,. Portanto, t € G et € D,, entao deduzimos:

(1) t Cr, logo r | dom(t) = t;

4Um conjunto finito em um espaco T} é fechado e discreto.
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(ii) = € O[t].

Com esse raciocinio, temos que z € |J,,,, O(r(n)), logo vale que

X =[] o(r(n)

new

e {r(n):n € w} é um conjunto fechado-discreto em X.

Justificativa: Para isso, basta ver que a familia {{r(n)} : n € w} é localmente finita.
Com efeito: fixe v € X e tome m := min{i € w: 2z € O[r [ i]}. Como {r [n:n € w}
¢ um ramo da arvore de Z, entao para todo n > m, temos que r [ n 2 r | m. Entao

O[r | m] é vizinhanga aberta de x tal que
O[r [ m] Nim(r) C {r(0),r(1),....,7(m —1)}

Observacao 3.16. E consistente que a hipétese de X ser Lindelof nao pode ser retirada do
teorema acima, vejamos: Seja X um espago nao compacto e enumeravelmente compacto.
Verifiquemos que X nao é D-espaco. Pois bem, como X nao é compacto, existe cobertura
aberta U que nao possui subcobertura finita. Claramente, temos uma ona O associada a
cobertura . Sabemos que em um espago enumeravelmente compacto, qualquer D C X

fechado e discreto é, necessariamente, finito. Logo, U O(z) nao cobre X, do contrario

zeD
estarfamos contradizendo que X nao é compacto, com esse raciocinio deduzimos que X,

nessas condigoes, nao é D-espaco. Agora, ja sabemos que w; com a topologia da ordem
nao é compacto, porém, é enumeravelmente compacto. Pelo que vimos, w; nao é D-espaco
e, além disso, é sabido que w; < cov(M) é consistente.

Abaixo temos dois resultados de consisténcia.
Corolario 3.17 (MA ountabe). Se X € Lindeldf tal que | X| < 2, entao X € D-espago.

Corolario 3.18 (MA . untabie). Se X € um espago hereditariamente Lindeldf que ndo €

D espago, entao | X| = c.

Demonstragao:

Pelo Teoremal[1.32] temos que | X| < 2/7X). Como X ¢ hereditariamente Lindelf,
entdo X é Lindelof e hL(X) = w, e disso vem que | X| < 2*°. Do coroldrio anterior, se
|X| < ¢ oespago X seria D-espago, mas como X nao é D-espago, entao | X| = c.

[ |

Vamos agora preparar caminho para um resultado ainda mais forte, enunciado

em termos de unioes de subespagos compactos.
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Lema 3.19. Seja (X, 7) um espago topoldgico Lindeldf e seja O uma ona sobre X tal
que nenhum suconjunto finito da imagem de O cobre X. Considerando Y como no lema
entdo existe uma drvore (T, C) de abertos de X e uma fungdio F : s € <“w\ {0} —
(f(s),Us) € Y x 7 que satisfazem:

(i) se s € <“w entio Us C O(f(s)), onde Us € T;
(ii) ser éum ramo de <“w, entao {f(s) : s € r} éum fechado discreto em | J{Us : s € };

ii) se C ' C X € compacto, entao Do = {s € “Yw : C C Ugd € denso em
k<dom(s) I

<ww.

Demonstragao:

Definimos a fungao F': s € <“w — (f(s),Us) € Y x 7 satisfazendo:

(a) Se s € ““w, paran € w, temos f(sn) ¢ U Usti.
k<dom(s)

(b) para s € “w, tem-se que U := O[f(s)] \ F onde F' é um subconjunto finito de

YA{/(s)}

(c) para s € “w, se y € Y\ U Ugik, entdo y = f(sn), para algum n € w. Em
k<dom(s)
outras palavras, Ug, sdo obtidos tomando O[f(s™n)| \ F para os f(sn) que sao

elementos de Y ndo cobertos por Uy« gom(s) Usik € Para exatamente esses.

(d) Se y = f(s) para alguma s € <“w e F' é um subconjunto finito de (Y N O[f(s)]) \
{f(s)}, entao existe n € w tal que Us~, = O[f(s)] \ F.

O item (i) é 6bvio. Para a prova do item (ii7), temos:
Fato.1

Se A é um subconjunto finito de' Y. Entdo o conjunto Dy := {s € <“w: A C U Usii: }
k<dom(s)
¢ denso na pré-ordem (““w, D).

De fato, tome s € <“w. Sem perda de generalidade, suponha s ¢ D 4. Entao existe

[ € w, tal que A\ U Ust. = {¥iy, -, ¥, }- Sendo assim, considere primeiramente y;,,
k<dom(s)

entdo existe n; € w tal que y;, = f(s7ny). Tomando o conjunto finito Fy = {yi,, Yis--, ¥i, }

e o aberto Us~,, = O[f(sn1)]\ F1. Como y;, ¢ U Usn, | k, existe ny € w tal que

k<dom(s™n1)
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f($niny) = y;,. Tomando agora o conjunto finito Fy = {y;,, ..., y;, } € 0 aberto Us—p,~, =
O[f(snyng)] \ Fo. No final do processo, existirao ny, ng, ..., n; nimeros naturais, tal que
para § n{ ng ... n; o conjunto A serd coberto por Uk<dom(fmﬁn2§fm) Us~ny~ng~.~n; | K,

como queriamos demonstrar.
Fato.2

Sejam s, q,r elementos de <“w. Se s C q, s C r, entdo € possivel encontrar t € <“w, tal
que s CteU,UU, C U Uit
k<dom(t)
Sendo U, = O[f(¢)] \ F, onde F' é um subconjunto finito de Y \ f(g). Para

provarmos tal fato, precisamos fazer a seguinte disting¢ao:

Caso.1.

Suponhamos que f(q) ¢ U Uk. Portanto existe n € w tal que f(rn) =
k<dom(r)
f(q). Tomando U,~, = O[f(rn)]\ F onde F' é o finito que define U,. Sendo assim, temos

que U,~, = U,. Tome t = rn, dai segue o desejado.
Caso.2.

Suponhamos que f(q) € U Uy, k. Entao existe j = min{k < dom(r) : f(q) €
k<dom(r)
Ui }. Observe que se j = dom(s), existe a possibilidade de f(p) = f(¢), mais isso pode

ser facilmente contornado. Entao sem perda de generalidade, assuma que f(p) # f(q) e
que j é estritamente maior que dom(s), pois caso contrério, se j < dom(s) e sendo que s
estd contida em r, entdao r [ dom(s) coincide com s, logo s | j =r | j. Podemos concluir

disso que f(q) € Uy; = Usy = Uy, decorre que f(q) € U Ugik, contrariando a
k<dom(q)
construcao de U,. Sendo assim, dom(s) < j — 1, e por conta da minimalidade de j

o f(q) nao é coberto por U Uik, diante disso deve existir um n; € w tal que
k<dom(r|j—1)
f((rT7—1n1) = f(q) com (r [ j — 1) ny estendendo s. Tomemos o aberto U, -, =

Of(r T ) \{f(r)} = Olf (@) \ {f(r)}. Agora note que f(r) ¢ | J U, logo

k<dom(r—np)

existe ny € w tal que f((r [ j—1)ning) = f(r), entao tome o aberto Uy j—1y-ny—n, = U
Por construgao, a sequéncia finita ¢ desejada é (r [ j — 1) ny no.

Prosseguimos com a demonstra¢ao do item (ziz). Considere C' um subconjunto
compacto de X e note que como consequéncia do item (¢) e da propriedade satisfeita em
pelo conjunto Y, temos o seguinte:

( U Us[k) U {O(y) HEVAS Y\ U Us[k}

k<dom(s) k<dom(s)



108

¢ uma cobertura aberta de X, com s € <“w.

Afirmacgao: O conjunto D¢ é denso.

De fato, fixado s € <“w, sem perda de generalidade, suponha que s ¢ D¢o. Entao

C' = C\ U Usii pode ser coberto por {Us~, : n € w}. Pela compacidade de ",
k<dom(s)

existem iy, is, ..., i, elementos de w, tal que C'\ U Usi, C U Us,;. Observe que pelo
k<dom(s) j<n

item (d), podemos tomar Us~; = O[f(s7i;)] \ {f(s7k) : 0 < k < nek # j}. Como
{f(s7%;) : 0 < j < n} é um conjunto finito de Y, segue do Fato.l. que existe uma

t € ““w que estende s de tal forma que {f(s7%;) : 0 < 7 < n} é incluso em U Utk
k<dom(t)
Seguindo pelo Fato.2. juntamente com uma inducao finita sobre n, existe ¢ € ~“w, tal

que U Usi; | U Uy estd contido em U Ugiie- Portanto, €' C U Ugtk, como

i<n k<dom(q) k<dom(q)
queriamos demonstrar.

Para a prova do item (77), considere s € <“w. Sem perda de generalidade considere

r sendo um ramo infinito de <“w. Tome y um elemento de U U;. Entao existe s € r, tal

ter
que y € Us. Note que para uma sequéncia finita ¢ € r que estenda s, f(q) ¢ ngdom(s) Usik,

diante disso, o aberto Us contém uma quantidade finita de elementos de {f(s) : s € r}.
Sendo X um espago 77, y nao é ponto de acumulacao de {f(s) : s € r}. Como tomamos y

um elemento arbitrario em U Uy, segue que { f(s) : s € r} ndo possui ponto de acumulagao
ter
em U Uy. Por conseguinte, {f(s) : s € r} é um fechado e discreto como o desejado.
ter

[ |
Teorema 3.20. Todo espago de Lindeldf que € uniao de menos que cov(M) subespagos

compacto é um D-espaco.
Demonstragao:

Seja O uma ona arbitraria. Sem perda de generalidade, suponhamos que O nao
possui nucleo finito. Consideramos um cardinal x estritamente menor que cov(M) e
X = |U{C¢ : £ < Kk}, onde cada C¢ é um subconjunto compacto de X. Sendo X um
espago de Lindelof, existe a arvore (T, C) de abertos e a fun¢do F' como no lema m

Logo definido o conjunto D¢, = {s € ~“w : C; C U Ugik} segue que é um denso.
k<dom(s)
Sendo (<“w, D) uma ordem enumerdvel, podemos aplicar 0 MA .ountabie(£). Entao existe

filtro genérico G tal que GN D¢, # (), para todo ¢ < k. Portanto existe um ramo r € ““w

tal que r = |JG. Fixado { < &, existe um elemento p; que estd em G NDc,. Assimpe Cr
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e C, C ngdom(pg) Upcik- Sendo X = [J{C; : £ < k}, podemos concluir que X C (J., Us.

Obtemos a partir disso que X = |J,.. Us e sendo {f(s) : s € r} um fechado e discreto

ser

em | J,., Us, entdo é fechado e discreto em X. Agora, por defini¢ao dos abertos da arvore
T, U = O[f(s)] \ Fs, onde Fs é um conjunto finito de Y, com Us; C O[f(s)]. Entao
X = U,e, Olf ()], com isso, {f(s) : s € r} é niicleo fechado e discreto da ona O e segue

o resultado. [}

3.4 Principios de Selecao Envolvendo

Conjuntos Densos e Discretos

Nossas principais referéncias nessa secao: [ADJ] e [D]. Para uma leitura comple-
mentar, com respeito as defini¢oes introdutérias, sugerimos [BMS].

Um espago topoldgico Xé dito:

(1) d-separdvel se contém um subconjunto denso o-discreto, i.e., existe um subconjunto
Y denso em X dado por Y = U D,, onde cada D,, é discreto em X.

new

(71) D-separdvel se toda sequéncia de (S, )ne. de subconjuntos densos de X, existe uma
sequéncia (D), )ne,, de subconjuntos discretos de X tal que para todon € w, D,, C S,
e U D,, ¢ um subconjunto denso em X.
new
Seja X um espaco topoldgico. Denotaremos por Dy a familia de todos os subcon-
juntos densos de X. Definimos o jogo Ggis(Dx, Dx) do seguinte modo: Em cada rodada
n € w, o jogador UM escolhe um denso S, de X, dai o jogador DOIS escolhe um discreto
D,, contido em S,,. O jogador DOILS vence se U D,, € um subconjunto denso em X.

necw
Denote por Dy a familia de subconjuntos discretos de X. Agora, definimos o

seguinte:
(i11) DT-separdvel se DOIS tem uma estratégia vencedora no jogo Ggs(Dx, Dx).

Ja discutimos no primeiro capitulo a nocao de estratégia e estratégia vencedora
para o jogador UM em determinados jogos; fazendo-se as adaptagoes necessarias com
o devido cuidado, pode-se chegar nas nogoes analogas para o jogador DOIS. Com isso,
observamos também que se U M nao possui estratégia vencedora, isso nao é garantia de que
o jogador DOIS tenha estratégia vencedora, porém, se DOIS tem estratégia vencedora

¢ claro que UM nao pode ter estrategia vencedora.
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Observacao 3.21. Dado um espaco topoldgico X, se UM nao tem estratégia vencedora,
entao o espago X é D-separavel. A justificativa disso segue a linha dos argumentos da
Proposigao[1.66, devidamente traduzidos para os objetos: familias de subconjuntos densos
e discretos de X. Juntando isso ao tultimo comentario do pardgrafo anterior, podemos
deduzir que se um espaco X é DT-separdvel, entao X é D-separdvel.

Da observacao acima, temos que DT-separavel é uma propriedade mais forte que
D-separavel. Note também que D-separavel claramente implica d—separévelﬁ

Diz-se que um espaco topologico X quase—desenvolm’veﬁ se existe uma sequéncia
(Un)new de familias de subconjuntos abertos de X tal que, sempre que x € U aberto em

X, existe n € w tal que st(x,U,,) C U.
Proposicao 3.22. Um espaco topologico X quase-desenvolvivel € d-separdvel.
Demonstragao:

Sendo X quase-desenvolvivel, existe (U, )ne,, familias de subconjuntos abertos de

X satisfazendo : sempre que x € U aberto em X, existe n € w tal que st(z,U,) C U.

Pelo Axioma da Escolha, U, pode ser bem-ordenado. Entao existe ordinal 7,

onde {U? : @ € 3, } é a enumeragao canonica de U,,. Defina recursivamente:

(i) A% := {z%} com z& € U*\ U Ul e ¢ U A

Bea Bea
(i1) A =0, se Ug C | J Up ou Uz | Ap # 0.
Bea Bea
Considere o conjunto D,, := U Ay, Note que D,, é discreto, pois para um x
agYn

fixado em D, existe A% que contém o ponto z = z%. Nesse caso estamos nas condigoes
de (i) e por construcao U2 é um aberto que contém x2, falta ver que U* N D,, = {z%}.
Suponha y € U2 N D,, tal que y # x, existe A% contendo y, dai y = 25. Sem perda de

generalidade supondo £ > «, novamente por construcio, z5 € US \ U U;f e 1t ¢ U A%,
pet pee
absurdo, pois 25, € U2. Disso podemos concluir U%N D,, nao contém nenhum outro ponto

além de x, como queriamos. Para encerrarmos a prova, basta checarmos que U D,, é um

new
denso em X. Para tal, tome um subconjunto aberto V' de X, e fixe z € V. Sendo (U, )new

quase-desenvolvivel, temos st(x,U,) C V para algum n € w. Defina ¢ := min{a € ~, :

x € U}, Segue da construgao, se D,, NU for vazio, entao U A% | NUS = (), para todo
B<a

SEm geral, D nao implica DT-separdvel, e nem d-separavel implica D-separavel, vide [BMS].

6Aqui apontamos a diferenca entre: quase-desenvolvivel e desenvolvivel. Um espaco topoldgico X é
dito desenvolvivel se dada uma U familia de abertos, existe uma sequéncia de coberturas abertas (U, )new
tal que para © € X, {st(x,U,) : n € w} é base local para x.
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a < v,. Desse modo, temos US C U UP, entdo v € US C U UP entdao v € UP, para

BEC BEC
algum B < ( e isto contradiz a minimalidade de . Portanto, § # D, NUS C D, NV.

Sendo V' um aberto arbitrario de X, segue que D,, é um subconjunto denso de X. [

Proposicao 3.23. Um espaco topologico que é quase-desenvolvivel necessariamente d-

separdvel. [ |

O proximo resultado mostra uma condicao suficiente para caracterizar um espaco

D-separavel.

Teorema 3.24. Dado um espago topolégico X com mw(X) estritamente menor que
cov(M) tal que qualquer subconjunto denso de X € d-separdvel. Entao X é D-separdvel.

Demonstragao:

Em virtude da observacao basta mostrarmos que o jogador UM nao tem
estratégia vencedora no jogo Ggis(Dx,Dx).

Vamos fixar uma estratégia ¢ para o jogador UM. Nosso objetivo é construir
uma sequéncia de lances dada por DOIS que derrota ¢. Comecamos do seguinte:

Dado um denso E de X, por hipdtese, temos que E é d-espago, logo existe um

denso em FE que é o-discreto, i.e., existe (E™ : m < n) discretos em FE tal que U E™ ¢

new
denso em FE, com isso, um denso em X.

Denote a familia de conjuntos discretos de X por Dgys.. Com modificacoes ade-
quadas dos argumentos utilizados no Capitulo 1, definimos uma funcao que codifica os

subconjuntos discretos escolhidos por DOIS até a rodada i < n, como sendo:
w HERS <ww = <E<S@(§))a Es[ls(l)a Esr28(2)7 ) Es[nfls(n_1)> € Ddisa

com n = dom(s).

Defina por Ejj, o subconjunto denso de X na n-ésima rodada de acordo com a
estratégia p(¢(s [ n)) de UM.
Agora, fixe uma m-base V para X de cardinalidade mw(X). Para V' € V, definimos

By = U{S e"w:vn ESSFZ) #0}.

new

Afirmagao: Para cada V' € V, o conjunto By ¢é denso na ordem parcial enumeravel
<<ww’ 2>
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Primeiramente, fixamos j € w. Como (J EJZ ¢ um conjunto denso em X, segue

i<w
que (U, BI) NV # 0, ou seja, existe £ donde Ei NV # (0. Agora, fixado s € <“w. Se
s € By, existe m€wtal s € ™lweV € Esyms(m). No caso que s ¢ By, tome qualquer
t € “w tal que t = s-dom(s) tal que EX NV é nao vazio. Em qualquer caso sempre é
possivel estender s. Segue que By é denso, como queriamos.

Por hipétese |V| < cov(M), como consequéncia temos que {By : V € V} é uma
familia de densos cuja cardinalidade é estritamente menor que cov(M). Sendo (““w, D)
uma ordem enumeravel, entdo podemos argumentar por cov(M) = Mepuntaple- Segue entao
que existe um filtro-genérico G C <“w com respeito a {By : V € V}. Seja g .= |JG que

sabemos ser elemento de “w.

Afirmagao.2: Se UM joga de acordo com sua estratégia e DOIS responde sempre
com FE9 DOIS ganha.

Seja V € V. Por definicao de filtro-genérico, temos que G' N By # (). Portanto
(m)

[m

Como r C g, entao V N E;]F:Z) é nao vazio. Assim, V N U EZFZ) # () e como V é uma
new

w-base, segue que U Eggfs) ¢ um denso em X. Portanto, DOIS vence. [

new

existe r € G er € By, entdao r C g € “w e existe m € w tal que V N E " é ndo vazio.

Se X é um espago topolégico quase-desenvolvivel e satisfaz mw(X) < cov(M),
entao X é D-separavel. Pois todo subespaco de X também é quase-devesenvolvivel. Pela
proposicao temos que todo subespaco de X é d-espaco, e segue do teorema anterior

que X é D-separavel.

Corolario 3.25. Se X ¢ quase-desenvolvivel e tem base ponto enumerdvel e s(X) <

cov(M), entao X é D-separdvel.
Demonstragao:

Pela proposicao [3.22] X é d-separavel, decorre disso que X tem um denso D =

U D,,, onde D,, é um subconjunto discreto de X. Diante disso | D| é no médximo s(X).Rg =

new

s(X). Entao d(X) < s(X) < cov(M). Sabemos que d(X) < w(X), por outro lado, como
X tem base ponto enumerdvel, temos que w(X) < d(X), desse modo w(X) = d(X) <
cov(M). Dai mw(X) < cov(M) e o resultado segue de [3.24 |
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3.5 Separabilidade Seletiva, Invariantes Cardinais e
Aplicacoes

A menos de mengao em contrario, os resultados que seguem nessa segao estao
presentes no artigo [BBM]. A seguir damos um grupo de defini¢oes que sao motivadas

pelas propriedades de Rothberger, Menger e Hurewicz/]

Definicao 3.26. Seja X um espaco 1. Dizemos que:

(1) X é dito R-separdvel se para toda sequéncia de subespacos densos (E, : n € w)
existe uma sequéncia (pp)new tal que p, € E,, paratodon € we {p, : n € w} é

denso em X.

(17) X é M-separdvel se dada qualquer sequéncia (D,, : n € w) de subespagos densos de
X podemos selecionar, para todo n € w, um subconjunto finito F,, C D,, tal que

U{F» : n € w} é um subconjunto denso em X.

(737) Um espago X é dito H-separdvel se toda sequéncia (D, : n € w) de subespagos
densos de X, podemos escolher um F,, C D, finito, para todo n € w, tal que para

todo aberto nao vazio U de X o conjunto {n € w: F,, N U = (}} é finito.

Observacao 3.27. Dado um espaco topoldgico X, se considerarmos a familia de todos

os conjuntos densos de X, denotada por Dy, podemos dizer que X:
(i) é R-separdvel se vale o principio de selecdo Si(Dx, Dx) ]|

(i) é M-separavel se vale o principio de selecao Syin(Dx, Dx).

Abaixo o diagrama que ilustra as implica¢ées envonvendo “R—", “M—", “H-"
separabilidade.
R — separével
/
T — peso enumeravel M — separavel —— Separavel
\ /
H — separavel

Note que um espaco X com m—peso enumeravel todo denso em X é separavel.

A seguir justificamos as implicagoes do diagrama acima. Assuma que X seja um espaco

"Tais propriedades sdo descritas no apéndice desta dissertacio.
8Pela Proposicio UM nao ter estratégia vencedora no jogo G1(Dx,Dx) implica que vale o
principio S1(Dx, Dx), e, portanto, o espago X é R-separdvel.
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topoldgico:
e Um espaco com m-peso enumerdvel é R-separcivelﬂ

Justificativa: De fato, consideramos uma familia enumerdvel de conjuntos densos de

X, digamos {D,, : n € w}, e uma w-base enumeravél de X com enumeracao dada por
{Vp, : n € w}. Como D, é um conjunto denso para cada n € w, existe p, € V,, N D,,.
Agora, por definicao de w-base, cada aberto U do espaco X contém algum aberto V,, que
pertence a m-base dada. Segue disso que o conjunto {p, : n € w} é denso em X, e temos
que X é R-separavel.

e Um espago com m-peso enumerdvel é H-separdvel.

Justificativa: O argumento para justificarmos tal afirmacao se baseia no fato de que

familias enumeraveis sao limitadas. Apresentamos a demonstracao para a generalizacao
em breve (no Teorema (3.33)).
e R-separabilidade implica M -separabilidade.

Justificativa: Seja o conjunto denso {p, : n € w} como na definigdo de R-separdvel.

Como conjuntos unitarios sao finitos, entao X é M-separavel.

e H-separabilidade tmplica M -separabilidade.
Justificativa: Com efeito, pela definicao de espago H-separdvel dada uma familia (D, :

n € w) de subespagos densos de X, existe F,, C D,, finito, tal que a familia {F,, : n € w}
satisfaz o seguinte: para um aberto U fixado, existe n, € w tal para todo n > n,,, temos
F,NU # () para todo n > n,,. Entao |J{F, : n € w} é denso em X, o que implica que X
é M-separavel.

o Se X é M-separavel, entao € separdvel.

Justificativa: Pela definigdo de M-separavel, dada qualquer sequéncia (D,, : n € w) de

subespagos densos de X, para cada n € w, existe F,, C D, finito, tal que |J{F, : n €
w} é denso em X. Como unido enumeravel de conjuntos finitos ainda é um conjunto
enumerdvel, segue que (J{F, : n € w} é um subconjunto enumeravel e denso em X. Com
isso, X é um espaco separavel.

O préximo teorema foi provado por Scheepers no artigo Combinatorics of open
cover VI. Com uma modificacao simples do Teorema , podemos demonstré—lﬂ

Teorema 3.28. Se X ¢é um espago topologico tal que todo subespago denso de X ¢é se-

9Ajustado o argumento para a linguagem de jogos, pode ser provado que se um espaco topoldgico X
tem 7m-peso enumerdvel, entdao UM nao possui estrdtegia vencedora no jogo G1(Dx,Dx).
10Tal modificagdo foi sugerida em [ADJ]
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pardvel e Tw(X) < cov(M) entdo necessariamente X € R-separdvel.
Demonstragao:

Tome (E, : n € w) uma sequéncia de subespagos densos. Sendo cada E, se-
paravel, existe um denso enumeravel D,, de E,. Logo D, é um denso enumeravel de X.
Denotamos D,, := {z" : m € w}.

Definimos a funcao:

bis e (@00, a5, a0

tal que dom(s) =n e xf(i) € D;, para todo 7 < n.
Agora, fixe uma m-base V para X de cardinalidade mw(X). Para V' € V, definimos

By := U{S e "y s e vy
new
Vejamos que By é denso na ordem parcial enumeravel (<“w, D). Com efeito:

fixamos r € <“w e supondo, sem perda de generalidade, que r ¢ By e dom(r) = j. Como
D,, é denso para todo n € w, entao D, NV é sempre nao-vazio, para todo n € w. Assim
sendo, podemos tomar uma sequéncia finita s := 1 tal que xj-(j VeV, Segue dai que s
estende r e pertence ao conjunto By. Com isso, segue a afirmacgao de que By é denso na
pré-ordem (<“w, D).

Por hipétese |V| < cov(M), como consequéncia temos que {By : V € V} é uma
familia de densos cuja cardinalidade é estritamente menor que cov(M). Sendo (“w, D)
uma ordem enumeravel, entao podemos argumentar por cov(M) = Meountaple- Segue entao
que existe um filtro-genérico G C <“w com respeito a {By : V € V}. Por defini¢ao de
filtro-genérico, temos que G N By # () para todo V' € V. Tomando ¢ := |JG que é um

®) € V. Por conseguinte,

elemento de “w, existe k € w tal que g | (k+1) € By, ou seja,
VN {x%(”) :n € w} # (), e como o argumento é para qualquer elemento V da m-base V,
segue que {x%(") :m € w} é o conjunto denso de X desejado. [ |

O resultado que acabamos de demonstrar, também pode ser traduzido e provado
na linguagem de jogos. Diante dessa tltima afirmacao, apontamos um fato que nao é dificil
de ser checado: Sejam X um espago topoldgico e D C X um denso nao-enumeravel. Se
D nao contém nenhum denso enumeravel em X, entao UM tem estratégia vencedora no
jogo G1(Dx,Dx).

O seguinte resultado consta em [BBM], no entanto, ndo estamos seguros quanto a
sua demonstragao apresentada e/ou sugeridas em [BBM]| e [BBM2], por isso, assumiremos

como uma conjectura.

Conjectura 3.29. 2°M) contém um subespaco denso enumerdvel que ndo é R-separdvel.

O préximo corolario e fato sao resultados condicionais, que assumem a conjectura.
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Corolario 3.30. cov(M) = min{rw(Y) : |Y| =w,Y ndo é R-separdvel}.
Demonstragao:

Denote por A := min{rw(Y) : |Y| = w,Y nao é R-separavel}. Pela Con-
jectura existe Y subespaco enumeravel de 2°°VMM) que nao é R-separével tal que
A< mwY) < wY) < w@29M) = cov(M), segue a desigualdade A < cov(M). Para
a desigualdade contraria, suponha que A < cov(M). Por defini¢do de A, existe X enu-
meravel tal que A = 7w (X) é estritamente menor que cov(M), entao segue do Teorema
que o espaco X é R-separavel, contradizendo a minimalidade de A. Portanto, dedu-
zimos que cov(M) = . |

Fato 3.31. Se k < cov(M), entdo podemos concluir que todo subespago enumerdvel de

2% € R-separdvel.
Demonstragao:

Se tivermos S um subespaco enumeravel de 2% qualquer subespaco de S é enu-
meravel. Em particular qualquer denso em S é enumerével. Como todo espaco 2" tem base
de tamanho e a fungdo cardinal peso ¢ monétong!l|entdo 7w (S) < w(S) < K < cov(M),
podemos concluir pelo teorema [3.28)que todo subespago S enumerdvel de 2% é R-separével.

[ |

Nosso préximo objetivo é analisar qual a relagao de cov(M) com os cardinais que

serao definidos abaixo:

A1 :=min{k : 2, existeY € [2"]*, Y ndo é R-separdvel}
Ao := min{k : 2", existe Y € [2"]*, Y ¢é denso que nao é R-separavel}

Note que ambos estao bem definidos. Chamamos a atencao do leitor para um
resultado imediato que segue da combinagao do fato anterior com a Conjecturaf3.29, Note
que A\ < Ao, Veja que o Fato [3.31] assegura que o cardinal A; nao pode ser estritamente
menor que cov(M), logo cov(M) < A;. Mais ainda, pela Conjectura , temos que
cov(M) é um cardinal que testemunha a propriedade que define a minimalidade de A,
entao Ay < cov(M) . Ficamos com as desigualdades: cov(M) < A\ e Ay < cov(M), assim

cov(M) = A\ = Ay = cov(M). Em resumo temos a seguinte proposigao:

Proposicao 3.32. O cardinal cov(M) é o menor tamanho para um cardinal que satisfaz

as propriedades dos conjuntos que definem Ay e \o.

M A funcdo cardinal m-peso ndo é mondtona. O espaco fw é testemunha para tal afirmacdo, pois
mw(fw) = w, contudo Tw(Lw \ w) = 2¥. Por outro lado a funcdo peso é claramente mondtona.
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Agora vamos tratar de resultados relacionados a H-separabilidade.

Teorema 3.33. Se os subespacos densos de X sao separdveis e mw(X) < b, entio X é

H-separdvel.
Demonstracgao:

De inicio fixamos uma m-base V := {V; : £ < k} para X, sendo k < b, e
(D, : n € w) uma sequéncia de subespagos densos de X. Por hipdtese, para cada n € w,
existe denso enumeravel E, = {d : m € w} contido em D,, logo E, também é um
subespaco denso de X. Disso segue que todo Ve em V possui intersecgao nao vazia com

qualquer denso F,,. Dessa maneira, podemos definir a funcao:
fe(n) :=min{m e w: d;;' € V¢}

para £ < k.

Como k ¢ estritamente menor que b, existe f* € “w testemunha que a familia
{fe : £ < Kk} é limitada, i.e., para cada £ < &, o conjunto {i € w: f*(i) < fe(¢)} é finito.
Denote F, := {d? : j < f*(n)}.

Afirmacao: Se mostrarmos que qualquer elemento da m-base )V é disjunto somente de
um numero finito de conjuntos da forma F},, obtemos o desejado.
De fato, considere fixado um aberto U de X e seja familia E := {V; € V : V; C U}.

Definimos fy : w — w, pondo
fu(n) :=min{m : d; € U}.

Fixado V¢ em E, temos que fy < fe <* f*, e isso implica que {i < w : f*(i) <
fu(i)} é um conjunto finito. Seja i € w tal que F;NU = (), portanto, F; :== {d’ : j < f*(i)}
nao contém pontos de U. Ora, d{U(i) € U, logo f*(i) < fuy(i). Portanto, podemos concluir
que o conjunto {i € w: VeNF; = 0} estd incluso no conjunto finito {i € w: f*(i) < fe(i)}.
Assim, obtemos o desejado.

Voltemos a demonstragao. Do que acabamos de mostrar na afirmacao acima,
podemos concluir que dado £ < k. Se n € w é tal que Ve N F,, = 0, entdo f*(n) < fe(n).
Portanto, {i € w: Ve N F; = 0} ¢ incluso no conjunto finito {i € w : f*(i) < fe(i)}. |

Observacao 3.34. Vejamos agora que ¢ possivel obter outra demonstracao do teorema
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fazendo uma adaptacao da demonstragao do teorema anterior.
Demonstragao:

Tome uma 7-base V := {V; : ( < k} para X, sendo k < cov(M), e (D, : n € w)
uma sequéncia de subespacos densos de X. Por hipdtese, para cada n € w, existe denso
enumeravel E,, := {d : m € w} contido em D,, logo £, também é um subespago denso
de X. Disso segue que todo V¢ em V possui intersecgao nao vazia com qualquer denso E,,.
Assim,podemos definir a funcéo f¢(n) := min{m € w: d' € V;}, para ( < k. Como o ta-
manho minimo de uma familia que nao é adivinhada é cov(M) e k < cov(M), entao existe
f* € “w que adivinha a familia {f; : { < k}, i.e., paratodo ¢ < k, {n € w: f*(n) = fc(n)}

é infinito. Para encerrarmos a prova, tome a sequéncia S = {dfl*(n) ‘n € wh.
Afirmacao: Qualquer elemento da 7-base ) intersecta S.

Fixe Ve em V. Como f* adivinha f¢, existe um certo j < w, tal que f*(j) =
fe(7) € S, por outro lado, pela definicao de f¢ segue que dl"0) = qfsl) ¢ Ve, logo SNV

¢ nao vazio. Desse modo, fica justificada a afirmagao acima.

Sendo V um m-base, qualquer aberto U de X intersecta S. Segue que S é denso

em X como esperado. [ |

Fato 3.35. Suponhamos k < b. Todo subespaco enumerdvel de 2% é H-separavel.
Demonstracgao:

Seja S um subespaco enumeravel 2%. Qualquer subespaco de S é enumeravel.
Em particular qualquer denso em S é enumeravel. Como todo espaco 2% tem base de
tamanho k, entao mw(S) < w(S) < k < b. De posse do Teorema [3.33, segue que todo

subespaco S enumeravel de 2% é H-separavel. [ |

Teorema 3.36. O espaco topoldgico 2° contém um subespaco denso enumerdvel que ndo

¢ H-separavel.
Demonstragao:

Para mostramos que um certo espaco topolégico Y nao é H-separavel, devemos
mostrar que existe uma sequéncia (Y, : n € w) de subespagos densos em Y, tal que
para todo escolha de subconjuntos finitos F;, de Y, existe um aberto U de Y tal que
{n € w:UNF, =0} é infinito.

Comegamos observando que sendo b < 2 e d(2) = w, segue do teorema de Hewitt-
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Marczewsky-Pondiczery[?] que d(2°) = w. Entdo podemos considerar X = {z,, : m € w}
um subespago denso de 2°. Além disso, considere também {f, : @ < b} um familia

ilimitada de funcoes de “w. Dados n,m € w, definimos as funcoes y™ € 2° pondo:

J(a) = { 1 sem < fo(n),

Tm(a) caso contrario.
Denote YV, :={yr" :m ecw}eY = J{V, : n € w}.

Afirmacgao.1: A sequéncia de subconjuntos densos (Y, : n € w) serd testemunha que o

subespaco Y nao é H-separavel em 2°.

Vamos dividir a justificativa da afirmagao acima em dois itens:

(1) Primeiramente, devemos provar que Y, é denso em Y. Para isso é suficiente checar

que Y, é denso em 2°. Sem perda de generalidade, vamos mostrar que para Y,, fixado sua
intersecio com qualquer aberto bésico [s] de 2° é nao vazio.Como dom(s) ¢ um conjunto
finito, podemos definir g(n) := max{f.(n) : « € dom(s)}. Sabemos que qualquer aberto
bésico [s] contém infinitos pontos de X, existe x,, € [s] tal que m > g(n) > fo(n), segue
pela definigao da fungao y!* que y*(a) = z,,(«) para todo o € dom(s) e sendo z,, uma
extensao de s, segue dai que y" [ dom(s) = s, em vista disso, temos Y, N [s] é ndo vazio.

Logo Y,, é denso em 2°.

(77) Para concluirmos a justificativa, devemos mostrar que para qualquer escolha de um
subconjunto finito F,, C Y,,, existe um aberto U de 2°, tal que {n € w : UNF,, = 0} é
infinito. Fagamos assim, tome n € w e considere F,, um subconjunto finito de Y,, dado
por

Fo=A{yn" yn? s yn '}

Note que podemos definir uma fungao f € “w pondo f(n) um nimero natural estritamente
maior que m;, assim F,, C {y” : m < f(n)}. Como {f, : @ < b} é uma familia ilimitada,
entdo existe < k, tal que fe £* f, i.e., o conjunto A = {n € w: f(n) < fe(n)} ¢ infinito.
Entao se n € A ey € F,, temos que m < f(n) < fe(n). Segue por definicao da funcao
Yy que Yy (€) = 1, pois m < fe(n). Em outras palavras, temos que y(§) = 1 para todo
y € F, en € A. Isto significa que o aberto bésico [{(£,0)}] = {z € 2° : z(§) = 0} ¢
disjunto de um numero infinito de conjuntos F,.

Juntando os itens (i) e (i), podemos concluir que o espaco ¥ C 2°  definido

12Vide [H].
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inicialmente, é um subconjunto denso-enumeravel que nao é H-separavel. |

Corolario 3.37. b = min{7mw(Y) : |Y| =w,Y nao é H-separdvel}.
Demonstragao:

Denote por k := min{rw(X) : |X| = w, X nado é H-separavel}. Pelo Teorema
existe X subespaco enumeravel de 2° que nao é H-separdvel. Entdo k < mw(X) <
w(2°) = b, disso segue a desigualdade x < b. Para a desigualdade contréria, suponha que
k < b. Por defini¢ao de k, existe Y enumerdvel testemunha que k = mw(X) é estritamente
menor que b, entdo pelo Teorema [3.33] temos que X é H-separdvel, contradizendo a

minimalidade de k. Deduzimos com isso que b = k. Como queriamos demonstrar. |

Vimos que o cardinal cov(M) atende as propriedades descritas na Proposigao

3.32] Também ocorre um caso andlogo para o cardinal b. Definidos os cardinais abaixo:

k1 = min{k : 2", existe X € [2"]”, X ndo é H-separavel}
Ko := min{k : 2", existe X € [27]*, X é denso que nao é H-separdvel }

Podemos demonstrar usando as mesmas técnicas da Proposicao [3.32 o seguinte

resultado:

Proposicao 3.38. b = k1 = Ko.
[ |

Com uma simples adaptagao do argumento usado em [3.33 apresentamos a de-

monstracao do seguinte teorema:

Teorema 3.39. Dado X um espaco topolégico, se todo subespaco denso de X € separdvel

e mw(X) <0, entdo X € M-separdvel.
Demonstragao:

Tome uma m-base V := {V; : £ < k} para X, sendo k <9, e (D, : n € w) uma
sequéncia de densos subespagos de X. Por hipdtese, para cada n € w, existe denso enu-
meravel F,, := {zI" : m € w} contido em D,, logo E,, também é um subespago denso de X.
Disso segue que todo V; em V possui intersecgao nao vazia com qualquer denso £,. Dessa
maneira, podemos definir a funcdo f¢(n) := min{m € w : 2" € V¢}, para £ < k. Como
Kk € estritamente menor que 9, existe h € “w testemunha que a familia F := {f¢ : £ < K}
nao é dominante em (“w, <), i.e., existe h € “w tal que para todo £ < k, existe certo

ne € w satisfazendo fe(ng) < h(ng). Vamos denotar F,, := {z]" : 0 < m < h(n)}.
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Afirmacao: Qualquer elemento da m-base V intersecta F; algum j € w.

Tome V; € V. Como h é tal que h £ f;, entao existe n¢, tal que fe(ne) < h(ne).
Isso implica que a:ffc(n() € F,.. Por outro lado, segue da definicao de f; que mffc(n() € Ve.
Entao xﬁi(ng) testemunha que V¢ N £}, é nao vazio. Dai segue o desejado.

Voltando a demonstragao. Pela afirmagao acima, decorre que |J . F, é denso

new

em X. Isto resulta que X é M-separavel. [ |

Destacamos que: Sob MA + ~CH ¢ consistente que todo subespaco enumeravel
de 2“1 é M-separavel. Com efeito, sob M A o cardinal 0 é igual a ¢ e como nao vale C'H,
temos que w; < ¢. Sendo a fung@o peso hereditaria e w(2“!) = w; , ficamos com o seguinte:
dado um subespago X de 2¢', 7w (X) < w(X) < w(2*") = w; < ¢. Se X é enumeravel,
entao todo subconjunto denso de X também é enumeravel. Diante disso, pelo teorema
3.39] concluimos que X é M-separdvel. O préximo coroldrio pode ser justificado fazendo

uso de algumas modificagoes do que acabamos de destacar:

Corolario 3.40. Se k <0, entdo todo subespaco enumerdvel de 2 é M -separdvel [ |

O préximo teorema esta no artigo [BBMT].

Teorema 3.41. O espaco 2° contém um subespago denso enumerdvel que ndo € M-

separdvel.
Demonstragao:

Fixamos uma familia A de fungoes de cofinal em (Yw,<) e que testemunha
|A] = 9. Como |A| tem cardinalidade no maximo continuum, entdo podemos definir
uma topologia sobre A com base enumerdvel. Pois bem, vamos denotar por B tal base
de A. Definimos P := {f € 2# : existe uma familia finita e disjunta ¥V C B tal que f
é constante sobre os elementos de V e f(A\JV) = {0}}. O conjunto P é enumeravel,
pois fixado V C B finito o conjunto {f € 42 : f é constante sobre cada elemento de V e
f(A\UV) = 0} tem cardinalidade 2V, e como B é enumeravel, temos que |B|<¢. Diante
disso podemos tomar uma enumeracao {p, : n € w} do conjunto P, onde cada elemento
de P aparece infinitas vezes em P.

Fixamos n,7 € w e f € A. Precisamos exibir um subespaco D de 2° e uma
familia enumeravel de subconjuntos densos de tal subespaco que testemunha que D nao

é M-separavel. Para isso, comecamos definindo a funcao :

) { ) sef(m) <.

0 caso contrario.
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Afirmagdo.1. Dado n € w. O conjunto D,, := {d" : i € w} é denso no subespaco 24.
Segue imediatamente disso que U D,, é denso em 24.
new

Para justificarmos tal afirmacao, basta mostrarmos que D,, intersecta qualquer
aberto basico de 24. Seja A um subconjunto finito de A e a funcdo s : A — 2. Para
demonstrarmos que D,, é denso, temos que mostrar que existe p; € P tal que d}'(p;(g)) =
s(g), para todo g € A. Pois bem, tomando a familia V := {U, : g € A} de subconjuntos
de B, sendo F' um espaco de Hausdorff, podemos considerar ¥V um familia de abertos
disjuntos. Note que é possivel tomar p; € P tal que pi(g) = s(g), com p;(U,c4 Uy) = 0.
Como n é fixado e p; aparece infinitas vezes em P, entao existe j € w tal que 7 > g(n) e
pi = pj. Logo, d*(g) = pi(g9) = pj(g9) = s(g), para todo g € A. Portanto, d' [ A=se
assim fica demonstrada nossa afirmagao.

Pelo que vimos D =: {D,, : n € w} é uma familia de subconjuntos densos de
24 ademais, sendo 2° homeomorfo a 24, temos que D é uma familia de subconjuntos
densos de 2°. Para terminarmos a prova, fixe um conjunto finito F,, € D,,. Tomamos
h € “w pondo h(n) = max{i : d? € K,,} + 1, sendo A uma familia cofinal em (“w, <),
com |A| =0, existe f € A tal que F,, C{d" :i < f(n)} paratodon € wei < f(m),

o que mostra que t(f) = 0 para todo t € F := |, . F,. Dessa forma, F nao é denso

new
em 24, pois o aberto [{(f,1)}] testemunha isso. Deduzimos que a familia {D, : n € w}

testemunha que o espago D nao é M-separavel, como desejado. [ |

Corolério 3.42. ? = min{mw(X) : X € enumerdvel e X nao éM-separdvel}.
|

Com argumentos vistos anteriormente, também podemos demonstrar facilmente

a validade das igualdades abaixo:

0 = min{k : 2", existe X € [2"]*, X ndo é M-separavel}

0 = min{k : 2", existe X € [2"]“, X é denso que nao é M-separdvel}

3.5.1 Jogos Conjuntisticos

Para essa segdo, iremos estudar dois jogos: Gz(k) e G4(k), onde k é um cardi-
nal infinito nao-enumeréavel. Os jogos que serao estudados nos dao caracterizacoes dos
invariantes cardinais: cov(M) e add(M). No que segue, o simbolo ¢ denotard, como
na segao [L.5] uma estratégia arbitrdaria do jogador UM. Na secao [1.5, vimos que se UM
joga, segundo uma estratégia arbitraria ¢, o jogo G1(A, B), entdo sabemos que existem

conceitos que estarao ligados a estratégia ¢, por exemplo: arvore correspondente a ¢ e
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sequéncia vencedora de lances (ou sequéncia que derrota ). Tais conceitos podem ser
facilmente traduzidos e moldados de acordo com os jogos e objetos envolvidos no contexto
dessa subsecao.

A referéncia adotada para essa subsecao é [Scheep2].

Definigao 3.43. Seja k um cardinal infinito. Definimos o jogo G2(k) da seguinte maneira:
O jogador UM na n-ésima rodada joga uma familia U, := {U™ : n < w} C P(k) que
decompoe k, i.e, JU,, = K, e DOIS responde escolhendo U™ € U,,. DOIS vence o jogo
se k =|J{U™ : m € w}. Caso contrério, UM ganha.

Abaixo, definimos uma estratégia para UM, referente ao jogo Ga(k):

Defini¢ao 3.44. Uma estratégia para UM no jogo Gs(k) é uma fungao:

@ :“P(k) = {Ac[Pr): UA =Kk}

O seguinte fato serd ttil na demonstracao do Teorema na implicagao: (i) =

(4).

Fato 3.45. Dados um conjunto F' C “w fechado de interior vazio e [s| um aberto bdsico

de “w, entao existe um aberto bdsico que contido em [s] que € disjunto de F.
Demonstragao:

Seja F' um subconjunto de “w cujo interior é vazio, entao existe ¢t € [s] tal que
t ¢ F. Como “w \ F é um conjunto aberto, t € [¢] C “w para algum ¢ € ““w. Sendo
[s]N[g] um conjunto aberto, entao podemos tomar um aberto [w] tal que ¢t € [w] C [¢]N[s].

Claramente, o aberto [w] testemunha o desejado. |

Para os Teoremas e |3.52| faremos uso da seguinte notacao:

Us) = (Us(0), Us(0)s(1)» -+ Us(0)s(1)...s(n—1))»

onde Uy, C K, para s € ““w.
Teorema 3.46. Fizado um cardinal Kk, as sequintes sao equivalentes:
(i) Kk < cov(M).

(i) UM nao tem a estratégia vencedora em Ga(k);
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Demonstracgao:

(1) = (i7): Sejam s € <“w e uma estratégia ¢ para o jogador UM. Entao os
lances de UM ficam definidos como:
Uy = K;
©(Upg) == {Usm : m € w}.

Queremos demonstrar que se k < cov(M), entdo existe uma sequéncia g € “w
que derrota a estratégia ¢, ou seja, se o jogador DOIS responde o i-ésimo lance com o

subconjunto Uy, entdo DOILS vencera o jogo Go(k). Comegamos fixando a < k, defina

Go:={he“w:a¢ U Ugpit1}-
S
Afirmagao: D, :=“w\ G, é um aberto denso.
De fato, fixado h € D,, existe i € w tal que o € Upy,,,. Logo, [h [i11] é uma vizi-
nhanca basica de h e, obrigatoriamente, qualquer funcao f que estenda h [;;; testemunha
que a € Uy, ,, portanto, [h [41] € Da, ie., D, é aberto. Falta mostrarmos que D, é

denso em “w, i.e., qualquer aberto bdasico possui interseccao nao vazia com D,. Para isso
) 7 3 Y

tome um aberto bésico [s], onde dom(s) = n. Dividimos em dois casos:

(a) Note que se caso a € U Uls;

0<i<n

.+1], entao existe j € dom(s) onde a € Uly,). Logo,

[s] < [s 1] € Da.

(b) Se a ¢ U Ulstiia]s Pela estratégia de UM existe um mg € w tal que a € Ugpy,
0<i<n
disso podemos concluir que qualquer extensao h de s"mg serd um extensao de s

e, mais ainda, o € Uy, para todo k € w, ou seja, [s-m| C [s] N D, ¢é nao vazio.

Deduzimos que D, é um conjunto denso em “w.

Agora, sendo {G,, : @ < £} uma familia de conjuntos fechados-raros e cov(M) >
k, entao existe g € “w tal que g € D,, para todo o < k. Logo, existe i, € w tal que

a € Uy e, portanto, o € Uy, para todo m > i,. Disso, decorre que x = Ug

iq+1 m<w m)

ou seja, DOIS vence o jogo Ga(k).

(73) = (i): Sendo k um cardinal e assuma que UM nao tem estratégia vencedora.
Nosso objetivo é mostrar que dada uma familia de conjuntos fechados-raros ela nao cobre
“w. Comecamos pelo seguinte, sendo <“w enumeravel, fixamos uma enumeragao <“w :=

{tn : n € w}. Considere {F, : a < K}, com F, um conjunto fechado-raro. Vamos definir
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uma estratégia ¢ para UM no jogo G5(k), do seguinte modo: como F, é um conjunto
fechado-raro, entao dada s € <“w, pelo fato podemos definir:

U, ={a<k:n=min{j ew: F,N[t;] =0}}

Entao dados sg, S1, ..., Sm € ““w, se DOIS joga (Usy,Usimsyy s Usgmsiss.~sm )

entao UM respondera:

90(<Usoa Usoﬁslu ceey Uso“slﬁszf..“sm» = {USOA81A82A...ASm/—\tk ok € W}-

Como UM nao tem estratégia vencedora, entao existe uma sequéncia:

<Uw07 Uwo’_\w1 PRRRS] Uw0“w1“w2“...“wm 9 >

tal que DOIS vence o jogo Ga(k), i.e., U Uwy—wy—ws..~w, CObre K. Agora basta checarmos

kew
que f := UkEw wg wy wsy ..Twy ¢ F,, para todo a < k. Para um a < k fixado, existe

j € w minimo tal que o € Uygw~wy.~w;- Por definicao, [wg wiws ™. w;] N Fy = e

como f € [wg wi ws ... w;], segue o desejado. Portanto, f ¢ J,., Fa- ]

Segue do teorema anterior que:
cov(M) = min{x : UM tem estratégia vencedora no jogo Ga(x)}.

Observacao 3.47. Veja que na prova de (i) = (i) do Teorema [3.46, quando uma
estratégia ¢ é fixada para o jogador UM, sempre temos definada uma familia de conjuntos

fechados de interior vazio.

Definigao 3.48. Seja k um cardinal infinito. Definimos o jogo G4(k) da seguinte maneira:
o jogador UM na n-ésima rodada joga a familia U,, := {U]" : m < w}, onde U™ C &,
UU, = &, e o jogador DOIS escolhe um elemento U € U,,. DOILS vence o jogo se
existe uma funcao crescente h : w — w tal que para cada a < k,

In(a) € w,¥n > n(a) a € U U™,

J
h(n)<j<h(n+1)

Caso contrario, UM ganha.

As defini¢ao de estratégia para o jogador UM em G4(k) obedece a mesma nogao
da estratégia de UM no jogo Ga(k). J& comentamos isto no inicio dessa subsegao, mas
para fixarmos as ideias: os conceitos relacionados a uma estratégia arbitraria de U M para

0 jogo G4(k), essencialmente, sao os mesmos, com suas devidas adaptagoes.
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Observacao 3.49. Uma estratégia vencedora para UM em Gs(r) é, ela prépria, uma
estratégia vencedora para UM em G4(k). Argumentando por contra-positiva, considere
¢ uma estratégia para UM que nao é vencedora em G4(k), entdo existe uma sequéncia
f € “w que derrota . Sendo <Uﬂ:(n) :m < w) os lances de DOIS que respondem aos
lances de UM, que joga segundo ¢, sabemos que DOIS ganhou G4(k), ou seja, existe

uma funcao crescente h : w — w tal que para cada o < K,

dm(a) € w,Vm > m(a) a € U U]f(j).
h(m)<j<h(m+1)

Isso implica que {U,{(”) :n < w} é uma cobertura para k. Logo, se UM joga segundo

" . n < w} cobre K, entdo

uma estratégia ¢ que nao é vencedora, concluimos que {Uﬂ: (
DOIS vence o jogo Gy(k). Diante disso, ¢ acaba sendo derrotada por f € “w no jogo
Go(k), entao ¢ nao é uma estratégia vencedora para UM no jogo Ga(k).

Iremos apresentar uma caracterizagao do invariante cardinal cov(M) envolvendo

0 jogo G4(k). Mas antes, daremos uma definigdo importante para o nosso objetivo:

Definicao 3.50. Dada uma fungao f € “w definimos a fungao my € “w pondo ms(n) :=
max{f(j) : j < n}.

Observacao 3.51. E claro que my ¢ mondtona nao-decrescente, e sendo g uma funcao
de “w tal que my <* g, entao f <* g. Esta observacao garante que : Dada uma familia
F C “w de tamanho « se pudermos construir a familia 7* := {m; : f € F} de tamanho
k e mostrarmos que JF* é limitada, entao a familia F sera limitada com mesmo limitante

superior.
Teorema 3.52. Fizado um cardinal Kk, as sequintes sao equivalentes:

(i) UM ndo tem a estratégia vencedora em Gy4(K);

(11) k < min{b, cov(M)}.
Demonstragao:

(1) = (4i): Temos que mostrar que k < b e k < cov(M). Primeiro mostraremos
que kK < b, para isso basta mostrarmos que a dada uma familia de fungoes de “w de
tamanho x existe f € “w que testemunha que ela é limitada. Desse modo, dada uma
familia {f, : @ < Kk} C “w e pela observagao consecutiva a Definigdo , sem perda de
generalidade, podemos supor que cada f, é mondétona nao-decrescente. Considere uma
partigdo de xk dada por {U" : n,m < w}, onde U := {a < Kk : fo(n) =m}. Seja ¢ uma
estratégia de UM dada por:

o Pr) = {A e [P)]™: | JA=r}
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que serd constante para sequéncias de <“P(k) que possuem o mesmo comprimento. Como
U M nio possui estratégia vencedora, existe uma sequéncia de lances (U™, U™, ..., Ukn )

que derrota ¢, ou seja, por definicao, existe h € “w tal que para cada a < k, existe

a € U Ufj

h(n)<j<h(n+1)

n(a) € w onde

para todo n > n(a).

Definimos a funcao f € “w pondo f(0) := my e f(n) = max{m; : h(n) <
j < h(n+1)}. Para a < k fixado, temos que existe n(«). Temos de checar que
{t: f(t) < fa(t)} ¢ finito. Para isso, fixado t > n(a) temos que @ € Uy y<jenpr Ufj.
Portanto, existe [ € [h(t), h(t+1)) onde o € U/*. Segue por definicao de U/" que f. (1) = k
e diante disso, decorre que f,(I) = ki < f(t). Sendo t < h(t) e h(t) <, entao t < L.
Como a fungao f, é mondtona, deduzimos que f,(t) < fo(l), e sendo f,(I) = k; < f(t)
concluimos que f,(t) < f(¢). Como t > n(«) é dado, entdo {t : f(t) < fa(t)} ¢ finito,
ou seja, f, <* f, para a < k. Da observagao [3.49 segue x < cov(M) e, portanto,
x < min{b, cov(M)}.

(17) = (1): Seja k < min{b, cov(M)}. Considere ¢ uma estratégia para UM e

s € ¥w. Se UM joga segundo sua estratégia, temos definido:
@(()) == {Um) : m € w}

©(Ug) == {Usm : m € w}
Para provarmos (i), Precisamos exibir os seguintes objetos:
(a) A sequéncia g € “w que derrota ;

(b) A sequéncia h € “w estritamente crescente tal que DOIS vence o jogo G4(k), i.e.,

para uma quantidade infinita de naturais, vale

Q€ U U9[j+1

h(n)<j<h(n+1)

Na pratica sabemos que as tnicas estratégias de interesse para UM sao tais que
as respostas para UM sao tais que as respostas para cada a nao sao limitadas em indices,

isso motiva a defini¢ao para seguinte fungao: Dado o < &

9a(0) := min{m : & € Uiy };
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Ja(n+1) :=min{k > go(n) : [Vi,j < go(n)][Vp € " (j +1)Im € wcomg,(n) <m <
El(a € Upm)}-

Pela Observacao [3.47| sempre temos uma familia de conjuntos fechados de interior vazio
dada por um estratégia de UM. Assim, fica bem definida a funcao g,, para cada a < k.

Como k < b, entao a familia {g, : @ < b} é ilimitada, isto é, fixado a < k existe
N() € w tal que para todo n > n(,), vale go(n) < f(n).Denote X := [, ..[0, f(0)], onde
[0, f(n)] é um conjunto com a topologia discreta. Dado a < k, defina G? := {g € X :
(Vn = no)(a & Ugy,.y)}-

Vamos provar que G2 é um conjunto fechado e raro. Para isso, basta checar que
DI .= X \ G é aberto-denso:

Aberto: Para isso fixe ¢ € D" e k > n,. Tome [g [r.1] vizinhanca aberta de g e,
claramente, qualquer h € [g [p41] cumpre com h [p11= g [k41. Portanto, a € Upy,,,-

Desse modo, [g [r+1] € D&, ou seja , DI é aberto.

Denso: Fixado @ < k e dado um aberto bdsico [t], queremos mostrar que sua inter-
secgao com D, € nao vazia, i.e., que existe h € “w que estende t e a € Uy, ,, para todo
n > ne. Sejam dom(t) = j e n, definido acima, tome [ > max{j,n(a)} e, como g, é estri-
tamente crescente, segue que | < go. Fazendo p :=t7g [[j41,), temos que p € IO +1g(1) 4 1.
Por defini¢ao da g,, existe m € w tal que o € Up~y,. Logo, dada f € “w que estenda
p m também estenderd ¢, mais ainda, o € Uy, ,, para todo k& > n(a). O que acabamos
de mostrar é que dado um aberto [t] sua intersec¢ao com D! é sempre diferente do vazio,
portanto, segue que D! é denso.

Entao mostramos acima, que para cada o < K, o conjunto D é aberto-denso e

isso implica que G% é um conjunto fechado-raro. Sendo k < cov(M), existe g € X'\ U G

a<k
e fixado «, o conjunto {j € w : o € Uyj41} € infinito. Assim podemos definir

ho(0) ;== min{k <w: (35 < k)(a € Uyrj+1) }
ha(n1y = min{k > ha(n) : (35 € [ha(n), k) € Uy, )}

Novamente, como a familia das fungoes h, tem tamanho x < b, entao existe
r € “Yw que testemunha h, <* r, para todo a < k. Claramente, podemos assumir que
r(0) > 0. Precisamos construir a fun¢ao h descrita no comego da demonstragao, vamos

defini-la do seguinte modo

h(n) =r>"(0)

ou seja, definimos h pondo h(n) como a 2""!-ésima iterada de r no ponto 0. Agora, basta

checar que dado o < k, ele pertence a infinitos conjuntos da forma _J h(n)<j<h(n+1) Ugi\r,0u

J+10
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seja, essencialmente, temos que demonstrar que existem infinitos intervalos [h(n), h(n+1)).
Entao comegamos fixando o e um natural M tal que h(n) < r(n), para todon > M (lembre
que a familia das f, é limitada por r). Como h é estritamente crescente, tome k >
3 tal que M < h(k) + 1. Sendo h, estritamente crescente, vale h(k) < ho(k + 1) e
por outro lado, ho(h(k) + 1) < r(h(k) + 1). Deduzimos disso, que h(k) < ho(h(k)) <
ho(h(k) + 1) < h(k + 1), ou seja, [h(k),h(k + 1)), com k > M, sempre contém um
intervalo da forma [h,(h(k)), ha(Rh(k) + 1)). Segue por definicao de ho(h(k) + 1) que
existe j € [ha(h(k)), ha(h(k) + 1)) tal que a € Uyy,, disso segue o resultado. [

Segue do teorema anterior que

add(M) = min{x : UM tem estratégia vencedora no jogo G4(k)}.

Observe que ja mostramos neste trabalho que add(M) = min{b, cov(M)}, assim

com uma variacao de argumentos, prova-se:

Teorema 3.53. add(M) = min{|X| : X C “w e ndo existe f,g € “w tal que f €

estritamente crescente e para todo x € X e para todo n, exceto uma quantidade finita de

n, existe j € [f(n), f(n+ 1)) tal que z(5) = g(j)}-
|

A seguinte propriedade serd dada com objetivo de relaciona-ld ao teorema que
acabamos de demonstrar. Tal propriedade fornece uma prova alternativa da versao dada
por Miller em [M89] para a igualdade: add(M) = min{b, cov(M)}.

A(k): Dada uma sequéncia (U, : n € w) de parti¢oes de um dado conjunto X de
cardinalidade &, tal que U,, := {U}* : m € w}, existem f € “w estritamente crescente e

(U :n € w) tal que o conjunto
A, =Ricw:z ¢ U U
F@<i<f(i+1)

é finito, para todo x € X.

No artigo [Scheep2] é provado que:
Proposicao 3.54. Dado um cardinal k infinito as sequintes assercoes sao equivalentes:

(i) UM nao tem estratégia vencedora em G4(k).
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(17) Vale A(k).

[
Do Teorema [3.52] vimos que x < add(M) se, e somente se, UM nao tem es-

tratégia vencedora em G4(x). Juntando isso a proposigao anterior, podemos deduzir que:

Teorema 3.55. add(M) = min{x : A(x) falha}.

O teorema que acabamos de enunciar, serd utilizado na préxima subsecao.

3.5.2 A versao em Separabilidade da Propriedade de
Gerlits-Nagy

Para o que segue, os espacos adotados nessa secao satisfazem T5+77. Lembramos
que uma particao de um conjunto X é uma familia de subconjuntos de X dois-a-dois
disjuntos cuja uniao é X.

Um espago topoldgico X tem a propriedade de Gerlits-Nagy se dada uma sequéncia
(U, : n € w) de coberturas abertas de X existe uma particao {X,, : n € w} de X tal que
para cada n,m € w existem k,j tal que m < k < j e existem U; € U;, k <1 < 7, onde
X CWHU;: - k<0< j}.

O préximo teorema é demonstrado em [NSW], e faz uma relagao com a proprie-
dade de Gerlits-Nagy.
Teorema 3.56. As sequintes sao equivalentes:
(1) X tem a Propriedade de Gerlits-Nagy.

(17) Dada uma sequéncia (U, : n € w) de coberturas abertas de X, existe uma sequéncia
{my, : n € w} e uma funcio f € “w estritamente crescente, tal que dado x € X,

para algum n(zx) € w, temos

S U U

F@O)<n<f(i+1)

para todo i > n(zx).

(i1i) X tem a propriedade de Rothberger e Hurewicﬂ.

Definicao 3.57. Seja D um subconjunto denso de X:

13 Ambas sao definidas no apéndice B.
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(1) Diz-se que D é grupdvel se existe uma familia {4, : n € w} de subconjuntos nao-
vazios e finitos de X que particionam D, com a propriedade que dado U aberto de

X existe ng € w tal que para todo n > ng, U N A,, # 0.

(i) Dizemos que X é w-resoluvel se pode ser particionado em Ry subconjuntos densos

dois-a-dois disjuntos.

A préxima definicdo que daremos, segue o padrao do que fizemos no Capitulo 1.
Pois bem, dado um espago topolégico X, definimos o principio de selecao S1(Dx, DY)
como sendo a afirmacao que: A cada sequéncia (D,, : n € w) de subconjuntos densos de
X eziste d,, € D,, tal que {d, : n € w} € denso grupdvel.

A seguinte conceito foi introduzido em [DKL]:
Definicao 3.58. Um espago X ¢é dito G N-separdvel se satistaz S;(Dx, DY).

O Teorema [3.560] motiva a pergunta:

Sob quais hipoteses a propriedade de G N -separabilidade equivale a R-separabilidade mais

H -separabilidade?

Para o restante dessa subsecao, trataremos de seguir a linha de estudo para
obtermos a resposta da pergunta acima. Primeiramente, comecamos evidenciando ao
leitor que um denso D-grupavel é obrigatoriamente w-resolivel. De fato, seja X um
espaco topdlogico e D um denso grupavel de X. Entao, por defini¢ao, existe uma familia
{A, : n € w} que é particao de D. Considere uma partigdo de w em infinitos conjuntos
infinitos, digamos {C}, : n € w}. Sendo D um denso grupével, fixado um aberto U de X,
para algum ng € w, UN A,, # ), para todo n > ng. Agora, defina D,, :=J{4, :n € C,},
como para todo n € w o conjunto C,, é ilimitado, logo D,, é denso em X. Desse modo,
concluimos que a familia {D,, :€ w}, cujos elementos sao dois-a-dois disjuntos, particiona

D em w subconjuntos densos, logo {D,, : n € w} testemunha que D é w-resoluvel.

Observagao 3.59. Sejam D e D’ dois conjuntos densos, distintos e enumeraveis de X,
D' C D, onde D' é denso grupavel, com isso podemos afirmar que D também é denso
grupavel. De fato, sendo D’ um denso grupdavel, existe uma partigao {A, : n € w} de D',
com A, finito e nao vazio, tal que o conjunto {4, : UN A, = 0} é finito. Analisamos dois
casos:

(1) Se D\ D' for finito, entdo {A, : n € w} U{D \ D'} é claramente uma partigdo que
atende a definicao para D ser grupavel, pois qualquer aberto U de X intersecta D, por

conta de sua densidade, e também sera disjunto de uma quantidade finita de elementos
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de {4, :n € w}U{D\ D'}, pois U é disjunto de um niimero finito de elementos de
{4, :new}.

(17) Se D\ D’ for infinito e enumerédvel, tome uma enumeracao de D\ D' = {d,, : n € w}
e considere a familia {4, U {d,} : n € w}, também é evidente que tal familia parti-

ciona D e cada aberto U de X é disjunto de uma quantidade finita de elementos de
{A,U{d,} :n € w}.

Vamos apresentar a demonstracao da seguinte proposigao:

Proposicao 3.60. As sequintes sao equivalentes:
(1) X € GN-separdvel.

(i1) X € R-separdvel e todo subespago denso enumerdvel de X contém um denso grupdvel.

Demonstragao:

(1) = (21): Suponha que X seja GN-separavel. Seja D um conjunto denso em
X, tal que D é enumeravel. Como X é GGN-separavel, tome D,, := D, para todo n € w.
Portanto, existe {p, : n € w} denso grupavel em X, onde p,, € D,, = D.

(17) = (4): Suponha que X seja R-separavel. Entao dada uma familia de densos
de X, digamos {D,, : n € w}, existe p, € D,, tal que {p, : n € w} é denso em X. Por
hipdtese, temos que D' C {p,, : n € w} é um denso grupavel. Pela Observac¢ao [3.59] temos
que {p, : n € w} é denso grupavel

[

Fato 3.61. Se X é H-separavel, entao todo subespaco denso de X que seja w-resoluvel é

um denso grupdvel.
Demonstragao:

Tome D um subconjunto denso e enumerédvel de X que é w-resolivel. Seja {A,, :
n € w} a familia de densos dois-a-dois disjuntos que particiona D. Usando a hipdtese
que X é H-separavel, existe finito F,, C A, tal que dado U aberto em X, existe ng € w,
satisfazendo F,, NU # (), para todo n > ng. Entao a familia {F,, : n € w} é uma parti¢ao

de U, e, Fr que testemunha que J, ., £ € D é um denso grupavel de D.

new
[ |
Uma consequéncia que decorre da Proposi¢ao e do Fato [3.61] é provada

abaixo:
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Corolario 3.62. Seja X um espaco R-separdvel e H-separdvel. Se todo subespaco denso

enumerdvel de X € w-resoluvel, entao X € GN -separdvel.
Demonstragao:

Sabemos da Proposigao que se X é um espaco R-separavel e todo denso
enumeravel contém um denso grupavel, entao X é G N-separavel. Para concluirmos o
corolario, basta ver que o Fato[3.61|implica que todo denso enumeravel contém um denso

grupavel. Entao, segue a conclusao desejada.
|

Teorema 3.63. Se X ¢é um espaco enumerdvel Ty e sem pontos isolados e Tw(X) <
add(M), entao X € w-resolivel.

Demonstragao:

Fixamos uma 7-base V de tamanho mw(X) = |V| e uma enumeragao de X dada
por {z, : n € w}. Para cada n € w, ponha U, := {V" : n < m < w} tal que
Vim={VeV:x,eVex; ¢V paran <j<m} (note que V" pode ser vazio).

Afirmagao.1: U, é uma particao de V.

Note que os elementos de U,, sao dois-a-dois disjuntos. Isso pode ser visto quando fixamos
VEk Vi e U, supondo k < ¢, nenhum elemento de V¢ contém xy, pois para n < j < g,
temos que x; ¢ V € V4. Mais ainda, por defini¢do dos elementos V)", temos que U,, cobre

V. Assim, justificamos tal afirmacao.

Para demonstrarmos que X ¢é w- resolivel, a ideia consiste na construgao de uma
sequéncia (Dy : k € w) de conjuntos densos de X a partir de U,,, que ird testemunhar a
tese. Pois bem, comegamos com seguinte: como |V| < add(M), segue do teorema [3.55
existem f € “w estritamente crescente e uma sequéncia (k; : j € w), tal que {ij(j Ve w}

satisfaz A(k), isto é, V € V, existe n,, € w tal que para todo ¢ > n,,, vale que

ve | v
FE)<G<f(i+1)

Defina M; := {k; : f(i) < j < f(i +1)}. Entao o conjunto M, é obviamente
finito, e qualquer m € w pertence a um numero finito de conjuntos M;, pois f é estri-
tamente crescente, logo f(i) < j, para um numero finito de valores i. Sendo cada M,
finito, podemos construir uma sequéncia estritamente crescente (i; : j € w) tal que M;;

sdo dois-a-dois disjuntod| Ponha J := {i; : j € w}, tomando uma particao {J : k € w}

14Tal construcdo é justificada pela Proposicao
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de J, onde cada Jj ¢ infinito. Dai, tome T; := (J{M;; : i; € Ji} e Dy := {z, : n € T}}.

Afirmagao.2: {D; : | € w} é uma familia de conjuntos densos disjuntos de X teste-

munha de que X é w-resolivel.

Primeiramente, vamos checar que D; é um conjunto denso em X. Para isso, ¢é
suficiente mostrar que D; intersecta qualquer elemento de V. Fixado V € V, vale que
V e Uf(i)§j<f(i+1) ijj para todo @ > n,. Entao, existe i; € J; tal que, para algum
s € [f(i;), f(i; + 1)) , temos V € VF. Logo, ks € M;; e disso segue que ks € T;. Por
outro lado, pela definicdo de V¥ o elemento z, pertence ao conjunto V. Sendo assim,
Ty, estd na interseccao de V' e X;. Como V' ¢é arbitrario, entao X; é denso.

Sendo J particionado pelos conjuntos J/s, deduzimos que a familia {D; : | € w}
tem seus elementos dois-a-dois disjuntos. Diante do que foi demonstrado, a familia {D; :

[ € w} testemunha, que de fato, X é w-resoluvel.
[ |

Observacao 3.64. Se X contém um denso w-resoluvel, entao X é w-resoluvel. Com
efeito, seja D um subconjunto denso de X que é w-resoluvel, entao, por definicao, existe
uma familia {D,, : n € w} uma parti¢do de D, onde cada D,, é denso em D. Suponha que

Unew Dn nao é X, assim podemos definir
E() =X \ DU D()

E, = D,,¥n > 1

Como D, também ¢é denso em X, segue a observacao, i.e., a familia de densos

{E, : n € w} particiona X e testemunha que X ¢é w-resolivel.

Corolario 3.65. Seja X um espaco sem pontos isolados e com todo subespaco denso de

X separdvel. Se mw(X) < add(M), entdo X € w-resolivel.
Demonstragao:

Seja D um subespago denso e enumeravel de X. Como 7mw(X) < add(M), entao
Tw(D) < add(M)[F] logo pelo teorema o subespago D é w-resolivel contido em X.
Logo, pela observacao anterior, segue o desejado.

15 imediato verificar que se D é um denso em X, entdao mw(D) < mw(X).
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Teorema 3.66. Se X nao tem pontos isolados e todo subconjunto denso de X € separdvel
e mw(X) < add(M), entio X é GN-separdvel.

Demonstragao:

Ja é conhecido que add(M) = min{b,cov(M)}. Entao segue da hipétese que

Tw(X) < berw(X) < cov(M). Pelo Teorema[3.28|temos garantido que X é R-separével,

e também, pelo Teoremal3.33], temos garantido que X é H-separdvel. Em vista do corolério
anterior, X é w-resoluvel. Assim, do Corolario deduzimos que X é G N-separavel.

[ |



Apeéendice A

Dualidade de Erdos-Sierpinski

Destacamos que os resultados deste apéndice sao classicos, e , na maioria dos
livros, sdo apresentados como consequéncia de CH (veja, por exemplo, [Oxt80]), mas
aqui apresentaremos uma demonstracao com uma hipotese consistentemente mais fraca
que CH.

Relembramos o comentario feito logo apés o fato se existe uma base de
um ideal Z de tamanho A\ = add(Z), entao necessariamente add(Z) = cof(Z) (ou seja, as

condigoes para o seguinte fato sdo exatamente as esperadas no contexto).

Fato A.1. Seja Z um ideal sobre um conjunto X e A = add(Z) = cof(Z). Suponha
que a familia B = {Be : £ < A} seja uma base do ideal Z. Afirmamos, sem perda de
generalidade, que podemos assumir que B¢ C Be, para todo ¢ < § < A.

Demonstragao:

De fato, tome Bé = U B¢ e vejamos que {Bg € <A} ébasedeZ. DadoY € T
(<¢
como {B; : £ < A} é base do ideal Z, existe B, 2 Y. Logo, Y C B, := U B¢ e como
(<a
a < X = add(Z), segue que B,, € Z. Desse modo, {Bé : & < A} é uma base de Z, como o

desejado. [ |
Relembramos as proposigoes:
Proposi¢adl.52|Se A é um subconjunto de R que tem medida nula, entao existe N nulo
com |[N\ A| =c.
Proposi¢adl.53|Se A ¢ um subconjunto magro de R, entdo existe M magro com |[M\A| =
c.
O fato e as proposicoes apresentadas acima, serao uteis para a demonstracao do

préximo teorema.

Teorema A.2 (Erdés-Sierpinski). Se add(L) = cof (L), existe uma bije¢io g : R — R
tal que

136



137

gA)e L& Ae M
gA)e M Ae L.

Demonstragao:

Assumindo add(£) = cof(£) = A. Convidamos o leitor a ver o diagrama de
Cichén na introdugao da dissertacao. Se add(L) = cof(L), vale add(M) = cof(M) =
add(L) = cof(L).

Considere A := {A, : @ < A} base de L e B:={B, : a < A} base de M. Iremos
construir por recursao transfinita as bases {C, : @« < A} e {D, : @ < A\} de L e M,
respectivamente, que servirao de suporte na construcao da funcao g.

Defina Ay := Cy. Pela proposicao [1.52] existe Ny € L disjunto de Ay, com
|No| = ¢. Assim, definimos o conjunto C := AgU Ny. Note que C; U A; é um conjunto de
medida nula. Novamente, pela proposicao [1.52] existe N; € L disjunto de C; U A; com

|N1| = ¢. Procedendo indutivamente,

Oa+1 = U A< U Na

(La

onde N, é um conjunto de medida nula com |N,| = ¢. Note que U A; é um conjunto
(Za
nulo, haja vista que o < add(L). Assim, fica bem definido C,1. Os passos limites sao

construidos da maneira esperada, i.e., unindo todos os anteriores. Entao temos construido
a base {C, : a < A} de L satisfazendo:
(1)Cat1 2 Co U Ag;
(10)|Cas1 \ Cal = ¢
(#71)Cx := U Ce se A ¢ ordinal limite.
De maneira andloga, e utilizando construimos a base {D, : a < A} de M:
(iv)Day1 2 Do U By
(V)[Dat1 \ Da| = ¢
(vi) Dy 1= gy Dg se A é ordinal limite.

Pelo Teorema 2.7 existem A € £, B € M tal que R = AU B, onde AN B = .
Sem perda de generalidade, podemos assumir que A := Cy e B := Dy, assim CoU Dy = R.
Fixe a < A. Vimos que |Cpi1 \ Co| = |Day1 \ Da| = ¢, ent@o podemos afirmar que existe
fa i Coz1 \ Co = Duy1 \ Dy que é bijetora e com isso f, ! : Dori \ Do — Cot1 \ Ca
também fica definida. Note que f := U fo € uma bijecao, com dom(f) =R\ Cyo=Dye

a<k

Afirmagao: A func¢ao procurada é g : R — R dada por



138

falx), sexe€Cuii\Cy
f;l(:v), se z € Dyyq \ Da.

g(z) ==

com Coi1\Cy € L e Doyr \ Do € M. Note que g assim definida é g := fU f~1, por essa

1

razao, g ¢ uma involucao de R em R, i.e., g7 = ¢g. Exatamente por isso para concluirmos

o teorema basta mostrar que

SeA eM=g(A)eL
SeA e L= g(A)eM

Vamos checar a primeira implicagao, sendo que os argumentos para a segunda

implicacao sao inteiramente analogos. Observe que Cy = U Doy \ Dy Seja A um

a<k

conjunto magro de R. Como Cj e Dy particionam a reta, temos que A = (ANDy)U(ANCYH).
Por definicao, f[AN Dy] é um subconjunto de C, e logo é nulo. Agora, como ANCjy é um
conjunto magro, entao existe 5 < k, tal que ANCy C Dg;. Portanto, fﬁl[AﬂC'O] C Cgy1.
Desse argumento, decorre que g[A] é um conjunto nulo. O argumento para a segunda

implicagao, note que Dy = U Cat1 \ Cq e assumindo A um conjunto nulo, e o restante

a<kK
do argumento é analogo. |

O teorema anterior segue de add(L) = cof(£). Em particular, MA + -CH
também implica a existéncia de tal bijecao no teorema anterior. O teorema de FErdos-
Sierpinski é mais um exemplo de resultado valido tanto em modelos de CH como em
modelos de MA + —-CH.



Apeéendice B

Combinatoria das coberturas

abertas.

Nossas referéncias principais para esse apéndice sao : [Bul; [FMS8§] e [JMSS96].
No artigo [Ro38] Rothberger introduziu a nogao:

Um espago topologico X tem a Propriedade de Rothberger se: Dada uma sequéncia de
coberturas abertas de X {U, : n € w} de coberturas abertas de X, podemos escolher para

cadan € w, U, € U,, tal que {U, : n € w} € cobertura aberta de X.
No artigo [Me24] Menger introduz a propriedade:

Um espaco X tem a propriedade de Menger se: Dada uma sequéncia (Up,) de co-

ncw
berturas abertas, para todo n € w, podemos escolher F,, C U,, com F, finito, de tal modo

que a familia \|J{F, : n € w} € uma cobertura de X['|

Note que um espago com propriedade de Rothberger, também tem a propriedade
de Menger.

A préxima propriedade foi introduzida por Hurewicz (1927):

Dado um espago X ele tem a propriedade de Hurewicz se dada uma sequéncia {U,, :
n € w} de coberturas abertas de X existe {F, :n € w} com F, CU, e |F,| <w, tal que
X =UpNhsr UFn, ice., dado x € X o conjunto {n € w:a & |JF,} € finito (dito de

No artigo [ATI0] o autor prova que um espago com a propriedade de Menger é D-espaco. Como
espacos de Menger sdo, claramente, Lindelof, o resultado de Aurichi é reconhecido como uma importante
resposta parcial da pergunta feita em [vDP79] a qual comentamos na segéo (“Lindeldf regular, implica
D-espago?”)
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outra forma: para todo x € X existe no(x) € w tal que para todo n > ny(x), x € | F).

Nao ¢ dificil ver que se um espaco tem a propriedade de Hurewicz, entao possui
a propriedade de Menger. Também observamos que um espago o-compacto possui as
propriedades de Menger e HurewiczE] Para o préoximo resultado, vale lembrar que uma
funcdo g € “w adivinha (guess) uma familia de fun¢oes F de elementos de “w se para
todo f em F, f(n) = g(n) para uma quantidade infinita de n € w. Também destacamos
que se |F| < cov(M), entao existe g que adivinha F, e que “w é um espago homeomorfo

ao conjunto dos irracionais.

Teorema B.1. Dado um espago topoldgico X, com w(X) = Ry e | X]| < cov(M), entdo
X tem a propriedade de Rothberger.

Demonstragao:

Como X tem base B enumeravel, entao X é um espaco de Lindelof. Assim, sem
perda de generalidade, cada cobertura aberta de X pode ser suposta enumeravel. Tome
uma familia de coberturas abertas de X dada por {U,, : n € w}, ondeU,, := {U" : m € w},
para todo n € w. Agora, fixados n € w e z € X, sendo U, cobertura aberta de X,
existe m € w tal que U]" € U, e x € U]'. Disso podemos definir f, € “w pondo

fe(n) = min{k : x € U*}.

Denote F := {f, € “w: x € X}. Como |X]| ¢ estritamente menor que cov(M),
entdo |F| < cov(M). Portanto, existe ¢ € “w que adivinha F, i.e., o conjunto {I €
w : f,(1) = g(1)} é infinito, para todo z € X. Podemos deduzir que {US™ : n € w}
é uma cobertura aberta de X, pois para r € X fixado, temos da definicao de f,, que
z € U™ = Uf™ para algum n € w. Decorre entdo que X tem a propriedade de
Rothberger. [ |

Observacao B.2. Dada uma familia 7 C “w que é nao é adivinhada, sempre é possivel
construir uma familia F* C “w com mesma cardinalidade de F que também nao ¢é adi-
vinhada e que é fechada para modificagoes finitas. De fato: dada f € w, para cada
A € [w]=, defina fa := [, 4a{f(n)} X 4w a familia das modificacoes finitas de f obtidas
mudando os valores em A. Obviamente, o tamanho de f, é infinito enumeravel. Defi-

nindo f, := U fa, temos que f, é o conjunto de todas as modificagoes finitas de f.
A€[w]<w
Entao a familia que buscamos pode ser tomada como F* = U fo. Note que F C F* e,
fer

2Em geral um espaco com a propriedade de Hurewicz ndo é o-compacto, vide [JMSS96].
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mais ainda, temos que |F*| = |F| e como F nao é adivinhada, entdao F* também nao é

adivinhada.

Teorema B.3. Existe um subconjunto da reta com cardinalidade cov(M) que nao tem a

propriedade de Rothberger.
Demonstragao:

Considere F C “w uma familia que nao é adivinhada de tamanho |F| = cov(M);
pela observagao [B.2] podemos supor, sem perda de generalidade, que tal familia F C “w
¢ fechada para modificagoes finitas e nao é adivinhada. Definimos U,, := {U}" : m € w}
onde U™ := {f € F: f(n) = m}. E claro que U, cobre F.

Afirmagao: Fixada uma sequéncia (my,)new, a familia {U™" : n € w} nado cobre F.

De fato, dado (my,),e. existe f € FJtal que o conjunto Ay := {n: f(n) = m,} é
finito. Como F ¢é fechada para modificagoes finitas, existe f’ € F tal que o conjunto Ay
é vazio. Portanto, f' ¢ | J{U" : n € w}, e dai segue a nossa afirmacao.

Como “w é homeomorfo ao conjunto dos irracionais, entao existe um subconjunto
de R que nao possui a propriedade de Rothberger e que tem tamanho cov(M), entao segue

o desejado. [ |

Observagao B.4. Sob a luz dos Teoremas e B3] podemos evidenciar que o tltimo

resultado nada mais é do que a prova de que os seguintes cardinais sao iguais:
e )\ := min{|X|: X é espaco topoligico com w(X) =Ry que nao é Rothberger};
e )y :=min{|M|: M é espago métrico com w(M) =R, que ndo é Rothberger};
e )\3:=min{|A|: A C Re A nao é Rothberger}

Dos teoremas anteriores, valem as igualdades:
COV(M) = )\1 == )\2 = )\3

(i) A desigualdade cov(M) < A; é justificada pelo Teorema |B.1}

(ii) As desigualdade A; < Ag e Ay < A3, seguem, respectivamente, do fato que todo
espaco métrico é um espaco topologico e a propriedade de possuir base enumeravel

¢ hereditaria.
(iii) Pelo Teorema vale a desigualdade A3 < cov(M).

Portanto, pela observacao anterior, temos o bem conhecido teorema:

3A existéncia de f é garantida, pois a familia F ndo é adivinhada.
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Teorema B.5. O cardinal cov(M) é o menor tamanho de um subespago da reta que nao
tem a propriedade de Rothberger.
[ |

Agora, iremos dar um tratamento aos espacos de Menger, relacionando-os ao

cardinal 0 de uma maneira analoga a que fizemos para espacos de Rothberger e cardinal

cov(M).

Teorema B.6. Seja X um espago com w(X) = Ny. Se |X| < 0, entdo X satisfaz a
propriedade de Menger.

Demonstracao:

Seja uma familia {U,, : n € w} de coberturas abertas de X. Sendo w(X) = Ry,
entao X é Lindelof. Assim, podemos assumir que as coberturas sao enumeraveis, digamos

U, :={U" :m € w}. Dado x € X, tome a funcao f, € “w definida por
fo(n) := min{k : 2 € U*},

jéd vimos que f, estd bem definida. Como |X| < 0, entdo a familia {f, : z € X} nao é
dominante na pré-ordem (“w, <), i.e., existe g € “w , tal que para todo z € X, g £ f,.
Fixado um = € X arbitrério, existe | € w tal que f,(I) < g(I). Sendo assim, defina o
seguinte conjunto finito:

Fp = {U°, .. .UM},

Claramente, [ J
| € w que depende de z, tal que f.(I) < g(l) e, portanto, x € Ulf”(l) € F;. Entao,

new Fn € uma cobertura aberta de X, pois dado z € X, vimos que existe

deduzimos que todo espago X nas condig¢oes do enunciado é um espago de Menger. W

Teorema B.7. Existe um subconjunto da reta de tamanho 0 que nao satisfaz a proprie-
dade de Menger.

Demonstragao:

Seja F uma familia de “w, que é dominante em (“w, <) com |F| = d. Defina
U, == {U™:m € w}onde U™ := {f € F: f(n) =m}. E claro que U, é uma cobertura
aberta de “w.
Afirmagao: A familia {U, : n € w} definida acima testemunha que F nao tem a propri-
edade de Menger.

De fato, tomando um conjunto F,, C U,, que seja finito, podemos definir

g:iw—w
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n s g(n) :==max{j: U’ € F,}

Como F é dominante, existe f € F tal g(n) < f(n), para todo n € w. Agora, destacamos

o seguinte: Dada uma funcao h € “w e k € w, se h € U,g € Fi, entao

h(k) = j < g(k) < f(k).

Diante do que acabamos de concluir, decorre que f ¢ U U Fn, pois do contrario,

new
terfamos algum k € w tal que f(k) < f(k), o que ¢é claramente um absurdo. Dessa forma,

fica demonstrado que a familia  J{F, : n € w} nao cobre F.
Como “w é homeomorfo ao conjunto dos irracionais, entao existe um subconjunto

de R que tem tamanho 0 e nao satisfaz a propriedade de Menger. [ |

Obviamente, com as devidas modificacoes da Observagao envolvendo os Te-
oremas e [B.7, obtemos conclusdo anédloga para a propriedade de Menger e o cardinal
0:

Teorema B.8 (Miller-Fremlin). O cardinal 0 é o menor tamanho para um espaco

métrico com base enumerdvel que testemunha contra a propriedade de Menger.

Ainda na mesma linha do que fizemos até agora nesse apéndice, vejamos que o
cardinal b é o menor tamanho de um subconjunto da reta que nao possui a propriedade

de Hurewicz.

Teorema B.9. Seja X um espago topoldgico com w(X) = Rg. Se |X| < b, entdo X

satisfaz a propriedade de Hurewicz.
Demonstragao:

Seja {U,, : n € w} uma familia de coberturas abertas de X. Como X tem base
enumeravel, sem perda de generalidade, considere U,, := {U™ : m € w}. Paracadaz € X,
defina f, € “w pondo

fz(n) :=min{m e w: 2 € U"}.

Seja a familia F = {f, : « € X}. Como |X| < b, entdo F é limitada, portanto,
existe g € “w tal que f, <* g, para todo x € X. Definimos a familia de conjuntos finitos

{F, :n € w}, tal que F,, CU,, do seguinte modo:
Fo =0 :m < g(n)}.

Dado z € X, como f, <* g, existe k € w tal que para todo j > k, f.(7) < g(j)-
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Por definicao, para todo j > k teremos x € U]f“:(j) € F;. Logo,  nao pertece a no maximo

uma quantidade finita de conjuntos | J F,,, como queriamos. [ |

Teorema B.10. Eziste um conjunto da reta com tamanho b que nao satisfaz a proprie-

dade de Hurewicz.
Demonstragao:

Seja F C “w uma familia ilimitada em (“w, <*) tal que |F| = b. Vamos definir
a sequéncia de coberturas abertas de F que testemunha que F nao tem a propriedade
de Hurewicz. Pois bem, considere a familia de abertos U, := {U™ : m € w} onde
ur.={feF: f(n)=m}.
Afirmacao: Dada a familia {F, : n € w}, com F, € [U,|<¥. Existe h € F tal que
{i €w:h¢|JF;} ¢ infinito.

Seja g € “w tal que
g(n) :=max{m e w: U € F,}.

Como F ¢ ilimitada, existe h € F tal que A :={j € w: ¢g(j) < h(j)} ¢ infinito. Tomando
j € A, temos que h ¢ |JFj, pois caso contrario, se para algum U" € F; tivéssemos
h € Uj*, entao por definicdo do aberto U™ terfamos h(j) = m < g(j), o que é um

absurdo, pois 7 € A. Sendo A um conjunto infinito, podemos concluir que o conjunto

{new:hgéU]—"n}

¢ infinito, como queriamos demonstrar. |

Também, como no caso de espacos de Rothberger e Menger, a conclusao obtida
na Observacao [B.4] pode ser adaptada para espagos de Hurewicz e cardinal b. Desse

modo, obtemos:

Teorema B.11. O menor tamanho de um subconjunto da reta que ndao tem a propriedade
de Hurewicz € b.

|

Terminamos este apéndice, relacionando as propriedades de Rothberger, Menger

e Hurewicz com a subsecao [I.5] Denotaremos por O a classe de todas as coberturas aber-

tas. Se as familias A e B de conjuntos que descrevem os principios de selegao definidos

na subsecao [1.5] sao dadas por O = A = B, temos o seguinte:
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¢ 51(0,0): Dada uma sequéncia (U, : n € w) de elementos de O, existe uma sequéncia

(U, : n € w) tal que U, € U,, para cadan € w, e {U, : n € w} € O.

© S;in(0,0): Para toda sequéncia (U, : n € w) de elementos de O, podemos escolher
V,, C U, finito, para todo n € w, a fim de que a familia (J{V,, : n € w} pertenca a O.

Seja X um espago topoldgico. Considerando Ox uma familia de coberturas aber-
tas do espaco X ¢ facil ver que os principios S1(Ox, Ox) e Sgin(Ox, Ox) definem, respec-
tivamente, a propriedade de Rothberger e Menger. Para expressarmos a propriedade de
Hurewicz via um principio de selecao, difiniremos a nogao de I'-cobertura. Uma cobertura
U de X é dita ser uma I'-cobertura, se para cada z € X o conjunto {U e U : x ¢ U} é
finito.

Denotaremos por I'x a familia das I'-coberturas de X. De acordo com a defini¢ao
que acabamos de dar, o principio Uy;,(Ox,I'x) definido na equivale ao espago X ter

a propriedade de Hurewicz:

e Usin(O,IN): Dada uma sequéncia (U, : n € w) de elementos de O, podemos selecio-
nar, para cada n € w, um conjunto finito V,, C U, tal que {{JV,, : n € w} é um elemento
de T'.

Dados os principios de sele¢ao acima, ficam definidas as classe: S1(O, O), Sfin(O, O)
e Usin(O,T') dos espacos de Rothberger, Menger e Hurewicz, respectivamente.

A cada principio de selecao, temos seu jogo associado e, ja vimos que, se UM nao
possui estratégia vencedora, entao o respectivo principio de selecao é valido. Por exemplo,
se para um dado espago topoldgico X o jogador UM nao tem estratégia vencedora em
G1(Ox, Ox), vimos na subsecao [L.5 que vale o principio S1(Ox,Ox). Em geral, dado
um jogo arbitrario (associado a algum principio de selegao), a reciproca disso é falsa,
ou seja, se vale o principio de selecao pode ser que UM possua estratégia vencedora no
jogo associado ao principio. Jogos onde tal reciproca vale, sao de grande importancia
para a Teoria dos Conjuntos e Topologia. Podemos destacar que Pawlikowski em [P94],

demonstrou que dado um espago topologico X:

Teorema B.12 (Pawlikowski). Se S;(Ox,Ox) € wvdlido, entao UM néao possui es-
tratégia vencedora em G1(Ox,Ox).

[

De posse das defini¢oes de S1(0,0) e G1(O,0) o teorema anterior pode ser

enunciado da seguinte maneira:

“A classe S1(0,0) coincide com a classe G1(O, O)”



Apéndice C
Conjuntos fortemente nulos

As principais referéncias adotadas para o este apéndice sao [BaJ] e [Bu]. Como
leitura complementar destacamos [FMS8S].

Um conjunto X C R ¢é dito fortemente nulo (strong measure zero ou SMZ) se
dada sequéncia uma (g, : n € w) de ntimeros reais positivos, existe uma familia de abertos
{Upn, com n € w}, que cobre X e m(U,) < &, para todo n € w. Em [Bal] é apresentada
a demonstragao de que a familia SMZ de todos os conjuntos fortemente nulos da reta é
um ideal fechado para unides enumeraveis. Entao os invariantes cardinais: add, non, cov

e cof ficam definidos para SMZ, nos mesmos moldes da subsecao [1.8.1]

Proposicao C.1. Um conjunto X que € fortemente nulo, necessariamente, tem medida
nula.
Demonstragao:

Fixe ¢ > 0. Defina ¢, := Como X é fortemente nulo, entao existe uma

on+2 :
familia de abertos U,, com n € w, que cobre X e m(U,) < €, para todo n € w. Como

= €
Z m(U,) = 7 entao m(X) < e. Sendo ¢ tomado arbitrario, segue o desejado. |
0

Fato C.2. Um conjunto enumerdvel é fortemente nulo.
Demonstragao:
Para isso, considere X um conjunto enumeravel com enumeracao {x, : n € w}.

Tome (g, : n € w) uma sequéncia de nimeros reais positivos. Defina:

_6_” _|_E_n[
4’ 4

€ .
Note que m(U,) < 5" < &, e, obviamente, X C | J _. U,, portanto, acabamos de

new

mostrar que todo conjunto enumeravel tem a propriedade de ser fortemente nulo. [ |

Diante do fato anterior, temos o contexto para:

Conjectura de Borel(BC): Se A C R é SMZ, entao A ¢é enumeravel.

146
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Vamos comecar a procurar exemplos consistentes de conjuntos que sejam fortemente nulos

e nao-enumeraveis.

Proposicao C.3 (Rothberger). Se X ¢é um conjunto de Luzin, entdo X € fortemente
nulo.
Demonstragao:

Para ver isso, comece tomando uma sequéncia (e, : n € w) de nimeros reais
positivos e considere {g, : n € w} uma enumeragao de Q. Defina o conjunto Uy, :=
lgn — %,qn + %[ Note que |J
fechado raro, logo é um conjunto magro. Sendo X um conjunto de Luzin, obtemos que

XN (R\ UU2n>

necw

Uy, é um aberto denso, entao R\ |, ., Us, é um

new new

¢ um conjunto enumeravel. Entao tome uma enumeracao por w desse conjunto, digamos
€2n+1 €2n+1
g Ty

{z, : n € w}. Denote Usp 41 :=|x, — [. De posse disso, deduzimos que

X C J Ui U Ve

new new

Por construcao, m(U,) = %n < €,, para todo n € w. Com isso, fica provado a
proposicao. [ |

Pelo Teorema [3.2] assumindo CH existe conjunto de Luzin. Portanto, pela pro-
posigao [C.3, em um modelo de ZFC+ CH existe conjunto que tem SMZ cuja cardi-
nalidade nao é enumeravel. Richard Laver, em 1976, provou a consisténcia de BC com
¢ = Ny, utilizando as técnicas de forcing iterado para construir o modelo ¢ = Xy + BC de
ZFC, onde todo conjunto com SMZ é enumeravel. A prova de Laver é dada no artigo:
On the consistency of Borel’s conjecture. Acta Math. 137 (1976).

O préximo resultado relaciona, talvez, de modo magnificente, as propriedades de

Rothberger e SMZ.

Proposicao C.4. No caso que X tem a propriedade de Rothberger, obrigatoriamente, é
SMZ.

Demonstragao:

De fato, fixada a sequéncia (€,),ecw, considere para cada n € w a familia

U, ::{]m—%,x+%[:x€X}.

Obviamente, U,, é cobertura de X, para cada n € w, entao pela propriedade de
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Rothberger, segue a existéncia de uma familia {U,, : n € w}, com U, € U, que cobre o

conjunto X. Como m(U,) = % < €,, entao deduzimos que X ¢ fortemente nulo. |

Vimos no apéndice B que o invariante cardinal cov(M) é o menor tamanho para
um subconjunto da reta que nao tem a propriedade de Rothberger, entao se um conjunto
X C R étal que | X| < cov(M), obrigatoriamente, deve ter a propriedade de Rothberger.
De posse da Proposicao X ¢ fortemente nulo. Portanto, vale a seguinte desigualdade

Teorema C.5. cov(M) < non(SMZ).
[ |

O trabalho feito no apéndice B, ja garante informacoes importantes sobre os in-
variantes cardinais: cov(M) e non(SMZ). Destacamos ainda que os autores em [FMS8§],
demonstraram que as seguintes condigoes sao equivalentes:
(i) X tem a propriedade de Rothberger.
(ii) X é fortemente nulo com respeito a qualquer métrica que dar a mesma topoldgica de
X.

Para terminarmos esse trabalho, gostariamos de apontar uma questao que natu-

ralmente decorre do Teorema consiste na seguinte pergunta:
Serd que pode ocorrer cov(M) = non(SMZ) ¢

A resposta é “Nao”. Segundo Scheepers no artigo: Combinatorics of open cover IV:
subspaces of the Alexandroff double of the unit interval. Topology Appl. 83 (1998), 63-75;

na pagina 74 encontramos o comentdario sobre a consisténcia da seguinte desigualdade:

N; = cov(M) < non(SMZ) = Ry = 2%
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