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Resumo

Neste trabalho, estudamos o Teorema de Hopf e algumas de suas generalizagoes.
Serao consideradas superficies de curvatura média constante imersas em espacos ho-
mogéneos FE?(k,T) e também superficies com vetor curvatura média paralelo imersas
em espagos E' x R. As técnicas desenvolvidas originalmente por Hopf, com as devi-
das adaptacoes a cada novo espaco ambiente, sao as principais ferramentas utilizadas nas

demonstracoes dessas generalizagoes.

Palavras-chave: Diferencial quadratica holomorfa; Imersoes; Espacos Homogéneos.



Abstract

In this work, we study the Hopf theorem and some of its generalizations. We will
consider constant mean curvature surfaces immersed in homogeneous spaces E*(k, ) and
also surfaces with parallel mean curvature vector spaces immersed in E” x R. The tech-
niques developed originally by Hopf, mutatis mutandis to each new space environment,

are the main tools used in the proofs of these generalizations.

Keywords: Holomorphic quadratic differential; immersions; Homogeneous spaces.
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Introducao

Em 1951, o matematico Heinz Hopf demonstrou um Teorema que afirma que toda
superficie imersa em R?, homeomorfa a uma esfera e com curvatura média H constante é
isometrica a esfera S? do R3. Este Teorema foi inovador tanto pelo seu resultado quanto
pelas técnicas utilizadas nas duas demonstracoes feitas originalmente por Hopf. Nas pro-
vas sao considerados parametros locais isotérmicos, parametros complexos e sao estudadas
as propriedades da diferencial quadratica, definida sobre a superficie .S, criada por Hopf.
Estas sao as principais ferramentas utilizadas nas duas provas que serao apresentadas no
primeiro capitulo deste trabalho.

Estabelecido o Teorema de Hopf para superficies imersas em R? outras questoes
surgiram. Uma delas é se este resultado continua valido quando consideramos .S imersa em
outros espacos ambientes diferentes de R?. De fato, com as devidas adaptacoes, o mesmo
resultado do Teorema de Hopf foi generalizado considerando imersoes em alguns espagos
ambientes diferentes do R?. Neste trabalho serao estudadas generalizacoes do Teorema de
Hopf com destaque a técnica utilizada em cada generalizacao que foi inspirada na técnica
desenvolvida por Hopf. Denotaremos por superficies cmc as superficies com curvatura
média H constante.

No capitulo 2, estudaremos a seguinte generalizacao obtida por U. abresch e H.

Rosenberg, em 2004, ver [1].

Teorema. (Abresch-Rosenberg,[1]) Qualquer esfera cme 3 imersa em S* x R
ou em H? x R, € uma esfera cmc mergulhada rotacionamente invariante S% contida no

respectivo espaco produto.

Eles provaram que para superficies com curvatura média constante imersas nos
espacos homogéneos produto H? x R e S? x R existe uma diferencial quadratica, que é
uma perturbagao da diferencial quadratica de Hopf, holomorfa e denominada diferencial de
Abresch-Rosenberg. Dai, os autores classificaram as superficies cuja diferencial quadratica
¢ nula e assim generalizaram o Teorema de Hopf.

U. Abresch e H. Rosenberg anunciaram, em 2005, a existéncia de uma diferencial

quadratica holomorfa sobre superficies com curvatura média constante imersas no espaco



Introducao 2

homogéneo Riemanniano tridimensional com grupo de isometrias de dimensao quatro, ver
em [2].

Em 2007, H. Alencar, M. P. do Carmo e R. Tribuzzi generalizaram, em [3], o
Teorema de Hopf considerando imersoes em qualquer espaco homogeéneo tridimensional
com grupo de isometrias de dimensao quatro, assim como U. Abresch e H. Rosenberg,
entretanto consideraram uma hipdtese mais fraca para a curvatura média H, ao invés de

constante consideraram uma limitacao para a norma de dH.

Teorema. (Alencar, Do Carmo, Tribuzzi, Fernandez,[4]) Seja M uma superficie

compacta, de género zero, imersa em E(k,T), com curvatura média H. Assuma que

(2,0)

[dH| < g[Q[",
onde g é wma funcgdo real, continua e ndo negativa. Entio Q@Y ¢ identicamente nula e
M ¢é uma superficie com curvatura média constante invariante por rotagoes em E(k, T). .

Esta generalizacao serd estudada no capitulo 3.

Em 2010, em [5], foi obtida uma generalizagdo do Teorema de Hopf conside-
rando imersoes em espagos ambientes com dimensao maior que trés. Sao consideradas
imersoes na variedade Riemanniana produto da variedade homogénea simplesmente co-
nexa n—dimensional com curvatura seccional constante, denotaremos por E”, ¢ # 0, com

a reta euclidiana R.

Teorema. (Alencar, Do Carmo, Tribuzzi,[5]) Seja M?* uma superficie compacta
de género zero e seja x : M? & E" x R uma imersao de M com vetor curvatura média

paralelo. Entao, uma das sequintes afirmacgoes é satisfeita:
(1) z(M) é uma superficie minima em uma hipersuperficie totalmente umbilica de E™.

(2) ©(M) é uma esfera redonda de uma totalmente umbilica tridimensional subvariedade
de E7.

(3) (M) € a esfera redonda de E3.

(4) ©(M) estd em E* xR C R® (possivelmente com a métrica de Lorentz), e ld existe um
plano P tal que (M) é invariante por rotagoes que fixram seu complemento ortogonal.
Além disso, as curvas de nivel da func¢do altura p — (z(p),§) sao circulos contidos

em planos paralelos ao plano P.

Neste contexto a hipdtese que considera o vetor curvatura média constante é
adapatada e substituida pela que considera o vetor curvatura média paralelo no fibrado

normal. O estudo desta generalizacao sera feito no capitulo 4.



Capitulo 1

O Teorema de Hopf

Neste capitulo, trataremos do seguinte resultado classico devido a Heinz Hopf
sobre superficies compactas de género zero e curvatura média constante em R3.

Teorema. (Hopf,[15]) Seja S uma superficie compacta, de género zero e curvatura
média constante. Entdo S € isométrica a esfera.

As duas demonstracgoes deste resultado, apresentadas por H. Hopf, fornecem duas
originais e poderosas técnicas que foram generalizadas e usadas para estabelecer resultados
similares em ambientes e situagoes mais gerais.

Iniciaremos este capitulo com algumas definicoes da teoria de singularidades e
campos de vetores que serao utilizadas nas demonstragoes. Serao necessarios também
alguns resultados sobre parametros complexos sobre uma superficie do R3.

Um ponto p € R3 é chamado de ponto de acumulagdo de um conjunto S C R3, se
toda vizinhanga de p em R? contiver um ponto de S\ {p}. Seja S uma superficie, dizemos
que S é uma superficie fechada se ela contiver todos os seus pontos de acumulacao. Se a
superficie S estiver contida em uma bola do R?, entao chamamos S de superficie limitada.
Quando uma superficie S ¢ limitada e fechada dizemos que S é uma superficie compacta.

Os principais resultados deste capitulo podem ser encontrado em [15], inclusive
as figuras utilizadas aqui. O préximo Teorema é um Teorema de classificacao que fornece

o conceito de género de uma superficie compacta.

Teorema 1 ([15]). Se S € uma superficie compacta em R®, entao S é homeomorfa a

esfera com g asas (g > 0).

D& @0 e=2O

Sur faces with zero '
handle Surfaces with one surfaces with two
pandle handles

3
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O ntimero de asas g é o que denominamos de género da superficie S. Observemos que o
género de uma superficie compacta é um conceito puramente topoldgico.

Dizemos que w é um campo de vetores em um conjunto aberto U C S C R3, se
w é uma aplicac@o que associa a cada ponto p € U um vetor w(p) € T,S. O campo
de vetores serd continuo, ou diferencidvel, se a aplicacao for continua, ou diferencidvel,
respectivamente. Se uma aplicacao r associar a cada ponto p € U uma direcao, isto é,
um subespaco vetorial r(p) em 7,5, gerado por um vetor nao nulo w(p) € T, S entdo
dizemos que r é um campo de dire¢ées. Neste caso, o subespago r(p) gerado pelo vetor
w(p) é uma reta em 7,5.

Dizemos que o campo de diregoes 1 é diferencidvel em p € U se existe um campo
de vetores diferencidvel w, que nao se anula, definido em uma vizinhanga V,, C U, de p,
tal que, para cada g € V,, w(q) # 0 e, portanto, é uma base do r(q).

Cada campo diferenciavel de direcoes, localmente, da origem a um campo dife-
renciavel de vetores que nao se anula. Este fato nao é verdade globalmente, basta consi-
derarmos, por exemplo, o campo de direcoes em R? \ {(0,0)} dado pelas retas tangentes

as curvas da figura abaixo.

N\

Qualquer tentativa de orientar essas curvas para obter um campo diferenciavel que nao se
anula leva a uma contradicao. Observe que é impossivel estender este campo de direcoes a
origem continuamente, pois s6 é possivel associar, continuamente, a origem o vetor nulo,
logo nenhuma direcao estard associada. Esta ideia motiva a préxima definicao.

Seja r um campo de dire¢oes definido em uma regiao U exceto em um ponto p.
Se nao é possivel estender o campo de direcoes para p continuamente, entao dizemos que
p ¢ uma singularidade do campo de diregoes.

Uma singularidade de um campo de direcoes é chamada de singularidade isolada

do campo se existe uma curva simples fechada C' tal que
(i) p é a tnica singularidade do campo no interior de C; e
(ii) ndo existem singularidades do campo em C.

Considere um campo de diregoes em uma regiao V' e p uma singularidade isolada

deste campo. Neste caso, por definicao, existe uma curva fechada C' na regiao V satisfa-
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zendo (7) e (ii) da definigdo acima. Entao, o campo dado induz um campo X de diregoes
sobre C', ou seja, tal campo X é o campo dado inicialmente, restrito a curva C.

Vamos considerar C' = C(t) uma curva parametrizada, com 0 < ¢t < 1. Esco-
lhamos um dos possiveis sentidos ao longo da reta associada ao ponto C'(0) pelo campo
de direcoes X restrito a curva C. Fixada essa escolha, determina-se um tnico sentido de
percurso em C(t), e neste caso, podemos considerar que o campo de diregdes X restrito
a C, associa a cada ponto C(t) um vetor nao nulo, que serd denotado por wu(t).

E possivel, entao, determinar o angulo que cada vetor u(t), t € [0, 1], forma com
um vetor nao nulo v € R? fixado.

Vamos agora, considerar a varia¢ao destes angulos ao longo da curva C(t). Para
isto, seja C' pequena o suficiente, mas ainda satisfazendo (i) e (ii). Seja <[u(t),v] o angulo
formado pelo vetor fixo v e pelo vetor u(t) e denotemos por do<t[u(t),v] a variagao total
desses angulos quando percorremos o traco de C' fazendo t variar de 0 a 1.

Como C é uma curva simples fechada, podemos escrever o nimero dc<t[u(t), v]

como sendo um multiplo real de 27, ou seja, existe j € R tal que
de<tu(t),v] = 2mj.

Tal ntimero j é chamado de indice da singularidade isolada p.
Nos exemplos a seguir sao apresentados alguns campos de direcoes tendo a origem

como singularidade isolada com indice j.

4 3 =1 5) 3 =372
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O préximo resultado garante que dada uma superficie compacta de género g, existe um
campo de direcoes definido sobre esta superficie, de modo que a soma dos indices das

singularidades deste campo relaciona-se com o género da superficie.

Teorema 2 ([15], p.110). Dada uma superficie de género g existe um campo de dire¢oes
na superficie com um numero finito de singularidades tal que a soma dos indices das

singularidades € 2 — 2g.

Prova. Vamos apresentar um esbogco do campo diferencidavel com as propriedades pro-

curadas.

e Caso 1: ¢ =0.

Tomemos os grandes circulos que interseptam os polos. Os pdlos serao duas sin-
gularidades cada uma delas com indice 1. Como podemos ver na figura. Logo,
Yj=1+1=2-20=2.

)

e Caso 2: g = 1.

Podemos tomar os circulos obtidos com interse¢oes do toro com os planos ortogonais

ao eixo Oz.

E, neste caso, teremos quatro singularidades, das quais duas singularidades com

indice 1 e duas com indice -1, portanto o > j =0=2—2.1.

e Caso 3: g > 1.

Caso uma superficie mergulhada, de género g > 1, arbitraria como mostra a figura.

Tomaremos as curvas obtidas ao intersectarmos planos ortogonais ao eixo Ox.

&3
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Neste caso, similar ao anterior, teremos duas singularidades com indice 1 (nas extre-

midades) e 2g singularidades com indice -1 (interiores em cada ”abertura”do toro),
logo > j=2-—2g.

|
O préximo Teorema, devido a Poincaré, afirma que o campo de direcoes definido

no Teorema anterior é unico.

Teorema 3 (Poincaré, [15], p.113). Se X € um campo de diregées sobre S, com no mdzximo

um numero finito de singularidades entdo

d i=2-2,
onde g € o género de S.

Para a prova do Teorema 3, utilizaremos o Lema abaixo que relaciona a curvatura

de Gauss de uma superficie com o indice das suas singularidades.

Lema 4 (Gauss-Bonnet, [7]). Seja S uma superficie compacta, orientdvel, de género g
com uma métrica Riemanniana definida sobre S de modo que a curvatura K € definida
sobre S. Seja F' um campo de direcoes em S com, no mdxrimo, um numero finito de

singularidades. Entao, a soma dos indices 7 das singularidades satisfaz

//SKdA:%Zj.

Prova do Teorema 3. Pelo Lema acima, temos valida a igualdade

//SKdA:%ij.

Destacamos que o termo / / KdA nao varia com o campo de vetores que é considerado.
5

Assim, podemos concluir que o somatorio Z J € igual para qualquer campo sobre S com
no maximo um numero finito de singularidades.

Por outro lado, pelo Teorema 2, existe um campo sobre S que satisfaz Z ] =
2 —2g.

Entao a igualdade Z j = 2 — 2g é verdadeira para qualquer campo de direcoes
sobre S com um numero finito de singularidades. [ |

Com estas definicoes e resultados, podemos apresentar as duas provas do Teorema
de Hopf em R3.

Teorema 5 (Hopf,[15]). Seja S uma superficie compacta em R3, de género zero, com

curvatura média H constante. Entao S é isométrica a esfera.
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Prova. Consideremos a existéncia de parametros isotérmicos locais sobre S, isto é,
consideremos uma parametrizagao X : U C R? — S, U aberto, com parametros (u,v) e
E=(X,, X, F=(X,X,)eG=(X,,X,) tais que F = G e F' = 0. Tal parametrizacao
é escolhida de modo a ser compativel com a orientacao do campo de vetores normais N

de S. Consideremos também a segunda forma fundamental para superficies
II = edu® + 2 fdudv + gdv?,

onde e = (N, X)), f= (N, Xup) € g = (N, Xy0).

Vejamos como, utilizando parametros isotérmicos, as expressoes para a curvatura
gaussiana, a curvatura média, as linhas de curvatura e as equagoes de Mainard-Codazzi
podem ser escritas de forma mais simples.

Para a curvatura gaussiana K, temos

2
0
Kby = 5l
eg — f?
= (1.1)

onde ki e kg 820 as curvaturas principais.

A curvatura média H é dada por

_k1+k2_leG—2fF+gE - E(e—l—g)

H = —
2 2 EG — F? 2F2
e+g
= ) 1.2
55 (1.2)
Escrevemos as linhas de curvatura como
—fdu* + (e — g)dudv + fdv* = 0. (1.3)

Utilizando a equacao (1.2) as equagoes de Mainardi-Codazzi podem ser escritas

CcOomo

E,
o — fu = 2E(e+g) = FE,H,

Ey

_ _L.H
spet9) u

fv_gu =

Agora, derivando a igualdade

e+gq

EH = :
2

em relacao a u e a v, respectivamente, obtemos

E,H = _EHU+€U;_QU7
EH = —EHU+€”+TQU
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Logo, as equagoes de Mainardi-Codazzi podem ser reescritas como

(e;g) Y f. = EH,, (1.4)

<€;9>v—fv — _EH, (1.5)

Vamos agora reescrever a segunda forma fundamental considerando parametros complexos

2z = u + v sobre U C S. Utilizaremos que dz = du + idv. Assim,
II = edu®+ 2fdudv + gdv*

_ (9 L gL s (29 L) g
= ( 1 sz)dz +2(e+g)dzdz+( 1 +21f dz*.

Usando as notagoes 1(z, 2) = (% — zf) e (z,2) = HTQ, podemos escrever
1 —
= (vdz* + 2¢pdzdz + Pdz?) .
A expressao H = 1pdz? é chamada de diferencial de Hopf.

Estabeleceremos agora uma propriedade fundamental da diferencial de Hopf. Ini-

cialmente, observemos que

2 2 2 2
e—g e*—2eg+9g°+4f
W\Z:(—Q ) +f =

4
(2 +2eg+g?) —deg +4f?
N 4
_ (et 9 —4(eg— £
4
B e+g B B
= ( 5 > eg — f*
— (EH)? - E°K
= FE*(H? - K).

Dali, decorre que

E? 2
- k3 + 2k ko + k3 — 4ky ko
B 4
1
= Z(k% — 2k1ko + k‘%)
1
= (k1 — ko)*
1k = ko)
Portanto, segue-se que
Y] _ |k — ko
— = . 1.6
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Concluimos, desta tltima igualdade, que os pontos umbilicos da superficie, isto
é, os pontos tais que ki = ko, coincidem com os zeros da funcao .

Além disso, as equacoes de Mainardi-Codazzi implicam que

(59,152,

que é equivalente a

;= EH,. (1.7)

Desta tultima equacao, podemos garantir que ¢ é holomorfa se, e somente se, H é cons-
tante.Como, por hipdtese, H é constante sobre a superficie S, temos que v é holomorfa.
Agora, para continuarmos a prova do Teorema de Hopf, precisamos estabelecer o

seguinte resultado auxiliar.

Lema 6 ([15], p.139). Seja R uma regiao aberta de uma superficie com curvatura média

H constante e seja U o conjunto dos pontos umbilicos de R. Seja p € U, entdo:
1) p é um ponto interior de U; ou
2) p € um ponto isolado de U e o indice de p é negativo.

Prova do Lema. Seja p € U, ou seja, p é um ponto umbilico de R. Sabemos, devido a
equacao (1.6), que os pontos umbilicos de R sao os zeros de 1. Da equagao (1.7), temos
que v é holomorfa, pois H é constante.

Se 1) = 0, entao todo ponto de R é um ponto de U e, portanto, como R é aberto,
todo ponto de U é ponto interior.

Caso ¥ # 0, entao dado p € U, p é um ponto isolado de U. De fato, dado p € U,
ou seja, p ponto umbilico de S e zero de v, se p fosse um ponto de acumulacao de U,
entao a funcao ¢ seria zero numa sequéncia de pontos de U, distintos de p, que converge
para p. Neste caso, como 1 é holomorfa, podemos concluir que ¥ = 0 em R. Isto é uma
contradigao.

Resta-nos agora verificar que o indice de p, ponto isolado de U, é negativo. Para

isso, observamos que, por (1.3), a parte imagindria de 1dz? satisfaz
Im(y¥dz*) = —fdu® + (e — g)dudv + fdv* = 0.
Portanto, o argumento de ¥dz? é multiplo inteiro de 7, ou seja, existe m € Z tal que

arg(vdz?) = mn
arg(Y) +2arg(dz) = mm

arg(dz) = — —
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Sendo p um ponto isolado e umbilico, temos que p é uma singularidade isolada e

seu indice j é dado por

. 1
j = 5-belarg(d=)),

onde d¢ representa a variagao em volta de p de uma curva simples e fechada C' suficien-
temente pequena, que satisfaz (i) e (i7) da defini¢ao de singularidade isolada. Como m é

constante, entao

dc(arg())
2

e, como v é holomorfa, segue que ¥ (z) = cz™ + ..., com ¢ # 0 e n > 1. Neste caso, temos

27) = —

que 0(arg(y)) = 2mn. Dai concluimos que

2 n <1
IS T T T2
Logo o indice é negativo e isso encerra a demonstracao do Lema. |

Concluiremos agora a demonstracao do Teorema de Hopf.

Seja U o conjunto de pontos umbilicos da superficie S. Mostraremos que U ¢
aberto e fechado em S.

Pelo Teorema 3, temos que U é nao vazio, pois » ,j = 2 — 2g = 2. Dal, existe
ao menos uma singularidade py com indice positivo, neste caso, pelo Lema 6, py é ponto
interior. Logo, U é um conjunto infinito e pg é um ponto de acumulacao de U.

Notemos que U ¢é pré-imagem do conjunto unitdrio {0} pela fungdo continua
f(p) = k1 — ko, e, como pré-imagem de um fechado por fungao continua é fechado, temos
que U é um fechado de S.

Consideremos agora
U* ={p € U;p é ponto interior de U} = int U.

Suponhamos que existe ¢ € U tal que ¢ ¢ U*. Logo, dado p € U* existem um caminho
continuo ligando p a ¢ e um ¢g que é um ponto de acumulagao de U. Mas, dessa maneira ¢
nao é um ponto isolado e nem esta no interior de U, o que contradiz o Lema 6. Portanto,
a suposicao feita é falsa, o que implica que todo ¢ € U é elemento de U*. Em outras
palavras, U* = U. Logo U é um conjunto aberto e fechado, nao vazio, em um compacto
S, ouseja, S = U. Temos que a superficie é compacta e totalmente umbilica, dai podemos
concluir que S é a esfera. |
Vamos agora apresentar uma segunda prova do Teorema 5, também devida a
Hopf. Observemos que alguns resultados utilizados na primeira prova serao utilizados
novamente.
Segunda Prova. Munindo a superficie S com parametros isotérmicos locais, definimos

a segunda forma fundamental do mesmo modo que foi definido anteriormente, em termos
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complexos, e mantemos também a definicao da diferencial de Hopf. Como foi provado na

demonstracao anterior, temos a seguinte igualdade

Il _

ki — ko
|E] '

2

Dai, concluimos que os pontos umbilicos de S sao os zeros da diferencial de Hopf. Utili-
zando a equagao (1.7) podemos concluir que ¢ é holomorfa se, e somente se, H é constante.
Como, por hipdtese, H é constante, segue que 1 é holomorfa. A prova estara concluida

ao provarmos o seguinte Lema.

Lema 7. Em uma superficie compacta S, de género zero, nao existe diferencial quadratica

holomorfa nao-nula.

Prova do Lema. Como, por hipdtese, a diferencial quadratica é holomorfa, segue que
H é constante, podemos entao utilizar o Lema 6. Logo, seja p € U, isto é, p um ponto
umbilico de S. Entao ou p € int(U) ou p serd um ponto isolado, com indice negativo.

Vimos, na primeira demonstracao do Teorema 5, que caso ) nao seja identica-
mente nula, existe p € U, tal que p tem indice negativo e é ponto isolado. Sabemos, pelo
Teorema 3, que existe ¢ € U tal que ¢ é ponto interior a U, ou seja, é ponto de acumulagao
de U. Desta forma, como v é analitica e zero para uma quantidade nao-enumeravel de
pontos de U, segue que, como vimos antes, ¢ é identicamente nula, dai nenhum ponto é
isolado.

Mostramos que a existéncia de um ponto umbilico fora do interior, isto é iso-
lado, nos leva a uma contradicao. Concluimos entao que toda diferencial holomorfa nas
condicoes acima ¢ identicamente nula. E isso encerra a prova do Lema. |

Portanto, como 1 é identicamente nula, segue que S é uma superficie compacta
totalmente umbilica, ou seja, S é a esfera. O que conclui a demonstragao. |

Vale observar que é possivel provar o Lema 7, sem usar o Teorema de Poincaré.

Uma demonstragao deste fato pode ser encontrada em [15], p.140.
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As Superficies CMC em espacos
Homogéneos e o Teorema de

Abresch-Rosenberg

Dadas duas variedades Riemannianas, nem sempre ¢é possivel a imersao de uma na
outra. Um problema classico em Geometria Diferencial ¢, exatamente, determinar quais
condigoes sao necessérias e/ou suficientes para garantir que uma variedade M™ possa ser
imersa isometricamente em uma outra variedade M .

No caso em que M é uma forma espacial de dimensao m + 1, isto é, H™*!, R™+!
ou S™* as equacoes de Gauss e Codazzi sdo condicoes necessdrias e suficientes para M
ser localmente imersa isometricamente em M, neste caso, estas equacdes sao chamadas
também de equacoes de compatibilidade.

Entretanto, as equacoes de Gauss e Codazzi nao sao suficientes para descrever as
superficies imersas em espacos homogéneos de dimensao trés com grupo de isometria de
dimensao quatro. Tais espagos, que denotaremos por E(x, 7), sdo fibragoes Riemannianas
sobre uma forma espacial de dimensao dois, sendo x a curvatura da base da fibracao e 7 a
curvatura do fibrado, que satisfazem k # 472 e Vx& = 7X A€, que podem ser encontrados
em [12]. Estas variedades sao: H? x R, S* x R, Nil3 (espaco de Heisenberg), ﬁS\L/Q(R)
e S? (esferas de Berger). O Teorema que apresenta as condigoes necessérias e suficientes
para uma superficie ¥ ser localmente imersa isometricamente em E(x, 7) foi obtido por
Daniel Benoit em [8].

Neste capitulo, apresentaremos as condigoes obtidas por Benoit para a existéncia
de uma imersao em E(k,T) e as reescreveremos em parametros complexos, seguindo o
trabalho [13]. Apresentaremos também a diferencial quadrética de Abresch-Rosenberg @),
que generaliza a diferencial quadréitica do Hopf para imersoes em R3. A diferencial Q e

as equacoes de compatibilidade sao as principais ferramentas para uma generalizagao do

13
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Teorema de Hopf em S? x R e H? x R. A prova desta generalizacao, feita originalmente

por Uwe Abresch e por Harold Rosenberg em [1], serd estudada neste capitulo.

2.1 Equacoes de Compatibilidade

Consideremos ao longo deste capitulo ¥ uma superficie completa, imersa em
E(k,7), sendo ds®> a métrica induzida pela imersao, V a conexao Riemanniana, R o
tensor curvatura, K a curvatura Gaussiana e S o operador de forma de . As notacdes V
e R serdo usadas para a conexao e o tensor curvatura de E(k, 7), respectivamente. Sejam
ainda, T um campo de vetores em X, com ||T|| < 1, e v uma fungao real suave em X, tal
que, v < 1. Passando para o recobrimento duplo orientavel, se necessario, podemos supor

que Y é orientavel. Dai, podemos definir uma estrutura complexa J sobre ¥, dada por
J(e1) = eg e J(eg) = —ey,

onde {e1,ex} C T,¥ é uma base ortonormal positiva. Geometricamente, J representa
uma rotagao de g em 7,% no sentido anti-horario.
Dada a 4-upla (ds?, S, T, v), dizemos que esta satisfaz as equacdes de compatibi-
lidade para E(k,T), se
I|T||? +v* =1

e ainda, se, para todo X,Y € X (X)), sao satisfeitas as igualdades:
(1) K =detS+ 1+ (k — 47%)v%
(i) VxSY —VySX — S[X,Y]| = (k —4m)o((Y, T)X — (X, T)Y);
(i) VxT =v(SX — 17JX);
(iv) dv(X) 4+ (SX —7JX,T) =0.

Observagao 8. Se v # 0 entdo (iit) implica (iv). De fato, seja (T, T) + v? = 1, entdo

diferenciando esta igualdade em relagio a X e usando (iii) seque-se que

0=Vx({T,T)+v*) = Vx({(T,T))+ Vx(v?)
=2(VxT,T) +2vdv(X) = 2(w(SX —7JX),T) + 2vdv(X)
= 20(((SX —7JX),T) + dv(X)).

Agora, supondo v # 0, obtemos a igualdade (iv), como afirmado.

No préximo resultado M(k, 7) ¢ uma variedade Riemanniana tridimensional tal

que 7 : M3(k,7) — ¥? é uma submersao Riemanniana sobre uma superficie ¥, com
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curvatura gaussiana k, e as fibras, isto é, a pré-imagem de um ponto em ¥ por m, sao
trajetérias de um campo de vetores de Killing unitério £ e, portanto, geodésicas. Sua

prova serd omitida aqui e poderd ser encontrada em [12].

Teorema 9. Seja m : M3(k,7) — X? uma submersio Riemanniana com campo de
Killing unitario €. Seja {X,Y} € TM(k,T) uma base ortonormal de vetores horizontais
tal que {X,Y, &} € orientada positivamente. Entao,
K(X)Y) = k- 377
K(X, &) = 7%
Utilizaremos o Teorema acima, no caso particular em que M é um espaco ho-

mogéneo, para expressar o tensor curvatura do espaco E(k, 7). Usaremos as notagoes
v=(N,§) eT =¢—uvN, isto é, T denota a projecao de £ em T'.

Teorema 10. Para X,Y, Z W € X(X), temos

(RIX,Y)Z, W) = (k — 3T (Ro(X,Y)Z,W) + (k — 47 (R1(&; X, Y)Z, W) (2.1)

R(X,Y)Z = (k —4m)v((Y, T)X — (X, T)Y), (2.2)

onde
Ro(X,Y)Z =(X,2)Y — (Y, Z)X (2.3)
R(V; X, Y)Z = (Y, VN Z, V)X + (Y, Z){(X, V)V — (X, Z) (Y, V)V — (X, VI(Z, V)Y(2.4)

Prova. Para a primeira equagao o resultado é mais abrangente, pois a igualdade é

véalida para X, Y, Z, W campos de X (E(k, 7)) . De fato, vamos, inicialmente, decompor os

campos X, Y, Z, W em sua parte horizontal e vertical com respeito a &, isto é, X = X +¢&ux,

Y =Y+¢&, Z =2+ eW =W+ <&w, onde x = (X,&), y = (Y,&), 2 = (Z,&) e

w = (W, ). Portanto, pela multilinearidade do tensor curvatura, temos

(RX,Y)Z,W) = (R(X +¢€x,Y +&y)(Z +€2), W + €w)

= (R(X,Y)Z, W)+ (R(¢x,Y)Z, W)
(R(X, &2, W) + (R(ér, €07, W)
(R(X,Y)ez, W) + (Rex, ¥ )ez, W)
(R(X, )€z W) + (R(€x, gy)éz, W)

HR(X.Y)Z, éw) + (R(¢x,Y) Z, Ew)
(R(X,&y)Z, €w) + (R(Ex,£y) Z, €w)
(R(X,Y)ez w) + (R(gx, Y )6z, €w)

(R(X, &y)éz, €w) + (R(x, Ey)éz, Sw).
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Devido as propriedades de antissimetria do tensor curvatura, temos
que implica
(R(&,6)A,B) =0
e, de modo anélogo,
(R(A, B)§,€) = 0.

Os termos onde £ aparece apenas uma vez sao nulos, pois existe uma base ortonormal de

T em que a matriz de R é diagonal. Assim, restam apenas cinco destas parcelas; ou seja

RX,YVZ,W) = (RX,V)Z,W)+ (R(€x,Y)&z, W)
+(R(X,&y)€2, W) + (R(62,Y) Z, €w)
+HR(X, &y)Z, Ew) (2.5)

Para a conclusao do Teorema precisaremos do seguinte Lema, que pode ser encontrado
em [6].

Lema 11. Seja M uma variedade Riemanniana e p um ponto de M. Defina a aplica¢ao
trilinear R' : T,M x T,M x T,M — T,M por

(R(X,Y)Z, W) =(X,Z) (Y, W) = (Y, Z){X,W),

para todo X, Y, Z, W € T,M. Entao M tem curvatura seccional constante e igual a ky se,

e somente se, R = koR', onde R € a curvatura de M.

Pelo Lema, como o espaco E(k,T) tem curvatura seccional constante, podemos

escrever R = kyR', e pelo Teorema 9 temos que esta curvatura seccional é ky = k — 372

2

ou ky = 7°, conforme escolha dos campos considerados. Portanto, podemos reescrever a

igualdade (2.5) como
(RX,Y)Z,W) = (k=37 (X, Z)(Y, W) — (Y, Z)(X, W)

+r? (mf/, WY — y2(X, W) — zw(Y, Z) + yw(X, Z))

= (r—37%) (X, 2)(V, W) = (V, 21X, W)
+77((X, )&, 2NV, W) — (Y, €0 Z, (X, W)
—(X, (WY, Z) + (Y, ) (W, )(X, Z))

= (k=3 {(Ro(X,Y, Z), W) +
+(k = 47)[=((X, )& Z)(Y, W) = (Y, )(Z,E)(X, W)
—(X, (W, ENY, Z) + (Y, ) (W, £)(X, 2))]

= (k=3 {(Ro(X,Y, Z2)W) + (k — 4Ry (&; X, Y) Z,W).
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Para finalizar, provaremos agora a equagao (2.2). Da equagao (2.1), do Teorema

10, que acabammos de provar, temos que

R(X,)Y)N = (k—3m)Ry(X,Y)N + (k — 47 R (& X, Y)N
= (k—=3T)({(X,N)Y — (Y, N)X)
(=4 ((V (N, ) X + (Y, N)(X, €)¢
—(X, (Y, )€ — (X, (N, QY)

= (k=47 ((Y.(N, )X — (X, E)(N,§)Y)
= (k= 47?)((Y, (T + oN))(N,(T + vN)X — (X, (T + vN))(N, (T +vN))Y)
= (k—4m)v((Y, (T +vN)X — (X, (T +vN))Y)

( Ju(

k— 4 o((Y, T)X — (X, T)Y).

E assim concluimos a prova do Teorema. [ |
O préximo resultado foi obtido por Benoit Daniel, [8], e afirma que, para existir a
imersao de uma superficie > num espa¢o homogéneo tridimensional E(x, 7), é necessario

e suficiente que ¥ satisfaga as equagoes de compatibilidade para E(k, 7).

Teorema 12 (Benoit Daniel, 2006). Sejam ¥ uwma variedade Riemanniana orientada,
simplesmente conexa, de dimensdo dois, ds* sua métrica Riemanniana e V sua conexao
Riemanniana. Sejam S um campo de operadores simétricos S, : T,5 — T,X, T um campo
de vetores em Y e v uma funcao suave tal que ||T||*+v? = 1. Sejam & um campo vertical
em E(k,T), onde k € a curvatura da base da fibra¢ao e T a curvatura do fibrado. Entdo
existe uma imersao isométrica f : X — E(k, T) tal que o operador de forma com respeito
ao normal N associado a f é
df o Sodf!

e tal que

¢ = df(T) + vN

se, e somente se, (ds®, S, T,v) satisfaz as equagoes de compatibilidade para E(k, 7). Neste
caso, a imersao € unica a menos de isometrias globais de E(k,T) que preservam a ori-

entacao da fibra e da base da fibragao.

Apresentaremos, nos dois proximos Lemas, a prova de que as equacoes de com-
patibilidade sdo condicOes necessarias para existéncia da imersdao. A prova de que sao
também condigoes suficientes podem sem encontradas em [8] e em [9].

No primeiro Lema apresentam-se as equacoes de Gauss e Codazzi satisfeitas por

uma imersao em E(k, 7).
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Lema 13 (Equagoes de Gauss e Codazzi em uma variedade homogénea). Para ¥ imersa

isometricamente em E(k, 1), temos

K=K, + 7"+ (k — 47*)0* (2.6)

VxSY —VySX — S[X,Y] = (k — 472)v((Y, T)X — (X, T)Y), (2.7)
onde K € a curvatura de Gauss de X e K, = det S € a curvatura extrinseca de 2.

Prova. As equacoes de Gauss e Codazzi para uma imersao Riemanniana sao, respecti-

vamente,

(R(X,Y)Z,W) — (R(X,Y)Z,W) = (SX, Z){(SY,W) — (SX,W)SY,Z),  (2.8)

R(X,Y)N = VxSY — Vy5X — S[X,Y]. (2.9)

Utilizando o Teorema 10, podemos substituir (R(X,Y)Z, W) e reescrever a equagao (2.8)

como
(RIX,Y)Z,W) — [(k—=3T)(Ro(X,Y)Z,W) + (k — 47*)(R(T; X, Y ) Z,W)]

= (SX,Z)(SY, W) — (SX,W)(SY, Z). (2.10)

Ainda, podemos considerar X e Y ortonormais, isto é, || X|| =||Y||=1e (X,Y) =0, e

escolher Z = X e W =Y. Dali,
Ro(X,Y)X = (X, X)Y — (Y, X)X = || X|*Y =Y, (2.11)

Ry(T; X, V)X = (Y, THX,T)X — (Y, T)T — (X, T)(X,T)Y. (2.12)

Logo, fazendo o produto interno dos primeiros e segundos membros das igualdades (2.11)
e (2.12) com Y, obtemos

(Ro(X,Y)X,Y) = (Y,Y) =1 (2.13)

<R1(T;X7 Y>X7 Y> = <Y7 T><X7 T><X7 Y> - <Yv T><Yv T> - <X7 T>2<Y7 Y>
= =Y, T>2 — (X, T>2
S i
= —(1—-%). (2.14)

Além disso,

det S = (SX, X)(SY,Y) — (SX,Y)(SY, X). (2.15)
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Portanto, substituindo (2.13), (2.14) e (2.15) em (2.10), temos
(RX,Y)Z, W) —[(k—37%)1+ (k — 47%) (—(1 — v*))] = det S.
Logo,

K = detS+r—37"— (k—47%)(1 —v?)
= det S+ 72 + (kK — 47%)0°.

A igualdadede (2.7) decorre imediatamente do Teorema 10 e da equagao (2.9).

Logo a equacao de Codazzi é
VxSY —VYSX — S[X,Y] = (k — 47w (Y, T)X — (X, T)Y).

O que encerra a prova do Lema. |
A seguir, veremos o resultado que mostra que além das equacgoes de Gauss e
Codazzi mais duas outras equagoes sao necessarias para garantir a existéncia uma imersao

em E(k, 1), como foi provado por Daniel.

Lema 14. Para X(X), temos que

VxT = v(SX — 7JX)

dv(X)+(SX —7JX,T) =0,
onde J € uma estrutura complera definida sobre 3.

Prova do Lema. Temos que £ =T + v N, logo

fo = vx (T + ?}N)
= vxT—FdU(X)N—FvaN
Substituindo

VxT =VxT + (SX,T)N

VxN =-5X,

na igualdade acima, obtemos

Vxé=VxT + (SX,T)N + dv(X)N — vSX. (2.16)



Capitulo 2 20

Por outro lado, como a conexao V de E(k, 7) satisfaz a igualdade Vx& = 7X A&

(para a prova ver [12]) temos que

Vxé=7XA¢ = 71X A(T+vN)
= 7(XAT+vXAN)
= 7((JX,T)N —vJX). (2.17)

Igualando (2.16) e (2.17), obtemos
VxT + (SX,T)N +dv(X)N —vSX =7((JX,T)N —vJX).
Reordenando-os, encontramos
(SX —7JX,T)+dv(X)) N +VxT =v(SX —17JX).

Como SX — 7JX € T,¥ podemos concluir que v(SX — 7JX) nao possui componente

normal logo, da equacao acima, podemos concluir que
(SX —7JX,T)+dv(X)=0

e, portanto,
VxT =v(SX —1JX),

concluindo assim a prova do Lema. [ |

Agora, vamos reescrever as equacoes fundamentais para uma imersao ¢ : ¥ —
E(k,7) em termos de um parametro conforme z = u + iv. Identificaremos (%) com X,
consideraremos Y uma superficie de Riemann, com estrutura complexa dada pela métrica
induzida, e também 0, = %(&L —i0y) e 05 = %(au +1i0,). A 5—upla

(M\v,H,p,A) e RT x [-1,1] x R x C x C,

serd chamada de dados fundamentais de Y, onde \ é o fator de conformidade da métrica
induzida, ou seja, A = 2(0,,0;), v := (N, ) é a componente normal do campo vertical &

e H é a curvatura média de X. Além disso, p é a diferencial de Hopf de ¥, isto é,
pdz* = (—V;,,N,0.)d??,

e A:=(¢0,) =(T,0.), com T € X(X) sendo a componente tangente do campo vertical &,
isto é, T'= & —vN. A primeira e a segunda formas fundamentais sao, escritas em termos

do parametro complexo, respectivamente, como

I = \d2?|,
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11 = pdz* + \H|dz|* + pdz*.

Portanto,
11(9,,0,) = (S(0.),0.) =p
© A\H
11(9:,0:) = (5(0:),0z) = =~

Além disso, do fato de que A = (T,0.) e [ = \|dz|*> = %(dzdz + dzdz), segue-se
que \ \
A=(T0,)=1(T,0,) = §(dz(T)dZ(8z) +dzZ(T)dz(0,)) = §dZ(T)
e, de modo similar,

A=(T,0.) = [(T,.) = ~(d=(T)d3(8-) + d=(T)d=(9-)) = %dz(T).

DN >

Como T' € X(X), entao T pode ser escrito como

T = aaz + bag
Logo,
dz(T) = dz(ad, + b0s) = a
e
dzZ(T) = dz(a0, + b0;) = b.
Dali,

T = ;(A@Z + A0z).
O préximo Lema apresenta algumas relacoes intrinsecas validas em 3.
Lema 15 ([13]). As seguintes relagoes intrinsecas sao vdlidas em .
1) (9.,0:) = 0;
2) (0z,0z) =
3) (0:,0:) =

A)zé.

I

0;
A
2)
~ —2(log

Ao
Xazv

6) Vo,0: = V.0, = 0;

5) V.0, =

7) J(9.) = id..
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Prova. As trés primeiras relagoes seguem da expressao para a primeira forma fundamen-

tal, pois
(0:,0:) = 1(0:,0:) = < (dz(9:)dz(0.) + dz(0:)dz(9:))

(04 0) = 0.

N > Do >

e, de modo similar encontramos,

A
<8za82> = ](azaaz) = 5
e
<85, (95> - ](32, az) - 0
Logo, as equagoes 1),2) e 3) estdao provadas. Agora, utilizaremos as seguintes
relacoes
1
K=—-——Al
oy losA
e

A(log A) = 4(log A).z,

que podem ser encontradas em [7]. Dai, encontramos a equacao 4).
Para provarmos as demais igualdades, expressamos os coeficientes da conexao V

associados a z ez como
V4.0, = CI'},0, + CI'3,0.,

V. 0: = CI'L,8. 4+ CI2,0;,
Vazag = CF%QGE + CF%Zag,

onde CFfj sao os simbolos de Christoffel da conexao associados a parametrizagao (z, z).

Expressando Vy_ 0, em termos de (u,v), sendo z = u + v, temos

Vo, 0. = iku—iav)(@u—i@v)
= () —2rP -0, + () 2T - TP),)
= L ((Th — T 4 2r%) +i(T - TR - o) 0.
7 (D), — Ty —20%) — (1%, — T + 20) .
Logo,
Crly = §((Th —Th +20%) +i(T% — T - 2r)),
Cr%y = ((Th — T —20%) —i(T% — TR+ 2r))).
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De modo andlogo, podemos determinar V. 0s,Vg.0,, Vs.0s. Como a parametrizacao é
isotérmica, os simbolos de Christoffel sao dados pelas igualdades

1 Ev 1 Gu 1 Eu
FlZIﬁv 22:_ﬁ7 11 :ﬁa

Ev Gu G'u
I3, = BbTet I3, = Yek 50 = Tel
e, como \
CIy, = 7 e CI'?, =0,

entao, de modo similar,

Vazag == Vazaz - O
‘ A

V‘_ag — —2,
s \

o que conclui a prova do Lema. [ |

No préoximo Teorema, que pode ser encontrado em [13], serdo apresentadas as
equagoes fundamentais para a imersao e as condigoes de compatibilidade, reescritas para
0 caso em que temos um parametro conforme para a primeira forma fundamental. Es-
tas equacoes, que sao equivalentes as de compatibilidade, sao chamadas de condigoes de

integrabilidade.

Teorema 16 (I. Fernandez e P. Mira, [13]). Os dados fundamentais de uma imersao

X — E(k, T) satisfazem das sequintes condigoes de integrabilidade

K=K, + 7+ (k — 47°)0% (2.18)
A 2
p:=3 (H, +vA(k — 47%)); (2.19)
VA )
A; = 7([—[ +i7); (2.20)
v, =—(H —i1)A — %; (2.21)
1
I|A||? = ZA(l — 7). (2.22)

Reciprocamente, se escolhermos funcoes \,v,H : ¥ — R, com A > 0,—1 < v < 1 e
p, A : Y — C em uma superficie de Riemann, simplesmente conexa, Y satisfazendo as
equacgoes de integrabilidade para constantes k,T, com k — 41 # 0, entao, a menos de
congruéncia, existe uma unica superficie v : ¥ — B(k,T) cujos dados fundamentais sao

(N v, H,p, A).
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Prova. O Teorema 12 nos fornece uma condicao necessaria e suficiente para a existéncia
de uma imersao isométrica em termos das equacoes de compatibilidade. Portanto, para
provarmos o Teorema 16, basta verificarmos que as condig¢oes de integrabilidade sao equi-
valentes as equacoes de compatibilidade. Deste modo, este Teorema é consequéncia imedi-
ata do Teorema 12. Assim, considerando (A, v, H, p, A) os dados fundamentais da superficie
¥, vamos mostrar que (A, v, H,p, A) satisfaz as equagoes (2.18) a (2.22) se, e somente se,
(S, T,V,v,J, K) verifica as equagdes de compatibilidade.

Inicialmente vemos que a equacao ||T'||*> 4+ v* = 1 é equivalente a equagao (2.22),

pois sabemos que )
= X (fl@z + Aag) y

logo
2
1T = HA (A0 + Ad:)
_ <>\(A8 1 A9, A(Aaz+Aaz)>
4 - _
4 2
~ 5 (20 )
_ 4AP
P
Portanto,
A
14" = 7 (1 =%
é equivalente a
AP =102
e também
|T))? +v* = 1.

Vamos agora mostrar que dv(X) + (SX — 7JX,T) = 0 é equivalente a (2.21).
Observa-se que dv(X) + (SX — 7JX,T) = 0 é linear em X, portanto, para mostrarmos
esta equivaléncia basta mostrarmos que esta é valida para X = 0,.

Como dv = v,dz + vzdZz, entdo dv(0,) = v,. Temos também que J(0,) = i0,.
Utilizando estas relacoes, e também 1" = X(Aﬁz + A0:), em (iv), segue-se que

dv(d.) + (S(8.) — 7J(8.),T) =0
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é dada por

vV, =

S0, — Aa + AD: )>

2 (A0, + Aaz>>

>|

_ <sa (A0, +Aa)> <n'8z,
9 2
TA(S(0.),0.) - )\A(S(Gz),(?g> + 1 AT, 0:)
2
A

2 A 2 A
= — — —A-H — —iTA=
PoNTT AT
2
= —(H —it)A - ZpA,

A
Portanto, dv(X) + (S(X) — 7J(X),T) = 0 e (2.21) sao equivalentes.
Mostremos agora que (7i7) e a equagao (2.1) sdo equivalentes. Similarmente, basta

mostrarmos que (ii7) é védlido para X = 0, Isto é equivalente a mostrar que

(V. T,0.) = U;(H i)

(Vo,T,0,) = vp.
De fato,

<vazT7 62> =

o~~~

v(5(0:) — 7J(9z)), 0z)
v(8(8.) — i19s), 95)

= 0(S8(8.),0:) — viT(d.,d:)
= vII1(0,,05) — viT(0,, 05)

AH A
= v— —VIT=
2 2
- %(H—if). (2.23)

E, similarmente,

(V. T,0,)pd = vp.

Observe que a expressao em (2.23) é o conjugado da expressao (). Assim, é possivel mostrar
que a equagao (2.1) é equivalente a (i7i), reescrevendo a expressdo para a derivada do

produto interno a seguir

(T, D).

Em seguida deriva-se tal expressao e utiliza as equagoes (2.21) e (2.22).
Agora, mostremos que (i7) é equivalente a (2.19), como a primeira equagao é
bilinear e antissimétrica nas variaveis X e Y, basta verificarmos para X = 0, e Y = 0;.

Assim, consideraremos

Va.5(0;) — V5.5(0.) — S[0,,0:) = (k — 47%)v ({02, T)0, — (8., T)0:) .

z
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E, uma vez que vale que
S[az, ag] == VC‘)EaZ - Vazag - 07

encontramos
V.5(0:) = Va.5(0) = (k — 47%)v ({05, T)0: — (0., T)0:) .

Fazendo o produto interno dessa expressao com 0, e utilizando que (9,,0,) = 0e (9, 0,) =
5+ temos

(V0,5(0:) — V,5(02),0.) = ~ (s — 4r){0.. T
Agora, como

p=(500.),0.) e V50.=0 (2.24)

encontramos as relacoes

0:(5(0:),0:) = (V925(0:),0:) + (5(0:), Va.0.),

p- = (V4:5(0.),0.).

Além disso, como

derivando essa igualdade, temos

0-(5(0z),0-) = (V5.5(02),0:) + (5(0%), Va.0z),
_AH 4+ AH, n

2
_AH AH, MAH

2 2

ou seja,

<V8z5(82)7 8z> = -

Logo, a equagao (2.24) pode ser reescrita como

A
p:=73 (H. +vA(k — 47%)),
como queriamos.

Para concluirmos a prova do Teorema 16 mostraremos que a relacao K = det S+

72 + (k — 47%)v? é obtida a partir das demais equagoes de integrabilidade. De fato, como
A ANH
E:G:O,F:§,e:p,g:ﬁef27,obtemos
det(S) = K(I,II)
/\2H2
_ eg — f? :pp— 4 :H2—4|p|2
EG — F? A2 A2

4
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Utilizando a expressao para K obtida no Lema 15 anterior, podemos reescrever a equacao

de Gauss como

2
—_2(1(’?“))” = H? - 4';' + 72 4 (k — 47%)02. (2.25)
Derivando a expressao
A, — As = vp
Y )
em relagao a z, e utilizando as equagoes (2.1), (2.21) e (2.22), obtemos a expressao (2.25).
Isto finaliza a prova. [ |

2.2 A Diferencial de Abresch-Rosenberg

A diferencial holomorfa sobre superficies imersas em R?, construida originalmente
por Hopf em 1955, é uma das principais ferramentas utilizadas para a demonstracao do
Teorema de Hopf, apresentado no primeiro capitulo.

Duas importantes generalizacoes do Teorema de Hopf foram feitas, em 2004 e
2005, por Abresch e Rosenberg, em [1] e [2], respectivamente. Eles generalizaram a
definicao da diferencial de Hopf para superficies com curvatura média constante, imersas
nos espacos produto S? x R e H? x R e, mais geralmente, para espacos homogéneos
tridimensionais com grupo de isometrias de dimensao quatro. Utilizando esta ferramenta,
estabeleceram uma generalizagao do Teorema do Hopf para superficies imersas em E(k, 7),

com o seguinte enunciado.

Teorema 17 (Abresch-Rosenberg). Qualquer imersao de uma esfera S* de curvatura

fdi tant h : mpl t M? d
média constante, em um espa¢o homogéneo simplesmente conexo, ,g) com grupo de
1sometria no minimo de dimensao quatro é, de fato, uma esfera com curvatura média

constante, mergulhada e rotacionalmente invariante.

Na secao que conclui este capitulo apresentaremos uma prova deste resultado
para imersoes nos espagos produto S? x R e H? x R, que pode ser encontrada em [1]. A
diferencial devida a Abresch-Rosenberg para uma imersao ¢ : ¥ — E(x, 7) é a diferencial

quadratica globalmente definida por
Qdz* = (2(H + it)p — (k — 47%) A?) d2°. (2.26)

Diferentemente do que acontece para imersoes em R3, onde a diferencial de Hopf
ser holomorfa implica que a superficie tem curvatura média constante, a diferencial de
Abresch-Rosenberg pode ser holomorfa em algumas superficies cuja curvatura média nao

¢ constante. Todavia, a reciproca deste é vélida em E(k, 7), exibiremos a prova agora.

Teorema 18. A diferencial quadrdtica Qdz*> € holomorfa em qualquer superficie com

curvatura média constante em E(k, 7).
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Prova. Derivando (2.26) em relagao a z obtemos
Q: = 2H.p + 2(H +i7)p; — (k — 47%)2AA;.
Pelo Teorema 16, sabemos que

v

A 5 (H+it) e ps= %(HZ +vA(k — 477)).

Logo, segue-se que
A , 9 9 VA ,
Q: = 2H,p+ 2§(H +i7) (H. + vA(k — 47%)) — (k — 477)2A 7(1{ +iT)

= 2H.p+ (H +it)\H, + (H +iT)\WA(k — 47%) — (k — 47*) AvAH — (k — 47%) AvNiT
— 2H.p+ AH.(H +ir).

Como ¥ é uma superficie cmc, H, = H; =0, e

ou seja, () é holomorfa, como queriamos mostrar. [ |

Pode-se também definir a diferencial de Abresch-Rosenberg para imersao de uma

superficie ¢ : ¥ — E(k, 7) da seguinte maneira

42
Qdz* = (2p R Az) dz?.

H +ar

Uma vantagem de escrever a diferencial desta maneira é ficar explicito que a
diferencial de Abresch-Rosenberg é uma perturbacao da diferencial de Hopf. O préximo
resultado, que pode ser encontrado em [1], classifica as superficies com curvatura média

constante e diferencial quadratica identicamente nula.

Teorema 19. FExistem quatro distintas classes de superficies completas, possivelmente
imersas, cmc ¥ : X — S2 X R ou v : ¥ — H? x R, com diferencial quadrdtica Q
identicamente nula.

Trés dessas classes sdo compostas por superficies mergulhadas rotacionalmente
invariantes; sao elas as esferas cmc de Hsiang e Pedrosa contidas no espago homogéneo,
seus primos ndao compactos D%, e as superficies do tipo catenoidal C%. A quarta classe
¢ é compreendida de certas drbitas P% do 2-dimensional grupo solivel de isometrias do

espaco homogéneo.

Utilizando esse Teorema 19, é possivel estabelecer a seguinte generalizacao do
Teorema de Hopf em S? x R e H? x R
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Teorema 20 (Abresch, Rosenberg, [1]). Qualquer esfera cme ¥ imersa em S* x R ou em
H? xR, € uma esfera cme mergulhada rotacionalmente invariante S contida no respectivo

espaco produto.

Prova. Se a superficie é cmc entao a diferencial quadratica () é holomorfa. E conhecido,
ver [1], que qualquer diferencial quadrética holomorfa sobre uma esfera de dimensao dois
é identicamente nula. Logo = 0. Entao uma das quatro possibilidades, listadas no
teorema de classificacao enunciado acima, acontece.

Entretanto, como o género da superficie é zero e ela é compacta a tinica possibili-
dade que pode ocorrer é ¥ ser uma esfera cme, mergulhada e rotacionalmente invariante.
[ |
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O Teorema de Alencar, do Carmo e
Tribuzy

Neste capitulo, apresentaremos generalizacoes do Teorema de Hopf, para su-
perficies imersas em espacos homogéneos tridimensionais, com grupo de isometria de
dimensao quatro. Tais espacos sao fibragoes Riemannianas com curvatura fibrado 7, ver-
tical e unidimensional, sobre uma forma espacial, bidimensional, com curvatura seccional
k. E sao classificados, a menos de isometrias, por x e 7, ambos numeros reais tais que
k # 472, Quando 7 = 0, pela diferenca acima temos que x # 0. E tais espacos sao da
forma M?(k) xR, com x = —1,0, 1. Quando 7 # 0, temos as esferas de Berger para k > 0,
o espaco tridimensional de Heisenberg para x = 0 e o recobrimento universal do grupo de
Lie PSLy(R) para k < 0. Mais informagoes podem ser encontradas em [8] e [9].

As generalizagoes devidas a H. Alencar, M. do Carmo, I. Fernandez e R. Tribuzzi,
[3] e [4], além de generalizarem o espago ambiente considerado, utilizaram uma hipé6tese
mais fraca que curvatura média constante. De fato, eles supoem que a norma da diferencial

da curvatura média de H é limitada
[dH| < h(2)|Q™>")],

onde |[dH| é a norma da diferencial da curvatura média H da superficie imersa M, com-
pacta e de género zero, h é uma funcdo real continua nao negativa e Q> é a parte (2,0)
da forma quadratica definida por Abresch e Rosenberg.

Como H = k, constante, implica que dH = 0, o resultado encontrado em [3]
generaliza também o resultado de U. Abresch e H. Rosenberg apresentados no capitulo
2. Enunciaremos os resultados principais deste capitulo e a seguir faremos uma secao
dedicada as definicoes e resultados utilizados nas provas destes Teoremas, com destaque

para o Lema 26 que tem importancia propria.

30
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Teorema 21 (Alencar, do Carmo e Tribuzy,[3]). Seja M uma superficie compacta, de

género zero, imersa em M?(c) x R. Suponhamos que
[dH| < h(2)|Q).

Entio QZ9 ¢ identicamente nula e M € wma superficie invariante por rotacdes em
M?*(c) x R.

Teorema 22 (Alencar, do Carmo, Fernandez, Tribuzy, [4]). Seja M uma superficie com-

pacta de género zero imersa em E(k,T), com curvatura média H. Assuma que
|[dH| < g|Q®Y],

onde g € uma funcdo real, continua e nao negativa. Entdo Q30 € identicamente nula e

M € uma superficie com curvatura média constante invariante por rotagoes em E(k, T).

As demonstragoes destes resultados serao apresentadas nas segoes 3.3 e 3.4.

3.1 Preliminares

Consideremos (u,v) parametros isotérmicos em um subconjunto aberto U da

superficie M. Assim,
0 0N_ [0 0N, [0 0N
ouw ou/ \ovw ov/ ou ov/

1 1
dz = — (du + idv) , dz = — (du — 1dv
s (du-+ ) s du— i)

e sejam Z e Z os campos definidos sobre U dados por

Sejam z = u + v,

de modo que

Neste ponto, consideraremos o espago ambiente mais geral M"(c) x R, onde M™(c) é
uma variedade Riemaniana com curvatura seccional constante ¢, sendo M ¢ M™(c) x R
uma superficie imersa. A generalizacao da diferencial quadratica definida por Abresch e

Rosenberg ¢é definida por

Q(X,Y) = 2a(X,Y), H) — c(6X,£Y),
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onde ﬁ = HN ¢ o vetor curvatura média da imersao, a é a segunda forma fundamental
el : M"(c) x R — R éaprojecao £(p,t) = t. Seja a (2,0)—componente da diferencial @,
QPY = (2)d2>.
Notemos que Q(Z,Z) = ¢(z) e dai |Q(Z, Z)| = | (z)]. Observemos que
o = 20(2.2) = 2Z((2,2), H) - Z(&(2),£(2)).
Utilizando a conexao normal V+, definida por

Vin:=VxN—S,(X); n,N € X(M)* X € X(M).
Exibimos o termo 2Z(a(Z, Z), ﬁ) como
9Z((2, 2), H) = 2(Via(2, 2), H) + 2(a(Z, 2), VA H). (3.1)
Precisaremos das seguintes igualdades.
Lema 23. Temos que V3Z =V 7 = 0.
Prova. Como a conexao V é simétrica entao, para X,Y € X(M), temos que

[X,Y] = VyY — Vy X.

Como Z,Z € X(M), entdo

(Z,7) = VyZ—VzZ
= 72772

E verdade que [Z,Z] = 0. De fato, dada uma funcio f € C(M), temos

Z
(-d) (L) 3(52) (2 -o2)
|

Logo VZ = V;Z, como afirmado.
Agora, como VZ € X(M), podemos escrever

VfZ =aZ + b7
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E, dali,

(VN32,Z) = (aZ +VZ,Z)
= a(Z,Z)+b{Z,7)
= b(Z,2),

Pois, (Z, Z). Por outro lado,

logo,
WZ,Z)=0
b=0,
pois (Z,Z) = A # 0. Dai,
VgZ =a/.

Agora fazendo o produto interno de V5Z com Z, obtemos que
(V32,Z) = alZ,7),

isto é,
(V4 Z.7) = alZ,7)

e como (V3 Z,7) = %Z(?, Z) = 0. De modo similar, temos que
alZ,Z) =0
a=0.
Temos entdo que VZ = V7 = 0, concluindo assim a prova do Lema. |

Como, por definicao,

(Vza)(2,2) = VealZ,Z)— (N2, Z) — (Z,V%Z)
= Via(Z,2) —2a(V3Z,.Z),

Utilizando o Lema anterior, temos que
(Vza) (Z2,Z) =VialZ,Z).

Portanto, utilizando a expressao (3.1) e a expressao acima, encontramos

2Z(c(7,2), H) =2 ((V4a) (2,2), ﬁ> +2(a(2, Z), VEH), (3.2)
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Agora, utilizando a equacao de Codazzi e denotando por R a curvatura do espaco ambi-

ente, é valida a relagao
(R(X,Y)Z,n) = (Vya)(X, Z,n) = (Vxa) (Y, Z,7)

assumindo X — Z.Y = Z,Z = Z,n = H. Dai,

(Vya)(Z, 2, H) = (V10)(Z, 2, H) + (R(Z,2)7, H).

Substituindo a expressdao acima na equagao (3.2), utilizando a conexao normal,

temos que

2Z(c(Z,2), H) =2 ((Via) (Z,2), ﬁ> +{R(22)z, ﬁ> +2(a(2,2), VEH).
O préximo Lema fornece uma expressao para o termo <§(Z SAVA ﬁ> da equacao

acima.

Lema 24. Temos que
(R(2.2)2, 1) = exX*(6(2),€(H)).
Prova. Consideremos 7 : M?(c) x R — M?(c), definida por

m(p,t) = p.

Identificaremos 7 e £ com suas respectivas derivadas. Portanto, X = (X)) + £(X).
Como o espago ambiente E(k, 7) que estamos considerando é uma fibra¢ao Riemmanianna,
podemos utilizar o Teorema 9, enunciado no Capitulo 2, para cada espaco com curvatura

seccional constante. Entao, R ¢ dada por
(7(2,2)2,H) = {(x(Z), 7(2))(n(2), 7(H)) = (x(2), m(2)) (w(Z), =(H))}. (33)
Vamos reescrever cada um dos termos do segundo membro da equacao acima. Primeiro,
(n(2),7(2)) = (Z—-¢€Z.Z~¢€2Z)
= (2,2) - (2,£2) - (¢Z,2) + (£Z,£Z)
= N = (nZ+E2,67) —(EZ,nZ + EZ) + (£Z,£7)

Como (1Z,£Z) = (¢€Z,7nZ) = 0 e os dois tiltimos termos da equacio acima se cancelam,

temos

(rZ,7Z) =N — (£EZ,£7).
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Sendo Z € X(M) e N € X(M)*, temos que (Z, N) = 0, e daf

nZ7H) = (Z—€Z,H —¢H)
— (2 H)Y = (Z,6H) — (62, H) + (¢2, € H)
— 0-(Z,6H) — (62, H) + (¢2Z,¢H)
— (nZ 4 €7, 6H) — (2 7H + €H) + (62, ¢H)
— _(nZEH) — (2,6 H) — (2,7 H) — (62, ¢H) + (62, H)
— _(nZ,H) — (2, ¢H) — (¢Z, 7 H).

e, como (77, 5?) = (&7, Wﬁ> = 0, encontramos que
(w2, 7H) = —(¢Z,6H).

Logo,

nZ, 72wz 7 H) = —(\2— (62,6202, €H))
— NNeZ,EH) 1 (€7,62)(6Z,€H).

Agora, vamos calcular o segundo termo do segundo membro da equagao (3.3). De

modo similar, usando que (Z, Z) = 0, temos

(nZ,nZ) = (Z—-EZ,Z—E7)
= (2,2) =(2,62) = (£2,2) + (£2,£2)
= —2Z,¢2)+(£Z,£2)

(T2 +82,82)) +(£2,62)

= —2((piZ,§2) +(§2,£2)) + (£2,£2)

= —2(0+(£2,£2)) + (£2,£2)

= (=2+1){€2,£2)

= —(£2,¢2).

= -2

{
(
(
(

Utilizando que (Z, ﬁ) = 0, com Z,ﬁ tangente e normal, respectivamente, de

modo similar ao que foi feito anteriormente segue que

nZ.7H) = (Z—¢Z.H —¢H)
— (ZH)— (Z,cH) - (¢Z, H) + (¢Z,¢H)
— 0= (nZ+EZ,6H) — (67, 7H + €H) + (€Z,¢H)
— _(nZ,€H) — (7, €H) — (67,7 H(—(¢Z,6H) + (¢Z,6H)
— _(Z,¢H).
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Portanto,
(wZ.7Z)wZ 7H) = (2.62)(6Z.¢H).
Podemos entao reescrever a equagao (3.3) como

(R(Z,)VZ,HY = {-NEZ,EH) + (62,620 (67,6 H) — (£2,62)(¢7, € H)}
= o[-)X¢Z,¢H) +|€Zl1ez||eZ)|€H | - |€2)|e2|e2||€H )
— _eNEZ,EH).

Finalmente, pela propriedade de antissimetria do tensor curvatura, obtemos
(R(Z,2)2, H) = N2, €H),

como afirmado. [ |

Serd necessario para o que segue a prova mais um resultado auxiliar.

Lema 25. Temos

CZ(62,62) = 2N (€2,6H).
Prova. Observe, inicialmente, que
a(Z,7) =VzZ — (VzZ)' =V42Z,

pois ja foi provado que V5Z = 0. Como o espago ambiente é o espago produto M"(c) x R

com as projecoes naturais 7 e &, entao podemos escrever
V22 = V(EZ +72) = Vy{EZ) + V4(r2),
onde V! e V? sao as conexoes de R e de M™(c), respectivamente. Logo,
Ea(2,7) = €V 77 = EVL(EZ) + £V Z) = Vy(E2).

Portanto,

(€a(2,2),62) = (V3(82).£2)

Notemos que
Z2(£2,62) = 2V4(£2),£2)
= 2(a(Z,2),£2).

Consideremos o campo
E= —(61 — ieg), (34)
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onde e e e5 sa0 0s vetores unitarios nas diregoes de , respectivamente. E verdade

ou " o
que Z = A\E, pois

E = %(61—1.62)
9, 0
_ Lo ou
21 To B
du|  |ow

R
V2 \\du A )

Vamos agora utilizar este fato e a bilinearidade da segunda forma a para o que

segue
o o (e —iey e —iey
a(Z,Z) = a(EE) = )‘O‘( NG )
2
= ?{a(el,el)—ka(@%@)}
_ \H.
Logo,
Z(2,67) = 2V'Z(62),62) = 2a(2,2),62) = 2N €2)
— \H, 7).
Como afirmado. -

Podemos reescrever ZQ(Z, Z) como

ZQ(2.2) = 2A(VL)(Z,2),H) +2N(¢2,6H) + 22, 2), VEH) — Z(2.€2)
— 2(VH)(Z.2), H) +2(a(2,2),VH). (3.5)
A ultima igualdade decorre devido ao cancelamento de dois, dos quatro termos anteriores,
utilizamos para isto o Lema 25,
O primeiro termo do segundo membro da equacao (3.5) é igual a
(Vza)(Z,2) = Vy(a(Z,2)—a(VNzZ,Z) — a(Z,N 22)
= 2(Z.2)H) - a(Z,V12).

a ultima igualdade decorre das igualdades a(Z, Z) = A2 H e V ;Z = 0. Utilizando a regra

de derivagao do produto e do produto interno obtemos

(Via)(Z.Z) = (V,Z.ZVH + (Z,V 2 2)H + (Z, Z)Vi H — o(Z,V ,2).
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Considere E, definido pela equagao (3.4), deste modo, quaisquer vetores complexos X,Y €

X(M), podem ser escritos como X = w1 E e Y = wyF, com wy,wy € C. Dali,
(X,Y) = wiwsa(E,E) = (X,Y)H.
Agora, escolhendo X =V Z e Y = Z, obtemos
(V4a)(Z,2) = (V,Z,2VH + (Z,V 2 2)H + (Z, 2)V5H — (V2. 2)H

novamente utilizando que VzZ = 0 e simplificando a expressao do segundo membro,

retirando os termos que se anulam, temos
(Via)(Z.2) = (Z.2)VEH.

Finalmente, podemos reescrever a expressao de ZQ(Z, Z) como segue

ZQ(2,2) = 2002, Z)ViH  HY + 2(a(2, 2), VL H). (3.6)

Na préxima segao destacamos um Lema que sera fundamental na demonstracao dos Te-

oremas principais do capitulo.

3.2 Lema Principal

Nesta se¢ao, enunciaremos e provaremos o Lema Principal, que é um resultado

fundamental para demonstracao dos Teoremas centrais deste capitulo.

Lema 26 (Lema Principal). Seja f : U € C — C wma fun¢ao complexa definida no

aberto U, que contém a origem z = 0. Suponhamos que

9N < n)1f)l, (3.7)
%

onde h € uma func¢ao real continua, nao negativa. Assumamos que z = zy € um zero de

f- Entao f =0 em uma vizinhan¢a V C U de 2y ou
f(2)=(z—20)fr(2), 2 € V,k > 1.
Aqui fr(2) € uma funcao continua com fi(zo) # 0.

Sem perda de generalidade, vamos supor zp = 0 e que U é um disco de raio R
e centro na origem. A prova do Lema Principal segue imediatamente dos dois seguintes

Lemas auxiliares.

z
Lema 27. Assumindo as hipoteses do Lema Principal e que limz_le) = 0,r > 1,
2"

z
temos que o lim,_,q M existe.
Z’I‘
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Prova. Definamos uma forma diferencial

),

2" (z — w)

em Dg(0), com z # 0, z # w e r > 1. Usando a versao complexa do Teorema de Green-

Stokes, que pode ser encontrada em [17], p.175,

// (&—a—i)dzAdz:ABgdz+hdz,
fw) .

1
Dgr(0)\(Da(0)UDg(w)) # (Z - w) DR (0)\(Da(0)UDg(w)) # (2 — w)

De fato, a equacao (3.8) é satisfeita pois

O I N_ O 1 N, 1o
0z <z7’(z—w)> 0z (zr(z—w))f( )+ 2r(z—w) 0z’
e sendo L holomorfa em Dg(0) \ {D,(0) U D,(w)}, temos

7w

Dai a equacao (3.8) é consequéncia imediada do Teorema de Green-Stokes. Dai,

e, e, 6,
/8DR(0) 2 (2 — w)d " /az)a o 2" (2 — w)d " /8Da(w) Z(z — w)d

————dz Ndz. (3.9)
//DR N{Da(0)UDu(w)} 2" (Z— w)

Vamos agora calcular as integrais de (3.9). Definamos a funcao auxiliar g(z) =

obtemos

z 4
Lr) e facamos a seguinte mudanca de varidveis z = w + ae?,0 < 0 < 27, na integral
z
z
/ G,
oDy (w) 2" (2 — W)
Dali,

/ g(Z) :_/ g(Z) :_/2 g(w+a69) Zezﬁde
ODg(w) 2 — W oD (w w 0 ae’

()
|
)

(

(w + ac™)do),

z —
X
g
utilizamos que dz = aie?df e D, (w) é dD,(w) com a orientagio anti-hordria.

Como g(z) é continua em D,(w) temos que

lim g(w + ae®) = g(w),
a—0
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e, portanto,

lim 9(2) = —ig(w)/o ’ df = —2mig(w) = —2mwif(w)w™

470 JoDy(w) Z — W

Calculemos, agora, explicitamente a integral

/ &dz, r>1.
aDa(0) 2" (2 — w)

Fazendo a mudanca de variavel z = ae?,0 < 6 < 27, obtemos

f(2) flae®)
_ I A d
/BDQ(O) 2"z —w) : /8Da(0) (arer®(ae’ — w) -

f(ae) 0 . f(ae”)
- _/ _ i (i o) L€ df = —i _ 1, (r—1)i0 (, pi0 _ do.
oD7 (0) (arem®(ae w) oD7 (0) (am~te (ae w)

Por hipétese,

lim /()

20 zr—1

=0.

Dai, fazendo a — 0, temos z — 0, e, usando a integral acima, temos que

27 i0
lim &dz = —¢ lim 'f(aee ) =
250 D4 (0) 2T<Z _ w) a0 0 ar—lez(r—l) (aez —w)

do = 0.

Fazendo a — 0 na equacgao (3.9), temos que

| . ) 1 of
_Qzﬂf(w)w + /BDR(O) mdz = — //DR(O) ZT<,Z — w) 97 —dz N dZ. (310)

Além disso, a integral dupla, acima, a direita, quando a — 0, existe pois as
integrais a esquerda de (3.9), quando a — 0, existem. Agora, voltemos a expressao
(3.10), por hipdtese existe A > 0 tal que

max h(z) < A,

ZEDR(O)

pois h ¢é continua e o disco é um compacto, portanto, possui maximo. Entao, segue da

equacao (3.10) que

ol < [ gy [ s s
opr(0) 12712 — ] WI pr( 1217712 —w| Iz wl
2A
< / 1£(2) —— |dz |+// 1£(2) ————dxdy, (3.11)
opr(0) 12712 — ] wl Dr) 1217 Iz—wl
pois dz A dz = —2idxdy, com z = x + Y.
1
Tomando zy € D, zy # 0, multiplicando a inequacao por ——— e integrando

w — 2y
com respeito a dudv, onde w = u + v, concluimos com D, = Dr(0) \ D.(20), que
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27r/ MO —— = dudv < // 1 (2)lldz| dudv +
D. w — 2| |w]" dDgr(0) || ]z—wHw—zo]

2A/ // f(2) dxdydudv. (3.12)
. J S |2 !Z—wl\w—Zo!

Vamos agora estimar as integrais a direita da desigualdade acima. Iniciaremos por

d
/ / f(2)lldz| dudv.
Jopr) 121" Iz — wl|w — 2
1 1 1 ( 1 1 )
== S + 5
|z — 20| \|z —w| |w— 2]
temos que

|z — wl||w — 2 N |z — zo|
[] Flldz oy FEld
Jopgo) 127 |Z—w||w—zo| . Jopg) 12I" |Z—Zo||2—w|
// SNl g (3.13)
. Jopg) 12I" |Z—Zo||w—Zo|

/ dudv </ dudv
pr©) 12— wl = Jp,) |2 —w|’

sendo w = u + v, podemos escrever w como

Como

1 1

Z—w W — 2

Por outro lado, como

_ i9
w=z+pe",

onde 0 < p < 2R e 0 <6 < 2w Segue que dw = e?dp +ipedf e div = e~ Pdp — ipe=dp.
Dai
dw A dw = —2ipdp N db

dudv = —pdp N\ df = pdf A dp.

Destas relagoes, obtemos

d d 2R
/ uae / / df A dp = 47 R.
Dar(z

/ dudv < 4rR.
Dr(0) |z — wl

Portanto,
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Logo, obtemos a seguinte estimativa para o primeiro termo da equagéo (3.13):

/ / fld| < / / fld|
Japgo) 12" IZ—wHw—Zo\ Jopg(o) 12" \Z—ZoHZ—UJ!
/ / fElld=|
. Jopg) 121" |Z—20Hw—20|
ATR / Mud
DR (0) |2|"|2 — 2o
ey,
9D (0) 2|7z — 2
_ sm/ @
oD 12712 — 20|

De modo similar, podemos expressar a segunda parcela da inequagao (3.12) assim

2A/ // ! drdydudv < 16 ART // Lﬂod:ﬁdy.
S Ipro IZ—wllw—Zol pro) 121"z = 2

Dai, reescrevemos a inequagao (3.12) como
27/ Mdudvg&r}?/ L g 164R // WEN_Gedy,
b, |w = zol[w]" opr(o) 121712 = 2ol Dr(0 |Z! IZ 2|

isto é,

VAN

— 8AR) // ————dxdy < 87TR/ M
Dr(0) |Z| |Z—ZO| oD 12712 — 20|

Além disso, podemos escolher R de modo que 1 — 8AR seja positivo. Logo, para zy # 0,
d
0 < 27(1 — 8AR) // W dedy < 87TR/ 1F2)lld=] C(z0),
Dr(0) |2 ! !Z - oI 2

Dr(0) 2]z — 20|

onde C(zp) é uma constante que depende de zg. Logo,

// — = —dxdy
Dr(0 !Z\ \Z—Zo\

¢ limitada, para todo zy € Dg(0). Quando zy — 0, entdo |z — zg| — |2/, e o integrando

cresce monotonicamente. Portanto
lim —————dxdy
29—0 |z| |z—zo|

Utilizando a existéncia do limite acima e a inequagao (3.11) entao segue-se que

existe.

| f(w)]|w]|~" é limitado quando w — 0. Da equacao (3.10), concluimos que

i £ )

z—0 Z7
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existe. m
Vamos agora provar o segundo resultado auxiliar, que sera necessario para para

prova do Lema Principal.

Lema 28. Admitindo as hipoteses do Lema 25, isto €,

%‘ < h(2)|f(2)| e supondo que
z

temos que f =0 em uma vizinhanca de 0.

Prova. Suponha, por absurdo, que f nao ¢ identicamente nula em uma vizinhanca de 0 e
seja zo tal que f(29) # 0, |20] < R. Utilizando o mesmo argumento, feito na demonstragao

do Lema anterior, podemos reescrever a inequagao (3.12) assim

@l FGL
27?/6 ~dudv < 8w /8DR |dz|

w = Zo|[w] |z|’”|z—zo|

+16ART // T grdedy, Vor > 1,
Di(0 |Z| |Z—Z |

onde dud
/ uav <47R e max h(z) < A.
o) |z — wl 2€Dr(0)
Definamos
2
Temos que
1 — 8AR // > 8AR //
a0 \Z’ * ’Z|
8AR)
> <T|f<zo>||20| "vol(D")
— CL|Z0|_T7
sendo 1 —8AR
o= L8R o Swol(D").

2

Por outro lado,

4R/ |()||d|<bR_
DR (0

21"
com

b=4R max z dz|.
e G [ i

Deste modo,
alzo] " < bR, Y r.
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Temos que a,b dependem de r, entdo, como 29| < R, temos

Observe que o ultimo limite tende a zero, portanto o limite do centro da desigualdade

acima tende a zero também.

1—-8AR :
Como a = %\f(zo)]vol(D*), segue-se que f(zg) = 0, e isto é uma con-
tradicao. Logo a suposicao inicial é falsa e assim concluimos a prova do Lema. [

Prova do Lema Principal. Dos Lemas 27 e 28 segue o Lema Principal. De fato, do

Lema 28 obtemos que se f nao ¢é identicamente nula em uma vizinhaga de zero, existe um

) g o pim, . £ ()

. Denotemos por c o lim,_,; ——. Logo podemos
T Zr—l 2T

r tal que lim,_,q

escrever .
f(z) =cz" + R, ilg(l);:()
ou
, R
FE) =) )= et o,
tal que f,.(0) = ¢ # 0. Assim prova-se o Lema Principal. [ |

3.3 Demonstracao do Teorema 21

Antes de iniciar a prova do Teorema vamos particularizar a equacao (3.6) para o
caso onde a dimensao do espago base da fibracao é n = 2. Deste modo, sendo a codimensao
igual a um, temos Vx N = 0, VX € TM, onde N é um vetor unitdrio normal & superficie
M. Dali,

Vil = VA(H.N) = (ZH)N + HVEN = (ZH)N +0
— (ZH)N.
Desta maneira
Z2Q(Z,7) =2 *Z(H)H + 2a(Z, Z)(Z(H)).

Assim,
|Z(H)| = [dH(Z)| < |dH||Z| = [dH|A,

e, de modo similar,
|Z(H)| = |dH(Z)| < |dH||Z| = |dH|\.

Logo

1ZQ(Z, 2)| < 2X°Z(H)H| + 2|a(Z, Z)(Z(H))| < {2X°|H| + 2\ o(Z, Z)[}dH].



Capitulo 3 45

Por hipétese, |dH| < g|Q®?%)|. Portanto

2Q(2,2) = h(2)|Q(2, Z)],
onde h(Z) = g{2\3|H| + 2\ «a(Z, Z)|} ¢ uma fungio continua nao negativa. Podemos
entao aplicar o Lema Principal.

Considere U C M, um conjunto aberto coberto por coordenadas isotérmicas.
Suponhamos que existe zg € U zero de Q(Z, Z) = 1(z). Pelo Lema Principal, temos que
Q(Z,7) é identicamente nula em uma vizinhanga V' de zy, ou os zeros de Q(Z, Z) sdo
isolados e, neste caso, o indice j do campo de dire¢oes determinado por Im[Q(Z, Z)dz?] =
0 é (—k/2) como vimos na prova do Lema 6. E, portanto, j é negativo.

Se, para alguma vizinhanga coordenada V' de zero, a funcao Q(Z, Z) = ¢(z) = 0,
entao isto ocorre para qualquer z € M, ou seja, ¥ é identicamente nula. De fato, caso isso
nao ocorra, isto é, se existissem pontos z; € M\ V tais que Q(Z, Z) = 9(z;) # 0 existiria
uma vizinhanca Vj, que conteria V' e isso contradiz o Lema Principal.

Para o caso em que todos os zeros 1 sao pontos isolados, segue que, todos pos-
suiriam indice negativo e isto implicaria que a soma dos indices é negativa. Observemos
que, neste caso, Q(Z,Z) nao é identicamente nula. Por outro lado, como o género da
superficie M ¢é zero, segue do Teorema 3 que a soma dos indices de singularidades de
qualquer campo de diregoes é dois, ou seja, a soma sera positiva. Isso é uma contradicao,
portanto o caso em que Q(Z, Z) nao é identicamente nula nunca ocorre. Logo, pelo Teo-
rema 19, que classifica tais superficies com diferencial quadratica () identicamente nula,
uma das quatro possibilidades ocorre. Como o género da superficie é zero e ela é compacta
a Unica possibilidade é que seja uma esfera cme, mergulhada e rotacionalmente invariante.

O que finaliza a prova do Teorema 21.

3.4 Demonstracao do Teorema 22

Nesta secao apresentaremos a demonstracao do resultado obtido por H. Alencar,
M. do Carmo, I. Fernandez e R. Tribuzy, para imersoes em F(k,7), quando 7 # 0,
que generaliza o Teorema 21 para os demais espagos homogéneos, de dimensao trés, com
grupo de isometrias de dimensao quatro. A técnica para demonstracao é similar a que fora
utilizada na se¢ao anterior, com modificagoes devidas ao espago ambiente que possui agora
curvatura fibrado 7 nao nula. Nesta situagao a generalizacao da diferencial quadratica @)
é dada por

Q(X,Y) = 2(H +ir)a(X,Y) — (x — 47%) (&, X) (€. Y)

onde X e Y sao vetores tangentes a M. Observe que no caso em que 7 = 0, encontramos a

mesma diferencial quadratica que fora utilizada na prova do Teorema 21 para as fibragoes
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H? xR e S? x R. Deste modo, @Q, de fato, generaliza a diferencial definida anteriormente.
Usaremos a mesma notacao e alguns resultados desenvolvidos na secao 3.1. A

componente real da diferencial quadratica () é dada por

QP = y(2)d=",

onde z = u + iv, sendo (u,v) parametros isotérmicos em M. Considerando Z, 7, dz,dz

definidos como antes, temos

dz(Z)=dz(Z) =1, dz2(2)=dz(Z)=0 e (Z,7Z)=)\.
E também,
Q(Z,2)=Y(2), (Z,2)=(Z,Z)=0 e NzZ=VyZ=0.
De modo similar, ao feito na secao 3.1, calculemos

% —70(2,2) = Z (2(H +i1)(S2, Z) — (x — A7) (€, 2)?),

onde S é o operador de forma associado a forma bilinear a.
Teorema 29. Temos que
ZQ(Z,72) =2Z(H)a(Z,Z) + 2(H +iT)N\*Z(H).
Prova. Derivando Q(Z, Z), encontramos
2Q(2.,2) = 22(0)(SZ, Z) + (Y 1(SZ), Z) — 2¢(€, Z) (V3€, Z) — 26, 2)(¢. V7. 2),

onde § = H + i1 e ¢ = k — 472. Note que utilizamos VZ = 0.
Nos préximos Lemas, vamos calcular, separadamente, expressoes para os termos
(V4(82),Z), (N5, Z) e (€,V5Z). Vamos expressi-los de modo conveniente para o que

se segue.
Lema 30. Temos que
(Vz(82),Z) = (V2(SZ), Z) + cA*(§, N)(€, Z).
Prova. Utilizando VZ = 0 e a equagao de Codazzi, obtemos
Vz(52) = (Vz9)(2)+ 5(VzZ)

= (V49)(2)+ R(Z,Z)N

= (V28)(2) +(N.&) (2.7 - (Z,§)Z),
onde R é a curvatura de E3(k,7), N é vetor normal & superficie M. A ultima igualdade
acima é consequéncia do Coroldrio 3.2 de [8]. Finalmente, como (Z,Z) = 0, concluimos

que

(Vz(82),2) = (V2(SZ), Z) + (N, ENZ,§)\*.
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Lema 31. Temos que (N5, Z) = it *(¢, N).
Prova. Utilizando a prova da Proposi¢ao 3.3, que pode ser encontrada em [8], obtemos
Vi =1ExZ=1(JZ,EN - ((,N)JZ) .

Entao,
<v?’57 Z> = _iT<’£7 N>)\2

Lema 32. Temos que
(€, VzZ) = NH(E, N).

Prova. Sao vélidos, V4Z =0 e a(Z, Z) = A\2H, j4 mostrados na se¢ao anterior. Daf
<§a V7Z> = )\2H<€7 N>

Utilizando os Lemas 30 e 31 na expressao obtida para a derivada de Q(Z, Z), no

Teorema 29, temos

2Q(2.2) = 2Z(H)a(Z.2) +26(V4(SZ), Z) + 200X(N.€)(Z.€)
—26iTN (N, €)(Z,€) — 20N H (N, €)(Z,€).
Como 0 = H + it, temos que

20cN* (N, EV(Z, &) = 2ciTA* (N, EN(Z, &) + 2cN*H (N, E)(Z, €).

Dai
ZQ(Z,72) =2Z(H)a(Z,Z) +20(V 4(SZ), Z). (3.14)

Para concluirmos a prova do Teorema 29 mostraremos o seguinte Lema.
Lema 33. Vale a igualdade (V7(SZ),Z) = \2Z(H).

Prova. Primeiramente, afirma-se que

Z(N\?)

ViZ="5

Z.
Note que VzZ = aZ + bZ e entéo,
1
(V2Z,7) = b\* = 5Z(Z, Z) =0.

Portanto, segue-se que b = 0. E, portanto, V2 = aZ. Por outro lado,

(V22,2 = Z{Z,Z) = Z(\*) = a{Z, 7).
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Logo,
Z(\?)
A2
deste modo a afirmacao feita inicialmente de fato é vélida. Observe, agora, que

a =

Z(NH)=Z((SZ,2)) = (V4(S2),Z) + (SZ,V 4 Z).

Entao
(Vz(82),Z) = Z(N)H+XNZ(H)—{(SZ,V4Z)
= Z(\HH + N NZ(H) - (SZ, Z>%)\2)
= Z(\HH + N*Z(H) — H)\? z 92)
— (),
onde (SZ,Z) = \2H. Assim, encerramos a prova do Lema 33. [ |

Utilizando o Lema acima e a equacao (3.14) concluimos a prova do Teorema 29.
Apresentaremos agora a prova do Teorema 22, resultado principal deste capitulo.

Prova. Pelo Teorema 29 e pelas relagoes

Z(H)| = |dH(Z)| < |dH]|Z]

| Z(H)| < |dH[[A].

temos que

ZQ(2,2)] = |2Z(H)+ 20\*Z(H)|
< |dH||N[2a(Z, Z) + 202

Por hipotese,
[dH| < g|Q®Y],

onde a fun¢ao g ¢é continua e nao negativa. Portanto,
o
| - ez 21 < e = wiuco),

onde
h = g|\| (|04(Z7 2)|+ 2)\2|H + ZT|) .

Isto é, h é uma funcao real continua, nao negativa sobre M. Podemos utilizar agora o
Lema Principal e concluir que ou v = 0, em uma vizinhanca V" C U de zy, ou para todo

z € V, temos

(z) = (2= 20)" fn(2), m =1, fn(2) #0
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Assim, podemos concluir a prova do Teorema, utilizando o mesmo argumento usado da
prova do Teorema 21. De fato, pelo Lema Principal, Q*? é identicamente nula ou tem
um numero finito de zeros. Nés mostramos que no caso de um nimero finito de zeros
chegamos a uma contradicdo. De fato, a equacio Im{Q*"dz?} = 0 d4 origem a dois
campos de diregoes sobre M da qual as singularidades sao os zeros de Q(Z, Z). O indice
de cada uma dessas singularidades é dado por —%, onde m é a ordem do zero, como
aparece na equacao

U(z) = (2 = 20)" fm(2).

Por outro lado, como M tem género zero, o Teorema 3 nos diz que a soma dos indices
das singularidades do seu campo de direcoes é dois, e portanto positivo. Isto ¢ uma

contradicao. Assim concluimos a prova do Teorema 22 dessa secao.
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O Teorema de Hopf para Espacos
Ambientes de Dimensao Maior que
Tres

Diante das generalizacoes do Teorema de Hopf que foram apresentadas nos capitulos
2 e 3 desta dissertacao, o objetivo deste quarto capitulo é tratar de imersoes com codi-
mensao maior que 1.

De fato, seré apresentada uma generalizacao do Teorema de Hopf que considera
imersoes de uma superficie M? na variedade Riemanniana produto E? x R, onde E" é
uma variedade simplesmente conexa, n—dimensional, com curvatura seccional constante
c # 0.

Assumiremos que o vetor curvatura média da superficie, ﬁ, é paralelo no fi-
brado normal e definiremos uma forma quadrética em M? de modo anslogo ao definido

anteriormente. Ou seja,
QX Y) = 2a(X,Y), H) - (X, £)(V8),

onde X e Y sao vetores tangentes em M, « é a segunda forma fundamental de M, tomando
valores no fibrado normal de M, e £ é o vetor tangente unitario de R.
Novamente aqui, serdo considerados (u,v) parametros isotérmicos em M, com
Z=u-+w
dz =

(du+idv) e dz=—(du—idv)

Sl

1
V2

1,0 0 1,0 0
Z=—F%(5-—iz) e di=—(5 +iz),
V2 (8u (%) V2 <(9u 8v>
e, de modo similar ao que foi feito anteriormente, prova-se, neste novo contexto,
que a parte (2,0) da forma quadrética @ é holomorfa, isto é, que Q?% = ¢dzdz é
50
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holomorfa. Assim,
Q®(2,2) =22, 2). H) — c(2.6)* =¥

é holomorfa.

O objetivo serd usar o fato de Q39 ser holomorfa para apresentar uma descricio
das superficies imersas em E” X R que tém vetor curvatura média paralelo. Todas as
superficies consideradas ao longo deste capitulo sao conexas e orientaveis.

Inicialmente, estudaremos um resultado que classifica, sob hipéteses globais, as

superficies com vetor curvatura média paralelo e imersas no espaco ambiente E” x R.

Teorema 34 (Alencar, Do Carmo, Tribuzzy,[5]). Sejam M? uma superficie e E* uma
variedade Riemanniana com curvatura seccional constante ¢ # 0, e seja v : M? & E" xR
uma imersao com vetor curvatura média paralelo. Entao, uma das sequintes afirmagoes

¢ satisfeita:
(1) (M) € uma superficie minima em uma hipersuperficie totalmente umbilica de E™.

(2) x(M)é uma superficie com vetor curvatura média constante de uma subvariedade

tridimensional totalmente umbilica ou totalmente geodésica de E.
(3) x(M) estd em E* x R.

A demonstracao do Teorema 34 serd feita na proxima sessao e a ideia é mostrar
que ou o vetor H é uma dire¢ao umbilica, e, neste caso, a superficie (M) esta contida em
E”. ou podemos reduzir a codimensao da imersao para trés. No primeiro caso, estaremos
na situacdo tratada pelo Teorema de S. T. Yau, que pode ser encontrado em [18], e
podemos concluir que (1) ou (2) valem. No segundo caso, a afirmagao (3) serd satisfeita.

O principal resultado do capitulo apresenta uma generalizacao do resultado do

Hopf para imersoes em E7' x R, assumindo que M ¢é homeomorfa a uma esfera.

Teorema 35 (Alencar, Do Carmo, Tribuzzy,[5]). Seja M? uma superficie compacta de
género zero e seja x : M? & E" x R uma imersio de M com vetor curvatura média

paralelo. Entdo, uma das sequintes afirmacoes € satisfeita:
(1) (M) é uma superficie minima em uma hipersuperficie totalmente umbilica de E™.

(2) x(M) é uma esfera redonda de uma subvariedade tridimensional de E" totalmente

umbilica .

(3) x(M) € a esfera redonda de E3.
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(4) x(M) estd em EX x R C R® (possivelmente com a métrica de Lorentz) e existe um
plano P tal que x(M) € invariante por rotagdes que firam seu complemento ortogonal.
Além disso, as curvas de nivel da fung¢ao altura p — (z(p),&) sao circulos contidos

em planos paralelos ao plano P.

A prova do Teorema 35 serd feita na segunda secao deste capitulo. Na demons-
tracao, vamos mostrar que, ou H ¢é uma direcao umbilica e dai estamos nas mesmas
condigoes do Teorema 34 e, consequentemente, ocorrem (1) e (2) do Teorema 34, ou es-
tamos na situacao do item (4) do Teorema 35 que generaliza o resultado de Hopf para
imersoes de esferas em E! x R.

Notemos que, como o vetor curvatura média da imersao x é paralelo, a imersao
¢é analitica. Isto significa que as funcoes de duas variaveis reais que definem localmente a
aplicagdo x : M ¢ E x R sao fungdes reais analiticas (ver [16]). Tal funcao satisfaz o
principio da continuagao analitica (ver [10]) que tem a seguinte consequéncia: seja V' um
aberto-conexo subconjunto de R” e seja f : V — R* uma funcao real analitica em V.
Seja U C V um aberto do R". Se f =0 em U, entao f = 0 em V. Portanto, uma funcao

analitica nao pode ser zero em um subconjunto aberto sem ser identicamente zero.

4.1 Prova do Teorema 34

Vamos iniciar apresentando alguns resultados preliminares.

Lema 36 ([5]). Seja x : M % EI x R a imersio de uma superficie. Assuma que
um subfibrado L do fibrado normal contém a imagem da sequnda forma fundamental, é
paralelo na conexao normal e que TM & L =V ¢é invariante pelo tensor curvatura R de
E" x R, no sequinte sentido: quaisquer que sejam A, B,C € V temos que

R(A,B)C € V.
Entao, existe uma subvariedade totalmente geodésica S € E!' x R, com T,S =V, para

todo p € S, tal que x(M) C S.

Prova. Este resultado segue do Teorema 2, que pode ser encontrado em [11], pois E” X R,

com a conexao de Levi-Civitta da métrica produto, é um espago homogéneo redutivel.

Dado um fibrado £ — B, qualquer, com a conexao V, dizemos que o subfibrado
E' — B, E' C E, é paralelo na conexao V se E’ é invariante pela conexao V, ou seja,
V(E") =0.

O préximo Lema também sera utilizado na prova do Teorema principal dessa
secao. Na demonstracao é enunciado e provado um sublema que sera importante para o

que segue.
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Lema 37 ([5]). Seja x : M & E? xR uma imersao de uma superficie com vetor curvatura
média paralelo. Entao, para todo v € TM*, a aplicacdo linear Ay comuta com A,; onde

A, € a sequnda forma fundamental, como aplicagao linear em T M, correspondendo ao
vetor normal v, isto €, (A,(X),Y) = (a(X,Y),v).

Prova. Da equacao de Ricci, temos que
(RH(X,Y)H,v) = ([Ay, A)X,Y) + (R(X,Y)H,v),

onde R é o tensor curvatura de E" x R e R* é o tensor curvatura do fibrado normal da

imersao. Por hipétese, H é paralelo no fibrado normal, isto é, V* H = 0. Portanto,

RYX,Y)H = VyVxH —VxVyH + VixyH = 0.

Agora, é suficiente mostrar que (R(X,Y)H,v) = 0. Como E xR tem dimensao maior que
trés podemos escolher A, B, C, D vetores ortogonais neste espaco ambiente. Denotamos

por A, a projecao de A no segundo fator, isto é, em R. Assim,

Ay = (4,6)¢,

e, de modo similar, fazemos as projecoes no segundo fator dos demais vetores. Sendo
TA=A— A

a projecao de A sobre o espago tangente de E', obtemos

(R(A,B)C,D) = c{(rA,xC)(xB,nD) — (rA,wD){xB,xC)}
= (A, 7C) — (wAs, mCo))((m B, D) — (w By, mDs))
—((mA, mD) — (mAs, mDo))((m B, 7wC) — (w By, wCs))}.  (4.1)

A primeira igualdade acima é valida, pois E” tem curvatura seccional constante
¢ # 0 e R tem curvatura seccional constante igual a zero. E a segunda igualdade decorre
das relagoes: mTA = A — Ay e (A9, C) = (A, Cy) = (A, Cy), que também sdo validas para

os demais vetores. De fato, para A, temos
(A2,C0) = (((4,)¢).C) = (4,8, C),

(4,C) = (A, ((C.8)¢)) = (A C),
(A2, o) = (((A,6)€), ({C,£)€)) = (A, )(€, C) (£, §) = (A,6)(&, C).

Vamos agora excluir o caso em que § € T,,M, para todo p € M. Para isso vamos provar o

seguinte sublema.



Capitulo 4 54

Sublema 38. Se & € T,M, para todo p € M, entio x(M) C E? x R. Neste caso, (M) é

um cilindro vertical sobre uma curva em E?, de curvatura geodésica 2H .

Prova. Seja £ € T,,M, para todo p € M. Escolha uma base ortonormal {e, e} de T'M,

sendo e; = & e ey é um vetor unitario ortogonal a ey, de modo que a base seja positiva.
Inicialmente, vamos mostrar que a(ej,e2) = 0. Para isso, sejam eg, com [ =

3,4,...,n+ 1, vetores que formam uma base ortonormal positiva do fibrado norma T'M*.

Entao, para todo § temos que

<Oé(€1, 62)7 €5> = <Oé(€2, 61)? 65) = <662€1 - v62€17 €5>
= ﬁezel - (%ezel)Tveﬁ
= 0.

Na igualdade acima, utilizamos que £ é paralelo na conexao %, portanto
Ve, = (Ve)T = 0.
De modo similar, mostra-se que a(ey,e;) = 0. Dali,
aler,er) + ales, e2) = aeq, e9) = 2H

e, como H é paralelo na conexao normal, temos que (e, €2) também é paralelo na conexao
normal. Portanto, segue-se que o primeiro espago normal da imersao, isto é, a imagem da
segunda forma fundamental, ¢ um subespaco unidimensional paralelo do espaco normal.
De fato, dados X,Y € T'M podemos escreveé-los como combinacao dos elementos da base.

Portanto
a(X,Y) = alae; + beg, cey + dey) = bda(es, e5) = 2bdH,

e temos que «(X,Y’) é miltiplo de H,V XY € TM.

Agora, vamos considerar L = I'm(a). Sabemos que L é paralelo no fibrado normal.
Logo, temos que L @ TM = V é paralelo na conexao V. Queremos mostrar que V é
invariante por R. Pela linearidade vamos mostrar a invariancia de R apenas para os
vetores da base. Escolhamos uma base {a1, az,as} de V, de modo que & pertenca a esta

base. Seja n € v Segue da equagao (4.1) que, para todo i, j, k € {1,2,3}, temos

—1
(R(ai,a;)ag,m) =0, Yne V.

De fato, (R(a;, a;)ag,n) é igual a

c{((ai, ar) = (i, (ax, §)§)) ({as, n) = (a;, (0, €)) — ({as, n) — (@i, (1,6)€)) ({a;, ar) — (a5, {ar, §)E))}
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e, como (a;,n) = (aj,n) = 0e (n,xi) = 0, segue-se que um fator de cada um dos produtos
acima ¢ zero. Portanto a diferenca é zero e a igualdade é valida para todo n € v
Mostramos que R é sempre ortogonal a VL, ou seja, provou-se que fi(ai, aj)ay €
V. Utilizando o Lema 36 e o fato de que dim(L) = 1, concluimos que (M) est4 contida
em uma subvariedade de dimensao trés de E7 x R. Portanto, a codimensao da imersao se
reduz a um. Além disso, como & € V, o subsepaco totalmente geodésico S do Lema 36 é

E? x R e o sublema est4 provado. |

Observagao 39. Seja ¢ : M — L(TM*,R) a aplicacio que associa a cada p € M a
funcao linear ¢, de TpM dada por

¢p(ﬁp) = <77p= &),

onde n, € um vetor normal em p. Observe que & € TpM se, e somente se, ¢, =0, V 1,,.
Por analiticidade, temos que ou ¢ € identicamente zero ou o conjunto de zeros T de ¢ €
um conjunto fechado e sem pontos interiores. Ou seja, ou & € TpM, para todo p € M
ou entao & € TpM em T. No primeiro caso a codimensao se reduz a um, pelo sublema

anterior, e a situagao € conhecida. Vamos considerar agora o seqgundo caso.

Retornando & prova do Lema 37, vamos introduzir uma base em TM* consi-
derando o vetor u como a projecao de & no fibrado normal e ez = % Observe que eg
estd bem definido apenas no complementar T° do conjunto 7' definido acima. Notemos
também que T° é um conjunto aberto e denso. Consideremos uma base ortonormal de
TM*, com e3 elemento da base, ou seja, {es, €4, ..., €,41 . Consideremos também {e;, €5}
uma base ortonormal de T'M. Vamos adotar a seguinte notacao: letras latinas i, j, k vao

variar em {1,2} e letras gregas o, f em {3,4,...,n + 1}. Segue da equacdo (4.1) que

Pois

(R(eisej)easep) = c{((en ea) = (€ (€a; )€))((e5: €5) = (€5, (€5, £)E)
{ {

)
eiep) — (ei, (€8, )€)) ((e), €a) — (€5, (€a; §)E))}
)
)

Il
o
~=
—~
o

S
@
Q
N
|

(i, €)(eas €))((€5,€8) — (e;, ) (€5, 8)
—((eir es) — (e, ) {es,£)) (€5, €a) — (€5, €){€a, €))}-
No caso de a = [ = 3, obviamente, a igualdade acima seria zero, pois terfamos

uma diferenca de termos iguais. Caso o # 3 ou  # 3, vamos supor, sem perda de

generalidade, que a = 4 e considerar ¢ = &+ + £7 = au + bu”, onde u” é um vetor de
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TM, ortogonal a u € TM+*. Assim, temos

(e4,€) = (eg, au) + (eg,bu’) = aleg,u) = aley,|ules)
= alul{es, €3)
= 0.

Logo, {(e4,&) = 0 e, de modo andlogo para qualquer v # 3, temos que (e, &) = 0. Segue-se
entao que

(Rei,ej)easep) = c{((ei ea) = (€, €)(eas €))((e); 8) — (€5, E){es; €))
— (€, €)(es,£)) (¢, €a) — (€, E){ea §))}
= cf({ei ea) = {€,€)0)({e;, e8) = (€5, E){es, €))
—((ei ep) — (ei, §)(es,£))((e), €a) — (€5,€).0)}

A dltima igualdade decorre de (e;, e,) = (€j, €4) = 0. Assim, (R(X,Y)v)* =0, para todo
v € TM™*, e assim o Lema 37 estd provado em 7¢. Como T° é um conjunto aberto e
denso, por continuidade, a equacgao (ﬁ(X, Y)v)+ = 0 vale, para todo p € M. [ |

Como consequeéncia da prova do Lema 37, podemos enunciar o seguinte resultado.

Corolario 40. Ou eziste uma base que diagonaliza A,, para todo v € TM*, ou Ay é um

maultiplo da identidade, isto €, Ay € uma direcao umbilica.

O Lema a seguir garante a existéncia de um especifico subfibrado do fibrado

normal sempre que H nunca for uma direcao umbilica.

Lema 41 ([5]). Se H ndo € diregao umbilica em nenhum ponto da superficie, entao existe
um subfibrado do fibrado normal que é paralelo, contém a imagem da segunda forma e

tem dimensao menor ou iqual a trés.

Prova. Seja

L = span{Im(a) Ues},

onde ez é o vetor unitario da projecao de £ no espago normal e estd bem definido apenas
no conjunto 7¢ definido na observagao 39. Entao, no momento, nos restringiremos a 7.

Observe que, se mostrarmos que L é paralelo, isto provard o Lema. Para isso, é
suficiente mostrarmos que se um subfibrado normal W L L, entdo V+W L L. Pelo Lema
37, existe uma base {ej, €2}, que diagonaliza . Seja w € W. Vamos mostrar entao que
aJ_ijweegj_ijw

Primeiro mostraremos que

— A = (alei, e5), vjkw> =0, Vi, jke{l2}. (4.2)
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De fato, como w L L, entao
(ales &), w) = 0.

Derivando essa igualdade temos,

Ve, (e, e),w)) = V (0)=0
= (V2 (alei, ;) ,w) + (ales e5), Vi, w) = 0.

Portanto
(Vo (ales, e)) ,w) = —(ales, &), Vo w) = Ay,
Como «a é simétrico entao A;j; = Ajip. Além disso,

((Vea) (eieg),w) = (Vg (ales, e5) ,w) — (a(V eie5),w) — {alei, Vi), w)

€k

Como w L Im(a), pela equacao de Codazzi, temos

(Via) (ene) = Vi (alene) + (Rlenee;)
— Véj (a(es ex)) + (ﬁ(ei, ej)ek> .

Mas, pela equagao (4.1), (E(ek,ei)ej,w> = (R(ej, e;)ex, w) = 0. Dal,
Aiji = Agji = Airj (4.3)

Observe que
(leir ;) VEw) = (Ags uler), e,).

Temos que a base {e, e;} diagonaliza «a, se i # j,
<Oé(€i, €j), Vé;w> = _Aijk =0.

Portanto da equacao (4.3) segue que se dois dos indices i, j, k forem distintos entdo A;j; =

0. Falta verificarmos o caso complementar, onde todos os indices sao iguais. Temos

Aiii = (Vi (a(e, ez)) w)

—(ales, ), Vow) + (=(alej, e5), Viw) + (alej, e5), Vi w))

—(ale;, e;) + oz(ej, e;), Véw> + (a(e;, e;), Véw)

= (V. (ales &) +alej, e))) ,w) + (alej, e5), Vi w)

—(V. (2H), (alej,e;), Viw)
—(V + Aj; = 0.

o (2H), w) +
o (2H), w)
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Nas igualdades acima, somamos e subtraimos o mesmo termo, utilizamos a bilinearidade
do produto interno e também a igualdade —(a(e;, e;), Vo w) = (V. (a(e; €;)), w). Para
a ultima igualdade utilizamos o caso anterior, em que 7 # j, e também o fato de ﬁ ser
paralelo na conexao normal. Portanto, isto prova a equagao (4.2). Resta mostrar que, se
w € W, entao

ijw 1 es.

Como E7' xR é o produto de espagos localmente simétricos entao também serd localmente

simétrico, e, portanto,
VLR(X,Y,w) =0, VX,Y,Z € TM.

Por outro lado,

VzR(X,Y,w) = ZR(X,Y,w)— R(V;X,Y,w)— R(X,V,Y,w)— R(X,Y,Vw)
= ZR(X,Y,w)— R(VzX + (X, Z)),Y,w) — R(X,(VzY + (Y, Z)),
—R(X,Y, (—AwZ + Viw))
— ZR(X,Y,w) — R(VzX,Y,w) — R(a(X, Z),Y,w) — R(X,VY,w)
+R(X,a(Y,Z),w) + R(X,Y,A,Z) — R(X,Y,Viuw).

Utilizamos acima a equacao de Weingarten e a equacao de Gauss. Note que, na equacao
(4.1) se C' é ortogonal a A e B e Cy =0, entdo ﬁ(A, B)C' = 0. Portanto, todos os termos
do lado direito, com excessao dos dois 1ltimos, sao nulos na equacao acima. E mais, como

w L Im(a), segue-se que
0= (a(X,Y),w) = (A,X,Y),
portanto A, = 0. Obtemos entao que
R(X,Y,Viw) =0, VX,Y,Z com X LY.
Vamos assumir agora que Xs # 0 e Y3 = 0. Dai, pela equagao (4.1), temos
0= R(X,Y, Vzw) = (X,E)(Vzw,§).

Portanto, (V4w, &) = 0, e isto prova o Lema para T C M. Como T¢ é um conjunto que é
aberto e denso em M, o fibrado normal W, por continuidade, sera paralelo em M. Assim,
concluimos a prova do Lema. [ |

O préximo Lema trata do caso em que ﬁ ¢ uma direcao umbilica.

Lema 42 ([5]). Se ﬁ ¢ uma direcao umbilica, nao nula, em todo ponto, entao (X, &) =0,
para todo campo de vetores tangente X. Seque-se entao que TM C TE? e, portanto,

w)
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Prova. Pela definicao de @), temos
Q(2,7) = 2002, 2), H) — c(2,€)"
Agora, fixemos uma base {X, Y} ortonormal de TM. Dai, para Z = X + iY, temos que
((2,2),H) = (a(X, X) =Y} Y) = 2ia(X,Y), H).

Como H é direcao umbilica, entdo AgZ = uZ, isto é, o operador Ay é um multiplo da
identidade, para todo Z € T M. Dali,

(@(X, X), H) = (Ag X, X) = (0X, X) = p(X, X) = p|XJ = p,

e, de modo anélogo,
(a(Y.Y),H) = p.

Também temos que
(a(X,Y),H) = (AgX,Y) = (X, Y) = 0.
Portanto, se H é uma direcao umbilica entao

Q(Z2,2) = —c{Z.¢)".
E mais, como H é holomorfa, temos que

0= 7@(2, Z) = 7(_C<Zv €>2) = _20<Zv €><67Z7 g)
- —20<Oé(Z, 2)75) <27 §>7 (44)

utilizamos a equagao de Gauss e que (672 )T =0.

o 0o 0 ,
Denotemos por e e ey 0s vetores unitarios tangentes de —, —, respectivamente,

ou’ Ov

temos que

o(2,7) = Na ( e et >

/\2
NG E{a(el,el)—l—a(@m@z)}

= NH.
Portanto, podemos reescrever (4.4) da seguinte maneira:
0= —20<—2C<OZ(Z, 7)7 5) <Za §> = _26)‘2<H7 €> <Z7 é)

Como c# 0 e A # 0, jd que H é uma dire¢ao umbilica nao nula, temos que ou (Z,£) =0
ou (H,&) = 0. Seja G o conjunto dos zeros de (£, 7). Temos que G nao é igual a M,
pois caso contrario terfamos (£, e1) = (£, e2) = 0. Como X é combinagao linear de ey, e,

terfamos que (X,&) = 0 e, assim,0 Lema estaria provado. Por analiticidade, G é um
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conjunto fechado e sem pontos interiores. No complementar, aberto e denso, G¢ de G,
temos que (H, &) = 0. Portanto, derivando essa igualdade em relacao a X, onde X é um

campo tangente arbitrario, temos
0= X(H,&) = (VxH,&) + (H,Vxt) = —(AuX,§) = —p(X,€).

Nas igualdades acima utilizamos que \Y x& = 0, ja que £ é constante, que H é paralelo
no fibrado normal, logo VxH = VLH + VxH = VLH = —AyX, e ainda que Ay 6
um multiplo nao nulo da identidade. Portanto, podemos concluir que (X,§) = 0, para
qualquer campo tangente X, em todos os pontos de G¢. Pela continuidade de (X, &) em

M temos que (X, ) = 0 em todos os pontos de M. E assim, concluimos a prova do Lema
42. [ |

Observacao 43. Note que a aplica¢io p — (Ag — ul)(p), p constante, € analitica. Se
H ¢é uma diregao umbilica (que é um zero desta aplica¢ao) entdo, ou isto é valido para
todo p em M, ou entdo € valido em um conjunto fechado sem pontos interiores de M. O
primeiro caso € tratado no Lema 42. Para o sequndo caso, H nao € uma dire¢ao umbilica
em um conjunto aberto e denso W de M. Na prova do Lema 41, foi provado que se isto é
valido para W, entao, por continuidade, vale em M. Portanto os Lemas 41 e 42 esgotam
todas as possiveis situacgoes, e a conclusao final € que ou H é sempre direcao umbilica, e
M?* C E", ou H nao € dire¢ao umbilica em nenhum lugar, e existe um subfibrado normal
que € paralelo, contém a imagem da sequnda forma fundamental e tem dimensdo menor

ou 1qual a trés.
O préximo resultado é um teorema de redugao de codimensao.

Teorema 44. Sendo x : M? & E" x R uma imersao da superficie M, assuma que H
nunca € uma dire¢do umbilica. Sejam L = span{Im(a),es} e seja V=L & TM. Entdo,
existe uma subvariedade totalmente geodésica S C EI x R, com dim(S) = dim(V), tal
que x(M) C S.

Prova. Segue-se do Lema 41 que o fibrado L @& T'M é paralelo na conexao V. Além
disso, sabemos que V' ¢ invariante por é, no sentido do Lema 36. De fato, isto segue da
equagao (4.1) e do mesmo argumento utilizado na prova do sublema anterior. Dai, como
V' é invariante podemos aplicar o Lema 36 e assim finalizamos a prova do Teorema. M

Outro teorema que necessitaremos sera o Teorema de Yau com o seguinte enun-

ciado.

Teorema 45 (Yau, [18]). Seja x : M* & E" uma superficie imersa em E", com vetor cur-
vatura média paralelo. Entdo, ou M? é uma superficie minima, ou é uma hipersuperficie
umbilica de ET, ou M? estd contida em uma subvariedade umbilica tridimensional de E"

c?

com curvatura média constante.
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Agora podemos completar a prova do Teorema 34.
Prova. Se H for uma dire¢ao umbilica, pelo Lema 42, temos que M C E, e podemos
entdo utilizar o Teorema 45 para obter os itens (1) e (2) do Teorema 34. Caso H nao seja
uma dire¢ao umbilica, existe um subfibrado normal L que é paralelo na conexao normal,
contendo a imagem da segunda forma fundamental « e dim(L) < 3; isto decorre do Lema
41. Pelo Teorema 44, M estd contida em uma subvariedade totalmente geodésica S de
E? xR de dimensao no maximo 5. Como o conjunto V' do Teorema 44 contém um multiplo
niao nulo de £, entdo S estd contida em E! x R. Logo, (M) C S C E! x R. E assim,

obtemos (3) e concluimos a prova do Teorema 34. |

4.2 Prova do Teorema 35

Para o que segue, vamos destacar dois casos.
Caso a: Assuma que { L T,M, para todo p, em um subconjunto aberto e conexo de M.
Entéao, este aberto esta contido em E?”. Por analiticidade, o mesmo acontece para z (M),
ou seja, x(M) C EI. Como vimos no Lema 42, da segao anterior, isto ocorre quando H
¢ uma dire¢do umbilica e implica que x(M) C EP. Tratamos este caso na segao anterior
usando o Teorema de Yau.
Caso b: Consideremos § € T),M, para todo p, em um subconjunto aberto e conexo de
M. Neste caso, podemos mostrar que o primeiro espaco normal é paralelo e tem dimensao
um, como vimos no Sublema da secao anterior. Dai, temos que o subconjunto aberto
acima estd em E? x R. Por analiticidade, o mesmo também vale para z(M).

Entretanto, sob as hipéteses do Teorema 35, temos o seguinte.
Afirmagao: Se M é homeomorfa a uma esfera, entao o caso b nao ocorre.
Prova. Como ¢ é um campo de vetores paralelo, as hipdteses do teorema 2 no caso
b, supondo por absurdo que este ocorre, significam que temos um vetor paralelo em um
subconjunto aberto conexo U C M. Isto implica que a curvatura Gaussiana ¢é igual a zero
em U, e por analiticidade em M. Mas, pela formula de Gauss-Bonnet, a integral de K
em M ¢é positiva. Portanto, existem pontos p € U onde K ¢ positivo, uma contradicao.
Assim a suposicao feita é falsa e provamos a afirmagao. HO caso
a pode ser tratado utilizando o Teorema de Yau, como no Teorema 34, e assim provamos
os itens de (1) a (3) do Teorema 2. Portanto, vamos assumir que nao estamos no caso a
e nos concentraremos na demonstragao do item (4). Observe que nesta situacdo H nao é
uma dire¢ao umbilica.

Escolhamos uma base ortonormal positiva {ey, s, ..., €,11}, tal que eq, es é base

de T'M, e eq, e3 sao os vetores unitarios nas direcoes das projecoes de £ no espaco tangente
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e no espaco normal, respectivamente; isto equivale a

<€7 €A> = 07

se A#1le A#3.
Como M ¢é homeomorfa a uma esfera, a funcdo holomorfa Q% (Z, Z) se anula
em M. Dali,
QZ,2) =22, 2), H) — (¢, 2)(¢, Z) = 0.

Portanto, para Z = X + 1Y,

2a(X, X) — aY,Y) — 2ia(X,Y), H) — &, 2V, Z) = 0
2<Oé(61, 61)7H> - 2<Oé<€2, 62)7 H> - 4i<a(617€2)7 H> - C(<§761>) (<£761>) = 0

Na ultima igualdade acima, encontramos um ntimero complexo igual a zero, por-

tanto, partes real e imagindria devem ser zero. Segue-se que

2aler, 1), H) = 2{aleq, €2), H) = c((&, e1)) ({€, €1)) = 0

e dai,
2{aler,e1), H) —c((§ e1)) (€, e1)) = 2(a(ez, e2)),
ou seja,

Q(eh 61) = Q(€1,€2)-

Além disso,
—4di{a(er,es), H) =0 e (afer,er), H) = Q(e1,e2) = 0.

Entao, obtemos que

Qler,e1) = Qlez,e2) e Qler,e2) = 0.

Portanto,
2(afer, eq), HY = (€, e1) (&, e5) = 0.

Esta ltima igualdade acima implica que a base {e;, es} diagonaliza Ap e, pelo Lema 37,
diagonaliza a.
De agora em diante, vamos definir «;; = a(e;, e;), com i, € {1,2}. Notemos

que, deste modo, podemos escrever ¢ da seguinte maneira
€ = cos(f)e; + sen(f)es.

A préxima Proposicao ajudara a simplificar alguns cédlculos, e portanto, serd

importante para o que segue.
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Proposicao 46 ([5]). As seguintes identidades sao satisfeitas:
(Z) velel - O - v61€2;

(i) d(0)(e2) = 0;
(iti) Vies = 0.

Prova. Como ¢ é paralelo, obtemos

0=V,¢ = —sen(f)db(er)er + cos(0)(Ve,e1 + ain)
+cos(0)db(e1)es + sen(0)(Va,es — Ae,(e1)).

Utilizamos que a(ej,e;) = Vee1 — Ve e e a equacdo de Weingarten acima.

Logo, as componentes tangente e normal de V., £ também sao nulas. Para a componente

tangente temos
—sen(0)db(ey)er + cos(0)V.,e1 — sen(0)Ae,(e1) = 0.

A base {ey, e5} diagonaliza «, portanto, A.,(e1) = fe; e também V., e; = bes. Como e e eg
sao linearmente independentes entao se a expressao acima € zero seus coeficientes também
serao zero, portanto V., e; = bes = 0. Como (eq, e5) = 0, derivando essa igualdade, temos
(Ve €2,e1) = 0. Logo V., ea = 0. E assim, obtemos (7).

De modo similar,

0=Vl = —sen(0)df(ez)e; + cos(0)(Ve,e1 + aia)
+cos(0)d0(e2)es + sen(0) (VL ez — Ae,(e2)).

Suas componentes tangente e normal sao, respectivamente,

—sen(0)df(ez)e; + +cos(0)Ve,e1 — sen(0)Ae,(e2)) =0

cos(0)df(es)es + sen(0)VEes = 0,

2

ja que aga = 0. Como V.,e1 = aes € ey é autovalor de A.,, concluimos novamente, devido
a independéncia linear de e; e e que df(ey) = 0. pPortanto, da segunda igualdade acima,
Vies =0, isto prova (ii) e (i) e conclui a prova da Proposi¢ao 46. |

O préximo resultado é sobre o vetor ams.

Proposigao 47 ([5]). O vetor normal asy = (e, e2) € paralelo na conexdo normal ao

longo das curvas integrais de es.
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Prova. Queremos mostrar que ijom = (. Primeiramente, notemos que, como 2H =
a1 + gy é paralelo, entdo V+tagy = —V=+aq;. Segue-se que
Vé;OCQQ = —V;Oéu = —(Vi;()é)<€1, 61) + ZQ(vezeel, 61)
= —(lea)(eg, e1) + (R(eg, e1)er)t
= —(lea)(eg,el).

Utilizamos que V.,e; = aeq, afeq, e2) = 0, a equacdo de Codazzi e a equagao (4.1) para

concluir que (R(eg, e1)er)* = 0. Mas,
(Vi a)(ea,e1) = Vi aler, ea) — a(Ve,ea, 1) — ales, Ve, e1) = 0.
Pois, V.,e; = V¢, es = 0, pela Proposigao anterior. Assim, concluimos a prova da Pro-

posicao 47. n

A préxima proposicao fornece uma expressao para V.,es.

Proposicao 48 ([5]). Temos que V.,ea = bey e b é constante ao longo das curvas integrais

de es.

Prova. Como & = cos(f)e; + sen(f)es, temos que (£, e2) = 0. Pela diferenciagao, obtemos

0= 62(57 62) = <%€257 €2> + <€a 6e:2€2>
e, como (6625, ey) = 0, pois £ é paralelo, temos

0= (Veyes,8) = (Ve,en +alen, e2),6)
= (Veyen,§) + {ales, €2),§)
(Ve,e2,c05(0)er + sen(B)es) + (a(es, e2), cos()er + sen(f)es)
= c05(0)(Ve,ea,e1) + sen(f)(aaa, e3).
Para a ultima igualdade acima, utilizamos que e; é tangente e e3 é normal, e, consequen-

temente, os demais produtos internos sao zero, sobrando apenas os termos que aparecem

no lado direito da ultima igualdade. Logo,
(Veyea,e1) = b= —tg(0)(aan,es3).
Agora derivando b, obtemos
ea(b) = —sec®(0)d0(es) (a2, e3) — tg(0){(V o, can, €3) + (ana, Vi e3) ).

Pela Proposicao 46, temos que df(ey) =0 e Véeg = 0, e ainda, pela proposicao

47 temos que Véom = 0. Portanto e5(b) = 0 e assim provamos a Proposigao 48. [ |

Vamos considerar agora E£* x R, que é o espaco ambiente quando H nao é uma
direcao umbilica, como no fim da prova do Teorema 34 e que E* x R C R® x R, com R®

munido, possivelmente, coma a métrica de Lorentz. Seja V a conexao de R® x R.
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Proposicao 49 ([5]). O subsespaco span{es, V., ea} € paralelo ao longo das curvas inte-

grais de es.

Prova. Note que neste novo espago ambiente
Ve 60 = bey + agg + en,

onde 7 é o vetor unitdrio normal a subvariedade umbfilica de E! em R® que ¢ determinada
pela orientagdo de E%. Vamos calcular V.,V,.,e; derivando termo a termo a igualdade

acima. Temos

VEQ (bel) = b(V6261 + &12) = bv62€2 + b&gg,
veg(a22) = V,,(an) + VGLQ(OQQ) = Veéam — Anys€2,

e, pela Proposigao 47, encontramos Véagz = 0. E, como

vegn = —C€ey,
temos
66266262 = bVezel + bOélg - Aa2262 — 6262
que é um multiplo de ey, pois ajy = 0 e Ve,eq7 = —bey. Para todo v normal, A, é um
multiplo da identidade, ou seja, A,e5 é um miltiplo de e;. O que encerra a prova. [ |

As duas préximas Proposigoes caracterizam as curvas integrais de es.
Proposicao 50 ([5]). As curvas integrais de ey sdo circulos planos.

Prova. Primeiro, note que |V.,es| é constante. Temos que bey, agy e en sdo vetores
ortogonais com norma constante. Como V.,V.,e; ¢ um multiplo de ey, concluimos a

prova. [ |
Proposicao 51 ([5]). As curvas integrais de ey estdo em planos paralelos.

Prova. Inicialmente, observamos que as curvas integrais de es; sao curvas de nivel da
fungao altura h(p) = (z(p),§),p € M. Para vernos isso, sejam wy, wy formas diferenciais
definidas em M por w;(e;) = d;;, 1,7 € {1,2}. Entao

dh = {dx, &) = (wie; + wey, ).
Portanto,

dh(ey) = (wyi(ex)er +w?(ez)es, €) = (e +eq,&)
= (e1 + eq,cos(0)e; + sen(f)es)
= (e2,§) =0.
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e isso implica que a fungao altura é constante ao longo das curvas integrais de e;. Conside-
remos um ponto p em uma dada curva integral de e;. Entao, qualquer outra curva integral
de ey, suficientemente perto da primeira curva, pode ser ligada ao ponto p por uma tnica
linha gradiente. Isto nos permite falar sobre pontos correspondentes em distintas curvas
integrais de ey que sejam préximas o suficiente.

Notemos que as linhas gradientes parametrizadas por comprimento de arco sao

curvas integrais do campo e;. Como
V61€2 = Velez + 19 = 0,

vemos que as linhas tangentes, em pontos correspondentes de distintas curvas integrais
de es, que sao proximos o suficiente, sao paralelas. Assim, tais curvas estao contidas em
planos paralelos.

Como os pontos criticos da fungao altura sao os os zeros da diferencial analitica
dhy : X, — (X,,€),

onde X, é um vetor tangente em p, eles formam um conjunto fechado F' em M, sem
pontos interiores. E como ja eliminamos o Caso a, nao podemos ter (X,,§) = 0. O
conjunto complementar F¢ é aberto e denso e deve conter um nimero de componetes
conexas. Claramente, para uma dada componente conexa de F¢, os planos contendo
trajetorias de e, sao todos paralelos a um plano fixado.

Agora, dado um ponto que pertence ao bordo de duas componentes conexas Fy
e F§, consideremos dois planos P; e P, que sao limite dos planos contendo os pontos das
sequéncias {p; } € F{ e {p?} € Fy, respectivamente, que convergem para p. Afirmamos que
P, = P,. Caso contrario, a intersecao entre eles seria uma linha reta, que, por completude,
se estenderia por toda M. Isto implicaria que K = 0, uma contradicgao.

Segue-se que todos os planos contendo as curvas integrais de ey sao paralelos a
um plano fixado e isto prova a Proposicao 51. [

Agora decompondo R® x R em dois subespacos ortogonais P @& P+, onde P é um
plano que contém uma curva integral de e, e P+ ¢é o seu complemento ortogonal. Podemos

parametrizar o circulo, que é a curva integral de e; em P por

g+ rcos(0)fi + rsen(0) fa, (4.5)

onde {f1, fo} é uma base ortonormal de P, r é uma fungdo em M tal que es(r) = 0, e
g € P é outro vetor posi¢ao do centro do circulo em (4.5).
Quando nos movemos ao longo de uma linha gradiente, as curvas de nivel de

altura h, qua sao circulos em planos paralelos a P, sao dadas por

B(s) = §(s) + r(s)cos(0) f1 + r(s)sen(6) f.
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Consideremos a projecao das curvas 3(s) em P, e manteremos, por simplicidade, a mesma
notacao da parametrizagao 3(s).

Afirmamos que, quando nos movemos ao longo de uma linha gradiente, os pontos
g(s) permanecem fixados, isto é, §’(s) = 0. Para vermos isso, consideremos é; a projegao

de ey sobre P. Entao,

e = %ﬁs = §'(s) +7'(s)cos(0) f1 + r'(s)sen(0) fa.

Como ey € P, (é1,e9) = 0. Também, observando que ey = —sen(f) f1 + cos(0) f2, obtemos

= 0(é1,€2) = (' (5), €2)

e, como ey gera P, comcluimos que §'(s) = 0, como afirmamos. Mostramos entao que, se
nao ocorre o Caso (a), o item (4) do Teorema 35 vale.

Usando a analiticidade da imersao da maneira que foi feita anteriormente, mos-
tramos que o item (4) do Teorema 35 vale em M. De fato, como vimos antes, se H é
uma diregdo umbilica em todos os pontos, entao x(M) C EI. Neste caso, podemos usar

o Teorema 45 e concluir os outros itens do Teorema 35. [ |
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