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Programa de Pós-Graduação em Matemática - PGMAT
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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo estudar variedades de Einstein M de

dimensão 4, compactas, simplesmente conexas com curvatura seccional não negativa.

Existe uma conjectura que afirma que uma tal variedade é localmente simétrica, logo

é isométrica a esfera S4, ou a S2 × S2 ou ao espaço projetivo complexo CP2, todos esses

espaços com suas métricas canônicas. Mostaremos que essa conjectura se realiza nos

seguintes casos: (1) a curvatura seccional de M é
1

4
- pinçada, (2) M é Kählerianna com

curvatura seccional não negativa e (3) M tem operador de curvatura não negativo.

Palavras-chave: Variedades de Einstein; curvatura seccional; operador de curvatura;

espaços localmente simétricos.



Abstract

This work aims to study compact, simply connected, with nonnegative sectional

curvature and four-dimensional Einstein manifolds. There is a conjecture which states

that such a manifold is locally symmetric, then M is isometric to the sphere S4 or to

S2 × S2 or to the space complex projective CP2, all these spaces with their standard

metrics. We will show that this conjecture is held in the following cases: (1) the sectional

curvature of M is
1

4
- pinched, (2) M is Kählerian with nonnegative sectional curvature

and (3) M has operator nonnegative curvature.

Keywords: Manifolds Einstein; sectional curvature; curvature operator; locally

symmetric spaces.
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Introdução

Uma variedade Riemanniana M = Mn de dimensão n é dita uma variedade de

Einstein se tem curvatura de Ricci constante. Em dimensão 2 ou 3 a condição de ter

curvatura de Ricci constante equivale a ter curvatura seccional constante e portanto, o

estudo das variedades de Einstein é interessante quando a dimensão é maior ou igual a

4. Na nossa dissertação estaremos interessados especificamente no estudo das variedades

de Einstein M de dimensão 4, compactas, simplesmente conexas e que tem curvatura

seccional não negativa. Existe uma conjectura de que essas variedades são localmente

simétricas e consequentemente de acordo com um teorema de Jensen (ver [Js69]) M deve

ser isométrica a uma esfera S4, ou a um produto de duas esferas S2 × S2 ou ao espaço

complexo projetivo CP2, com suas respectivas métricas canônicas. Mostraremos que essa

conjectura se realiza nos seguintes casos :

1◦) Teorema A.([Bg61]) Seja M uma variedade de Einstein de dimensão 4, compacta e

orientada. Se existe uma constante Ko > 0 tal que a curvatura seccional K de M satisfaz

Ko/4 ≤ K ≤ Ko, então M é isométrica a uma esfera S4 ou ao espaço projetivo complexo

CP2.

2◦) Teorema B.([Bg63]) Seja M uma variedade de Einstein de dimensão 4, compacta e

simplesmente conexa. Se M é também uma variedade Kähleriana e tem curvatura sec-

cional não negativa então M é isométrica a um produto de duas esferas S2 × S2 ou ao

espaço projetivo complexo CP2.

3◦) Teorema C. Seja M uma variedade de Einstein de dimensão 4, compacta e sim-

plesmente conexa. Se M tem operador de curvatura não negativo então M é isométrica a

uma esfera S4, ou a um produto de duas esferas S2 × S2 ou ao espaço projetivo complexo

CP2.
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Os Teoremas A e B foram provados por M. Berger em [Bg61] e [Bg63], respecti-

vamente. O Teorema C é consequência do seguinte resultado mais geral provado por S.

Tachibana em [Tb74]:

Teorema 0.0.1. Seja M uma variedade de Einstein de dimensão n compacta e orientada.

Se M tem operador de curvatura não negativo então M é um espaço localmente simétrico.

Entretanto, em nossa dissertação daremos um prova diferente para o caso em que M tem

dimensão 4. A demonstração dos Teoremas A, B e C repousa essencialmente nos seguintes

resultados:

I Fórmula de Lichnerowicz: Sejam Mn, n ≥ 2, uma variedade Riemanniana,

compacta e orientada com tensor de curvatura R e conexão Riemanniana ∇ e divR

a divergência de R. Então

1

2

∫
M

| ∇R |2 dV =

∫
M

| divR |2 dV −
∫

M

FdV,

onde F : M → R é dada por

F (p) =
∑

i,j,k,h,l,m

(RikjkRihlmRjhlm +
1

2
RijkhRkhlmRlmij + 2RikjhRiljmRklhm),

i, j, k, h, l,m = 1, 2, 3, 4, Rijkl = R(Xi, Xj, Xk, Xl) e {X1, X2, X3, X4} é uma base

ortonormal de TpM .

Em particular, se Mn é uma variedade de Einstein, como divR = 0, temos

1

2

∫
M

| ∇R |2 dV = −
∫

M

FdV.

I Fórmula de Weitzenbock: Seja M = M4 uma variedade de Einstein de dimen-

são 4, compacta, orientada e com curvatura de Ricci = ρ. Se W± são as partes

auto-dual e anti-auto-dual do tensor de Weyl W de M então

∆ | W± |2= −4ρ | W± |2 +36 detW± − 2 | ∇W± |2 .

I Teorema de Jensen ([Js69]): Seja M = M4 uma variedade de Einstein de di-

mensão 4, compacta e simplesmente conexa. Se M é um espaço localmente simétrico

então M é isometrica a uma esfera S4, ou ao espaço complexo projetivo CP2 ou a

um produto de duas esferas S2 × S2.
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Na demonstração dos Teoremas A e B, mostraremos que a função F que aparece

na fórmula de Lichnerowicz é não negativa e consequentemente ∇R ≡ 0, o que significa

que M é localmente simétrica. Em seguida, usamos o Teorema de Jensen.

Para a prova do Teorema C, usamos a fórmula de Weitzenbock (ver [Bs87]) para

mostrar que M é também um espaço localmente simétrico.

Para atingir nosso objetivo, dedicamos o primeiro caṕıtulo às noções básicas da

geometria Riemanniana que estão relacionadas com o tema proposto. No segundo caṕıtulo,

apresentamos alguns resultados referentes a variedades de Einstein de dimensão quatro,

tais como: Lemas de Berger, decomposição do tensor de curvatura e o Tensor de Weyl.

Nos caṕıtulos 3, 4 e 5, demonstramos os Teoremas A, B e C, respectivamente.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo introduziremos algumas definições básicas e alguns resultados

preliminares que serão utilizados nos caṕıtulos posteriores. As definições e resultados

referentes à Geometria Riemanniana encontram-se, por exemplo no livro de do Carmo

[dC08].

Seja M = Mn, n ≥ 2, uma variedade diferenciável n-dimensional. Denotaremos

por X(M) o conjunto de campos de vetores de classe C∞ tangentes a Mn e por TM o

fibrado tangente de Mn. Para cada p ∈ M , TpM denotará o espaço tangente de Mn

em p.

1.1 Noções básicas de Geometria Riemanniana

Definição 1.1.1. Uma métrica Riemanniana em M é uma correspondência que asso-

cia a cada ponto p ∈ M um produto interno 〈, 〉p, no espaço tangente TpM , que varia

diferencialmente com p no seguinte sentido: Se x : U ⊂ Rn → M é um sistema de coor-

denadas locais em torno de p, com x(x1, x2, ..., xn) = q e
∂

∂xi

(q) = dx(0, ..., 1, ..., 0), então

〈 ∂
∂xi

(q),
∂

∂xj

(q)〉 = gij(x1, x2, ..., xn) são funções diferenciáveis em U .

Definição 1.1.2. Uma variedade Riemanniana é uma variedade diferenciável com uma

dada métrica Riemanniana.

Definição 1.1.3. Uma conexão afim ∇ em Mn é um aplicação

∇ : X(M)× X(M)→ X(M)

que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ

(ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ
4
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(iii) ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y ,

para quaisquer que sejam X, Y, Z ∈ X(M) e f, g ∈ C∞(M).

Definição 1.1.4. Uma conexão afim é dita ser compat́ıvel com a métrica se ela satisfaz

a regra do produto, ou seja,

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉.

Definição 1.1.5. Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é dita ser

simétrica quando

∇XY −∇XY = [X, Y ],

para quaisquer que sejam X, Y ∈ X(M).

Definição 1.1.6. Uma conexão é dita uma conexão Riemanniana se ela for simétrica e

compat́ıvel com a métrica.

Definição 1.1.7. A curvatura R de Mn é uma correspondência que associa a cada par

X, Y ∈ X(M) uma aplicação R(X, Y ) : X(M)→ X(M) dada por

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z,

onde Z ∈ X(M) e [X, Y ] = ∇XY −∇YX é o colchete de Lie de X e Y .

Definição 1.1.8. Sejam X, Y, Z,W ∈ X(M). O tensor de curvatura de Mn é definido

por

R(X, Y, Z,W ) = 〈R(X, Y )Z,W 〉.

Se {Xi} é uma base ortonormal de TpM é conveniente escrever

R(Xi, Xj, Xk, Xl) = Rijkl,

o qual satisfaz as identidades

Rijkl = −Rjikl = −Rijlk = Rklij,

Rijkl +Riklj +Riljk = 0.

Esta última é conhecida como identidade de Bianchi.

Definição 1.1.9. Sejam agora σ um subespaço bidimensional de TpM e {X, Y } uma base

de σ. A curvatura seccional de σ em p é dada por

K(σ) = K(X, Y ) =
R(X, Y, Y,X)

|X ∧ Y |2
,

onde |X ∧ Y |2 = |X|2.|Y |2 − 〈X, Y 〉2.
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No caso em que Xi, Xj são ortonormais,

Kij = K(Xi, Xj) = R(Xi, Xj, Xj, Xi).

Definição 1.1.10. Seja X ∈ TpM , com | X |= 1. Então a curvatura de Ricci na direção

de X é dada por Ric(X) =
n∑

i=1

K(X,Xi), onde {X1 = X, ..., Xn} é uma base ortonormal

de TpM .

Definição 1.1.11. Uma variedade Riemanniana Mn é dita ser uma variedade de Einstein

se a mesma tem curvatura de Ricci constante.

Definição 1.1.12. Seja M uma variedade Riemanniana. M é um espaço localmente

simétrico se ∇R = 0, onde R é o tensor de curvatura de M .

1.2 O espaço de 2 - formas e o operador estrela de

Hodge

Definição 1.2.1. Seja V um espaço vetorial de dimensão n ≥ 2, com produto interno

〈, 〉. Uma 1-forma em V é um funcional linear f : V → R e como sabemos, existe um

único vetor u ∈ V tal que f(v) = 〈u, v〉, ∀v ∈ V . Então podemos identificar f com um

vetor u ∈ V e usar a notação u(v) = 〈u, v〉.

Definição 1.2.2. Uma 2-forma em V é uma aplicação bilinear anti-simétrica α : V ×V →
R. Se u e v são dois vetores em V , podemos definir a 2-forma u∧ v (bivetor) da seguinte

maneira

u ∧ v : V × V → R

(u ∧ v)(x, y) = det

(
〈u, x〉 〈u, y〉
〈v, x〉 〈v, y〉

)

Note que v ∧ v = 0 e v ∧ u = −u ∧ v.

O conjunto das 2-formas em V é um espaço vetorial denotado por Λ2(V ). Se {ei}ni=1 é

uma base de V então {ei ∧ ej}i<j é uma base para Λ2(V ).

Podemos definir um produto interno em Λ2(V ), da seguinte forma:

〈, 〉 : Λ2(V )× Λ2(V )→ R

〈ei ∧ ej, er ∧ ek〉 = det

(
〈ei, er〉 〈ei, ek〉
〈ej, er〉 〈ej, ek〉

)
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Dadas 2-formas α β ∈ Λ2(V ), podemos definir o produto exterior de α = ei ∧ ej

e β = er ∧ ek como a aplicação

α ∧ β : V × V × V × V → R,

(α ∧ β)(v1, v2, v3, v4) = det(〈ei, vj〉)

Uma 2-forma α ∈ Λ2(V ) é dita decompońıvel de existem u, v ∈ V tal que

α = u ∧ v.

Valem as seguintes propriedades:

(a) α ∧ β = β ∧ α

(b) α é decompońıvel se e somente se α ∧ α = 0

Daqui em diante estamos interessados em espaços vetoriais de dimensão 4.

Seja V um espaço vetorial de dimensão 4 com produto interno 〈, 〉. Vamos definir

o operador estrela ∗. Para isto, seja {e1, e2, e3, e4} uma base orientada de V , temos então

que

{e1 ∧ e2, e1 ∧ e3, e1 ∧ e4, e2 ∧ e3, e2 ∧ e4, e3 ∧ e4}

é uma base de Λ2(V ). Se (i1, i2, j1, j2) é uma permutação ćıclica de (1, 2, 3, 4). Definimos

então ∗(ei1 ∧ ei2) = ej1 ∧ ej2 .

Lema 1.2.3. O operador ∗ satisfaz as condições

(i) ∗ ◦ ∗ = I;

(ii) ∗ é auto-adjunto;

(iii) Os autovalores de ∗ são ±1, cada um com multiplicidade algébrica 3.

Prova:

(i) De fato, basta verificar que esta propriedade é válida para os elementos da base de

Λ2(V ):

∗(∗(e1 ∧ e2)) = ∗(e3 ∧ e4) = e1 ∧ e2 ∗(∗(e2 ∧ e3)) = ∗(e1 ∧ e4) = e2 ∧ e3

∗(∗(e1 ∧ e3)) = ∗(e2 ∧ e4) = e1 ∧ e3 ∗(∗(e2 ∧ e4)) = ∗(e1 ∧ e3) = e2 ∧ e4

∗(∗(e1 ∧ e4)) = ∗(e2 ∧ e3) = e1 ∧ e4 ∗(∗(e3 ∧ e4)) = ∗(e1 ∧ e2) = e3 ∧ e4

;
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(ii) Com efeito, basta notar que a matriz do operador ∗ com respeito a base citada

acima tem a forma (
0 I

I 0

)
,

onde I é a identidade de Λ2(V ). Como esta matriz é simétrica, então ∗ é auto-

adjunto.

(iii) De fato, pois det(∗ − λI) = λ6 − 2λ4 + 1, cujas ráızes são ±1, cada uma com

multiplicidade 3.

Observação 1.2.4. O operador ∗ decompõe o espaço Λ2(V ) na soma direta ortogonal

Λ2(V ) = Λ+(V )
⊕

Λ−(V ), onde Λ± são os auto-espaços de ∗ correspondentes aos auto-

valores ±1, ou seja,

Λ+(V ) = {α ∈ Λ2(V ); ∗α = α}

Λ−(V ) = {α ∈ Λ2(V ); ∗α = −α}.

Os espaços Λ+(V ) e Λ+(V ) são chamados a parte auto-dual e a parte anti-auto-

dual de Λ2(V ), respectivamente.



Caṕıtulo 2

Variedades de Einstein de

dimensão 4

Os exemplos mais simples de variedades de Einstein de dimensão 4 com curvatura

de Ricci não negativa são: a esfera S4
c com curvatura c > 0, o produto de duas esferas

S2
c × S2

c de mesma curvatura c > 0, o espaço projetivo complexo CP2, o espaço projetivo

real RP4, o produto de dois espaços reais projetivos RP2
c × RP2

c , o espaço euclidiano R4

e o toro flat T4 = S1 × S1 × S1 × S1, todos com suas métricas canônicas.

2.1 Lemas de Berger

Apresentaremos agora dois lemas importantes referentes a variedades de Einstein

de dimensão quatro, os quais foram provados por Berger em [Bg61].

Lema 2.1.1. Seja M uma variedade de Einstein de dimensão 4 e seja p ∈ M . Se

{X1, ..., X4} é uma base ortornormal do espaço tangente TpM e Kij é a curvatura secional

K(Xi, Xj) então

K12 = K34,

K13 = K24,

K14 = K23.

Prova:

Sejam M uma variedade de Einstein de dimensão 4, ρ curvatura de Ricci de M

e {X1, ..., X4} uma base ortornormal do espaço tangente TpM . Sabemos que

K12 +K13 +K14 = K21 +K23 +K24 = K31 +K32 +K34 = K41 +K42 +K43 = ρ.

Usando o fato de que Kij = Kji e combinando as equações acima, temos

(K12 +K13 +K14) + (K23 +K24 +K34) = (K12 +K13 +K14) + (K12 +K23 +K24)
9
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Portanto, da última igualdade obtemos que K12 = K34 e as outras igualdades são obtidas

de maneira análoga. �

Lema 2.1.2. Seja M uma variedade de Einstein de dimensão 4 e tensor de curvatura R.

Então para todo p ∈M , existe uma base ortonormal ortonormal {Xi} de TpM tal que:

i) Todos os R(Xi, Xj, Xk, Xh) = Rijkh(i, j, k, h = 1, 2, 3, 4) são nulos, com exceção (even-

tualmente) de K12 = K34, K13 = K24, K14 = K23, R1234, R1342 e R1423.

ii) | R1342−R1234 |≤ K13−K12, | R1342−R1423 |≤ K13−K14, | R1423−R1234 |≤ K14−K12.

Prova:

SejamM uma variedade de Einstein de dimensão 4, p um ponto deM e {X1, ..., X4}
uma base ortornormal do espaço tangente TpM . Seja σ(X1, X2) ⊆ TpM o 2-plano

escolhido de modo que K(X1, X2) seja um valor mı́nimo da curvatura seccional em

p ∈ M e seja ξ(X3, X4) o complemento ortogonal de σ(X1, X2) em TpM . Para quais-

quer Y ∈ σ(X1, X2), Z ∈ ξ(X3, X4), sejam X1 e X3 vetores cujos valores máximos são

dados a K(Y, Z). Consideremos as funções de θ definidas a seguir

f1(θ) = K(X1, X2 cos θ +X3 sin θ),

f2(θ) = K(X1, X2 cos θ +X4 sin θ),

f3(θ) = K(X2, X1 cos θ +X3 sin θ),

f4(θ) = K(X2, X1 cos θ +X4 sin θ).

Observe que

f1(θ) = K(X1, X2 cos θ +X3 sin θ) = K12 cos2 θ −R1213 sin 2θ +K13 sin2 θ,

dáı temos

f ′1(θ) = −K12 sin 2θ − 2R1213 cos 2θ +K13 sin 2θ.

Mas, f1(0) = K(X1, X2) e como K(X1, X2) é valor mı́nimo da curvatura seccional temos

f ′1(0) = 0. Note que f ′1(0) = 2R1213, donde conclúımos que R1213 = 0. Seguindo o mesmo

racioćınio para as funções f2(θ), f3(θ) e f4(θ) , obtemos R1214 = 0, R1223 = 0, e R1224 = 0,

como queŕıamos. Analogamente, considerando as funções

K(X1, X3 cos θ +X4 sin θ),

K(X3, X1 cos θ +X2 sin θ)

e usando o fato de que K(X1, X3) é extremo, obtemos R1314 = 0, e R1323 = 0.
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E assim a parte (i) do Lema fica demonstrada.

Para mostrarmos a parte (ii) usaremos o fato de que K(Y, Z) ≤ K13 quaisquer

que sejam Y ∈ σ(X1, X2), Z ∈ ξ(X3, X4). Dessa forma,

K(aX1 + bX2, cX3 + dX4) ≤ K13, (2.1)

quaisquer que sejam a, b, c, d ∈ R. Em particular, para a = b = c = d =
1√
2

, temos

K(
1√
2
X1 +

1√
2
X2,

1√
2
X3 +

1√
2
X4) ≤ K13.

Note que,

K(
1√
2
X1 +

1√
2
X2,

1√
2
X3 +

1√
2
X4) (2.2)

= 〈R(
1√
2
X1 +

1√
2
X2,

1√
2
X3 +

1√
2
X4)

1√
2
X3 +

1√
2
X4,

1√
2
X1 +

1√
2
X2〉

= 〈R(
1√
2
X1,

1√
2
X3)

1√
2
X3,

1√
2
X1〉+ 〈R(

1√
2
X2,

1√
2
X3)

1√
2
X3,

1√
2
X1〉

+ 〈R(
1√
2
X1,

1√
2
X4)

1√
2
X3,

1√
2
X1〉+ 〈R(

1√
2
X2,

1√
2
X4)

1√
2
X3,

1√
2
X1〉

+ 〈R(
1√
2
X1,

1√
2
X3)

1√
2
X4,

1√
2
X1〉+ 〈R(

1√
2
X2,

1√
2
X3)

1√
2
X4,

1√
2
X1〉

+ 〈R(
1√
2
X1,

1√
2
X4)

1√
2
X4,

1√
2
X1〉+ 〈R(

1√
2
X2,

1√
2
X4)

1√
2
X4,

1√
2
X1〉

+ 〈R(
1√
2
X1,

1√
2
X3)

1√
2
X3,

1√
2
X2〉+ 〈R(

1√
2
X2,

1√
2
X3)

1√
2
X3,

1√
2
X2〉

+ 〈R(
1√
2
X1,

1√
2
X4)

1√
2
X3,

1√
2
X2〉+ 〈R(

1√
2
X2,

1√
2
X4)

1√
2
X3,

1√
2
X2〉

+ 〈R(
1√
2
X1,

1√
2
X3)

1√
2
X4,

1√
2
X2〉+ 〈R(

1√
2
X2,

1√
2
X3)

1√
2
X4,

1√
2
X2〉

+ 〈R(
1√
2
X1,

1√
2
X4)

1√
2
X4,

1√
2
X2〉+ 〈R(

1√
2
X2,

1√
2
X4)

1√
2
X4,

1√
2
X2〉

=
1

4
(K13 −R2331 −R1431 +R1324 −R1341 +R1423

+ K14 −R2441 −R1332 +K23 +R1423 −R2432 −R1342

− R2342 −R1442 +K24). (2.3)

Pelo Lema 2.1.1, temos K13 = K24 e K14 = K23. Além disso, pelo item (i) desse

lema, temos Rijkj = 0, se i 6= k. Juntando esses dois fatos, obtém-se

K(
1√
2
X1 +

1√
2
X2,

1√
2
X3 +

1√
2
X4) =

1

4
(2K13 + 2R1423 − 2R1342 + 2K14)

=
1

2
(K13 +R1423 −R1342 +K14). (2.4)
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Como, K13 é valor máximo da curvatura seccional, temos

1

2
(K13 +R1423 −R1342 +K14) ≤ K13,

ou seja,
1

2
(R1423 −R1342) ≤ 1

2
(K13 −K14).

Dáı tem-se,

R1423 −R1342 ≤ K13 −K14.

Além disso, note que se fizermos a = − 1√
2

, b = c = d =
1√
2

em (2.1), realizando-se

cálculos análogos, obtém-se

−1

2
(R1423 −R1342) ≤ 1

2
(K13 −K14).

Assim,

R1423 −R1342 ≥ K14 −K13

e portanto,

| R1342 −R1423 |≤ K13 −K14, (2.5)

como queŕıamos.

Analogamente, como K12 é valor mı́nimo da curvatura seccional, quaisquer que

sejam a, b, c e d, tem-se

K(aX1 + bX3, cX2 + dX4) ≥ K12. (2.6)

Em particular, para a = b = c = d =
1√
2

, temos

K(
1√
2
X1 +

1√
2
X3,

1√
2
X2 +

1√
2
X4) ≥ K12.

Através de cálculos análogos ao anterior, obtém-se

K(
1√
2
X1 +

1√
2
X3,

1√
2
X2 +

1√
2
X4) =

1

4
(K12 −R3221 −R1421 +R1234 −R1241 +R1432

+ K14 −R3441 −R1223 +K32 +R1432 −R2423

− R1343 −R3243 −R1443 +K34)

=
1

4
(2K12 + 2R1432 − 2R1243 + 2K14)

=
1

2
(K12 +R1234 −R1423 +K14). (2.7)

Substituindo (2.7) na última desigualdade acima, tem-se

1

2
(K12 +R1234 −R1423 +K14) ≥ K12,
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ou seja,
1

2
(R1234 −R1423) ≥ 1

2
(K12 −K14).

Fazendo a = − 1√
2

, b = c = d =
1√
2

em (2.6) e realizando-se cálculos análogos obtém-se

−1

2
(R1234 −R1423) ≥ 1

2
(K12 −K14).

Portanto,

R1234 −R1423 ≤ K14 −K12,

e dáı segue que

| R1234 −R1423 |≤ K14 −K12. (2.8)

Finalmente combinando as desigualdades (2.5) e (2.8) obtemos

| R1342 −R1234 |≤ K13 −K12.

�

2.2 Decomposição do tensor de curvatura de uma

variedade de Einstein de dimensão 4

Nosso objetivo nesta seção é apresentar uma forma canônica para os tensores de

curvatura em espaços de Einstein de dimensão 4, conforme aparece no artigo de Singer-

Torpe [ST69].

Seja M uma variedade orientada de dimensão 4, em cada ponto x ∈ M vamos

considerar V = TxM e Λ2
x = Λ2(TxM) = Λ+

x ⊕ Λ−x . O tensor de curvatura R em x é uma

aplicação linear simétrica definida por

R : Λ2
x → Λ2

x

X ∧ Y 7→ R(X, Y )

onde

R(X ∧ Y ) : TxM → TxM

R(X ∧ Y )Z = R(X, Y )Z.

Seja P = {X, Y } o plano gerado pelos vetores ortonormais X, Y ∈ TxM , podemos

identificar P com X ∧ Y e denotar a curvatura seccional de M em P por

K(P ) = 〈R(P ), P 〉 = 〈R(X ∧ Y ), (X ∧ Y )〉 = 〈R(X, Y ), Y,X〉.
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Definição 2.2.1. Seja M uma variedade de Einstein de dimensão 4, com operador de

curvatura R e curvatura seccional K. Seja G o conjunto dos bivetores decompońıveis de

comprimento 1. Um 2-plano P ∈ G é um plano cŕıtico de R se P é ponto cŕıtico de

K : G→ R.

Dáı, podemos provar o seguinte resultado:

Lema 2.2.2. G é um produto de duas esferas, a saber as esferas de raio
1√
2

nos auto-

espaços Λ±x do operador estrela.

Prova:

Sabemos que ξ ∈ Λ2
x é decompońıvel se, e somente se, ξ ∧ ξ = 0.

Logo,

G = {ξ ∈ Λ2
x/ξ ∧ ξ = 0, 〈ξ, ξ〉 = 1}

= {ξ ∈ Λ2
x/〈ξ, ∗ξ〉 = 0, 〈ξ, ξ〉 = 1},

Como Λ2
x = Λ+

x ⊕ Λ−x , onde Λ+
x é o auto espaço associado ao autovalor +1 e Λ−x

é o auto espaço associado ao autovalor −1, podemos escrever ξ = α + β, onde ∗α = α e

∗β = −β. Dáı temos

1 = 〈ξ, ξ〉 = 〈α + β, α + β〉 = ‖α‖2 + ‖β‖2 + 2〈α, β〉 = ‖α‖2 + ‖β‖2

0 = 〈ξ, ∗ξ〉 = 〈α + β, ∗(α + β)〉 = 〈α + β, α− β〉 = ‖α‖2 − ‖β‖2

Das equações acima, conclúımos que ‖α‖ = ‖β‖ =
1√
2

e portanto

G = {α + β ∈ Λ2
x, ‖α‖ = ‖β‖ =

1√
2
}.

�

Proposição 2.2.3. P ∈ G é um ponto cŕıtico de R se, e somente se, existem números

reais λ e µ tais que R(P ) = λP + µP⊥.

Prova:

Considere as três funções dadas por f(ξ) = 〈R(ξ), ξ〉, g(ξ) = 〈ξ, ξ〉 e h(ξ) =

〈ξ, ∗ξ〉, ξ ∈ Λ2
x. Note que, K é a restrição de f a G = g−1(1) ∩ h−1(0). Pelo método dos

multiplicadores de Lagrange em Rn, temos que P ∈ G é um ponto cŕıtico da curvatura

seccional em P se, e somente se, existem números reais λ e µ tais que, em P temos a

igualdade

grad f = λ grad g + µ gradh,
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onde λ e µ são os multiplicadores de Lagrange. Mas, se A : V → V é uma aplicação linear

simétrica no espaço vetorial V , temos grad〈A(v), v〉 = 2A(v). Aplicando isto as funções

f , g e h obtemos

2R(P ) = 2λP + 2µ(∗P ).

Mas, para P ∈ G, ∗P é o complemento ortogonal orientado P⊥ de P em V . Dáı segue

que

R(P ) = λP + µP⊥.

�

Podemos agora obter a decomposição do operador de curvatura de uma variedade

de Einstein de dimensão 4, conforme Singer-Torpe [ST69].

Teorema 2.2.4. Seja M uma variedade de Einstein de dimensão 4 e R o seu operador

de curvatura. Então existe uma base ortonormal de TpM tal que cada par de vetores gera

um plano cŕıtico de R. Com relação a essa base, a matriz dos componentes da curvatura

tem a forma

[R] =

(
A B

B A

)
,

onde A =


λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3

 e B =


µ1 0 0

0 µ2 0

0 0 µ3


Prova:

Note que, se M4 é de Einstein e R é o operador de curvatura de M temos

∗ ◦ R = R ◦ ∗, e visto que os operadores ∗ e R são auto-adjuntos, então os operadores

podem ser diagonalizados simultaneamente . Seja ξi (1 ≤ i ≤ 6) uma base ortonormal

para Λ2 tal que {
∗ξi = ξi, i ≤ 3

∗ξi = −ξi, i > 3

R(ξi) = aiξi (1 ≤ i ≤ 6),

ou seja, ξi ∈ Λ+ para i ≤ 3 e ξi ∈ Λ− para i > 3. Definindo Pi = (ξi + ξi+3)/
√

2 e

P⊥i = (ξi − ξi+3)/
√

2, temos que β = {P1, P2, P3, P
⊥
1 , P

⊥
2 , P

⊥
3 } é uma base ortonormal

para Λ2 satisfazendo 〈∗P, P 〉 = 0, ∀P ∈ β, ou seja, os elementos de β se identificam com

os elementos de G e vale ∗Pi = P⊥i , i = 1, 2, 3.

Além disso,

R(Pi) = λiPi + µiP
⊥
i

e

R(P⊥i ) = λiP
⊥
i + µiPi,
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onde λi = (ai + a3+i)/2 e µi = (ai − a3+i)/2 de modo que, pela Proposição (2.2.3), β

é uma base ortonormal de Λ2 consistitúıda de planos cŕıticos de R e segundo a qual a

matriz tem [R] a referida forma.

Como P1, P2 ∈ β satisfazem P1 ∧ P2 = 〈P1, ∗P2〉w = 〈P1, P
⊥
2 〉w = 0, segue que

P1∩P2 6= {0} e sendo assim existem e1 ∈ P1∩P2, e2 ∈ P1 e e3 ∈ P2 tais que e1∧e2 = P1 e

e1∧e3 = P2. Escolhendo e4 ∈ V , de modo que {e1, e2, e3, e4} seja uma base ortonormal com

orientação compat́ıvel com a orientação fixada em TpM , temos e3∧e4 = P⊥1 e e4∧e2 = P⊥2 .

Da ortogonalidade de {Pi, P
⊥
i } segue que P3 é uma combinação linear de e1 ∧ e4

e e2 ∧ e3. Como P3 e P⊥3 são decompońıveis e 〈P3, P
⊥
3 〉 = 0, segue que e1 ∧ e4 = ±P3 e

e2 ∧ e3 = ±P⊥3 , ou vice-versa. Mas, −P3 e ±P⊥3 são também planos cŕıticos de R com os

mesmos multiplicadores de Lagrange λ3 e µ3 de P3. Logo, a base {e1, ..., e4} satisfaz as

condições do Teorema. �

2.3 O tensor de Weyl de uma variedade de Einstein

de dimensão 4

Seja M uma variedade Riemanniana orientada de dimensão 4 com operador de

curvatura R. Decorre da prova do Teorema 2.2.4 que se M é uma variedade de Einstein,

então, para todo x ∈M , existe uma base ortonormal B de Λ2
x = Λ+

x ⊕Λ−x , B = {β1, ..., β6}
tal que

R(βi) = (λi ± µi)βi.

Observe que λi±µi são autovalores do operador de curvatura R de M . Se ρ é a curvatura

de Ricci de M , o tensor W = R− ρ

3
IΛ2

x
é chamado tensor de Weyl de M .

Observe que, para uma variedade de Einstein, R = W +
ρ

3
IΛ2

x
e W ≡ 0 se, e

somente se, M4 tem curvatura seccional constante . Pela ação do operador ∗, podemos

decompor W na soma direta W = W+ ⊕W−, onde W± = W |Λ± são chamados de partes

auto-dual e anti-auto-dual de W , respectivamente.

Ainda, pelo Teorema 2.2.4, W± tem autovalores λi ± µi −
ρ

3
, onde

3∑
i=1

λi = ρ

e, pela primeira identidade de Bianchi,
3∑

i=1

µi = 0, pois µ1 = 〈R(P1), P⊥1 〉 = R1234,

µ2 = 〈R(P2), P⊥2 〉 = R1342 e µ3 = 〈R(P3), P⊥3 〉 = R1423.



Caṕıtulo 3

Variedades de Einstein de

dimensão 4 com

curvatura seccional
1

4
- pinçada

Uma variedade M é dita ser
1

4
- pinçada se existe K0 > 0 tal que a curvatura

seccional de M satisfaz
K0

4
≤ K(X, Y ) ≤ K0, quaisquer que sejam X, Y ∈ TpM . Nosso

objetivo nesse caṕıtulo é demonstrar um resultado que classifica as variedades de Einstein

de dimensão 4 que tem curvatura seccional
1

4
- pinçada.

Teorema A. Seja M uma variedade de Einstein de dimensão 4, compacta e orientada.

Se a curvatura seccional de M for
1

4
- pinçada , então M é isométrica a uma esfera S4 ou

ao espaço projetivo complexo CP2.

Prova:

Sejam M4 uma variedade de Einstein, {Xi}4
i=1 um referencial ortonormal de TpM

e F : M → R dada por

F (p) =
∑

i,j,k,h,l,m

(RikjkRihlmRjhlm +
1

2
RijkhRkhlmRlmij + 2RikjhRiljmRklhm), (3.1)

onde R é o operador de curvatura de M e i, j, k, h, l,m = 1, 2, 3, 4. Utilizando, no ponto

p, um referencial ortonormal {Xi}4
i=1 cuja existência e propriedades são assegurados pelo

Lema 2.1.2 e fazendo K12 = a, K13 = b, K14 = c, R1234 = α, R1342 = β, R1423 = γ, um

cálculo muito trabalhoso – conforme Berger [Bg61] e que consta no Apêndice – nos mostra

que
F

8
= a(b− c)2 + b(c− a)2 + c(a− b)2 + α2(b+ c− 2a) + β2(c+ a− 2b)

+ γ2(a+ b− 2c)− 6aβγ − 6bγα− 6cαβ. (3.2)
17
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Conforme provamos no Lema 2.1.2, temos as desigualdades

| β − α |≤ b− a,

| β − γ |≤ b− c,

| γ − α |≤ c− a.

Podemos substituir essas desigualdades na equação acima, e obteremos

F

8
≥ a(β − γ)2 + b(γ − α)2 + c(α− β)2 + α2(b+ c− 2a) + β2(c+ a− 2b)

+ γ2(a+ b− 2c)− 6aβγ − 6bγα− 6cαβ,

e simplificando teremos

F

16
≥ α2(b+ c− a) + β2(c+ a− b) + γ2(a+ b− c)− 4aβγ − 4bγα− 4cαβ. (3.3)

E, como α + β + γ = 0, substituindo β por −(α + γ) em (3.3) obtém-se

F

96
≥ aγ2 + cα2 + (a+ c− b)αγ.

Ora, o segundo membro desta desigualdade pode ser visto como uma forma quadrática

em γ e seu discriminante é dado por {(a+c−b)α}2−4acα2 = α2{(a−c)2 +b2−2b(a+c)}.
Afirmamos que F ≥ 0. De fato, assuma que

1

4
≤ K ≤ 1. Inicialmente note que o

sinal de α não interfere no sinal do discriminante e assim é necessário estudar o sinal de

(a− c)2 + b2 − 2b(a+ c).

Observe que

(a− c)2 + b2 − 2b(a+ c) = (b− (a
1
2 + c

1
2 )2)(b− (c

1
2 − a

1
2 )2). (3.4)

Como
1

4
≤ a ≤ c ≤ b ≤ 1, então

b
1
2 ≤ 2a

1
2 b

1
2 ≤ 2a

1
2 (3.5)

e

b
1
2 ≤ 2c

1
2 b

1
2 ≤ 2c

1
2 . (3.6)

Somando (3.5)e (3.6) obtemos b
1
2 ≤ a

1
2 + c

1
2 , e isto implica que b− (a

1
2 + c

1
2 )2 ≤ 0.

Por outro lado, b
1
2 − c 1

2 + a
1
2 ≥ b

1
2 − c 1

2 ≥ 0, ou seja, b− (c
1
2 − a 1

2 )2 ≥ 0.
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Dáı temos (3.4) não positivo, ou seja, o discriminante da forma quadrática é não positivo

e como a é positivo segue que F ≥ 0 e a afirmação fica provada.

Para concluir a demonstração do teorema, basta usar a Fórmulda de Lichnerowicz

para variedades de Einstein e notar que como F ≥ 0 temos
1

2

∫
M

| ∇R |2 dV ≤ 0 e dáı

segue que ∇R = 0, ou seja, M é um espaço localmente simétrico.

Como M4 é compacta, orientada e tem curvatura seccional K > 0, conforme um

dos corolários do Teorema de Synge-Weinstein [dC08, p. 206] temos que M é simplesmente

conexa. Como M é variedade de Einstein segue do Teorema de Jensen que M ' S4 ou

M ' CP2, já que M ' S2 × S2 não tem curvatura seccional K > 0. �



Caṕıtulo 4

Variedades de Einstein Kählerianas

de dimensão 4 com curvatura

seccional não negativa

Nesse caṕıtulo, demonstraremos o Teorema B sobre variedades de Einstein Kähle-

rianas de dimensão 4 com curvatura seccional não negativa. Antes, precisamos de algumas

considerações. Iniciaremos com a definição de Variedades Kählerianas, que é válida, mais

geralmente, para variedades de dimensão par.

Definição 4.0.1. Seja M4 uma variedade Riemanniana, com conexão riemanniana ∇ e

tensor de curvatura R. Dizemos que M é Kähleriana se existe um tensor J : TM → TM

que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) J ◦ J = −IdTM

(ii) 〈JX, JY 〉 = 〈X, Y 〉, ∀X, Y ∈ TM ;

(iii) ∇XJY − J(∇XY ) = 0, ∀X, Y ∈ TM

Note que, como consequência da definição, J satisfaz a propriedade

R(JX, JY ) = R(X, Y ).

De fato

〈R(X, Y )JZ, JW 〉 = 〈∇Y∇XJZ −∇X∇Y JZ +∇[X,Y ]JZ, JW 〉

= 〈∇Y J(∇XZ)−∇XJ(∇YZ) + J(∇[X,Y ]Z), JW 〉

= 〈J(∇Y∇XZ)− J(∇X∇YZ) + J(∇[X,Y ]Z), JW 〉

= 〈J(∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z), JW 〉

= 〈∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z,W 〉 = 〈R(X, Y )Z,W 〉.
20
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Por outro lado,

〈R(JX, JY )Z,W 〉 = 〈R(JX, JY )JZ, JW 〉

= 〈R(JZ, JW )JX, JY 〉

= 〈R(JZ, JW )X, Y 〉

= 〈R(X, Y )JZ, JW 〉

= 〈R(X, Y )Z,W 〉,

donde conclúımos que

R(JX, JY ) = R(X, Y ).

Os exemplos mais simples de variedades de Einstein compactas de dimensão 4 que

são Kählerianas e simplesmente conexas são o produto de duas esferas S2×S2, ambas com

mesma curvatura seccional e o espaço projetivo complexo CP2. Por razões de natureza

topológica, sabe-se que a esfera S4 não admite métrica Kähleriana.

Antes de provarmos o Teorema B precisamos do seguinte resultado devido a

Berger [Bg63].

Lema 4.0.2. Seja M uma variedade de Einstein Kähleriana de dimensão 4. Então para

cada p ∈M , existe uma base ortonormal {Xi} de TpM tal que

(i) Todos os Rijkh(i, j, k, h = 1, 2, 3, 4) são nulos, com exceção (eventualmente) dos

seguintes: R1212 = R3434, R1313 = R4242 = R1324, R1414 = R2323 = R1432 e R1234 =

R1313 +R1414.

(ii) K12 ≥ 2(K13 −K14)

Prova:

Escolhamos {X1, X2 = JX1} (X1 ∈ TpM unitário) de modo que

K(X1, JX1) = sup{(K(X, JX))/|X| = 1, X ∈ TpM}.

Seja W o complemento ortogonal do subespaço gerado por X1, JX1. Inicialmente note

que qualquer base ortonormal de W é da forma {Z, JZ} (Z unitário). De fato, se Z ∈ W
é Z unitário sabemos que JZ é unitário pois ‖JZ‖ = ‖Z‖ = 1 e além disto temos que

JZ ∈ W pois 〈X1, JZ〉 = −〈J2X1, JZ〉 = −〈JX1, Z〉 = 0 e 〈JX1, JZ〉 = 〈X1, Z〉 = 0,

visto que Z ∈ W e JX1 ∈ W⊥.

Agora, consideremos a forma quadrática Q(Z) = 〈R(X1, Z)X1, Z〉 associada à

forma bilinear simétrica B(X, Y ) = 〈R(X1, X)X1, Y 〉, X, Y ∈ TxM . A restrição de Q

a W é também uma forma quadrática. Dessa forma, existe uma base ortonormal de W

tal que B(Xi, Xj) = 0, para i 6= j. Mas, como toda base ortornormal de W é da forma
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{Z, JZ} (Z unitário), então tomemos X3 ∈ W e teremos 〈R(X1, X3)X1, JX3〉 = 0, ou

seja, R1314 = 0. Mostremos agora, que o referencial {X1, X2 = JX1, X3, X4 = JX3}
satisfaz às condições do lema.

Em primeiro lugar, sabemos que R1314 = 0. Agora, como M é de Einstein com

curvatura de Ricci ρ, temos que

i=4∑
i=1

Rijki = ρδjk,

e fazendo j = 3 e k = 4 temos

R1341 +R2342 +R3343 +R4344 = 0,

o que implica R2342 = 0.

Além disso,

R1323 = 〈R(X1, X3)JX1, X3〉 = 〈R(JX1, JX3)JX1, X3〉 = R2423 = 0

e

R2441 = 〈R(JX1, JX3)JX3, X1〉 = 〈R(X1, X3)JX3, X1〉 = R1341 = 0.

Por outro lado,

K(aX1 + bX3, J(aX1 + bX3)) =

= [〈R(aX1 + bX3, J(aX1 + bX3))J(aX1 + bX3), aX1 + bX3〉](a2 + b2)−2

= [〈R(aX1, aJX1)aJX1, aX1〉+ 〈R(aX1, bJX3)aJX1, aX1〉+

+ 〈R(aX1, bJX3)bJX3, aX1〉+ 〈R(aX1, aJX1)bJX3, aX1〉+

+ 〈R(bX3, aJX1)aJX1, aX1〉+ 〈R(bX3, bJX3)aJX1, aX1〉+

+ 〈R(bX3, bJX3)bJX3, aX1〉+ 〈R(bX3, aJX1)bJX3, aX1〉+

+ 〈R(aX1, aJX1)aJX1, bX3〉+ 〈R(aX1, bJX3)aJX1, bX3〉+

+ 〈R(aX1, bJX3)bJX3, bX3〉+ 〈R(aX1, aJX1)bJX3, bX3〉+

+ 〈R(bX3, aJX1)aJX1, bX3〉+ 〈R(bX3, bJX3)aJX1, bX3〉+

+ 〈R(bX3, bJX3)bJX3, bX3〉+ 〈R(bX3, aJX1)bJX3, bX3〉](a2 + b2)−2

= [a4R1221 + a3bR1421 + a2b2R1441 + a3bR1241 + a3bR3221 + a2b2R3421 +

+ ab3R3441 + a2b2R3241 + a3bR1223 + a2b2R1423 + ab3R1443 + a2b2R1243 +

+ a2b2R3223 + ab3R3423 + b4R3443 + ab3R3243].(a2 + b2)−2. (4.1)

Note que

R1241 = 〈R(X1, JX1)JX3, X1〉 = 〈R(JX3, X1)X1, JX1〉

= −〈R(X3, JX1)X1, JX1〉 = R3212 = R1232,
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R1443 = 〈R(X1, JX3)JX3, X3〉 = 〈R(JX1,−X3)JX3, X3〉 = −R2343 = R3243,

R1331 = 〈R(X1, X3)X3, X1〉 = 〈R(JX1, JX3)X3, X1〉 = R24313 = R1342

e

R1441 = 〈R(X1, JX3)JX3, X1〉 = 〈R(JX1,−X3)JX3, X1〉 = −R2341 = R1423.

Pela identidade de Bianchi, temos

R1234 +R2314 +R3124 = 0,

assim,

R1243 = −R1234 = R1423 +R1342 = K14 +K13.

Usando o fato de que K12 = K34, temos

K(aX1+bX3, J(aX1+bX3)) =
(a4 + b4)K12 + 2a2b2(3K14 +K13) + 4a3bR1241 + 4ab3R1443

(a2 + b2)2
.

Como

K(X1, JX1) = sup
x=p

(K(X, JX)),

temos
(a4 + b4)K12 + 2a2b2(3K14 +K13) + 4a3bR1214 + 4ab3R1434

(a2 + b2)2
≤ K12,

para quaisquer a e b números reais. Simplificando temos:

2a2b2(3K14 +K13 −K12) + 4a3bR1241 + 4ab3R1443 ≤ 0.

Fazendo A = 3K14 +K13, B = 2R1241 e C = 2R1443, teremos

2a2b2(A−K12) + 2Ba3b+ 2Cab3 ≤ 0.

para quaisquer a e b números reais.

Afirmamos que A−K12 ≤ 0 e B = C = 0. De fato, por hipótese

a2b2(A−K12) +Ba3b+ Cab3 ≤ 0 (4.2)

para quaisquer números reais a e b. Em particular, para a = ± 1

n
e b = 3

√
n, temos

n
2
3

n2
(A−K12)± n

1
3

n3
B ± C ≤ 0. (4.3)
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Tomando o limite da última desigualdade quando n tende a infinito, obtemos ±C ≤ 0,

ou seja C = 0. Sendo assim, temos

a2b2(A−K12) +Ba3b ≤ 0, (4.4)

para quaisquer a e b números reais. Fazendo a = 3
√
n e b = ± 1

n
, obtemos

n
2
3

n2
(A−K12)±B ≤ 0. (4.5)

Analogamente, tomando o limite em (4.5) quando n tende a infinito, obtemos ±B ≤ 0, o

que implica B = 0.

Dessa forma temos que B = C = 0 e consequentemente A−K12 ≤ 0 e a afirmação

fica provada. Dáı,

R1214 = R1434 = 0.

Mas,

R1214 = R1232 = 0

e

R1434 = R3234 = 0

e portanto

R1232 = R3234 = 0.

Como A−K12 ≤ 0, temos então K12 ≥ 3K14 +K13.

Por outro lado, sabemos que K(aX1 + bX4, J(aX1 + bX4)) ≤ K12 quaisquer

números reais a e b. Realizando cálculos análogos aos anteriores, conclúımos que

K12 ≥ 3K13 +K14

e

R1213 = R4243 = 0.

Finalmente, somando as últimas desigualdades obtidas, temos

2K12 ≥ 4K13 + 4K14,

ou seja,

K12 ≥ 2(K13 +K14),

e o lema fica demonstrado. Agora, podemos provar o seguinte resultado que classifica as

variedades em estudo.
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Teorema B. Seja M uma variedade de Einstein de dimensão 4, compacta e simplesmente

conexa. Se M é também uma variedade Kähleriana e tem curvatura seccional não negativa

então M é isométrica a um produto de duas esferas S2×S2 ou ao espaço projetivo complexo

CP2.

Prova:

Seja F : M → R a função dada em (3.1). Novamente usaremos o seguinte fato

provado por Berger [Bg61]: Para um referencial ortonormal que satisfaz Rikjk = 0 se

i 6= j, fazendo a = K12, b = K13, c = K14, α = R1234, β = R1342 e γ = R1423, obtém-se

F

8
= a(b− c)2 + b(c− a)2 + c(a− b)2 + α2(b+ c− 2a) + β2(c+ a− 2b)

+ γ2(a+ b− 2c)− 6aβγ − 6bγα− 6cαβ. (4.6)

Além disso, para o referencial cuja existência é assegurada pelo Lema (4.0.2),

temos b = K13 = −β, c = K14 = −γ e α = R1234 = b + c, substituindo essas igualdades

em (4.6), obtemos

F

8
= a(b− c)2 + b(c− a)2 + c(a− b)2 + (b+ c)2(b+ c− 2a) + b2(c+ a− 2b)

+ c2(a+ b− 2c)− 6abc− 6b(−c)(b+ c)− 6c(b+ c)(−b)

= a(b2 − 2bc+ c2) + b(c2 − 2ac+ a2) + c(a2 − 2ab+ b2) + (b+ c)2(b+ c− 2a)

+ b2(c+ a− 2b) + c2(a+ b− 2c)− 6abc+ 12bc(b+ c)

= ab2 − 2abc+ ac2 + bc2 − 2abc+ a2b+ a2c− 2abc+ b2c+ (b+ c)2(b+ c− 2a)

+ b2a+ b2c− 2b3 + ac2 + bc2 − 2c3 − 6abc+ 12bc(b+ c)

= 2ab2 − 12abc+ 2ac2 + 2bc2 + a2(b+ c) + 2b2c+ (b+ c)2(b+ c− 2a)

+ −2b3 − 2c3 + 12bc(b+ c).

Como K(p) ≥ 0 para todo p ∈ M , temos b ≥ 0 e c ≥ 0. Se b = c = 0, temos

F (p) = 0. Assim, daqui em diante, podemos supor que b+ c > 0 e escrever

F

8
= (b+ c)(a− 8bc

b+ c
)2 − 64b2c2

b+ c
+ (b+ c)(18bc− b2 − c2).

Do Lema (4.0.2), temos a ≥ 2(b+ c), assim

a− 8bc

b+ c
≥ 2(b+ c)− 8bc

b+ c
=

2(b+ c)2 − 8bc

b+ c
=

2(b− c)2

b+ c
≥ 0.

Dáı temos,

F

8
≥ (b+ c)(

2(b− c)2

b+ c
)2 − 64b2c2

b+ c
+ (b+ c)(18bc− b2 − c2),
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ou seja,

F

8
≥ 4(b− c)4

b+ c
+

(b+ c)2(18bc− b2 − c2)− 64b2c2

b+ c
=

3b4 − 6b2c2 + 3c4

b+ c
=

3(b2 − c2)2

b+ c
≥ 0.

Pela fórmula de Lichnerowich, obtemos ∇R ≡ 0 e portanto M é localmente

simétrico. Pelo Teorema de Jensen ([Js69]), M = S4, ou M = S2 × S2 ou M = CP2. Mas

S4 não admite métrica Kähleriana, portanto M = S2 × S2 ou M = CP2. �



Caṕıtulo 5

Variedade de Einstein 4-dimensional

com operador de curvatura não

negativo

Neste caṕıtulo, provaremos o Teorema C. Para isso seja M4 uma variedade de

Einstein orientada com curvatura de Ricci ρ. Seja R o operador de curvatura de M em

x ∈M . De acordo com o Teorema 2.2.4 os autovalores de R são λi±µi, onde λi±µi−
ρ

3
são autovalores das partes auto-dual W+ e anti-auto-dual W− do tensor de Weyl W de

M . Além disso,
3∑

i=1

λi = ρ e
3∑

i=1

µi = 0.

Note que se o operador R é não negativo então λi ± µi ≥ 0, ∀i = 1, 2, 3.

Precisamos do seguinte Lema:

Lema 5.0.3. O valor máximo da função f(x, y, z) = xyz sujeita as condições x+y+z = 0

e x2 + y2 + z2 = 1 é
1√
54

.

Prova:

Seja g(x, y, z) = x + y + z e h(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1. Usando o método dos

multiplicadores de Lagrange, temos:

grad f(x, y, z) = ζ grad g(x, y, z) + η grad(hx, y, z),

dáı temos o seguinte sistema de equações:


yz = ζ + 2ηx

xz = ζ + 2ηy

xy = ζ + 2ηz

(5.1)

27
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{
x+ y + z = 0

x2 + y2 + z2 = 1
(5.2)

Multiplicando as três equações em (5.1) por x, y e z, respectivamente, e somando-

as membro a membro, obtemos

3xyz = ζ(x+ y + z) + 2η(x2 + y2 + z2) (5.3)

Substituindo (5.2) em (5.3), obtemos 3xyz = 2η, isto é, η =
3xyz

2
. Substituindo

o valor de η em (5.1), temos

yz = ζ + 3x2yz (5.4)

xz = ζ + 3xy2z (5.5)

xy = ζ + 3xyz2 (5.6)

Subtraindo (5.4) de (5.5) tem-se

yz − xz − 3x2yz + 3xy2z = 0,

ou seja,

(y − x)(3xyz + z) = 0,

o que implica

y − x = 0

ou

3xyz + z = 0.

Analisemos cada caso acima:

Se y−x = 0 temos y = x. Como x+y+z = 0 temos z = −2x, substituindo estas

igualdades em x2 + y2 + z2 = 1, temos x2 + x2 + (−2x)2 = 1, dáı 6x2 = 1, o que implica

x = ±
√

6

6
,logo x = y = ±

√
6

6
. Se x = ±

√
6

6
, então z = ∓

√
6

3
e f(x, y, z) = ∓

√
6

18
.

Se 3xyz + xz = 0 temos z(3xy + 1) = 0, o que implica z = 0 ou 3xy + 1 = 0. Se

z = 0 temos f(x, y, z) = 0 e sabemos que este valor não é máximo, pois no caso (1) já

encontramos um valor positivo para f . Para o caso 3xy + 1 = 0 realizando-se os cálculos

necessários percebe-se que a função f(x, y, z) não possui pontos cŕıticos. Sendo assim,

temos que o valor máximo de f(x, y, z) é

√
6

18
=

1√
54

, como queŕıamos. �
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Teorema C. Seja M uma variedade de Einstein de dimensão 4, compacta e simples-

mente conexa. Se M tem operador de curvatura não negativo então M é isométrica a

uma esfera S4, ou a um produto de duas esferas S2 × S2 ou ao espaço projetivo complexo

CP2.

Prova:

Sejam x ∈M e W+(x) e W−(x) as partes anti-dual e e anti-auto-dual do tensor

de Weyl W (x), respectivamente. Então,

| W± |2= α2
1 + α2

2 + α2
3,

onde αi = λi±µi−
ρ

3
, são autovalores de W±, respectivamente, α1 ≤ α2 ≤ α3 e

3∑
i=1

αi = 0.

Como α1+α2+α3 = 0, então α2+α3 = −α1 e dáı temos α2
1 = (α2+α3)2 = α2

2+2α2α3+α2
3

e assim α2
1 − 2α2α3 = α2

3 + α2
3, e desta forma temos

| W± |2= 2α2
1 − 2α2α3.

Como, α1 ≤ α2 ≤ α3 devemos ter α1 ≤ 0 e α3 ≥ 0. Se α2 ≤ 0, então α2α3 ≤ 0 e assim

−2α2α3 ≥ 0 e teremos

| W± |2= 2α2
1 − 2α2α3 ≤ 2α2

1 ≤ 6α2
1.

Como α1 ≤ α2 então −2α2α3 ≤ −2α1α3.

Por outro lado, α3 = −α1 − α2 ≤ −2α1, dáı temos −2α2α3 ≤ 4α2
1, e portanto

temos | W± |2= 2α2
1 − 2α2α3 ≤ 6α2

1.

Assim em todos os casos temos | W± |2≤ 6α2
1 e como M tem operador de cur-

vatura não negativo então,

0 ≥ α1 = λ1 ± µ1 −
ρ

3
≥ −ρ

3

e dáı, α2
1 ≤

ρ2

9
. Assuma que ρ = 1. Então | W± |2≤ 6

9
=

2

3
. Isto significa que se M tem

operador de curvatura não negativo então | W+ |2≤ 2

3
em M . Usaremos agora a fórmula

de Weitzenbock

∆ | W± |2= −4ρ | W± |2 +36 detW± − 2 | ∇W± |2 . (5.7)

Como ρ = 1 tem-se

1

2

∫
M

| ∇W± |2 dV = −
∫

M

∆ | W± |2

4
dV +

∫
M

[− | W± |2 +9 detW±]dV

=

∫
M

[− | W± |2 +9 detW±]dV. (5.8)
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Considere | W± |6= 0 e sejam x =
α1

| W± |
, y =

α2

| W± |
e z =

α3

| W± |
. Temos que

x+ y + z = 0 e x2 + y2 + z2 = 1. Pelo Lema (5.0.4) temos que xyz ≤ 1√
54

, ou seja,

α1

| W± |
.
α2

| W± |
.
α3

| W± |
≤ 1√

54

e dáı

detW± = α1α2α3 ≤
| W± |3√

54

em M . Como | W± |2≤ 2

3
, decorre de (5.8) que

0 ≤ 1

2

∫
M

| ∇W± |2 dV ≤
∫

M

| W± |2 {−1 +
9 | W± |√

54
} ≤ 0.

Dáı, conclúımos que∫
M

| W± |2 {−1 +
9 | W± |√

54
} = 0.

Portanto,

∫
M

| ∇W± |2 dV = 0 e dáı ∇W± ≡ 0. Mas, o tensor de curvatura de uma

variedade de Einstein admite a decomposição R = W ⊕ ρ

3
IΛ2 = W+ ⊕W− +

ρ

3
IΛ2 , onde

ρ é a curvatura de Ricci de M . Assim,

∇R = ∇W+ +∇W− ≡ 0,

e isto prova que M4 é um espaço localmente simétrico. Como M é simplesmente conexo,

segue do teorema de Jensen que M é isométrica a uma esfera S4, ou a um produto de

duas esferas S2 × S2 ao espaço complexo projetivo CP2. �



Caṕıtulo 6

Apêndice

Sejam i, j, k, h, l,m = 1, 2, 3, 4, vamos desenvolver a função

F (p) =
∑

i,j,k,h,l,m

(−RikjkRihlmRjhlm +
1

2
RijkhRkhlmRlmij + 2RikjhRiljmRklhm),

que aparece na fórmula de Lichnerowicz. Para isto, precisamos dos Lemas 2.1.1 e 2.1.2.

Usaremos a notação K12 = K34 = a, K13 = K24 = b, K14 = K23 = c e ainda R1234 = α,

R1342 = β e R1423 = γ, logo, pela pela primeira identidade de Bianchi temos α+β+γ = 0.

Lembremos ainda que, devido à simetria da curvatura, são válidas as igualdades

Kij = Kji, R1234 = R3412 = R4321 = R2143,

R1342 = R4213 = R2431 = R3143 eR1423 = R2314 = R3241 = R4132.

Note que podemos escrever

F (p) =
∑

i=k 6=j

(−RikjkRihlmRjhlm +
1

2
RijkhRkhlmRlmij + 2RikjhRiljmRklhm)

+
∑
i 6=k

(−RikjkRihlmRjhlm +
1

2
RijkhRkhlmRlmij + 2RikjhRiljmRklhm)

Se i = k temos −RikjkRihlmRjhlm = 0 e 2RikjhRiljmRklhm = 0, sendo assim a

expressão acima se resume a

F (p) =
∑

i=k 6=j

1

2
RijkhRkhlmRlmij︸ ︷︷ ︸+

∑
i 6=k

(−RikjkRihlmRjhlm)︸ ︷︷ ︸
(I) (II)

+
∑
i 6=k

1

2
RijkhRkhlmRlmij︸ ︷︷ ︸+

∑
i 6=k

RikjhRiljmRklhm︸ ︷︷ ︸
(III) (IV )

31
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Vamos calcular separadamente cada parcela acima:

Cálculo de (I) =
1

2

∑
i=k 6=j

RijkhRkhlmRlmij:

Para que esta parcela seja não nula, devemos ter k 6= h, i 6= h e l 6= m e dáı

temos

1

2

∑
i=k 6=j

RijkhRkhlmRlmij =
1

2

∑
i 6=j,i6=h

l 6=m

RijihRihlmRlmij

=
1

2

∑
j=h,i 6=j
i 6=h,l 6=m

RijihRihlmRlmij +
1

2

∑
j 6=h,i 6=j
i 6=h,l 6=m

RijihRihlmRlmij

Note que, se j 6= h, então Rijih = 0, para a base ortonormal cuja existência é garantida

pelo lema 2.1.2. Assim, a segunda parcela da expressão acima se anula e temos

(I) =
1

2

∑
j=h,i 6=j
i 6=h,l 6=m

RijihRihlmRlmij =
1

2

∑
i 6=j,l 6=m

RijijRijlmRlmij

= −1

2

∑
i 6=j,l 6=m

Kij(Rijlm)2

= −1

2

∑
i 6=j

(Kij)
3 − 1

2

∑
i,j,l,m

2 a 2 distintos

Kij(Rijlm)2

= −4a3 − 4b3 − 4c3 − 4aα2 − 4bβ2 − 4cγ2

Cálculo de (II) =
∑
i 6=k

(−RikjkRihlmRjhlm):

∑
i 6=k

(−RikjkRihlmRjhlm) = −
∑

i=j 6=k

RikjkRihlmRjhlm −
∑

i 6=j,i6=k

RikjkRihlmRjhlm

= −
∑

i 6=k,i6=h,l 6=m

RikikRihlmRihlm + 0 (pelo lema 2.1.2)

= −
∑

i 6=k,i6=h,l 6=m

(−Kik)(Rihlm)2

=
∑

k=h,i 6=k
i 6=h,l 6=m

Kik(Rihlm)2 +
∑

k 6=h,i 6=k
i 6=h,l 6=m

Kik(Rihlm)2

=
∑

i 6=h,l 6=m

Kih(Rihlm)2 +
∑

k 6=h,i 6=k
i 6=h,l 6=m

Kik(Rihlm)2

= 2
∑
i 6=h

(Kih)3 +
∑

i,h,l,m
2 a 2 distintos

Kih(Rihlm)2 +
∑

k 6=h,i 6=k
i 6=h,l 6=m

Kik(Rihlm)2.
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Mas,∑
k 6=h,i 6=k
i 6=h,l 6=m

Kik(Rihlm)2 = 2
∑

k 6=h,i 6=k,i6=h

Kik(Kih)2 +
∑

k 6=h,i 6=k
i,h,l,m

2 a 2 distintos

Kik(Rihlm)2.

Assim, temos

(II) = 2
∑
i 6=h

(Kih)3 +
∑

i,h,l,m
2 a 2 distintos

Kih(Rihlm)2 + 2
∑

k 6=h,i 6=k,i6=h

Kik(Kih)2 +
∑

k 6=h,i 6=k
i,h,l,m

2 a 2 distintos

Kik(Rihlm)2.

Note que:

2
∑
i 6=h

(Kih)3 = 2.(4a3 + 4b3 + 4c3) = 8(a3 + b3 + c3),∑
i 6=h6=l 6=m

Kih(Rihlm)2 = 8aα2 + 8bβ2 + 8cγ2,

2
∑

k 6=h,i 6=k,i6=h

Kik(Kih)2 = 8a(b2 + c2) + 8b(a2 + c2) + 8c(a2 + b2),∑
k 6=h,i 6=k
i,h,l,m

2 a 2 distintos

Kik(Rihlm)2 = 8a(β2 + γ2) + 8b(α2 + γ2) + 8c(α2 + β2).

Sendo assim,

∑
i 6=k

(−RikjkRihlmRjhlm) = 8(a3 + b3 + c3) + 8aα2 + 8bβ2 + 8cγ2 + 8a(b2 + c2) + 8b(a2 + c2)

+ 8c(a2 + b2) + 8a(β2 + γ2) + 8b(α2 + γ2) + 8c(α2 + β2).

Cálculo de (III) =
1

2

∑
i 6=k

RijkhRkhlmRlmij

Inicialmente, note que, como i 6= k, para que essa parcela não seja nula (pelo

Lema 2.1.2), é necessário que j 6= h, e além disso precisamos ter i 6= j, k 6= h, l 6= m.

Vamos separar (III) em duas parcelas, uma com j = k (e pelo Lema 2.1.2 devemos ter

i = h) e j 6= k (e pelo 2.1.2 devemos ter i 6= h). Assim,

(III) =
1

2

∑
i 6=j,l 6=m

RijjiRjilmRlmij +
1

2

∑
l 6=m

i,j,k,h
2 a 2 distintos

RijkhRkhlmRlmij

= −1

2

∑
i 6=j,l 6=m

KijRkhlmRlmij +
1

2

∑
l 6=m

i,j,k,h
2 a 2 distintos

RijkhRkhlmRlmij.
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Mas

−1

2

∑
i 6=j,l 6=m

KijRkhlmRlmij = −
∑
i 6=j

(Kij)
3 − 1

2

∑
i,j,l,m

2 a 2 distintos

KijRijlm

= −4(a3 + b3 + c3)− 1

2
(8aα2 + 8bβ2 + 8cγ2)

= −4(a3 + b3 + c3)− 4(aα2 + bβ2 + cγ2),

e além disso, temos

1

2

∑
l 6=m

i,j,k,h
2 a 2 distintos

RijkhRkhlmRlmij =

=
1

2

∑
k=m,h=l,l 6=m

i,j,k,h
2 a 2 distintos

RijkhRkhlmRlmij +
1

2

∑
k 6=m,h 6=l,l 6=m

i,j,k,h
2 a 2 distintos

RijkhRkhlmRlmij

= −
∑

i,j,l,m
2 a 2 distintos

Klm(Rijlm)2 +
1

2

∑
i,j,k,h,l,m

2 a 2 distintos

RijkhRkhlmRlmij

= −2
∑

i,j,k,h,
2 a 2 distintos

Kij(Rijkh)2

= −2(4a.2α2 + 4b.2β2 + 4c.2γ2) = −16aα2 − 16bβ2 − 16cγ2

Em resumo,

III = −4(a3 + b3 + c3)− 20aα2 − 20bβ2 − 20c.γ2.

Cálculo de (IV ) = 2
∑
i 6=k

RikjhRiljmRklhm

Para que a expressão acima seja não nula precisamos ter i 6= l, k 6= l, h 6= m,

j 6= h, j 6= m. Vamos separar o somatório acima em duas parcelas, uma com i = j e

outra com i 6= j. Pelo Lema 2.1.2 na primeira parcela devemos ter h = k e l = m e na

segunda devemos ter h 6= k e l 6= m. Assim,
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IV = −2
∑

i 6=k,k 6=m
m 6=i

(Kik)(Kim)(Kkm) + 2
∑

i,j,l,m
2 a 2 distintos

KijRiljmRimjl

+ 2
∑

i 6=k,k 6=l,l 6=i,j 6=h
h6=m,m 6=j,j 6=k,i6=h

i 6=j,k 6=h,l 6=m

RikjhRiljmRkhlm

= −2
∑

i 6=k,k 6=m
m 6=i

(Kik)(Kim)(Kkm) + 2
∑

i,j,l,m
2 a 2 distintos

KijRiljmRimjl

+ 2
∑

i,k,j,h
2 a 2 distintos

KijRikjhRihjk + 2
∑

i,k,j,h 2 a 2 distintos
i,j,l,m 2 a 2 distintos

k 6=l,h6=m

RikjhRiljmRklhm.

Fazendo k = l e h = m na terceira parcela da expressão acima e somando com a segunda

parcela teremos

(IV) = −2
∑

i 6=k,k 6=m
m6=i

(Kik)(Kim)(Kkm) + 4
∑

i,j,l,m
2 a 2 distintos

KijRiljmRimjl

+ 2
∑

i,k,j,h 2 a 2 distintos
i,j,l,m 2 a 2 distintos

k 6=l,h6=m

RikjhRiljmRklhm.

Mas, note que

−2
∑

i 6=k,k 6=m,
m 6=i

(Kik)(Kim)(Kkm) = −2(4a.2bc+ 4b.2ac+ 4c.2a) = −48abc,

4
∑

i,j,l,m
2 a 2 distintos

KijRiljmRimjl = 4[4a.(−2βγ) + 4b(−2αγ) + 4c(−2αβ)]

= −32aβγ)− 32αγ − 32αβ,

e ainda,

2
∑

i,k,j,h 2 a 2 distintos
i,j,l,m 2 a 2 distintos

k 6=l,h6=m

RikjhRiljmRklhm = 2(−4αγb− 4αβc− 4βγa

− 4βαc− 4γβa− 4γαb)

= −16aβγ − 16bαγ − 16cαβ.

Em resumo,

(IV) = −48abc− 48aβγ − 48bαγ − 48cαβ.
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Sendo assim,

F (p) = −4(a3 + b3 + c3)− 4(aα2 + bβ2 + cγ2) + 8(a3 + b3 + c3) +

+ 8(aα2 + bβ2 + cγ2) + 8a(b2 + c2) + 8b(a2 + c2) + 8c(a2 + b2) +

+ 8a(β2 + γ2) + 8b(α2 + γ2) + 8c(α2 + β2)− 4(a3 + b3 + c3)−

− 20(aα2 + bβ2 + c.γ2)− 48abc− 48aβγ − 48bαγ − 48cαβ.

E simplificando os cálculos acima, obtemos,

F (p) = −16aα2 − 16bβ2 − 16cγ2 + 8a(b− c)2 + 8b(c− a)2 + 8c(a− b)2 + 8γ2(a+ b)

+ 8β2(a+ c) + 8α2(b+ c)− 48abc− 48aβγ − 48bαγ − 48cαβ

= 8a(b− c)2 + 8b(c− a)2 + 8c(a− b)2 + 8α2(b+ c− 2a)

+ 8β2(a+ c− 2b) + 8γ2(a+ b− 2c)− 48aβγ − 48bαγ − 48cαβ.

Portanto,

F

8
= a(b− c)2 + b(c− a)2 + c(a− b)2 + α2(b+ c− 2a)

+ β2(a+ c− 2b) + γ2(a+ b− c)− 6aβγ − 6bαγ − 6cαβ.

�
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[Bg63] BERGER, Marcel. Les variétés Kählériennes compactes d’Einstein de dimension
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