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“A persisténcia é o menor caminho do

éxito.”

(Charles Chaplin)






Resumo

Provamos que existe conjunto aberto e denso de campos tridimensionais in-
compressiveis de classe C? tais que, se um campo neste conjunto tem um conjunto
invariante com volume positivo e decomposi¢do dominada para o fluxo linear de Poin-
caré, entdo esse campo é Anosov (globalmente hiperbdlico). Isto estende resultado
classico de Bowen sobre volume zero de conjuntos hiperbdlicos para contextos mais

gerais.

Palavras-chave: Fluxos incompressiveis; Fluxo linear de Poincaré; Decomposi¢do do-

minada; Fluxo singular; Decomposi¢do hiperbdlica; Fluxo de Anosov.
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Abstract

We prove that there exists an open and dense subset of the incompressible
3-flows of class C? such that, if a flow in this set has a positive volume regular invariant
subset with dominated splitting for the linear Poincaré flow, then it must be an Anosov
flow. This extends a classical result of Bowen on zero volume for hyperbolic sets to a

more general setting.

Keywords: Incompressible flows; The linear Poincaré flow; Dominated splitting; Sin-

gular flows; Hyperbolic splitting; Anosov flows.
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Capitulo 1

Apresentacao do Teorema Principal

O objetivo deste capitulo é enunciar o teorema principal deste trabalho. Para
isso, damos apenas as defini¢des e fatos essenciais para enuncid-lo. A demonstracdo é

dividida em varios resultados auxiliares que sdo provados nos capitulos seguintes.

Em todo o texto M denotard uma variedade riemanniana, C*, compacta, sem
bordo, conexa e de dimens&o 3. Pelo teorema de Whitney podemos assumir que existe
s € N, tal que M C R°. Denotaremos por p a medida induzida em M pela métrica
riemanniana. Vamos supor que [ ja estd normalizada, isto é, u(M) = 1. Chamaremos

essa medida de medida de volume (ou simplesmente volume) ou medida de Lebesgue de M.

Denotamos por X"(M) o conjunto de todos os campos de vetores X : M — TM C
R® de classe C" e por (X;); o fluxo gerado pelo campo X. Lembramos que como M é
compacta, se X € X'(M), entdo o fluxo (X;); é completo, isto é, (X;); estd definido para
todo t € R.

Dizemos que um campo de vetores X € X"(M), preserva uma medida v, definida
na o-dlgebra dos borelianos de M, se v(X;(B)) = v(B) para todo boreliano B e para
todo t € R. Denotamos por X/ (M) = {X € X"(M) : X preserva a medida v}. No caso
particular em que X preserva a medida de volume y, dizemos que X é um campo

incompressivel ou conservativo.

Dizemos que 0 € M é uma singularidade para um campo X se X(o) = 0. Deno-
tamos o conjunto das singularidades de um campo X por S(X). Os pontos x € M\S(X)

sdo chamados de pontos regulares.
1



2 Capitulo 1. Apresentacao do Teorema Principal

1.1 Fluxo Linear de Poincaré

A seguinte nogdo pode ser definida em qualquer variedade riemanniana M de

dimensio finita. Sejam X € X'(M) e x € M um ponto regular de X, denote por
N,y ={v e T.M: (v, X(x)), = 0}

o complemento ortogonal de X(x) em T, M, onde (-, -), representa o produto interno em

T M. Quando A C M é um conjunto regular, isto é, todos os pontos de A sdo regulares,

NA:UNx

xeA

chamamos o conjunto

o fibrado normal de A.
Denote por O, : T,M — N, a projegdo ortogonal de T\M em N,. Para cada
t € R defina
Pi: N, = Ny, por P = Ox,u o DXi(x) |, -

Temos que P! satisfaz a relacdo de cociclo, isto é, Pi** = P§ (v © % Para provar isso,

usamos o seguinte

Lema 1.1. Dado um campo X € X' (M), tem-se DX;(x)(X(x)) = X(Xi(x)), para todo t € R e
para todo x € M.

Demonstragao: Sejam t € R, x € M quaisquer e consideremos y(s) = X;;s(x), para todo
s € R. Como, X;s = X; o X, temos que y'(s) = X(X45(x)) = DXi(Xs(x))(X(Xs(x))). Em

particular, fazendo s = 0 na relagdo anterior, obtemos DX;(x)(X(x)) = X(X:(x)). ]

Provemos agora que P, satisfaz a relacdo de cociclo. De fato, temos que
DX(x)v € Tx,xM, para todo v € T,M. Logo,

DX (x)v = Ox,(DXs(x)v) + 11 - X(Xs(x)),

para algum r; € R e para todo v € N, C T,M.

Assim, para todo v € N, temos que

PE@) = Ox,.0(DXis(x)0)
= Ox,..0(DXi(Xs(x))(DX;(x)0)
= Ox,,,00(DXi(Xs(x0))(Ox, () (DXs(x)0) + 11 - X(Xs(x)))
= Ox,..0(DX«(Xs(x))(Ox,(DXs(x)0)) + 11 - X(Xi15(x)) (usamos aqui o Lema [L.T)
= O, (DXi(Xs(x))(Ox, (v (DX;(x)0)))
= Pl (Pi)).
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Segue da relacgdo de cociclo que o operador inverso de P. : N, — Ny, € dado

—t
Xi(x)

temos que P/ ) o P\ =idy,.

Sendo A C M um conjunto regular, a familia (P); = (P, : x € Aet € R} é

por P! : Nx,u — N,. De fato, como idy, = P? = P;**!. Usando a rela¢do de cociclo,

chamada de Fluxo Linear de Poincaré de X sobre A.
Através do estudo do fluxo linear de Poincaré pode-se descobrir proprieda-
des do fluxo (X;);, com a vantagem de se trabalhar em dimensdo mais baixa, mais

especificamente, em dimensdo dim M — 1. (Para um exemplo veja o Teorema 2.17).

1.1.1 Decomposicao Dominada para o Fluxo Linear de Poincaré

Seja A um conjunto invariante pelo fluxo (X;); (isto é, X;(A) = A, para todo
t € R) e sem singularidades. Dizemos que o fluxo linear de Poincaré sobre A possui
uma decomposicdo (C, A)-dominada, se existe uma decomposicdo continua do fibrado
normal Ny = N°*® N", onde N, = N; @ N, com N; e N¥ ambos nao triviais, tal que

e PL(N¥) = N"  paratodote€ R e paratodox € A;

(a) PL(N) = N o

#(x)

(b) existem constantes C,A > 0 tais que |[PLINS|| < Ce™"'m(P.IN"), para todo t > 0,
onde m representa a conorma de operador, isto é, dado um operador L entre dois

espagos vetoriais normados, m(L) = inf,.o(|/|Lx]|/||x]]).

Chamamos a propriedade (a) de invaridncia e a propriedade (b) chamamos
de dominagio. Uma vez que a conorma de qualquer operador invertivel é dada por
m(L) = [IL7Y|™!, temos que a condigdo (b) é equivalente a

IIP% I NG - 1Py,

1 —At
@ | Nx,pll < Ce™.

Explicamos agora qual é o sentido da palavra continua na definicdo anterior.
Suponhamos, mais geralmente, que dimM > 3 e V = U, V,, onde cada V, C T.M
é um subespaco vetorial de dimensdo k. Dizemos que essa decomposicdo de V é
continua no sentido de Whitney, se para todo x € A e toda sequéncia em (x,), em A
convergindo para x, existe B, = {v,,1(xy), Un2(Xn), ..., Uni(x,)} base ortonormal de V,, tal
que lim, v, i(x,) = v; € V,, paracadai € {1,2, ...k}, e {v1, ..., vx} é base de V,.

Na verdade, ndo precisamos exigir que a decomposi¢do de N, seja continua.
Poderiamos ter obtido isso como consequéncia (veja [3, Lema 2.28]). Mas por questdao

de simplicidade, acrescentamos esta hip6tese na definigdo.

Observagao 1.2. Observamos que a dominagdo significa que a componente na diregio de NJ,

de qualquer vetor em N, tende a zero no futuro pela acdo do fluxo linear de Poincaré quando
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comparada com a componente na direcio de N¥. Mais precisamente, seja v = v° + v* € N, =

N; @ N!. Usando a dominagdo do fluxo temos

Ptos
1Pl _ g
[P0 oo
Assim, o angulo entre Plv e NX. o tende a zero no futuro. Analogamente, o dngulo entre

t -
Poe Niq(x) tende a zero no passado. Esse comportamento garante que a decomposigio de
N, = N° @ N* é tinica.

Em dimensdo maior que 3, podem existir duas decomposices distintas (veja [3]]).

Observacao 1.3. Quando o fluxo linear de Poincaré sobre A admite uma decomposicio domi-
nada, dizemos também que a decomposigio do fibrado normal, Ny = N°*®N", dada na definicio,

é uma decomposigio dominada do fibrado normal.

A decomposicdo dominada do fluxo linear de Poincaré é persistente no sentido

do seguinte

Lema 1.4. Sejam X € X¥'(M) e A c M um subconjunto reqular e invariante por (Xy); tal
que o fluxo linear de Poincaré sobre A admite uma decomposi¢io dominada. Entdo existe
uma vizinhanga U de A e 6 > 0 tais que o conjunto Ay(U)* := (g Y(U\S(Y)) tem uma
decomposigio (C', A")-dominada para o fluxo linear de Poincaré com respeito a qualquer campo
de vetores Y que estd O-proximo de X na topologia C'. Além disso C' e A’ silo constantes que
dependem apenas de 6 e U e (C',A") = (C,A) quando 6 — 0e U — A.

Demonstragio: Veja [3]. n

1.2 Hiperbolicidade e Campos de Anosov

Sejam X € X" (M), r > 1e A C M um conjunto compacto e invariante pelo fluxo
(X¢)¢. Dizemos que A é hiperbdlico (com respeito a X) se existem constantes A, K > 0,
existe uma decomposi¢do continua (no sentido de Whitney) do fibrado tangente T\M =
EE@ EX®E", onde T,M = ES ® EX ® E¥, para cada x € A, tal que

(@) EX={r-X(x): reR};

(b) DX(x)(EL) = E!

1 ; — .
X,y COMI=5,UexE A;

(©) || DXi(x) |gslI< Ke™™, || DX y(x) pell< Ke™, xe A e teR

A condicdo (c) nos diz que E° é uniformemente contraido e E* é uniformemente

expandido.
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Diremos que um campo X € X} (M), r =1, é de Anosov quando a variedade M
for um conjunto hiperbélico.

Para difeomorfismos, define-se de forma andloga a nogao de hiperbolicidade.
Assim, diz-se que um difeomorfismo f : M — M é de Anosov, se M for um conjunto
hiperbélico.

Novamente, ndo precisamos exigir que a decomposi¢do de ThM, seja continua,

mas o fazemos assim por simplicidade.

1.3 Teorema Principal

Munimos SEZ(M) C X¥?(M) com a topologia relativa. Temos agora o que é

necessdrio para enunciar o resultado principal deste trabalho.

Teorema Principal. Existe um aberto e denso G C %ﬁ(M) tal que para cada X € G com um

conjunto invariante e reqular A\ satisfazendo:

e 0 fluxo linear de Poincaré sobre A tem uma decomposicio dominada; e

o A tem volume positivo: u(A) > 0;
entdo X é um campo de Anosov e A=M.

Analisando a prova do teorema principal, a qual é dada no capitulo[3] veremos
que uma das partes complicadas da prova serd garantir que A ndo possui singularida-

des. Se desde o inicio ja temos essa informacao, entdo temos o seguinte

Corolario 1.5. Todo campo X € %fl (M) que admite conjunto compacto, invariante e regular A,
com u(A) > 0 e o fluxo linear de Poincaré sobre A admite uma decomposicio dominada é um

campo de Anosov.

Ainda analisando a demonstra¢do do Teorema Principal, vemos que exigir que
M é uma variedade tridimensional e que o campo é conservativo é necessario para
provar que A é hiperbdlico, j& sabendo que ele é compacto, invariante, sem singulari-
dades e o fluxo linear de Poincaré sobre A admite uma decomposi¢do dominada. Para o
proximo resultado, supomos que dim M > 3. Acrescentando as hip6teses mencionadas

nesse paragrafo, temos o

Corolario 1.6. Seja X € X?>(M) um campo admitindo um conjunto hiperbélico A compacto,
invariante, regular, o fluxo linear de Poincaré sobre A admite uma decomposic¢io dominada e

pu(A) > 0. Entdo, X é um campo de Anosov.
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A seguir definimos o conjunto G e provaremos que o mesmo é aberto na
topologia induzida por || - ||,. Ndo apresentaremos a prova da densidade de G por ser

um resultado muito técnico, mas ela decorre do Teorema 11 de [20].

Definicdo 1.1. Sejam X € X'(M) e 0 € M uma singularidade de X. Dizemos que o nio tem

ressondncia se todos os autovalores reais de DX (o) sdo distintos.
Defina

G = {X € X,(M) : todas as singularidades de X sdo hiperbdlicas e ndo tem ressonancia}.
Notamos que para mostrar que G é aberto, basta provar que o conjunto

Go = {X € X’(M) : todas as singularidades de X sdo hiperbodlicas e ndo tem ressonancia}

é aberto e X"(M). De fato, se tivermos isto provado, teremos que G = Gy N %L(M) é um
aberto em X (M).

Afirmagdo: G, é aberto em X' (M).

Seja X € G, sabemos que existe uma vizinhanga U de X tal que qualquer que
seja Y € U as singularidades de Y sdo todas hiperbdlicas (veja Teorema 3.4, cédpitulo
IT de [18]]). Pela dependéncia continua do espectro em relagdo ao operador, podemos
supor que U é suficientemente pequena, de modo que as singularidades de Y € U nao

tem ressonancia. Logo, Gy é aberto.

1.3.1 Comentarios

Em Teorema F] provou-se que, se f : M — M é um difeomorfismo C** e
A C M é um conjunto transitivo (isto é, existe uma 6rbita densa em A) com volume
positivo, entdo A = M. O artigo [1] complementa o que foi feito em [15]. Nele prova-se
que todos os conjuntos compactos invariantes hiperbélicos-singulare para campos
C'*® tém volume zero, ou entdo o campo é de Anosov.

Em [9] provou-se que A é compacto e invariante para um difeomorfismo f :
M — M de classe C!**, entdo A tem volume zero ou f é um difeomorfismo de Anosov.

O que se faz nessa dissertacdo é enfraquecer as hipdteses assumindo apenas que
o fluxo linear de Poincaré admite uma decomposicdo dominada. Porém, acrescenta-se

a condicdo de que o campo é incompressivel. Isto originalmente esta feito no artigo [2].

!Dizemos que um conjunto A, compacto e invariante para um campo X € X!(M), é hiperbdlico-
singular para X, se todas as singularidades de X sdo hiperbdlicas, A é parcialmente hiperbdlico, com a

direcdo central expandindo area (i.e. existem C, A > 0 tais que |det DX; | E| > Ce't, para todo t > 0).
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1.3.2 Estrutura da prova

Consideremos um campo vetorial X € G nas condi¢des do teorema. Usando o
fato de que o fluxo linear de Poincaré sobre A admite uma decomposicdo dominada
e u(A) > 0, provamos que o fecho A dos pontos de densidade de Lebesgue de A
ndo possui singularidades. Dai, usando um lema, que é provado ao longo do texto,
conseguimos concluir que A é um conjunto hiperbélico para X. O segundo passo é
provar que A é aberto e fechado (fechado ja é, pois é o fecho de um conjunto). Com
isso, temos que A = M, uma vez que M é uma variedade conexa. Por fim, basta notar
que A = A.

1.4 Organizacao do texto

Essa dissertagdo é composta de 4 capitulos. O objetivo do capitulo[l] intitulado
“Apresentacdo do Teorema Principal”, como o nome sugere, é dar as defini¢des e
resultados necessarios para que o enunciado do teorema principal desse trabalho fique
claro.

O capitulo 2] “Resultados Auxiliares”, é o mais extenso de todos. Nele apre-
sentamos as ferramentas que sdo usadas para provar o teorema principal. Muitos
resultados sdo apresentados sem demonstra¢do, uma vez que sdo muito técnicos. De-
talhar alguns deles poderia dar outra dissertacdo de mestrado. Neste capitulo reunimos
alguns elementos da Teoria Ergédica, da Dindmica Hiperbdlica, da Teoria ndo unifor-
memente hiperbélica de Pesin, dentre outros.

No capitulo[3, “Prova do Teorema Principal”, usamos o que foi desenvolvido
no capitulo 2le conseguimos provar a proposi¢do 3.1l Essa proposi¢do é fundamental
no argumento para provar o teorema principal.

Terminamos a dissertacdo com o capitulo[] “Perspectivas Futuras”, onde dis-
cutimos a mesma questdo desse trabalho em dimensdo mais alta. Nao se sabe o que
acontece ainda, mas conjectura-se que com as mesmas técnicas usadas nesse texto,
adaptadas a dimensdo mais alta, permita-nos concluir o mesmo, mas agora com a
hipétese mais forte que o fluxo linear de Poincaré admita decomposicdo hiperbélica e

ndo apenas dominada.
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Capitulo 2

Resultados Auxiliares

2.1 Topologia do espaco C'(N, R®)

Seja N uma variedade C* compacta de dimensado n e denotemos por C'(N, R®)
o conjunto das aplicagdes de N em R° de classe C". Sejam f,g € C'(N,R°) e r € IN.

Definamos as operagoes

f+g: N — R*
x P fl)+g)
r-f: N - R
x 1 f(x).
Com estas operagdes, C'(N, IR°) é um espago vetorial. Iremos munir este espago
com uma norma completa.
Consideremos V3, V5, ..., Vi uma cobertura finita de N por abertos tal que cada
Vi esta contido no dominio de uma carta local (¢;, U;), com ¢;(U;) = B(0,2) C R" e
xi(V;) = B(0,1) ¢ R". Dado f € C'(N,R®), denotamos por f' = f o (pi‘l : B(0,2) —» IR°.
Podemos entdo definir
Ifll; := max{ sup [If' @), sup IDf@W)I,..., sup [D"f (w)ll}.
b ueB(0,1) ueB(0,1) ueB(0,1)

Proposicao 2.1. (C'(N, R°), || - ||;) é um espago de Banach, isto é, é normado e completo.

Demonstragao: E facil ver que ||-]|, ¢ uma norma. Provemos apenas que (C'(N, R°), [|-||,)
é completo. Seja (f,,)» uma sequéncia de Cauchy em C'(N, IR®). Paracada x € N, (f(x))m

é uma sequéncia de Cauchy em IR°, logo existe lim f,,(x). Definamos
n—+oo

f: N » R

x - lim f,(x)
m—+oo
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Em particular, f(u) —— f'(u), para todo u € B(0,1). Temos também que

m—+oo
(Dfi(u)), ¢ uma sequéncia de Cauchy em L(R", [R%), logo converge para uma aplicacdo
linear T'(u) € L(R", R®). Provemos a convergéncia Dfi, —— T' ¢ uniforme em B(0, 1).

m—+oo

De fato, para todo u € B(0, 1) temos

IDfyu() = T'@)ll < IDf;,(u) = DXj@)ll + IDX(u) = T'w)ll

Dado ¢ > 0, existe my € N, tal que se m,l > my, entdo ||Df;(u) — DXju)| < €/2,
para todo u € B(0,1). Para cada u € B(0,1), podemos tomar /(1) > m,, de modo que
||Dfli(u)(u)—Ti(u)|| < ¢/2. Logo, sem > 0 temos || DX’ (u)—T'(u)|| < ¢, para todo u € B(0, 1).
Segue que f'é C' e Df' = Tem B(0, 1). Assim, f,, — fnanorma [|-[[;. Com o mesmo

raciocinio mostramos que f,, —— f nanorma || - ||,. [ ]
m—+o0

Pode-se mostrar que a topologia induzida em C"(N, IR°) ndo depende da cober-

tura V4, ..., Vi utilizada.
Proposicao 2.2. O subconjunto das aplicagoes de classe C* é denso em C"(M, R®).

Demonstragio: Veja [18] Proposigdo 2.5] n

2.1.1 Subvariedades préximas

Sejam S e S’ duas subvariedades de classe C" de N e ¢ > 0. Dizemos que S
e S’ sdo ¢ — C"-proximas se existe um difeomorfismo de classe C" h : S — S’ tal que

|i—ioh|, <& ondei:S— N,i’: S — N sdo as inclusoes.

2.1.2 Topologia do espaco X'(N)

Supondo que N C IR?, temos que X"(N) € C'(N, R®). Assim, nés munimos X"(N)
com a topologia induzida por C'(N,R°). Pode-se provar que X'(N) é um subespaco
fechado de C"(N, R®).

Como corolario da Proposi¢ao 2.2 temos o seguinte resultado.

Coroldrio 2.3. O subconjunto dos campos de classe C* é denso em X'(M).

2.2 Transversalidade

Sejam N e P variedades diferencidveis e S C P uma subvariedade de classe C’,
com r > 1. Consideremos ainda uma aplicagdo f : N — P uma aplicagdo de classe

C*, com k > 1. Dizemos que f é transversal 3 S em um ponto p € N se f(p) ¢ S ou
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df(p)(T,N) + TS = TiP. (Veja a figura21). Dizemos que f é transversal a S, se f é

transversal a S em cada p € N. Quando isto ocorre, usamos a notagdo f M S.

N P

—

Figura 2.1: Transversalidade

Sejam S; e S, duas subvariedades de N. Dizemos que S; é transversal a S,
quando ainclusdoi: S; — N é transversal a S,. Quando a intersec¢do entre S; e S, é ndo

vazia, usamos a notagdo S; M S,. (Veja a figura 2.2).

N

Figura 2.2: Variedades Transversais

2.3 Desigualdade do valor médio

Apresentamos aqui uma versdo da desigualdade do valor médio em variedades

diferenciaveis.

Teorema 2.4. (desigualdade do valor médio) Seja f : N — P uma aplicacio C* entre
variedades riemannianas conexas. Suponha que existe K > 0 tal que ||Df(x)|| < K, para todo
x € N. Entdo d(f(p), f(q)) < Kd(p, q), para todo p,q € N.

Demonstragao: Sejam p,q € N. Como N é uma variedade conexa, podemos considerar
uma curva « : [0,1] — N, C! por partes tal que a(0) = p e a(1) = p. Defina a curva

y 10,11 = Ppor y(t) = fla(t)).
Temos que

1 1 1
A(F(p), F@)) < fo b/l dt < fo IDF@@E) - I’ Bl dt < K fo o' (6 .



12 Capitulo 2. Resultados Auxiliares

Tomando o infimo na expressdo da direita, nas curvas a : [0,1] — N, C! por

partes tal que a(0) = p e a(1) = g, temos que d(f(p), f(9)) < Kd(p,q), como queriamos. =

Corolario 2.5. Nas mesmas hipéteses do teorema anterior, para todo A > K tem-se f(B(x,r)) C

B(f(x), Ar), para todo v > O e para todo x € N.

Teorema 2.6. Seja f : N — N um difeomorfismo de classe C', com N uma variedade rieman-
niana compacta e conexa. Entdo, para todo 0 < A < ||Df‘1||a1 vale f(B(x,r)) D B(f(x), Ar),
para todo r > 0 e todo x € N.

Demonstracdo: Seja 0 < A < [[Df'|;", onde [Df|ly = sup|[IDf(x)|l. Como N ¢é

xeN
compacta, temos que ||[Df![|;' < +oco. Para todo v € T;M,

ol = IDf(f(x)) o Df ()l < IDFH(fDI - IDf(x)oll.
Logo

IDf(x)vl| > Allv||, para todo v € T, M. (2.1)

Sejam p,q € N quaisquer. Como N é conexa, podemos considerar uma curva
y : [0,1] = N, C' por parte, com y(0) = f(p) e y(1) = f(g). Defina uma curva
a:[0,1] = N, por a(t) = f1(y(t)). Usando I vem

1 1 1
fo b/ (Bl de = fo IDf@() - & Bl dt > A fo I ()l dt > Ad(p, ).

Tomando o infimo na expressdo da esquerda, nas curvas y : [0,1] — N, C! por
partes tal que y(0) = f(p) e y(1) = f(g), tem-se d(f(p), f(9)) = Ad(p,q), quaisquer que
sejam p,q € N. Mas esta tltima desigualdade implica que f(B(x, 7)) D B(f(x), Ar), para
todor > 0etodox € N. n

24 Decomposicao Dominada

Ja definimos a no¢do de decomposi¢do dominada para o fluxo linear de Poin-
caré sobre um conjunto invariante e regular. Definimos agora a nogdo de decomposigao
dominada para o fluxo gerado por um campo sobre um conjunto compacto e invari-
ante. A no¢do de decomposicdo dominada é uma forma fraca de hiperbolicidade e foi
introduzida inicialmente nos trabalhos de Mafie, Liao e Pliss na tentativa de provar a
conjectura de Palis-Smale.

Sejam X € X'(M) e A ¢ M um conjunto compacto e invariante por (X;);.
Dizemos que A admite uma decomposicio dominada para o fluxo (X;);, se existe uma
decomposicdo continua do fibrado tangente T\M = E® F, onde T.M = E. ®F,, e

satisfaz para cada x € A:
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(a) E, e F, sdo ambos nao nulos;
(b) DXi(x)(Ex) = Ex,(x) € DXi(x)(Fy) = Fx,(y;
(c) existem constantes C, A > 0 tais que

IDX;(x) | Ell < Cem(DX(x) | Fy), para todo t > 0.

Assim como na decomposi¢do dominada do fluxo linear de Poincaré, temos

que a condigdo (c) é equivalente a
IDX(x) | Exll - IDX_(X:(x)) | Fxoll < Ce™.

Assim, a propriedade (c) nos diz que uma contragdo ao longo de E, serd sempre mais

forte do que uma expansao ao logo de Fx, ).

Observacao 2.7. Quando A admite uma decomposicido dominada para (X,), dizemos também
que a decomposicio do fibrado tangente, T\M = E* @ E", dada na defini¢do, é uma decomposigio

dominada do fibrado tangente.

Observagao 2.8. Se A é um conjunto hiperbélico para o campo X € X¥'(M), entdo A admite

uma decomposicido dominada para o fluxo (X);.

2.4.1 Angulo entre subespacos e angulo afastado de zero

Sejam V, W C T.M subespagos tais que VN W = (. Definimos o dngulo entre V
e W por
LV, W) = int{4(v, w); v € V\{0} e w € W\{0}},

onde 4(v, w) = arccos (<ﬁ, ﬁ%) € [0, ).

Seja A um subconjunto de M e suponha que o espago tangente admite uma
decomposicdo ToM = E, @ F,, para todo x € A. Dizemos que o angulo entre E,
e F. é uniformemente afastado de zero em A, se existe uma constante 6 > 0 tal que
sen(4(E,, Fy)) = 6.

Sejam X € X'(M) e A € M um conjunto compacto e invariante por (X;);. Se A
admitir uma decomposi¢do dominada pelo fluxo (X;);, entdo o angulo entre E, e F, é

uniformemente afastado de zero. E o que afirma o seguinte

Lema 2.9. Seja A C M compacto e invariante pelo fluxo gerado por um campo X € X'(M).
Se A admite uma decomposicio dominada para o fluxo (X;);, onde a decomposicio do espago
tangente é dada por T.M = E, & F,, entdo o dngulo entre E, e F, é uniformemente afastado de

zero em A.
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Demonstragio: Veja [24, Lema 4.1.2]. |

Quando A é um conjunto regular e invariante e o fluxo linear de Poincaré sobre
A admite uma decomposicdo dominada, entdo o angulo entre Nj e N¥ também é uni-
formemente afastado de zero em A. E o que afirma o préximo lema, cuja demonstracéo
é uma adaptagdo da prova do lema[2.9] usando o fluxo linear de Poincaré ao invés do

fluxo gerado pelo campo.

Lema 2.10. Sejam X € X' (M) e A € M regular e invariante pelo fluxo (X;);. Se Na =
N°* ® N* é uma decomposigio dominada do fibrado normal de A\, entdo o dngulo entre N e N é

uniformemente afastado de zero em A.

Demonstragio: Como N; e N¥ tém dimensdo 1, existem vetores unitarios v5 € N; e
v¥ € NY tal que £(N3,N¥) = «(v},v%). Além disso, dados vetores unitdrios v € Nj e

w € N¥ quaisquer, temos sen(«(v, w)) = ||[v — (v, w),w||. De fato,

lo — (0, w)w|* =1 - (v, w)2 = 1 - cos*(«(v, w)) = sen*(<L(v, w)). (2.2)

Suponhamos por absurdo que o dngulo entre N; e N ndo é uniformemente
afastado de zero em A. Assim, existem uma sequéncia (x,), em A e vetores unitarios
v, € Ny e w, € Ny tais que [[v, — (Uy, W)y, Wyl —— 0, em particular, da primeira

n—+oo

igualdade de[2.2] segue que (v, wy)s, — 1. Para todo t > 0 fixo, tem-se
n——+oco

IP%, (@n = (O, W), wa)ll = KOn, W] - 1P, (wn)”_”P ((vn))lll|
2 m(Py IN;) (|<vn, W), | = m
Como 0 < m(P, | Ni) < oo, segue que ”P}”(vn)” 1. Logo, para n
N IP% o) el
suficientemente grande, 1Pt @l ( o >1/2.

Para chegar a uma contradlgao, usamos agora o fato do fluxo linear de Poincaré

admitir decomposicdo (C, A)-dominada sobre A. O argumento acima foi para um ¢ > 0

log(ZC)

qualquer. Fixemos t > qualquer. Para n suficientemente grande temos que

L ot s IP%, | N3l ”P(n)”
2 m(P IN;‘C’”) I, (@)l

> 1/2.
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2.5 Hiperbolicidade do Fluxo Linear de Poincaré

No capitulo 1 introduzimos a nogdo de decomposi¢do dominada para o fluxo
linear de Poincaré. Nesta se¢do damos uma noc¢do mais forte, a hiperbolicidade deste
fluxo. Paraisso consideremos A C M um conjunto compacto e invariante com relagdo ao
fluxo gerado por um campo X € ¥!'(M). Suponhamos que A ndo possua singularidades.
Dessa forma, o fluxo linear de Poincaré (P), estd definido em cada x € A. Dizemos
que uma decomposi¢do do fibrado normal Ny = N°® @ N* é hiperbélica para (P');, se
esta decomposicdo é invariante, N° é uniformemente contraido e N* é uniformemente
expandido por (P');, ou seja, existem constantes C,A > 0 tais que [[PL | N§|| < Ce™ e
IP.! | N¥|| < Ce™*, para todo t > 0.

O teorema seguinte é um exemplo de como podemos utilizar o fluxo linear de

Poincaré para descobrir uma propriedade do fluxo gerado pelo campo de vetores.

Teorema 2.11. Seja A C M um conjunto compacto e invariante pelo fluxo gerado por um
campo X € X'(M). Se A é reqular, entdo A é hiperbélico para X se, e somente se, N admite

uma decomposigio hiperbélica por (P');.

Demonstragio: Veja [24, Teorema 4.2.2] |

2.6 Variedades Invariantes

2.6.1 Singularidades hiperbélicas

Dizemos que uma singularidade 0 € M de um campo X € X'(M) é hiperbdlica,
quando {o} é um conjunto hiperbélico para X.

Seja 0 € M uma singularidade hiperbélica de um campo X € ¥!(M). Pode-se
provar que o é uma singularidade hiperbdlica para X se, e somente se, o espectro
do operador DX(o) : T,M — T,M ndo possui autovalores com parte real nula, logo
DX(0) é um isomorfismo. As singularidades hiperbdlicas sdo “persistentes”, no sentido
em que numa vizinhanga do campo X em ¥!'(M), todos os campos nessa vizinhanca
admitem singularidades hiperbdlicas. Para isso usamos o Teorema da Fung¢do Implicita

em espagos, de Banach. Para o préximo resultado, M nédo precisa ter dimensao 3.

Proposicdo 2.12. Sejam X € X'(M) e 0 € M um singularidade hiperbélica para X. Entdo,
existem uma vizinhanga V de X em X'(M) e uma aplicagio continua p : 'V — M tal que para
cadaY € V, p(Y) é uma singularidade hiperbolica de Y.

Demonstra¢ao: Como o problema é local podemos supor, usando uma carta local que
M=B(0,1)={xeR": [|x|]| <1} e o =0 € R". Consideremos a aplicagdo
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F: X(M)xR" — R"
Yx) = Y
Temos que F é uma aplicagdo de classe C', F(X,0) = 0 e D,F(X,0) = DX(0) : R" — R"
é um isomorfismo, onde D, é a derivada na segunda coordenada. Pelo Teorema
da Funcdo Implicita em espacos de Banach, segue que existem uma vizinhanca V
de X em X'(M) e uma aplicagdo continua p : V — R tal que para cada Y € V,
Y(p(Y)) = F(Y, p(Y)) =0, isto é, p é uma singularidade de Y. Pela dependéncia continua
do espectro em relacdo ao operador, podemos supor que V é suficientemente pequena

de modo que p(Y) é hiperbdlica, para todo Y € V. n

Sejam X € X'(M) e 0 € M um singularidade hiperbdlica para X. Uma funcéo p :
YV — M, como na proposi¢do2.12] é chamada de continuagio analitica da singularidade

0.

2.6.2 Orbitas periédicas hiperbélicas e elementos criticos

Fixemos um campo X € ¥!(M) e seja O(p) uma 6rbita periddica. Temos que O(p)
é um conjunto compacto e invariante pelo fluxo (X;);. Dizemos que O(p) é uma 6rbita
periddica hiperbélica, quando esta 6rbita é um conjunto hiperbdlico para X. Denotamos
por Per(X) o conjunto dos pontos que estdo em Orbitas periddicas e por Per,(X) o
conjunto dos pontos que estdo em Orbitas periddicas hiperbdlicas.

Dizemos que x € M é um elemento critico para o campo X, quando x é uma
singularidade ou quando x pertence a uma 6rbita periédica. Denotamos por C(X) o

conjunto dos elementos criticos do campo X.

2.6.3 Variedades Invariantes

Sejam X € X!(M) e x € M, definimos a variedade estivel de x por
W) = [y € M+ dist(X,(x), X,(y)) — O,
e o variedade instdvel de x por
Wh(x) ={y € M : dist(X_+(x), X_+(y)) P 0}.
Dado ¢ > 0, definimos o variedade estdvel local de x de tamanho ¢ por

Wi(x) = {y e M : dist(Xi(x), Xi(y)) < ¢, t >0},
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e o variedade instdvel local de x de tamanho ¢ por
Wi(x) = {y € M : dist(X_4(x), X_4(y)) < &, t > 0}.

Os teoremas a seguir garantem que os conjuntos definidos acima sdo de fato

variedades.

Teorema 2.13. (Teorema da Variedade Estavel) Seja A um conjunto hiperbélico para um

campo X € X'(M), r > 1. Entdo existe ¢ > 0 tal que para todo x € A tem-se:

(a) Wi(x) é um disco mergulhado C", T,Wi(x) = E3, dim E;, = dim W;(x) e Wi (x) depende

continuamente de x;
(b) Wi(x) € Wix);

(c) Wi(x) = U X_; (Wi(Xi(x))) e é uma subvariedade imersa C" de M.

>0

Explicitamos agora o que queremos dizer com “W}(x) depende continuamente
de x”. Suponhamos que W:(x) tenha dimensdo k e seja ID* o disco unitério de R.
Denotemos por Merg'(D¥, M) o conjunto de todos os mergulhos do disco Df em M.
Podemos munir Merg'(ID¥, M) com a topologia induzida por C"(D¥, R’), supondo que
M c R. Assim, dizemos que W:(x) depende continuamente de x se existem U, vizinhanga
de x, e uma aplicacdo continua © : U — Merg'(ID*, M) tal que ©(y)(0) = y e O(y)(ID") =
Wi(y).

Vale um resultado andlogo para as variedades instaveis. Mais precisamente

vale o seguinte

Teorema 2.14. (Teorema da Variedade Instavel) Seja A um conjunto hiperbélico para um

campo X € X'(M), r > 1. Entdo existe ¢ > 0 tal que para todo x € A tem-se:

(a) W¥(x) é um disco mergulhado C", T,W}(x) = EY, dim E¥ = dim W(x) e W{(x) depende

continuamente de x;
(b) Wi(x) C W¥(x);

(c) W'(x) = U X (WH(X_4(x))) e é uma subvariedade imersa C" de M.

>0

O Teorema da Variedade Instavel segue imediatamente do Teorema da Varie-

dade Estdvel. Basta trocar o campo X, pelo campo —X.

Observagao 2.15.
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e Os espacos vetoriais E3, e E¥ sdo os mesmo dados na decomposigio do espago vetorial

tangente T.M, na definigdo de conjunto hiperbdlico;

o Sededuzdo Teoremada Variedade Estdvel (Instdvel) que existe 6 > 0, tal que sedist(x, y) <
0, entdo Wi(x) e W¥(y) se intersectam transversalmente em um tinico ponto, com &

suficientemente pequeno.

Por fim, dado x € A, com A hiperbdlico para o campo X € X'(M), r > 1,
definimos as variedades centro estdveis e centro instiveis (respectivamente) W®(x) =

U Xi(W?(x)) e W(x) = U X:(W"(x)). Observe que estas variedades sdo invariantes

teR teR
pelo fluxo (X;);.

Figura 2.3: Intersecao Transversal

2.6.4 Lema de Inclina¢ao (A-lema)

Seja f : M — M um difeomorfismo de classe C', r > 1, e p € M um ponto fixo
de f, isto é, f(p) = p. Dizemos que um ponto fixo é hiperbélico, se Df(p) : T,M — T,M
nao tem autovalores de médulo igual a 1. Existe um versdo do Teorema da Variedade
Estavel/Instavel para pontos fixos hiperbdlicos que garante a existéncia de variedades
estdveis e instdveis locais W;(p) e W{(p), respectivamente. (Define-se as variedades
estdveis e instaveis para difeomorfismos de maneira totalmente andloga a defini¢ao
para fluxos).

Seja B um disco mergulhado em W(p) que é vizinhanga de p em Wi(p) e V
uma vizinhanca de B em M. Consideremos D um disco transversal a W;(p) em z com
a mesma dimensdo de B. Denotemos por D" a componente conexa de f*(D) NV que
contém f"(z).

Podemos agora enunciar o

Lema 2.16. (Lema de Inclina¢ao) Dado 6 > 0, existe ng tal que se n > ny, entdo D" é

6 — C"-proximo de B.
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2

K,/
§

Figura 2.4: Lema de Inclinacdo

2.7 Lemas perturbativos

Nesta se¢do reunimos alguns resultados sobre o comportamento dos campos

numa vizinhanga de um determinado campo fixo.

2.7.1 O Lema de Franks

Nesta secdo apresentamos um resultado muito ttil que é o Lema de Franks
para fluxos. Sob determinadas condi¢des, que explicitamos a seguir, para qualquer
pertubacdo C?> da derivada de um campo de vetores ao longo de um segmento de
orbita compacto, existe um campo C! préximo que realiza essa derivada.

Para simplificar a notagdo enunciaremos este lema supondo que M é subcon-
junto compacto de R". Usando cartas locais pode-se generalizar o resultado para

variedades diferencidveis compactas e sem bordo de dimensao finita.

Lema 2.17. (Franks) Sejam Y € X*(M), p € M e ¢ > 0. Dado um segmento de 6rbita
Yip(p) = {Yi(p) : t €[a,blydeY, Uumavizinhanga de Y|, (p) e uma familia de isomorfismos
lineares A; : R" — IR", t € [a, b], onde os coeficiente da A, relativamente a base candnica de IR"

so fungdes de classe C* em [a, b]. Se para todo s, t tais que t + s € [a, b] tem-se

(a) Ay =1IdeA(Y(Ys(p) = Y(Yiis(p));

(b) ”as(AHsAs_l)ls:O - DY(Yt(P))” <g,

entdo existe um campo Z € X' (M) tal que ||Y — Z|l; < ¢ e Z coincide com Y em M\U. Além
disso, Yi(p) = Zi(p) e DZ,(p) = Ay para cada t € [a, b].

Demonstragio: Veja [3, Apéndice B]. n
Notamos no Lema 2.17] que comegamos com um campo de vetores de classe

C? e obtivemos uma aproximagdo na norma C'. Por resultados de Pujals e Sambarino,
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mesmo se aumentarmos a classe de diferenciabilidade de Y e A;, com respeito a t, s6 se

é capaz de controlar a norma entre o campo Y e o campo Z na norma C'. (Para mais

detalhes veja [3]).

2.7.2 Lema de Conexao de Hayashi

Nessa subsec¢do apresentamos o lema de conexdo de Hayashi adaptado a fluxos
incompressiveis. Este lema diz que se dois pontos distintos, p e g, visitam uma dada
vizinhanga de x estdo afastados de um pedaco da 6rbita de x no passado, entdo é
possivel encontrar um campo Y ,C'-préoximo de X tal que p e g estdo na mesma Orbita.
Veja figura

B(X(-L0/(¥),&)

- ------------------ Qrbita do campo Y
Xp(x)  —— Orbita do campo X

Figura 2.5: Conexdo de Hayashi

Para o resultado a seguir, precisamos introduzir algumas notagdes. Dado

X € X/(M) e p € M, definimos a 6rbita positiva e negativa de p por
Ox(p) = (Xi(p) : t20};
Ox(p) = (Xi(p) : £<0},
respectivamente. Além disso, dado um intervalo I C R definimos
Xi(p) = {Xi(p) : tel}

Lema 2.18. (Lema de Conexdao de Hayashi para Fluxos Incompressiveis.) Seja X €
%L(M) ex ¢ S(X). Para cada vizinhanga U de X em SE},(M), existem p > 1, L > 0e &y > 0 tais

que para cada € € (0, &) e quaisquer dois pontos p,q € M satisfazendo:
1. p,q & Bo(X-Lo(x));
2. O3(p) N Byjp(x) # 0;

3. Ox(q) N Bejp(x) #0,
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existe Y € U tal que Y = X fora de B.(X[_L)(x)) e g € Oy(p).

Demonstragio: Veja [3, Teorema 2.20]. [

E uma consequéncia do lema de conexdo de Hayashi o seguinte

Teorema 2.19. Seja X € %L(M), o uma singularidade hiperbélica de X e ¢ > 0. Se existem
p € Wi(0)\{0} e g € M\C(X) tais que para toda vizinhanca U de p e V de q, existem x € U
et > 0 tais que Xi(x) € V, entdo existe um campo Y € SEL(M), e-Cl- préximode X, e T > 0
tal que p € Wi(p1(Y)) e Yr(p) = q. Além disso, se q € W5 (x)\Ox(x) para algum x € C(X)
hiperbélico, entdo Y pode ser escolhido de modo que q € W3 (p2(Y)\Oy(p2(Y)), onde p1 e p>

sdo as continuacdes analiticas de o e x, respectivamente.

Demonstragio: Veja [3, Teorema 2.21]. [

2.7.3 Bifurca¢oes de Conexdes Sela

Uma o6rbita homoclinica associada a uma singularidade o de um campo X €

X!1(M) é uma 6rbita regular I = O(p) satisfazendo
tlim Xip)=0= tlim Xi(p).
—+00 ——0

Dizemos que existe uma conexdo sela-foco associada o, quando DX(0) admite um autova-
lor complexo e a variedade invariante associada ao autovalor real (lembre que M tem
dimensdo 3) estd contida na variedade invariante associada ao autovalor complexo.

Desta forma, existe uma 6rbita I' homoclinica associada a o.

W(0)

Figura 2.6: Conexdo sela-foco.

A existéncia de uma conexdo sela-foco é um fendmeno “raro” e pode ser des-
feito por pequenas pertubag¢des do campo. Suponha que existe uma conexao sela-foco
associada a uma singularidade 0 de um campo X € X'(M). A variedade invariante de
o associada ao autovalor complexo é tem dimensao 2 e divide B.(0) em duas compo-

nentes conexas. Sem perda de generalidade, suponhamos que a variedade invariante
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associada ao autovalor complexo é a estavel e a associada ao autovalor real é instavel
(caso contrario, consideramos o campo —X ao invés de X). Através de pertubagdes
Cl do campo X, podemos considerar uma familia (X")er, onde I é um intervalo aberto
contendo o zero, de campos proximos de X tal que X° = X, wyi(x) intersecta uma das
componentes quando / > 0, e intersecta a outra componente quando ! < 0, qualquer
que seja x € W*(x). A mudanca de comportamento dos campos quando ! = 0 é o que
chamamos de bifurcagio da conexio sela. Dizemos que em | = 0 a dindmica estd dobrada

ou encaixada e | # 0 é um desdobramento da dindmica. (Veja a figura 2.7).

>0
al
A
X r
I=0
I<0

Figura 2.7: Bifurcacdo da conexao sela-foco.

O resultado a seguir garante que se um campo X admite uma conexdo sela-
foco associada a uma singularidade o, entdo podemos desdobrar a dindmica de modo
a obter um campo, tal que préximo da 6rbita homoclinica I', existem 6rbitas periédicas

elipticas, isto é, os expoentes de Lyapunov ao longo de I' sdo nulos.

Teorema 2.20. Seja (X')ie; uma familia de campos conservativos de classe C7, onde I é um
intervalo aberto contendo o zero e X° admite uma conexdo sela-foco T (como acima). Entdo para

| suficientemente proximo de zero, X' possui érbitas periédicas elipticas C'-préximas de T.

Demonstracgio: Veja [3]. n



2.7. Lemas perturbativos 23

2.74 Inclination-Flip e Orbit-flip

Seja X € X!(M). Dizemos que uma singularidade ¢ de X é tipo Lorenz, se DX(0)
tem trés autovalores reais A1, A, e A3 satisfazendo A, < A3 <0< —=A3 < Ay.

Consideremos entdo um campo X € ¥X!(M), com uma singularidade o tipo
Lorenz e Ay, A, e A3 como acima. Sejam E", E* e E° os autoespagos associados a A4, A,
e A3, respectivamente. A condi¢do A, < A3 < 0 garante a existéncia de uma variedade
invariante W*(o) € W?°(o), chamada variedade estdvel forte, tangente ao autoespago
associado a A,. Existem também variedades invariantes W (c), chamadas de centro-
instdveis, tangentes ao espago E° @ E". (Para uma demonstracao desses fatos veja [13]).

Seja I' uma o6rbita homoclinica associada a 0. As seguintes condi¢des sdo
genéricas, isto ¢, sdo verdadeiras em um subconjunto residual de campos em ¥!(M)

exibindo uma érbita homoclinica associada a uma singularidade tipo Lorenz (para mais
detalhes veja [3]):

(G1) W(0) interseta W*(o) transversalmente e I' = W (g) h W*(0);
(G2) T N W*(0) = 0.

Quando a propriedade (G1) falha, dizemos que I' é do tipo inclination-flip (veja
a figura [2.8(a)) e quando (G2) falha, I' é do tipo orbit-flip (veja a figura 2.8(b)).

W¥(0)

W*(0)

o WSS(G)

j

(a) Inclination-flip. (b) Orbit-flip.

Figura 2.8: Inclination-flip e orbit-flip

Um campo de vetores C!, admitindo uma 6rbita homoclinica do tipo orbit-flip,
pode ser aproximado por outro campo C! admitindo uma 6rbita homoclinica do tipo

inclination-flip. E o que garante o seguinte

Teorema 2.21. Seja X € X'(M) admitindo uma érbita homoclinica do tipo orbit-flip. Entio,
dado € > 0, existe Y € X' (M), admitindo uma 6rbita homoclinica do tipo inclination-flip tal

que [|X = Y|l <e.

Demonstracio: Veja [3]. n
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Inclination-flip e a decomposi¢cao dominada do fluxo linear de Poincaré

Notamos que a existéncia de uma 6rbita homoclinica I' do tipo inclination-
flip para um campo X € X¥'(M), implica que o fluxo linear de Poincaré associado a X
ndo pode admitir uma decomposi¢do dominada. De fato, a defini¢cdo de inclination-flip
implica que existe uma tangéncia entre W (o) e W*(0) ao longo de uma 6rbita regular do
fluxo (X;):. Seja (P); o fluxo linear de Poincaré ao longo de I e suponhamos por absurdo
que (P'); admite uma decomposicao dominada. Seja Nr = N° @ N* a decomposic¢do do
fibrado normal de I' dada na defini¢do de decomposi¢do dominada do fluxo linear de
Poincaré. Lembramos que essa decomposigdo é tinica (veja a Observagao[L.2)). Usando

o fato que o é hiperbdlica e a continuidade da derivada do fluxo, podemos mostrar que

Jim PL(NY) = Jlim N, = E°, paratodox €T.

Mas pelo fato de I ser do tipo inclination-flip, para pontos de I' préximos de o que

estdo “se afastando”de o, tem-se que

. t uy — 14 U _ TSs
JAim Po(Ny) = lim Ny, = E7,

0 que é um absurdo.

2.8 Elementos da Teoria Ergédica

Um dos principais objetivos do estudos dos sistemas dindmicos é descrever o
comportamento assintético de um ponto x € M segundo a agdo de uma aplicacdo, ou
No Nosso caso, sob a acdo de um fluxo. Porém, na maioria dos casos, esse trabalho
na sua total generalidade é impossivel. A Teoria Ergédica, a grosso modo, tentar
explicar o comportamento de pontos tipicos, ou seja, da maioria dos pontos para uma
determinada medida invariante.

Nesta se¢do introduzimos conceitos e resultados que sdo tteis para o desen-
volvimento deste trabalho. Assumimos aqui que M tem dimensdo finita, ndo necessa-

riamente igual a 3.

2.8.1 Recorréncia de Poincaré

Apresentaremos agora as duas versdes do conhecido Teorema de Recorréncia
de Poincaré. Lembramos que um campo X € X!(M) preserva uma medida v, se para
todo boreliano A ¢ M, v(X;(A)) = v(A), para todo t € R. Além disso, denotamos por

XI(M) o subconjunto dos campos em ¥!(M) que preservam a medida v.
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Teorema 2.22. (Recorréncia de Poincaré versio mensuréavel.) Seja X € XL(M), onde v
é uma medida finita definida na o-dlgebra dos borelianos de M. Se E é um boreliano tal que
v(E) > 0, entdo existe uma sequéncia de niimeros reais t, ,/ +oo tal que X, (x) € E, para

v-quase todo ponto x € E.

Demonstragio: Basta provar olema para X; (o tempo 1 do fluxo (X;);). Sejam X € X!(M),
f = Xj e E um boreliano de M, com v(E) > 0.

Definamos Ey = {x € E: f"(x) ¢ E para todo n € IN} e provemos inicialmente
que v(Ep) = 0. Observamos que a familia (f " (Ey)).en € disjunta. De fato, suponhamos
por absurdo que existem j > i > 1 tais que f(Eo) N f 7(Eo) # 0. Seja x € f~(Eg)N f~/(Ey)
ey = fi(x) € Eg. Logo f/™'(y) = fi(x) € Eg C E. Absurdo, pois j—i>1ey € E.

Temos entdo que

V(O f‘”(E&) ) fﬂf‘”(Eo)) - iV(Eo)'
n=1 n=1 n=1

Como a medida v é finita, segue que v(Ey) = 0.
Consideremos agora F = {x € E : oconjunto {n € IN : f"(x) € E} é finito} e
+00
provemos que V(F) = 0. Por defini¢do do conjunto F, temos que F C U f"(Ep). Logo

n=1
v(F) = 0 e o lema estd provado. ]

Dizemos que x € M é recorrente para o fluxo (X;);, com X € ¥'(M), se existe uma

sequéncia t, /" +oo tal que lim X; (x) = x. Temos o seguinte
n—+oo

Teorema 2.23. (Recorréncia de Poincaré versdo topolégica.) Seja X € XL(M) e v uma

medida finita definida nos borelianos de M. Entdo, v-quase todo ponto x € M é recorrente.

Demonstracao: Novamente, basta provar o teorema para o tempo 1 do fluxo (X;);,
f = X;. Como M é uma variedade compacta, entdo existe {U; : k € IN} uma base
enumerdvel de abertos. Para cada k € N, seja U, ={xeU: f"(x) ¢ Uy paratodon €
IN}. Como vimos na demonstracdo do teorema 2.22] v(Uy) = 0, para todo k € N. Logo,

+00

sendo (I = U Uy, temos que v(U) = 0. Provaremos que todo ponto de M\U é recorrente

para o ﬂuxgz(lXt)t.

Sejam x € M\U e V uma vizinhanca de x. Existe k € N tal que x € U, C V.
Como x ¢ U, existe n € IN tal que f"(x) € U, c V. Como V é uma vizinhanca arbitréaria,
existe uma sequéncia de naturais n; / +oo ta tal que f™(x) m X, como queriamos.
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2.8.2 Ergodicidade

Sejam v uma medida de probabilidade boreliana em M e X € ¥!(M). Dizemos
que v é ergddica para X, se para todo A C M mensuravel e invariante pelo fluxo (X;);,
tem-se v(A) € {0,1}. As vezes dizemos também que o par (X, v) é ergddico.

Se (X,v) ndo é ergddico, entdo existe A C M, mensuravel e invariante, com
0 < v(A) < 1. Dessa forma, poderiamos estudar o fluxo (X;); restrito ao conjunto
A e ao seu complementar, separadamente. Portanto, quando (X, v) é ergddico, ja ndo
podemos decompor M em conjuntos invariantes, a menos de medida nula. Na préxima
subsecao veremos que toda medida probabilidade invariante, pode ser decomposta em
uma combinagdo convexa generalizada de medidas ergddicas.

Antes de enunciar a proposi¢do a seguir, vamos introduzir alguma terminolo-
gia. Sejam X € X'(M) e x € M. O conjunto w-limite de x é o conjunto wx(x) dos pontos
y € M tais que existe uma sequéncia de ntimeros reais t, /" +oco tal que X, (x) — 2V
Em outras palavras, o wx-limite de x é o conjunto dos pontos de acumulagao da 6rbita
futura de x. De modo andlogo definimos o conjunto ax-limite de x, ou seja, o con-
junto ax-limite de x é o conjunto a(x) dos pontos y € M tais que existe uma sequéncia
de ndmeros reais t, N\, —oo tal que X;, (x) — v Quando ndo houver confusio,
denotaremos o a-limite e w-limite de x simplesmente por a(x) e w(x), respectivamente.

As nogoes apresentadas nessa se¢do, sdo definidas de modo natural para dife-

omorfismos de M em M.

Proposicao 2.24. Sejam N uma variedade riemanniana compacta e v uma probabilidade

ergddica para um campo X € XL(N). Entio a(x) = w(x) = N, para v-quase todo x € N.

Demonstragio: Veja [17]. [ ]

2.8.3 Decomposicao Ergédica

Antes de enunciar o teorema que garante que medidas invariantes sdo, num
certo sentido que explicitaremos, combinacdo convexa de medidas ergddicas, precisa-
mos introduzir algumas terminologias.

Sejam v uma probabilidade boreliana em M e $ uma particdo de M em subcon-
juntos mensuraveis. Denotaremos por 7t : M — $ a projecdo natural que associa a cada
x € M o elemento P(x) da particdo que o contém. Através dessa projecdo podemos
munir £ de uma estrutura de espago de probabilidade, da seguinte forma. Definimos
uma o-élgebra de subconjuntos de # dizendo que Q C P é mensuravel se 71(Q) é um

boreliano de M. Em seguida, definimos a medida quociente ¥ por

?(Q) = v(n'(Q)), paracada Q mensuravel de P.
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Podemos agora enunciar o Teorema da Decomposicdo Ergédica.

Teorema 2.25. (Decomposi¢ido Ergédica.) Seju X € XL(M), com v uma probabilidade.
Entdo existe um boreliano My C M com v(My) = 1, uma particio P de My em subconjuntos

mensurdveis e uma familia de probabilidades {vp : P € P} em M, satisfazendo

(a) vp(P) = 1 para 9-quase todo P € P;
(b) P — vp(E) é uma aplicagio mensurdvel, para todo conjunto mensurdvel E C M;
(c) vp éergddica para X, para V-quase todo P € P;

(d) v(E) = f vp(E) d0(P), para todo conjunto mensurdvel E C M.

Demonstragio: Veja [17, Teorema 5.1.3]. [
O lado direito da relagdo (d) é o que chamamos de combinagdo convexa gene-
ralizada das probabilidade ergédicas vp, em que cada vp entra com peso igual a ?(P).
Chamamos cada vp de componente ergodica de v.
Vejamos o caso particular em que a particio dada pelo teorema acima é fi-
nita. Suponhamos que # = {P1,P,...,P,} e {v1,v,, ..., v,} sdo a particdo e a familia de

probabilidades dadas pelo Teorema [2.25l Notamos que neste caso

v= ) P({P:})op,-

i=1

Assim, usando a relagdo (d) temos que

n

W(E) = f w(B)d0) = Y 9P w(E),

i=1
para todo E ¢ M. Como Y., ?({P;})) = 1, entdo neste caso, temos que v é uma
combinagdo convexa, no sentido usual, das probabilidades ergédicas v;,i = 1,2, ..., n.
O Teorema da Decomposicdo Ergddica tem diversas aplicagdes importantes.
Neste texto o usaremos para reduzir um certo argumento ao caso em que a medida é
ergddica. Isso serd feito no capitulo[3com a medida u4 que é definida a seguir na se¢do
2.9

2.9 Hiperbolicidade nao uniforme

Apresentamos aqui os resultados de Teoria Ergédica Diferencidvel que vamos

usar no resto do texto.
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2.9.1 Expoentes de Lyapunov e Teorema de Oseledets

Dado um campo X € X'(M) definimos o expoente de Lyapunov de X em x € M na
diregiio v € T,M por
L(x,v) = litm inf% log |[DX(x)v]|.
—+00

Para o préximo resultado podemos assumir que M tem dimensdo finita e maior ou

igual a 3.

Teorema 2.26. (Teorema Erg6dico Multiplicativo de Oseledets) Seja X € X!(M). Entdo

parav quase todo ponto x € M, existe uma decomposigio T,M = EL®E2&- - - @ EX™) e niimeros

X1(X) < xa(x) < -+ < xi(x) tais que

(a) DXy(x)-EL = Eég(x), i=1,2,...,kx);

1 .
(b) L(x,v) = xi(x) = tl_l){rrgo n log ||IDX(x)v||, para todo v € E}\{0};

(c) quaisquer que sejam, I, ] C {1, 2, ..., k(x)} disjuntos, tem-se
.1 ; '
Aim - log ‘“@ Exor @ Exe) =0
i€l i€
em v quase todo o ponto;

(d) para u-quase todo ponto x € M, tem-se
1 k(x) ‘
t1—1>IiI<}o n log | det DX;(x)| = Z:‘Xi(X) dim E..

Os ntmeros x1(x) < x2(x) < -+ < Xk sdo chamados simplesmente de expoentes
de Lyapunov de X em x. No item (c) dizemos que ha decaimento subexponencial de
angulos.

Notamos que na dire¢do do fluxo o expoente de Lyapunov correspondente é

nulo. De fato,

.1 .1
Jim —log|[[DXi(x) - X(x)ll = lim —log[[X(X:(x))ll =0,

uma vez que x — || X(x)|| € uma aplicagdo limitada. Assim, a dire¢do do fluxo é um dos

subespacos na decomposigdo de T, M.

Observacao 2.27. Observe que no nosso caso, em que X preserva a medida de volume L1, temos
que | det DX(x)| = 1, para todo x € M. Portanto,
k)

Z xi(x)dim E. = 0.

i=1
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Além disso, como estamos trabalhando com fluxos em dimensdo 3, temos 3 expoentes de Lyapu-
nov (ndo necessariamente distintos), xs(x) < 0 < x,(x) e um terceiro na diregio do campo que
é nulo.

Denotaremos E;, (respec. EY) o espago vetorial associado ao expoente de Lyapunov xs(x)

(respec. x.u(x)).

O proximo resultado nos dd uma caracterizagdo das 6rbitas periddicas para
campos proximos de um campo X cujo fluxo linear de Poincaré sobre um conjunto A

possui decomposi¢do dominada.

Lema 2.28. Sejam X € X'(M) e um conjunto invariante e reqular A C M, tal que o fluxo linear
de Poincaré sobre A admite uma decomposicio dominada. Entdo existe uma vizinhanga U de
A, uma vizinhanga U de X em X' (M) e n > 0 tais que para cada Y € U, cada 6rbita periédica
de Y contida em U é hiperbélica do tipo sela e os expoentes de Lyapunov (ndo nulos) xs e xu
satisfazem xs < —ne x, > 1. Além disso, o Angulo entre as diregdes instdveis e estdveis dessas

orbitas periddicas é maior que 1.

Demonstrac¢do: Sejam U vizinhanca de A e U vizinhanga de X em ¥!'(M) dadas pelo
Lemal[l4l Sejam Y € U e Oy(q) = {Yi(g) : t € R} uma 6rbita periddica de Y de periodo
To. Provemos primeiramente que Oy ¢ tipo sela. Seja P, o fluxo linear de Poincaré com
respeito a Y. Pelo Lema[L.4 P admite uma decomposigao (C, \)-dominada. Seja m € Z

tal que Ce™"™" < 1/2. Assim,

P INGIE 1
— T (2.3)
1P, INgll - 2

Seja ), uma secdo transversal que passa por g, ortogonal ao vetor Y(g). Sendo
R a transformagdo de primeiro retorno de Poincaré definida em uma vizinhanga de g

em ) teremos que DR(q) = P,;(q) = P;’, onde 7 é a fungdo tempo de primeiro retorno.

Logo G(P;O) = 0(DR(q)) = (DY (q)IN,) = {A;,A,}, onde o(T), representa o
espectro do operador T. Por (2.3) temos que (|As|/|A,])" < 1/2. Logo,

log(IAsl) + 2k < log(IAul), (2.4)
onde 2k = m™log(2).

Pelo Lema [L4 k depende apenas das constantes na dominac¢do de A. Como X é

incompressivel podemos tomar ¢ < k/2 de modo que

et <|Adl - 1Au] <€, (2.5)
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se necessario, diminuimos a vizinhanga U.

Por .5), —log(IA.l) — ¢ < log(lAsl), o que implica que —log(|A,l) — € + 2k <
log(|As]) + 2k < log(JA4l). Logo log(|A,l) > k — ¢/2 > 0. Por outro lado, ainda por (2.5),
log(|As]) < € —log(|Aul), o que implica que, log(|As]) < € — (k- ¢€/2) = 3e/2 -k < 0.
Portanto, existe n > 0, que ndo depende de Y € U (depende apenas da vizinhanga U
de X em X'(M)) tal que log(|As]) < —n e log(|A,]) > 1. Segue entdo que Oy(g) é do tipo
sela pois, |[A,] > €1 > 1e|A] <e™" < 1. Agora basta notar que x; = log|A e x, = |A,] sdo
expoentes de Lyapunov (ndo nulos) do fluxo gerado pelo campo Y ao longo da érbita
Ov(p).

Provemos agora que o angulo entre as dire¢des estaveis e instaveis de orbitas
periddicas em U é afastado de zero. Suponhamos por absurdo que ndo. Entdo existe
uma sequéncia de campos (Y,,), em U, convergindo para X, e érbitas periédicas O,
de Y, contidas na vizinhanca U de A tais que o dngulo «a, entre as dire¢des estaveis e
instaveis de O, tende a zero quando # tende a infinito.

Pelo lema 217 (lema de Franks), para cada n € N existe Z, € X'(M) tal que
1Z, = Yl < 1/n, O, também é 6rbita de Z,,. Podemos escolher os isomorfismos A; no
lema2.171de modo que, para Z,, a 6rbita O, é um pogo ou uma fonte (para os detalhes
de como o lema de Franks foi utilizado aqui, veja [3] subsec¢do 4.2.3]). Para n grande
teremos que Z, € U. Isto contradiz a primeira parte deste lema. Logo o dngulo entre
as direcOes estdveis e instdveis de qualquer campo em U tem que ser maior que uma
constante positiva.

Podemos fazer ) pequeno o suficiente que satisfaga y; < -1, x, > 17 e o angulo

entre as dire¢Oes instaveis e estaveis dessas Orbitas periédicas é maior que 7. n

2.9.2 Medidas Hiperbdlicas
Pontos de densidade de Lebesgue

Seja A € M um boreliano. Dizemos que x € M é um ponto de densidade de

Lebesgue se
i FA 0B, 1)
im————=
r—07 [J(B(X, 1/))

Denotaremos por D(A) o conjunto dos pontos de densidade de Lebesgue de A.

E conhecido da Teoria da Medida e Integracio o seguinte resultado:

Lema 2.29. Se C C R" é um boreliano e m é a medida de Lebesgue em IR", entio

m(C N B(x, 1))

i = B ) = 1c(x) m-q.t.p.,

onde 1¢ é a fungio indicadora do conjunto C.
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Usando cartas locais podemos demonstrar a seguinte

Proposicao 2.30. Se A C M é um boreliano, entio

. uWANB(x,1)
rILI(]):l W = ]IA(X) ‘Ll—qtp

Observacao 2.31. Segue da proposicio acima que u-quase todo ponto de um boreliano A é um

ponto de densidade de A. Além disso, se x € D(A), temos que A N B(x,r) # 0, parar > 0

suficientemente pequeno. Temos entiio que D(A) C A. Portanto, temos que D(A) = A.

Medidas Hiperbdlicas

Suponhamos que X € X!(M), onde v é uma probabilidade. Dizemos que v
¢ uma medida ndo uniformemente hiperbélica (ou simplesmente hiperbélica) se todos os
expoentes de Lyapunov de X com respeito a medida v sdo nao nulos, exceto na diregao

do fluxo.

Proposicao 2.32. Sejam X € SEL(M) e A C M conjunto reqular invariante por (X;);, tal que
o fluxo linear de Poincaré sobre A admite uma decomposicio dominada. Se p(A) > 0, entdo a

medida 114 dada por
HENA)

pa(E) = oA

é ndo uniformemente hiperbélica, onde A = D(A).

Demonstragao: Provemos primeiramente que D(A) é invariante pelo fluxo. Sejam
x € D(A) et € R. Temos

1- 1 u(A N B(x, 1)) L u(A N Xy (B(x,1)))
= lim

S0 uBen) v B, 0) (2.6)

pois o fluxo X é incompressivel e A é invariante pelo fluxo (X;);. Em seguida, provare-

mos que
L AN B, 1)

A T uBX, )

que é equivalente a
AN B(Xi(x), 1)) _

im
0t w(B(Xi(x), 1))
Pelo Teorema [2.6] existe ¢; > 0 tal que B(X(x),7) € Xi(B(x, r/c1)), para todo r > 0. Dai

seque que

pAT N BXi(x), 7)) _ A N KB, r/cr))) - B, r/ch))
HBX:(x), 1) T wXi(Blx,r/er))  pBXi(x), 1))
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KA N Xi(Blx, r/c1))) : H(B(x, /1))
LGB, /o) e 0. Assim, basta mostrar que m

é limitado (como fun¢ao de r) para r > 0. Usando o corolario temos que existe uma

De[2.6] segue que

constante ¢, > 0 tal que X;(B(x,7/c2)) C B(X¢(x), r), para todo r > 0. Usando isto e o fato

de que u é preservada pelo fluxo, obtemos

[J(B(X, V/Cl)) < (U(B(xl T/C]))
u(B(Xi(x),1) ~ w(B(x,r/c2))

Para r suficientemente pequeno, existem ntmeros L;(x), Lo(x) > 0 tais que

rP/Li(x) < w(B(x,r/c1)) Li(x)r
PIL(x) < pBx,r/c)) < Lyx)r®

IA

A
A

Portanto segue

pBG: r/er)

W(BXA), ) = L)

Com isso concluimos que

A N B, 1) _
S EBX@)

ou seja, D(A) é invariante pelo fluxo.

Usando a continuidade do fluxo, temos que A = D(A) também é invariante
pelo fluxo.

Claro que ua(M) =1, logo, 4 é uma medida de probabilidade. Provemos que

X preserva a medida 4. Seja E C M um boreliano. Temos, para cada t € R, que

BANE) _ pANX(E)
‘U(A) - ‘U(Xt(A)) - ,uA(Xt(E))/

pois X é incompressivel e A é invariante por (X;);.

pa(E) =

Pelo lema B2, temos que A é hiperbdlico. Logo, para cada x € A, existe

1 .
uma decomposi¢do T:M = E5 & EX @ E*. Sejam x (x) := tli{rn ?logHDXf(x) | Elll e

Xu(x) = t1_1)1+1(’>10 % log [IDX;(x) | Eill os expoentes de Lyapunov associados a Ej e a EY,
respectivamente. Pelo Teorema de Oseledets (Teorema [2.26)), esses expoentes estdo
bem definidos em um conjunto com medida 4 total. Provemos que estes expoentes
sdo ndo nulos.

Como A é hiperbélico, existem constantes K, A > 0 tais que

IDX;(x) | E5|l < Ke ™™ e IDX_4(x) | E¥|| < Ke™", para todo t > 0.
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Segue da primeira desigualdade que x,(x) < —A < 0. Como a segunda desigualdade
é equivalente a ||[DX;(x) | EY| > K™, com t > 0, segue que x,(x) > A > 0. Como
A A A)=0eA C A, entio os expoentes de Lyapunov de 4 sdo ndo nulos. Portanto,

ta é ndo uniformemente hiperbélica. n

Lema de fechamento de Katok

Dizemos que duas medidas de probabilidade vy, v, : 8 — [0, 1] sdo equivalentes
se elas possuem os mesmos conjuntos de medida nula, onde 8 é a o-dlgebra de Borel.

Definimos o suporte de uma medida de probabilidade v : 8 — [0, 1] por
supp(v) = {x € M : v(U) > 0, para toda vizinhanga U de x}.

Denotaremos por X¥'*(M) o conjunto dos campos X : M — TM cuja derivada é

Holder continua. Temos entdo o seguinte lema devido a Katok:

Lema 2.33. Seja v uma medida hiperbdlica e equivalente a medida de Lebesgue u. Se X €
XI(M), entdo supp(v) C Pery(X).

Demonstrag¢io: Veja [7]. n

Observagio 2.34. Sejam X € X (M) e A C M conjunto regular invariante por (Xy);, tal
que o fluxo linear de Poincaré sobre A admite uma decomposicio dominada. Como a medida
pa € hiperbélica e equivalente a u, entdo temos, como coroldrio imediato do lema anterior, que
supp(ua) C W.

Componentes Ergédicas de uma Medida Hiperbdlica

O seguinte resultado, devido a Pesin, descreve a decomposi¢do de uma medida

hiperbdlica que é equivalente a medida de Lebesgue.

Teorema 2.35. Seja X € XI*(M), com v uma probabilidade boreliana nio uniformemente
hiperbélica e equivalente a medida de Lebesgue u. Entdo v tem uma quantidade enumerdvel de

componentes ergédicas.

Demonstragio: Veja [7, Teorema 11.3]. [

Como consequéncia do teorema acima temos o seguinte

Corolario 2.36. Nas mesmas condicoes da proposi¢do2.32 a medida u, tem uma quantidade

enumerdvel de componentes ergodicas.

Devido a este coroldrio, suporemos a partir daqui que a medida 4 é ergddica.
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2.9.3 Variedades Invariantes

Dado X € X'(M), dizemos que um conjunto A C M, invariante por (X;);, é
ndo uniformemente hiperbolico se existem ntmeros reais ¢, 0 < A; < 1 < A, e fungdes

C K:A — (0,+00) tais que, para cada x € A

(a) existe uma decomposicdo T.:M = E; @ E¥ tal que

(m1) E! e E; dependem mensuravelmente de x;

(a2) DXy (x)(EY) = e DXi(x)(E}) = EX

t(x);

Eg(t(x)
(b) IDX(x)IE3|l < C(x)ALe " e IDX_y(x)|EY]| < C(x)A,'e!, para todo t > 0;

(c) A(E;t(x), E;’W)) > K(X¢(x)), para todo t € R e para todo x € A;

(d) C(Xi 41, (%)) < C(X, (1))l @ K(X, 41, (%)) = K(X, (x))ecl2l.

Lembramos que ¥'*(M) denota o conjunto dos campos X : M — TM cuja deri-
vada é Holder continua. O teorema a seguir garante a existéncia de variedades estaveis
e instaveis (fortes) tangentes a dire¢do correspondente ao expoente de Lyapunov nega-

tivo e positivo, respectivamente.

Teorema 2.37. (Teorema da Variedade Estavel) Seja A C M um conjunto ndo uniforme-
mente hiperbélico para X € X" (M). Para cada x € A, existe uma variedade estdvel local
W; ) (v), tangente a E ( E como na definiiio de conjunto ndo uniformemente hiperbélico), tal

que
(a) o tamanho &(x) de W:,(x)(x) depende mensuravelmente de x;

(b) dist(X(x), Xi((y)) < T(x)Ale!dist(x, y), para todo y € Wi ,(x)et>0,0ndeT: A— R

éuma fungdo mensurdvel e T(Xs(x)) < T(x)emf'f",

Demonstragio: Veja [7]. n

Vale um resultado totalmente andlogo para variedades instéveis locais.

2.9.4 Blocos Hiperbélicos
Folhea¢des

Para o que se segue denotamos por B" a bola aberta centrada na origem e de
raio 1 de R".
Suponhamos aqui que M tem dimensdo m. Seja W uma particdo de M em

subvariedades de classe C! e de dimenséo k. Para cada x € M, seja W(x) o elemento da
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particdo W que contém x. Dizemos que W é uma folheagio continua de dimensio k com
folhas C' (ou simplesmente folheagio) se para cada x € M, existe uma vizinhanga U de x

e um homeomorfismo & : B¥ x B"* — U tal que

(a) para cada z € B"*, o conjunto h(B* x {z}) é a componente conexa de W(h(0,z)) N U

que contém h(0, z);
(b) h(-,z) depende continuamente de z na topologia C'.

O par (U, h) é chamado de carta local da folheaciio. Os conjuntos h(B* x {z}) sdo chamados
de folhas locais (ou placas), e os conjuntos h({y} X B"*) sdo chamados de transversais locais.
Para x € U, denotados por Wy;(x) a folha local que contém x. Cada subvariedade W(x)
é chamada de folha. Dizemos que uma subvariedade L € M de dimensdo m — k é um
transversal, se é L é transversal a cada folha da folheacao.

Uma folheagdo continua W é dita C¥, se podemos escolher a aplicacdo h sendo

de classe Ck.

Continuidade Absoluta da Folheagao

Ainda com a suposi¢do que M tem dimensao m, seja W uma folheagdo continua
de M. Sejam (U, h) uma carta coordenada da folheacdo e L(y) = h({y} X B"™*) um
transversal local C'. Dizemos que W ¢é absolutamente continua, se para cada L(y) e cada
U, existe uma familia de fun¢des mensuréveis positivas 6, : Wy(x) = R (chamadas de

densidades condicionais) tais que para cada A C U mensuravel tem-se

u(A) = fL § fw LA DM W (),

onde w,x) € Hiy) sdo as medidas induzidas nas subvariedades Wy;(x) e L(y), respecti-
vamente.

Sejam L; = h({y;} X Bk, para y; € Bfei=1,2. Definamos um homeomorfismo

p: L — L,
h(y1,2) +— Iy, 2).
A fungdo p é chamada de fungdo de holonomia. Dizemos que a folheacao W é transver-
salmente absolutamente continua, se a holonomia p é absolutamente continua para cada
carta coordenada de folheagdo & e para cada transversal L; como acima, isto é, se existe
uma fun¢do mensurével positiva g : L; — R (chamada Jacobiano de p) tal que para cada

conjunto mensuravel A C L; tem-se

i (p(A)) = fL 1Lag@dus, (2),

onde y, é a medida induzidaem L;, i = 1,2.
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Blocos Hiperbélicos

Sejam X € X}l(M), A C M conjunto invariante por (X;);, tal que pu(A) > 0e a
restricdo normalizada de p a A, pa, € uma medida hiperbélica. Logo, [6] nos garante a
existéncia de conjuntos compactos H (k), k € IN, que chamaremos de blocos hiperbélicos

(ver regular sets em [6]), tais que
o H(k) c H(k+ 1), para todo k € IN;

o ua(HK) /1

e Asvariedades estaveis e instaveis, Wz(x) (x)e Wg‘(x) (x), respectivamente, dependem

continuamente de x € H(k), para todo k € IN;

e 0s tamanhos ¢(x) e 6(x) de W:j(x)(x) e Wg(x)(x), respectivamente, sdo afastados de

zero, para todo x € H (k).

Continuidade Absoluta das Variedades Estaveis e Instaveis

Sejam X € X (M) e A C M conjunto regular invariante por (X;);, tal que o fluxo
linear de Poincaré sobre A admite uma decomposi¢do dominada. Seja (H (k))ren familia

de blocos hiperbdlicos associada a A. Temos o seguinte

Teorema 2.38. [6, Teorema 11.1] Sejam x € H(k), k € IN, Ly e L, transversais locais
de L(x) = {W*

&(w)

(w); w € H(k) N B(x,r)}. Entdo a fungio de holonomia p : Ly — L, é

absolutamente continua.

Em outras palavras, para cada x € H(k) a familia L(x) é transversalmente

absolutamente continua. Vale o enunciado andlogo para as variedades instaveis.

2.9.5 Distor¢ao Limitada

Sejam X € X;*(M) e A ¢ M conjunto regular invariante por (X;);, tal que o
fluxo linear de Poincaré sobre A admite uma decomposi¢do dominada. Vimos que
os expoentes de Lyapunov x,(x), x.(x) de X no ponto x satisfazem x,(x) < 0 < x,(x)
(veja a observacdo[2.27). Sejam E* o subfibrado de TM associado a x; e E* o subfibrado
associado a x,,. Seja (H (k))renw uma familia de blocos hiperbélicos associados a A. Temos

o seguinte

Lema 2.39. [7, Teoremas 11.1 e 11.2] Seja k € IN tal que ua(H(k)) > 0. Entdo a fungio

« |detDf | E°
L |detDf | E

i(X)l

h(x,y) = |
()
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é Holder continua para cada x € H(k) e todo y € W; ,(x), onde f = Xy é o tempo 1 do fluxo
(Xo)r.

Tal lema é uma propriedade que chamamos de distor¢io limitada. Vale o enun-

ciado andlogo para a variedade instavel. Mais precisamente, definindo

00 -1 u
|det Df 1| EY, |

h'(x,y) = — ;
1:0[ |detDf1| Ef

*"(y)l

comx € H(k)ey e W? (n (%), teremos que h* também é Holder continua.
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Capitulo 3
Prova do Teorema Principal

Neste capitulo mostramos que o fecho A dos pontos de densidade de um
conjunto A regular e invariante para um campo X € G N X (M), com u(A) > 0,
ndo admite singularidades. Isso serd usado para provar o teorema principal. Mais
precisamente, vamos provar a proposicdoB.1la seguir.

Lembramos que estamos denotando por G o conjunto dos campos em FEL(M),
cujas singularidades sdo hiperbdlicas e ndo possuem ressondncia. Em outras palavras,
se X € G e 0 é uma singularidade de X, entdo os autovalores de DX(0) sdo reais e
distintos.

Seja A C M um conjunto regular e invariante por (X;);, com o fluxo linear de
Poincaré sobre A admitindo uma decomposigdo dominada. A partir de agora A sempre

denotara o fecho dos pontos de densidade de Lebesgue de A.

Proposic¢do 3.1. Sejam X € GN X (M) e A C M um conjunto reqular e invariante por (X;);.
Se o fluxo linear de Poincaré sobre A admite uma decomposicio dominada e u(A) > 0, entdo A

ndo contém singularidades de X.

A demonstrag¢do da proposi¢aoB.T]é dividida em varios passos que provaremos

ao longo deste capitulo.

3.1 Decomposicao dominada e hiperbolicidade em cam-

pos conservativos

Lema 3.2. Se X € SEL(M) possui um conjunto invariante A # () tal que A ndo possui singu-
laridades e o fluxo linear de Poincaré sobre A admite uma decomposicdo dominada, entdo A é

hiperbélico.
39
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Demonstracdo: Numa variedade de dimensdo 3, a decomposi¢do dominada do fluxo
linear de Poincaré s6 pode ocorrer se a dimensdo dos subfibrados na decomposi¢ao do
fibrado normal tém dimensao constante e igual a 1. Como A ndo possui singularidades
de X, podemos estender (por continuidade) a decomposicio dominada a A. Como M
é compacta, existe K > 1 tal que K! < [|X(x)|| < K, para todo x € M. Pelo Lema

existe > 0 tal que 6, := 4(N§ ), Nk ) = B, para todo x € A. Como X é incompressivel

(%)’

temos que

1 = |detDXy

|det DX;|EX| - | det DX;|N,|

IDXEX|| - | det DXIN,|

[ XX ()l
Xl

Temos que det P. = detOx, ) - det DX|N, = det DX;|N.,. Logo

- | det DX;|N,|.

IX (X ()l ;
= 20 det PL. 3.1
X G-
Sejam v € N2 e v € N¥, com [[o{"|| = ||| = 1 tais que |[PLNE|| = |IPL@")]| e

2
IPLNY| = IPL(o)l. Logo
1 2 . 1 2 1 2 . 1 2
IPL@I) - IPL@P)]] - | sin (PL(0), PLoP))] = [det P - [0l - 102 - | sin 40, 0P)!.

Portanto
IPLING| - [IPLNY]| - sin 6; = | det Pi| - sin 6.

Substituindo em (B.) temos que

sin 6y = x(f) - IPLING]] - [IPLINY] - sin 6,

onde x(t) = %}(;T)”

(C, A)-dominada temos

Dai, como o fluxo linear de Poincaré admite uma decomposi¢do

e, para todo t > 0.

sinfp [IPINIl _ K*C
x(t)sin0; ||PLINY|| ~ sinp

Portanto N*® é uniformemente contraido no futuro pelo fluxo linear de Poincaré.

IPLINSIP =

z

Analogamente podemos mostrar que N* é uniformemente contraido no passado. Pelo
Teorema .17} temos que A é hiperbélico. ]

Como consequéncia da Proposi¢aoB.Ile do LemaB.2]temos o seguinte
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Coroldrio 3.3. Sejam X € GN SEZf(M) e A\ um conjunto reqular e invariante por (X,):, tal que
o fluxo linear de Poincaré sobre A admite uma decomposicdo dominada. Se p(A) > 0, entdo A

é um conjunto hiperbolico.

Demonstragio: Pela observacao 2.31] temos que A = A. Assim, pela proposicao B.]
temos que A ndo contém singularidades. Assim, podemos estender a dominagdo do
fluxo linear de Poincaré a A. Agora, usando o lema 3.2 segue que A é um conjunto
hiperbélico. |

O préximo resultado nos dd uma descri¢do das singularidades de um campo em
G que estdo em D(A). Para isso relembramos que uma singularidade o de X é tipo Lorenz,

se DX(0) tem trés autovalores reais A;, A, e A3 satisfazendo A, < A3 <0< —-A3 < A;4.

Lema 3.4. Se X € G, entdo S(X) N D(A) é formado por singularidades tipo Lorenz para X ou
para —X.

Demonstracio: Se S(X) N D(A) = 0 ndo ha o que provar. Suponhamos entio que existe
o € S(X) N D(A) # 0. Provemos primeiramente que DX(o) ndo possui autovalores
complexos. Por absurdo, suponhamos que w é um autovalor complexo de DX(o) :
T,M O. Como T,M tem dimensdo trés, temos que A, w e @ sdo os autovalores de
DX(o), com A real. Como p(D(A)) > 0, pelo Teorema da Recorréncia de Poincaré temos
que para p-quase todo ponto x € D(A) é recorrente, em particular, 0 tem que ser uma
singularidade tipo sela. Entdo, acontece A < 0 < Re(w) ou para o campo X ou para —X.
Suponhamos, sem perda de generalidade, que a desigualdade anterior acontece para
X.

Como u(D(A)) > 0, pela definigdo de m, dada qualquer vizinhanga de o,
existem infinitas 6rbitas de A passando por essa vizinhanca. Sendo assim, podemos
utilizar o teorema para garantir a existéncia de um campo conservativo Y, C'-
proximo de X, possuindo uma conexdo sela-foco I' associada a continuacdo oy da
singularidade 0. (Veja a figura[3.1])

Usando o Coroléario 2.3, com uma pequena pertubagdo do campo Y, podemos
assumir que Y é de classe C* e ainda é C'-proximo de X. Agora podemos usar o
teorema para desdobrar a dindmica e encontrar um campo Z, C'-préximo de X,
que admite uma o6rbita eliptica C'-proxima de I'. Mas isto contradiz o lema 2.28, uma
vez que tal 6rbita estd contida em uma vizinhanga (suficientemente pequena) de A.
Segue entdo que DX (o) ndo possui autovalores complexos, como afirmado.

Seja entdo A, < A3 < Ay os autovalores de DX(0). Como o é singularidade
hiperbdlica tipo sela, temos que A, < 0 < A;. Como X é incompressivel 0 = tr(DX(0)) =
A+ Ay + A3), logo Ay = —(A1 + A3) < 0, o que implica que —A; < A;. Temos dois casos

a considerar. Se A3 < 0, entdo A, < A3 <0 < —A3 < A4, pois os autovalores sdao todos
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W;(Gy)

Figura 3.1: Conexdo sela-foco.

distintos. Neste caso o é tipo Lorenz para X. Se A3 > 0, como A; = —(A; + A3) > 0, entdo
Ay < =As, e como todos os autovalores sdo disjuntos temos que A, < —A3 <0 < A3 < Ay.

Neste caso o € tipo Lorenz para —X. n

3.2 Variedades Invariantes contidas em A

Sejam X € X/ (M), A ¢ M conjunto regular e invariante por (X;);, tal que o
fluxo linear de Poincaré sobre A admite uma decomposi¢do dominada. Seja A o fecho
do conjunto dos pontos de densidade de Lebesgue de A. Nessa segdo provamos que
pa-quase todas as variedades invariantes, com x € A, estdo contidas em A.

Dado x € A, seja
W) = ) Xl g ) (X))
t>0
a variedade estavel no ponto x e
W) = )XWk (X))
t>0

a variedade instavel.
Sejam s e . as medidas induzidas (a partir de p) nas variedades W*(x) e

W*(x) respectivamente. Temos a seguinte

Proposicao 3.5. Para 14 quase todos os pontos x € A

xuS,X(Wi(x)(x)\A) = ,Uu,x(W?(x)(x)\A) =0.

Demonstragido: Pela continuidade absoluta da folheacdo da variedade instavel local,
um conjunto com volume positivo tem que intersetar quase todas as variedades estaveis

locais em um conjunto com medida u,,, positiva, (ver [19]).
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Para k suficientemente grande, u(H(k)) > 0. Entdo, pela continuidade absoluta
da variedade instdvel local, podemos considerar Wg(x) (x) uma variedade instavel local

satisfazendo simultaneamente

o x € H(k);
o (Wi, () NA) > 0;
e x éum ponto de densidade de Lebesgue de Wy ,(x) N A.

Como u(H(k)) > 0, pelo Teorema [2.23] (Recorréncia de Poincaré) podemos
supor, sem perda de generalidade, que x é recorrente dentro de H (k), isto é, existe uma

sequéncia de nameros naturais 1n; / +oo tal que
xp = fM(x) € H(k) e x; — x.
[>+00

Definamos V; = f ‘”’(W;‘(x])(xl)), onde f = Xj é o tempo 1 do fluxo (X;);. Temos
que V; C Wz‘(x)(x) é uma vizinhanca de x em Wz‘(x)(x). Como as variedades instaveis
dependem continuamente de x em H (k), entdo seus tamanhos também dependem con-
tinuamente. Como (k) é compacto, temos que os tamanhos das variedades instdveis
sdo uniformemente limitados. Dai, segue que diam(V) P 0.

Temos que

sV GV (VAA)
PV ptaa(VD)

(3.2)

pois A é invariante por f. Como x é ponto de densidade de W{ ,(x) N A, V; é uma

vizinhanca de x em W;‘(x) (x) e diam(V)) — 0, entdo
—+400

[Ju,x(VlmA)
Pux(Vi)  Io+e0
Logo,
(Uu,x(Vl\A)
Pux(Vi) 1o+

Pela férmula de mudanca de varidvel na integral, temos que

IDf™ | EZldpu,«(2)
Hua(f (Wi (\A))— f ) KOV

e(xp)
W , (3.3)
[Ju,x(f (We(x,)(xl))) |Df_n] | EZld[Ju,x(Z)

Wl:.(xl) (X[)
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Temos que
]
—-n up -1 u
[detDf™ | E| = ]_1[ detDf | EL,. |
]:
Segue do lema[2.39 que

-1
detDf ™ |EY {4 4etDf T IEL,
detDf | Bl L denp T E:

(1) |

¢é uniformemente limitada, com z € H(k) e z; € W;‘(Z) (z). Suponhamos que

|detD f~" | EY|
>L >0,
|detDf~— | EX|
comze Hk)ez € Wi (2). Logo
f IDFIENMe) 2 TIdetDf T B (W (V) V2 € W)
WS(X])(X])\A
Segue entdo que
IDf™ | EZld i «(2)
fwg(xl)(x,)\A Hux (W) (x)\A)
>L- W o) (3.4)
f |Df_”l | EZWHu,x(Z) Fu,x ()
ey
De (3.2), (3.3) e (3.4) temos que
Hux (W (x)\A) tua(VI\A)

1
<.t
‘Uu,x(Wr(xl)(xl)) L ‘uu,x(Vl)

Logo,

Hu,x(Wg(x,)(xl)\A)
yu,x(W;‘(xl)(xl)) [—+00
Pela dependéncia continua das variedades instaveis locais em pontos de H (k) temos

que gy, (W x)(x)\A) = 0. Analogamente, prova-se que s (W* )(x)\A) =0. |

e(x

0.

Note que a proposigdo foi provada para quase todo ponto e ndo para todo
ponto, pois nos restringimos apenas aos pontos recorrentes.

Usando o fato de que A é um conjunto fechado e cada subconjunto aberto
ndo vazio de W*(x) e W*(x) tem medida positiva com respeito as medidas ;. € .,

respectivamente, obtemos o seguinte

Corolario 3.6. Para u-quase todo ponto x € A\ tem-se

We(x) Cc Ae W' (x) C A.
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3.2.1 Variedades invariantes densas de uma érbita periddica

Usando o Lema de Fechamento de Katok, podemos mostrar que existe um
ponto em uma Orbita periddica cuja variedades centro estdveis e instdveis sdo densas

em A. Mostrar isso é o objetivo dessa subsecdo.

Lema 3.7. Seja X € SE}f(M) e A C M regqular e invariante por (X;);, tal que o fluxo linear
de Poincaré sobre A admite uma decomposicio dominada. Entdo, existe p € Per(X) tal que
WCS(P) = WC“(P) =A.

Demonstragio: Seja k suficientemente grande tal que o bloco hiperbélico H (k) satisfaz
pa(H(k)) > 0. Assim, H(k) C supp(ua). Segue do lema 2.33 que H (k) C Per,(X) N A.
Logo, tomando x no interior de H(k) e 6 > 0 qualquer, existe p € A N B(x, 0) tal que a
Orbita de p é periédica. Podemos assumir que 6 é suficientemente pequeno de modo

que p € H(k) e as seguintes interse¢des sdo transversais
Wi(p) M WE(x) # 0 # Wi(p) h Wi(x),

pois as variedades locais variam continuamente em H (k). (Veja a figura 3.2). Pelo
corolario podemos escolher x de modo que as variedades W*(x) e W*(x) estdo
contidas em A. Fixemos r € W¥(p) h W:i(x) e g € Wi(p) h WE(x).

Figura 3.2: Intersecao Transversal

Seja f = X,, onde 7 é o periodo da érbita de p. Assim, p é um ponto fixo de
f. (Lembramos que estamos assumindo que u4 é ergddica para o fluxo (X;);). Como
ta(H(k)) > 0, usando a proposi¢ao2.24], podemos supor que x é tal que a(x) = A = w(x).

Seja V uma vizinhanga de p em W¥(p) que assumimos ser dada por um disco
em W!(p). Pelo lema (lema de inclinagdo), existe 6 > 0 tal que f"(W¥(x)) NV
estd 0-C'-proximo deste disco, para todo n suficientemente grande (usando aqui o
ponto g da figura Veja também a Figura3.3). Em particular, como V é acumulada
por W(x), temos que W (p) C Weu(x) ¢ A. Como w(x) = A e w(x) C We(x), entdo



46 Capitulo 3. Prova do Teorema Principal

Wer(p) € Wer(x) = A. Usando agora o ponto 7, como w(x) = A er € Wi(p) h WE(x),
temos que w(r) = w(x) = A. Isso implica que A = w(r) C W¢(p), uma vez que W (p) é
invariante. Portanto, A = W (p), como queriamos provar.

De modo analogo se prova que A = We(p).

Dn

g

Wi (%)

Figura 3.3: Lema de Inclinagao

3.3 Demonstracao da Proposicao 3.1

Nesta se¢do usamos os resultados obtidos até agora para provar a proposigao

B. Lembramos também o seu enunciado a seguir.

Proposi¢ao B} Sejam X € G N X" (M) e A € M um conjunto reqular e invariante por (Xy);.

Se o fluxo linear de Poincaré sobre A admite uma decomposigdo dominada e p(A) > 0, entdo

A = D(A) ndo contém singularidades de X.

Demonstragiao: Suponha por absurdo que existe uma singularidade o € A. Pelo lema
B.4] o é tipo Lorenz para X ou para —X. Sem perda de generalidade, suponha que ¢ é
tipo Lorenz para X. Sejam A, < A3 < 0 < —A3 < A; os autovalores de DX(o). Entao,
existe uma variedade estavel W* (o) tangente ao autoespago associado ao autovalor A,.

Afirmamos que W*(0) C A. De fato, seja p dado pelo lemaB.7 e consideremos

L=ax(W:p):= | ] axy).
yeW:(p)
Como A é invariante, temos que L ¢ A. Como vimos na demonstragdo do lema 3.7,
podemos escolher x € A de modo que ax(x) = wx(x) = Ae Wi(p) h Wi (x) # 0. Tomando
r € Wi(p) N WE(x), temos que L D ax(r) = ax(x) = A. Concluimos entdo que L = A.
Como o € A, entdo existe uma sequéncia de nameros reais (t,),, tendendo a infinito,
tal que X_;, (p) —ooe WX, (p)) — Wi(0). Como X;, (Wi(X_,(p))) € Wi (p) C A,
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usando a invaridncia de A, temos que Wi(X_;,(p)) C A. Por A ser fechado, concluimos
que a variedade local W*(c) ¢ A. Usando novamente a invaridncia de A, obtemos
W*(o) C A.

No caso em que o é tipo Lorenz para —X, por argumentos andlogos aos anteri-
ores, obtemos W"#(g) C A.

Explicamos agora como W*(0) C A leva a uma contradi¢do. No caso em
que W*(o) C A, consideremos y € W*(0) N A\{o}. Como A é o fecho dos pontos de
densidade de A, existe uma sequéncia de pontos de densidade de A convergindo para
y. Considerando a a¢do do fluxo préximo a singularidade o, podemos considerar uma
sequéncia (g,)., convergindo para um ponto g € W*(0)\{c}, onde g, estd na 6rbita futura
de p,,. Como u-quase todo ponto de M é recorrente, podemos supor que p, é recorrente

para cada n. (Veja a figura 3.4).

W(0)

W*(g)y’ 0 Ly/

v We(o)
Figura 3.4: Aproximacao

Usando o teorema .19, existe um campo Y, Cl-proximo de X, admitindo
uma 6rbita homoclinica do tipo orbit-flip. Pelo teorema R2.27], existe um campo Z, C'-
préoximo de Y, ndo necessariamente conservativo, admitindo uma érbita homoclinica

do tipo inclination-flip. (Veja figura [3.5(a)| e 3.5(b)} onde estamos denotando por oy e

0z a continuagdo analitica de ¢, aplicada aos campos Y e Z, respectivamente.)
Como vimos na subse¢do2.7.4} a existéncia de uma 6rbita homoclinica contraria
o fato do fluxo linear de Poincaré admitir uma decomposigdo dominada.

Argumentamos de forma analoga para o caso em que W*#(0) C A. n

3.4 Prova do Teorema Principal

Lembramos que considerando o conjunto Xj,(M) (r > 1) dos campos vetoriais
incompressiveis de classe C’, denotamos por G o subconjunto de X} (M) dos campos que
cujas singularidades sdo hiperbdlicas e ndo possui ressondncia, isto é, os autovalores

da derivada do campo reais sdo todos distintos.
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WH(oy)

We(oy)

W(oy) /%Y

(a) Orbit-lip. (b) Inclination-flip.

Figura 3.5:

Discutimos no capitulo[dlque o conjunto G é um subconjunto aberto e denso de
X[ (M). Este capitulo ¢é dedicado a provar a segunda parte do teorema principal desta

dissertacao.

Teorema Principal. Existe um aberto e denso G C X;,(M) tal que para cada X € G com um

conjunto invariante e reqular A satisfazendo:

e 0 fluxo linear de Poincaré sobre A tem uma decomposicio dominada; e

e A tem volume positivo: u(A) > 0;
entio X é um campo de Anosove A = M.

Demonstra¢ao: Consideremos um campo X € G satisfazendo as hip6teses do teorema.
Como o fluxo linear de Poincaré sobre A possui uma decomposi¢do dominada e p(A) >
0, pela proposi¢aoB.1] o fecho dos pontos de densidade de Lebesgue de A, A = D(A),
ndo possui singularidades. Assim, podemos definir o fluxo linear de Poincaré sobre
A, o qual, por continuidade, continua possuindo uma decomposi¢cdo dominada. Dai,
pelo lema[3.2] temos que A é um conjunto hiperbdlico.

A estratégia é provar que A é aberto e fechado e usar a conexidade de M.
Provemos inicialmente que W*(x) C A e W*(x) C A, para todo x € A. De fato, se x € A,
como A é o fecho dos pontos de densidade de A, temos que existe uma vizinhanca V de
x tal que p(VNA) > 0. Pelo coroldrio[3.6, para p-quase todo p € V, tem-se que Wi(p) C A
e Wi(p) C A. Sem perda de generalidade, podemos considerar uma sequéncia (p,), em
V, convergindo para x, tal que W*(p,,) C Ae W*(p,) C A, para todo n > 1. Usando o fato
de que A é fechado e que as variedades estaveis e instdveis dependem continuamente
do ponto, temos que W*(x) C A e W¥(x) C A.
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Tomandoy uma vizinhanga de x em W*(x), suficientemente pequena, temos que
W:(z) é transversal a W¢(x), para todo z € y. Logo, R, := .., W;(z) C A. Considerando

a acdo do fluxo e lembrando que A é invariante, temos que

U X®)cA

—T<t<7T

é uma vizinhanga de x em M. Isto mostra que A é aberto. Como A também é fechado e
M é uma variedade conexa, temos que A = M. Além disso, segue que X é um campo

de Anosov, uma vez que M = A = A é um conjunto hiperbélico. n
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Capitulo 4

Perspectivas Futuras

Para dimensao mais alta ainda ndo se sabe a resposta, isto é: se M tem dimensao
maior ou igual a 4 e X é um campo vetorial nas condi¢des do teorema principal, ndo se

sabe se X é um campo de Anosov ou ndo.

4.1 Questiaoem dimensao maior com hiperbolicidade sec-

cional

Dizemos que um conjunto compacto e invariante A ¢ M é parcialmente hi-
perbélico, se o fibrado tangente possui uma decomposic¢do continua e invariante T\M =

E° @ E" e existem constantes A, K > 0 tais que para todo x € A e para todo t > 0 tem-se:
(a) E° domina E |IDX;(x) | E5ll - IDX_(x) | ES Il < Ke™;
(b) E° contrai uniformemente: ||DX; | E3|| < Ke™.

Dizemos que um subfibrado, DX;-invariante, F € T,M é seccionalmente expansor, se
dimF, > 2 é constante, para todo x € A e existem constantes positivas C e A tais que
para todo x € A e para todo subespaco bidimensional L, C F, tem-se |detDX; |, | > C¢/,
paratodot > 0. Em outras palavras, a expansdo seccional é a expansdo de drea ao longo
de todo subespaco bidimensional do fibrado F. Um conjunto compacto e invariante
A é dito seccionalmente hiperbdlico, se A é um conjunto parcialmente hiperbdlico cujas
singularidades sdo hiperbdlicas e o subfibrado central é seccionalmente expansor.

Em dimensdo maior, sabe-se que se A é um conjunto seccionalmente hi-
perbdlico, entdo ou A tem volume zero ou o campo é de Anosov (veja [3, Teorema 8.24]).
Porém, se assumimos apenas a decomposi¢do dominada do fluxo linear de Poincaré,

a questdo é mais sutil. Mesmo se o fluxo linear de Poincaré tivesse decomposig¢ao
51
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dominada globalmente em uma variedade compacta com dimensdo maior ou igual a

4, isso ndo é suficiente para obter hiperbolicidade, como vemos na sec¢do a seguir.

4.2 Exemplo com fluxo de suspensao

Consideremos f : M — M um difeomorfismo e r : M — (0, +o0) uma fungdo
continua. No que se segue vamos definir o fluxo de suspensio de f, com fungdo altura r.

Na construgao, suporemos que r é tal que

Y @) = Y () = oo
i=0 i=0

Primeiramente, vamos construir o dominio N do fluxo de suspensdo. Para
isso consideremos a aplicagdo F : M X R — M X R dada por F(x,s) = (f(x),s — r(x)).
Observamos que F é invertivel. Consideremos a relacdo de equivaléncia ~ sobre M X R

dada por

(x,8) ~(x',s") & dAneZ: (x',s") =F'(x,s).

Denotamos N o conjunto das classes de equivaléncia dessa relagioe por 7 : MXR — N

a projecdo candnica que associa a cada (x,s) € M X R a sua classe de equivaléncia.
Agora considere o fluxo G' : M xR — M X R dado por G'(x,s) = (x,s + f). E

facil verificar que G' o F = F o G/, para todo t € R. Usando isso, fica bem definido o

seguinte fluxo sobre N
¢: N —> N
nx,s) = m(G(xs)

O fluxo (¢'); é o que chamamos de fluxo de suspensio de f, com fungdo altura r. Dizemos

que f é o difeomorfismo de base de (g');.

X @----coeiiias

M

()«
R 0 ()

Figura 4.1: Fluxo de Suspensao
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4.2.1 Exemplo

Existe um exemplo de fluxo de suspensao, com fungdo altura constante e igual
a1, cuja transformagéo de base é um difeomorfismo f : T* — T* do toro de dimensao 4,
transitivo (isto é, admitindo uma érbita densa), com o fibrado tangente admitindo uma
decomposicdo TT* = E° @ E* dominada e com pontos periddicos de diferentes indices
(o indice de um ponto periédico é a dimensdo da variedade instavel). Isso implica que

T* ndo é hiperbolico. Para mais detalhes veja [8, Exemplo B.12].

4.3 Conjectura

Métodos andlogos estendidos para dimensdo mais alta permitem conjecturar
que: se o fluxo linear de Poincaré sobre um conjunto regular invariante com volume
positivo para um campo C? conservativo X é hiperbdlico, entdo X é um campo de

Anosov.
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